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Êòî òàêîé Áèíã?

Ð. Õ. Áèíã (1914�1986)

Àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê, ðà-
áîòàâøèé ïðåèìóùåñòâåííî â
îáëàñòè ãåîìåòðè÷åñêîé òî-
ïîëîãèè è òåîðèè êîíòè-
íóóìîâ. Åãî èññëåäîâàíèÿ áû-
ëè ñîñðåäîòî÷åíû ïî÷òè èñêëþ-
÷èòåëüíî íà òåîðèè òð¼õìåð-
íûõ ìíîãîîáðàçèé è ãåîìåòðè-
÷åñêîé òîïîëîãèè òð¼õìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà. Áèíã çàëîæèë îñ-
íîâû íåñêîëüêèõ îáëàñòåé òîïî-
ëîãèè, âêëþ÷àÿ òåîðèþ ðàçëî-
æåíèé è ìåòîäû ñæàòèÿ.
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Êòî òàêîé Áèíã?

Ð. Õ. Áèíã (1914�1986)

Åãî ðàáîòû ñòàëè èñòî÷íè-
êîì âàæíûõ òåîðåòè÷åñêèõ
ðåçóëüòàòîâ: íàïðèìåð, Ìàé-
êë Ôðèäìàí èñïîëüçîâàë
ìåòîäû ñæàòèÿ Áèíãà (â
îáîáù¼ííîì âèäå) äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ÷åòûð¼õ-
ìåðíîé ãèïîòåçû Ïóàíêàðå
â 1982 ãîäó. Âêëàä Áèíãà â
ãåîìåòðè÷åñêóþ òîïîëîãèþ
òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà áûë
íàñòîëüêî ôóíäàìåíòàëüíûì è
ñàìîáûòíûì, ÷òî ýòó îáëàñòü
èíîãäà íåôîðìàëüíî íàçûâàþò
¾òîïîëîãèåé òèïà Áèíãà¿.
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×òî èç ñåáÿ ïðåäñòàâëÿåò Äîì Áèíãà?

Äîì Áèíãà � ýòî äâóìåðíûé êîì-
ïëåêñ, ñîñòîÿùèé èç ñòåíîê êóáà è åãî
ïëîñêîãî ñå÷åíèÿ (íà ïîëîâèíå âûñî-
òû) ñ äâóìÿ äûðêàìè. Â âåðõíåé ãðà-
íè êóáà ñäåëàíà äûðêà. Îò å¼ ãðàíèöû
èäåò ïàðàëëåëåïèïåä äî äûðêè íà ñå-
÷åíèè. Ýòîò ïàðàëëåëåïèïåä ñîåäèíåí
ñòåíêîé-ïåðåãîðîäêîé ñî ñòåíêîé êóáà.
Òî æå ñàìîå â íèæíåé ïîëîâèíå êóáà.
Ò.å. â äîìå ðàñïîëîæåíû 2 êîìíàòû:
âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ. Â êàæäîé êîìíàòå
íàõîäèòñÿ ïàðàëëåëåïèïåä ñ ïîëîñêîé-
ïåðåãîðîäêîé.

B i n g , R . H . �Some aspects of the topology of 3-manifolds related to
the Poincar�e conjecture�, in Lectures on Modern Mathematics II,
T. L. Saaty (ed.), Wiley, New York, 1964, pp. 93�128.
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Óòâåðæäåíèå

Äîì Áèíãà ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðåäñòàâèì Äîì Áèíãà â
âèäå ¾äâóõýòàæíîãî ÿáëî-
êà¿. Èçíà÷àëüíî íàøå ÿá-
ëîêî (=òðåõìåðíûé äèñê)
ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî
òî÷êå. Ïóñòü â ýòî ÿáëîêî
âãðûçàþòñÿ 2 ÷åðâÿêà: ñâåð-
õó è ñíèçó. Èì çàïðåùå-
íî âñòðå÷àòüñÿ, ò.å. êàñàòüñÿ
äðóã äðóãà.
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Óòâåðæäåíèå

Äîì Áèíãà ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Îíè ñúåäàþò ÿáëîêî, îñòàâ-
ëÿÿ ¾òîíêèå ñòåíêè¿, è ïî-
ëó÷àåòñÿ Äîì Áèíãà. Çàìå-
òèì, ÷òî íà êàæäîì ýòà-
ïå ïîåäàíèÿ ÿáëîêà ÷åðâÿ-
êàìè ¾îãðûçîê¿ ãîìîòîïè÷å-
ñêè ýêâèâàëåíòåí òî÷êå, à
çíà÷èò è ïîëó÷èâøèéñÿ Äîì
Áèíãà ãîìîòîïè÷åñêè ýêâè-
âàëåíòåí òî÷êå.
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Â ÷åì ¾ïàôîñ¿ Äîìà Áèíãà?

Äåëî â òîì, ÷òî âñå åãî òî÷êè èìåþò îêðåñòíîñòè, èçîáðàæåííûå
íà ðèñóíêå ñïðàâà, ò.å. ó òàêîé êîíñòðóêöèè íåò ¾ãðàíè÷-
íûõ òî÷åê¿. À ïîòîìó êàê áû íåò ¾íà÷àëà ñòÿãèâàíèÿ¿. È òåì
íå ìåíåå, Äîì Áèíãà ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó.
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Îïðåäåëåíèå

Êîìïàêòíûé ïîëèýäð P íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè ëèíê êàæäîé
òî÷êè x ∈ P ãîìåîìîðôåí îäíîìó èç ñëåäóþùèõ îäíîìåðíûõ
ïîëèýäðîâ:

(a) îêðóæíîñòè (òàêàÿ òî÷êà x íàçûâàåòñÿ íåîñîáîé (ðåãóëÿð-
íîé))

(b) îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì (òàêàÿ òî÷êà x íàçûâàåòñÿòðîéíîé
òî÷êîé)

(c) îêðóæíîñòè ñ òðåìÿ ðàäèóñàìè (òàêàÿ òî÷êà x íàçûâàåòñÿ
èñòèííîé âåðøèíîé)

Ôîìåíêî À.Ò., Øàäðèíà Å.Ä. Òîïîëîãè÷åñêèå ÷óäåñà 2026 8 / 123



Òî÷êè Äîìà Áèíãà

Çàìåòèì, ÷òî â Äîìå Áèíãà âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî ðåãóëÿðíûå è
òðîéíûå òî÷êè.
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Ðàçíûå ñïîñîáû èçîáðàæåíèÿ èñòèííîé âåðøèíû

Ïîëèýäð, èëëþñòðèðóþùèé îñîáåííîñòü òèïà èñòèííàÿ âåðøè-
íà, íàçûâàþò áàáî÷êîé. Íà ñàìîì äåëå ýòî î÷åíü ñòðàííàÿ áà-
áî÷êà. Åå òåëî ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ îòðåçêîâ ñ îáùèì êîíöîì,
è îíà èìååò øåñòü êðûëüåâ. Êàæäîå êðûëî çàòÿãèâàåò äâà îò-
ðåçêà, è êàæäàÿ ïàðà îòðåçêîâ çàòÿíóòà ðîâíî îäíèì êðûëîì.
Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ïðåäñòàâëåíèÿ áàáî÷êè.

Òðåòüå èçîáðàæåíèå áàáî÷êè ïîìåùåíî âíóòðü ïðàâèëüíîãî òåò-
ðàýäðà, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü ñèììåòðè÷íóþ ïðèðîäó ýòîé îñîáîé
òî÷êè.
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Ðàçíûå ñïîñîáû èçîáðàæåíèÿ èñòèííîé âåðøèíû

Âîçüìåì ïðàâèëüíûé òåòðàýäð è âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó
âíóòðè íåãî. Ðàññìîòðèì êîíóñ ñ âåðøèíîé â ýòîé òî÷êå íàä
òåòðàýäðîì. Ìû ïîëó÷èëè åù¼ îäíî ïðåäñòàâëåíèå ïîëèýäðà,
ñîäåðæàùåãî èñòèííóþ âåðøèíó.
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Îïðåäåëåíèÿ

Îïèøåì ñòðóêòóðó ïðîñòûõ ïîëèýäðîâ. Êàæäûé òàêîé ïîëèýäð
åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñòðàòèôèöèðîâàí. Â ýòîé ñòðàòèôèêàöèè
êàæäûé ñòðàò ðàçìåðíîñòè 2 (2-êîìïîíåíòà) � ýòî ñâÿçíàÿ êîì-
ïîíåíòà ìíîæåñòâà íåîñîáûõ òî÷åê. Ñòðàòû ðàçìåðíîñòè 1 �
ýòî îòêðûòûå èëè çàìêíóòûå òðîéíûå ëèíèè, à ñòðàòû ðàçìåð-
íîñòè 0 � ýòî èñòèííûå âåðøèíû.

Ïðîñòîé ïîëèýäð P íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíûì, åñëè âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. êàæäûé îäíîìåðíûé ñòðàò ïîëèýäðà Ð ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé 1-
êëåòêîé;

2. êàæäàÿ 2-êîìïîíåíòà ïîëèýäðà Ð ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé 2-êëåòêîé.

Ñïàéí 3-ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíûì, åñëè îí ÿâëÿ-
åòñÿ ñïåöèàëüíûì ïîëèýäðîì.
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Îêàçûâàåòñÿ, Äîì Áèíãà
� ýòî ïðèìåð ñïåöèàëü-
íîãî ñïàéíà òðåõìåðíîãî
øàðà!
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Òåîðåìà (Ìàòâååâ Ñ.Â.)

Ëþáîå êîìïàêòíîå 3-ìíîãîîáðàçèå èìååò ñïåöèàëüíûé ñïàéí.

Òåîðåìà (Ìàòâååâ Ñ.Â.)

Ïóñòü P1 è P2 � ñïåöèàëüíûå ñïàéíû 3-ìíîãîîáðàçèé M1 è M2,

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà M1 ≈ M2 ⇐⇒ P1
T±1

−−→ P2.
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Îïðåäåëåíèÿ

Êîìïàêòíûé ïîëèýäð P íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ïðîñòûì, åñëè ëèíê
êàæäîé åãî òî÷êè âêëàäûâàåòñÿ â ïîëíûé ãðàô Ã4 ñ ÷åòûðüìÿ
âåðøèíàìè. Ñïàéí P òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M íàçûâàåòñÿ
ïî÷òè ïðîñòûì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïðîñòûì ïîëèýäðîì.

Ãðàô Ã4 óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê îêðóæíîñòü ñ òðåìÿ ðà-
äèóñàìè èëè êàê êðàé ñòàíäàðòíîé áàáî÷êè.
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Ñëîæíîñòüþ c(P ) ïî÷òè ïðîñòîãî ïîëèýäðà P íàçûâàåòñÿ ÷èñ-
ëî åãî èñòèííûõ âåðøèí.

Ñëîæíîñòü c(M) êîìïàêòíîãî 3-ìíîãîîáðàçèÿ M ðàâíà k, åñëè
M èìååò ïî÷òè ïðîñòîé ñïàéí ñ k èñòèííûìè âåðøèíàìè è íå
èìååò ïî÷òè ïðîñòûõ ñïàéíîâ ñ ìåíüøèì ÷èñëîì èñòèííûõ âåð-
øèí. Äðóãèìè ñëîâàìè, c(M) = minP c(P ), ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ
ïî âñåì ïî÷òè ïðîñòûì ñïàéíàì ìíîãîîáðàçèÿ M .

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà (Ìàòâååâ Ñ.Â.)

Äëÿ ëþáûõ 3-ìíîãîîáðàçèé M1, M2 âåðíî ðàâåíñòâî:
c(M1#M2) = c(M1) + c(M2), ãäå # � ñâÿçíàÿ ñóììà ìíî-
ãîîáðàçèé.

Çàìå÷àíèå. Ñëîæíîñòü ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíûì èíâàðèàíòîì òðåõ-
ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé.
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Òîïîëîãèÿ ìíîãîîáðàçèé ìàëîé ðàç-
ìåðíîñòè çàíèìàåò îñîáîå ìåñòî â
ñîâðåìåííîé ãåîìåòðèè è òîïîëî-
ãèè. Îñíîâíûå ôàêòû è ìåòîäû òî-
ïîëîãèè òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé
(âêëþ÷àÿ àëãîðèòìè÷åñêèé ïîäõîä)
èçëîæåíû â êíèãå Ñ. Â. Ìàòâååâà è
À. Ò. Ôîìåíêî ¾Àëãîðèòìè÷åñêèå è
êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â òðåõìåðíîé
òîïîëîãèè¿.

Ì à ò â å å â , Ñ . Â . , Ô î ì å í ê î , À . Ò . Àëãîðèòìè÷åñêèå è
êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â òðåõìåðíîé òîïîëîãèè, 2-å èçä., èñïð. è
äîï., Íàóêà, Ìîñêâà, 1998, 320 ñ.
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Áîëåå ïîäðîáíî ñ òåîðèåé ñïåöèàëü-
íûõ ñïàéíîâ è òåîðèåé ñëîæíîñòè
òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîæíî
îçíàêîìèòüñÿ â êíèãå Ñ. Â. Ìàòâå-
åâà ¾Àëãîðèòìè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ è
êëàññèôèêàöèÿ òðåõìåðíûõ ìíîãî-
îáðàçèé¿.

Ì à ò â å å â , Ñ . Â . Àëãîðèòìè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ è êëàññèôèêàöèÿ

òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, ÌÖÍÌÎ, Ìîñêâà, 2007, 453 ñ. (Íîâûå
ìàòåìàòè÷åñêèå äèñöèïëèíû).
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17. Áèëëèàðä è ýôôåêò

Êîðèîëèñà
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Èòàê, ïðåäñòàâüòå, 19 âåê, Ôðàíöèÿ, Ïàðèæ. Áèëüÿðä. Âñå âçãëÿ-
äû ïðèêîâàíû ê çåë¼íîìó ñóêíó ñòîëà.

¾Èãðà â áèëüÿðä¿ (Ëóè-Ëåîïîëüä Áóàëüè, 1807)
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Êàïèòàí Ôðàíñóà Ìåíãî ñîâåðøàåò óäàð. Íî âìåñòî òîãî ÷òîáû
öåëèòüñÿ â öåíòð øàðà, îí ÷óòü íàêëîíÿåò êèé, îïóñêàÿ åãî
íàêîíå÷íèê íèæå ýêâàòîðà áèòêà.
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Çàòåì îí íàíîñèò ñèëüíûé è êîðîòêèé óäàð ýòèì î÷åíü íàêëîí-
íûì êèåì, ìãíîâåííî óáèðàÿ êèé ïîñëå óäàðà.
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Øàð ñðûâàåòñÿ ñ ìåñòà, êàòèòñÿ âïåð¼ä ðîâíî è ïëàâíî, êàê è
ñîòíè ðàç äî ýòîãî. Íè÷åãî íåîáû÷íîãî. Íî çàòåì ïðîèñõîäèò òî,
÷òî ñîâðåìåííèêàì êàçàëîñü ÷óäîì: øàð ïîñòåïåííî çàìåä-
ëÿåòñÿ, îñòàíàâëèâàåòñÿ áóêâàëüíî â íåñêîëüêèõ ñàíòè-
ìåòðàõ îò öåëè � è êàòèòñÿ íàçàä. Â òó ýïîõó òàêîé ýôôåêò
âîñïðèíèìàëñÿ êàê íå÷òî ïðîòèâîðå÷àùåå çàêîíàì ôèçèêè.
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Ñåêðåò ýòîãî òðþêà áûë â êîæàíîé íàêëåéêå íà êîíöå êèÿ.
Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî Ôðàíñóà Ìåíãî ÿâëÿåòñÿ èçîáðåòàòåëåì íàêëåé-
êè íà êèé. Èìåííî îíà ïîçâîëèëà ïðèäàâàòü øàðó íå òîëü-
êî ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå, íî è äîïîëíèòåëüíîå áîêî-
âîå âðàùåíèå. Ýòî ñòàëî íàñòîÿùåé ðåâîëþöèåé â áèëüÿðäå:
èãðîêè ïîëó÷èëè ïðèíöèïèàëüíî íîâûå âîçìîæíîñòè, à ñàìà èã-
ðà îáðåëà ãëóáèíó è ñëîæíîñòü.
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Ôðàíñóà Ìåíãî (1771�1847)

Â 1827 ãîäó Ìåíãî îáîáùèë ñâîé
îïûò â êíèãå ¾Noble Jeu de
Billard � Coups Extraordinaires
et surprenants. . . ¿ (¾Áëàãîðîä-
íàÿ èãðà â áèëüÿðä � íåâå-
ðîÿòíûå è óäèâèòåëüíûå óäà-
ðû. . . ¿). Â íåé îí îïèñàë 40
íåîáû÷íûõ è äàæå ðåâîëþ-
öèîííûõ! óäàðîâ. Êíèãà ñòà-
ëà ïåðâûì áèëüÿðäíûì áåñòñåë-
ëåðîì, à ñåãîäíÿ ñ÷èòàåòñÿ ñà-
ìûì äîðîãèì èçäàíèåì ïî áè-
ëüÿðäó.
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Èñêóññòâî èãðû, ïðîäåìîíñòðè-
ðîâàííîå Ôðàíñóà Ìåíãî, ïðî-
èçâåëî íà Ãàñïàðà Êîðèîëè-
ñà ãëóáîêîå âïå÷àòëåíèå. Ïî-
ðàæ¼ííûé íåâåðîÿòíûìè óäàðà-
ìè, Êîðèîëèñ ðåøèë ïîäîéòè ê
ýòèì ýôôåêòàì íå êàê èãðîê, à
êàê ìåõàíèê-èññëåäîâàòåëü. Îí
ïîñòàâèë ïåðåä ñîáîé öåëü �
äàòü ýòèì ¾îðèãèíàëüíûì
ÿâëåíèÿì¿ ñòðîãîå ìàòåìà-
òè÷åñêîå îáîñíîâàíèå.

Ãàñïàð-Ãþñòàâ Êîðèîëèñ
(1792�1843)
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Òàê, â 1835 ãîäó óâèäåëà ñâåò åãî
çíàìåíèòàÿ ðàáîòà ¾Ìàòåìàòè÷å-
ñêàÿ òåîðèÿ ÿâëåíèé áèëüÿðäíîé
èãðû¿, êîòîðàÿ ñòàëà íå òîëü-
êî ïåðâûì ñòðîãèì íàó÷íûì
òðàêòàòîì î áèëüÿðäå, íî è
âàæíûì âêëàäîì â òåîðåòè÷å-
ñêóþ ìåõàíèêó.
Ñàì Êîðèîëèñ âûñîêî öåíèë ïðàê-
òè÷åñêóþ îïîðó ñâîåé òåîðèè: ¾ß
î÷åíü îáÿçàí ã. Ìåíãî, âî âðåìÿ èã-
ðû êîòîðîãî ÿ ìîã óäîñòîâåðèòü-
ñÿ, ÷òî ôîðìóëû è ïîëó÷àþùèå-
ñÿ èç íèõ ãåîìåòðè÷åñêèå ïîñòðî-
åíèÿ äàþò ðåçóëüòàòû, ñîãëàñíûå
ñ îïûòîì¿.
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Îïðåäåëåíèÿ

Êíèãà íà÷èíàåòñÿ ñ èçëîæåíèÿ îñíîâ òåîðèè è ïîñòðîåíèé, îáú-
ÿñíÿþùèõ äâèæåíèå øàðîâ. Ââåäåì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Òî÷êà îïîðû øàðà � òî÷êà, êîòîðîé øàð êàñàåòñÿ ñóêíà è â
êîòîðîé ïðèëîæåíà ñèëà òðåíèÿ.

Âðàùàòåëüíàÿ ñêîðîñòü òî÷êè îïîðû � ñêîðîñòü òî÷êè îïîðû
øàðà â åãî îòíîñèòåëüíîì âðàùåíèè âîêðóã öåíòðà øàðà.
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Îïðåäåëåíèÿ

Ïðÿìîå âðàùåíèå � ýòî âðàùåíèå, ïðè êîòîðîì âðàùàòåëüíàÿ
ñêîðîñòü îïîðíîé òî÷êè íàïðàâëåíà ïðîòèâ ñêîðîñòè öåíòðà øà-
ðà.
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Îïðåäåëåíèÿ

Îáðàòíîå âðàùåíèå � âðàùåíèå, ïðîèñõîäÿùåå â ñòîðîíó, ïðî-
òèâîïîëîæíóþ ïðÿìîìó âðàùåíèþ, òî åñòü êîãäà ñêîðîñòü îïîð-
íîé òî÷êè íàïðàâëåíà â ñòîðîíó ñêîðîñòè öåíòðà øàðà.
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Îïðåäåëåíèÿ

Ëèíèÿ óäàðà � ïðÿìàÿ, ïðîâåäåííàÿ ÷åðåç òó òî÷êó, â êîòîðîé
êèé óäàðÿåò øàð, ïî íàïðàâëåíèþ îñè êèÿ.
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Êîðèîëèñ òåîðåòè÷åñêè äîêàçàë âîçìîæíîñòü òàêîãî íåîáû÷íî-
ãî äâèæåíèÿ øàðà. Èòàê, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà (Êîðèîëèñ)

Ôèíàëüíîå íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ øàðà ïàðàëëåëüíî ëèíèè,
èäóùåé îò åãî òî÷êè îïîðû ê òîé òî÷êå, â êîòîðîé ëèíèÿ óäàðà
ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü áèëüÿðäíîãî ñóêíà.
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Òàê êàê öåëüþ íàøåãî äîêëàäà ÿâëÿåòñÿ ñôîðìèðîâàòü ïðåä-
ñòàâëåíèå î òîïîëîãè÷åñêèõ ÷óäåñàõ, íå óãëóáëÿÿñü â òåõ-
íè÷åñêèå äåòàëè, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ìû îïóñòèì.
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Æåëàþùèå ìîãóò îçíàêîìèòñÿ ñ ïîäðîáíûì èçëîæåíèåì â ðóñ-
ñêîì èçäàíèè êíèãè Êîðèîëèñà 2009 ãîäà.

Êîðèîëèñ Ã. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ÿâëåíèé áèëüÿðäíîé èãðû / Ïåð.
ñ ôð. � 3-å èçä. � Ì.: ÓÐÑÑ, 2009. � 240 ñ. � (Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîå
íàñëåäèå: ôèçèêà (ìåõàíèêà)).
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Êàê ïîíÿòü òàêîé ýôôåêò ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ?

Ñåêðåò òàêîãî ïîâåäåíèÿ øàðà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óäàð íà-
êëîííûì êè¼ì íèæå ýêâàòîðà áèòêà ñîîáùàåò øàðó íå òîëüêî
ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå âïåð¼ä, íî è ìîùíîå îáðàò-
íîå âðàùåíèå. Øàð íà÷èíàåò äâèæåíèå âïåð¼ä, èç-çà îáðàò-
íîãî âðàùåíèÿ åãî òî÷êà îïîðû òàêæå äâèæåòñÿ âïåð¼ä îòíî-
ñèòåëüíî ñòîëà. Ñèëà òðåíèÿ, êàê ñëåäñòâèå, íàïðàâëåíà íàçàä
� ïðîòèâ äâèæåíèÿ øàðà. Îíà îäíîâðåìåííî òîðìîçèò ïîñòó-
ïàòåëüíîå äâèæåíèå è çàìåäëÿåò îáðàòíîå âðàùåíèå.

Èç-çà ñïåöèôèêè óäàðà ïîñòóïàòåëüíàÿ ñêîðîñòü øàðà áûñòðî
óìåíüøàåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû òðåíèÿ è ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé
íóëþ. Øàð îñòàíàâëèâàåòñÿ. Îäíàêî îáðàòíîå âðàùåíèå ê ýòî-
ìó ìîìåíòó åù¼ ñîõðàíÿåòñÿ. Òåïåðü ñèëà òðåíèÿ, äåéñòâó-
þùàÿ íà íåïîäâèæíûé øàð, íà÷èíàåò òîëêàòü åãî â ïðî-
òèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè. Øàð, íè î ÷òî íå óäàðèâøèñü,
íà÷èíàåò êàòèòüñÿ íàçàä, ê èãðîêó.
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Áèëëèàðä è ýôôåêò Êîðèîëèñà. Íàøè äíè

Ìàòåìàòè÷åñêèì áèëëèàðäîì íàçûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòå-
ìà, îïèñûâàþùàÿ äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â íåêîòîðîé
îáëàñòè Ω ⊂ R2, îãðàíè÷åííîé ãëàäêîé ðåãóëÿðíîé çàìêíóòîé
êðèâîé. Ïðè äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
ñîõðàíÿëàñü äëèíà âåêòîðà ñêîðîñòè, à îòðàæåíèå íà ãðàíèöå
îáëàñòè ñîâåðøàëîñü ïî ñòàíäàðòíîìó çàêîíó: óãîë ïàäåíèÿ ðà-
âåí óãëó îòðàæåíèÿ.
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Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêèå áèëëèàðäû íà ïëîñêîñòè Ìèíêîâ-
ñêîãî, îãðàíè÷åííûå ïðÿìûìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç íà÷àëî êî-
îðäèíàò, è ïñåâäîîêðóæíîñòÿìè ñåìåéñòâà

x2 − y2 = a− λ,

ãäå a > 0, λ ∈ R.
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Îêàçûâàåòñÿ, òàêèå áèëëèàðäû � èíòåãðèðóåìû!

Òåîðåìà (Øàäðèíà Å.Ä.)

Ìàòåìàòè÷åñêèé áèëëèàðä íà ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî, îãðàíè-
÷åííûé ïðÿìûìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, è ïñåâ-
äîîêðóæíîñòÿìè ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà, ÿâëÿåòñÿ èíòå-
ãðèðóåìûì. Ïåðâûå èíòåãðàëû äàííîé ñèñòåìû � ôóíêöèè

Λ = a+
(vyx− vxy)

2

v2x − v2y
, H = v2x − v2y ;

ãäå v = (vx, vy) � âåêòîð ñêîðîñòè ÷àñòèöû, (x, y) � òî÷êà áèë-
ëèàðäà.
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Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ôóíêöèÿ Λ � ýòî çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà êàóñòèêè (ïñåâäîîêðóæíîñòè), êîòîðîé êàñàþòñÿ
ïðÿìûå, âäîëü êîòîðûõ äâèæåòñÿ ÷àñòèöà.
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Ïóñòü òåïåðü ïðè äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà íå¼ äåé-
ñòâóåò ïîòåíöèàë U(x2 − y2). Îêàçûâàåòñÿ, è òàêèå áèëëèàðäû
� èíòåãðèðóåìû.

Òåîðåìà (Øàäðèíà Å.Ä.)

Ìàòåìàòè÷åñêèé áèëëèàðä ñ äîáàâëåíèåì ïîòåíöèàëà U(x2−y2)
íà ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî, îãðàíè÷åííûé ïðÿìûìè, ïðîõîäÿ-
ùèìè ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, è ïñåâäîîêðóæíîñòÿìè ðàññìàò-
ðèâàåìîãî ñåìåéñòâà, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìûì. Ïåðâûå èíòå-
ãðàëû äàííîé ñèñòåìû � ôóíêöèè

H =
1

2
(p2x − p2y) + U(x2 − y2), F = (pyx+ pxy)

2;

ãäå p = (px, py) � èìïóëüñ ÷àñòèöû, (x, y) � òî÷êà áèëëèàðäà.
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Ïðè èññëåäîâàíèè áèëëèàðäà ñ ãðàâèòàöèîííûì ïîòåíöèàëîì
áûë îáíàðóæåí ñëåäóþùèé ýôôåêò.

Óòâåðæäåíèå (Øàäðèíà Å.Ä.)

Ïðè h > 0, f = 0 ìàòåìàòè÷åñêèé áèëëèàðä ñ äîáàâëåíèåì ïî-
òåíöèàëà U = 1√

x2−y2
íà ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî, îãðàíè÷åííûé

ïðÿìûìè y = kx, y = mx, ãäå |k|, |m| < 1, k ̸= m, è ïñåâ-
äîîêðóæíîñòüþ ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà ñ ôèêñèðîâàííûì
ïàðàìåòðîì λ1, λ1 < a, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìûì. Ïðè ýòîì ïðè

h >
1

√
a− λ1

, f = 0 ñëîé, çàäàâàåìûé ïåðâûìè èíòåãðàëàìè H

è F , ãîìåîìîðôåí öèëèíäðó.
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Ïðè÷åì òóò ¾ýôôåêò Êîðèîëèñà¿?

Ïðè h >
1√

a− λ1

, f = 0 òðàåêòîðèè â îáëàñòè âîçìîæíîãî äâè-

æåíèÿ óñòðîåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâè-
æåòñÿ âäîëü ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó íà÷àëà êîîðäè-

íàò, äîñòèãàåò ïñåâäîîêðóæíîñòè x2− y2 =
1

h2
, îñòàíàâëèâàåòñÿ

è (íè î ÷òî íå óäàðèâøèñü!) íà÷èíàåò äâèæåíèå íàçàä.
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Â ÷¼ì ïàôîñ óòâåðæäåíèÿ?

Îêàçûâàåòñÿ, áèëëèàðä íà ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî, îãðàíè÷åí-
íûé äâóìÿ ïðÿìûìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, è
òîëüêî îäíîé ïñåâäîîêðóæíîñòüþ, íå èíòåãðèðóåì. Ýòî îáú-
ÿñíÿåòñÿ íàëè÷èåì ñëåäóþùåãî ýôôåêòà: ïðè íåêîòîðûõ çíà-
÷åíèÿõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ áèëëèàðäíàÿ ÷àñòèöà, îòðàæàÿñü
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç îò ñòåíîê áèëëèàðäà, äîñòèãàåò òî÷êè
íà÷àëà êîîðäèíàò çà êîíå÷íîå âðåìÿ ñ áåñêîíå÷íûì èìïóëüñîì.
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18. Ïåðåâîðà÷èâàþùèéñÿ âîë÷îê

Òîìñîíà
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Âîë÷îê Òîìñîíà

(Êèòàéñêèé âîë÷îê, Òèï-òîï)

Èãðóøêà îáëàäàåò
óäèâèòåëüíûì
ñâîéñòâîì:
ïåðåâîðà÷èâàòüñÿ â
ïðîöåññå âðàùåíèÿ.

Âîë÷îê Òîìñîíà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
øàðèê ñî ñðåçàííîé
âåðõóøêîé. Â öåíòðå
ñðåçà íàõîäèòñÿ íîæêà
� îñü, çà êîòîðóþ
âîë÷îê ðàñêðó÷èâàåòñÿ.
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Åñëè âîë÷îê ðàñêðóòèòü øàðèêîì âíèç, òî îí, âðàùàÿñü, íà-
êëîíÿåòñÿ, ëîæèòñÿ íàáîê, êàñàåòñÿ ñâîåé íîæêîé ïîâåðõíîñòè
ñòîëà, à çàòåì âñêàêèâàåò íà íå¼ è ïðîäîëæàåò ñïîêîéíî âðà-
ùàòüñÿ íà íîæêå øàðèêîì êâåðõó.

Ñ óìåíüøåíèåì ñêîðîñòè âðàùåíèÿ âîë÷îê îïÿòü âîçâðàùàåòñÿ
â ïåðâîíà÷àëüíîå ïîëîæåíèå.
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Èñòîðèÿ ïðîèñõîæäåíèÿ. Âåðñèè

1. Äàòñêèé èíæåíåð Âåðíåð Îñòáåðã
óâèäåë â Þæíîé Àìåðèêå, êàê ìåñò-
íûå æèòåëè èãðàþò ñ êðóãëûì ôðóê-
òîì íà ÷åðåíêå, êîòîðûé ïðè ðàñêðó-
÷èâàíèè ïåðåâîðà÷èâàëñÿ. Âäîõíîâ-
ë¼ííûé, îí âåðíóëñÿ äîìîé è â 1950
ãîäó íà÷àë ìàññîâîå ïðîèçâîäñòâî
èãðóøêè ïîä íàçâàíèåì "tippetop".

2. Åù¼ ðàíüøå, â 1891 ãîäó, íåìåöêàÿ
ìåäñåñòðà Õåëåíà Ñïåðë çàïàòåíòîâà-
ëà â Ãåðìàíèè âîë÷îê ïîä íàçâàíèåì
Wendekreisel.
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Óèëüÿì Òîìñîí (1824�1907)

Â 1844 ãîäó ìîëîäîé Óè-
ëüÿì Òîìñîí (âïîñëåäñòâèè
ëîðä Êåëüâèí) âìåñòå ñ ïðî-
ôåññîðîì Õüþ Áëýêá¼ðíîì
ïðîâîäèë ýêñïåðèìåíòû íà
ïëÿæå: îíè ðàñêðó÷èâàëè
ÿéöåâèäíûå êàìíè è íàáëþ-
äàëè, êàê òå ïåðåâîðà÷èâà-
þòñÿ, ïîäíèìàÿ öåíòð ìàññ.

Ôîìåíêî À.Ò., Øàäðèíà Å.Ä. Òîïîëîãè÷åñêèå ÷óäåñà 2026 48 / 123



Âîïðîñ

Ïî÷åìó âîë÷îê Òîìñîíà ïåðåâîðà÷èâàåòñÿ?

Ê ð è â î ø ë û ê î â , Ñ. �Ìåõàíèêà âðàùàþùåãîñÿ âîë÷êà�, Êâàíò,
1971, � 10, ñ. 21�25.
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Îòâåò

Èç ñòðîåíèÿ Âîë÷êà Òîìñîíà ñëåäóåò, ÷òî åãî öåíòð òÿæåñòè
íàõîäèòñÿ íèæå ãåîìåòðè÷åñêîãî öåíòðà øàðà, èç
êîòîðîãî îí èçãîòîâëåí.
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Îòâåò

Ïðè ðàñêðó÷èâàíèè âîë÷êà ìû íåèç-
áåæíî îòêëîíÿåì åãî ãåîìåòðè÷åñêóþ
îñü (îñü ñèììåòðèè) îò âåðòèêàëüíî-
ãî ïîëîæåíèÿ. Èç-çà ñôåðè÷åñêîé ôîð-
ìû òî÷êà îïîðû ïðè òàêîì îòêëîíåíèè
ñìåùàåòñÿ. Îñü æå âðàùåíèÿ âîë÷êà
îñòà¼òñÿ ïðåæíåé � âåðòèêàëüíîé �
è íå ñîâïàäàåò ñ åãî ãåîìåòðè÷åñêîé
îñüþ. Ïîñêîëüêó öåíòð òÿæåñòè âîë÷-
êà ëåæèò íèæå ãåîìåòðè÷åñêîãî öåí-
òðà øàðèêà, â ðåçóëüòàòå òàêîãî îò-
êëîíåíèÿ îí óæå íå áóäåò ëåæàòü
íà îñè âðàùåíèÿ. Îí çàéì¼ò ïîëî-
æåíèå O′ è áóäåò âðàùàòüñÿ âìå-
ñòå ñ âîë÷êîì âîêðóã âåðòèêàëü-
íîé îñè.
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Îòâåò

Ïðè âðàùåíèè ñ áîëüøîé óãëîâîé
ñêîðîñòüþ öåíòð òÿæåñòè âîë÷êà
áóäåò ïîäíèìàòüñÿ òî÷íî òàê æå,
êàê ïîäíèìàåòñÿ øàðèê íà íèòè,
åñëè íèòü ðàñêðó÷èâàòü.
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Ïî÷åìó øàðèê íà íèòè áóäåò ïîäíèìàòüñÿ?

Ýòî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ êîíè÷åñêîãî
ìàÿòíèêà. Ïóñòü ìàòåðèàëüíàÿ òî÷-
êà ìàññû m ïîäâåøåíà íà íåâåñîìîé
íåðàñòÿæèìîé íèòè äëèíû L è äâè-
æåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà r â ãî-
ðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, ðàñïîëîæåí-
íîé íà ðàññòîÿíèè h íèæå òî÷êè ïîä-
âåñà. Íèòü ñîñòàâëÿåò ñ âåðòèêàëüþ
óãîë α, òàê ÷òî r = Lsinα, h = Lcosα.

Æ ó ê î â ñ ê è é , Í. Å. Ïîëíîå ñîáðàíèå ñî÷èíåíèé: Ëåêöèè. Âûï. 3:
Òåîðåòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà: Êóðñ âûñøåãî òåõíè÷åñêîãî ó÷èëèùà, Ì.;
Ë.: Ãîñóäàðñòâåííîå èçäàòåëüñòâî îáîðîííîé ïðîìûøëåííîñòè, 1939,
Ò. 83, 423 ñ.
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Ïî÷åìó øàðèê íà íèòè áóäåò ïîäíèìàòüñÿ?

Íà ãðóçèê äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòèmg
è íàòÿæåíèå íèòè T . Óðàâíåíèÿ äâè-
æåíèÿ â ïðîåêöèÿõ íà âåðòèêàëüíóþ
è ãîðèçîíòàëüíóþ îñè èìåþò ñëåäóþ-
ùèé âèä:{
Tcosα = mg,

Tsinα = mac = mω2r = mω2Lsinα.

Ïîäñòàâèì T = mω2L â ïåðâîå óðàâ-

íåíèå è ïîëó÷èì: cosα =
g

ω2L
. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ÷åì áîëüøå óãëîâàÿ ñêî-
ðîñòü, òåì áîëüøå óãîë íàêëîíà
íèòè α.
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Îòâåò

Âîë÷îê íå çàäåðæèâàåòñÿ â áîêîâîì ïîëîæåíèè, à ïî èíåðöèè
ïðîñêàêèâàåò åãî, êàñàÿñü ñâîåé íîæêîé ïëîñêîñòè, íà êîòîðîé
îí âðàùàåòñÿ.
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Îòâåò

Êàê òîëüêî ýòî ïðîèçîéä¼ò, òî÷êà
îïîðû âîë÷êà ïåðåñêî÷èò èç òî÷-
êè A â òî÷êó B, è âîë÷îê, âðàùàÿñü
îêîëî ñâîåé îñè, íà÷í¼ò ïðåöåññèðî-
âàòü âîêðóã îñè BB′.
Ïðåöåññèåé íàçûâàåòñÿ îòêëîíåíèå
îñè áûñòðî âðàùàþùåãîñÿ òåëà â íà-
ïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ïëîñêî-
ñòè äåéñòâèÿ ïîâîðà÷èâàþùèõ ñèë.
Ïîä äåéñòâèåì ìîìåíòà ñèëû òðå-
íèÿ îí ñîâìåñòèò ñâîþ îñü ñ âåðòè-
êàëüíîé îñüþ BB′ è áóäåò ïðîäîëæàòü
âðàùàòüñÿ øàðèêîì êâåðõó.
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Ýêñïåðèìåíò ñ ïóäðîé

Ñ âîë÷êîì Òîìñîíà ìîæíî ïðîâåñòè èíòåðåñíûé îïûò. Åñëè çà-
ïóñòèòü åãî ïî ïîâåðõíîñòè, ïîêðûòîé òîíêèì ñëîåì ïóäðû, òî
ïóäðà îñòàâèò íà ïîâåðõíîñòè âîë÷êà ñëåä � òðàåêòîðèþ òî÷êè
êàñàíèÿ âîë÷êà ñ ïëîñêîñòüþ. Ëèíèÿ íà âîë÷êå çàêðó÷èâàåòñÿ
ñïèðàëüþ, íî íà ýêâàòîðå øàðèêà îíà íà÷èíàåò ðàñêðó÷è-
âàòüñÿ â îáðàòíóþ ñòîðîíó.
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Ïî÷åìó ýòî ïðîèñõîäèò?

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà òðåáóåò, ÷òîáû âîë÷îê âðà-
ùàëñÿ â îäíó è òó æå ñòîðîíó êàê â èñõîäíîì ïîëîæåíèè, òàê è
â ïåðåâ¼ðíóòîì. Ïóñòü ìû çàïóñòèëè âîë÷îê ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå
(åñëè ñìîòðåòü íà íåãî ñâåðõó). Åñëè áû âîë÷îê ïåðåâåðíóëñÿ, íå
ïåðåñòàâàÿ âðàùàòüñÿ âîêðóã ñâîåé îñè, òî â ïåðåâ¼ðíóòîì ñî-
ñòîÿíèè îí âðàùàëñÿ áû óæå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïîýòîìó,
äëÿ òîãî ÷òîáû âûïîëíÿëñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà
èìïóëüñà, âîë÷îê â êàêîé-òî ìîìåíò äîëæåí ïðåêðàòèòü âðà-
ùàòüñÿ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî íîæêó, à çàòåì íà÷àòü
âðàùàòüñÿ â îáðàòíóþ ñòîðîíó.
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19. Çàìîùåíèÿ åâêëèäîâà

ïðîñòðàíñòâà è àðàáñêèå

ìîçàèêè. Ì.Ê. Ýøåð, äåéñòâèÿ

äèñêðåòíûõ ãðóïï
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Ì.Ê.Ýøåð (1898�1972)

Ìàóðèö Êîðíåëèñ Ýøåð � íè-
äåðëàíäñêèé õóäîæíèê-ãðàôèê,
èçâåñòíûé, â ïåðâóþ î÷åðåäü,
ðàáîòàìè, â êîòîðûõ îí èñ-
ïîëüçîâàë ðàçíûå ìàòåìàòè-
÷åñêèå êîíöåïöèè� îò ïðåäå-
ëà è ëåíòû Ìåáèóñà äî ãåîìåò-
ðèè Ëîáà÷åâñêîãî. Óäèâèòåëü-
íî òî, ÷òî ñïåöèàëüíîãî ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ Ìàóðèö
Ýøåð íå ïîëó÷àë. Íî ñâîéñòâà-
ìè ïðîñòðàíñòâà îí èíòåðå-
ñîâàëñÿ ñ ñàìîãî íà÷àëà òâîð-
÷åñêîé êàðüåðû.
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Óæå â 1920-å Ýøåð ýêñïåðèìåíòèðîâàë ñ çåðêàëàìè è ñôåðàìè �
â ÷àñòíîñòè, ñîçäàâàÿ àâòîïîðòðåò â ñôåðè÷åñêîì çåðêàëå. Ïðè
ýòîì ñïåöèàëèñòû ïî òâîð÷åñòâó ãîëëàíäöà ñ÷èòàþò, ÷òî ïåðå-
ëîìíûì äëÿ åãî ðàáîòû ñòàë 1937 ãîä, êîãäà Ýøåð ïåðåøåë
îò ïåéçàæåé ê ãåîìåòðè÷åñêèì êîíñòðóêöèÿì.
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Îñîáîå ìåñòî â åãî òâîð÷åñòâå
çàíèìàþò ñëåäóþùèå òåìû:
çàìîùåíèÿ åâêëèäîâîé ïëîñ-
êîñòè, äåéñòâèÿ äèñêðåòíûõ
ãðóïï ñèììåòðèé, ãåîìåòðèÿ
Ëîáà÷åâñêîãî è ìîäåëü Ïó-
àíêàðå. Îòäåëüíûé èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿþò íåâîçìîæíûå
îáúåêòû, áðîñàþùèå âûçîâ åâ-
êëèäîâîé ëîãèêå ïðîñòðàíñòâà.

Ì.Ê.Ýøåð (1898�1972)
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Àðàáñêèå ìîçàèêè

Ýøåð çàèíòåðåñîâàëñÿ ìîçàèêàìè â 1936 ãîäó âî âðåìÿ ïóòå-
øåñòâèÿ ïî Èñïàíèè. Îí ïðîâ¼ë ìíîãî âðåìåíè â Àëüãàìáðå �
ìàâðèòàíñêîì äâîðöå â Ãðàíàäå, çàðèñîâûâàÿ àðàáñêèå ìîçàèêè,
êîòîðûå íàçûâàë ¾áîãàòåéøèì èñòî÷íèêîì âäîõíîâåíèÿ¿. Àðàá-
ñêèå ìàñòåðà XIV âåêà ñîçäàâàëè ãåîìåòðè÷åñêèå îðíàìåí-
òû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ðåãóëÿðíûå ïåðèîäè÷åñêèå
çàìîùåíèÿ ïëîñêîñòè.
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Â 1957 ãîäó â ýññå î ìîçàèêàõ Ýøåð ïèñàë:

¾Â ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàáîòàõ ðåãóëÿðíîå ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè
ðàññìàòðèâàåòñÿ òåîðåòè÷åñêè... Çíà÷èò ëè ýòî, ÷òî äàííûé
âîïðîñ ÿâëÿåòñÿ ñóãóáî ìàòåìàòè÷åñêèì? Ìàòåìàòèêè îò-
êðûëè äâåðü, âåäóùóþ â äðóãîé ìèð, íî ñàìè âîéòè â ýòîò ìèð
íå ðåøèëèñü. Èõ áîëüøå èíòåðåñóåò ïóòü, íà êîòîðîì ñòîèò
äâåðü, ÷åì ñàä, ëåæàùèé çà íåé¿.
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Çàìîùåíèå (ìîçàèêà, ïàðêåò) ïëîñêîñòè � ýòî ðàçáèåíèå ïëîñ-
êîñòè R2 íà ñâÿçíûå çàìêíóòûå ôèãóðû (ïëèòêè), êîòîðûå ïî-
êðûâàþò å¼ áåç ïåðåñå÷åíèé è ùåëåé.

Ãðóïïà ñèììåòðèé çàìîùåíèÿ � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ äâèæå-
íèé ïëîñêîñòè (ïîâîðîòîâ, îòðàæåíèé, òðàíñëÿöèé), ïåðåâîäÿ-
ùèõ çàìîùåíèå â ñåáÿ. Ýòî ìíîæåñòâî îáðàçóåò ãðóïïó îò-
íîñèòåëüíî êîìïîçèöèè äâèæåíèé.
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Çàìîùåíèå íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè åãî ãðóïïà ñèììåò-
ðèé ñîäåðæèò òðàíñëÿöèè êàê ìèíèìóì â äâóõ íåêîëëèíåàðíûõ
íàïðàâëåíèÿõ. Ò.å ñóùåñòâóåò ðåø¼òêà Λ = {na⃗+mb⃗ | n,m ∈ Z},
ãäå a⃗ è b⃗ � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû, òàêàÿ ÷òî ñäâèã íà
ëþáîé âåêòîð èç Λ ïåðåâîäèò çàìîùåíèå â ñåáÿ.

Çàìîùåíèå íàçûâàåòñÿ íåïåðèîäè÷åñêèì, åñëè åãî ãðóïïà ñèì-
ìåòðèé íå ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûõ òðàíñëÿöèé, ò. å. íå ñóùå-
ñòâóåò íåíóëåâîãî âåêòîðà v⃗, òàêîãî ÷òî ñäâèã íà v⃗ ïåðåâîäèò
çàìîùåíèå â ñåáÿ.
Ôîìåíêî À.Ò., Øàäðèíà Å.Ä. Òîïîëîãè÷åñêèå ÷óäåñà 2026 66 / 123



Ôèãóðó, êîïèÿìè êîòîðîé ìîæíî çàìîñòèòü âñþ ïëîñêîñòü, íà-
çûâàþò ìîíîïëèòêîé (ïðîòîïëèòêîé).

Ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè ìîíîïëèòîê ñëóæàò òðåóãîëüíèêè è
÷åòûð¼õóãîëüíèêè: èìè ìîæíî ïîêðûòü ïëîñêîñòü áåç çàçîðîâ è
ïåðåêðûòèé. Íà ñëàéäå èçîáðàæåíû ïðèìåðû ïåðèîäè÷åñêîãî
çàìîùåíèÿ ïëîñêîñòè.
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Íåêîòîðûå ìîíîïëèòêè äîïóñêàþò òàêæå íåïåðèîäè÷åñêèå çà-
ìîùåíèÿ. Òàê, åñëè â ïåðèîäè÷åñêîì çàìîùåíèè ïðÿìîóãîëü-
íûìè òðåóãîëüíèêàìè ïåðåâåðíóòü äâà ïðèìûêàþùèõ äðóã ê
äðóãó ïî ãèïîòåíóçå òðåóãîëüíèêà, òî ïîëó÷èòñÿ çàìîùåíèå, êî-
òîðîå íå ñîâìåùàåòñÿ ñ ñîáîé íè ïðè êàêîì ïàðàëëåëüíîì ïå-
ðåíîñå ïî î÷åâèäíîé ïðè÷èíå: íåîäíîðîäíîñòü â âèäå ¾íåïðà-
âèëüíî¿ ðàñïîëîæåííûõ òðåóãîëüíèêîâ âñòðå÷àåòñÿ ëèøü îä-
íàæäû.
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Â ðÿäå ñëó÷àåâ ïåðèîäè÷íîñòü íåèçáåæíà. Òàê, çàìîùåíèå ïëîñ-
êîñòè ïðàâèëüíûìè øåñòèóãîëüíèêàìè âîçìîæíî åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì, è îíî çàâåäîìî ïåðèîäè÷íî.
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Ïîä ðåãóëÿðíûì çàìîùåíèåì ïëîñêîñòè ìû áóäåì ïîíèìàòü çà-
ìîùåíèå ïðàâèëüíûìè ìíîãîóãîëüíèêàìè ñ îäèíàêîâîé êîíôè-
ãóðàöèåé âîêðóã êàæäîé âåðøèíû. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà

Ðåãóëÿðíîå çàìîùåíèå ïëîñêîñòè âîçìîæíî òîëüêî ñ èñïîëüçî-
âàíèåì òð¼õ ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ: òðåóãîëüíèêà, êâàä-
ðàòà è øåñòèóãîëüíèêà.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Â ëþáîé âåðøèíå ðåãóëÿðíîãî çàìîùåíèÿ ñóììà óãëîâ ñõîäÿ-
ùèõñÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ äîëæíà ñîñòàâëÿòü 360◦. Äëÿ ïðàâèëü-
íîãî n-óãîëüíèêà âåëè÷èíà îäíîãî âíóòðåííåãî óãëà ðàâíà

α =
(n− 2) · 180◦

n
.

Åñëè â âåðøèíå ñõîäèòñÿ k òàêèõ óãëîâ, òî

k · (n− 2) · 180◦

n
= 360◦ ⇐⇒ k(n− 2) = 2n.

Âûðàçèì k è ïîëó÷èì:

k =
2n

n− 2
=

2(n− 2) + 4

n− 2
= 2 +

4

n− 2
.

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû k áûëî öåëûì è k ≥ 3. Òîãäà âñå ðåøåíèÿ:
(n = 3, k = 6), (n = 4, k = 4) è (n = 6, k = 3). Äëÿ ëþáîãî
äðóãîãî n ïîäîáðàòü öåëîå k ≥ 3 íåâîçìîæíî.
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17 êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèõ ãðóïï

Â 1891 ãîäó ðîññèéñêèé ìàòåìàòèê Åâ-
ãðàô Ô¼äîðîâ êëàññèôèöèðîâàë âñå
êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèå ãðóïïû �
äèñêðåòíûå ãðóïïû äâèæåíèé åâêëè-
äîâà ïðîñòðàíñòâà. Íà ïëîñêîñòè òà-
êèõ ãðóïï ðîâíî 17; â òð¼õìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå � 230. Êàæäàÿ èç 17
ïëîñêèõ ãðóïï îïèñûâàåò îïðåäåë¼í-
íûé òèï ïåðèîäè÷åñêîãî îðíàìåíòà è
õàðàêòåðèçóåòñÿ íàáîðîì ñèììåòðèé:
òðàíñëÿöèÿìè, ïîâîðîòàìè (ïîðÿäêà
2, 3, 4 èëè 6), îòðàæåíèÿìè è ñêîëü-
çÿùèìè ñèììåòðèÿìè.

Åâãðàô Ô¼äîðîâ (1853�1919)
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Âñå 17 ãðóïï âñòðå÷àþòñÿ â
ìóñóëüìàíñêîì èñêóññòâå � â
÷àñòíîñòè, â äåêîðå Àëüãàìáðû.

Ôîìåíêî À.Ò., Øàäðèíà Å.Ä. Òîïîëîãè÷åñêèå ÷óäåñà 2026 73 / 123



Ïî÷åìó íåò ïîâîðîòîâ 5-ãî ïîðÿäêà?

Ïóñòü îñü ñèììåòðèè n-ãî ïîðÿäêà ñ óãëîì ïîâîðîòà α =
2π

n
âûõîäèò ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè ÷åðòåæà â òî÷êå A, ÿâëÿ-
þùåéñÿ óçëîì â ñèììåòðè÷íîì áåñêîíå÷íîì ðÿäó A,A′, A′′, . . .
ñ òðàíñëÿöèåé a. Òîãäà, î÷åâèäíî, â êàæäîé èç ýêâèâàëåíòíûõ
òî÷åê A′, A′′, . . . òîæå âûõîäèò òàêàÿ æå îñü n.
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Ïî÷åìó íåò ïîâîðîòîâ 5-ãî ïîðÿäêà?

Ïîâîðîò â òî÷êå A âîêðóã îñè n íà óãîë α ïåðåâåä¼ò òî÷êó A′

â ïîëîæåíèå B′, òî÷êó A′′ â ïîëîæåíèå B′′ è ò.ä. Òàêîé æå ïî-
âîðîò âîêðóã îñè n, âûõîäÿùåé â òî÷êå A′, ïåðåâåä¼ò òî÷êó A â
ïîëîæåíèå B. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êè B,B′, B′′ . . . ëåæàò íà ïðÿìîé,
ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé AA′. Â ñèëó äèñêðåòíîñòè ðàññìàòðèâàå-
ìîé ãðóïïû äâèæåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî ðàññòîÿíèå BB′ = Na, ãäå
N � öåëîå ÷èñëî.

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî BB′ = 2a cosα− a, îòêóäà

2a cosα−a = Na =⇒ a−2a cosα = Na =⇒ cosα =
1−N

2
.
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Ïî÷åìó íåò ïîâîðîòîâ 5-ãî ïîðÿäêà?

Çíàÿ, ÷òî −1 ≤ cosα ≤ 1, íàõîäèì âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ N
è ñîîòâåòñòâóþùèå èì n.

Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíû ïîâîðîòû ëèøü ïîðÿäêîâ 1, 2, 3, 4 è
6; äðóãèå ïîðÿäêè íåâîçìîæíû.
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Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì ïðèìåð � îêíî ìå÷å-
òè â Êàèðå (XIV âåê). Îíî îá-
ëàäàåò øåñòèóãîëüíîé ñèììåòðèåé
êëàññà D6. Îñíîâíîé ôèãóðîé ÿâ-
ëÿåòñÿ ïåòëÿ â âèäå òðèëèñòíèêà,
ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû êîòîðîé ïå-
ðåïëåòåíû ñ èñêëþ÷èòåëüíûì ìà-
ñòåðñòâîì. Ïî÷òè íå ïðåðûâàþùè-
åñÿ ëó÷è, ïåðåñåêàþùèå óçîð â òð¼õ
íàïðàâëåíèÿõ, ïîëó÷àþòñÿ ïîâîðî-
òîì ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé ñîîò-
âåòñòâåííî íà 0◦, 60◦ è 120◦.
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Äæîðäæ Ïîëèà (1887�1985)

Â 1924 ãîäó ãåîìåòð Äæîðäæ
Ïîëèà (äî ïåðååçäà â ÑØÀ �
Äü¼ðäü Ïîéà) íåçàâèñèìî ïå-
ðåîòêðûë ðåçóëüòàò Ô¼äîðîâà è
îïóáëèêîâàë ðàáîòó, ïîñâÿù¼í-
íóþ ãðóïïàì ñèììåòðèé çàìî-
ùåíèé.
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Â 1936 ãîäó Ýøåð, çàèíòåðåñîâàâ-
øèñü ìàâðèòàíñêèìè îðíàìåíòàìè,
ïðî÷èòàë ðàáîòó Ïîëèà. Íåñìîòðÿ
íà òî, ÷òî âñåé ìàòåìàòèêè, ñòî-
ÿùåé çà íåé, îí, ïî ñîáñòâåííîìó
ïðèçíàíèþ, íå ïîíÿë, Ýøåð óõâà-
òèë ãåîìåòðè÷åñêóþ ñóòü: íà
îñíîâå âñåõ 17 ãðóïï îí ñîçäàë
áîëåå 40 ðàáîò.
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Ìåòîä Ýøåðà çàêëþ÷àëñÿ â ñëåäóþùåì: âçÿòü áàçîâûé
ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê, îáðàçóþùèé ìîçàèêó, è ïðèìåíèòü
ê íåìó äåôîðìàöèþ, ñîõðàíÿþùóþ ãðóïïîâûå ñâîéñòâà ñèììåò-
ðèè. Äåôîðìèðóÿ ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà è ïåðåíîñÿ ¾âûñòó-
ïû¿ ñ îäíîé ñòîðîíû íà ïðîòèâîïîëîæíóþ, Ýøåð ïðåâðàùàë àá-
ñòðàêòíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ôèãóðû â æèâîòíûõ, ïòèö, ÿùåðèö,
ðûá � ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì âîçìîæíîñòü çàìîùåíèÿ áåç ïðîáåëîâ
è ïåðåêðûòèé.

¾Ðåãóëÿðíîå ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè ïòèöàìè¿, Ì.Ê.Ýøåð (ñïðàâà)
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¾ßùåðèöà¿, Ì.Ê.Ýøåð (ñïðàâà)
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Êðîìå òîãî, Ýøåð ââ¼ë ñîáñòâåííûé âèä çàìîùåíèé, êîòîðûé
íàçâàë ¾ìåòàìîðôîçàìè¿. Ýòî òàêîé âèä çàìîùåíèé, ãäå ôèãó-
ðû ïîñòåïåííî èçìåíÿþòñÿ, âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì, à
èíîãäà èçìåíÿþò è ñàìó ïëîñêîñòü.
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Îò ïåðèîäè÷åñêèõ çàìîùåíèé ê íåïåðèîäè÷åñêèì

Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò äâà âîïðîñà: ìîæíî ëè êîïè-
ÿìè íåêîòîðîé åäèíñòâåííîé ìîíîïëèòêè � âîçìîæíî, ðàçíûìè
ñïîñîáàìè � çàìîñòèòü âñþ ïëîñêîñòü, ïðè÷¼ì òàê, ÷òî ëþáîå
òàêîå çàìîùåíèå îêàæåòñÿ íåïåðèîäè÷åñêèì? Èëè, áîëåå îáùî:
áûâàåò ëè òàê, ÷òî êîïèÿìè ïëèòîê èç íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî íà-
áîðà ìîæíî çàìîñòèòü ïëîñêîñòü òîëüêî íåïåðèîäè÷åñêè? Äëÿ
òàêèõ íàáîðîâ ïëèòîê ñóùåñòâóåò ñïåöèàëüíîå íàçâàíèå � àïå-
ðèîäè÷åñêèå íàáîðû, à ñîîòâåòñòâóþùèå çàìîùåíèÿ ïëîñêî-
ñòè íàçûâàþòñÿ àïåðèîäè÷åñêèìè çàìîùåíèÿìè.
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Â íà÷àëå 1960-õ ãîäîâ Õàî Âàí âûñêàçàë ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî
àïåðèîäè÷åñêèõ íàáîðîâ ïëèòîê íå ñóùåñòâóåò. Èíûìè ñëîâàìè,
ñîãëàñíî ãèïîòåçå Âàíà, åñëè íåêîòîðûé êîíå÷íûé íàáîð ïëè-
òîê äîïóñêàåò çàìîùåíèå ïëîñêîñòè, òî îáÿçàòåëüíî íàéä¼ò-
ñÿ ñïîñîá ïåðåëîæèòü ïëèòêè òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííîå çàìîùå-
íèå îêàçàëîñü ïåðèîäè÷åñêèì. Îäíàêî óæå â 1966 ãîäó Ðîáåðò
Áåðãåð ïîêàçàë, ÷òî ãèïîòåçà Âàíà íåâåðíà. Â ïåðâîíà÷àëüíîì
äîêàçàòåëüñòâå ôèãóðèðîâàëà êîíñòðóêöèÿ èç 20 426 ðàçëè÷íûõ
ïëèòîê; íåìíîãî ïîçæå Áåðãåðó óäàëîñü óìåíüøèòü ýòî ÷èñëî
äî 104. Â 2015 ãîäó Ý. Æàíäåëåì è Ì. Ðàî ÷èñëî ïëèòîê â àïå-
ðèîäè÷åñêîì íàáîðå Áåðãåðà áûëî äîâåäåíî äî 11.
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Âîïðîñ

Ëþäâèã Äàíöåð (1927�2011)

Òàê âîçíèê ñëåäóþùèé âîïðîñ: êà-
êîâî ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñ-
ëî ðàçëè÷íûõ ïëèòîê â àïåðèî-
äè÷åñêîì íàáîðå? È â ÷àñòíîñòè
� ìîæíî ëè îáîéòèñü âñåãî îä-
íîé ïëèòêîé? Ïîñëåäíèé âîïðîñ
Ëþäâèã Äàíöåð â øóòêó îêðåñòèë
einstein problem, ÷òî íà ðóññêèé
ìîæíî ïåðåâåñòè êàê ¾çàäà÷à Ýéí-
øòåéíà¿. Ïðÿìîé ñâÿçè ñ çíàìå-
íèòûì ôèçèêîì, îäíàêî, íåò: íà
íåìåöêîì ein Stein äîñëîâíî îçíà-
÷àåò ¾îäèí êàìåíü¿, ÷òî è îòñûëàåò
ê âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè àïåðèî-
äè÷åñêîé ìîíîïëèòêè.
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Ïåðâûå ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû íà ïóòè ê îäíîé ìîíîïëèòêå
áûëè ïîëó÷åíû äîâîëüíî áûñòðî. Â 1971 ãîäó Ðàôàýëü Ðîáèíñîí
ïðèäóìàë àïåðèîäè÷åñêèé íàáîð èç 6 ïëèòîê (ìîçàèêà Ðîáèíñî-
íà).
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Â 1974 ãîäó Ðîäæåð Ïåíðîóç ñîêðàòèë ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïëè-
òîê â íàáîðå äî 2 � çàäàâàåìîå òàêèì îáðàçîì çàìîùåíèå íàçû-
âàåòñÿ ìîçàèêà Ïåíðîóçà.
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Ìîçàèêà Ïåíðîóçà � ýòî àïåðèîäè÷åñêèé íàáîð èç äâóõ ïðî-
òîïëèòîê (â ïðîñòåéøåé âåðñèè � äâóõ ðîìáîâ ñ óãëàìè 36◦ è
72◦), êîòîðûé äîïóñêàåò çàìîùåíèå ïëîñêîñòè, íî íå äîïóñêà-
åò íè îäíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî çàìîùåíèÿ. Ïîëó÷àåìûå çàìîùå-
íèÿ ÿâëÿþòñÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè: îíè îáëàäàþò ïîâîðîò-
íîé ñèììåòðèåé ïîðÿäêà 5 (÷òî íåâîçìîæíî äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ
çàìîùåíèé, ãäå ïîðÿäîê ñèììåòðèè ìîæåò áûòü òîëüêî 2, 3, 4
èëè 6), íî íå èìåþò íåòðèâèàëüíûõ òðàíñëÿöèé.
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Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî êâàçèïåðè-
îäè÷åñêèå ìîçàèêè âñòðå÷àþòñÿ
â èñëàìñêèõ îðíàìåíòàõ XIII�
XV ââ. íà òåððèòîðèè Èðà-
íà, Óçáåêèñòàíà, Àôãàíèñòàíà è
Èíäèè � çà ñòîëåòèÿ äî îò-
êðûòèÿ Ïåíðîóçà.
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Äàí Øåõòìàí

Â 1980-õ ãîäàõ âûÿñíèëîñü, ÷òî
ìîçàèêà Ïåíðîóçà ñâÿçàíà ñ
êâàçèêðèñòàëëàìè � ñïëàâà-
ìè, êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåø¼òêà
êîòîðûõ îáëàäàåò îñüþ ñèì-
ìåòðèè ïÿòîãî ïîðÿäêà, íåâîç-
ìîæíîé äëÿ êëàññè÷åñêèõ êðè-
ñòàëëîâ. Çà îòêðûòèå êâàçè-
êðèñòàëëîâ Äàí Øåõòìàí áûë
óäîñòîåí Íîáåëåâñêîé ïðåìèè
ïî õèìèè çà 2011 ãîä.
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Íà ôîíå ýòîãî ïðîðûâà çàäà÷à î ïîèñêå åäèíñòâåííîé àïåðèî-
äè÷åñêîé ìîíîïëèòêè âûãëÿäåëà îñîáåííî çàìàí÷èâîé è â òî æå
âðåìÿ íåäîñòèæèìîé. È âîò, íàêîíåö, â ìàðòå 2023 ãîäà â àðõèâå
ýëåêòðîííûõ ïðåïðèíòîâ ïîÿâèëàñü ñòàòüÿ ñ ëàêîíè÷íûì íàçâà-
íèåì An aperiodic monotile, â êîòîðîé îïèñàí ïåðâûé ¾÷åñòíûé¿
ïðèìåð ìîíîïëèòêè, êîòîðîé ìîæíî çàìîñòèòü ïëîñêîñòü áåç
ïðîáåëîâ è íàëîæåíèé, è äëÿ êîòîðîé âñå òàêèå çàìîùåíèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ íåïåðèîäè÷åñêèìè. Ýòó ìîíîïëèòêó îòêðûë Äýâèä Ñìèò
� áðèòàíñêèé ìàòåìàòèê-ëþáèòåëü, áûâøèé ñïåöèàëèñò ïî ïå-
÷àòè èç Éîðêøèðà.
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Çà õàðàêòåðíóþ ôîðìó ìîíîïëèòêó ñðàçó æå îêðåñòèëè ¾øëÿ-
ïîé¿. Íåñìîòðÿ íà äîëãóþ èñòîðèþ çàäà÷è, ¾øëÿïà¿ óñòðîå-
íà èçÿùíî ïðîñòî: ýòî òðèíàäöàòèóãîëüíèê, ñîñòàâëåííûé èç
âîñüìè îäèíàêîâûõ ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïî-
ëó÷àåòñÿ ðàçðåçàíèåì ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà íà òðè
îäèíàêîâûå ÷àñòè.
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Åù¼ îäèí ñþæåò

Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí ñþæåò � çà-
ìîùåíèå ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî â
ìîäåëè Ïóàíêàðå. Äëÿ ýòîãî ðàñ-
ñìîòðèì ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî â
ìîäåëè âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.

Â ìîäåëè âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè çàäàíà ìåòðèêà Ëîáà÷åâñêî-

ãî: ds2 =
dz dz̄

−(z − z̄)2
, èëè æå, ýêâèâàëåíòíî: ds2 =

dx2 + dy2

y2
. Ýòî

ìåòðèêà îòðèöàòåëüíîé ïîñòîÿííîé êðèâèçíû. Èç êóðñà
êëàññè÷åñêîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè èçâåñòíî, ÷òî ãðóï-
ïà èçîìåòðèé âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè èìååò ñëåäóþùèé âèä:{

w =
az + b

cz + d
, (a, b, c, d) ∈ R4, ad− bc = 1

}
≃ SL(2,R)/Z2.
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Ðàññìîòðèì â SL(2,R)/Z2 ïîäãðóïïó H, ïîðîæäåíííóþ ìàòðè-
öàìè A1, . . . , A2g, ãäå g ⩾ 2, êîòîðûå èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Ak =

(
cosα sinα
− sinα cosα

)−k+1
(

cos β+
√
cos 2β

sin β 0

0 sin β
cos β+

√
cos 2β

)(
cosα sinα
− sinα cosα

)k−1

,

ãäå

α =
π(2g − 1)

4g
, β =

π

4g
; k = 1, 2, . . . , 2g.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ òàêèõ ìàòðèö âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøå-
íèå:

A1 . . . A2g · A−1
1 . . . A−1

2g = id.

Îêàçûâàåòñÿ, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå

H ≃ π1(M
2
g ), ãäå M

2
g � äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ g ðó÷êàìè; g �

ðîä ïîâåðõíîñòè.
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Òåîðåìà

Ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî L2 ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì íàêðûòè-
åì íàä M2

g = S2 + g (ðó÷åê). Ñëîåì F ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëü-
íàÿ ãðóïïà π1(M

2
g ). Îíà ðåàëèçîâàíà êàê äèñêðåòíàÿ ïîäãðóïïà

â ãðóïïå èçîìåòðèé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî è äåéñòâóåò íà L2

ñâîáîäíî è ýôôåêòèâíî. À ïîòîìó M2
g = L2/π1(M

2
g ).

Êàêîé âûâîä ìîæíî ñäåëàòü? Ïðè íàêðûòèè ìû ïîëó÷àåì íà
ïîâåðõíîñòè M2

g ðèìàíîâó ìåòðèêó ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé
êðèâèçíû.

Ñëåäñòâèå

Íà ëþáîé äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè ðîäà g, ãäå g ⩾ 2, ñóùåñòâóåò
ìåòðèêà ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû.
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Â ìîäåëè Ïóàíêàðå íà îòêðûòîì äèñêå ðàññìîòðèì ïðèìåð äåé-
ñòâèÿ ãðóïïû èçîìåòðèé, ïîðîæäåííîé ìàòðèöàìè A1, . . . , A2g

ïðè g = 2. Ðàññìîòðèì âîñüìèóãîëüíèê, ðåáðà êîòîðîãî � äó-
ãè îêðóæíîñòåé, âûõîäÿùèå íà ãðàíèöó êðóãà ïîä óãëîì π/2.
Â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ äèñêðåòíîé ãðóïïû èçîìåòðèé ïîëó÷àåì
çàìîùåíèå âñåãî îòêðûòîãî äèñêà. Ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê ãðà-
íèöå êðóãà åâêëèäîâû èçîáðàæåíèÿ ýòèõ âîñüìèóãîëüíèêîâ âñ¼
áîëåå óìåíüøàþòñÿ. Ñêëåéêà ñòîðîí 8-óãîëüíèêà äà¼ò êðåíäåëü
M2

2 .
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Ýòîò ïðîöåññ â ñâîåîáðàçíîé õóäîæåñòâåííîé ìàíåðå ïîêàçàí
íà èçâåñòíûõ ãðàâþðàõ Ýøåðà ¾Àíãåëû è äüÿâîëû¿ è ¾Ïðåäåë
êðóãà I¿.
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Èíîãäà Ýøåð èñïîëüçîâàë íå ïðàâèëüíûå ðàçáèåíèÿ, à èõ áî-
ëåå ñèììåòðè÷íûå âåðñèè. Íàïðèìåð, íà ãðàâþðå ¾Ïðåäåë êðó-
ãà III¿ äóãè îêðóæíîñòåé âûõîäÿò íà ãðàíèöó êðóãà ïîä óãëîì,
íå ðàâíûì π/2. Òîò ñëó÷àé, êîãäà êðàñîòà îêàçàëàñü âàæíåå ìà-
òåìàòè÷åñêîé òî÷íîñòè.
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20. Ìàóðèö Êîðíåëèñ Ýøåð �

íåâîçìîæíûå îáúåêòû.
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Ïîä ¾ëîãèêîé¿ ïðîñòðàíñòâà ìû
ïîíèìàåì òå îòíîøåíèÿ ìåæ-
äó ôèçè÷åñêèìè îáúåêòàìè, êîòî-
ðûå îáû÷íû äëÿ ðåàëüíîãî ìèðà,
è ïðè íàðóøåíèè êîòîðûõ âîçíè-
êàþò âèçóàëüíûå ïàðàäîêñû, íà-
çûâàåìûå îïòè÷åñêèìè èëëþçèÿ-
ìè. Áîëüøèíñòâî õóäîæíèêîâ, ýêñ-
ïåðèìåíòèðóþùèå ñ ëîãèêîé ïðî-
ñòðàíñòâà, èçìåíÿþò ýòè îòíîøå-
íèÿ ìåæäó îáúåêòàìè, îñíîâûâà-
ÿñü íà ñâîåé èíòóèöèè. Ðàññìîòðèì
íåêîòîðûå íåâîçìîæíûå îáúåêòû â
çíàìåíèòûõ ðàáîòàõ Ýøåðà.
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¾Áåëüâåäåð¿ (1958)

Ì. Ê. Ýøåð: ¾Ñëåâà, íà ïåðåäíåì ïëàíå, ëå-
æèò ëèñò áóìàãè ñ ÷åðòåæîì êóáà. Ìåñòà
ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíåé îòìå÷åíû äâóìÿ êðóæ-
êàìè. Êàêàÿ ãðàíü âïåðåäè, êàêàÿ ïîçàäè?
Â òðåõìåðíîì ìèðå íåâîçìîæíî óâèäåòü
ïåðåäíþþ è çàäíþþ ñòîðîíû îäíîâðåìåííî,
ïîýòîìó èõ íåâîçìîæíî èçîáðàçèòü. Îäíà-
êî åñòü âîçìîæíîñòü íàðèñîâàòü ïðåäìåò, ïå-
ðåäàþùèé èíóþ ðåàëüíîñòü, åñëè ñìîòðåòü
íà íåãî ñâåðõó è ñíèçó. Ñèäÿùèé íà ñêà-
ìåéêå þíîøà äåðæèò â ðóêàõ èìåííî òàêîå
àáñóðäíîå ïîäîáèå êóáà. Îí çàäóì÷èâî
ðàçãëÿäûâàåò ýòîò íåïîñòèæèìûé ïðåäìåò,
îñòàâàÿñü áåçðàçëè÷íûì ê òîìó, ÷òî áåëüâå-
äåð çà åãî ñïèíîé âûñòðîåí â òîì æå íåâåðî-
ÿòíîì, àáñóðäíîì ñòèëå...
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¾Áåëüâåäåð¿ (1958)

Ì. Ê. Ýøåð: ¾Íà ïîëó íèæíåé ïëî-
ùàäêè, òî åñòü âíóòðè, ñòîèò ëåñòíè-
öà, ïî êîòîðîé âçáèðàþòñÿ äâîå. Îäíà-
êî, äîñòèãíóâ âåðõíåé ïëîùàäêè, îíè
ñíîâà îêàæóòñÿ ñíàðóæè, ïîä îòêðû-
òûì íåáîì, è ñíîâà èì ïðèäåòñÿ âõî-
äèòü âíóòðü áåëüâåäåðà. Óäèâèòåëü-
íî ëè, ÷òî íèêîìó èç ïðèñóòñòâóþùèõ
íåò äåëà äî çàêëþ÷åííîãî, êîòîðûé
ïðîñîâûâàåò ãîëîâó ìåæäó ïðóòüÿìè
òþðåìíîé ðåøåòêè è îïëàêèâàåò ñâîþ
ñóäüáó?¿
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¾Âîäîïàä¿ (1961)

Êîìïîçèöèÿ îñíîâàíà íà äâóõ íåâîçìîæ-
íûõ òðåóãîëüíèêàõ Ïåíðîóçà, îáúåäèí¼ííûõ
â åäèíóþ ñòðóêòóðó. Ïî æ¼ëîáó, îáðàçî-
âàííîìó òðåóãîëüíèêàìè, òå÷¼ò âîäà: ïà-
äàÿ âíèç, îíà ïðèâîäèò â äâèæåíèå êîëåñî,
êîòîðîå ñíîâà ïîäíèìàåò å¼ íàâåðõ. Òàêàÿ
ñèñòåìà (çàìêíóòûé öèêë) íàðóøàåò çà-
êîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è ñëóæèò íàãëÿä-
íîé èëëþñòðàöèåé ôèçè÷åñêè íåðåàëèçóåìî-
ãî ïðîöåññà: íàðèñîâàí âå÷íûé äâèãàòåëü.
Íà áàøíÿõ âîäîïàäà ðàçìåùåíû íåîáû÷íûå
ìíîãîãðàííèêè: ñîåäèíåíèå òð¼õ êóáîâ (ñëå-
âà) è ñîåäèíåíèå òð¼õ íåïðàâèëüíûõ îêòàýä-
ðîâ (ñïðàâà), ñèìâîëèçèðóþùèå ìàòåìàòè-
÷åñêóþ ñòðóêòóðó â îêðóæåíèè íåâîçìîæ-
íîñòè.
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¾Âîñõîæäåíèå è ñïóñê¿ (1960)

Â îñíîâå êîìïîçèöèè � ëåñòíè-
öà Ïåíðîóçà. Ôèãóðû ìîíàõîâ äâè-
æóòñÿ ïî çàìêíóòîìó ìàðøðóòó
íà êðûøå çäàíèÿ: îäíè íåïðåðûâ-
íî ïîäíèìàþòñÿ, äðóãèå � ñïóñ-
êàþòñÿ. Ëîêàëüíî êàæäûé ôðàã-
ìåíò ëåñòíèöû âûãëÿäèò êîððåêò-
íûì, íî ãëîáàëüíî òàêàÿ ëåñòíèöà
íåâîçìîæíà.

Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ,
êîìïîçèöèÿ ìîæåò áûòü èíòåðïðå-
òèðîâàíà êàê èëëþñòðàöèÿ ãëàäêîé
íåïîñòîÿííîé ôóíêöèè íà îêðóæ-
íîñòè, íå äîñòèãàþùåé ìèíèìó-
ìà è ìàêñèìóìà, ÷òî, åñòåñòâåííî,
íåâîçìîæíî.
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¾Îòíîñèòåëüíîñòü¿ (1953)

Ì. Ê. Ýøåð: ¾Òðè ñèëû òÿ-
æåñòè íàïðàâëåíû ïåðïåí-
äèêóëÿðíî îäíà äðóãîé. Òðè
çåìíûå ïîâåðõíîñòè ïðîðå-
çàþò äðóã äðóãà ïîä ïðÿ-
ìûì óãëîì, è êàæäàÿ íàñåëå-
íà ÷åëîâå÷åñêèìè ñóùåñòâà-
ìè. Îáèòàòåëè äâóõ ðàç-
íûõ ìèðîâ íå ìîãóò õî-
äèòü, ñèäåòü èëè ñòîÿòü
íà îäíîì è òîì æå ïîëó,
ïîñêîëüêó ó íèõ ðàçíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ î ãîðèçîí-
òàëè è âåðòèêàëè. Îäíàêî
îíè ìîãóò ïîëüçîâàòüñÿ îä-
íîé è òîé æå ëåñòíèöåé...¿
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¾Îòíîñèòåëüíîñòü¿ (1953)

Ì. Ê. Ýøåð: ¾Ìû âèäèì
êàê íàâåðõó äâà ÷åëîâåêà
èäóò ðÿäîì ïî ëåñòíè÷íûì
ñòóïåíüêàì áóäòî áû â îä-
íîì íàïðàâëåíèè, � òåì
íå ìåíåå îäèí äâèæåòñÿ
ââåðõ, à äðóãîé � âíèç. Êîí-
òàêò ìåæäó íèìè íåâîçìî-
æåí, òàê êàê îíè æèâóò â
ðàçíûõ ìèðàõ è íå ïîäîçðå-
âàþò î ñóùåñòâîâàíèè äðóã
äðóãà¿.
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¾Ðåïòèëèè¿ (1943)

Êîìïîçèöèÿ âèçóàëè-
çèðóåò ïåðåõîä ìåæäó
ïðîñòðàíñòâàìè ðàç-
ëè÷íîé ðàçìåðíîñòè.
Ðåïòèëèÿ ¾âûõîäèò¿
èç äâóìåðíîé ìîçàèêè
(ïëîñêîñòè ëèñòà) â òð¼õ-
ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî,
ïåðåìåùàåòñÿ ïî ðÿäó
îáúåêòîâ è çàòåì âîç-
âðàùàåòñÿ â èñõîäíóþ
ìîçàèêó.
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Òâîð÷åñòâî Ýøåðà äåìîíñòðèðóåò, êàê ìàòåìàòè÷åñêèå êîíöåï-
öèè ìîãóò áûòü âèçóàëüíî âîïëîùåíû â èñêóññòâå. Åãî ðàáîòû
îñòàþòñÿ óíèêàëüíûì ìîñòîì ìåæäó ìàòåìàòèêîé è èñêóñ-
ñòâîì � ìîñòîì, ïî êîòîðîìó ïðîõîäÿò â îáîèõ íàïðàâëåíè-
ÿõ: ìàòåìàòèêè íàõîäÿò ó Ýøåðà íàãëÿäíûå èëëþñòðàöèè àá-
ñòðàêòíûõ ïîíÿòèé, à õóäîæíèêè � âäîõíîâåíèå â ñòðîãîé
ãåîìåòðèè.

¾Ëåíòà Ì¼áèóñà 1¿ (Âñàäíèêè), Ì.Ê.Ýøåð (1961)
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Ëåíòà Ì¼áèóñà â òâîð÷åñòâå Ýøåðà

Íà ñëàéäå ïðåäñòàâëåíà ¾Ëåíòà Ì¼áèóñà
II¿ (òàêæå èçâåñòíàÿ êàê ¾Êðàñíûå Ìó-
ðàâüè¿) � çíàìåíèòàÿ ãðàâþðà Ýøåðà,
ñîçäàííàÿ â 1963 ãîäó. Íà êàðòèíå ìû âû-
äèì, êàê îãðîìíûå êðàñíûå ìóðàâüè ïîë-
çóò ïî ëåíòå Ì¼áèóñà è íèêàê íå ìîãóò
âûáðàòüñÿ. È íèêîãäà íå âûáåðóòñÿ. Êàæ-
äûé èç íèõ âèäèò ñâîèõ ñîðîäè÷åé, èìååò
çàäà÷ó è öåëü, íî íå âèäèò, ÷òî èäåò, â êî-
íå÷íîì ñ÷åòå, ïî êðóãó...
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Ðàíåå, â 1961 ãîäó Ýøåð íàïèñàë êàðòèíó ¾Ëåíòà Ì¼áèóñà I¿, íà
êîòîðîé èçîáðàæåíî âëîæåíèå ëåíòû Ì¼áèóñà â R3, ïðè êîòîðîì
ëåíòà ¾ïåðåêðó÷åíà¿ íà 3π.

¾Ëåíòà Ì¼áèóñà I¿, Ì.Ê.Ýøåð (1961)
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×òî ïîëó÷èòñÿ, åñëè ðàçðåçàòü ëåíòó Ì¼áèóñà ïî îñè?

Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíîå âëîæåíèå ëåíòû Ì¼áèóñà â R3, ò.å. òà-
êîå âëîæåíèå, ïðè êîòîðîì ëåíòà ¾ïåðåêðó÷åíà¿ íà π. À ÷òî
ïîëó÷èòñÿ, åñëè ðàçðåçàòü ëåíòó Ì¼áèóñà âäîëü ñðåä-
íåé ëèíèè?
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Îêàçûâàåòñÿ, ïîëó÷èòñÿ îðèåíòèðóåìàÿ ëåíòà, ïåðåêðó÷åííàÿ
íà 4π.
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Îïðåäåëåíèÿ

Çàöåïëåíèåì íàçûâàåòñÿ ãëàäêîå âëîæåíèå êîíå÷íîãî íàáîðà
îêðóæíîñòåé S1 ⊔ · · · ⊔ S1 â R3.
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Îïðåäåëåíèÿ

Äëÿ çàöåïëåíèÿ L ∈ R3 ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ îáùåãî ïîëîæå-
íèÿ L íà ïëîñêîñòü âäîëü íåêîòîðîãî íàïðàâëåíèÿ v. Îáðàç ïðî-
åêöèè íàçûâàåòñÿ òåíüþ. Â êàæäîé äâîéíîé òî÷êå òåíè ìîæíî
çàäàòü ñòðóêòóðó ïðîõîäà-ïåðåõîäà (ïåðåêð¼ñòêà). Òåíü ñ çàäàí-
íûìè ïðîõîäàìè-ïåðåõîäàìè íàçûâàåòñÿ äèàãðàììîé çàöåïëå-
íèÿ.

Äóãîé áóäåì íàçûâàòü ÷àñòü çàöåïëåíèÿ (êðèâóþ), ëåæàùóþ
ìåæäó ïåðåêð¼ñòêàìè.
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Îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü L = L1 ⊔ · · · ⊔ Ln � äèàãðàììà îðèåíòèðîâàííîãî çàöåï-
ëåíèÿ ñ n êîìïîíåíòàìè. Êàæäîìó ïåðåêð¼ñòêó äèàãðàììû ñî-
ïîñòàâèì çíàê +1 èëè −1 â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñóíêîì.

Òîãäà äëÿ êîìïîíåíò Li è Lj, i ̸= j, êîýôôèöèåíò (èíäåêñ) çà-
öåïëåíèÿ lk(Li, Lj) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lk(Li, Lj) = 1
2

∑
c∈Li∩Lj

sign(c) =
∑

c:Li âûøå Lj

sign(c).
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Îïðåäåëåíèÿ

Ïåðåêðóòêîé îðèåíòèðîâàííîé ëåíòû áóäåì íàçûâàòü âåëè÷è-
íó, ðàâíóþ 2π ·| lk(L1, L2)|, ãäå L1, L2 � äâå êðèâûå, ÿâëÿþùèåñÿ
ãðàíèöàìè ëåíòû.

Ïîä èíäåêñîì çàöåïëåíèÿ äâóõ ëåíò ìû áóäåì ïîíèìàòü èíäåêñ
çàöåïëåíèÿ äâóõ êðèâûõ � ñðåäíèõ ëèíèé ýòèõ ëåíò.

Ôîìåíêî À.Ò., Øàäðèíà Å.Ä. Òîïîëîãè÷åñêèå ÷óäåñà 2026 117 / 123



Òåîðåìà

1. Ðàññìîòðèì ëåíòó Ì¼áèóñà. Ðàçðåæåì ýòó ëåíòó âäîëü å¼ îñè.
Ïîëó÷èòñÿ îðèåíòèðóåìàÿ ëåíòà, çàêðó÷åííàÿ íà 4π. Îáîçíà÷èì
å¼ ÷åðåç C1.

2. Ðàçðåæåì ïîëó÷åííóþ ëåíòó C1 âäîëü å¼ îñè. Ïîëó÷èì äâå
îðèåíòèðóåìûå ëåíòû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ çàêðó÷åíà ñíîâà
íà 4π, ïðè ýòîì ëåíòû çàöåïëåíû ñ èíäåêñîì çàöåïëåíèÿ, ðàâ-
íûì −2.

Çàìå÷àíèå. Ïðîäîëæèì îïèñàííûé âûøå ïðîöåññ, ò.å. ñäåëàåì n
øàãîâ. Ïîëó÷èì 2n−1 îðèåíòèðóåìûõ ëåíò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
çàêðó÷åíà íà 4π, è ïðè ýòîì êàæäàÿ ëåíòà çàöåïëåíà ñ êàæäîé
ñ èíäåêñîì çàöåïëåíèÿ −2.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî â ðåçóëüòàòå äâóõ ðàçðåçîâ: ðàçðåçà âäîëü
îñè ëåíòû Ì¼áèóñà è ðàçðåçà âäîëü îñè ïîëó÷èâøåéñÿ ëåíòû �
ïîëó÷èòñÿ 2 ëåíòû ñ èíäåêñîì çàöåïëåíèÿ, ðàâíûì −2.

Ðàññìîòðèì ëåíòó Ì¼áèóñà â R3.
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Èçîáðàçèì íà íåé ñðåäíèå ëè-
íèè äâóõ ëåíò, ïîëó÷àþùèõ-
ñÿ ïîñëå äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ðàçðåçîâ âäîëü îñè. Îðèåíòèðó-
åì êðèâûå, êàê ïîêàçàíî íà ðè-
ñóíêå. Çàíóìåðóåì 4 äóãè, ïðî-
õîäÿùèå âáëèçè òî÷êè ïåðåñå-
÷åíèÿ, ñâåðõó âíèç. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî äóãà 1 âûøå âñåõ, ïîä
íåé äóãà 2, ïîä íåé äóãà 3, ñàìàÿ
íèæíÿÿ � äóãà 4.

Çàíóìåðóåì êðèâûå: äóãè 1 è 4
ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ïåðâîé
êðèâîé, äóãè 2 è 3 � âòîðîé.
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Ïîñòðîèì ïðîåêöèþ ýòèõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòü òàê, ÷òîáû ó íàñ
ïîëó÷èëîñü ÷åòûðå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ. Òàêàÿ ïðîåêöèÿ ñóùå-
ñòâóåò, ïðèìåð èçîáðàæåí íà ðèñóíêå.
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Ïåðâàÿ äóãà ïðîõîäèò âûøå
âòîðîé è òðåòüåé, ïðè ýòîì çíà-
êè îáðàçîâàííûõ ýòèìè äóãàìè
äâóõ ïåðåêðåñòêîâ ðàâíû −1.
×åòâ¼ðòàÿ äóãà ïðîõîäèò íèæå
âòîðîé è òðåòüåé, à çíà÷èò çíà-
êè îáðàçîâàííûõ ýòèìè äóãàìè
äâóõ ïåðåêðåñòêîâ ìû ó÷èòû-
âàòü íå áóäåì.

Òàêèì îáðàçîì, èíäåêñ çàöåïëå-
íèÿ äâóõ êðèâûõ ðàâåí −2.
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Çàìåòèì, ÷òî âòîðàÿ êðèâàÿ ëåæèò íà ãðàíèöå òðóá÷àòîé îêðåñò-
íîñòè ïåðâîé (ò.å. ÿâëÿåòñÿ å¼ ñàòåëëèòîì): îíà ïðîõîäèò âäîëü
ïåðâîé ïî ïàðàëëåëè îäèí ðàç, à ïî ìåðèäèàíó � ñòîëüêî ðàç,
êàêîâ ìîäóëü èíäåêñà çàöåïëåíèÿ, ò. å. äâàæäû: | lk(1, 2)| = 2.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåêðóòêà ðàâíà 2π · 2 = 4π.
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