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Аннотация. Рассматривается задача о движении материальной точки в трехмерной софо-
кусной области с проскальзыванием на границе. Такая динамическая система является инте-
грируемой по Лиувиллю в кусочно гладком смысле. Для нескольких типов биллиардных столов
найдены классы гомеоморфности поверхностей постоянной энергии, построены бифуркацион-
ные диаграммы, описана топология малых окрестностей особых и неособых слоев. Исследован
пседоевклидов аналог биллиарда с проскальзыванием внутри эллипсоида (в пространстве Мин-
ковского R2,1): описаны регулярные слои и 1-перестройки торов Лиувилля.
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§1 Введение

Математический биллиард — это задача о движении материальной точки внутри области
n-мерного евклидового пространства с абсолютно упругим отражением от границы (т.е. по клас-
сическому закону “угол падения равен углу отражения”). Интегрируемость биллиарда внутри
эллипса была замечена Дж.Д. Биркгофом в работе [1]. В книге В.В. Козлова и Д.В. Треще-
ва [2] была отмечена интегрируемость плоских биллиардов, ограниченных дугами софокусных
квадрик. В качестве дополнительного первого интеграла таких систем выступает параметр со-
фокусной квадрики, которой касаются все звенья (или их продолжения) траектории-ломаной.
Такие биллиарды были исследованы с точностью до лиувиллевой эквивалентности в работах
В. Драговича и М. Раднович [3, 4], а также В. В. Ведюшкиной (Фокичевой) [5, 6, 7].

Важным расширением класса плоских биллиардов стало введение В. В. Ведюшкиной бил-
лиардных книжек — комплексов, склееных из плоских софокусных областей (см. [8, 9]). При
попадании на границу листа (т.е. элементарного плоского биллиардного стола) книжки мате-
риальная точка переходит на другой лист согласно перестановке, указанной на ребре границы.
Важным подклассом биллиардных книжек являются топологические биллиарды. Такие бил-
лиарды имеют на ребрах только циклические перестановки длины 1 или 2 и являются кусоч-
но гладкими двумерными многообразиями. В классе таких биллиардов В.В. Ведюшкиной и
А.Т. Фоменко (см. [10]) были промоделированы геодезические потоки на сфере S2 и торе T 2,
обладающие линейным по импульсам дополнительным первым интегралом, а также квадри-
тично интегрируемые геодезические потоки на сфере S2. Для моделирования квадратичных
геодезических потоков на торе были использованы другие биллиардные книжки.

Еще одним обобщением плоских биллиардов является софокусные биллиарды с проскаль-
зыванием, введеные А.Т. Фоменко в работе [11]. Отражение у таких биллиардов устроено иначе
(см. рис. 1). Частица, попадая на границу стола, отражается и выходит из точки, полученной
поворотом радиус-вектора точки столкновения с границей на некоторый угол. В работе [11]
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Рис. 1: Динамика частицы при попадании на границу биллиарда с проскальзыванием.

была доказана интегрируемость таких биллиардов в случае, когда угол поворота равняется π.
В работе В.В. Ведюшкиной и В. Н. Завьялова [12] с помощью биллиардов с проскальзыванием
были развиты результаты В. В. Ведюшкиной и А.Т. Фоменко [10] по реализации линейных гео-
дезических потоков биллиардами на случай неориентируемых многообразий. Отметим, что в
работе В.Н. Завьялова [13] была показана интегрируемость круговых биллиардов с проскаль-
зыванием на произвольный угол.

Аналогично плоскому случаю классические трехмерные биллиарды (т.е. со стандартным за-
коном отражения), ограниченные конечным числом софокусных квадрик, интегрируемы. До-
полнительными первыми интегралами таких систем являются параметры двух софокусных
квадрик, которых касаются все звенья (или их продолжения) траектории-ломаной. Биллиард
внутри эллипсоида был рассмотрен В. Драговичем и М. Раднович в книге [4]. В этой работе они
построили бифуркационную диаграмму этой системы, описали регулярные слои. Классифика-
ция трехмерных биллиардных столов в R3, ограниченных конечным числом софокусных квад-
рик, была получена Г. В. Белозеровым в [16]. В этой работе он описал топологию 1-перестроек
торов Лиувилля таких систем и доказал, что неособая изоэнергетическая поверхность произ-
вольного трехмерного софокусного биллиарда гомеоморфна либо S2×S3, либо S1×S4, либо S5.

В настоящей работе изучается обобщение биллиардов с проскальзыванием на трехмерный
случай. Рассмотрим связный трехмерный биллиардный стол, симметричный относительно на-
чала координат и ограниченный конечным числом софокусных квадрик. Все грани этого стола
мы разобьем на два класса: с проскальзыванием и с отражением. При попадании на грань с
проскальзыванием материальная точка, находившаяся в точке P с вектором скорости v, продол-
жит движение из точки −P с вектором скорости v0, который получается из v путем следующих
преобразований: сначала v отражается от касательной плоскости к данной грани в точке P , а
затем заменяется на противоположный.

Мы рассмотрим два биллиардных стола: область, ограниченную эллипсоидом, а также бес-
фокусную область, ограниченную тремя софокусными квадриками. Отметим, что первый стол
допускает лишь один режим проскальзывания, в то время как другой в точности 7. Для каж-
дого из этих столов, а также любого вида проскальзывания на нем были определены классы го-
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меоморфности неособых изоэнергетических поверхностей, описаны 1 и 2-перестройки торов Ли-
увилля. Для биллиарда с проскальзыванием, ограниченного эллипсоидом, был рассмотрен псев-
доевклидов аналог, доказана его интегрируемость описаны регулярные слои и их 1-перестройки.

§2 Описание задачи. Интегрируемость

Напомним определение и некоторые свойства семейства софокусных квадрик.

Определение 1. Семейством софокусных квадрик в R3 называется множество квадрик, за-
данных уравнением

(b− λ)(c− λ)x2 + (a− λ)(c− λ)y2 + (a− λ)(b− λ)z2 = (a− λ)(b− λ)(c− λ), (1)

где a > b > c — фиксированные числа, а λ — вещественный параметр. Если параметр квадри-
ки этого семейства равен a, b или c, то она называется вырожденной, в противном случае
квадрика называется невырожденной.

Замечание 1. Если λ ∈ (−∞, c), то соответствующая квадрика является эллипсоидом, если
λ ∈ (c, b), то — однополостным гиперболоидом, если λ ∈ (b, a), то — двуполостным гипербо-
лоидом. Вырожденные квадрики — это в точности координатные плоскости.

К. Якоби, исследуя геодезический поток на эллипсоиде, показал (см. [15]), что через каж-
дую точку R3 проходит в точности 3 софокусные квадрики (с учетом кратности). Параметры
этих квадрик λ1, λ2, λ3, упорядоченные по возрастанию, образуют тройку, называемую эллип-
тическими координатами в R3. В каждом координатном октанте эллиптические координаты
являются однозначными и регулярными. Отметим также, что эллиптические координаты яв-
ляются ортогональными.

Семейству софокусных квадрик можно сопоставить две кривые: фокальный эллипс F1 =�
(x, y, 0)

��� x2

a− c
+

y2

b− c
= 1

�
, и фокальную гиперболу F2 =

�
(x, 0, z)

��� x2

a− b
− z2

b− c
= 1

�
. Эти

кривые называются фокальными, поскольку они очень похожи по своей структуре с фокусами
плоского семейства софокусных квадрик. Действительно, на плоскости фокусы есть граница
предельных расположений софокусных квадрик. Рассмотрим предел софокусных эллипсоидов
при λ → c−0 в метрике Хаусдорфа. Получим компактную область, лежащую в плоскости z = 0

и ограниченную фокальным эллипсом F1. Если же рассмотреть предел при λ → c+0, получим
замыкание к дополнению этой области. Гипербола F2 возникает аналогичным образом. Для
этого нужно рассмотреть предел софокусных квадрик при λ → b.

Теперь опишем конфигурационное пространство системы, которую мы будем изучать.

Определение 2. Трехмерным биллиардным столом будем называть связное компактное мно-
жество с непустой внутренностью, ограниченное конечным числом софокусных квадрик и
имеющее двугранные углы излома на границе, равные π/2.

Среди всех биллиардных столов мы выделим класс тех, с которыми мы будем работать.

Определение 3. Биллиардный стол D будем называть допустимым, если он центрально
симметричен.
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На рисунке 2 изображены два допустимых биллиардных стола, которым будет посвящена
бо́льшая часть настоящей статьи. Это стол, ограниченный эллипсоидом, а также стол, ограни-
ченный тремя различными софоксуными квадриками. Отметим, что второй стол не пересека-
ется с фокальными кривыми. В связи с этим мы будем называть его бесфокусным. Нетрудно
проверить, что это единственный допустимый биллиардный стол с таким свойством.

Рис. 2: Примеры допустимых биллиардных столов.

Пусть D — допустимый биллиардный стол, FD — множество его гладких 2-граней, а A —
оператор центральной симметрии в R3. Отметим, что в силу определения 3 оператор A дей-
ствует на множестве FD. Пусть F — непустое инвариантное подмножество FD относительно A.
Рассмотрим следующую динамическую систему. Материальная точка единичной массы дви-
жется внутри допустимого биллиардного стола D равномерно и прямолинейно, преобразуя свое
движение на границе D по следующему правилу.

• Если материальная точка попала в точку P гладкой 2-грани f ̸∈ F с вектором скорости v,
то отражение от границы в этом случае происходит классическому биллиардному закону.
То есть материальная точка отражается от P с вектором скорости v0 = v − 2(v, nf )nf , где
nf — единичный вектор нормали к грани f в точке P .

• Если материальная точка попала в точку P гладкой 2-грани f ∈ F с вектором скорости v,
то в этот же момент времени она “перескакивает” в точку AP и продолжает свое движение
с вектором скорости v0 = Av − 2(Av, nf )nf , где nf — единичный вектор нормали к грани
f в точке P .

Такую динамическую систему мы будем называть трехмерным биллиардом с проскальзы-
ванием.

Отметим, что биллиардный стол, ограниченный эллипсоидом, допускает единственное про-
скальзывание, в то время как бесфокусный стол (изображенный справа на рис. 2), допускает
7 режимов проскальзывания. Действительно, у этого стола 3 пары центрально симметричных
граней. Поэтому количество типов проскальзывания на нем равно 23 − 1, т.е 7.

На самом деле, описание системы, представленное выше, определяет ее не во всех точках
конфигурационного пространства. В частности, непонятна динамика точки, попавшей на стык
двух или трех гладких 2-граней. Тем не менее, движение такой частицы можно доопределить
по непрерывности.
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Предложение 1. Система трехмерного биллиарда с проскальзыванием может быть кор-
ректно доопределена во всех точках конфигурационного пространства.

Доказательство. Покажем, что на гладких 1-гранях границы стола доопределение возможно.
Для точек, в которых пересекаются три гладких грани, рассуждения будут аналогичные.

Пусть в точке P смыкаются грани f и g. Тогда возможны три варианта: f, g /∈ F ; f, g ∈ F ;
f ∈ F, g /∈ F . Рассмотрим каждый из этих случаев.

1. Пусть f, g /∈ F , тогда в граничных точках стола, близких к P происходит отражение.
Покажем сначала, что операторы отражений от граней f и g в точке P коммутируют друг с
другом. Пусть nf , ng — внешние единичные нормали к граням f и g соответственно в точке P .
Поскольку софокусные квадрики пересекаются под прямым углом, векторы nf и ng ортого-
нальны друг другу, а следовательно, соответствующие им операторы отражений коммутируют.

Условие коммутирования операторов отражений гарантирует существование непрерывного
продолжения траектории, попавшей в точку P . Действительно, пусть в точку P попала частица
с вектором скорости v. В таком случае, рассмотрим близкую траекторию матриальной точки с
тем же вектором скорости. Поскольку nf и ng — внешние нормали и двугранный угол между f

и g равен π/2, углы между v и nf , v и ng острые. Предположим, что близкая траектория снача-
ла отразится от грани f . Тогда, после отражения угол между вектором скорости v0 и nf станет
тупым, а между v0 и ng останется по-прежднему острым. Следовательно, далее частица должна
отразиться от грани g. Отсюда становится ясным, что в пределе, т.е. при стремлении к точке P ,
отраженный вектор v̂ получется из v путем последовательных отражений от граней f и g, при-
чем порядок отражений может быть произвольным. Поэтому для корректного доопределения
нам достаточно коммутирования операторов отражения, соответствущих nf и ng.

2. Пусть теперь f, g ∈ F . Проверим коммутативность проскальзываний на этих гранях.
Этого условия снова будет достаточно для корректного доопределения траектории в точке P .
При проскальзании через грань f точка P перейдет в AP , а вектор v скорости в v0 = Av −
(v, nf )nf . При проскользывании через грань g точка AP вернется в P , а вектор v0 преобразуется
к v00 по правилу: v00 = Av0 − (v0, ng)ng. Отсюда заключаем, что

v00 = A(Av − (v, nf )nf )− (Av − (v, nf )nf , ng)ng = v + (v, nf )nf + (v, ng)ng.

Последняя формула симметрична относительно nf и ng. Следовательно, проскальзывания ком-
мутируют.

3. Этот случай проверяется аналогично предыдущим. Предложение доказано.

Таким образом, трехмерный биллиард с проскальзыванием — корректно определенная ди-
намическая система.

Как и в плоском случае трехмерный биллиард с проскальзыванием является интегриру-
емым. Действительно, рассмотрим классический биллиард внутри допустимого биллиардного
стола. Согласно теореме Якоби-Шаля такая динамическя система является интегрируемой. Ее
первыми интегралами являются кинетическая энергия H, а также параметры двух софокусных
(с границей) квадрик Λ1 > Λ2, которых касаются все прямолинейные участки траектории или
их продолжения. Покажем, что эти же функции (H, Λ1, Λ2) являются первыми интегралами
рассматриваемой задачи.
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Итак, если прямая, проведенная из точки P ∈ f в направлении вектора v касается со-
фокусной квадрики Q, то прямая, проведенная из этой же точки в направлении вектора
v0 = v − 2(v, nf )nf , также касается Q. Однако при проскальзывании точка P переходит в
AP = −P , а вектор v в Av − 2(Av, nf )nf , т.е. в Av0 = −v0. Остается заметить, что уравне-
ния софокусных квадрик не содержат линейной части, а следовательно, если прямая из точки
P с вектором скорости v0 касается Q, то прямая из точки AP с направляющим вектором Av0

также касается Q.
Отметим, что при различных положительных значениях h1, h2 энергии H рассматриваемая

система на изоэнергетических поверхностях Qh1 и Qh2 система устроена одинаково. Действи-
тельно, увеличивая или уменьшая энергию материальной точки мы изменяем скорость ее дви-
жения, не меняя при этом траектории. Поэтому далее мы будем рассматривать нашу систему
на изоэнергетических поверхностях положительного значения энергии.

В заключении параграфа напишем уравнения движения трехмерного биллиарда с проскаль-
зыванием на изоинтегральной поверхности H = h,Λ1 = eλ1,Λ2 = eλ2. Для этого рассмотрим
функции I1 = H(Λ1 + Λ2) и I2 = HΛ1Λ2. Они являются первыми интегралами нашей задачи и
в декартовых координатах принимают следующий вид:

I1 =
b+ c

2
ẋ2 +

a+ c

2
ẏ2 +

a+ b

2
ż2 − 1

2

�
K2

x +K2
y +K2

z

�
,

I2 =
bc

2
ẋ2 +

ac

2
ẏ2 +

ab

2
ż2 − 1

2

�
aK2

x + bK2
y + cK2

z

�
,

где Kx, Ky, Kz — компоненты вектора кинетического момента. Эти формулы легко получить,
выписав условие касания квадрик. Нетрудными вычислениями можно показать, что {I1, I2} = 0.

Переходя к эллиптическим координатам (λ1, λ2, λ3) и сопряженным им импульсам (p1, p2, p3),
мы преобразуем функции H, I1, I2 к следующему виду.

H =2
(a− λ1)(b− λ1)(c− λ1)

(λ2 − λ1)(λ3 − λ1)
p21 + 2

(a− λ2)(b− λ2)(c− λ2)

(λ1 − λ2)(λ3 − λ2)
p22 + 2

(a− λ3)(b− λ3)(c− λ3)

(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)
p23,

I1 =2
(λ2 + λ3)(a− λ1)(b− λ1)(c− λ1)

(λ2 − λ1)(λ3 − λ1)
p21 + 2

(λ1 + λ3)(a− λ2)(b− λ2)(c− λ2)

(λ1 − λ2)(λ3 − λ2)
p22+

+2
(λ1 + λ2)(a− λ3)(b− λ3)(c− λ3)

(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)
p23,

I2 =2
λ2λ3(a− λ1)(b− λ1)(c− λ1)

(λ2 − λ1)(λ3 − λ1)
p21 + 2

λ1λ3(a− λ2)(b− λ2)(c− λ2)

(λ1 − λ2)(λ3 − λ2)
p22

+2
λ1λ2(a− λ3)(b− λ3)(c− λ3)

(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)
p23,

Отсюда с учетом уравнений Гамильтона приходим к следующим уравнениям движения.

λ̇i = ± 2
√
2

(λi − λj) (λi − λk)

q
(Hλ2

i − I1λi + I2) (a− λi) (b− λi) (c− λi).

С учетом зависимости I1, I2 от Λ1 и Λ2 получаем следующие формулы.

λ̇i = ± 2
√
2

(λi − λj) (λi − λk)

r
h
�
λi − eλ1

��
λi − eλ2

�
(a− λi) (b− λi) (c− λi). (2)
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Здесь h, eλ1, eλ2 — значения первых интегралов H, Λ1, Λ2 соответственно. Эти формулы нам
понадобятся в дальнейшем.

Замечание 2. Везде далее будем обозначать уровни первых интегралов Λ1 и Λ2 через eλ1, eλ2

соответственно, а не через λ1, λ2 , чтобы не возникала путаница с эллиптическими коорди-
натами.

§3 Топология изоэнергетических поверхностей

Сперва рассмотрим трехмерный биллиард с проскальзыванием внутри эллипсоида. Заме-
тим, что если вместо эллипсоида рассмотреть стандартную двумерную сферу S2 в R3, заданную
уравнением x2+y2+z2 = 1, класс гомеоморфности изоэнергетической поверхности не изменится.

Теорема 1. Изоэнергетическая поверхность биллиарда с проскальзыванием внутри сферы го-
меоморфна почти прямому произведению (S3×S2)/Z2, где группа Z2 действует на сомножи-
телях центральной симметрией.

Доказательство. Заметим, что если рассмотреть геоедезический поток на стандартной сфере
S3, а затем отождествить пары (P, v), (−P,−v) для всех P ∈ S3, v ∈ TPS

3, то фазовое про-
странство и изоэнергетическая поверхность получившейся системы будут соответственно гоме-
моморфны фазовому пространству и изоэнергетической поверхности биллиарда с проскальзва-
нием внутри стандартной сферы S2.

Поскольку сфера S3 — группа Ли (изоморфная SU(2)), многообразие единичных касатель-
ных векторов к ней диффеоморфно прямому произведению двумерной и трехмерной сфер.
Склейка диаметрально противоположных точек на сфере S3 эквивалентна факторизации груп-
пы SU(2) по подгруппе Z2, порожденной матрицей −E. Эта подгруппа действует также и на
фазовом пространстве, и на поверхностях постоянной энергии геодезического потока на сфере
S3. Ее действие как раз и порождает склейку пар точка-вектор, описанную выше.

Теперь определим классы гомеоморфности изоэнергетических поверхностей биллиардов с
проскальзыванием на бесфокусном столе. Для этого, как и в случае эллипсоида, упростим кон-
фигурационное пространство системы. Вместо бесфокусного стола мы можем рассмотреть куб,
одной паре граней которого сопоставим эллипсоид границы, второй — однополостный гипербо-
лоид, третьей — двуполостный гиперболоид. Нетрудно убедиться, что при таком преобразова-
нии фазовое пространство и изоэнергетическая поверхность не изменят свой класс гомеоморф-
ности.

После такого упрощения нам остается рассмотреть три случая; все они соответствуют ко-
личеству противоположных пар граней куба, на которых задано проскальзывание.

Теорема 2. Пусть Q5
h — изоэнергетическая поверхность биллиарда с проскальзыванием на

бесфокусном столе и k — количество пар граней этого стола, на которых задано проскальзы-
вание. Тогда:

1. Если k = 1, то Q5
h гомеоморфна почти прямому произведению (S1 × S4)/Z2, где Z2 дей-

ствует на каждом сомножителе центральной симметрией.
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2. Если k = 2, то Q5
h гомеоморфна почти прямому произведению (S1 × S1 × S3)/(Z2 ⊕ Z2),

где первое слагаемое группы действует центральной симметрией на первом и третьем
сомножителе, а второе — на втором и третьем.

3. Если k = 3, то Q5
h гомеоморфна почти прямому произведению (S1 × S1 × S1 × S2)/(Z2 ⊕

Z2 ⊕ Z2), где первое слагаемое группы действует центральной симметрией на первом и
четвертом сомножителе, второе — на втором и четвертом, третье — на третьем и
четвертом.

Доказательство. Докажем первый пункт теоремы. Как было отмечено выше, мы можем рас-
сматривать биллиард внутри куба, на одной паре гранией которого задано проскальзывание.
Заметим, что фазовое пространство (а также изоэнергетические поверхности) рассматриваемо-
го биллиарда двулистно накрывается фазовым пространством (изоэнергетическими поверхно-
стями) биллиарда внутри трехмерной области D, получаемой следующим образом. Рассмотрим
два одинаковых прямоугольных параллелепипеда, выберем на каждом из них по одной паре
противоположных граней, а затем склеим эти параллелепипеды по соответствующим выбран-
ным граням.

Отметим, что область D представляет собой полноторие, которое получается вращением
квадрата вдоль некоторой оси. Обозначим это полноторие через K. Мы утверждаем, что изо-
энергетическая поверхность Q0h этого биллиарда при h > 0 гомеоморфна прямому произведению
окружности и четырехмерной сферы. Тот факт, что Q0h обладает тривиальным S1 расслоением,
является довольно очевидным. Действительно, полноторие K обладает тривильным S1 рассло-
ением и на каждом его слое система устроена одинаково. Остается показать, что ограничение
Q0h на каждый такой слой полнотория K гомеоморфно сфере S4. Опишем устройство этого
ограничения.

Рассмотрим в R3 плоский квадрат R = {(x, y, z)| |x| 6 1, |y| 6 1, z = 0}. В каждой точке
этого квадрата рассмотрим единичную сферу касательных векторов со следующим отношением
эквивалентности на границе R:

(P, v) ∼ (P, v0), где P ∈ ∂R, v, v0 ∈ TPR3, |v| = |v0| = 1, v − v0 || (0, 0, 1).

Введем на этом множестве фактор-топологию и обозначим получившееся топологическое про-
странство через Q̃. По построению ясно, что Q0h

∼= S1 × Q̃.
На пространстве Q̃ определена и непрерывна функция f , которая паре точка-вектор

(P, v) ∈ Q̃ сопоставляет третью координату вектора v. Функция f принимает значения на от-
резке [−1, 1] и ее поверхности уровня f�1(t) гомеоморфны друг другу при t ∈ (−1, 1). При этом,
f�1(1) и f�1(−1) гомеоморфны двумерным дискам. Заметим, что f�1(0) есть изоэнергетическая
поверхность биллиарда внутри квадрата R. Поэтому согласно известным результатам Смейла
поверхность f�1(0) гомеоморфна трехмерной сфере S3.

Итак, согласно приведенным выше результатам для всех t ∈ (−1, 1) поверхность f�1(t)

гомеоморфна трехмерной сфере S3, а при t = ±1 — двумерному диску. Отсюда заключаем,
что Q̃ гомеоморфна четырехмерной сфере S4 (трехмерные сферы стягиваются к двумерным
дискам). Более строгое доказательство этого факта читатель может найти в [17].
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Итак, мы показали, что Q0h
∼= S1×S4, а следовательно, Q5

h = (S1×S4)/Z2. Осталось описать
действие этой инволюции. Совершенно ясно, что она склеивает диаметрально противоположное
точки окружности. Чуть менее очевидно устроена инволюция на сфере S4. Тем не менее, акку-
ратно выписав условия склейки области D, можно убедится, что и на S4 группа Z2 склеивает
диаметрально противоположные точки. Таким образом, первая частья теоремы доказана.

Оставшиеся два пункта теоремы доказываются по аналогии с первым. Теорема доказана.

§4 Биллиард с проскальзыванием внутри эллипсоида

Без ограничения общности можем считать, что параметр c семейства софокусных квадрик 1
положителен. Рассмотрим биллиард с проскальзыванием внутри эллипсоида параметра 0. От-
метим, что траектория биллиардного стола не может касаться двух софокусных квадрик по-
ложительной гауссовой кривизны. Следовательно, дополнительные первые интегралы Λ1 и Λ2

нашего биллиарда удовлетворяют следующим ограничениям: Λ1 > Λ2, Λ1 ∈ [c, a], Λ2 ∈ [0, b].
Откуда заключаем, что образ отображения момента, ограниченный на постоянный уровень
энергии системы представляет собой многоугольник, изображенный на рисунке 3a.

Рис. 3: Серым выделен образ отображения момента на неособой изоэнергетической поверхности,
черными сплошными линиями — бифуркационная диаграмма.

Исходя из уравнений 2, опишем типичные области возможного движения. Все они пред-
ставлены в таблице 1.

Заметим, что вид области возможного движения может измениться либо на прямых Λ1 = b,
Λ2 = c, либо на границе образа отображения момента. Таким образом, граница образа отобра-
жения момента, а также отрезки прямых Λ1 = b, Λ2 = c составляют бифуркационную диаграмму
нашего биллиарда. Точки образа отображения момента, не лежащие на бифуркационной диа-
грамме, будем называть регулярными. Слои Лиувилля, соответствующие регулярным точкам,
тоже будем называть регулярными.
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Таблица 1. Области возможного движения общего положения

I 0 < λ̃1 < c < λ̃2 < b II 0 < λ̃1 < c < b < λ̃2 < a

III c < λ̃1 < λ̃2 < b IV c < λ̃1 < b < λ̃2 < a

Теорема 3. Все регулярные слои трехмерного биллиарда с проскальзыванием внутри эллипсо-
ида гомеоморфны трехмерному тору. Слоение Лиувилля вблизи регулярных слоев тривиально.

Доказательство. Обусловимся нумеровать камеры бифуркационной диаграммы номерами со-
ответствующих им типов областей возможного движения из таблицы 1 (далее ОВД). Мы дока-
жем теорему для точек камеры I. Остальные случаи разбираются аналогично.

Пусть P =
�
λ̃1, λ̃2

�
∈ I. Обозначим через DP соответствующую ОВД, а через TP — по-

верхность совместного уровня. В каждой точке x ∈ DP рассмотрим все векторы v такие, что
(x, v) ∈ TP . Согласно уравнениям движения 2, в каждой внутренней точке DP , не лежащей ни
в одной из координатных плоскостей, возникает в точности 8 таких векторов. Действительно, в
этих точках эллиптические координаты удовлетворяют ограничениям λ1 ∈ (0, λ̃1), λ2 ∈ (c, λ̃2),
λ3 ∈ (b, a), а следовательно, λi ̸= λj при i ̸= j. Выясним, сколько векторов расположено в
оставшихся точках ОВД.

Для начала разберемся с внутренними точками DP , лежащими в координатных плоско-
стях. Рассмотрим все внутренние точки, расположенные в плоскости x = 0, но не лежащие в
плоскостях y = 0, z = 0. Поскольку плоскость x = 0 в эллиптических координатах задается
уравнением λ3 = a, в этих точках вырождается третья эллиптическая координата. При этом,
остальные эллиптические координаты не вырождаются и соответствующие значения

���λ̇1

��� и
���λ̇2

���
отличны от нуля. Поскольку плоскость x = 0 задается уравнением λ3 = a и эллиптические коор-
динаты ортогональны, пара координат (λ1, λ2) в плоскости x = 0 при y, z ̸= 0 является гладкой
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локальной системой координат. Следовательно, если мы спроектируем векторы скорости в рас-
сматриваемых точках на касательную плоскость T(0,y,z)Oyz, то в проекции получим 4 вектора.
Давайте теперь покажем, что |ẋ| ≠ 0. Для этого отметим, что в области невырожденности
эллиптических координат справедлива формула

ẋ =
∂x

∂λ1

λ̇1 +
∂x

∂λ2

λ̇2 +
∂x

∂λ3

λ̇3,

при этом, если λ3 → a, производные
∂x

∂λ1

и
∂x

∂λ2

стремятся к нулю. Значит, верна формула

ẋ2 = lim
x!a

�
∂x

∂λ3

λ̇3

�2

. Воспользовавшись уравнениями движения и формулами перехода к эллип-
тическим координатам, получим:

ẋ2 =
h
�
a− λ̃1

��
a− λ̃2

�
(a− λ1) (a− λ2)

.

Отсюда заключаем, что |ẋ| ≠ 0. А значит, в точках DP , лежащих в плоскости x = 0, но не
лежащих в других координатных плоскостях снова возникают 8 векторов скорости. Оставшиеся
виды внутренних точек области DP разбираются аналогично.

В каждой гладкой грани границы области DP за искючением границы стола в силу бил-
лиардного отражения возникают в точности 4 пары неэквивалентных векторов, на ребрах — 2

пары. На грани границы стола возникает 8 векторов скорости.
Используя знания о расположении векторов скорости, опишем топологию слоя TP . Итак,

сперва введем обозначения векторов скорости для внутренних точек DP , не лежащих в плоско-
стях x = 0, z = 0, y = 0. Отметим, что эти плоскости разбивают DP на 8 компонент связности.
При этом, для всякой внутренней точки любой из этих 8 компонент каждому вектору скорости в
ней можно взаимнооднозначно сопоставить тройку знаков его компонент в эллиптических корд-
натах:

�
sign λ̇1, sign λ̇2, sign λ̇3

�
. Используя эту кодировку векторов скорости, заполним таблицу

обозначений.

(+,+,+) (−,+,+) (−,−,+) (+,−,+) (+,+,−) (−,+,−) (−,−,−) (+,−,−)

x > 0

y > 0

z > 0

v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8

x > 0

y > 0

z < 0

v5 v6 v7 v8 v1 v2 v3 v4

x < 0

y > 0

z > 0

v2 v1 v3 v3 v6 v5 v8 v7
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x < 0

y > 0

z < 0

v6 v5 v8 v7 v2 v1 v3 v3

x > 0

y < 0

z > 0

v4 v3 v2 v1 v8 v7 v6 v5

x > 0

y < 0

z < 0

v8 v7 v6 v5 v4 v3 v2 v1

x < 0

y < 0

z > 0

v3 v4 v1 v2 v7 v8 v5 v6

x < 0

y < 0

z > 0

v7 v8 v5 v6 v3 v4 v1 v2

Отметим, что одному и тому же набору знаков соответствуют разные обозначения векто-
ров. Тем не менее, благодаря такой нумерации векторные поля vi можно по непрерывности
продолжить на все множество DP . Более того, векторные поля vi будут гладкими внутри DP .

Векторные поля v1, . . . , v8 разбивают поверхность TP на 8 компонент связности, каждая из
которых гомеоморфна DP . Обозначим эти компоненты через D1, . . . , D8 соответственно. В силу
биллиардного отражения, а также устройства DP заключаем, что D1 и D2, D3 и D4, D5 и D6,
D7 и D8 отождествляются на внутренней ээлиптической границе, а D1 и D4, D2 и D3, D5 и D7,
D6 и D8 — на гиперболических. В силу проскальзывания на границе стола D1 и D2, D3 и D4,
D5 и D6, D7 и D8 склеиваются но с “перекруткой”. При склеке областей Di по соответствующим
границам, получим два трехмерных тора T 3, которые будут составлены из компонент D1, . . . , D4

и D5, . . . , D8. Таким образом, первую часть теоремы мы доказали.
Осталось отметить, что при малом изменении точки P область возможного движения не

поменяет свой тип, а векторные поля vi будут непрерывно меняться. Значит, вблизи TP слоение
Лиувилля является тривиальным. Что и требовалось доказать.

Теперь опишем топологию слоения Лиувилля вблизи нерегулярных слоев. Заметим, что на
бифуркационной диаграмме имеется ровно одна точка типа крест: (b, c) (см. рис. 3). Обозначим
слой слоения Лиувилля, отвечающий этой точке через L. Если мы опишем топологию слоения
Лиувилля вблизи L, то будет ясно, какие бифуркации происходят на прямых Λ1 = b и Λ2 = c.

Теорема 4. Малая окрестность слоя L в Qh гомеоморфна S1 × (C2 × C2)/Z2, где группа Z2

действует центральной симметрией на каждом из 2-атомов.

Доказательство. Обозначим точку креста (b, c) через P . Этой точке соответствуют две крити-
ческие окружности, возникающие при движении частицы по оси Ox. Окружность, соответству-
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ющую движению материальной точки в направлении оси Ox, обозначим через γ(P ). Оказыва-
ется, на близких к L торах Лиувилля TP 0 можно выбрать базисный цикл γ(P 0), гомологичный
γ(P ), который при стремлении P 0 к P перейдет в γ(P ). Это наглядно показано на рисунке 4
для всех четырех видов торов Лиувилля, близких к поверхности TP .

Рис. 4: Цикл γ на торах Лиувилля, близких к изоинтегральной поверхности L. Выделенные
точки есть точки касания цикла γ и эллипсоида (в случаях a, б), однополостного гиперболоида
(случай в) меньших параметров.

Заметим, что формы α = p1dλ1+p2dλ2+p3dλ3 и ω = dp1∧dλ1+dp2∧dλ2+dp3∧dλ3 корректно
определены на фазовом пространстве биллиарда. Это следует из результатов В. Лазуткина
[18] и Е.А. Кудрявцевой [19]. Определим в малой окрестности слоя L на регулярных участках
слоения Лиувилля функцию

s(P 0) =
1

2π

Z
γ(P 0)

α.

Найдем явный вид функции s(P 0). Согласно формулам разделения переменных справедли-
вы равенства

p2i =
h

2

(λi − λ̃1)(λi − λ̃2)

(a− λi)(b− λi)(c− λi)
∀i = 1, 2, 3.

Цикл γ обходит каждую эллиптическую координату в точности 2 раза. Следовательно,

s(h, λ̃1, λ̃2) =
1

2π

minfλ̃1,cgZ
0

s
2h

(t− λ̃1)(t− λ̃2)

(a− t)(b− t)(c− t)
dt+

+
1

2π

minfλ̃2,bgZ
maxfc,λ̃1g

s
2h

(t− λ̃1)(t− λ̃2)

(a− t)(b− t)(c− t)
dt+

1

2π

aZ
maxfb,λ̃2g

s
2h

(t− λ̃1)(t− λ̃2)

(a− t)(b− t)(c− t)
dt.

Лемма 1. Функция s(h, λ̃1, λ̃2) является аналитической в малой окрестности точки P . При

этом
∂s

∂h

���
P
̸= 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Ïóñòü ~� 1 6= b, ~� 2 6= c. Ðàññìîòðèì íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

êîíòóð C, èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå 5. Îí ñîñòîèò èç âåðõíåé ïîëóîêðóæíîñòè l, ñîåäèíÿþùåé

òî÷êè 0 è a, ÷åòûðåõ âåðõíèõ ïîëóîêðóæíîñòåé l" ðàäèóñîâ " ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ c; b;~� 1; ~� 2 è

ïÿòè îòðåçêîâ. Âûáåðåì íà êîíòóðå ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå îáõîäà. Ïóñòü

f (z) =
1

2�

s
2h(z � ~� 1)(z � ~� 2)

(a � z)(b� z)(c � z)
:

Ðèñ. 5: Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ. ×åðíûì âûäåëåíà äóãà l.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Êîøè îá èíòåãðàëå ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó

0 =
I

C+

f (z)dz =
Z

l+

f (z)dz + I 1(" ) + I 2(" ) + I 3(" ); (3)

ãäå

I 1(" ) =

min f ~� 1 ;cg� "Z

0

f (z)dz +

min f ~� 2 ;bg� "Z

maxf c;~� 1g+ "

f (z)dz +

aZ

maxf b;~� 2g� "

f (z)dz;

I 2(" ) =

maxf ~� 1 ;cg� "Z

min f ~� 1 ;cg+ "

f (z)dz +

maxf ~� 2 ;bg� "Z

min f b;~� 2g+ "

f (z)dz;

I 3(" ) =
Z

l �" (� 1 )

f (z)dz +
Z

l �" (� 1 )

f (z)dz +
Z

l �" (� 2 )

f (z)dz +
Z

l �" (c)

f (z)dz +
Z

L �
" (b)

f (z)dz:

Çàìåòèì, ÷òî s = lim
" ! 0

I 1(" ), ïðè ýòîì, I 2(" ) ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìíèìûì ÷èñëîì. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü,

÷òî lim
" ! 0

I 3(" ) = 0 . Äåéñòâèòåëüíî, ýòîò ôàêò ñëåäóåò èç ñòàíäàðòíîãî íåðàâåíñòâà:

�
�
�
�
�
�

I




f (z)dz

�
�
�
�
�
�

6 max
z2 


jf (z)j � j 
 j:
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Òàêèì îáðàçîì,

s =
1

2�
Re

Z

l �

s
2h(z � ~� 1)(z � ~� 2)

(a � z)(b� z)(c � z)
dz:

Â âèäó îòñóòñòâèÿ íà êîíòóðå l îñîáûõ òî÷åê c; b;~� 1; ~� 2 ôóíêöèÿ s êîððåêòíî îïðåäåëåíà è

ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè P. Óñëîâèå
@s
@h

�
�
�
P

6= 0 ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìîé

ïîäñòàíîâêîé. Ëåììà 1 äîêàçàíà. �

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ s åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ïåðåìåííàÿ äåéñòâèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ýòà

ïåðåìåííàÿ äåéñòâèÿ êîððåêòíî îïðåäåëåíà â ìàëîé îêðåñòíîñòè U ñëîÿ TP â ôàçîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå. Çàìåòèì, ÷òî ds 6= 0 â U. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áûds îáðàòèëñÿ áû â 0 â íåêîòîðîé

òî÷êå, òî ïîñêîëüêó @hs 6= 0, dh ëèíåéíî âûðàæàëñÿ áû ÷åðåç d� 1 è d� 2. Îäíàêî â îêðåñòíî-

ñòè òî÷êè P ïåðåñåêàþòñÿ äâå ñòåíêè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿì

d� 1 = 0 è d� 2 = 0. Ïðè ýòîì, íè â îäíîé èç òî÷åê ýòîé îêðåñòíîñòè ðàíã íå ïàäàåò äî íóëÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, dh íå ìîæåò ëèíåéíî âûðàæàòüñÿ ÷åðåç d� 1 è d� 2.

Òàêèì îáðàçîì, êîððåêòíî îïðåäåëåíî âåêòîðíîå ïîëå v = sgrads, êîòîðîå íè â êàêîé òî÷êå

íå îáðàùàåòñÿ â íîëü.

Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, òðàåêòîðèè ïîëÿ v

çàìêíóòû, à èíòåãðàëüíûå êðèâûå ÿâëÿþòñÿ 2� -ïåðèîäè÷åñêèìè. Áîëåå òîãî, òðàåêòîðèè v,

æèâóùèå íà ñëîå TP 0, ãîìîëîãè÷íû öèêëàì 
 (P0), êîòîðûå ïî ñâîåìó îïðåäåëåíèþ ãîìîëîãè÷íû


 (P). Òåïåðü, èñïîëüçóÿ âåêòîðíîå ïîëå v, îïðåäåëèì êëàññ ãîìåîìîðôíîñòè ìàëîé îêðåñòíîñòè

â Qh ñëîÿ L.

Ðàññìîòðèì òó ÷àñòü Qh, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ óñëîâèÿìè: x = 0. Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç M̂ . Íåòðóä-

íî ïîêàçàòü, ÷òî â ñèëó ñèììåòðèè ðàññìàòðèâàåìîãî áèëëèàðäíîãî ñòîëà è ôîðìóëû, çàäàþùåé

èíòåãðàë s, âåêòîðíîå ïîëå v â îêðåñòíîñòè ñëîÿ L áóäåò òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàòüM̂ . Ðàñ-

ñìîòðèì çàäà÷ó Êîøè âåêòîðíîãî ïîëÿ v ñ íà÷àëüíûìè òî÷êàìè íà ìíîãîîáðàçèè M̂ . Ïîëó÷àåì

ïîòîê gt , ïîä äåéñòâèåì êîòîðîãî ìíîãîîáðàçèå M̂ äåôîðìèðóåòñÿ âíóòðè Qh. Îäíàêî çàìåòèì,

÷òî g2� = g0 = id . Èíûìè ñëîâàìè, çà âðåìÿ t = 2� ìíîãîîáðàçèå ~M âîçâðàùàåòñÿ â èñõîäíîå

ïîëîæåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå G : M̂ � S1 ! Qh, êîòîðîå äåéñòâóåò ïî

ôîðìóëå G(x; t ) = gt (x). Ïåðå÷èñëèì ñâîéñòâà ýòîãî îòîáðàæåíèÿ.

1. Îòîáðàæåíèå G íåïðåðûâíî. Ýòîò ôàêò ñëåäóåò èç òåîðåìû î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè

ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îò íà÷àëüíûõ äàííûõ.

2. Îòîáðàæåíèå G áèåêòèâíî. Äåéñòâèòåëüíî, ìíîãîîáðàçèå ~M ïåðåñåêàåò êàæäûé òîð Ëè-

óâèëëÿ TP 0 ïî äâóìåðíîìó òîðó ~TP 0. Ïðè ýòîì, âåêòîðíîå ïîëå v = sgrads áóäåò òðàícâåð-

ñàëüíûì ê ~TP 0. À çíà÷èò, èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ïîëÿ v, ïðîâåäåííûå èç ðàçíûõ òî÷åê
~TP 0 ïåðåñåêàòüñÿ íå áóäóò. Îòñþäà çàêëþ÷àåì èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ G. Åñëè äîïîë-

íèòü ïðîèçâîëüíûé áàçèñ íà ýòîì äâóìåðíîì òîðå ~TP 0 öèêëîì 
 (P0), ïîëó÷åííàÿ òðîéêà

áóäåò áàçèñîì â ãðóïïå ãîìîëîãèé òîðà TP 0. Ñëåäîâàòåëüíî, âåñü òîð Ëèóâèëëÿ íàêðûâà-

åòñÿ îòîáðàæåíèåì G.

Ïîñêîëüêó ~M è S1 êîìïàêòíû, à îòîáðàæåíèå G � íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ, G � ãîìåîìîð-

ôèçì. Îñòàåòñÿ ðàçîáðàòüñÿ, ÷òî èç ñåáÿ ïðåäñòàâëÿåò ~M .
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Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ 2, èíäóöèðîâàííûå íà ~M . Ïîñêîëüêó íà ~M çàôèêñèðîâàíà

òðåòüÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà, ïîñìîòðèì íà äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâûõ äâóõ

êîîðäèíàò. Ïîëó÷èì:

_� 1 = �
2
p

2
(� 2 � � 1)(a � � 1)

q
h(� 1 � ~� 1)( � 1 � ~� 2)(a � � 1)(b� � 1)(c � � 1);

_� 2 = �
2
p

2
(� 1 � � 2)(a � � 2)

q
h(� 2 � ~� 1)( � 2 � ~� 2)(a � � 2)(b� � 2)(c � � 2);

Ïîñêîëüêó � 1; � 2 < a , äèíàìèêà, à ñëåäîâàòåëüíî, è òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ, ñîâïàäàåò ñ

ñèñòåìîé, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êîòîðîé èìåþò ñëåäóþùèé âèä.

_� 1 = �
2
p

2
� 2 � � 1

q
h(� 1 � ~� 1)( � 1 � ~� 2)(b� � 1)(c � � 1);

_� 2 = �
2
p

2
� 1 � � 2

q
h(� 2 � ~� 1)( � 2 � ~� 2)(b� � 2)(c � � 2);

Îäíàêî ìû äîëæíû ó÷åñòü, ÷òî ïðè ïðîñêàëüçûâàíèè â òî÷êå âèäà (0; y; z) ïåðâàÿ êîîðäèíàòà

âåêòîðà ñêîðîñòè ìåíÿåò ñâîé çíàê. Ýòî ðàâíîñèëüíî ïåðåõîäó ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ ëèñòà

íà ëèñò áèëëèàðäíîé êíèæêè, ñêëååíîé èç äâóõ ýëëèïñîâ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïèñàíèÿ ~M

íåîáõîäèìî ïîíÿòü ÷òî çà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà áèëëèàðäíîé êíèæêå èç äâóõ ñêëååíûõ

ýëëèïñîâ çàäàåòñÿ ïðèâåäåííîé âûøå ñèñòåìîé óðàâíåíèé.

Àíàëîãè÷íûì óðàâíåíèÿì óäîâëåòâîðÿåò ñîôîêóñíûé áèëëèàðä ñ ïîòåíöèàëîì Ãóêà (ñì.,

íàïðèìåð, [20]). Ïîñêîëüêó h > 0 è áèëëèàðäíàÿ êíèæêà, îïèñàííàÿ âûøå, ïðåäñòàëÿåò ñîáîé

äâóìåðíûé ýëëèïñîèä, ìíîãîîáðàçèå M̂ ãîìåîìîðôíî ìàëîé îêðåñòíîñòè îñîáîãî ñëîÿ òî÷êè

òèïà ñåäëî-ñåäëî áèëëèàðäà ñ ïðèòÿãèâàþùèì ïîòåíöèàëîì Ãóêà íà òðåõîñíîì ýëëèïñîèäå.

Ýòà îêðåñòíîñòü ãîìåîìîðôíà ïî÷òè ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ äâóõ 2-àòîìîâ C2 ñ èíâîëþöèåé,

îòîæäåñòâëÿþùåé öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûå òî÷êè àòîìîâ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òîïîëîãèÿ îñîáåííîñòåé íà ãðàíèöå îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà óñòðîåíà ñóùåñòâåííî ïðî-

ùå è â ðàìêàõ íàñòîÿùåé ñòàòüè ðàññìàòðèâàòüñÿ íå áóäåò.

x5 Áèëëèàðäû ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì â áåñôîêóñíîé îáëàñòè

Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ïåðåñå÷åíèÿ ýëëèïñîèäîâ, îäíîïîëîñòíûõ ãèïåðáîëîèäîâ (â òîì

÷èñëå è âûðîæäåííûõ) è áåñôîêóñíîãî ñòîëà. Òàêèå ïåðåñå÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îòðåçêè,

íà êîòîðûå ðàññëàèâàåòñÿ áèëëèàðäíûé ñòîë. Íàçîâåì òàêèå îòðåçêè îòðåçêàìè òèïà eoh. Îò-

ðåçêè, îáðàçîâàííûå ïåðåñå÷åíèåì ýëëèïñîèäîâ, äâóïîëîñòíûõ ãèïåðáîëîèäîâ è íàøåãî ñòîëà,

íàçîâåì îòðåçêàìè òèïà edh. À îòðåçêè, îáðàçîâàííûå ïåðåñå÷åíèåì ãèïåðáîëîèäîâ è íàøåãî

ñòîëà, íàçîâåì îòðåçêàìè òèïà hh. Åñëè ââåäåíà ñêëåéêà, òî îòðåçîê ëþáîãî òèïà ïî äàííîé

ñêëåéêå ìîæåò áûòü ñêëååí ñ àíàëîãè÷íûì îòðåçêîì, çàìûêàÿ îáà îòðåçêè â îêðóæíîñòü. Çà-

ìåòèì, ÷òî îòðåçêè îäíîãî òèïà ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ òîëüêî ñ êâàäðèêàìè, íå ñîîòâåòñòâóþùèé

íèêàêîìó òèïó êâàäðèê, ïåðåñå÷åíèåì êîòîðûõ áûë îáðàçîâàí îòðåçîê.

Åñëè ïðîîáðàç òî÷åê êàóñòèêè, êîòîðàÿ âûðîæäàåòñÿ íà îñîáîì ñëîå, ñêëåèâàþòñÿ ìåæäó

ñîáîé íà îñîáîì ñëîå, ïðè ýòîì ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó òðåõìåðíîìó òîðó, òîãäà íà îñîáîì
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ñëîå áóäåò àòîì ñî çâåçäî÷êîé, ãäå êîëè÷åñòâî çâåçäî÷åê ðàâíî ïîëîâèíå êîëè÷åñòâà îáëàñòåé

ñâÿçíîñòè êàóñòèêè, ïðèíàäëåæàùèõ îáëàñòÿì âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ. Äëÿ îïèñàíèÿ àòîìîâ áåç

çâåçäî÷åê íà ëèíèè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ïðîîáðàçû îòðåçêîâ

òèïà ïåðåñå÷åíèÿ êâàäðèê, êîòîðûå íå âûðîæäàþòñÿ íà îñîáîì ñëîå. Ïðîîáðàç êàæäîãî èç ýòèõ

îòðåçêîâ â ôàçîâîì ìíîãîîáðàçèè ëåæèò íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå îêðóæíîñòåé. Íà îñîáîì ñëîå

ýòè îêðóæíîñòè ñêëåèâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïî òî÷êå, à çíà÷èò âñå àòîìû, êîòîðûå áóäóò

ïðåäñòàâëåíû â äàííîé ðàáîòå, ãîìåîìîðôíû ëèáî B , ëèáî C2, â çàâèñèìîñòè îò òîãî ñêîëüêî

òðåõìåðíûõ òîðîâ ëåæèò â âûêîëîòîé îêðåñòíîñòè îñîáîãî ñëîÿ.

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ îïèñàíèÿ ñëîåíèÿ îêðåñòíîñòè òî÷êè, ÿâëÿþùåéñÿ îñîáîé äëÿ äâóõ äî-

ïîëíèòåëüíûõ èíòåãðàëîâ, âîñïîëüçóåìñÿ ñëîåíèåì Ëèóâèëëÿ ñòîëîâ, ÿâëÿþùèõñÿ íàêðûòèåì

äàííûõ. Ðàññìîòðèì áèëëèàðäíûé ñòîë ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì. Âîçüìåì êîïèþ äàííîãî áèëëè-

àðäíîãî ñòîëà. Îòìåíèì ïðîñêàëüçûâàíèå, à ãðàíè ñòîëà, êîòîðûå áûëè ñêëååíû ìåæäó ñîáîé

ïðîñêàëüçûâàíèåì, òåïåðü ñêëåèì ñ àíàëîãè÷íûìè ãðàíÿìè êîïèè. Òàêîé áèëëèàðä íàêðûâàåò

èñõîäíûé ñòîë ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì.

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ áèëëèàðäîâ òèïà � , äîïóñêàÿ ñêëåéêè áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ, êàæäàÿ ïî-

âåðõíîñòü óðîâíÿ èíòåãðàëîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðîîáðàçîâ îòðåçêîâ

êàæäîãî òèïà. Èç êàæäîé òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìîæåò áûòü íàïðàâëåíî âñåãî 8 âåêòîðîâ

ñêîðîñòè äëÿ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé èíòåãðàëîâ. Â ðàáîòå Áåëîçåðîâà ãîâîðèòñÿ î òîì, ÷òî

äàííûå 8 âåêòîðîâ ìîãóò áûòü îäíîçíà÷íî çàêîäèðîâàíû çíàêîì èõ êîìïîíåíò â ýëëèïòè÷åñêèõ

êîîðäèíàòàõ. Ïðè îòðàæåíèè îò êâàäðèêè âåêòîð ñêîðîñòè èçìåíÿåòñÿ íà âåêòîð ñêîðîñòè, â

êîäå êîòîðîãî çíàê êîìïîíåíòû, ñîîòâåòñòâóþùåé äàííîé êâàäðèêå, èçìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïî-

ëîæíûé. Ïðîâåäåì ïî îäíîìó îòðåçêó êàæäîãî òèïà ÷åðåç êàêóþ-òî òî÷êó, åñëè íà êàêèõ-òî

ãðàíÿõ èìåþòñÿ ñêëåéêè, òî ïðîâåäåì îòðåçêè è íà äðóãîì áèëëèàðäíîì ñòîëå, êîòîðûå ïå-

ðåñåêàþò ãðàíü ñî ñêëåéêîé. Ïîñòàâèì ôèêñèðîâàííûé âåêòîð ñêîðîñòè â òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ.

Ïåðåíåñåì åãî ïî îòðåçêàì êàæäîãî òèïà. Òàê êàê ïðè îòðàæåíèè è ñêëåéêå ìåíÿåòñÿ òîëüêî

îäíà êîìïîíåíòà, à îòðåçêè íå ìîãóò ïåðåñåêàòü ãðàíè, êîòîðûå èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå,

òî ïðîîáðàçû äàííûõ îòðåçêîâ èìåþò òîëüêî îäíó òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ íà ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ.

Ïåðåíîñîì îòðåçêîâ êàæäîãî òèïà ìîæíî ïîëó÷èòü âñþ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðîîáðàçîâ îòðåçêîâ êàæäîãî òè-

ïà.

Äëÿ îïèñàíèÿ îñîáûõ ñëîåâ íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ïðîîáðàçû îòðåçêîâ êàæäîãî òèïà. Îò-

ðåçîê òèïà eoh ñíàáäèì âåêòîðàìè ñêîðîñòè ñ ïîëîæèòåëüíûìè äâóìÿ êîìïîíåíòàìè â êîäå è

ñ ïðîèçâîëüíîé òðåòüåé êîìïîíåíòîé, äëÿ îòðåçêà òèïà edh âòîðàÿ êîìïîíåíòà ïðîèçâîëüíàÿ,

îñòàëüíûå ïîëîæèòåëüíûå, è äëÿ îòðåçêà òèïà hh ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ïðîèçâîëüíàÿ, îñòàëüíûå

ïîëîæèòåëüíûå. Â ïðîîáðàçå òî÷êè, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè âûðîæäåííîãî ýëëèïñà è íà îòðåç-

êå òèïà hh, âåêòîðà ñêîðîñòè ðàçíûõ çíàêîâ â ïåðâîé êîìïîíåíòå ñêëåèâàþòñÿ. Àíàëîãè÷íàÿ

ñèòóàöèÿ â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ òàêèõ îòðåçêîâ, åñëè íå ââåäåíà ñêëåéêà. Åñëè ââåäåíà ñêëåéêà,

òî òî÷êà ñ âåêòîðîì ñêîðîñòè ñ îäíèì çíàêîì â êîìïîíåíòå ñêëåèâàåòñÿ ñ àíàëîãè÷íîé òî÷êîé

äðóãîãî ñòîëà ñ âåêòîðîì ñêîðîñòè ñ äðóãèì çíàêîì. Åñëè íåò ñêëåéêè, òî â ñëîå, îòâå÷àþùåãî

çíà÷åíèÿì äîïîëíèòåëüíûõ èíòåãðàëîâ (�; c), òî â ïðîîáðàçå îòðåçêà òèïà hh áóäåò 2-àòîì B ,

åñëè íåò ñêëååê, è 2-àòîìC2 åñëè åñòü ñêëåéêà. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ñ îòðåçêîì òèïàedh ïðè
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ðàññìîòðåíèè ïëîñêîñòè âûðîæäåííîé ãèïåðáîëû â çíà÷åíèÿõ (b;�). Åñëè îñîáûé ñëîé ñîîòâåò-

ñòâóåò çíà÷åíèþ äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñêëåéêå ãðàíåé, ëåæàùèõ íà

äâóïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå, òîãäà â ïðîîáðàçå ãðàíè÷íûõ òî÷åê îòðåçêà òèïà oehñêëåèâàþòñÿ

òî÷êà ñ âåêòîðîì ñêîðîñòè ñ îäíèì çíàêîì â òðåòüåé êîìïîíåíòå ñêîðîñòè, à òàêæå ñ òî÷êîé

äðóãîãî ñòîëà ñ àíàëîãè÷íûìè âåêòîðàìè ñêîðîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå â ïðîîáðàçå îòðåçêà òèïà

eoh ëåæèò 2-àòîì C2. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿ â ïðîîáðàçå îòðåçêà òèïà eoh ëåæèò îêðóæíîñòü.

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ â ïðîîáðàçå îòðåçêà òèïà hh ëåæèò îêðóæíîñòü. Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü

ïðîîáðàç îòðåçêà òèïà edh â çíà÷åíèè èíòåãðàëà (b; �
0
), ñîîòâåòñòâóþùåãî ñêëåéêå ïî ãðàíè,

ëåæàùåé íà îäíîïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå. Â äàííîì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò ñêëåéêà òî÷åê â ôàçî-

âîì ìíîãîîáðàçèè, ëåæàùèõ â îáðàçå êàê â ïëîñêîñòè âûðîæäåííîé ãèïåðáîëû, òàê è íà ãðàíå

ñêëåéêè. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â ïðîîáðàçå îòðåçêà òèïà edh â ýòîì ñëó÷àå ëåæèò 2-àòîì C4.

Îñîáåííîñòè äëÿ íàêðûòèÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå:

ñëó÷àé Òî÷êà Îïèñàíèå îñîáåííîñòè

(1; 0; 0) (b; c) B � C2 � S1

(0; 1; 0) (b; c) B � C2 � S1

(0; 1; 0) (b; � 0) C4 � S1 � S1

(0; 0; 1) (b; c) 2 � B � B � S1

(0; 0; 1) (� c ) B � C2 � S1

(1; 0; 1) (b; c) B � C2 � S1

(1; 0; 1) (� c ) C2 � C2 � S1

(1; 1; 0) (b; c) C2 � C2 � S1

(1; 1; 0) (b; � 0) C4 � S1 � S1

(0; 1; 1) (b; c) B � C2 � S1

(0; 1; 1) (b; � 0) C4 � S1 � S1

(0; 1; 1) (� c ) B � C2 � S1

(0; 1; 1) (� � 0) C2 � C2 � S1

(1; 1; 1) (b; c) C2 � C2 � S1

(1; 1; 1) (b; � 0) C4 � S1 � S1

(1; 1; 1) (� c ) C2 � C2 � S1

(1; 1; 1) (� � 0) C2 � C2 � S1

Ôàçîâîå ìíîãîîáðàçèå n-ëèñòíîãî íàêðûòèÿ êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà íàêðûâàåò

ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî èçíà÷àëüíîãî êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà ïðè ýòîì ñ òåì æå ÷èñ-

ëîì ëèñòîì n, òàê êàê ëþáîé ïàðå òî÷êå-âåêòîð èç èçíà÷àëüíîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî

ïîñòàâèòü n-çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå â íàêðûâàþùåì ôàçîâîì ìíîãîîáðàçèè â ïàðû òî÷åê-âåêòîð,

ãäå òî÷êè ïðè îòîáðàæåíèè íàêðûâàþùåãî ïðîñòðàíñòâà ïåðåõîäÿò â îäíó òî÷êó, à âåêòîð ñêî-

ðîñòè òîò æå ñàìûé. Äëÿ îïèñàíèÿ òîïîëîãèè ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ áàçû íàêðûòèÿ íåîáõîäèìî

ïðîôàêòîðèçîâàòü ôàçîâîå ìíîãîîáðàçèå ïî îòîáðàæåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî íàêðûòèþ.

Îñîáåííîñòè äëÿ ôàêòîðèçàöèè íàêðûòèÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå:
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ñëó÷àé Òî÷êà Îïèñàíèå îñîáåííîñòè

(1; 0; 0) (b; c) B � C2 � S1

Z2

(0; 1; 0) (b; c) B � C2 � S1

Z2

(0; 1; 0) (b; � 0) � � �

(0; 0; 1) (b; c) 2 �
B � B � S1

Z2

(0; 0; 1) (� c ) B � C2 � S1

Z2

(1; 0; 1) (b; c) B � C2 � S1

Z2 � Z2

(1; 0; 1) (� c ) C2 � C2 � S1

Z2 � Z2

(1; 1; 0) (b; c) C2 � C2 � S1

Z2 � Z2

(1; 1; 0) (b; � 0) � � �

(0; 1; 1) (b; c) B � C2 � S1

Z2 � Z2

(0; 1; 1) (b; � 0) � � �

(0; 1; 1) (� c ) B � C2 � S1

Z2 � Z2

(0; 1; 1) (� � 0) C2 � C2 � S1

Z2 � Z2

(1; 1; 1) (b; c) C2 � C2 � S1

Z2 � Z2 � Z2

(1; 1; 1) (b; � 0) � � �

(1; 1; 1) (� c ) C2 � C2 � S1

Z2 � Z2 � Z2

(1; 1; 1) (� � 0) C2 � C2 � S1

Z2 � Z2 � Z2

x6 Ïñåâäîåâêëèäîâ áèëëèàðä âíóòðè ýëëèïñîèäà ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ìû ïðîàíàëèçèóðåì, êàê êà÷åñòâåííî èçìåíèòñÿ ñèñòåìà áèëëèàðäà

ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì âíóòðè ýëëèïñîèäà, åñëè â êà÷åñòâå îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà ðàññìîò-

ðåòüR2;1.

6. 1 Îïèñàíèå ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì ïñåâäîåâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R2;1 ñ êàíîíè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè (x; y; z) (Ïî-

ÿñíåíèå : êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû ñóòü òå, â êîòîðûõ ìàòðèöà ìåòðèêè ïðèâåäåíà ê íîðìàëü-

íîé ôîðìå). Íàïîìíèì, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè P1 = ( x1; y1; z1) è P2 = ( x2; y2; z2)
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â ïðîñòðàíñòâå R2;1(x; y; z) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

dist(P1; P2) =
p

(x1 � x2)2 + ( y1 � y2)2 � (z1 � z2)2: (4)

Ñîîòâåòñòâóþùåå ïñåâäîåâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü h�; �i .

Ïîñêîëüêó ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â ôîðìóëå 4 ìîæåò ïðèíèìàòü êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê

è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, âñå âåêòîðû â ýòîì ïðîñòðàíñòâå äåëÿòñÿ íà òðè êëàññà: ïðîñòðàí-

ñòâåííî-ïîäîáíûå , èçîòðîïíûå , âðåìåíè-ïîäîáíûå . Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîð v 2 R2;1 íàçûâàåòñÿ

ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûì, åñëè hv; vi > 0, âðåìåíè-ïîäîáíûì, åñëè hv; vi < 0, èçîòðîïíûì, åñ-

ëè hv; vi = 0.

Ðàññìîòðèì â ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R2;1(x; y; z) ýëëèïñîèä E, çàäàííûé óðàâíå-

íèåì
x2

a
+

y2

b
+

z2

c
= 1:

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a > b, ïîñêîëüêó îò ïåðåñòàíîâêè ïåðâûõ äâóõ

êîîðäèíàò ìåòðèêà íå èçìåíèòñÿ. Ñëó÷àé a = b çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà åäèíè÷-

íîé ìàññû äâèæåòñÿ âíóòðè çàìêíóòîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ýëëèïñîèäîì E, ðàâíîìåðíî è

ïðÿìîëèíåéíî. Ïðè ñòîëêíîâåííèè ñ ãðàíèöåé ñòîëà â íåêîòîðîé òî÷êå P ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà,

îáëàäàâøàÿ âåêòîðîì ñêîðîñòè v, â ýòîò æå ìîìåíò âðåìåíè âûõîäèò èç òî÷êè � P ñ âåêòîðîì

ñêîðîñòè v0, ãäåv0 ïîëó÷àåòñÿ èç v ñëåäóþùèì ïðåîáðàçîâàíèåì. Ïóñòü v = � + n � ðàçëîæåíèå

âåêòîðà v íà êàñàòåëüíóþ è îðòîãîíàëüíóþ ñîñòàâëÿþùèå (â ìåòðèêå Ìèíêîâñêîãî) ê ýëëèï-

ñîèäó â òî÷êå ñîóäàðåíèÿ, òîãäà v0 = � � + n. Òàêóþ ñèñòåìó ìû áóäåì íàçûâàòü òðåõìåðíûì

áèëëèàðäîì ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì âíóòðè ýëëèïñîèäà â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî R2;1.

Îäíàêî ó òàêîãî áèëëèàðäà ïðîñêàëüçûâàíèå îïðåäåëåíî íå âî âñåõ òî÷êàõ. Îíî íå îïðåäå-

ëåíî òàì, ãäå îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê êàñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó ê E ñîäåðæèòñÿ â ñàìîì

êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Òàêèå òî÷êè ìû áóäåì íàçûâàòü òðîïè÷åñêèìè . Òåì íå ìåíåå, îò-

ðàæåíèå â ýòèõ òî÷êàõ ìîæíî äîîïðåäåëèòü ïî íåïðåðûâíîñòè.

Îïèøåì ñíà÷àëà ýòî ìíîæåñòâî òðîïè÷åñêèõ òî÷åê. Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ýëëèïñîèäó

â òî÷êå (x0; y0; z0) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

x0x
a

+
y0y
b

+
z0z
c

= 0:

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü èíà÷å:
D� x0

a
;
y0

b
; �

z0

c

�
; (x; y; z)

E
= 0:

Òàêèì îáðàçîì, n =
� x0

a
;
y0

b
; �

z0

c

�
� âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè. Ïîñêîëüêó

â òðîïè÷åñêèõ òî÷êàõ âåêòîð n äîëæåí ëåæàòü â ñàìîé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè, îí îðòîãîíàëåí

ñàìîìó ñåáå, òî åñòü
x2

0

a2
+

y2
0

b2
�

z2
0

c2
= 0. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ îòðàæå-

íèå íóæäàåòñÿ â äîîïðåäåëåíèè, åñòü ïåðñå÷åíèå ýëëèïñîèäà E ñ êîíóñîì
x2

a2
+

y2

b2
�

z2

c2
= 0.

Ýòî ïåðåñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì äâóõ ãëàäêèõ êðèâûõ (ñèììåòðè÷íûõ äðóã

äðóãó îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè z = 0), êîòîðûå, ñëåäóÿ Â. Äðàãîâè÷ó è Ì. Ðàäíîâè÷, ìû áóäåì

íàçûâàòü òðîïè÷åñêèìè . Òðîïè÷åñêèå êðèâûå íà ýëëèïñîèäå èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 6.
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Ðèñ. 6: Òðîïè÷åñêèå êðèâûå íà ýëëèïñîèäå

Íàïîìíèì, ÷òî íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå M 6 êîððåêòíî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå ïðîåêöèè

� : M 6 ! D , ñîïîñòàâëÿþùåå ïàðå òî÷êà-âåêòîð òî÷êó ñòîëà.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ H =
1
2

( _x2 + _y2 � _z2) ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì íàøåãî áèëëèàðäà.

Äåéñòâèòåëüíî, ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû áåç îòðàæåíèÿ, à ïîñêîëüêó

ïðîñêàëüçûâàíèå ñîãëàñîâàíî ñ ìåòðèêîé Ìèíêîâñêîãî, îíî íå ìåíÿåò äëèíó âåêòîðà ñêîðîñòè

â ýòîé ìåòðèêå.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé áèëëèàðä ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñè-

ñòåìîé â êóñî÷íî-ãëàäêîì ñìûñëå ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüíîíà H . Íàøà öåëü � îïèñàòü òîïîëîãèþ

âîçíèêàþùåãî ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ýòîé ñèñòåìû.

6. 2 Ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Èíòåãðèðóåìîñòü. Ñâÿæåì ñ ýëëèïñîèäîì E ñåìåé-

ñòâî êâàäðèê, îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 4. Ñåìåéñòâîì ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî R2;1(x; y; z)

íàçîâåì ñåìåéñòâî êâàäðèê Q� , çàäàííûõ óðàâíåíèåì

(b� � )(c + � )x2 + ( a � � )(c + � )y2 + ( a � � )(b� � )z2 = ( a � � )(b� � )(c + � );

ãäåa > b > 0; c > 0 � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà, à � � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Åñëè çíà÷åíèå

ïàðàìåòðà � ðàâíî a, b èëè � c, òî ñîîòâåòñòâóþùóþ êâàäðèêó ìû áóäåì íàçûâàòü âûðîæ-

äåííîé, èíà÷å � íåâûðîæäåííîé.

Çàìå÷àíèå 3. Îòìåòèì, ÷òî âñå âûðîæäåííûå êâàäðèêè ñóòü êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè.

Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà � âîçìîæíû ñëåäóþùèå êâàäðèêè.

ˆ Åñëè � 2 (�1 ; � c), òî Q� � îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä.

ˆ Åñëè � 2 (� c; b), òî Q� � ýëëèïñîèä.

ˆ Åñëè � 2 (b; a), òî Q� � îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä.

ˆ Åñëè � 2 (a;+ 1 ), òî Q� � äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä.
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Ðèñ. 7: Ñîôîêóñíûå êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî R2;1. ×åðíûì âûäåëåíû ôîêàëüíûå

êðèâûå.

Íà ðèñóíêå 7 èçîáðàæåíû ñîôîêóñíûå êâàäðèêè, êàæäîãî èç ýòèõ âèäîâ.

Íàïîìíèì, ÷òî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R3 ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê îïðåäåëÿåò

ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Êàæäîé òî÷êå R3 ìû ñîïîñòàâëÿåì íåóáûâàþùèé íàáîð ïàðàìåò-

ðîâ (� 1; � 2; � 3) ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó. Àíàëîãè÷íîå ñïðàâåäëèâî

è â R2;1.

Ïðåäëîæåíèå 2. ×åðåç êàæäóþ òî÷êó ìíîæåñòâà D ïðîõîäèò â òî÷íîñòè òðè ñîôîêóñíûõ

êâàäðèêè (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè). Áîëåå òîãî, äâå èç íèõ ÿâëÿþòñÿ ýëëèïñîèäàìè ïàðàìåòðîâ

� 1 2 [� c;0] è � 2 2 [0; b], à òðåòüÿ � îäíîïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì ïàðàìåòðà � 3 2 [b; a].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ òî÷åê X = ( x; y; z), òàêèõ, ÷òî

x � y � z 6= 0. Áîëåå òîãî, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî X � âíóòðåííÿÿ òî÷êà D. Äëÿ êàæäîé òàêîé

òî÷êè ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f X (� ) =
x2

a � �
+

y2

b� �
+

z2

c + �
: Îòìåòèì, ÷òî êâàäðèêà ïàðàìåòðà

� 0 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó X â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà f X (� 0) = 1 . Ïîêàæåì, ÷òî âíóòðè

ýëëèïñîèäà E óðàâíåíèå f X (� ) = 1 èìååò òðè âåùåñòâåííûõ êîðíÿ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî f X (� ) ! + 1 , êîãäà � ! a � 0, è f X (� ) ! �1 , êîãäà � ! b+ 0 (ñì. ðèñ [3]).

Ïîñêîëüêó íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò âñå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ, â íåêî-

òîðîé òî÷êå èíòåðâàëà (b; a) ôóíêöèÿ f X (� ) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1.

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî òî÷êà X ëåæèò âíóòðè îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ýëëèïñîèäîì

E. Ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî
x2

a
+

y2

b
+

z2

c
< 1, òî åñòüf X (0) < 1. À ïîñêîëüêó f X (� ) !

+ 1 ïðè � ! � c � 0; b+ 0, ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f X (� )

ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 â íåêîòîðûõ òî÷êàõ èíòåðâàëîâ (� c;0), (0; b) (ñì. ðèñ.[3]). Ñëåäîâàòåëüíî,

÷åðåç òî÷êóX ïðîõîäèò ïî êðàéíéå ìåðå 3 ñîôîêóñíûå êâàäðèêè.
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Ðèñ. 8: Ãðàôèê ôóíêöèè f X (� )

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèåf X (� ) = 1 ðàâíîñèëüíî

êóáè÷åñêîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî � . Òàêèì îáðàçîì, ÷åðåç òî÷êó X ïðîõîäèò íå áîëåå òðåõ

êâàäðèê. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè D êîððåêòíî îïðåäåëåíû ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Îòìåòèì,

÷òî óðàâíåíèå � 1 = � 2 çàäàåò òðîïè÷åñêèå êðèâûå, à óðàâíåíèå� 2 = � 3 � ôîêàëüíûé ýëëèïñ.

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû â R2;1, ïðîâåäåì êà÷åñòâåííûé àíàëèç ðàñ-

ñìàòðèâàåìîãî áèëëèàðäà.

Ðàññìîòðèì â R2;1 äâèæåíèå òî÷êè ïî èíåðöèè. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå ÷àñòè-

öà ëèáî áóäåò íàõîäèòüñÿ â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ, ëèáî äâèãàòüñÿ âäîëü ïðÿìîé ñ ïîñòîÿííîé

ïî ìîäóëþ ñêîðîñòüþ. Åå òðàåêòîðèþ ìîæíî îïèñàòü ïàðàìåòðè÷åñêè: (x+ � _x; y+ � _y; z+ � _z); � 2

R, ãäå(x; y; z) � íåêîòîðàÿ òî÷êà òðàåêòîðèè, à ( _x; _y; _z) � âåêòîð ñêîðîñòè â íåé. Îïðåäåëèì

ïàðàìåòðû ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, êîòîðûõ êàñàåòñÿ ýòà òðàåêòîðèÿ.

×òîáû íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèè è ñîôîêóñíîé êâàäðèêè, íóæíî ðåøèòü êâàä-

ðàòíîå îòíîñèòåëüíî � óðàâíåíèå

(x + � _x)2

a � �
+

(y + � _y)2

b� �
+

(z + � _z)2

c + �
= 1:

Ïîýòîìó, åñëè òðàåêòîðèÿ êàñàåòñÿ êâàäðèêè, äèñêðèìèíàíò ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàâåí 0 è íàîáî-

ðîò. Ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ.

�
x _x

a � �
+

y _y
b� �

+
z _z

c + �

� 2

=
�

_x2

a � �
+

_y2

b� �
+

_z2

c + �

��
x2

a � �
+

y2

b� �
+

z2

c + �
� 1

�
(5)

Äîìíîæèâ åãî íà (a� � )(b� � )(c+ � ) è ïåðåíåñÿ âñå ñëàãàåìûå â ïðàâóþ ñòîðîíó, ìû ñâåäåì

óðàâíåíèå ê ñëåäóþùåìó.

H� 2 � F1� + F2 = 0 (6)
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Ýòî óðàâíåíèå ìû áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèåì êàñàíèÿ . ÇäåñüH � ýíåðãèÿ ðàññìàòðèâàå-

ìîãî áèëëèàðäà, à ôóíêöèè F1 è F2 âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

F1 =
1
2

�
(b� c) _x2 + ( a � c) _y2 � (a + b) _z2

�
+

1
2

(K 2
x + K 2

y � K 2
z );

F2 =
1
2

�
� bc_x2 � ac_y2 � ab_z2

�
+

1
2

(aK 2
x + bK2

y + cK 2
z );

ãäåK = ( K x ; K y; K z) � âåêòîð óãëîâîãî ìîìåíòà.

Îïðåäåëåíèå 5. Âåëè÷èíû px = @H=@x; py = @H=@y; pz = @H=@zíàçîâåì èìïóëüñàìè, ñîïðÿ-

æåííûìè êîîðäèíàòàì x; y; z ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ôóíêöèè H; F1; F2 (êàê ôóíêöèè íà R6(x; y; z; px ; py; pz)) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöè-

îíàëüíî íåçàâèñèìûìè è ïîïàðíî êîììóòèðóþùèìè îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Ïóàññîíà, àññîöè-

èðîâàííîé ñ ôîðìîé ! = dx ^ dpx + dy ^ dpy + dz ^ dpz.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíâîëþòèâíîñòü ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

ôóíêöèîíàëüíîé íåçàâèñèìîñòè íóæíî âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ßêîáè ïî èìïóëüñàì.

Èç ÿâíîãî âèäà ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ ñòàíåò ÿñíî, ÷òî îí íå íîëü ïî÷òè âñþäó. �

Îïèøåì àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ. Äëÿ ýòîãî çàìåíèì ïå-

ðåìåííóþ z íà i ez, ãäå i � ìíèìàÿ åäèíèöà, à êîíñòàíòó c íà � ec. Â òàêîì ñëó÷àå ñåìåéñòâî

ñîôîêóñíûõ êâàäðèê áóäåò çàäàíî óðàâíåíèåì

x2

a � �
+

y2

b� �
+

ez2

ec � �
= 1;

à ôóíêöèè H; F1; F2 ïåðåïèøóòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

H =
1
2

( _x2 + _y2 + _ez
2
);

F1 =
1
2

�
(ec + b) _x2 + ( ec + a) _y2 + ( a + b) _ez

2
�

�
1
2

( eK 2
x + eK 2

y + eK 2
z );

F2 =
1
2

�
bec_x2 + aec_y2 + ab_ez

2
�

�
1
2

(a eK 2
x + beK 2

y + ec eK 2
z );

ãäå eK = ( eK x ; eK y; eK z) êîìïîíåíòû âåêòîðà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà â êîîðäèíàòàõ x; y; ez. Õî-

ðîøî èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèè F1, F2, H ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûìè è ïîïàðàíî

êîììóòèðóþùèìè îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé ñêîáêè Ïóàññîíà íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ê

R3(x; y; ez). Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, F1; F2; H , ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûìè êàê ôóíê-

öèè íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ê R3(x; y; z). Îñòàëîñü âûðàçèòü äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîð-

ìó ! = dx ^ dpx + dy ^ dpy + dez ^ dpez â êîîðäèíàòàõ (x; y; z) è èìïóëüñàõ (px ; py; pz). Èìååì:

pz = @H=@_z = � _z = � i _ez = � ipez, îòêóäà dpz = � idpez. Ïîñêîëüêó dz = idez, òî dz^ dpz = dez ^ dpez.

Òàêèì îáðàçîì, H; F1; F2 ïîïàðíî êîììóòèðóþò.

Èñïîëüçóÿ òàêîé ïðèåì, ìîæíî âûïèñàòü ôîðìóëû ñâÿçè ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò â R2;1

ñ êàíîíè÷åñêèìè (x; y; z). Ïîñêîëüêó (x; y; ez) ñâÿçàíû ñèñòåìîé
8
>>>>>><

>>>>>>:

x2 =
(a � � 1)(a � � 2)(a � � 3)

(a � b)(a � ec)
;

y2 =
(b� � 1)(b� � 2)(b� � 3)

(b� a)(b� ec)
;

ez2 =
(ec � � 1)(ec � � 2)(ec � � 3)

(ec � a)(ec � b)
;
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ôîðìóëû ñâÿçè (x; y; z) c (� 1; � 2; � 3) èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
8
>>>>>><

>>>>>>:

x2 =
(a � � 1)(a � � 2)(a � � 3)

(a � b)(a + c)
;

y2 =
(b� � 1)(b� � 2)(b� � 3)

(b� a)(b+ c)
;

z2 =
(c + � 1)(c + � 2)(c + � 3)

(c + a)(c + b)
:

(7)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ H; F1; F2 â ýëëèïòè÷åñêèõ êî-

îðäèíàòàõ è ñîïðÿæåííûõ èì èìïóëüñàõ (p1; p2; p3).

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

H = 2
�

� 1

(� 1 � � 2)( � 1 � � 3)
p2

1 +
� 2

(� 2 � � 1)( � 2 � � 3)
p2

2 +
� 3

(� 3 � � 1)( � 3 � � 2)
p2

3

�

F1 = 2
�

� 1(� 2 + � 3)
(� 1 � � 2)( � 1 � � 3)

p2
1 +

� 2(� 1 + � 3)
(� 2 � � 1)( � 2 � � 3)

p2
2 +

� 3(� 1 + � 2)
(� 3 � � 2)( � 3 � � 1)

p2
3

�

F2 = 2
�

� 1� 2� 3

(� 1 � � 2)( � 1 � � 3)
p2

1 +
� 2� 1� 3

(� 2 � � 1)( � 2 � � 3)
p2

2 +
� 3� 1� 2

(� 3 � � 2)( � 3 � � 1)
p2

3

�
(8)

Â ïðèâåäåííûõ ôîðìóëàõ � i = � (� i � a)( � i � b)( � i + c).

Òåîðåìà 5. Ôóíêöèè H; F1; F2 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûìè ïîïàðíî êîììóòèðó-

þùèìè îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé ñêîáêè Ïóàññîíà ïåðâûìè èíòåãðàëàìè áèëëèàðäà c ïðî-

ñêàëüçûâàíèåì âíóòðè ýëëèïñîèäà E â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî R2;1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Á�îëüøóþ ÷àñòü òåîðåìû ìû óæå äîêàçàëè. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî F1 è F2

ñîõðàíÿþòñÿ ïðè îòðàæåíèè. Ïðè ïðîñêàëüçûâàíèè òî÷êè íà ýëëèïñîèäå E ýëëèïòè÷åñêèå êî-

îðäèíàòû îñòàþòÿñ íåèçìåííûìè, è äâà èç òðåõ ñîïðÿæåííûõ èìïóëüñîâ ìåíÿþò ñâîé çíàê,

â òî âðåìÿ êàê îäèí îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Ïîñêîëüêó F1 è F2 çàâèñÿò òîëüêî îò êâàäðàòîâ

èìïóëüñîâ, ýòè ôóíêöèè ñîõðàíÿþòñÿ ïðè îòðàæåíèè.

Âûÿñíèì åùå íåñêîëüêî ñâîéñòâ ôóíêöèé H; F1; F2.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü h; f 1; f 2 � ñîâìåñòíûé óðîâåíü ïåðâûõ èíòåãðàëîâ H; F1; F2 ñîîò-

âåòñòâåííî, òîãäà íà ýòîì óðîâíå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä:

_� i = �
2
p

2
(� i � � j )( � i � � k)

p
V(� i ); (9)

ãëåV(z) = � (z � a)(z � b)(z + c)(hz2 � f 1z + f 2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z � íîâàÿ ïåðåìåííàÿ, âû÷èñëèì P(z) = Hz2 � F1z + F2. Ñîãëàñíî

òåîðåìå Âèåòà è ôîðìóëàì 8

P(z) = 2
�

� 1(z � � 2)(z � � 3)
(� 1 � � 2)( � 1 � � 3)

p2
1 +

� 2(z � � 1)(z � � 3)
(� 2 � � 1)( � 2 � � 3)

p2
2 +

� 3(z � � 1)(z � � 2)
(� 3 � � 1)( � 3 � � 2)

p2
3

�
;

îòêóäà P(� i ) = 2� i p2
i . Ñëåäîâàòåëüíî, p2

i =
H� 2

i � F1� i + F2

2� i
.
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Òåïåðü íàïèøåì ÷àñòü óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà, à èìåííî

_� i =
@H
@pi

=
4� i

(� i � � j )( � i � � j )
pi :

Ñîâìåùàÿ ïîñëåäíèå äâå ôîðìóëû, ïîëó÷èì òðåáóåìûå óðàâíåíèÿ.

Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì óòâåðæäåíèåì, ÷òîáû ïðîÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûcë ïåðâûõ èíòå-

ãðàëîâ F1 è F2.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü ýíåðãèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îòëè÷íà îò íóëÿ, òîãäà âñå ïðÿìî-

ëèíåéíûå ó÷àñòêè åå òðàåêòîðèè (èëè èõ ïðîäîëæåíèÿ) îäíîâðåìåííî êàñàþòñÿ äâóõ ñîôî-

êóñíûõ ñ ýëëèïñîèäîì E êâàäðèê (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí P(z) = Hz2 � F1z + F2 ñîõðàíÿåòñÿ âäîëü áèëëèàðä-

íîé òðàåêòîðèè. Êàê ìû óæå âûÿñíèëè, ïðÿìîëèíåéíàÿ òðàåêòîðèÿ êàñàåòñÿ êâàäðèêè ïàðà-

ìåòðà � 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P(� 0) = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, êâàäðèêè, êîòîðûõ êàñàþòñÿ

ïðÿìûå, âõîäÿùèå â ñîñòàâ áèëëèàðäíîé òðàåêòîðèè, ñîõðàíÿþòñÿ. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî P(z)

èìååò 2 âåùåñòâåííûõ êîðíÿ (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè).

Â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåí V(z) èç ôîðìóëû 9 îáÿçàí ïðèíèìàòü ïîëîæèòåëü-

íûå çíà÷åíèÿ â íåêîòîðûõ òî÷êàõ èíòåðâàëîâ (� c; b); (b; a), ïîñêîëüêó ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäè-

íàòû îïðåäåëåíû íà ýòèõ ïðîìåæóòêàõ. Ñîãëàñíî óñëîâèþ h 6= 0, à ñëåäîâàòåëüíî, V(z) �

ìíîãî÷ëåí 5-é ñòåïåíè.

Åñëè áû ìíîãî÷ëåí P(z) íå èìåë âåùåñòâåííûõ êîðíåé, òî P(z) > 0 èëè P(z) < 0 äëÿ

ëþáîãî âåùåñòâåííîãî z (â çàâèñèìîñòè îò çíàêà h). Â òàêîì ñëó÷àå, çíàêè V(z) íà èíòåðâàëàõ

(� c; b) è (b; a) áûëè áû ðàçíûìè. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àåH 6= 0 ìû ìîæåì â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíûõ ïåðâûõ èíòåãðà-

ëîâ ðàññìàòðèâàòü ïàðàìåòðû � 1; � 2 ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, êîòîðûõ îäíîâðåìåííî êàñàþòñÿ

âñå ïðÿìîëèíåéíûå ó÷àñòêè òðàåêòîðèè.

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ýòîãî ïóíêòà, ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ îáëàñòåé âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ

ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

6. 3 Îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæíèÿ. Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àé îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ïîñêîëüêó ïðè h = 0 ñòåïåíü

ìíîãî÷ëåíà V(z) ïàäàåò, ýòîò ñëó÷àé îòëè÷àåòñÿ îò îñòàëüíûõ. Îäíàêî óðàâíåíèå H = 0 çàäàåò

â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå M 6 ïîâåðõíîñòü ìåðû íóëü, ïîýòîìó äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî h 6= 0.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè äâà ÷èñëàh1 è h2, îòëè÷íûõ îò íóëÿ, èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè, òî òîïîëî-

ãèè ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ íà èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ Q5
h1

, Q5
h2

ñîâïàäàþò. Äåéñòâèòåëüíî,

òðàåêòîðèè ñèñòåì íà Q5
h1

è Q5
h2

áóäóò ñîâïàäàòü, èçìåíèòñÿ òîëüêî ñêîðîñòü äâèæåíèÿ. Ïðè

ýòîì çíàê h ñóùåñòâåííåí, ïîñêîëüêó îò íåãî çàâèñèò çíàê ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà ìíîãî÷ëåíà

V(z).

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 5 ïðè h 6= 0 ìíîãî÷ëåí P(z) = hz2 � f 1z+ f 2 èìååò äâà âåùåñòâåííûõ

êîðíÿ (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè). Îáîçíà÷èì ýòè êîðíè ÷åðåç � 1 è � 2. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî � 1 < � 2.

Èññëåäóåì âñå âîçìîæíûå ðàñïîëîæåíèÿ ýòèõ ÷èñåë îòíîñèòåëüíî a, b è � c, ÷òîáû îïèñàòü

îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ.
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