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�àññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ èçìåíåíèÿ áèíàðíîãî ðàíãà ìàòðèöû ñìåæíîñòè ïðîñòîãî

ãðà�à ïðè äîáàâëåíèè âåðøèí è íåêîòîðûõ ðåáåð. Êîëè÷åñòâî ðåáåð, ïîÿâëÿþùèõñÿ ïîñëå

äîáàâëåíèÿ âåðøèíû, íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãðà�, áèíàðíûé ðàíã.

We 
onsider the issue of 
hanging the binary rank of the adja
en
y matrix of a simple

graph under adding verti
es and some edges. The number of edges that appear after adding a

vertex is not 
onstant.

Key words: graph, binary rank.

1. Ââåäåíèå. Êðèòåðèé âëîæèìîñòè ÷åòûðåõâàëåíòíîãî ãðà�à ñ êðåñòîâîé ñòðóêòóðîé â äâó-

ìåðíóþ ïîâåðõíîñòü �îðìóëèðóåòñÿ â ðàáîòå [1℄ â òåðìèíàõ áèíàðíîãî ðàíãà ìàòðèöû ñìåæíîñòè

íåêîòîðîãî ïðîñòîãî ãðà�à, ïîñòðîåííîãî ïî äàííîìó ÷åòûðåõâàëåíòíîìó ãðà�ó. Ïðè èñïîëüçîâà-

íèè äàííîãî êðèòåðèÿ äëÿ îïèñàíèÿ çàïðåùåííûõ ìèíîðîâ ê âëîæèìîñòè ãðà�à ìû ñòàëêèâàåìñÿ

ñ âîïðîñîì ïîâåäåíèÿ áèíàðíîãî ðàíãà ìàòðèöû ñìåæíîñòè â ñëó÷àå äîáàâëåíèÿ âåðøèí è ðåáåð

ê ãðà�ó. Ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ òî÷íîãî ðåçóëüòàòà îò äîáàâëåíèÿ îäíîé âåðøèíû â ãðà�å ñëîæ-

íà, òàê êàê êîëè÷åñòâî ðåáåð, ïîÿâëÿþùèõñÿ ïîñëå äîáàâëåíèÿ âåðøèíû, íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé

âåëè÷èíîé. �àíã íîâîãî ãðà�à íå ìîæåò óìåíüøèòüñÿ, îí ìîæåò ëèøü óâåëè÷èòüñÿ íà 2. Ìû ðàñ-

ñìàòðèâàåì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ äîáàâëåíèÿ âåðøèí. �åçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ðàíãîâ íàä Z, ìîãóò

áûòü íàéäåíû â [2℄.

2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíûé ïðîñòîé êîíå÷íûé ãðà�

ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V (G) = {v1, . . . , vn} (ò.å. âñå âåðøèíû ïðîíóìåðîâàíû) è ìíîæåñòâîì ðåáåð

E(G). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîíå÷íûå ïðîñòûå ãðà�û. Íàïîìíèì, ÷òî äâå

âåðøèíû íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè, åñëè îíè ñîåäèíÿþòñÿ ðåáðîì, ñòåïåíü âåðøèíû v ∈ V (G) ðàâíà
÷èñëó èíöèäåíòíûõ åé ðåáåð è îáîçíà÷àåòñÿ deg(v). Ìíîæåñòâî âåðøèí, ñìåæíûõ ñ âåðøèíîé v,
îáîçíà÷àåòñÿ N(v) è íàçûâàåòñÿ îêðåñòíîñòüþ âåðøèíû v.

Îïðåäåëåíèå.Ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðà�à G � ýòî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A(G) = (aij) ðàçìåðà
n, ãäå aij = 0 ïðè i = j è ïðè i 6= j, åñëè âåðøèíû vi è vj íå ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè, è aij = 1, i 6= j,
åñëè âåðøèíû vi è vj ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè.

Îïðåäåëåíèå. Íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ðåáåð, èëè ïàðîñî÷åòàíèå â ãðà�å, � ýòî ïðîèçâîëü-

íîå ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåñìåæíûõ ðåáåð. �åáåðíîå ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè β1(G) ãðà�à G � ýòî

íàèáîëüøåå ÷èñëî ðåáåð, îáðàçóþùèõ íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî.

�àññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå îïåðàöèè íàä ãðà�àìè.

Óäàëåíèå âåðøèíû v: ãðà� G − v ïîëó÷àåòñÿ èç G óäàëåíèåì âåðøèíû v è âñåõ èíöèäåíòíûõ

åé ðåáåð.

Óäàëåíèå ðåáðà e: ãðà� G − e ïîëó÷àåòñÿ óäàëåíèåì ðåáðà e èç G, èíöèäåíòíûå åìó âåðøèíû

îñòàþòñÿ.

Äîáàâëåíèå âåðøèíû v è îäíîãî ðåáðà, èíöèäåíòíîãî âåðøèíå u ∈ V (G): ãðà� G⊕uv ïîëó÷àåòñÿ
äîáàâëåíèåì âåðøèíû v, à òàêæå ðåáðà ìåæäó âåðøèíîé u ãðà�à G è äîáàâëåííîé âåðøèíîé v.

Äîáàâëåíèå âåðøèíû v è íåñêîëüêèõ ðåáåð, çàäàþùèõñÿ n-ìåðíûì âåêòîðîì x: ãðà� G ⊕x v
ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì âåðøèíû v, à òàêæå ðåáðà ìåæäó v è òåìè âåðøèíàìè vi ãðà�à G, äëÿ
êîòîðûõ xi = 1 â âåêòîðå x, ñîñòîÿùåì èç 0 è 1 (íîìåð êîîðäèíàòû âåêòîðà ñîîòâåòñòâóåò íîìåðó
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i-é âåðøèíû ãðà�à). Âåêòîð x íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì îêðåñòíîñòè âåðøèíû v. Â G ⊕x v èìååì

N(v) = {vi | xi = 1} è îïðåäåëèì x êàê âåêòîð îêðåñòíîñòè âåðøèíû v â ãðà�å G. Ñëåäîâàòåëüíî,

A(G⊕x v) =

(
A(G) x

xT 0

)
,

åñëè v èìååò íîìåð n+ 1. Çàìåòèì, ÷òî åñëè x = ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)T, òî G⊕x v = G⊕vi v.
3. �àíãè íåêîòîðûõ ãðà�îâ. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ êâàäðàòíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà.

Òîãäà ÷åðåç rkA è rk2A áóäåì îáîçíà÷àòü ðàíã ìàòðèöû A, ðàññìàòðèâàåìîé íàä Z è Z2 ñîîòâåò-

ñòâåííî. Äëÿ ãðà�à G ïîëîæèì r(G) = rkA(G) è r2(G) = rk2A(G). Ìàòðèöà A(G − v) ÿâëÿåòñÿ
ïîäìàòðèöåé ìàòðèöû A(G), ñëåäîâàòåëüíî, r2(G− v) 6 r2(G). Ïóñòü B � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç

ìàòðèöû A(G) çàìåíîé ñòðîêè è ñòîëáöà, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíå v, íóëåâûìè ñòðîêîé è ñòîëá-

öîì, C = A(G)−B. Òîãäà C � ìàòðèöà ñ íåíóëåâûìè çíà÷åíèÿìè â îäíîé ñòðîêå è îäíîì ñòîëáöå.

Ñëåäîâàòåëüíî, r2(C) 6 2 è r2(G) = rk2(B + C) 6 rk2B + rk2C 6 r2(G − v) + 2. Àíàëîãè÷íî äåëî

îáñòîèò â ñëó÷àå Z.

Óòâåðæäåíèå 1. 1) Äëÿ ëþáîãî ãðà�à G è ëþáîé âåðøèíû v èìååì r2(G) − 2 6 r2(G − v) 6
r2(G), r(G)− 2 6 r(G− v) 6 r(G).

2) Äëÿ ëþáîãî ãðà�à G ïðè äîáàâëåíèè âåðøèíû v è ðåáåð, çàäàþùèõñÿ âåêòîðîì x, èìååì
r2(G) 6 r2(G⊕x v) 6 r2(G) + 2, r(G) 6 r(G⊕x v) 6 r(G) + 2.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû î÷åâèäíî.

Òåîðåìà 1. Åñëè â ãðà�å G ñóùåñòâóåò âåðøèíà v 6= u, òàêàÿ, ÷òî N(v) = N(u), òî r2(G−
u) = r2(G), r(G− u) = r(G).

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ãðà�à G, ó êîòîðîé deg(v) = 1 è N(v) = {u}, èìååì r2(G−
{u, v}) = r2(G)− 2, r(G− {u, v}) = r(G)− 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîíóìåðóåì âåðøèíû ãðà�à G òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âåðøèíû v è u èìåëè
íîìåðà 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà a12 = a21 = 1 è íà îñòàëüíûõ ïîçèöèÿõ ïåðâîé ñòðîêè è ïåðâîãî

ñòîëáöà � íóëè. Äëÿ âòîðîé ñòðîêè è âòîðîãî ñòîëáöà, êðîìå a12 è a21, ìîãóò áûòü åùå íåíóëåâûå
ýëåìåíòû. Ïóñòü ýòè ýëåìåíòû èìåþò íîìåðà ñòðîê è íîìåðà ñòîëáöîâ k1, . . . , km, ãäå m 6 n − 2.
Ïðèìåíÿÿ ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ê A(G), îáíóëèì âñå ýòè íåíóëåâûå ýëåìåíòû (âû÷èòàåì

ïåðâûé ñòîëáåö èç ñòîëáöà ñ íîìåðîì ki è ïåðâóþ ñòðîêó èç ñòðîêè ñ íîìåðîì ki, i = 1, . . . ,m).
Òîãäà

r2(G) =



0 1 0T

1 0 0T

0 0A(G− {u, v})




(çäåñü 0 � âåêòîð-ñòîëáåö, ñîñòîÿùèé èç íóëåé), ò.å. íà 2 áîëüøå, ÷åì r2(G− {u, v}). ✷

Ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ñëåäñòâèÿìè òåîðåìû 2.

Ñëåäñòâèå 1. Èìååì r2(G⊕u v) = r2(G− u) + 2, r(G⊕u v) = r(G− u) + 2, r2((G⊕x u)⊕u v) =
r2(G) + 2 è r((G⊕x u)⊕u v) = r(G) + 2.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü G � ëåñ, òîãäà r2(G) = r(G) = 2β1(G).
Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå äëÿ äåðåâà è ðàíãà íàä Z äîêàçàíî â [3℄. Ñïðàâåäëèâîñòü

óòâåðæäåíèÿ äëÿ ëåñà è ðàíãà íàä Z ñëåäóåò èç ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ äëÿ äåðåâà è èç

àääèòèâíîñòè ðàíãà è ðåáåðíîãî ÷èñëà íåçàâèñèìîñòè äëÿ äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ ãðà�îâ.

Äîêàæåì �îðìóëó äëÿ ðàíãà íàä Z2 ïî èíäóêöèè, ãäå èíäóêöèþ áóäåì ïðîâîäèòü ïî êîëè÷åñòâó

âåðøèí. Äëÿ îäíîé âåðøèíû �îðìóëà ñïðàâåäëèâà. Ïóñòü �îðìóëà âåðíà äëÿ ëåñîâ ñ n−1 âåðøèíîé.
�àññìîòðèì ëåñ ñ n âåðøèíàìè. Ñóùåñòâóåò âåðøèíà v ñòåïåíè 1, êîòîðàÿ ñìåæíà òîëüêî âåðøèíå

u. Òîãäà r2(G) = r2(G− {u, v}) + 2 = r(G− {u, v}) + 2 = r(G) = 2β1(G). ✷

Ñëåäñòâèå 2. �àíã ïóòè Pn íà n (ïðè n > 2) âåðøèíàõ ðàâåí

r2(Pn) = r(Pn) =

{
n, åñëè n ÷åòíîå;

n− 1, åñëè n íå÷åòíîå.

Óòâåðæäåíèå 2. �àíã öèêëà Cn äëèíû n (ïðè n > 3) ðàâåí

r2(Cn) =

{
n− 2, åñëè n ÷åòíîå;

n− 1, åñëè n íå÷åòíîå,
r(Cn) =

{
n− 2, åñëè n ≡ 0 (mod 4);

n, åñëè n 6≡ 0 (mod 4).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå äëÿ r2(Cn) ñëåäóåò èç äâóõ ïðîñòûõ �àêòîâ: ñóììà âñåõ ñòðîê
äàåò íóëåâîé âåêòîð è âûêèäûâàíèå âåðøèíû èç ãðà�à äàåò ïóòü, ò.å. r2(Cn) = r2(Pn−1). ✷

Óòâåðæäåíèå 3. �àíã ïîëíîãî ãðà�à Kn íà n âåðøèíàõ ðàâåí

r2(Kn) =

{
n, åñëè n ÷åòíîå;

n− 1, åñëè n íå÷åòíîå,

è r(Kn) = n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ íàä Z2 ñóììà ÷åòíîãî ÷èñëà ñòîëáöîâ äàåò âåêòîð,

ó êîòîðîãî ÷èñëî åäèíèö ðàâíî ÷èñëó íóëåé, âñòðå÷àþùèõñÿ â ñòîëáöàõ (îñòàëüíûå � íóëè), à ñóììà

íå÷åòíîãî ÷èñëà ñòîëáöîâ äàåò âåêòîð, ó êîòîðîãî ÷èñëî íóëåé ðàâíî ÷èñëó íóëåé, âñòðå÷àþùèõñÿ â

ñòîëáöàõ (îñòàëüíûå � åäèíèöû). Çíà÷èò, äëÿ ïîëíîãî ãðà�à ñ ÷åòíûì êîëè÷åñòâîì âåðøèí ñóììà

âñåõ ñòîëáöîâ äàåò åäèíè÷íûé âåêòîð è ðàíã òàêîãî ãðà�à ðàâåí êîëè÷åñòâó âåðøèí. Äëÿ ïîëíîãî

ãðà�à ñ íå÷åòíûì êîëè÷åñòâîì âåðøèí ñóììà ñòîëáöîâ äàåò íóëåâîé âåêòîð, à ïðè âûêèäûâàíèè

âåðøèíû ìû ïîëó÷àåì ãðà� Kn−1 óæå ñ ÷åòíûì êîëè÷åñòâîì âåðøèí. ✷

Êîðîíà äâóõ ãðà�îâ (îáîçíà÷åíèå G1 ◦G2) � ýòî ãðà�, ïîëó÷åííûé âçÿòèåì îäíîé êîïèè ãðà�à

G1 (ïóñòü G1 èìååò n âåðøèí) è n êîïèé ãðà�à G2 è ñîåäèíåíèåì êàæäîé i-é âåðøèíû ãðà�à G1 ñ

êàæäîé âåðøèíîé i-é êîïèè ãðà�à G2. Ñëåäîâàòåëüíî, êîðîíà ãðà�à G ñ K1 (G ◦K1) � ýòî ãðà�,

ïîëó÷åííûé äîáàâëåíèåì n íîâûõ âåðøèí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñìåæíà ñ îäíîé âåðøèíîé ãðà�à G.
Â òàêîì ñëó÷àå ìàòðèöà ñìåæíîñòè äëÿ G ◦K1 âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A(G ◦K1) =

(
On In
In A(G)

)
,

ãäå In è On � åäèíè÷íàÿ è íóëåâàÿ ìàòðèöû ðàçìåðà n. Èç äàííîãî âèäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ

òåîðåìó.

Óòâåðæäåíèå 4. Åñëè G � ãðà� íà n âåðøèíàõ, òî r(G ◦K1) = r2(G ◦K1) = 2n.
4. Äîáàâëåíèå îäíîé âåðøèíû è ëþáîãî êîëè÷åñòâà ðåáåð â ãðà�. Ïðè äîáàâëåíèè

âåðøèíû è íåñêîëüêèõ ðåáåð â ãðà� ðàíã ìàòðèöû ìîæåò îñòàòüñÿ íåèçìåííûì èëè óâåëè÷èòüñÿ

íà 2 äëÿ Z2 è ìîæåò îñòàòüñÿ íåèçìåííûì èëè óâåëè÷èòüñÿ íà 1 èëè íà 2 äëÿ Z. Ïðèâåäåì òåî-

ðåìó, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ðàíã ïðîèçâîëüíîãî ãðà�à ïðè äîáàâëåíèè îäíîé âåðøèíû è

íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà ñìåæíûõ ýòîé âåðøèíå ðåáåð.

Îáðàòèìñÿ ê ñëåäóþùåé î÷åâèäíîé ëåììå.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî n-âåêòîðà y è ëþáîé ñèììåòðè÷íîé öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöû A ðàçìåð-

íîñòè n âûïîëíåíî yTAy = 0 íàä Z2.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A � ìàòðèöà. Òîãäà îáðàçîì rs(A) ìàòðèöû A íàçîâåì ëèíåéíîå ïðî-

ñòðàíñòâî {Ax | x ∈ Rn}.
Òåîðåìà 4. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) r2(G ⊕x v) = r2(G) + 2 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà x íå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì èç

îáðàçà rs(A(G)) ìàòðèöû A(G), ò.å. x /∈ rs(A(G));
2) r(G⊕x v) = r(G) + 2 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà x /∈ rs(A(G));
3) åñëè x = Ay ∈ rs(A(G)), òî
à) r(G⊕x v) = r(G) + 1 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âåêòîð x íå îðòîãîíàëåí y;
á) r(G⊕x v) = r(G) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âåêòîð x îðòîãîíàëåí y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå íàä Z2. Ïóñòü A = A(G), {ei}, i = 1, . . . , k, � áàçèñ â

rs(A) è

B = A(G ⊕x v) =

(
A x

xT 0

)
.

Åñëè x /∈ rs(A), òî {ei} ∪ {x} ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåçàâèñèìûé íàáîð âåêòîðîâ è, òàêèì îáðàçîì,

{(
ei
0

)
,

(
x

0

)
,

(
0

1

)}

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â rs(B).
Åñëè x = Ay ∈ rs(A), òî ðàíã ìàòðèöû B ðàâåí ðàíãó ìàòðèöû

(
In 0

−yT 1

)(
A x

xT 0

)(
In −y

0T 1

)
=

(
A 0

0T −xTy

)
.

Ïî ëåììå 1 èìååì xTy = 〈Ay,y〉 = 0, ñëåäîâàòåëüíî, rk2B = rk2A. ✷ ✷
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Ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû 1.

Ñëåäñòâèå 3. 1) Ïóñòü u � âåðøèíà ãðà�à G. Åñëè âåðøèíû v1, . . . , vk, ãäå k > 1, â ãðà�å

G íå ñìåæíû ñ u è N(u) íå ñîäåðæèò îáùèõ ýëåìåíòîâ ñ ìíîæåñòâàìè N(vi), i = 1, . . . , k, òî
r2(G− u) = r2(G), r(G− u) = r(G).

2) Ïóñòü u � âåðøèíà ãðà�à G. Åñëè âåðøèíû v1, v2 â ãðà�å G íå ñìåæíû ñ u, òàê ÷òî

N(v1) ⊆ N(v2) è ìíîæåñòâî N(u) ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ N(v1) è N(v2), òî r2(G− u) =
r2(G), r(G− u) = r(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñëåäñòâèå íàä Z2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç J ìíîæåñòâî íîìåðîâ âåðøèí

v1, . . . , vk èç ï. 1 (v1, v2 èç ï. 2), ó÷èòûâàÿ ïîðÿäîê âåðøèí G − u, èñïîëüçóåìûõ â îïðåäåëåíèè

ìàòðèöû ñìåæíîñòè A = A(G− u). Âûáåðåì y òàê, ÷òî yi = 0 äëÿ i /∈ J , â òî âðåìÿ êàê xi = 0 äëÿ
i ∈ J . Ñëåäîâàòåëüíî, x = Ay. ✷

5. Äîáàâëåíèå îäíîé âåðøèíû è îäíîãî ðåáðà â ãðà� G⊕u v. Ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû
ÿâëÿþòñÿ ñëèøêîì îáîáùåííûìè. �îðàçäî áîëüøå ìîæíî ñêàçàòü î ÷àñòíîì ñëó÷àå äîáàâëåíèÿ

îäíîé âåðøèíû è òîëüêî îäíîãî ðåáðà ê îïðåäåëåííûì êëàññàì ãðà�îâ.

Òåîðåìà 5. Èìååì

r2(Kn ⊕u v) =

{
n, åñëè n ÷åòíîå;

n+ 1, åñëè n íå÷åòíîå,
è r(Kn ⊕u v) = n+ 1,

r2(Cn ⊕u v) = r(Cn ⊕u v) =

{
n, åñëè n ÷åòíîå;

n+ 1, åñëè n íå÷åòíîå,

r2(Pn ⊕u v) = r(Pn ⊕u v) =





n, åñëè n ÷åòíîå;

n− 1, åñëè n íå÷åòíîå è ñ îáåèõ ñòîðîí îò u

íå÷åòíîå ÷èñëî âåðøèí;

n+ 1, åñëè n íå÷åòíîå è ñ îáåèõ ñòîðîí îò u

÷åòíîå ÷èñëî âåðøèí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿåì òåîðåìó 2 äëÿ ñëó÷àåâ r2(Kn ⊕u v) è r2(Cn ⊕u v), à ðàâåíñòâî

äëÿ r2(Pn ⊕u v) ñëåäóåò èç [2℄. ✷

Òåîðåìà 6. Ïóñòü G = Cn ⊕vi u, ãäå Cn = (v1, v2, . . . , vn, v1). Òîãäà äëÿ j 6= i èìååì

r2(G⊕vj v) =





r2(G), åñëè n íå÷åòíîå;

r2(G), åñëè n ÷åòíîå è i, j èìåþò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü;

r2(G) + 2, åñëè n ÷åòíîå è i, j èìåþò ðàçëè÷íóþ ÷åòíîñòü,

r(G⊕vj v) =





r(G), åñëè n íå÷åòíîå;

r(G), åñëè n ÷åòíîå è i, j èìåþò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü;

r(G) + 2, åñëè n ÷åòíîå è i, j èìåþò ðàçëè÷íóþ ÷åòíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè óäàëåíèè âåðøèí v è vj èç ãðà�à G⊕vj v ìû ïîëó÷àåì ãðà� Pn−1⊕vi u.
Åñëè n íå÷åòíî, òî n − 1 ÷åòíî è r2(Pn−1 ⊕vi u) = n − 1, r2(G) = n + 1. Èòàê, ïî òåîðåìå 2 ðàíã

èñõîäíîãî ãðà�à ðàâåí (n − 1) + 2 = n+ 1 = r2(G). Åñëè æå n ÷åòíî, òî n− 1 íå÷åòíî è r2(G) = n.
Åñëè i è j èìåþò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü, òî â ãðà�å Pn−1⊕vi u íå÷åòíîå ÷èñëî âåðøèí ñ îáåèõ ñòîðîí
îò u, ò.å. r2(Pn−1 ⊕vi u) = n− 2. Â î÷åðåäíîé ðàç ïî òåîðåìå 2 ïîëó÷àåì, ÷òî ðàíã èñõîäíîãî ãðà�à

ðàâåí n − 2 + 2 = n = r2(G). Àíàëîãè÷íî åñëè i è j èìåþò ðàçëè÷íóþ ÷åòíîñòü, òî â ãðà�å ÷åòíîå

÷èñëî âåðøèí ñ îáåèõ ñòîðîí îò u. Ñëåäîâàòåëüíî, r2(Pn−1 ⊕vi u) = n è ðàíã èñõîäíîãî ãðà�à ðàâåí

n+ 2 = r2(G) + 2. ✷ ✷

Òåîðåìà 7. Ïóñòü G = Pn ⊕vi u, ãäå Pn = (v1, v2, ..., vn). Òîãäà äëÿ j 6= i èìååì

r2(G⊕vj v) =

{
r2(G) + 2, åñëè n è j èìåþò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü, a i � äðóãóþ ÷åòíîñòü;

r2(G) èíà÷å,

r(G⊕vj v) =

{
r(G) + 2, åñëè n è j èìåþò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü, a i � äðóãóþ ÷åòíîñòü;

r(G) èíà÷å.
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Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 8 èç [2℄.
Ìû çàâåðøàåì ýòîò ïóíêò ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ äîáàâëåíèÿ âåðøèíû è ðåáðà ê äåðåâó. Ñëå-

äóþùèé àëãîðèòì [4℄ ñûãðàë âàæíóþ ðîëü â ïîëó÷åíèè ðåçóëüòàòîâ äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ.

Îïðåäåëåíèå. Âåðøèíó v îðèåíòèðîâàííîãî äåðåâà íàçûâàþò ïîòîìêîì âåðøèíû u, åñëè
ñóùåñòâóåò ïóòü íåíóëåâîé äëèíû èç u â v, à åñëè äëèíà ýòîãî ïóòè ðàâíà 1, òî âåðøèíó v íàçûâàþò
ñûíîì âåðøèíû u.

Àëãîðèòì. Ó çàäàííîãî äåðåâà T ñ n âåðøèíàìè âûáåðåì âåðøèíó è íàçîâåì åå êîðíåì.

1. Çàäàäèì s = 0 è îáîçíà÷èì âñå âåðøèíû ñòåïåíè 1, êðîìå êîðíÿ, �íå÷åòíûìè�. Åñëè n = 1,
òî îáîçíà÷èì êîðåíü �íå÷åòíûì�.

2. Áóäåì ïîâòîðÿòü ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà âñå âåðøèíû íå áóäóò îáîçíà÷åíû.

Ïóñòü âñå ñûíîâüÿ âåðøèíû u ïîìå÷åíû, à ñàìà âåðøèíà u � íåò, ïðè÷åì u èìååò k íå÷åòíûõ

ñûíîâåé. Òîãäà

(à) åñëè k = 0, òî îáîçíà÷èì u �íå÷åòíîé�;

(á) åñëè k > 0, òî îáîçíà÷èì u �÷åòíîé� è çàäàäèì s = s+ (k − 1).
3. Åñëè êîðåíü îáîçíà÷åí �íå÷åòíûì�, òî s = s+ 1, r(T ) = n− s.
Òåîðåìà 8. Ïóñòü t � âåðøèíà äåðåâà T è âåðøèíà t îáîçíà÷àåòñÿ �íå÷åòíîé� èëè �÷åòíîé�

ïî àëãîðèòìó, ïðèìåíåííîìó ê äåðåâó T, ó êîòîðîãî â êà÷åñòâå êîðíÿ âûáðàíà âåðøèíà t. Òîãäà

r2(T ⊕t v) = r(T ⊕t v) =

{
r(T ), åñëè t îáîçíà÷åíà �÷åòíîé� ïî àëãîðèòìó;

r(T ) + 2, åñëè t îáîçíà÷åíà �íå÷åòíîé� ïî àëãîðèòìó.

6. Äîáàâëåíèå îäíîé âåðøèíû è âñåõ ðåáåð â ãðà� G⊕1 v = G ✷ K1. �àññìîòðèì ñëó÷àé

äîáàâëåíèÿ îäíîé âåðøèíû v â ãðà� G è ñîåäèíåíèÿ ýòîé âåðøèíû ñî âñåìè äðóãèìè âåðøèíàìè

ãðà�à. Ýòî íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì G ñ K1 è îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ G ✷ K1.

Òåîðåìà 9. Åñëè G � ðåãóëÿðíûé ãðà� ñòåïåíè d, òî r2(G ✷ K1) = r2(G) ïðè íå÷åòíîì d è

r(G ✷ K1) = r(G) + 1 ïðè ëþáîì d.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íàä Z2 èìååì

A(G ✷ K1) =

(
A(G) 1

1T 0

)

è 1 = A(G)1. Ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ èç òåîðåìû 4. ✷ ✷

Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ÷åòíîì d â ñëó÷àå Z2 ìîãóò áûòü äâå âîç-

ìîæíîñòè.

Óòâåðæäåíèå 5. Èìååì

r2(Kn ✷ K1) = r2(Kn+1) è r(Kn ✷ K1) = r(Kn+1).

Óòâåðæäåíèå 6. Ïðè n > 3 èìååì

r2(Cn ✷ K1) =

{
r2(Cn), åñëè n ≡ 0 (mod 4);

r2(Cn) + 2, åñëè n 6≡ 0 (mod 4),
è r(Cn ✷ K1) = r(Cn) + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå íàä Z2. Åñëè n ≡ 0 (mod 4), òî 1 ∈ rs(A(G)), òàê
êàê âåêòîð 1 ðàâåí ñóììå ñòîëáöîâ ìàòðèöû A(G) ñ íîìåðàìè, ñðàâíèìûìè ñ 1 è 2 ïî ìîäóëþ 4.

Åñëè n 6≡ 0 (mod 2), òî î÷åâèäíî 1 6∈ rs(A(G)), òàê êàê êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû A(G) äàåò äâå
åäèíèöû, à íàì íóæåí ñòîëáåö èç íå÷åòíîãî ÷èñëà åäèíèö.

Åñëè n ≡ 2 (mod 4), òî 1 6∈ rs(A(G)), òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåêòîð 1 ðàâåí ñóììå n/2
÷èñëà ñòîëáöîâ ìàòðèöû A(G), â êîòîðûõ ìåæäó äâóìÿ åäèíèöàìè ñòîèò íóëü, ÷òî íåâîçìîæíî äëÿ
íå÷åòíîãî ÷èñëà ñòîëáöîâ. ✷

Çàìå÷àíèå. �ðà� Cn ✷ K1 òàêæå èçâåñòåí êàê êîëåñî Wn.

Òåîðåìà 10. Åñëè G � êîðîíà d-ðåãóëÿðíîãî ãðà�à H íà n âåðøèíàõ ñ K1, òî

r2(G ✷ K1) = r2(G) = 2n, r(G ✷ K1) =

{
2n + 1, åñëè d 6= 2;

2n, åñëè d = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàä Z2 èìååì

A(G) =

(
0 In
In A(H)

)
, A(G)y = x, y =

(
(1− d)1

1

)
, x = 1.
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Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû 4. ✷

Ñëåäñòâèå 4. Åñëè G = Cn ◦K1, òî r(G) = r(G ✷ K1) = r2(G ✷ K1) = r2(G) = 2n.
Òåîðåìà 11. Ïðè n > 2 èìååì

r2(Pn ✷ K1) = r2(Pn) +

{
2, åñëè n ≡ 1 (mod 4);

0, åñëè n 6≡ 1 (mod 4),

r(Pn ✷ K1) =

{
n, åñëè n ≡ 3 (mod 4);

n+ 1, åñëè n 6≡ 3 (mod 4),
= r(Pn) +

{
2, åñëè n ≡ 1 (mod 4);

1, åñëè n 6≡ 1 (mod 4).

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ñèñòåìó A(Pn)y = 1 íàä Z2. Åñëè n ≡ 1 (mod 4), òî ñèñòåìà

äàñò yn−1 = 0 è yn−1 = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèÿ è x = 1 /∈ rs(A(Pn)). Åñëè
n 6≡ 1 (mod 4), òî ñèñòåìà èìååò ñëåäóþùåå ðåøåíèå: yT =

(
a 1 1− a 0 a 1 1− a 0 . . .

)
ñ a, ðàâíûì 0

ïðè n ≡ 0 (mod 4), 1 ïðè n ≡ 2 (mod 4) è 0 èëè 1 ïðè n ≡ 3 (mod 4). Äàëåå ïðèìåíÿåì òåîðåìó 4 è

ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò. ✷

Çàâåðøàåì ýòîò ïóíêò ðàññìîòðåíèåì ðåçóëüòàòîâ äëÿ êîíêðåòíîãî ãðà�à.

�ðà�û: à � ãðà� G, á � äåðåâî T

Ëåììà 2.Åñëè ãðà� G òàêîé, êàê ïî-

êàçàíî íà ðèñóíêå, à, ãäå k > 2 � êîëè÷å-

ñòâî 4-öèêëîâ, òî r2(G) = r(G) = 2k.

Äîêàçàòåëüñòâî. �ðà� G èìååò 4k ðå-

áåð, è â i-ì 4-öèêëå N(vi) = N(ui). Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïî òåîðåìå 1 èìååì r2(G) = r2(G −
vi), è ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ãðà� áåç

�ïîâòîðÿþùèõñÿ� âåðøèí (ñì. ðèñóíîê, á).

Èìååì T = G−{v1, . . . , vk}� äåðåâî è r2(G) =

r2(T ) = 2β1 = 2k.

Òåîðåìà 12.Åñëè ãðà� G òàêîé æå, êàê â ëåììå 2, òî r2(G ✷ K1) = r(G ✷ K1) = 2k + 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç òåîðåìû 9 ðàáîòû [2℄ è òåîðåìû 3

íàñòîÿùåé ðàáîòû. ✷

Àâòîðû ïðèíîñÿò áëàãîäàðíîñòü àêàäåìèêó �ÀÍ À.Ò. Ôîìåíêî è äîöåíòó È.Ì. Íèêîíîâó çà

ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.

�àáîòà Ä.Ï. Èëüþòêî âûïîëíåíà â Ì�Ó èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî

íàó÷íîãî �îíäà, ïðîåêò � 21�11�00355.
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