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��� �)�	����� ���	�����	��� ����	� ���

	����� � 		 �����	��� +�-� ��(
�
��� � 5��� .�/7 �
 ��!�� so(3, 1)4e(3)4so(4) 

�	�� >� � �
�
�	���� κ ∈ R� +# ������ >�4

'�
����
 �
 R6(Ĵ1, Ĵ2, Ĵ3, x̂1, x̂2, x̂3) ��	$� ��� 5εijk 	��� )�
� �	�	��
����� (ijk) −→ (123)7

{Ĵi, Ĵj} = εijkĴk, {Ĵi, x̂j} = εijkx̂k, {x̂i, x̂j} = εijkκĴk. (1)
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���!	���	 ���
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 � +�?� ,
�
	�
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�
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	����� 5� �����#
�
�!
	� ���	�����	�����; L�
	�
1 >
��
�*
1 @���!	�
4K
�
 ���
1 @	��
7 ���
���� ��	����� �	


� ������
����	 ���������� �����
�	
���� �����)� 5�
������� >��
!	������7� ����
	����	 ��	(

���
)��
��	 Ĵj = i · Jj / k, x̂j = i · xj / k, j = 1, 2, 31 � 	�	����� �	�	����� ����	� ���

	����� 5�7
�
 ��!�	 so(3, 1)4e(3)4so(4) � ����	 �	�	������ S
�	��	 >� e(3) 5��	� �
�!
$ κ = 07 �����	�����	�


�	��
 >� e(2, 1)� 3��

�� 	 

�	�� >� )
�
� ��������� �� �����
��
�� �# ������ '�
����
�
B
)�	
	��	 �	�	�	�� #1 
�

���!��	 ��
�!	����� �	��	���1 �
� ����� )
�
!� ��� κ = 0 � 
�
������	�� ?�-� ?���
�� � � .�E/�

U������ �
)����
 5�	��	���!	���� ���	��

 f1 � ���	��

 �
��
�	� f271 �
��
�����
� H �
�	�� � ���	��

 F ������ �	�	����
 ����	� ���

	����� � �������
�
# J1, . . . , x3 ��	$� ���

f1 = x21 + x22 − k2x23 + κx21 + κx22 − κk2x23 = a, (2)

f2 = x1J1 + x2J2 − k2x3J3 = b, (3)

H =
1

2

(
J2
1 + J2

2 − 2k2J2
3

)− b1x1 = h, (4)

F =
1

4

(
J2
1 − J2

2 + 2b1x1 + κb21
)2

+
1

4
(2J1J2 + 2b1x2)

2 = f. (5)
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������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � � ��

=���
���� %
)����� ������
����
1 �
��
�	����� �
 ����	��� 	 ������ ���	��

�� 5E745�71 �
���	�	��	 ��
	������ �
��# ����	� ����� � �� �����	� �	���
 �	�� !��� =
�1 �
� �		��
����

�
�!
� L�
	�
 5���������� ���*	��� �	

 �� �	�������� ������
����� �����
�	
���� �����)� 7
�������� ��
	������ � �� ���
��!	���� 5�
 E(���	7 �
� �	���
��!	���� ���	�	
�	��� )�
��� J2

1 +

J2
2 − 2k2J3 = 〈 �J, �J〉g �������	
��� E(%��� diag (1, 1,−k2)�

+��	�	��� ����	����1 ���	�*
� 
� ����	� ���

	����� �
 ����� ��!�	 �	����
��� 	 �
��
� �# ��%���
���� ?���	� � �
���� �
�	����� 
������ �)�!
$���; � �
���	 .��/ ����	�	� 2���(
��� ������ �
��# ����	�����	�1 ���
��*	�� # � ���	�����	� # ����	�
# �	#
���� � �	��	�����
- .�6/ � 
� �

���%������
� �
�	��� >����

� ��
����� # ����	� � �	���
��!	�� �� ���

(
��� +# ����	������ ����
���!	��� 0����

	��� �	����
��� � ���������� 
���
�(��%���
����
���	�����	� # �
��
������ # ����	�� - �
���	 .��/ ��	�
�*	�
 �

���%��
��� �	����
��� # ���(
�	�����	� � ����
��!�� 2������ ���������

������ �

�� �
��# ����	�����	� ��
$!
	� �	�	������� ����
������ �
�� � �	����
��� � �	)
�
�	��� �
��
 �����
*	��� ���	��
 .��/� - �
�����	� �
���	 ���
)
��1 !�� �	����
��� 	 �
��
����	� ���

	����� ��)���
$� ��#�*�� ���
)�� 5�	��	�
 �7� 3��	���1 !�� �)�!
�� �
��	 ����	�(
����� � !��
��	
�� � ���	� �	���
 �	�������

=
�*	 � �
�����	� �
���	 ���
)
�
 ���)� �	*�� �	����
�������$ ����	������ ������ �	�� #
���	��

�� 5�
�� �
� �	���)���� ��D	���	��� �
�	�7 � �
�	��	� ��	�	�� �	�������� ��
����
 �
�	�	�	�� �� ��0%%���	��
�� 5����� 	 �	��	� �� � ���
��!	� 7� �
*�
� ��!�
 �
�� �����	�(
����	� ����$ 0���� ��
����
1 
 �	���
��!	������ ����� ��� �

�� �)�	�	��� ��0%%���	���� 5��
�	��	�	 -�	�
7 ��)��*�
 
�2� ��� � ��
�	��� � ��
� ��
�2	�� ��0%%���	��
 �����!
	�
� -����(
� ��
��� ������� � %�������

���� �	)
������� �	�� # ���	��

�� � �	 �
���
����
	��

"� ����$�)��3�9�0 &��$�&)!�.� ����!0 Ta,b,h,f = {y ∈ R6 | f1 = a, f2 = b,H = h, F = f}�
����
������� ���*	���
 Ta,b,h,f �
�����
��
 	�� ���
��!	������; ��� )
������ �
� )
�
���	 ����	(
��� ��
�����

�� # ��
��	���� +���
�)�� ��� %������ H � f11 � �
)�� %������ J

2
3 � x

2
3 !	�	)

�	�	�	�� 	 J1, J2, x1, x2�
C
�	�
 �������
� ξ1 = J2

1−J2
2+2b1x1+κb21 � ξ2 = 2J1J2+2b1x2 ��	�����
 � 
��	��
 �� �
�
�

�	�	�	�� � x1, x2 � ξ1, ξ2� C�	�� ξ
2
1 + ξ22 = 4F := f̃21 ��	� ����
�)�	��� ��	��

�� � ��� ���	��




F � =	�	�� �	�	��	� � ��
��� � �������
�
� f, α, r, β T ����	�������� ��� r = 0 �
� f̃ = 0;

ξ1 = f̃ cosα, ξ2 = f̃ sinα, J1 = r cos β, J2 = r sin β.

B
�������� A = [0, 2π] × [0, 2π] � ���*	���� V = A(α, β) × R+(r)/ ∼ T 0����

	�������$

(0, β, r) ∼ (2π, β, r), (α, 0, r) ∼ (α, 2π, r), (α, β1, 0) ∼ (α, β2, 0) �
� ∀α, β, βi ∈ [0, 2π].

,��*	���� ��!	� x ∈ V : r(x) > 0 	��� ����)�	�	��	 E(���
 �
 ���� � � 
�!� '���	� f �= 0�
'	�	��2	� f1, f2,H � ��� # �������
�
#� +) � �
*	��� �
� 567 ��
�!
	� J2

1 − k2J2
3 = h +

(ξ1 − κb21)/2 � �����
�
�	� ��
��$ !
��� ������2	��� � %����
� 5E7� U������ J2
3 � x

2
3 �� (α, β, r)

������
$� ���
k2J2

3 (α, β, r) = −h+ (b21κ)/2− 1/2f̃ cosα+ r2(cos β)2, (6)

4b21k
2x23(α, β, r) = r4 + 2(κb21 − f̃ cos(α− 2β))r2 + (−4ab21 + f̃2 + 4κb21h− κ2b41). (7)

-�)�	�� � ��
��
� ��
��	��	 −b+x1J1+x2J2 = k2x3J3 ���	��


 �
��
�	�1 ��
�!�� ��
���� P (r)
��	�	�� 6 �� r;

8b1P (r) = g4(α, β)r
4 + g3(α, β)r

3 + g2(α, β)r
2 + g1(α, β)r + g0(α, β) = 0. (8)

��0%%���	�� gj(α, β) ���
��!	� �
 A � �	��	� ��� )
����� �� α, β1 )�
!	��� ���	��

�� a, b, h, f
�
 �
�	1 �
�
�	��
 ��!�
 κ � �����
�� b1, k;

g4 = 2h−κb21+f̃ cos(α−4β), g3 = 8b1b cos β, g2 = 4ab21−4f̃h cos(α−2β)+2(2ab21−f̃2−2κb21h+κ2b41) cos 2β,

g1 = b ·8b1(−f̃ cos(α−β)+κb21 cos β), g0 = 8b2b21+(2h−κb21+ f̃ cosα) (−4ab21+ f̃
2+4κb21h−κ2b41).

'���� S ⊂ V 	��� ���	�#����� ����	� P (r)� '�� f �= 0 ���	�	
	�
 ���	���� π : Ta,b,h,f −→ S�

��$$� "� �	���	�� π−1(x) ��
�� x ∈ S ���� ����� � ��
��� ������ ����� J2
3 (x) < 0 �
�

x23(x) < 0 5%����
 5971 5F77 �	���	�� ��
�� x ������� �� ����� ��
��� ��
� x3(x) = J3(x) = 0 

�� ���� ��	
��	���� �

������ � �



�� ������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � �

�	���	�� ����
���( ��
�� ������� �� ���( ��
��� �	�
�� ��
� x3(x) · J3(x) �= 0� �� �� ��
�����
����� �� �
����1�( ��	 ��
��A(
+
√
x23(x),+

√
J2
3 (x)

)
,

(
−
√
x23(x),−

√
J2
3 (x)

)

���

(
−
√
x23(x),+

√
J2
3 (x)

)
,

(
+
√
x23(x),−

√
J2
3 (x)

)
.

2���3�)�%/&)��� '���� rf �= 0� =���
 ��!�� R6(�x, �J) �) ������
)
 ��!�� x ∈ S )
�	����

	*
� � ���*	���	 F = f � -�)�	�	��	 � ��
��
� ��
��	��� k2x3J3 = −b + x1J1 + x2J2 ���
�
�	�
��� 	 �	2	���1 � ��!�
# ����� # )�
� x3J3 � )�
� ��
��� !
��� ��
�!
$��� 5�
�1 ��� x3J3 = 0
�	�	#�� �
�����
	�7� B
�	����
 5971 5F7 ��)��
�$� ���� � �
)��� J2

3 (x), x
2
3(x) �����	����	���1 ��	�

� ��� )�
��� �
	� ����� 6 �
��
��
 ��� x3J3 �= 0� '����
��� �	�	#�� �	 �
�����
	�1 �� ����	��	���
� ��
�� ���� �) �
� ��!	� � ����
��� � )�
��� x3J3� �

,� 2�&)�)�>!�� �&%���� ��$-��)!�&)� &�03!�.� &%�0 !� ����!� Ta,b,h,f
��$$� ,� C����'
��� �� ����� ���	����� x1, . . . , J3 �� ��	���
��� �� ����	(����� �	����

Ta,b,h,k ��	��( �����	�
�� ����� � ��
��� ������ ����� �� �� ��	��� � S �� ��	���
��� 0������
r2 = J2

1 + J2
2  

2���3�)�%/&)��� '	�	�	�� 	 x1, x2 � ��
��
� x23, J
2
3 � �
*
$��� �
� ��
���� �� J1, J21

�� ���
��!	�� # �� ����
$ 5)�
!	��	� f̃7 �
 E(�
�	 ξ1, ξ2 � �� �	����� # �������� # ����	� � �
S�

���!�� ���*	���� r = 0 ��	��
 ����
���� � Ta,b,h,f ; �����
��� J1 = J2 = 0 � f1, f2,H, F �
�
� �)�	����1 ����� �����!
	�
 �� ��
�2�� ��0%%���	���� � �	��	� ��� )
����� �� 	�� ��(

0%%���	����� J�
� ���
	���	 �	��	� �� �
 ����
��	1 �� ��	 ����� ��	# �
��# ��
������ ���
(
��!	� � ������������� =	� �
� � 
�2� ���
�	��	 � ��
� ��	(�� �
 A ��
�2	�� ��0%%���	��

g4(α, β) ��*	� �
�� �	���
��!	���$ ���	�#����� S �1 ��)��*��1 �	���
��!	�� � ����	�� Ta,b,h,k�

�����$� " 5����
��!��	 ��
���	 ����
������� ���)��� ������	�� ������ ���	��

��7� �����
�
� H = h, F = f,κ ����
���� (2h− κb21)

2 > 4f  ����� �
� ������
������ ������� C���
������ ��
���
����� ��	����	� κ ��
�� ������ �������� � 
���( ���
���� 0������ C�����	� f1 = a, f2 = b
���������� ����	(����� �	���� �����	�
�� Ta,b,h,f ��������� 

2���3�)�%/&)��� ?�
�2�� ��0%%���	�� P (r) � 5:7 �
�	� g4(α, β) = 2h−κb21 + f̃ cos(α− 4β).
- �
�!
	 f �= 0 �� ���	
	� �� ��
� �
 ���	 A � ��� � ��
��� � ��� �
�!
	1 ����
 ��
��	��	 cos γ =
(2h − κb21)/f̃ �	 ��		� ����	� γ = α − 4β� - �
�!
	 f = 0 0��� ��0%%���	�� �������	� �
 �����	
Ta,b,h,f �

'�� � ��
�	��� ��
���� �	��	� ���	
�� P �
 g41 ��
�!�� �����!
	� � �	��	� �� �� ��(
0%%���	��
��1 ���
��!	�� �� �� ����
$ M > 0 �
 ��	� ���	 A� =���
 ��	 ����� �����!
	���
P (r)|α,β 5��	� ������ (α, β, r) ∈ S7 ���
��!	� �� ����
$1 �
����	�1 � �
*	��	� |r| < 4 ·M4�

'�� 
$��� f ∈ R �) ��
���� (2h−κb21)
2 > 4f �
	��	� ���
��!	������ ���	!��()�
!��� %������

r(α, β) �
 ���	 A �
� r(β)|f=0 �
 S
1(β)1 ��	� ��		� �	��� ����
������� ���)� # ������	�� ������

Ta,b,h,f � �
1� ���)���+ !���$-��)!�&)� &��$�&)!�.� ����!0 Ta,b,h,f -���'( �!)�.��%��� '����

�

		 f > 0 � ��
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