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Áèëëèàðä ñ ïîòåíöèàëîì Ãóêà,

îãðàíè÷åííûé òð¼õîñíûì ýëëèïñîèäîì

Ðàññìàòðèâàåòñÿ áèëëèàðä âíóòðè òð¼õîñíîãî ýëëèïñîèäà ñ ïîòåíöè-
àëîì Ãóêà. Òàêîé áèëëèàðä ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè, èìåÿ òðè ïåð-
âûõ èíòåãðàëà, èíâîëþòèâíûõ âíóòðè ýëëèïñîèäà. Íàéäåíû îáëàñòè âîç-
ìîæíîãî äâèæåíèÿ, ïîñòðîåíû áèôóðêàöèîííîûå äèàãðàììû äëÿ ñëó÷àåâ
k > 0 è k < 0, ò.å. ñëó÷àåâ ïðèòÿãèâàíèÿ è îòòàëêèâàíèÿ. Íàéäåíû ïðî-
îáðàçû òî÷åê îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, à òàêæå îïðåäåëåíû êëàññû ãîìåî-
ìîðôíîñòè èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåîñîáûì
óðîâíÿì ýíåðãèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áèëëèàðä, èíòåãðèðóåìûé áèëëèàðä, èíòåãðèðóå-
ìàÿ ñèñòåìà, îòîáðàæåíèå ìîìåíòà, ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ

� 1. Ââåäåíèå

Ïóñòü Mn ⊂ Rn+1 � ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü. Çàäà÷à î äâèæåíèè

ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âíóòðè ýòîé ïîâåðõíîñòè ñ àáñîëþòíî óïðóãèì îòðàæåíè-

åì îòMn íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì áèëëèàðäîì. Èíòåãðèðóåìîñòü ïëîñêîãî

áèëëèàðäà â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ýëëèïñîì, îòìå÷åíà â ðàáîòå Äæ.Ä. Áèðê-

ãîôà [1].

Áèëëèàðäû âíóòðè ïëîñêèõ îáëàñòåé, îãðàíè÷åííûõ äóãàìè ñîôîêóñíûõ êâàä-

ðèê, ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè ãàìèëüòîíîâûìè ñèñòåìàìè. Òàêèå ñèñòåìû ñ

òî÷íîñòüþ äî ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè íà÷àëè èçó÷àòücÿ â ðàáîòàõ Â. Äðà-

ãîâè÷à, M. Ðàäíîâè÷ [2], [3], à òàêæå Â.Â. Âåäþøêèíîé (Ôîêè÷åâîé) [4], [5].

Â. Â. Âåäþøêèíà êëàññèôèöèðîâàëà âñå ýëåìåíòàðíûå (ïëîñêèå) áèëëèàðäû,

îãðàíè÷åííûå äóãàìè ñîôîêóñíûõ ýëëèïñîâ è ãèïåðáîë, à òàêæå îáëàñòè, ïî-

ëó÷åííûå ñêëåéêàìè ýëåìåíòàðíûõ îáëàñòåé âäîëü âûïóêëûõ [6] è ïðîèçâîëü-

íûõ [7]-[8] ñåãìåíòîâ ãðàíèö. Áûëà îïðåäåëåíà ýêâèâàëåíòíîñòü áèëëèàðäíûõ

ñòîëîâ (ñì. òàêæå [9]), è äëÿ êàæäîãî èç íèõ áûëè âû÷èñëåíû èíâàðèàíòû

Ôîìåíêî (ò.å. ãðóáûå ìîëåêóëû) è Ôîìåíêî�Öèøàíãà (ìå÷åíûå ìîëåêóëû).

Â ðàáîòå ßêîáè [10] áûëî îòìå÷åíî, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà ïîâåðõíî-

ñòè n�ìåðíîãî ýëëèïñîèäà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé.

Òàêæå ßêîáè ïðîèíòåãðèðîâàë áîëåå îáùóþ çàäà÷ó, êîãäà íà òî÷êó äåéñòâó-

åò óïðóãàÿ ñèëà, öåíòð êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ýëëèïñîèäà. Óñòðåìëÿÿ

ìåíüøóþ ïîëóîñü ýëëèïñîèäà ê íóëþ, ïîëó÷èì èíòåãðèðóåìîñòü áèëëèàðäà ñ

ãóêîâñêèì ïîòåíöèàëîì âíóòðè ýëëèïñîèäà ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Áîëåå òî-

ãî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî áèëëèàðä ñ òàêèì ïîòåíöèàëîì áóäåò èíòåãðèðóåìûì äëÿ

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ �

20-71-00155.
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ëþáîãî âûïóêëîãî áèëëèàðäíîãî ñòîëà, ãðàíèöà êîòîðîãî ñîñòîèò èç êîíôî-

êàëüíûõ êâàäðèê.

Â ðàáîòå Â.Â. Êîçëîâà [11] áûë íàéäåí äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë

áèëëèàðäà ñ ãóêîâñêèì ïîòåíöèàëîì âíóòðè ýëëèïñà. È.Ô. Êîáöåâ â ðàáîòå

[12] èçó÷èë òîïîëîãèþ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ (â òîì ÷èñëå, íà íåîñîáûõ 3-óðîâíÿõ

ýíåðãèè) äëÿ ñèñòåìû áèëëèàðäà íà ïîâåðõíîñòè òð¼õîñíîãî ýëëèïñîèäà ñ ïî-

òåíöèàëîì Ãóêà íà ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ ýíåðãèè ñ òî÷íîñòüþ äî ëèóâèëëåâîé

ýêâèâàëåíòíîñòè. Òàêæå îí èçó÷èë òîïîëîãèþ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ (â òîì ÷èñ-

ëå, íà íåîñîáûõ 3-óðîâíÿõ ýíåðãèè) äëÿ ñèñòåìû áèëëèàðäà âíóòðè ýëëèïñà ñ

ïîòåíöèàëîì Ãóêà íà ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ ýíåðãèè ñ òî÷íîñòüþ äî ëèóâèëëåâîé

ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ñ. Å. Ïóñòîâîéòîâ â ðàáîòå [13] èçó÷èë òîïîëîãèþ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ (â òîì

÷èñëå, íà íåîñîáûõ 3-óðîâíÿõ ýíåðãèè) äëÿ ñèñòåìû áèëëèàðäà ñ ïîòåíöèàëîì

Ãóêà â êîëüöå, îãðàíè÷åííîì äâóìÿ ñîôîêóñíûìè ýëëèïñàìè, íà ðàçíûõ óðîâ-

íÿõ ýíåðãèè.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà áèëëèàðäó ñ ãóêîâñêèì ïîòåíöèàëîì (êàê ïðèòÿ-

ãèâàþùèì, òàê è îòòàëêèâàþùèì) âíóòðè òð¼õîñíîãî ýëëèïñîèäà. Îíà ÿâëÿ-

åòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû [14], â êîòîðîé ðàññìàòðèâàåò-

ñÿ áèëëèàðä áåç ïîòåíöèàëà. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ñåìè ïàðàãðàôîâ.

Âòîðîé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí ïîñòàíîâêå çàäà÷è, òðåòèé � íàõîæäåíèþ äîïîë-

íèòåëíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Â ÷åòâ¼ðòîì ïàðàãðàôå, èñïîëüçóÿ ðàçäåëåíèå

ïåðåìåííûõ, íàìè áûë ïðîèíòåãðèðîâàí áèëëèàðä â ýëëèïñîèäå ñ ïîòåíöèàëîì

Ãóêà, à òàêæå íàéäåíû îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ. Â ïÿòîì ïàðàãðàôå ìû

ïåðåøëè ê íîâûì ïåðâûì èíòåãðàëàì, êîòîðûå èìåþò íàãëÿäíóþ ãåîìåòðè-

÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ è óäîáíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì.

Øåñòîé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí îïèñàíèþ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ðàññìàòðèâàåìîé íà-

ìè çàäà÷è. Òàêæå â ïÿòîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíû áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû

äëÿ ñëó÷àåâ k > 0 è k < 0, ò.å. ñëó÷àåâ ïðèòÿãèâàíèÿ è îòòàëêèâàíèÿ. Ñåäüìîé

ïàðàãðàô ïîñâÿù¼í îïèñàíèþ òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõ-

íîñòåé â íàøåé çàäà÷å äëÿ êàæäîãî èç äâóõ âîçìîæíûõ çíàêîâ k.

� 2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Èíòåãðàë ýíåðãèè

è åãî çàïèñü â ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî êîíôîêàëüíûõ êâàäðèê Qλ, òî åñòü ñåìåéñòâî êâàä-

ðèê âèäà
x2

a− λ
+

y2

b− λ
+

z2

c− λ
= 1, ãäå a > b > c > 0 � ôèêñèðîâàííûå

ïàðàìåòðû, à λ � èçìåíÿåìûé ïàðàìåòð.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó: ìàòåðèàëüíàÿ

òî÷êà (øàð) åäèíè÷íîé ìàññû äâèæåòñÿ âíóòðè ýëëèïñîèäà E :
x2

a
+
y2

b
+
z2

c
=

1 ïîä äåéñòâèåì óïðóãîé ñèëû êîýôôèöèåíòà k, îòðàæàÿñü îò E àáñîëþòíî

óïðóãî.

Åñëè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó áåç îòðàæåíèÿ, òî îäíèì èç ïåðâûõ

èíòåãðàëîâ áóäåò ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ:

H =
1

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2) +

k

2
(x2 + y2 + z2)
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Çàìåòèì, ÷òî ïðè îòðàæåíèè òî÷êè îò ýëëèïñîèäà E , ìåíÿåòñÿ òîëüêî íàïðàâ-
ëåíèå âåêòîðà ñêîðîñòè, à åãî äëèíà îñòàåòñÿ íåèçìåííîé. Ñëåäîâàòåëüíî, H

ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì íàøåé çàäà÷è.

Ïåðåïèøåì H â ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Ñâÿçü ýëëèïòè÷åñêèõ è äåêàð-

òîâûõ êîîðäèíàò âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé:


x2 + y2 + z2 = a+ b+ c− (λ1 + λ2 + λ3)

(b+ c)x2 + (a+ c)y2 + (a+ b)z2 = −(λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3) + ab+ bc+ ca

bcx2 + acy2 + abz2 = −λ1λ2λ3 + abc

(2.1)

Íåòðóäíûìè âû÷èñëåíèÿìè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòà ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà

ñëåäóþùåé: 
x2 =

(a− λ1)(a− λ2)(a− λ3)

(b− a)(c− a)

y2 =
(b− λ1)(b− λ2)(b− λ3)

(a− b)(c− b)
z2 =

(c− λ1)(c− λ2)(c− λ3)

(b− c)(a− c)

(2.2)

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû 2.1 íàõîäèì âûðàæåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-

ãèè. Ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû 2.2 âû÷èñëÿåì êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà â

ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, à çàòåì íàõîäèì âûðàæåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåð-

ãèè. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

H =
1

8

( (λ1 − λ2)(λ1 − λ3)

∆1
λ̇1

2
+

(λ2 − λ1)(λ2 − λ3)

∆2
λ̇2

2
+

(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)

∆3
λ̇3

2
)

+

+
k

2
(a+ b+ c− (λ1 + λ2 + λ3)),

ãäå ∆i = (a − λi)(b − λi)(c − λi). Â îáîáùåííûõ èìïóëüñàõ ýòà ôîðìóëà ïåðå-

ïèøåòñÿ òàê:

H =2
( ∆1

(λ1 − λ2)(λ1 − λ3)
p21 +

∆2

(λ2 − λ1)(λ2 − λ3)
p22 +

∆3

(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)
p23

)
+

+
k

2
(a+ b+ c− (λ1 + λ2 + λ3))

(2.3)

� 3. Äîïîëíèòåëüíûå ïåðâûå èíòåãðàëû

Ñíà÷àëà íàéä¼ì äîïîëíèòåëüíûå ïåðâûå èíòåãðàëû äëÿ ñëó÷àÿ k = 0 (òî

åñòü íà øàð íå äåéñòâóþò íèêàêèå ñèëû). Èç òåîðåìû ßêîáè-Øàëÿ ñëåäóåò,

÷òî äëÿ âñÿêîé òðàåêòîðèè øàðà íàéä¼òñÿ äâå êîíôîêàëüíûå ñ ýëëèïñîèäîì

êâàäðèêè, êîòîðûõ êàñàþòñÿ âñå ïðÿìûå ýòîé òðàåêòîðèè. Ïàðàìåòðû ýòèõ

êâàäðèê áóäóò ïåðâûìè èíòåãðàëàìè. Íàéä¼ì ñîîòíîøåíèå íà ýòè ïàðàìåòðû.

Ðàññìîòðèì òî÷êó P = (x, y, z) è âåêòîð v = (ẋ, ẏ, ż). Ïóñòü ïðÿìàÿ ïðîõîäÿùàÿ

÷åðåç òî÷êó P â íàïðàâëåíèè âåêòîðà v êàñàåòñÿ êîíôîêàëüíîé ñ ýëëèïñîèäîì
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êâàäðèêè ïàðàìåòðà λ. Òîãäà äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî îòíîñèòåëüíî τ óðàâ-

íåíèÿ:

(x+ τ ẋ)2

a− λ
+

(y + τ ẏ)2

b− λ
+

(z + τ ż)2

c− λ
= 1

äîëæåí îáðàòèòüñÿ â íîëü. Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî:

λ2(ẋ2 + ẏ2 + ż2)− λ((c+ b)ẋ2 + (a+c)ẏ2 + (a+ b)ż2 −K2
x −K2

y −K2
z )+

+ (cbẋ2 + acẏ2 + abż2 − aK2
x − bK2

y − cK2
z ) = 0

ãäå Kx,Ky,Kz � êîìïîíåíòû âåêòîðà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà.

Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàâåí 2H,

òî åñòü èíâàðèàíòåí. Ïî òåîðåìå ßêîáè-Øàëÿ èíâàðèàíòíû è êîðíè ýòîãî

óðàâíåíèÿ. À çíà÷èò, èíâàðèàíòíû êîýôôèöèåíò ïðè λ è ñâîáîäíûé êîýôôè-

öèåíò. Òàêèì îáðàçîì, èìååì äâà ïåðâûõ èíòåãðàëà:
I1 =

c+ b

2
ẋ2 +

a+ c

2
ẏ2 +

a+ b

2
ż2 − 1

2
(K2

x +K2
y +K2

z )

I2 =
cb

2
ẋ2 +

ac

2
ẏ2 +

ab

2
ż2 − 1

2
(aK2

x + bK2
y + cK2

z )

Áóäåì èñêàòü äîïîëíèòåëüíûå ïåðâûå èíòåãðàëû F1, F2 íàøåé çàäà÷è â âè-

äå: Fi = Ii + fi, ãäå ôóíêöèè fi çàâèñÿò òîëüêî îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåí-

íûõ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû íàéä¼ì òàêèå fi, òî òàê êàê îíè çàâèñÿò òîëüêî

îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, à I1, I2 � ïåðâûå èíòåãðàëû çàäà÷è áåç ïî-

òåíöèàëà, òî F1, F2 � ïåðâûå èíòåãðàëû íàøåé çàäà÷è. Çàìåòèì, ÷òî âåêòîð

êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà â çàäà÷å áåç îòðàæåíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ, ïîýòîìó:

Ḟ1 = −k((c+ b)xẋ+ (a+ c)yẏ + (a+ b)zż) + ∂xf1ẋ+ ∂yf1ẏ + ∂zf1ż = 0

Ḟ2 = −k(cbxẋ+ acyẏ + abzż) + ∂xf2ẋ+ ∂yf2ẏ + ∂zf2ż = 0

Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî f1 =
k

2
((b+c)x2+(a+c)y2+(a+b)z2), f2 =

k

2
(bcx2+acy2+

abz2). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè äâà äîïîëíèòåëüíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëà

íàøåé çàäà÷è:
F1 =

c+ b

2
ẋ2 +

a+ c

2
ẏ2 +

a+ b

2
ż2 − 1

2
(K2

x +K2
y +K2

z )+

+
k

2
((b+ c)x2 + (a+ c)y2 + (a+ b)z2)

F2 =
cb

2
ẋ2 +

ac

2
ẏ2 +

ab

2
ż2 − 1

2
(aK2

x + bK2
y + cK2

z ) +
k

2
(bcx2 + acy2 + abz2)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî F1, F2, H � ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûå ïîïàðíî

êîììóòèðóþùèå ôóíêöèè (îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Ïóàññîíà ñòàíäàðòíîé ñèì-

ïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ê T ∗R3). Èñïîëüçóÿ

ôîðìóëû çàìåíû 2.1 è 2.2, ïåðåéä¼ì ê ýëëèïòè÷åñêèì êîîðäèíàòàì è ñîïðÿ-

æåííûì èì èìïóëüñàì. Òîãäà F1 è F2 ïåðåïèøóòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:



ÁÈËËÈÀÐÄ Ñ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÎÌ ÃÓÊÀ, ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÉ ÝËËÈÏÑÎÈÄÎÌ 5



F1 = 2
( ∆1(λ2 + λ3)

(λ1 − λ2)(λ1 − λ3)
p21+

∆2(λ1 + λ3)

(λ2 − λ1)(λ2 − λ3)
p22 +

∆3(λ1 + λ2)

(λ3 − λ2)(λ3 − λ1)
p23

)
+

+
k

2
(ab+ bc+ ca− λ1λ2 − λ1λ3 − λ2λ3)

F2 = 2
( ∆1λ2λ3

(λ1 − λ2)(λ1 − λ3)
p21+

∆2λ1λ3
(λ2 − λ1)(λ2 − λ3)

p22 +
∆3λ1λ2

(λ3 − λ2)(λ3 − λ1)
p23

)
+

+
k

2
(abc− λ1λ2λ3)

(3.1)

� 4. Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ. Èññëåäîâàíèå

îáëàñòåé âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ

Ñïåðâà äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Óòâåðæäåíèå 4.1. Äëÿ âñåõ i = 1, 2, 3 âåðíî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

F2 − λiF1 + λ2iH = 2∆ip
2
i +

k

2
∆i (4.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì äëÿ i = 1. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ äîêàçàòåëüñòâî

àíàëîãè÷íîå. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ðàçíîñòü F1 − (λ1 + λ2)H. Èç ôîðìóë 2.3 è

3.1 ïîëó÷àåì:

F1 − (λ1 + λ2)H =− 2
( ∆1

(λ1 − λ2)
p21 +

∆2

(λ2 − λ1)
p22

)
+
k

2
(a+ b+ c−

− (ab+ bc+ ca)(λ2 + λ1) + λ21 + λ22 + λ1λ2)

Àíàëîãè÷íî, èç ôîðìóë 2.3 è 3.1 ïîëó÷àåì:

F2 − λ1λ2H =− 2
( λ2∆1

(λ1 − λ2)
p21 +

λ1∆2

(λ2 − λ1)
p22

)
+
k

2
(a+ b+ c−

− (ab+ bc+ ca)λ2λ1 + λ21λ2 + λ1λ
2
2)

Èç ýòèõ ôîðìóë ïîëó÷àåì:

F2 − λ1F1 + λ21H = (F2 − λ1λ2H)− λ1(F1 − (λ1 + λ2)H) = 2∆1p
2
1 +

k

2
∆1

×òî è òðåáîâàëîñü.

Ðàñïèøåì ÷àñòü óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà:

λ̇i =
∂H

∂pi
= 4

∆i

(λi − λj)(λi − λk)
pi (4.2)

Âûðàæàÿ pi èç ôîðìóëû 4.1 è ïîäñòàâëÿÿ åãî â 4.2, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå

ôîðìóëû:

λ̇i = ± 4√
2(λi − λj)(λi − λk)

√
V (λi) (4.3)

ãäå V (z) = (f2−zf1 +z2h− k
2

(a−z)(b−z)(c−z))(a−z)(b−z)(c−z), ãäå f1, f2, h
� çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ F1, F2, H ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàñò

íàì îïèñàíèå îáëàñòåé âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ.
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Óòâåðæäåíèå 4.2. Ìíîãî÷ëåí V (z) èìååò 6 âåùåñòâåííûõ êîðíåé ñ ó÷¼-

òîì êðàòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì k > 0. Äëÿ ñëó÷àÿ k < 0

äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîå. Ïåðåïèøåì V (z) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V (z) =
(k

2
z3 −

(k
2

(a+ b+ c)− h
)
z2 +

(k
2

(ab+ bc+ ca)− f1
)
z− k

2
abc+ f2

)
∆(z),

ãäå ∆(z) = (a − z)(b − z)(c − z). Ïîñêîëüêó îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ λi
� ìíîæåñòâà ñ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ, òî íà ïðîìåæóòêàõ

(−∞, c), (c, b), (b, a) äîëæíû íàéòèñü òî÷êè, â êîòîðûõ çíà÷åíèå ôóíêöèè V (z)

áîëüøå ëèáî ðàâíî íóëÿ. Çàìåòèì, ÷òî ïðè z → −∞ V (z)→ −∞ è ∆(z)→ +∞.

Ïîýòîìó íàéä¼òñÿ êîðåíü z1 ìíîãî÷ëåíà V (z) òàêîé, ÷òî z1 < c. Àíàëîãè÷íî

çàêëþ÷àåì, ÷òî íà ïðîìåæóòêå (b, c) åñòü êîðåíü z2. Òàêèì îáðàçîì, V (z) èìååò

âñå 6 êîðíåé. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïóñòü ξ1, ξ2, ξ3, a, b, c � êîðíè ìíîãî÷ëåíà V (z) ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòè. Áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî ξ1 6 ξ2 6 ξ3. Îïèøåì îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ îòäåëüíî

äëÿ ñëó÷àåâ k > 0 è k < 0. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ýëëèïñîèäà E ïàðàìåòð λ = 0.

Ñëó÷àé k > 0. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ξ1 6 c , à îñòàëüíûå ξi > 0.

Ïåðåáðàâ âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ òàáëèöó:

Òàáëèöà 1. Êëàññèôèêàöèÿ îáëàñòåé âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ïðè k > 0

1. ξ1 6 0 6 ξ2 6 c 6 ξ3 6 b 2. ξ1 6 0 6 ξ2 6 c < b 6 ξ3 6 a

3. ξ1 6 0 6 c 6 ξ2 6 ξ3 6 b 4. ξ1 6 0 6 c 6 ξ2 6 b 6 ξ3 6 a

5. 0 6 ξ1 6 ξ2 6 c 6 ξ3 6 b 6. 0 6 ξ1 6 ξ2 6 c < b 6 ξ3 6 a
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7. 0 6 ξ1 6 c 6 ξ2 6 ξ3 6 b 8. 0 6 ξ1 6 c 6 ξ2 6 b 6 ξ3 6 a

Ñëó÷àé k < 0. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ξ1 > 0. Ïåðåáðàâ âñå âîçìîæíûå

âàðèàíòû, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ òàáëèöó:

Òàáëèöà 2. Êëàññèôèêàöèÿ îáëàñòåé âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ïðè k < 0

1. 0 6 ξ1 6 c 6 ξ2 6 b 6 ξ3 6 a 2. 0 6 ξ1 6 c < b 6 ξ2 6 ξ3 6 a

3. c 6 ξ1 6 ξ2 6 b 6 ξ3 6 a 4. c 6 ξ1 6 b 6 ξ2 6 ξ3 6 a

5.0 6 ξ1 6 c 6 ξ2 6 b < a 6 ξ3 6. 0 6 ξ1 6 c < b 6 ξ2 6 a 6 ξ3

7. c 6 ξ1 6 ξ2 6 b < a 6 ξ3 8. c 6 ξ1 6 b 6 ξ2 6 a 6 ξ3
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� 5. Ïåðåõîä ê íîâûì ïåðâûì èíòåãðàëàì

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 4.2 ìíîãî÷ëåí P (z) =
(k

2
z3 −

(k
2

(a+ b+ c)− h
)
z2 +(k

2
(ab+ bc+ ca)− f1

)
z − k

2
abc+ f2

)
èìååò òðè âåùåñòâåííûõ êîðíÿ ξ1 6 ξ2 6

ξ3. Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà P (z) çàâèñÿò òîëüêî îò çíà÷åíèé

èíòåãðàëîâ H,F1, F2, òî ξ1, ξ2, ξ3 � ïåðâûå èíòåãðàëû ðàññìàòðèâàåìîé íàìè

çàäà÷è. Îïèøåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýòèõ èíòåãðàëîâ.

Óòâåðæäåíèå 5.1. Ôóíêöèè ξ1, ξ2, ξ3 � ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûå ïî-

ïàðíî êîììóòèðóþùèå ïåðâûå èíòåãðàëû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Âèåòà äëÿ ìíîãî÷ëåíà P (z) ïîëó÷àåì:
(a+ b+ c)− 2H

k
= ξ1 + ξ2 + ξ3

(ab+ bc+ ca)− 2F1

k
= ξ1ξ2 + ξ2ξ3 + ξ1ξ3

abc− 2F2

k
= ξ1ξ2ξ3

(5.1)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè G1 = (a + b + c) − 2H

k
, G2 = (ab + bc + ca) − 2F2

k
,

G3 = abc − 2F1

k
. Ïîñêîëüêó G1, G2, G3 ïîëó÷åíû íåâûðîæäåííîé ëèíåéíîé

çàìåíîé èç ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ ïîïàðíî êîììóòèðóþùèõ ïåðâûõ èí-

òåãðàëîâ H,F1, F2, òî G1, G2, G3 � ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûå ïîïàðíî êîì-

ìóòèðóþùèå ïåðâûå èíòåãðàëû. Èç ñîîòíîøåíèé 5.1 ïîëó÷àåì:
G1 = ξ1 + ξ2 + ξ3

G2 = ξ1ξ2 + ξ2ξ3 + ξ1ξ3

G3 = ξ1ξ2ξ3

(5.2)

Åñëè áû ξ1, ξ2, ξ3 áûëè ôóíêöèîíàëüíî çàâèñèìûìè, òî â òàêîì ñëó÷àåG1, G2,

G3 áûëè áû ôóíêöèîíàëüíî çàâèñèìûìè (òàê êàêG1, G2, G3 çàâèñÿò îò ξ1, ξ2, ξ3).

À ïîñêîëüêó G1, G2, G3 ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû, òî è ξ1, ξ2, ξ3 ôóíêöèî-

íàëüíî íåçàâèñèìû. Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ïîïàðíîé êîììóòàòèâíîñòüþG1, G2,

G3 è âûïèøåì ñîîòíîøåíèÿ íà ñêîáêè Ïóàññîíà ôóíêöèé ξ1, ξ2, ξ3:

0 = {G1, G2} = {ξ1 + ξ2 + ξ3, ξ1ξ2 + ξ2ξ3 + ξ1ξ3} =

= (ξ1 − ξ2){ξ1, ξ2}+ (ξ2 − ξ3){ξ2, ξ3}+ (ξ3 − ξ1){ξ3, ξ1}

0 = {G1, G3} = {ξ1 + ξ2 + ξ3, ξ1ξ2 + ξ2ξ3 + ξ1ξ3} =

= ξ3(ξ1 − ξ2){ξ1, ξ2}+ ξ1(ξ2 − ξ3){ξ2, ξ3}+ ξ2(ξ3 − ξ1){ξ3, ξ1}

0 = {G2, G3} = {ξ1 + ξ2 + ξ3, ξ1ξ2 + ξ2ξ3 + ξ1ξ3} =

= ξ23(ξ1 − ξ2){ξ1, ξ2}+ ξ21(ξ2 − ξ3){ξ2, ξ3}+ ξ22(ξ3 − ξ1){ξ3, ξ1}

Ïåðåïèøåì ïîëó÷åííûå íàìè ôîðìóëû â ìàòðè÷íîì âèäå:
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 (ξ1 − ξ2) (ξ2 − ξ3) (ξ3 − ξ1)

(ξ1 − ξ2)ξ3 (ξ2 − ξ3)ξ1 (ξ3 − ξ1)ξ2
(ξ1 − ξ2)ξ23 (ξ2 − ξ3)ξ21 (ξ3 − ξ1)ξ22

{ξ1, ξ2}{ξ2, ξ3}
{ξ3, ξ1}

 =

0

0

0

 (5.3)

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî òàê êàê ïî÷òè âñþäó ξ1 < ξ2 < ξ3, òî îïðåäåëèòåëü

ìàòðèöû ñèñòåìû 5.3 îòëè÷åí îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî÷òè âñåãäà ìàòðè-

öà ñèñòåìû îáðàòèìà, òî åñòü {ξi, ξj} ≡ 0,∀i, j. Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå

äîêàçàíî.

� 6. Îïèñàíèå òîïîëîãèè ñëîåíèÿ

Ëèóâèëëÿ. Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ìîìåíòà F : M6 → (ξ1, ξ2, ξ3). Â ýòîì ïóíêòå ìû

îïèøåì òîïîëîãèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ äëÿ ñëó÷àåâ k > 0 è

k < 0, à òàêæå ïîñòðîèì áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû.

6.1. Ñëó÷àé k > 0. Ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè îáëàñòåé âîçìîæíîãî äâèæå-

íèÿ (ñì. òàáëèöó 1) ïàðàìåòð ξ1 èçìåíÿåòñÿ íà èíòåðâàëå (−∞, c], ïàðàìåòð ξ2
èçìåíÿåòñÿ íà èíòåðâàëå [0, b], ïàðàìåòð ξ3 èçìåíÿåòñÿ íà èíòåðâàëå [c, a], ïðè

ýòîì ξ1 < ξ2 < ξ3. Çàìåòèì, ÷òî åñëè êàêîé-òî èç ýòèõ ïàðàìåòðîâ ïåðåéä¼ò

÷åðåç òî÷êè a,b èëè c òî âèä îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ èçìåíèòñÿ. Ñëå-

äîâàòåëüíî, â ñîñòàâ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû âîéäóò ïëîñêîñòè ξ1 = ξ2,

ξ2 = ξ3, ξ1 = c, ξ2 = 0, ξ2 = c, ξ2 = c, ξ3 = c, ξ3 = b, ξ3 = a c îãðàíè÷åíèÿìè íà

îáëàñòè âîçìîæíîãî èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ. Òàêèì îáðàçîì, áèôóðêàöèîííàÿ

äèàãðàììà â ýòîì ñëó÷àå èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Ðèñ. 1. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà F : M6 →
(ξ1, ξ2, ξ3) â ñëó÷àå k > 0

Çàìåòèì, ÷òî ïëîñêîñòü ξ1 = 0 íå âõîäèò â ñîñòàâ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàì-
ìû, ïîñêîëüêó ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç íå¼ èçìåíÿåòñÿ ïàðàìåòð ýëëèïñîèäà,
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îãðàíè÷èâàþùåãî îáëàñòü, à òîïîëîãèÿ ñëîÿ ïðè ýòîì ìåíÿòüñÿ íå áóäåò. Ïî-

ýòîìó áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà â ñëó÷àå k > 0 ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ êàìåð.

Êàìåðû, îáðàçîâàííûå òî÷êàìè ñ îáëàñòÿìè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ âèäà 1 è 5,

2 è 6, 3 è 7, 4 è 8 (ñì. òàáëèöó 1), îáîçíà÷èì ÷åðåç I, II, III, IV ñîîòâåòñòâåííî.

Òåïåðü îïèøåì òîïîëîãèþ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ. Ðàññìîòðèì ñëîé Ëèóâèëëÿ

òî÷êè êàìåðû I. Îñíàñòèì êàæäóþ òî÷êó îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ñîîò-

âåòñòâóþùèìè êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè. Â êàæäîé âíóòðåííåé òî÷êå îáëàñòè,

íå ëåæàùåé íè â êàêîé èç ïëîñêîñòåé Oxy, Oxz, Oyz, âîçíèêàåò ïî 8 âåêòîðîâ

íàïðàâëåíèé (ýòî ñëåäóåò èç ôîðìóëû 4.3). Åñëè âíóòðåííÿÿ òî÷êà îáëàñòè

ëåæèò â ïëîñêîñòè Oxy, òî, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû ïåðåõîäà îò ýëëèïòè÷åñêèõ

êîîðäèíàò ê äåêàðòîâûì 2.2, à òàêæå ôîðìóëû 4.3, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â íåé

òàêæå âîçíèêàåò ðîâíî 8 êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ. Àíàëîãè÷íûìè âû÷èñëåíè-

ÿìè ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäîé âíóòðåííåé òî÷êå îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ

ñîîòâåòñòâóåò 8 êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ. Íà ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïî çàêîíó

îòðàæåíèÿ âîçíèêàåò ïî 4 êàñàòåëüíûõ âåêòîðà, à íà ãðàíè÷íûõ êðèâûõ � ïî 2.

Ðàññëîèì îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ êîíôîêàëüíûìè äâóïîëîñòíûìè ãè-

ïåðáîëîèäàìè. Ðàññìîòðèì ñëîé ýòîãî ðàññëîåíèÿ, ëåæàùèé â ïîëóïëîñêîñòè

Oyz, y > 0, è îãðàíè÷èì íà íåãî ðàññìàòðèâåìûé ñëîé ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ. Ýòî

îãðàíè÷åíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ òîðîâ T2. Îäèí

èç íèõ, ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðàì, èìåþùèì ïîëîæèòåëüíóþ êîîðäèíàòó x, äðó-

ãîé � îòðèöàòåëüíóþ. Ðàññìîòðèì ñëîé ðàññëîåíèÿ ñ âåêòîðàìè, èìåþùèìè

ïîëîæèòåëüíóþ êîîðäèíàòó x. Ñäåëàåì ïîëíûé îáõîä, äâèãàÿñü ïî âñåì ñëîÿì

ðàññëîåíèÿ. Ïîñëå ïîëíîãî îáõîäà âñå âåêòîðà âåðíóòñÿ â èñõîäíîå ïîëîæå-

íèå. Ïðè ýòîì âî âðåìÿ äâèæåíèÿ íà êàæäîì ñëîå ðàññëîåíèÿ ìû ïîëó÷àåì

îäèí äâóìåðíûé òîð. Òàêèì îáðàçîì, ïðîîáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà òî÷-

êè ðàññìàòðèâàåìîé êàìåðû áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ òîðîâ T3.

Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîîáðàç îòîáðàæåíèÿ

ìîìåíòà òî÷êè êàìåðû II � äâà òîðà T3, ïðîîáðàç òî÷êè êàìåðû III � äâà

òîðà T3, à ïðîîáðàç òî÷êè êàìåðû IV � îäèí òîð T3.

Ïóñòü òî÷êà P ñ êîîðäèíàòàìè (ξ01 , ξ
0
2 , ξ

0
3) ëåæèò âíóòðè íåêîòîðîé êàìå-

ðû áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû. Â òàêîì ñëó÷àå íàéä¼òñÿ ε > 0 òàêîå, ÷òî

Uε(P ) = [ξ01 − ε, ξ01 + ε] × [ξ02 − ε, ξ02 + ε] × [ξ03 − ε, ξ03 + ε] áóäåò öåëèêîì ëåæàòü

âíóòðè êàìåðû áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîîá-

ðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà ýòîé îêðåñòíîñòè ãîìåîìîðôåí U(P ) × T3. Òàêèì

îáðàçîì, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è âûïîëíåíà òåîðåìà Ëèóâèëëÿ.

Òåïåðü îïèøåì òîïîëîãèþ ñëî¼â Ëèóâèëëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåíêàì áè-

ôóðêàöèîííîé äèàãðàììû. Ðàññìîòðèì òî÷êó ñòåíêè ìåæäó êàìåðàìè I è

III, òî åñòü òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (ξ1, c, ξ3) òàêóþ, ÷òî ξ1 < c < ξ3 < b.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðîîáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà ýòîé òî÷êè ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé íåñÿâçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ ïðîèçâåäåíèé êðèòè÷åñêîãî ñëîÿ 3-àòîìà A∗

è îêðóæíîñòè. Îñíàñòèì îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè

êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè. Êàæäîé âíóòðåííåé òî÷êå, íå ëåæàùåé â ïëîñêîñòè

Oxy, ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî 8 êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ (ýòî ìîæíî ïîëó÷èòü èç ôîð-

ìóë 2.2 è 4.3). Òàêæå íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè

âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ, ëåæàùèõ â ïëîñêîñòè Oxy è íå ëåæàùèõ íà ýëëèïñå
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F1 = {(x, y, 0)| x
2

a− c
+

y2

b− c
= 1}, âîçíèêàþò ïî 4 âåêòîðà íàïðàâëåíèé, êîòî-

ðûå ïàðàëëåëüíû ïëîñêîñòè Oxy. Ñ òî÷êàìè íà ýëëèïñå F1 âñ¼ îáñòîèò ãîðàçäî

òðóäíåå. Ïåðâàÿ è âòîðàÿ ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû ýòèõ òî÷åê ðàâíû ìåæ-

äó ñîáîé. Ïîýòîìó, ÷òîáû ïîëó÷èòü ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ âåêòîðîâ â òî÷êå,

ìû äîëæíû âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè 2.2 è 4.3 è îñóùåñòâèòü ïðåäåëüíûé

ïåðåõîä ïðè λ1 → c − 0 è λ2 → c + 0. Íî ïðåäåë áåð¼òñÿ ïî äâóì ïàðàìåòðàì,

ïîýòîìó îí çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ ñêîðîñòåé, ñ êîòîðûìè ïàðàìåòðû λ1,2 áóäóò

ñòðåìèòüñÿ ê c. Ââåä¼ì äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð ϕ ∈ [0; π2 ] è ðàññìîòðèì ïðå-

äåë êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ïðè λ1 = c− t sinϕ, λ2 = c+ t cosϕ, t→ 0. Ïîëó÷àåì

êàñàòåëüíûå âåêòîðà ñî ñëåäóþùèìè äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè:

ẋ =
1

2(c− λ3)

√
(a− λ3)P (c)

(a− b)(a− c)

(
± sinϕ− cosϕ

sinϕ+ cosϕ

)
∓ 1

2(λ3 − c)

√
(a− c)P (λ3)

(a− b)(a− λ3)

ẏ =
1

2(c− λ3)

√
(λ3 − b)P (c)

(a− b)(b− c)

(
± sinϕ− cosϕ

sinϕ+ cosϕ

)
± 1

2(λ3 − c)

√
(b− c)P (λ3)

(a− b)(λ3 − b)

ż =

√
P (c)

(a− b)(b− c)(λ3 − c)

(
±
√

sinϕ cosϕ

sinϕ+ cosϕ

)
, P (λ) =

k

2
∆(λ)(λ− ξ3)

Òî åñòü ẋ = ±A1(λ3)f(sinϕ, cosϕ)±B1(λ3), ẏ = ±A2(λ3)f(sinϕ, cosϕ)±B2(λ3),

ż = ±A3(λ3)g(sinϕ, cosϕ), ãäå çíàêè ïåðåä âñåìè Ai è çíàêè ïåðåä âñåìè Bi
îäèíàêîâû.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â êàæäîé òî÷êå ýëëèïñà F1 ýòè âåêòîðû çàïîëíÿþò

äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè. Íà ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòÿõ îáëàñòè çà

èñêëþ÷åíèåì ïëîñêîñòè Oxy èìååì ïî 4 âåêòîðà íàïðàâëåíèé. À íà ïåðåñå-

÷åíèè ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè ñ ïëîñêîñòüþ Oxy ïîëó÷àåì 2 âåêòîðà íàïðàâ-

ëåíèé. Íà ãðàíè÷íûõ êðèâûõ (îïÿòü çà èñêëþ÷åíèåì ïëîñêîñòè Oxy) � ïî 2

âåêòîðà ñêîðîñòè, à â îñòàâøèõñÿ òî÷êàõ ïî îäíîìó. Ðàññëîèì îáëàñòü âîçìîæ-

íîãî äâèæåíèÿ íà êîíôîêàëüíûå äâóïîëîñòíûå ãèïåðáîëîèäû. Êàê è ðàíüøå,

ðàññìîòðèì ñëîé ëåæàùèé â ïîëóïëîñêîñòè Oyz, y > 0 è ñîîòâåòñòâóþùèå âåê-

òîðû ñëîÿ Ëèóâèëëÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé êîîðäèíàòîé x. Ïîëó÷åííûé êîìïëåêñ

ãîìåîìîðôåí êðèòè÷åñêîìó ñëîþ 3-àòîìà A∗ (äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ïðî-

âîäèòñÿ òàêæå êàê äëÿ ïëîñêîãî áèëëèàðäà, ñì.[6]). Ñîâåðøèâ ïîëíûé îáîðîò

ïî âñåì ñëîÿì ðàññëîåíèÿ îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ, êàñàòåëüíûå âåêòîðû

âåðíóòñÿ íà ñâîè ìåñòà. Òàêèì îáðàçîì, ïðîîáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà òî÷-

êè ñòåíêè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû ìåæäó êàìåðàìè I è III ãîìåîìîðôåí

äâóì ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèÿì êðèòè÷åñêîãî ñëîÿ 3-àòîìà A∗ íà îêðóæíîñòü.

Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîîáðàç òî÷êè ñòåí-

êè áèôóðêàöîííîé äèàãðàììû ìåæäó êàìåðàìè I è II ãîìåîìîðôåí ïðÿìîìó

ïðîèçâåäåíèþ êðèòè÷åñêîãî ñëîÿ 3-àòîìà C2 è îêðóæíîñòè, à ïðîîáðàçû òî÷åê

ñòåíîê ìåæäó êàìåðàìè II è IV , III è IV ãîìåîìîðôíû ïðÿìîìó ïðîèçâåäå-

íèþ êðèòè÷åñêîãî ñëîÿ 3-àòîìà è îêðóæíîñòè.
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Òåïåðü îïèøåì ïðîîáðàç ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ñòåíêè áèôóðêàöèîííîé

äèàãðàììû. Ïóñòü òî÷êà P èìååò êîîðäèíàòû (ξ01 , c, ξ
0
3), ãäå ξ1 < c < ξ3 < b,

òî åñòü îíà ëåæèò íà ñòåíêå áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû ìåæäó êàìåðàìè I è

III. Â òàêîì ñëó÷àå íàéä¼òñÿ ε > 0, ÷òî îêðåñòíîñòü Uε(P ) = [ξ01 − ε, ξ01 + ε]×
[c − ε, c + ε] × [ξ03 − ε, ξ03 + ε] íå ñîäåðæèò äðóãèõ ñòåíîê äèàãðàììû. Çàìåòèì

÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè P ′ ∈ Uε(P ) c êîîðäèíàòàìè (ξ11 , c, ξ
1
3), ïðîîáðàç îòðåçêà

(ξ11 , c + t, ξ13),t ∈ [−ε, ε] ãîìåîìîðôåí äâóì ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèÿì 3-àòîìà A∗

è îêðóæíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìû ìîæåì ðàññëîèòü

îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ íà êîíôîêàëüíûå äâóïîëîñòíûå ãèïåðáîëîèäû,

è íà êàæäîì òàêîì ñëî¼ áóäåò ðàñïîëîæåíî â òî÷íîñòè ïî äâà 3-àòîìà A∗.

Ïîñêîëüêó ïðè íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè ξ11 è ξ
1
3 ìû ïîëó÷àåì ïî äâà 3-àòîìà A∗,

êîòîðûå èçìåíÿþòñÿ íåïðåðûâíî, òî ïðîîáðàç îêðåñòíîñòè Uε(P ) ãîìåìîðôåí

äâóì ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèÿì A∗ × S1 × D2, ãäå D2 � çàìêíóòûé äâóìåðíûé

äèñê. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ äðóãèõ âíóòðåííèõ ñòåíîê

áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû.

Ïóñòü òåïåðü òî÷êà P íàõîäèòñÿ íà ïåðåñå÷åíèè äâóõ âíóòðåííèõ ñòåíîê áè-

ôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, òî åñòü å¼ êîîðäèíàòû ðàâíû (ξ1, c, b). Â òàêîì ñëó-

÷àå îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ øàðà � ýëëèïñîèä. Âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ

ýëëèïñîèäà, íå ëåæàùèõ â ïëîñêîñòÿõ Oxy è Oxz, âîçíèêàåò ïî 8 âåêòîðîâ íà-

ïðàâëåíèé. Âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ýëëèïñîèäà, ëåæàùèõ â ïëîñêîñòÿõ Oxy èëè

Oxz, íî íå ëåæàùèõ íà ýëëèïñå F1, ãèïåðáîëå F2 = {(x, 0, z)| x
2

a− b
− z2

b− c
= 1}

è íà îñè Ox, âîçíèêàåò 4 âåêòîðà íàïðàâëåíèé. Íà ýëëèïñå F1 â êàæäîé òî÷êå

èìååì ïî 2 îêðóæíîñòè íàïðàâëåíèé, êîòîðûå ñêëåèâàþòñÿ â îäíó â òî÷êàõ

íà îñè Ox. Íà ãèïåðáîëå F2 â êàæäîé òî÷êå òàêæå èìååì ïî 2 îêðóæíîñòè

íàïðàâëåíèé, êîòîðûå ñêëåèâàþòñÿ â îäíó â òî÷êàõ, ëåæàùèõ íà îñè Ox. Íà

îñè Ox âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê êðèâûõ F1 è F2

èìååì ïî 2 âåêòîðà íàïðàâëåíèé. Íà ãðàíèöå ïîëó÷àåì ñõîæóþ êàðòèíó. Íåîá-

õîäèìî îòìåòèòü, ÷òî òàêîå æå ðàñïîëîæåíèå âåêòîðîâ ïî îáëàñòè âîçìîæíîãî

äâèæåíèÿ ìû ïîëó÷àåì â áèëëèàðäå áåç ïîòåíöèàëà âíóòðè ýëëèïñîèäà. Ïî-

ýòîìó ïðèìåíÿÿ ðàññóæäåíèå òîé çàäà÷è, ïîëó÷èì, ÷òî ïðîîáðàç òî÷êè P ãî-

ìåîìîðôåí ïðÿììó ïðîèçâåäåíèþ S1 ×K2, ãäå K2 � ïðîèçâåäåíèå âîñüì¼ðêè

íà êðèòè÷åñêèé ñëîé 2-àòîìà C2, ôàêòîðèçîâàííîå ïî äåéñòâèþ ãðóïïû Z2.

Ïðîîáðàçû âíåøíèõ ñòåíîê áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû îïèñûâàþòñÿ ëåã÷å

è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäíîìåðíûå è äâóìåðíûå êîìïëåêñû.

6.2. Ñëó÷àé k < 0. Â ñëó÷àå îòòàëêèâàþùåãî ïîòåíöèàëà âîçíèêàåò áîëü-

øåå ÷èñëî êàìåð áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû. Ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè îáëà-

ñòåé âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ (ñì. òàáëèöó 2) â ñîñòàâ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàì-

ìû âîéäóò ïëîñêîñòè ξ1 = ξ2, ξ2 = ξ3, ξ1 = 0, ξ1 = c, ξ1 = b, ξ2 = b, ξ2 = c,

ξ2 = a, ξ3 = b, ξ2 = a. Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷¼òîì îãðàíè÷åíèé íà èçìåíåíèå

ïàðàìåòðîâ ïîëó÷àåì áèôóðàöèîííóþ äèàãðàììó, èçîáðàæ¼ííóþ íà ðèñóíêå

2.

×èñëî êàìåð áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû ðàâíî ÷èñëó âîçìîæíûõ îáëàñòåé

äâèæåíèÿ èç òàáëèöû 2, ïîýòîìó êàìåðû áóäåì íóìåðîâàòü èõ òèïîì îáëàñòè

âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ. Îïèøåì ïðîîáðàçû òî÷åê îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà. Èñ-

ïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ k > 0, íåòðóäíîãî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîîáðàç
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Ðèñ. 2. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà F : M6 →
(ξ1, ξ2, ξ3) â ñëó÷àå k < 0

òî÷êè 1-îé, 3-åé, 4-îé, 5-îé, 6-îé, 7-îé êàìåð ãîìåîìîðôåí íåñâÿçíîìó îáúåäè-

íåíèþ äâóõ òîðîâ T3, ïðîîáðàç òî÷êè 2-îé êàìåðû äèàãðàììû ãîìåîìîðôåí

íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ ÷åòûð¼õ òîðîâ T3, ïðîîáðàç òî÷êè 1-îé êàìåðû ãî-

ìåîìîðôåí òîðó T3. Ïðè ýòîì, ïðîîáðàç ìàëîé øàðîâîé îêðåñòíîñòè òî÷êè

ëþáîé êàìåðû ãîìåîìîðôåí ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ýòîé îêðåñòíîñòè íà ïðî-

îáðàç ýòîé òî÷êè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñëó÷àÿ k < 0 òàê æå âåðíà òåîðåìà

Ëèóâèëëÿ.

Òåïåðü îïèøåì ïðîîáðàçû ìàëûõ îêðåñòíîñòåé òî÷åê âíóòðåííèõ ñòåíîê áè-

ôóðêàöèîííîé äèàãðàììû. Ïðèìåíÿÿ ðàññóæäåíèÿ ñëó÷àÿ k > 0, ïîëó÷àåì,

÷òî ïðîîáðàç ìàëîé êóáè÷åñêîé îêðåñòíîñòè òî÷êè âíóòðåííåé ñòåíêè äèàãðàì-

ìû ìåæäó:

• 1-îé è 5-îé êàìåðîé ãîìåîìîðôåí ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ 3-àòîìà C2,

äâóìåðíîãî äèñêà D2 è îêðóæíîñòè, òî åñòü C2 ×D2 × S1.

• 2-îé è 6-îé êàìåðîé ãîìåîìîðôåí íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ äâóõ ïðÿìûõ

ïðîèçâåäåíèé 3-àòîìà B, äâóìåðíîãî äèñêàD2 è îêðóæíîñòè, òî åñòü äâà

B ×D2 × S1.

• 3-åé è 7-îé êàìåðîé ãîìåîìîðôåí ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ 3-àòîìà C2,

äâóìåðíîãî äèñêà D2 è îêðóæíîñòè, òî åñòü C2 ×D2 × S1.

• 4-îé è 8-îé êàìåðîé ãîìåîìîðôåí ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ 3-àòîìà B, äâó-

ìåðíîãî äèñêà D2 è îêðóæíîñòè, òî åñòü B ×D2 × S1.

• 1-îé è 2-îé êàìåðîé ãîìåîìîðôåí íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ äâóõ ïðÿìûõ

ïðîèçâåäåíèé 3-àòîìà B, äâóìåðíîãî äèñêàD2 è îêðóæíîñòè, òî åñòü äâà

B ×D2 × S1.

• 1-îé è 3-eé êàìåðîé ãîìåîìîðôåí íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ äâóõ ïðÿìûõ

ïðîèçâåäåíèé 3-àòîìà A∗, äâóìåðíîãî äèñêà D2 è îêðóæíîñòè, òî åñòü

äâà A∗ ×D2 × S1.
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• 2-îé è 4-îé êàìåðîé ãîìåîìîðôåí íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ äâóõ ïðÿìûõ

ïðîèçâåäåíèé 3-àòîìà B, äâóìåðíîãî äèñêàD2 è îêðóæíîñòè, òî åñòü äâà

B ×D2 × S1.

• 3-åé è 4-îé êàìåðîé ãîìåîìîðôåí íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ äâóõ ïðÿìûõ

ïðîèçâåäåíèé 3-àòîìà A∗, äâóìåðíîãî äèñêà D2 è îêðóæíîñòè, òî åñòü

äâà A∗ ×D2 × S1.

• 5-îé è 6-îé êàìåðîé ãîìåîìîðôåí ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ 3-àòîìà C2,

äâóìåðíîãî äèñêà D2 è îêðóæíîñòè, òî åñòü C2 ×D2 × S1.

• 5-îé è 7-îé êàìåðîé ãîìåîìîðôåí íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ äâóõ ïðÿìûõ

ïðîèçâåäåíèé 3-àòîìà A∗, äâóìåðíîãî äèñêà D2 è îêðóæíîñòè, òî åñòü

äâà A∗ ×D2 × S1.

• 6-îé è 8-îé êàìåðîé ãîìåîìîðôåí ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ 3-àòîìà B, äâó-

ìåðíîãî äèñêà D2 è îêðóæíîñòè, òî åñòü B ×D2 × S1.

• 7-îé è 8-îé êàìåðîé ãîìåîìîðôåí ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ 3-àòîìà B, äâó-

ìåðíîãî äèñêà D2 è îêðóæíîñòè, òî åñòü B ×D2 × S1.

Òåïåðü îïèøåì ñëîè Ëèóâèëëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåñå÷åíèþ äâóõ ñòåíîê

áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû. Äëÿ òî÷åê (c, b, ξ1), ãäå ξ1 > a ìû ïîëó÷àåì, êàê

è â ñëó÷àå k > 0, ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå S1 ×K2, ãäå K2 � ïðÿìîå ïðîèçâåäå-

íèå âîñüì¼ðêè íà êðèòè÷åñêèé ñëîé 2-àòîìà C2, ôàêòîðèçîâàííîå ïî äåéñòâèå

ãðóïïû Z2.

Ðàññìîòðèì òåïåðü òî÷êó P ñ êîîðäèíàòàìè (c, b, ξ03), ãäå ξ03 < a. Îáëàñòü

âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ � äâå ÷àøå÷êè âíóòðè ýëëèïñîèäà, îòñåêàåìûå êîíôî-

êàëüíûì äâóïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì. Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðà

íàïðàâëåíèé áóäóò ðàñïîëîæåíû òàê æå, êàê â áèëëèàðäå áåç ïîòåíöèàëà â

òàêîé ÷àøå÷êå â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå. Èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ äëÿ áèëëèàðäà

áåç ïîòåíöèàëà, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîîáðàç òî÷êè P � íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ

ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé âîñüì¼ðêè, êðèòè÷åñêîãî ñëîÿ 2-àòîìà C2 è îêðóæíîñòè,

ôàêòîðèçîâàííîå ïî äåéñòâèå ãðóïïû Z2 × Z2.

Ïðîîáðàç òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (c, ξ2, a) ïðè ξ2 < b ãîìåîìîðôåí ïðÿìîìó

ïðîèçâåäåíèþ êðèòè÷åñêîãî ñëîÿ 3-àòîìà A∗ è âîñüì¼ðêè. Ïðîîáðàç òî÷êè ñ

êîîðäèíàòàìè (c, ξ2, a) ïðè ξ2 > b ãîìåîìîðôåí ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ êðèòè-

÷åñêîãî ñëîÿ 3-àòîìà B è âîñüì¼ðêè. Ïðîîáðàç òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (ξ1, b, a)

ïðè ξ1 < c ãîìåîìîðôåí ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ îêðóæíîñòè íà êðèòè÷åñêèé

ñëîé 2-àòîìà C2, ñêëååíûé ïî äâóì òðàíñâåðñàëüíûì ñå÷åíèÿì ïðîòèâîïîëîæ-

íûì îáðàçîì (òî åñòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå S1 × K2, ãäå K2 � ïðÿìîå ïðî-

èçâåäåíèå êðèòè÷åñêèõ ñëîåâ äâóõ àòîìîâ C2, ôàêòîðèçîâàííîå ïî äåéñòâèþ

ãðóïïû Z2). Ïðîîáðàç òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (ξ1, b, a) ïðè ξ1 > c ãîìåîìîðôåí

ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ îêðóæíîñòè íà äâà êðòè÷åñêèõ ñëîÿ 3-àòîìà A∗, ñêëå-

åííûõ ïî òðàíñâåðñàëüíîìó ñå÷åíèþ (òî åñòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå S1 × K2,

ãäå K2 � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êðèòè÷åñêîãî ñëîÿ 2-àòîìà C2 è âîñüì¼ðêè,

ôàêòîðèçîâàííîå ïî äåéñòâèþ ãðóïïû Z2).

Òåïåðü îïèøåì ïðîîáðàç òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (c, b, a). Ïðîîáðàç ýòîé òî÷-

êè îòëè÷àåòñÿ îò ïðîîáðàçà òî÷êè (c, b, ξ3), ïðè ξ3 > a, òåì, ÷òî â ïëîñêîñòè

Oyz ïðîèñõîäèò ñêëåéêà âåêòîðîâ (âåêòîð ñêëåèâàåòñÿ ñî ñâîèì îòðàæåíèåì

îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè Oyz). Ýòî âñ¼ ðàâíî, ÷òî â çàäà÷å áåç ïîòåíöèàëà â
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êðèòè÷åñêîé òî÷êå (àíàëîã òî÷êè êîðàíãà 2) ïðîèñõîäèò àíàëîãè÷íàÿ ñêëåé-

êà. Îäíàêî òàêàÿ ñêëåéêà ïîðîæäàåò íà S1 × K2 ñêëåéêó äâóõ êîìïëåêñîâ

K2, ãäå K2 � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå âîñüì¼ðêè è êðèòè÷åñêîãî ñëîÿ 2-àòîìà C2,

ôàêòîðèçîâàííîå ïî äåéñòâèþ ãðóïïû Z2. Ïðè÷¼ì òàêàÿ ñêëåéêà ïðîèñõîäèò

ïðîòèâîïîëîæíûì îáðàçîì. Òàêèì îáðàçîì, ïðîîáðàç òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè

(c, b, a) ãîìåîìîðôåí ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ K2 è êðèòè÷åñêîãî ñëîÿ 2-àòîìà

C2, ôàêòîðèçîâàííîìó ïî äåéñòâèþ ãðóïïû Z2, òî åñòü ïðÿìîìó ïðîèçâåäå-

íèþ âîñüì¼ðêè è äâóõ êðèòè÷åñêèõ ñëî¼â 2-àòîìà C2, ôàêòîðèçîâàííîìó ïî

äåéñòâèþ ãðóïïû Z2 × Z2.

Ïðîîáðàçû âíåøíèõ ñòåíîê áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, êàê è â ñëó÷àå k >

0, ÿâëÿþòñÿ îäíîìåðíûìè è äâóìåðíûìè êîìïëåêñàìè.

� 7. Òîïîëîãèÿ èçîýíåðãåòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ

Ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàññìàòðèâàåìîé íàìè çàäà÷è çàâèñèò òîëü-

êî îò äëèíû âåêòîðà êîîðäèíàò è äëèíû âåêòîðà ñêîðîñòè. Ïîýòîìó â êàæäîé

òî÷êå îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì óðîâíå ýíåðãèè âîç-

íèêàåò ëèáî ñôåðà íàïðàâëåíèé, ëèáî òî÷êà.

Ïóñòü çàôèêñèðîâàí óðîâåíü ýíåðãèè h. Â òàêîì ñëó÷àå íà ôàçîâîì ìíî-

ãîîáðàçèè âîçíèêàåò ìíîæåñòâî, çàäàâàåìîå ñîîòíîøåíèåì ‖v‖2 +
k

2
‖r‖2 = h,

ãäå r = (x, y, z), à v = (ẋ, ẏ, ż). Èç íåãî ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà

îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ:

• Åñëè k > 0, òî ‖r‖2 6
2

k
h, ïðè ýòîì h > 0;

• Åñëè k < 0, òî a > ‖r‖2 > max{0, 2h

k
}. Â ÷àñòíîñòè h >

ka

2
.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå k > 0 îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ � ÷àñòü íåêî-

òîðîãî øàðà ñ öåíòðîì â íóëå, îãðàíè÷åííàÿ ýëëèïñîèäîì. Ïðè k < 0 îáëàñòü

âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ � ýòî ëèáî âñÿ âíóòðåííîñòü ýëëèïñîèäà, ëèáî âíóòðåí-

íîñòü ýëëèïñîèäà áåç íåêîòîðîãî øàðà ñ öåíòðîì â íóëå.

Òåïåðü ïîñìîòðèì âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ýëëèïñîèäà
x2

a
+
y2

b
+
z2

c
= 1

è ñôåðû ‖r‖ = R. Ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àè êàñàíèÿ ýëëèïñîèäà

è ñôåðû. Â òàêîì ñëó÷àå âîçìîæíû ñëåäóþùèå 4 âàðèàíòà ðàñïîëîæåíèÿ,

ïîêàçàííûå íà ðèñóíêå 3.

Òåïåðü îòäåëüíî ðàññìîòðèì ñëó÷àè k > 0 è k < 0 è íàéä¼ì êëàññ ãîìåî-

ìîðôíîñòè èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé.

Ñëó÷àé k > 0. Â ýòîì ñëó÷àå îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ, êàê óæå áûëî

ñêàçàíî, ëåæèò âíóòðè íåêîòîðîãî øàðà ñ öåíòðîì â íóëå. Ýòîò øàð ðàñïîëî-

æåí êàê íà ðèñóíêå 3a, åñëè 0 < h <
kc

2
. Ïðè ýòîì èçîýíåðãåòè÷åñêîå ìíîãî-

îáðàçèå, î÷åâèäíî, ãîìåîìîðôíî ñôåðå S5, ïîñêîëüêó îíî çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì

‖v‖2 +
k

2
‖r‖2 = h, à ñîîòâåòñòâóþùèé øàð ëåæèò âíóòðè ýëëèïñîèäà (òî åñòü

ñêëååê íå ïðîèñõîäèò).

Åñëè æå
kc

2
< h <

kb

2
, òî øàð ðàñïîëîæåí êàê íà ðèñóíêå 3b. Â ýòîì ñëó-

÷àå ìîæíî íåìíîãî ìîäèôèöèðîâàòü äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ î òîì, ÷òî
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Ðèñ. 3. Âàðèàíòû âîçìîæíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ýëëèïñîèäà
x2

a
+
y2

b
+

z2

c
= 1 è ñôåðû ‖r‖ = R. a) R < c; b)c < R < b; c) b < R < a; d) R > a

èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü áèëëèàðäà âíóòðè ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè, äèô-

ôåîìîðôíîé ñôåðå S2, ãîìåîìîðôíà ñôåðå S5. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì

ñôåðó ìåíüøåãî ðàäèóñà. Îíà ðàçîáú¼ò îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ íà äâå

êîìïîíåíòû, îäíà èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíà øàðó, äðóãàÿ � ïîëíîòîðèþ. Îãðà-

íè÷åíèå èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè íà ÷àñòü îáëàñòè, ãîìåîìîðôíîé øàðó,

î÷åâèäíî, ãîìåîìîðôíî S2×D3, ãäå D3 � çàìêíóòûé òð¼õìåðíûé äèñê. Îãðà-

íè÷åíèå èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè íà äðóãóþ ÷àñòü îáëàñòè òàêæå ãîìåî-

ìîðôíî S2×D3. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ëó÷, èñõîäÿùèé èç öåíòðà ñôåðû

â íàïðàâëåíèè åäèíè÷íîãî âåêòîðà e. Ðàññìîòðèì ÷àñòü ýòîãî ëó÷à, ïîïàâøóþ

â ðàññìàòðèâàèìóþ ÷àñòü îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ. Îíà ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé îòðåçîê, îäèí êîíåö êîòîðîãî ëåæèò íà ãðàíèöå îáëàñòè âîçìîæíîãî äâè-

æåíèÿ, à äðóãîé � íà ñôåðå ðàçðåçà. Â êàæäîé òî÷êå ýòîãî îòðåçêà, çà èñêëþ-

÷åíèåì êîíöà, ëåæàùåãî íà ãðàíèöå îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ, âîçíèêàåò

ñôåðà íàïðàâëåíèé. Íà ãðàíèöå îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ âîçíèêàåò ëèáî

òî÷êà, ëèáî äâóìåðíûé äèñê. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðû íà ýòîì îòðåçêå ïðåä-

ñòàâëÿþò ñîáîé ñôåðû S2, ñòÿãèâàþùèåñÿ ëèáî â òî÷êó, ëèáî â äèñê D2, òî åñòü

âåêòîðû íà ýòîì îòðåçêå îáðàçóþò çàìêíóòûé äèñê D3. Ïîñêîëüêó åäèíè÷íûå

âåêòîðû çàïîëíÿþò ñôåðó S2, òî îãðàíè÷åíèå èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

íà ðàññìàòðèâàåìóþ ÷àñòü îáëàñòè âîçìîæíîãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé S2 × D3.

Äàëåå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòè êóñêè èçýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ñêëåèâà-

þòñÿ â ñôåðó S5. Äëÿ ýòîãî ìîæíî ïîñòðîèòü ãîìåîìîðôèçì ìåæäó Q5 è S5

ïî àíàëîãèè ñ áèëëèàðäîì áåç ïîòåíöèàëà (ñì. [14]).

Ïðè
kb

2
< h <

ka

2
ñîîòâåòñòâóþùèé øàð ðàñïîëîæåí êàê íà ðèñóíêå 3c. Â

ýòîì ñëó÷àå ìîæíî òàê æå ìîäèôèöèðîâàòü äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ îá
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èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè áèëëèàðäà âíóòðè ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè, äèô-

ôåîìîðôíîé ñôåðå, è ïîëó÷èòü, ÷òî äàííàÿ èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü

ãîìåîìîðôíà ñôåðå S5.

Åñëè h >
ka

2
, òî ñîîòâåòñòâóþùèé øàð ðàñïîëîæåí êàê íà ðèñóíêå 3d. Â

ýòîì ñëó÷àå èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ãîìåîìîðôíà ñôåðå S5. Äîêàçà-

òåëüñòâî ýòîãî ôàêòà òàêîå æå êàê è â ñëó÷àå áèëëèàðäà â ýëëèïñîèäå áåç

ïîòåíöèàëà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè k > 0 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõ-

íîñòè:

Ðèñ. 4. Òîïîëîãè÷åñêèé òèï èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ïðè k > 0

Ñëó÷àé k < 0. Îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ øàðà � ëèáî âñÿ âíóòðåííîñòü

ýëëèïñîèäà, ëèáî âíóòðåííîñòü ýëëèïñîèäà áåç íåêîòîðîãî øàðà ñ öåíòðîì â

íóëå. Åñëè
ka

2
< h <

kb

2
, òî ñîîòâåòñòâóþùèé øàð ðàñïîëæåí òàê æå êàê

íà ðèñóíêå 3c. Èçîýíåðãåòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå â ýòîì ñëó÷àå ãîìåîìîðôíî

íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ äâóõ ñôåð S5. Ýòî îïÿòü òàêè ìîæíî ïîëó÷èòü, ìî-

äèôèöèðóÿ óòâåðæäåíèå îá èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè áèëëèàðäà âíóòðè

ýëëèïñîèäà.

Åñëè æå
kb

2
< h <

kc

2
, òî ñîîòâåòñòâóþùèé øàð ðàñïîëîæåí êàê íà ðèñóíêå

3b. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî íåìíîãî ìîäèôèöèðîâàòü äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäå-

íèÿ îá èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè áèëëèàðäà âíóòðè êîëüöà ãîìåîìîðô-

íîãî ïîëíîòîðèþ. Ýòî äåëàåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ óòâåðæäåíèåì îá èçîýíåðãåòè÷å-

ñêîé ïîâåðõíîñòè áèëëèàðäà âíóòðè ñòîëà, ãîìåìîðôíîãî øàðó. Ìû ïîëó÷èì,

÷òî èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ãîìåîìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ñôåð

S1 × S4.

Ïðè
kc

2
< h < 0 øàð ðàñïîëîæåí êàê íà ðèñóíêå 3b. Â ýòîì ñëó÷àå ðàñ-

ñìîòðèì ãîìîòîïèþ ϕ(t, x) òàêóþ, ÷òî ϕ(0, x) � òî÷êè íà ãðàíèöå ýòîãî øàðà,

à ϕ(1, x) � òî÷êè íà ýëëèïñîèäå. Ïðè÷¼ì ïðè ôèêñèðîâàííûõ x êðèâûå ãîìî-

òîïèè íå ïåðåñåêàþòñÿ. Çàôèêñèðóåì x è ðàññìîòðèì êðèâóþ γ(t) = ϕ(t, x).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè t ∈ (0, 1) åäèíè÷íûå âåêòîðû èç Q5 â òî÷êå γ(t) çàïîëíÿþò

ñôåðó S2, ïðè t = 1 � äèñê D2, à ïðè t = 0 � ðîâíî îäíó òî÷êó . Çíà÷èò ñôåðû

S2 ñòÿãèâàþòñÿ ïðè t = 1 â äèñê D2, à ïðè t = 0 â òî÷êó. Òàêèì îáðàçîì,

îãðàíè÷åíèå Q5 íà êðèâóþ γ(t) åñòü ñôåðà S3. À ïîñêîëüêó x ïðîáåãàåò ñôåðó

S2, òî Q5 ãîìåîìîðôíà S2 × S3.

Åñëè h > 0, òî ñîîòâåòñòâóþùèé øàð èìååò ìíèìûé ðàäèóñ, à îáëàñòü âîç-

ìîæíîãî äâèæåíèÿ � âåñü ýëëèïñîèä. Â ýòîì ñëó÷àå èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõ-

íîñòü áèëëèàðäà ãîìåîìîðôíà ñôåðå S5. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà òàêîå æå

êàê è â ñëó÷àå áèëëèàðäà â ýëëèïñîèäå áåç ïîòåíöèàëà.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè k > 0 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõ-

íîñòè:
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Ðèñ. 5. Òîïîëîãè÷åñêèé òèï èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ïðè k < 0
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