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Ââåäåíèå

Ïðåäñòàâëåííûé íèæå ìàòåðèàë ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå âå-
ñåííåãî ñåìåñòðà äèñöèïëèíû "Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ýêî-
íîìèêè", ÷èòàåìîé äëÿ ñòóäåíòîâ ñïåöèàëèçàöèè "Àêòóàðíî-
ôèíàíñîâûé àíàëèç" ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà
ÌÃÓ. Öåëüþ êóðñà ÿâëÿåòñÿ ÿâëÿåòñÿ çíàêîìñòâî ñòóäåíòîâ ñ
ìàòåìàòè÷åñêèìè ìåòîäàìè, ïðèìåíÿåìûìè äëÿ ìîäåëèðîâà-
íèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ñèñòåì.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü êóðñà ïîñâÿùåíà ìîäåëÿì, îïèñûâàþùèì
îòðàñëåâûå ðûíêè. Â çàâèñèìîñòè îò òèïà ðûíêà äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ è èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ ìîäåëè ïðèâëåêàþòñÿ ðàçëè÷íûå
ðàçäåëû ìàòåìàòèêè. Òàê, â ïåðâûõ ãëàâàõ ïîñîáèÿ ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ ìîäèôèêàöèè ìîäåëè Âàëüðàñà, îïèñûâàþùåé ðûíîê
ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè, ãäå íè îäèí èç ó÷àñòíèêîâ íå â ñî-
ñòîÿíèè ñóùåñòâåííî âëèÿòü íà öåíó òîâàðà. Âåêòîð öåí â äàí-
íîé ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ êàê òî÷êà ðàâíîâåñèÿ, â êîòîðîé âñå
ó÷àñòíèêè ìîäåëè äåéñòâóþò îïòèìàëüíûì îáðàçîì, è äåéñòâèÿ
èõ ñáàëàíñèðîâàíû. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñ-
íûõ öåí â ìîäåëè Âàëüðàñà òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ ãëóáîêîãî
òîïîëîãè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà � òåîðåìû Êàêóòàíè î ñóùåñòâî-
âàíèè íåïîäâèæíîé òî÷êè ó íåïðåðûâíîãî ìíîãîçíà÷íîãî îòîá-
ðàæåíèÿ âûïóêëîãî êîìïàêòà â ñåáÿ.

Îëèãîïîëèñòè÷åñêèå ðûíêè, ñîñòîÿíèå êîòîðûõ îïðåäåëÿåò-
ñÿ âçàèìîäåéñòâèåì íåáîëüøîãî êîëè÷åñòâà ó÷àñòíèêîâ, ìîäå-
ëèðóþòñÿ ïðè ïîìîùè òåîðèè èãð. Öåíòðàëüíûì ïîíÿòèåì äàí-
íîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèå ïî Íýøó � ñèòóàöèÿ, â êî-
òîðîé íè îäíîìó èç ó÷àñòíèêîâ ìîäåëè íåâûãîäíî ìåíÿòü ñâîé
âûáîð. Â èãðàõ, ìîäåëèðóþùèõ îëèãîïîëèþ, ðàâíîâåñèå ïî Íý-
øó èãðàåò ðîëü êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ. Òåîðåìà Íýøà ïî-
ñòóëèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñèÿ äëÿ øèðîêîãî êëàññà èãð.

Äëÿ îïèñàíèÿ ìîíîïîëèñòè÷åñêîãî ðûíêà èñïîëüçóþòñÿ îï-
òèìèçàöèîííûå ìîäåëè, â êîòîðûõ öåëåâîé ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ
ïðèáûëü ìîíîïîëèñòà, à ïåðåìåííûìè ìîäåëè ñëóæàò óñòàíàâ-
ëèâàåìûå ìîíîïîëèñòîì öåíû íà òîâàð. Â ïðîñòåéøåé ïîñòà-
íîâêå ìîäåëü ìîíîïîëèñòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëàññè÷åñêóþ
âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè. Óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà îáðàçóþò íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíî-
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ñòè öåíîâîé òðàåêòîðèè â äàííîé ìîäåëè.
Ïðèëîæåíèå ìåòîäîâ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ê èññëåäî-

âàíèþ ýêîíîìè÷åñêèõ ìîäåëåé ïîëó÷àåò ñâîå ðàçâèòèå ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè ìîäåëè Ô. Ðàìñåÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êàïèòàëîâëîæå-
íèé. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ â äàííîé ìîäåëè ïðèâëåêàåòñÿ
ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, ïîçâîëÿþùèé äàòü êà÷åñòâåí-
íîå îïèñàíèå äèíàìèêè ìîäåëè Ðàìñåÿ.

Ââåäåíèþ â òåîðèþ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé ïîñâÿùå-
íà ãëàâà 9. Ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâíîé
÷àñòüþ ìíîãèõ ýêîíîìè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïðè÷åì ôóíêöèîíàëü-
íàÿ ôîðìà èñïîëüçóåìûõ â ìîäåëèðîâàíèè ïðîèçâîäñòâåííûõ
ôóíêöèé, êàê ïðàâèëî, áåðåòñÿ èç óçêîãî êëàññà, òàêîãî êàê,
íàïðèìåð, CES-ôóíêöèè. Ââåäåíèå â ïðîèçâîäñòâåííóþ ôóíê-
öèþ çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü òåõíè÷åñêèé
ïðîãðåññ â ñôåðå ïðîèçâîäñòâà.

Çàâåðøàåò ïîñîáèå ãëàâà, ïîñâÿùåííàÿ ñòîõàñòè÷åñêèì ýêî-
íîìè÷åñêè ìîäåëÿì. Èìååòñÿ ðÿä ïîäõîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ ðå-
øàòü îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ îïèñàíèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ äîñòà-
òî÷íî ñëîæíîé ñòîõàñòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé íåîáõîäèìî ïðèâëå-
÷åíèå ÷èñëåííûõ, êîìïüþòåðíûõ ìåòîäîâ, òàêèõ êàê èìèòàöè-
îííîå ìîäåëèðîâàíèå. Îäíèì èç îñíîâíûõ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ
ñ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè, ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ óñòîé÷èâîñòè, êîòî-
ðûé îáñóæäàåòñÿ íà ïðèìåðå ìîäåëè ðîñòà Ñîëîó.

1. Ìîäåëü Âàëüðàñà è êîíêóðåíòíîå ðàâíî-

âåñèå

1.1. Ââåäåíèå Ñëåäóþùèé ðàçäåë ïîñâÿùåí òåîðåìàì î
íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ îäíîçíà÷íûõ è ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæå-
íèé è ïðèìåíåíèåì ýòèõ òåîðåì â ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè. Ïî-
ÿñíèì, ãäå â ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêå âîçíèêàþò ïðîáëåìû,
êîòîðûå ìîæíî ðåøèòü ñ ïðèìåíåíèåì ýòèõ òåîðåì.

Ðàññìîòðèì îáùóþ ìîäåëü ýêîíîìèêè ñ ïðîèçâîäñòâîì è
÷àñòíîé ñîáñòâåííîñòüþ, áåðóùóþ ñâîå íà÷àëî îò Âàëüðàñà, è
ïîëó÷èâøóþ ðàçâèòèå â áîëåå ïîçäíèõ èññëåäîâàíèÿõ.

Ýêîíîìè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà îáùåñòâà ïðåäïîëàãàåòñÿ ñîñòî-
ÿùåé èç äâóõ ñåêòîðîâ: ïðîèçâîäñòâåííîãî ñåêòîðà è ñåêòîðà
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ïîòðåáëåíèÿ. Ñåêòîð ïîòðåáëåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå
êàê ñîâîêóïíîñòü âñåõ èíäèâèäóóìîâ, ñîñòàâëÿþùèõ îáùåñòâî,
à òàêæå ó÷ðåæäåíèé, íå ó÷àñòâóþùèõ íåïîñðåäñòâåííî â ïðî-
èçâîäñòâå. Ïðîèçâîäñòâåííûé ñåêòîð ñîñòîèò èç îòäåëüíûõ îò-
ðàñëåé, âûñòóïàþùèõ â êà÷åñòâå ïðîèçâîäèòåëåé. Îäèí è òîò
æå îáúåêò ìîæåò ôèãóðèðîâàòü è êàê ïðîèçâîäèòåëü, è êàê ïî-
òðåáèòåëü.

Òîâàðû òàêæå èìåþò äâîÿêèé õàðàêòåð. Îäíà ãðóïïà òî-
âàðîâ, êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü ïðîäóêòàìè ïðîèçâîäñòâà,
õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî êàæäûé èç íèõ ìîæåò áûòü ïðîèç-
âåäåí â ïðîèçâîäñòâåííîì ñåêòîðå: ìåòàëë, ìàøèíû, ýëåêòðî-
ýíåðãèÿ è ò.ä. Äðóãàÿ ãðóïïà òîâàðîâ, íàçûâàåìàÿ ïåðâè÷íûìè
ôàêòîðàìè, ñîñòîèò èç òàêèõ òîâàðîâ, êîòîðûå ïðîèçâîäñòâåí-
íûì ñåêòîðîì íå âûïóñêàþòñÿ: òðóä, çåìëÿ è ò.ï.

Ïåðâè÷íûå ôàêòîðû ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííîñòüþ ïîòðåáèòå-
ëåé, êîòîðûå èõ ïðîäàþò ñ öåëüþ ïðèîáðåòåíèÿ ïðîäóêòîâ ïðî-
èçâîäñòâà.

Ïîòðåáèòåëü, íàõîäÿñü â ðàìêàõ áþäæåòíûõ îãðàíè÷åíèé,
ñòàðàåòñÿ ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíîå óäîâëåòâîðåíèå îò âûáèðàå-
ìîãî èì àññîðòèìåíòà òîâàðîâ.

Ïîâåäåíèå ïðîèçâîäèòåëåé õàðàêòåðèçóåòñÿ ñòðåìëåíèåì
ìàêñèìèçèðîâàòü ïðèáûëü îò ïðîèçâîäñòâà, ÿâëÿþùóþñÿ ðàç-
íîñòüþ äîõîäà îò ïðîäàæè ïðîèçâåäåííûõ ïðîäóêòîâ è çàòðàò
íà ïðèîáðåòåíèå ïåðâè÷íûõ ôàêòîðîâ è äðóãèõ ïðîäóêòîâ íà
îñóùåñòâëåíèå ïðîèçâîäñòâà. Îïèñàííàÿ ñòðóêòóðà ñõåìàòè÷-
íî ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1.

Èòàê, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êàæäûé èç ó÷àñòíèêîâ ýêîíî-
ìèêè ìàêñèìèçèðóåò íåêîòîðóþ âåëè÷èíó ïðè îïðåäåëåííûõ
îãðàíè÷åíèÿõ, ïðè÷åì è öåëåâàÿ ôóíêöèÿ, è îãðàíè÷åíèÿ çà-
âèñÿò îò öåí íà òîâàðû è ïåðâè÷íûå ôàêòîðû â íàøåé ñèñòåìå.
Áîëåå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäûé ó÷àñòíèê ýêîíîìèêè
ïàññèâíî ïðèåìëåò ñóùåñòâóþùóþ ñèñòåìó öåí, íå ïûòàÿñü íà
íåå âëèÿòü (÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíÿåòñÿ ïðè íàëè÷èè,
íàïðèìåð, ìîíîïîëèé).

Öåíû íà ïðîäóêòû è ïåðâè÷íûå ôàêòîðû íàçûâàþòñÿ ðàâíî-
âåñíûìè, åñëè ïðîèçâîäèòåëè è ïîòðåáèòåëè, äåéñòâóþùèå íàè-
ëó÷øèì äëÿ ñåáÿ îáðàçîì, ñîîáðàçóÿñü ïðè ýòîì ñ áþäæåòíû-
ìè îãðàíè÷åíèÿìè, îáåñïå÷èâàþò òàêîå ïîëîæåíèå âåùåé, êîãäà
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Ðèñ. 1.

ñïðîñ íà êàæäûé ïðîäóêò è ôàêòîð íå ïðåâîñõîäèò åãî ïðåäëî-
æåíèÿ.

Îñíîâíîé âîïðîñ â îáùåé ìîäåëè ýêîíîìèêè � ñóùåñòâóþò
ëè ðàâíîâåñíûå öåíû? � æäàë ñâîåãî ðåøåíèÿ áîëåå ïîëóâåêà,
è îòâåò íà íåãî áûë ïîëó÷åí ëèøü â ïîñëåäíèå 40 ëåò. Íèæå ìû
èçëîæèì íà ôîðìàëüíîì ÿçûêå ìîäåëü Âàëüðàñà è ðàññìîòðèì
äâå åå ðàçíîâèäíîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ñîñòàâ-
íûå êîìïîíåíòû ìîäåëè. Ïåðâàÿ èç íèõ, ïðåäëîæåííàÿ Êàññå-
ëåì, áëèçêà ê ìîäåëè, ðàññìîòðåííîé Âàëüäîì. Âòîðàÿ, íàèáî-
ëåå èçâåñòíàÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ, � ýòî ìîäåëü Ýððîó�Äåáðå.
Äëÿ íèõ ìû äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà Êàêóòàíè, îáîáùàþùàÿ
òåîðåìó Áðàóýðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæå-
íèÿ íà ñëó÷àé ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé. Ïîýòîìó ïëàí íà-
øèõ áëèæàéøèõ ãëàâ òàêîâ.

Ñíà÷àëà ìû äàäèì ôîðìàëüíîå îïèñàíèå ìîäåëè Âàëüðàñà è
ðàâíîâåñíûõ öåí, òåì ñàìûì ñôîðìóëèðîâàâ îñíîâíóþ çàäà÷ó,
çàòåì ìû êîñíåìñÿ îñíîâ òåîðèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê îäíîçíà÷-
íûõ ôóíêöèé è, â ÷àñòíîñòè, ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó Áðàóýðà,
êîòîðóþ äîêàæåì â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå. Ïîñëå ìû íàïîìíèì
îïðåäåëåíèå ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé è ñôîðìóëèðóåì òåî-
ðåìó Êàêóòàíè, è, íàêîíåö, ïðèìåíèì ðàçðàáîòàííóþ òåõíèêó
ê äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ìîäåëÿõ Âàëüäà�
Êàññåëÿ è Ýððîó�Äåáðå.

8



1.2. Ìîäåëü Âàëüðàñà Äëÿ îïèñàíèÿ ýêîíîìè÷åñêîé äå-
ÿòåëüíîñòè ó÷àñòíèêîâ ýêîíîìèêè îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî
òîâàðîâ Rn

+ = {(x1, . . . , xn) |xi ≥ 0}, â êîòîðîì ïî i-îé îñè îò-
êëàäûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî i-îãî èç èìåþùèõñÿ òîâàðîâ (ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî òîâàðà âûáðàíà íåêîòîðàÿ åäèíèöà
èçìåðåíèÿ åãî êîëè÷åñòâà). Ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà òîâàðîâ íà-
çûâàþòñÿ ïîòðåáèòåëüñêèìè íàáîðàìè.

Äàëåå, äëÿ êàæäîãî ïîòðåáèòåëÿ ìû ðàññìàòðèâàåì ìíî-
æåñòâî X ⊂ Rn

+ âñåõ ïîòðåáèòåëüñêèõ íàáîðîâ, äîñòóïíûõ
äàííîìó ïîòðåáèòåëþ è ïðèãîäíûõ äëÿ íåãî. Ýòî ìíîæåñòâî
X ìû íàçûâàåì ìíîæåñòâîì ïîòðåáëåíèÿ èëè ïîòðåáèòåëü-
ñêèì ìíîæåñòâîì. Íà ïîòðåáèòåëüñêîì ìíîæåñòâå ìû îïðå-
äåëÿåì ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè, âûðàæàþùóþ ïðåäïî÷òåíèå ïî-
òðåáèòåëÿ îäíîãî ïîòðåáèòåëüñêîãî íàáîðà ïåðåä äðóãèì: ÷åì
áîëüøå çíà÷åíèå ôóíêöèè ïîëåçíîñòè, òåì âûøå ïðåäïî÷òåíèå
ïîòðåáèòåëÿ äàííîãî ïîòðåáèòåëüñêîãî íàáîðà. Êðîìå òîãî, ó
êàæäîãî ïîòðåáèòåëÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ íåêîòîðûé äîõîä, âûðà-
æàþùèéñÿ â íàëè÷èè ó ïîòðåáèòåëÿ êàïèòàëà K(p), çàâèñÿ-
ùåãî, âîîáùå ãîâîðÿ, îò ñëîæèâøåéñÿ ñèñòåìû öåí. Ìû áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ äîõîäà ñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ êîì-
ïîíåíò: îò ïðîäàæè ïîòðåáèòåëåì íà÷àëüíîãî çàïàñà òîâàðîâ b,
ñòîèìîñòü êîòîðîãî ðàâíà 〈p, b〉 (ïðè öåíàõ p), è íåêîòîðîãî äî-
õîäà I(p), âîçíèêàþùåãî, ñêàæåì, â ðåçóëüòàòå ó÷àñòèÿ ïîòðå-
áèòåëÿ â äîõîäàõ ïðîèçâîäñòâåííîãî ñåêòîðà. Òàêèì îáðàçîì,
èìååì: K(p) = 〈p, b〉+ I(p);

Ïî ïîòðåáèòåëüñêîìó ìíîæåñòâóX ⊂ Rn
+, ôóíêöèè ïîëåçíî-

ñòè u(x) è ôóíêöèè äîõîäà K(p) ñòðîèòñÿ ìíîãîçíà÷íîå îòîáðà-
æåíèå, íàçûâàåìîå ôóíêöèåé ñïðîñà Φ(p), ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç B(p) áþäæåòíîå ìíîæåñòâî {x ∈ X | 〈p, x〉 ≤
K(p)}, ò.å. ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ íàáîðîâ òîâàðîâ, äîñòóï-
íûõ ïîòðåáèòåëþ ïðè öåíàõ p. Òîãäà

Φ(p) = {x ∈ B(p) | u(x) = max
x′∈B(p)

u(x′)}.

Èíûìè ñëîâàìè, Φ(p) � ýòî ïîäìíîæåñòâî ïîòðåáèòåëüñêî-
ãî ìíîæåñòâà X, ñîñòîÿùåå èç âñåõ òîâàðíûõ íàáîðîâ, êîòî-
ðûå íàèáîëåå ïîäõîäÿò ïîòðåáèòåëþ ïðè çàäàííûõ áþäæåòíûõ
îãðàíè÷åíèÿõ.
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Èòàê, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â íàøåé ìîäåëè èìååòñÿ l ïîòðå-
áèòåëåé, ïðè÷åì i-ûé ïîòðåáèòåëü õàðàêòåðèçóåòñÿ:

� ñâîèì ïîòðåáèòåëüñêèì ìíîæåñòâîì Xi ⊂ Rn
+;

� ôóíêöèåé äîõîäà Ki(p) = 〈p, bi〉 + Ii(p), çàâèñÿùåé îò ñè-
ñòåìû öåí p ∈ Rn íà èìåþùèåñÿ òîâàðû è ñêëàäûâàþ-
ùåéñÿ èç äîõîäîâ îò ïðîäàæè íà÷àëüíîãî çàïàñà òîâàðîâ
bi, è äîõîäà Ii(p) îò ó÷àñòèÿ â äîõîäàõ ïðîèçâîäñòâåííîãî
ñåêòîðà;

� ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè ui(p) : X → R.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñòðóêòóðó ïðîèçâîäñòâà. Ïðåæäå âñåãî,
êàæäîå ïðîèçâîäñòâî õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîèì òåõíîëîãè÷åñêèì
ìíîæåñòâîì Y ⊂ Rn, ò.å. ìíîæåñòâîì òåõ òîâàðîâ, êîòîðûå
îíî ìîæåò ïðîèçâåñòè, çà âû÷åòîì ïîòðåáëÿåìûõ ïðè ýòîì òîâà-
ðîâ (ìíîæåñòâîì ïðîèçâîäñòâåííûõ ïëàíîâ). Äàëåå, ïîñòðîèì
ïî ìíîæåñòâó Y ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, íàçûâàåìîå ôóíê-
öèåé ïðåäëîæåíèÿ Ψ(p), èç ïðîñòðàíñòâà öåí â ïðîñòðàíñòâî
òîâàðîâ:

Ψ(p) = {y ∈ Y | 〈p, y〉 = max
y′∈Y

〈p, y′〉}.

Èíûìè ñëîâàìè,Ψ(p) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì òåõíîëîãè÷åñêî-
ãî ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùèì èç òåõ òîâàðíûõ íàáîðîâ, êîòîðûå ïðè
öåíàõ p íàèáîëåå âûãîäíî ïðîèçâîäèòü (èõ ìîæíî ïðîäàòü ïî
ìàêñèìàëüíîé öåíå).

Èòàê, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èìååòñÿ m ïðîèçâîäñòâ, ïðè-
÷åì j-îå ïðîèçâîäñòâî õàðàêòåðèçóåòñÿ òåõíîëîãè÷åñêèì ìíî-
æåñòâîì Yj ⊂ Rn è ôóíêöèåé ïðåäëîæåíèÿ Ψj(p).

×òîáû îïèñàòü ñèñòåìó â öåëîì, ìû ââåäåì ñëåäóþùèå îáú-
åêòû.

Îïðåäåëåíèå. Ñîâîêóïíûì òåõíîëîãè÷åñêèì ìíîæåñòâîì
Y ìû íàçûâàåì ìíîæåñòâî

m∑
j=1

Yj = {y ∈ Rn | y =

m∑
j=1

yj , yj ∈ Yj},

à ôóíêöèåé Ψ0(p) ñîâîêóïíîãî ïðåäëîæåíèÿ ïðîèçâîäñòâåííîãî
ñåêòîðà � ôóíêöèþ

∑m
j=1 Ψj(p).
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×òîáû îáîñíîâàòü êîððåêòíîñòü ïåðåõîäà ê ñîâîêóïíûì îáú-
åêòàì, äîêàæåì ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1.1 Ïóñòü Ψ∗
0(p) � ìíîæåñòâî ïëàíîâ, îï-

òèìàëüíûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ âñåãî ïðîèçâîäñòâåííîãî ñåêòîðà,
ò.å.

Ψ∗
0(p) = {y ∈ Y | 〈p, y〉 = max

y′∈Y
〈p, y′〉}.

Òîãäà Ψ∗
0(p) =

∑m
j=1 Ψj(p) = Ψ0(p). Äðóãèìè ñëîâàìè, ïëàíû,

îïòèìàëüíûå ñ òî÷êè çðåíèÿ âñåãî ïðîèçâîäñòâåííîãî ñåêòî-
ðà, îïòèìàëüíû è ñ òî÷êè çðåíèÿ îòäåëüíîãî ïðîèçâîäèòåëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü y ∈ Ψ∗
0(p), òîãäà y =∑m

j=1 yj , ãäå yj ∈ Yj . Ïîêàæåì, ÷òî yj ∈ Ψj(p), ò.å. Ψ
∗
0(p) ⊂∑m

j=1 Ψj(p).

Äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . ,m âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå y′j ∈ Ψj(p).
Èìååì:

〈p, y〉 = 〈p,
m∑
j=1

yj〉 =
m∑
j=1

〈p, yj〉 ≤
m∑
j=1

〈p, y′j〉 = 〈p,
m∑
j=1

y′j〉 ≤ 〈p, y〉,

ïîýòîìó
∑m

j=1〈p, yj〉 =
∑m

j=1〈p, y′j〉, è òàê êàê äëÿ êàæäîãî j =
1, . . . ,m âûïîëíÿåòñÿ 〈p, yj〉 ≤ 〈p, y′j〉, èìååì: 〈p, yj〉 = 〈p, y′j〉, ò.å.
yj ∈ Ψj(p).

Îáðàòíî, âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå yj ∈ Ψj(p), è ïîëîæèì y =∑m
j=1 yj . Òîãäà äëÿ ëþáîãî y′ ∈ Y , y′ =

∑m
j=1 y

′
j , ãäå y

′
j ∈ Yj ,

âûïîëíÿåòñÿ

〈p, y′〉 =
n∑

j=1

〈p, y′j〉 ≤
n∑

j=1

〈p, yj〉 = 〈p, y〉,

ïîýòîìó y ∈ Ψ∗
0(p), è, çíà÷èò,

∑m
j=1 Ψj(p) ⊂ Ψ∗

0(p). Ïðåäëîæåíèå
ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì õàðàêòåðèçîâàòü âåñü ïðîèçâîä-
ñòâåííûé ñåêòîð ñîâîêóïíûì òåõíîëîãè÷åñêèì ìíîæåñòâîì Y è
ôóíêöèåé ñîâîêóïíîãî ïðåäëîæåíèÿ Ψ0(p), çàáûâ îá îòäåëüíûõ
ïðîèçâîäèòåëÿõ.
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Äàëåå, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåñü äîõîä ïðîèçâîäñòâåííî-
ãî ñåêòîðà, ò.å. âåëè÷èíà 〈p, y〉 äëÿ ëþáîãî y ∈ Ψ0(p), äåëèòñÿ
ìåæäó ïîòðåáèòåëÿìè:

〈p, y〉 =
l∑

i=1

Ii(p), y ∈ Ψ0(p).

Îïðåäåëåíèå. Íàáîð (y∗1 , . . . , y
∗
m, x

∗
1, . . . , x

∗
l , p

∗) íåîòðèöàòåëü-
íûõ âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ êîíêóðåíòíûì ðàâíîâåñèåì, åñëè

y∗j ∈ Ψj(p
∗), j = 1, . . . ,m,

(äåéñòâèÿ ïðîèçâîäèòåëÿ îïòèìàëüíû)
(1)

x∗i ∈ Φi(p
∗), i = 1, . . . , l,

(äåéñòâèÿ ïîòðåáèòåëÿ îïòèìàëüíû)
(2)

à òàêæå âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ áàëàíñà ñïðîñà è ïðåäëî-
æåíèÿ:

l∑
i=1

x∗i ≤
m∑
j=1

y∗j +

l∑
i=1

bi,

(ñïðîñ íå ïðåâûøàåò ïðåäëîæåíèÿ)

(3)

〈
p∗,

l∑
i=1

x∗i ,
〉
=
〈
p∗,

m∑
j=1

y∗j +

l∑
i=1

bi

〉
.

(ñòîèìîñòè êóïëåííûõ è ïðîäàííûõ òîâàðîâ ðàâíû)

(4)

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîð p∗ � êîìïîíåíòà êîíêóðåíòíîãî ðàâíî-
âåñèÿ � íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ðàâíîâåñíûõ öåí.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â íàøåé ñèñòåìå ïðîäàþò òîâàðû íå òîëü-
êî ïðîèçâîäèòåëè, íî è ïîòðåáèòåëè (i-ûé ïîòðåáèòåëü ïðîäàåò
òîâàðíûé íàáîð bi, ñì. âûøå), îïðåäåëèì ôóíêöèþ ñîâîêóïíî-
ãî ïðåäëîæåíèÿ Ψ(p) êàê ñóììó ôóíêöèè Ψ0(p) ñîâîêóïíîãî

ïðåäëîæåíèÿ ïðîèçâîäñòâåííîãî ñåêòîðà è âåêòîðà b =
∑l

i=1 bi,
ó÷èòûâàþùåãî ñîâîêóïíóþ ïðîäàæó òîâàðíûõ çàïàñîâ âñåìè
ïîòðåáèòåëÿìè:

Ψ(p) = b+

m∑
j=1

Ψj(p), b =

l∑
i=1

bi.
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Êðîìå òîãî, îïðåäåëèì ôóíêöèþ Φ(p) ñîâîêóïíîãî ñïðîñà êàê
ñóììó ôóíêöèé ñïðîñà îòäåëüíûõ ïîòðåáèòåëåé:

Φ(p) =

l∑
i=1

Φi(p).

ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ
Ψ(p) ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîå ïîòðåáèòåëüñêîå ìíîæåñòâî X =∑l

i=1Xi.
Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè Φ(p) è Ψ(p) ñâÿçàíû åñòåñòâåííûì

ñîîòíîøåíèåì.

Ïðåäëîæåíèå 1.2 Äëÿ ëþáûõ x ∈ Φ(p) è y ∈ Ψ(p) èìååì:

〈p, x〉 ≤ 〈p, y〉. (5)

Èíûìè ñëîâàìè, â ñòîèìîñòíîì âûðàæåíèè, ñïðîñ íå ïðåâû-
øàåò ïðåäëîæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé x ∈
Φ(p) è ïðåäñòàâèì åãî â âèäå x =

∑l
i=1 xi, ãäå xi ∈ Φi(p). Ïî

îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè Φi(p), èìååì: xi ∈ Bi(p) = {x′ ∈ Xi |
〈p, x′〉 ≤ Ki(p)}, ãäå Ki(p) = bi + Ii(p), ïîýòîìó 〈p, xi〉 ≤ 〈p, bi〉+
Ii(p). Ñóììèðóÿ ïî i, ïîëó÷àåì

〈p, x〉 ≤ 〈p, b〉+
l∑

i=1

Ii(p).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè y ∈ Ψ(p), òî, ïî îïðåäåëåíèþ, y =
b+
∑m

j=1 yj , ãäå yj ∈ Ψj(p). Îáîçíà÷èì ÷åðåç y0 ñóììó
∑m

j=1 yj .
Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.1, y0 ∈ Ψ0(p), è, â ñèëó íàøåãî ïðåäïîëîæå-
íèÿ, ÷òî âåñü äîõîä ïðîèçâîäñòâåííîãî ñåêòîðà äåëèòñÿ ìåæäó
ïîòðåáèòåëÿìè, èìååì:

∑l
i=1 Ii(p) = 〈p, y0〉. Îòñþäà çàêëþ÷àåì,

÷òî 〈p, y〉 = 〈p, b〉+
∑l

i=1 Ii(p). Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Îïðåäåëåíèå. Ñîîòíîøåíèå (5) íàçûâàåòñÿ çàêîíîì Âàëüðà-
ñà â øèðîêîì ñìûñëå ñëîâà. Åñëè â ñîîòíîøåíèè (5) çàìåíèòü
íåðàâåíñòâî íà ðàâåíñòâî, òî ìû ïîëó÷èì çàêîí Âàëüðàñà â óç-
êîì ñìûñëå ñëîâà.
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Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü îïðåäåëåíèå êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâå-
ñèÿ â òåðìèíàõ ôóíêöèé ñîâîêóïíîãî ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Íàáîð (y∗, x∗, p∗) íàçûâàåòñÿ êîíêóðåíòíûì
ðàâíîâåñèåì, åñëè

y∗ ∈ Ψ(p), (6)

x∗ ∈ Φ(p), (7)

x∗ ≤ y∗, (8)

〈p∗, x∗〉 = 〈p∗, y∗〉. (9)

Äàëåå, ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé,
ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì òåîðåìó Áðàóýðà, çàòåì ïåðåéäåì ê
ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèÿì è òåîðåìå Êàêóòàíè, è, íàêîíåö,
ðàññêàæåì, êàê ïðèìåíÿþòñÿ ýòè òåîðåìû â ýêîíîìèêå.

2. Íåïîäâèæíûå òî÷êè îäíîçíà÷íûõ è ìíî-

ãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé

2.1. Íåïîäâèæíûå òî÷êè Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ðàñ-
ñìîòðèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðà-
æåíèé è ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðèìåðàõ íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ
ýòèõ ýòèõ ïîíÿòèé.

Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, è f : X → X � íåêî-
òîðîå îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâà X â ñåáÿ.

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà x0 ∈ X íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷-
êîé äëÿ îòîáðàæåíèÿ f , åñëè f(x0) = x0.

Ïðèìåð (Çàäà÷à, ñâÿçàííàÿ ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèé).
Ïóñòü F : Rn → Rn � íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå. Ðàññìîòðèì
óðàâíåíèå F (x) = 0. Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ñâåñòè ê
íàõîæäåíèþ íåïîäâèæíîé òî÷êè, åñëè çàìåíèòü îòîáðàæåíèå
F íà îòîáðàæåíèå G, òàêîå ÷òî G(x) = F (x) + x.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ F (x) = 0, ò.å.
F (x0) = 0, òî x0 � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ G, òàê
êàê G(x0) = F (x0) + x0 = x0. Ðàññóæäåíèÿ â îáðàòíóþ ñòîðîíó
ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû.

Ïðèìåð (Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðàâíîâåñíûõ öåí). Ïóñòü
íà ðûíêå èìååòñÿ òîâàð, q � êîëè÷åñòâî ýòîãî òîâàðà, è p � åãî
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Ðèñ. 2. Ïîèñê ðàâíîâåñíîé öåíû

öåíà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p = s(q) ôóíêöèþ ïðåäëîæåíèÿ, à ÷åðåç
p = d(q) � ôóíêöèþ ñïðîñà. Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå êîëè÷åñòâî
òîâàðà q0, ïðè êîòîðîì öåíà, êîòîðóþ ãîòîâ ïëàòèòü ïîòðå-
áèòåëü, ò.å. d(q0), ñîâïàäàëà áû ñ öåíîé, êîòîðóþ íàçíà÷àåò
ïðîèçâîäèòåëü, ò.å. ñ s(q0). Èíûìè ñëîâàìè, òðåáóåòñÿ íàéòè
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé s è d. Õàðàêòåðíûå
ãðàôèêè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2.

Ýòà çàäà÷à åñòåñòâåííî ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ s(q)−
d(q) = 0. Êàê è â ïðèìåðå 2.1, ñâîäèì ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ê
íàõîæäåíèþ íåïîäâèæíîé òî÷êè ôóíêöèè g(q) = d(q)−s(q)+q.
Èòàê, ìû ìîæåì ñòðîèòü ðàçíûå ìîäåëè äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàâíî-
âåñíîãî ñîñòîÿíèé ðûíêà è, èñïîëüçóÿ ïîêàçàííûé âûøå ìåòîä,
ðàçðåøàòü èõ.

Ïðèìåð (Ðåøåíèå ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé).
Ïóñòü äàíà ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàäàííûì
íà÷àëüíûì óñëîâèåì:{

ẋ = f(x, t)

x(t0) = x0
x ∈ Rn (10)

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

A : x(t) 7→ x0 +

∫ t

t0

f(x(s), s) ds,

äåéñòâóþùèé íà ïðîñòðàíñòâå âñåõ íåïðåðûâíûõ Rn-çíà÷íûõ
ôóíêöèé C[a, b], îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [a, b]. Ýòîò îïåðàòîð
íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Ïèêàðà.
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Ôóíêöèÿ x(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (10) òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà x(t) ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îïåðàòîðà
Ïèêàðà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x(t) � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà äëÿ
îïåðàòîðà Ïèêàðà, òî âûïîëíÿåòñÿ

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(x(s), s) ds. (11)

Ïîýòîìó x(t0) = x0 è, äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå (11) ïî t, ïî-
ëó÷àåì ẋ(t) = f(x(t), t), ÷òî è òðåáîâàëîñü. Äîêàçàòåëüñòâî â
îáðàòíóþ ñòîðîíó ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Îáîáùèì îïðåäåëåíèå íåïîäâèæíîé òî÷êè. Ïóñòü X � ïðî-
èçâîëüíîå ìíîæåñòâî, è f : X → X � îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà
X â ñåáÿ. Ðàññìîòðèì n-óþ èòåðàöèþ fn îòîáðàæåíèÿ f :

fn(x) = f(f(f(· · · f︸ ︷︷ ︸
n ðàç

(x) · · · )))

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà x0 ∈ X íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé äëÿ
îòîáðàæåíèÿ f , åñëè äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî n > 0 èìååì:
fn(x0) = x0. Êàæäîå òàêîå n íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì.

Ïðèìåð. Ïóñòü f : S1 → S1 ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîòîì ñòàíäàðòíîé
îêðóæíîñòè S1 íà óãîë π/4. Òîãäà ëþáàÿ òî÷êà x0 ∈ S1 ÿâëÿ-
åòñÿ öèêëè÷åñêîé, à íàèìåíüøèé ïåðèîä ðàâåí 8.

Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ X íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíò-
íûì ïîäìíîæåñòâîì îòîáðàæåíèÿ f , åñëè f(Y ) ⊂ Y , ò.å. äëÿ
ëþáîãî y ∈ Y âûïîëíÿåòñÿ f(y) ∈ Y .

Òðèâèàëüíûì ïðèìåðîì èíâàðèàíòíîãî ïîäìíîæåñòâà ÿâëÿ-
åòñÿ âñå ìíîæåñòâî X.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f : S1 → S1, ÿâëÿþùååñÿ
ïîâîðîòîì íà óãîë π/α, ãäå α � ïðîèçâîëüíîå èððàöèîíàëüíîå
÷èñëî. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ S1 ìíîæåñòâî òî÷åê âèäà
fn(x0) ïî âñåì âîçìîæíûì n îáðàçóåò âñþäó ïëîòíîå èíâàðè-
àíòíîå ïîäìíîæåñòâî, íå ñîâïàäàþùåå ñî âñåé îêðóæíîñòüþ S1.
Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî îòîáðàæåíèå f , îáëàäàÿ èíâàðèàíòíû-
ìè ïîäìíîæåñòâàìè, íå èìååò íè îäíîé íåïîäâèæíîé òî÷êè.
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Ïðèìåð. Ïóñòü íà îáëàñòè U ⊂ Rn çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå v.
Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ẋ = v(x), è ïóñòü
x(t) � ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) =
x0. Ñïðàøèâàåòñÿ, êîãäà x0 ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé, ò.å.
êîãäà x(t) = x0 äëÿ ëþáîãî t èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ
x(t).

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ x(t) ïî t, ïîëó÷èì, ÷òî x0 íåïîäâèæ-
íàÿ òî÷êà åñëè è òîëüêî åñëè ẋ = 0, îòêóäà v(x0) = 0.

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà x0 ∈ U íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé èëè
îñîáîé òî÷êîé âåêòîðíîãî ïîëÿ v, åñëè âåêòîðíîå ïîëå v îá-
ðàùàåòñÿ â ýòîé òî÷êå â íîëü: v(x0) = 0.

Ðàññìîòðèì äàëåå íåêîòîðûå óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå ñóùå-
ñòâîâàíèå ó äàííîãî îòîáðàæåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè, à òàêæå
åäèíñòâåííîñòü òàêîé òî÷êè. Äëÿ ýòîãî ââåäåì âàæíûé êëàññ
îòîáðàæåíèé � òàê íàçûâàåìûå ñæèìàþùèå îòîáðàæåíèÿ.

2.2. Ñæèìàþùèå îòîáðàæåíèÿ Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî X âìåñòå ñ çàäàííîé íà ïàðàõ òî÷åê èç
X âåùåñòâåííîé ôóíêöèåé ρ(x, y), óäîâëåòâîðÿþùåé ñëåäóþ-
ùèì àêñèîìàì:

1) ρ(x, y) ≥ 0, ïðè÷åì ρ(x, y) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
x = y (ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü);

2) ρ(x, y) = ρ(y, x) (ñèììåòðè÷íîñòü);

3) ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).

Äàëåå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê x1, x2, . . . èç ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, èëè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ Êîøè, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå
N , ÷òî ïðè ëþáûõ m,n > N âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:
ρ(xm, xn) < ε. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïîëíûì,
åñëè ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðå-
äåë.

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå f : X → Y ìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà (X, ρX) â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (Y, ρY ) íàçûâà-
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åòñÿ ñæèìàþùèì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñ-
ëî k < 1, ÷òî äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X

ρY (f(x1), f(x2)) ≤ k ρX(x1, x2).

Ïðåäëîæåíèå 2.1 Ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f : X → Y � ïðîèçâîëüíîå ñæèìà-
þùåå îòîáðàæåíèå, x � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç X, è y = f(x).
Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0, è ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò δ > 0,
äëÿ êîòîðîãî f -îáðàç δ-îêðåñòíîñòè U òî÷êè x ëåæèò â ε-
îêðåñòíîñòè V òî÷êè y.

Ïîëîæèì δ = ε. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x′ ∈ U , ïî îïðåäå-
ëåíèþ, èìååì ρX(x, x′) < δ = ε. Òàê êàê îòîáðàæåíèå f ñæè-
ìàþùåå, òî äëÿ íåêîòîðîãî 0 ≤ k < 1 èìååì ρY (f(x), f(x

′)) =
ρY (y, f(x

′)) ≤ k ρX(x, x′) < ε, ïîýòîìó f(x′) ëåæèò â V , ÷òî è
òðåáîâàëîñü.

Òåîðåìà 2.1 Ïóñòü (X, ρ) � ïðîèçâîëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî.

1) Ïóñòü f : X → X � ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå. Òîãäà
ó îòîáðàæåíèÿ f èìååòñÿ íå áîëåå îäíîé íåïîäâèæíîé
òî÷êè.

2) Ïóñòü f : X → X � ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå, è X � ïîë-
íîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ó f èìååòñÿ íåïî-
äâèæíàÿ òî÷êà.

3) Ïóñòü f : X → X � ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå, è X �
ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ñóùåñòâóåò è
åäèíñòâåííà òàêàÿ òî÷êà x0, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈
X èìååì fn(x) → x0. Ýòà òî÷êà x0 è åñòü íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà îòîáðàæåíèÿ x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò äâå ðàçíûå íåïîäâèæ-
íûå òî÷êè x0 è x

∗
0, òîãäà

ρ(x0, x
∗
0) = ρ(f(x0), f(x

∗
0)) ≤ k ρ(x0, x

∗
0) < ρ(x0, x

∗
0),

ïðîòèâîðå÷èå.
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2 è 3. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ X, è îáîçíà÷èì
÷åðåç xn òî÷êó fn(x). Ïóñòü ρ(x, f(x)) = d, òîãäà

ρ(f(x), f2(x)) ≤ k ρ(x, f(x)) = kd,

îòêóäà, ïî èíäóêöèè, ïîëó÷àåì

ρ(fn(x), fn+1(x)) ≤ knd,

ñëåäîâàòåëüíî

ρ(xn, xn+j) = ρ(fn(x), fn+j(x)) ≤
ρ(fn(x), fn+1(x)) + · · ·+ ρ(fn+j−1(x), fn+j(x)) ≤

knd+ · · ·+ kn+j−1d ≤ kn
d

1− k
.

Òàê êàê 0 ≤ k < 1, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé
íîìåð N , ÷òî äëÿ ëþáîãî n > N èìååì kn d

1−k < ε, è, â ÷àñòíî-
ñòè, ρ(xn, xn+j) < ε äëÿ ëþáîãî j. Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
fn(x) ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, è, â ñèëó ïîëíîòû ïðîñòðàí-
ñòâà X, ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå x∗.
Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
n→∞

fn(x) = x∗.

Äàëåå, ïî ïðåäëîæåíèþ 2.1, îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî, ïîýòî-
ìó f è lim �ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè�. Èìååì:

f(x∗) = f( lim
n→∞

fn(x)) = lim
n→∞

fn+1(x) = x∗,

ò.å. x∗ � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà. Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

2.3. Òåîðåìû î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ îäíîçíà÷íûõ
îòîáðàæåíèé Ïîìèìî ñëó÷àÿ ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé, ñó-
ùåñòâîâàíèå íåïîäâèæíîé òî÷êè ìîæíî óñòàíîâèòü åùå â îä-
íîì âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 2.2 (Áðàóýð) Ïóñòü f : Dn → Dn � íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå ñòàíäàðòíîãî n-ìåðíîãî äèñêà Dn =

{
x ∈ Rn |∑n

i=1 x
2
i ≤ 1

}
â ñåáÿ. Òîãäà ó îòîáðàæåíèÿ f èìååòñÿ íåïî-

äâèæíàÿ òî÷êà x0: f(x0) = x0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì ýòó òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ n = 1,
ò.å. êîãäà Dn � ýòî îòðåçîê [0, 1] (äîêàçàòåëüñòâî â îáùåì ñëó-
÷àå äîñòàòî÷íî ñëîæíî, è ìîæåò áûòü íàéäåíî â ñòàíäàðòíîì
êóðñå äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè äëÿ ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ
f , è â êóðñå îáùåé òîïîëîãèè äëÿ íåïðåðûâíîãî f).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(x) = f(x) − x. Òàê êàê −1 è 1 íå
ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè ôóíêöèè f , è f îòîáðàæàåò
îòðåçîê [−1, 1] â ñåáÿ, èìååì: f(−1) > −1 è f(1) < 1, ïîýòî-
ìó g(−1) = f(−1) + 1 > 0 è g(1) = f(1) − 1 < 0. Òàê êàê
ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà, òî è g òàêæå íåïðåðûâíà, ïîýòîìó, ïî
òåîðåìå Êîøè, ôóíêöèÿ g ïðèíèìàåò íà îòðåçêå [−1, 1] íóëå-
âîå çíà÷åíèå. Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò x0 ∈ [−1, 1], òàêîå
÷òî g(x0) = f(x0) − x0 = 0, îòêóäà f(x0) = x0. Ñëó÷àé n = 1
ïîëíîñòüþ ðàçîáðàí.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå âàðèàíòû òåîðåìû Áðàóýðà. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : Dn → Dn íå èìååò íåïî-
äâèæíûõ òî÷åê. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå g : Dn → ∂Dn = Sn−1

ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ Dn ðàññìîòðèì
ëó÷, íà÷èíàþùèéñÿ â f(x) è ïðîõîäÿùèé ÷åðåç x. Òî÷êó ïåðåñå-
÷åíèÿ ýòîãî ëó÷à ñ ãðàíèöåé ∂Dn = Sn−1 äèñêà Dn îáîçíà÷èì
÷åðåç g(x). Òåì ñàìûì ìû îïðåäåëèëè íåïðåðûâíîå îòîáðàæå-
íèå g : Dn → Sn−1, íåïîäâèæíîå íà Sn−1: äëÿ ëþáîé òî÷êè
x ∈ Sn−1 èìååì g(x) = x.

Îïðåäåëåíèå. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå g : Dn → ∂Dn íà-
çûâàåòñÿ ðåòðàêöèåé, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ ∂Dn èìååì:
g(x) = x.

Òåîðåìà 2.3 (Ïåðåôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Áðàóýðà) Íå
ñóùåñòâóåò ðåòðàêöèè g : Dn → ∂Dn = Sn−1.

Ðàñïðîñòðàíèì òåîðåìó Áðàóýðà íà ìíîæåñòâà áîëåå îáùåãî
âèäà. Íàïîìíèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî K ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ êîì-
ïàêòíûì, åñëè èç ëþáîãî åãî ïîêðûòèÿ îòêðûòûìè ìíîæå-
ñòâàìè ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Ïîäìíîæåñòâî
K ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ
òî÷êàìè îíî ñîäåðæèò è îòðåçîê, èõ ñîåäèíÿþùèé. Ïåðåñå÷åíèå
âñåõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ äàííîå ïîäìíîæåñòâî
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K ïðîñòðàíñòâà Rn, íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæå-
ñòâà K è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç conv(K). Äâà ïîäìíîæåñòâà A è
B â Rn íàçûâàþòñÿ ãîìåîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : A → B îäíîãî èç íèõ íà äðóãîå,
òàêîå ÷òî êàê f , òàê è f−1 � íåïðåðûâíû.

Äàëåå, ìû ãîâîðèì, ÷òî òî÷êè v0, . . . , vn â Rn àôôèííî íåçà-
âèñèìû, åñëè âåêòîðà v1 − v0, . . . , vn − v0 îáðàçóþò áàçèñ ïðî-
ñòðàíñòâà Rn. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà àôôèííî íåçàâèñèìîãî ìíî-
æåñòâà òî÷åê {vk} ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì ñèìïëåêñîì.
Ñòàíäàðòíûì n-ìåðíûì ñèìïëåêñîì ∆n íàçûâàåòñÿ ïîäìíî-
æåñòâî â Rn+1, çàäàííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∆n = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn | xi ≥ 0,

n+1∑
i=1

xi = 1}.

Ïðåäëîæåíèå 2.2 Ïóñòü K ⊂ Rn � âûïóêëûé êîìïàêò. Òî-
ãäà K ãîìåîìîðôåí äèñêó Dm ðàçìåðíîñòè m ≤ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñå àôôèííûå ïîäïðîñòðàí-
ñòâà â Rn, ñîäåðæàùèå K, è ïóñòü L ðàâíî ïåðåñå÷åíèþ òàêèõ
ïîäïðîñòðàíñòâ. ßñíî, ÷òî L � íàèìåíüøåå àôôèííîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå K. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà L îáîçíà-
÷èì ÷åðåç m.

Ðàññìîòðèì â K ïðîèçâîëüíûå m + 1 òî÷êó v0, . . . , vm, òî-
ãäà, â ñèëó âûïóêëîñòè K, âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà {xk}
ñîäåðæèòñÿ â K.

Ëåììà 2.1 Òî÷êè vk ìîæíî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
îíè áûëè àôôèííî íåçàâèñèìû.

Èç ëåììû 2.1 âûòåêàåò, ÷òî íàø êîìïàêò K ñîäåðæèò íåêî-
òîðóþ âíóòðåííþþ (â ïîäïðîñòðàíñòâå L) òî÷êó v (â êà÷åñòâå
òàêîé òî÷êè ìîæíî âûáðàòü ëþáóþ âíóòðåííþþ òî÷êó ïîëó-
÷åííîãî ñèìïëåêñà conv({vi})).

Ïåðåíåñåì íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó v, èíûìè ñëîâàìè, áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé
êîìïàêòà K. Ðàññìîòðèì â L ñòàíäàðòíóþ åäèíè÷íóþ ñôåðó
Sm−1 è ïîñòðîèì ôóíêöèþ φ : Sm−1 → R, ñòàâÿùóþ êàæäîé
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òî÷êå ν ∈ Sm−1 ÷èñëî φ(ν) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

φ(ν) = max
α≥0

{α | αν ∈ K}.

Òàê êàê v � âíóòðåííÿÿ òî÷êà, à ìíîæåñòâî K, â ñèëó êîì-
ïàêòíîñòè, îãðàíè÷åíî, òî ôóíêöèÿ φ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà è
íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Åñëè Dm � ñòàíäàðòíûé
åäèíè÷íûé äèñê â L ñ ãðàíèöåé Sm−1, òî ïîñòðîèì îòîáðàæå-
íèå a : Dn → K, îñòàâëÿþùåå öåíòð äèñêà Dm íà ìåñòå, è
êàæäîé íåöåíòðàëüíîé òî÷êå x ∈ Dm ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå
òî÷êó φ(x/‖x‖)x. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâ-
ëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì (äîêàæèòå). Òåì ñàìûì, ìû ïîêàçàëè,
÷òî âûïóêëûé êîìïàêò K ãîìåîìîðôåí äèñêó Dm. ×òî è òðå-
áîâàëîñü.

Òåîðåìà 2.4 (Òåîðåìà Áðàóýðà äëÿ âûïóêëûõ êîìïàêòîâ)
Ïóñòü K ⊂ Rn � âûïóêëûé êîìïàêò, è f : K → K ïðîèç-
âîëüíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå êîìïàêòà K â ñåáÿ. Òîãäà
îòîáðàæåíèå f èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.2, ñóùåñòâóåò äèñê Dm,
ãîìåîìîðôíûé êîìïàêòó K. Ïóñòü a : Dm → K � ãîìåîìîð-
ôèçì. Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå g = a−1 ◦ f ◦ a,
ïåðåâîäÿùåå äèñê Dm â ñåáÿ. Ïî òåîðåìå 2.2, îòîáðàæåíèå g
èìååò íåêîòîðóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó x0, ò.å. g(x0) = x0. Ðàñ-
ñìîòðèì òî÷êó y0 = a(x0) èç êîìïàêòà K. Èìååì:

f(y0) = f(a(x0)) = a ◦ g ◦ a−1 ◦ a(x0) = a(g(x0)) = a(x0) = y0,

ïîýòîìó y0 � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ f , ÷òî è òðåáî-
âàëîñü.

2.4. Òåîðåìû î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ ìíîãîçíà÷íûõ
îòîáðàæåíèé Ïóñòü X è Y � äâà ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâà, è
2Y � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Y . Êàæäîå îòîá-
ðàæåíèå f : X → 2Y íàçûâàåòñÿ ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì
è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç f : X ⇒ Y . Èíûìè ñëîâàìè, ìíîãîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå f ìíîæåñòâà X âî ìíîæåñòâî Y ñòàâèò â ñîîòâåò-
ñòâèå êàæäîé òî÷êå x ∈ X ïîäìíîæåñòâî f(x) ìíîæåñòâà Y .
Íàïîìíèì, ÷òî ãðàôèêîì Gr(f) (ìíîãîçíà÷íîãî) îòîáðàæåíèÿ
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íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî â X×Y , ñîñòîÿùåå èõ âñåõ ïàð (x, y),
òàêèõ ÷òî y ∈ f(x). ßñíî, ÷òî ãðàôèê ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðà-
æåíèÿ ÿâëÿåòñÿ, ïî îïðåäåëåíèþ, îòíîøåíèåì, ÷òî ïîçâîëÿåò
äàòü ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå: ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå �
ýòî ïðîèçâîëüíîå îòíîøåíèå (ò.å. ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî
â X×Y ). Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû îáðàç ïðîèç-
âîëüíîé òî÷êè x ∈ X, ò.å. f(x), áûë íåïóñòûì ïîäìíîæåñòâîì
â Y , òî, â òåðìèíàõ îòíîøåíèé, ýòî òðåáîâàíèå ðàâíîñèëüíî
óñëîâèþ ðàâåíñòâà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ, çàäàþùå-
ãî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, âñåìó ìíîæåñòâó X. Íàïîìíèì,
÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(R) îòíîøåíèÿ R ⊂ X × Y � ýòî
ìíîæåñòâî âñåõ x ∈ X, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò
y ∈ Y , òàêîé ÷òî (x, y) ∈ R.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f : X ⇒ X � ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
ìíîæåñòâà X â ñåáÿ. Òîãäà òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæ-
íîé äëÿ f , åñëè x ∈ f(x).

Ïîëóíåïðåðûâíîñòü ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé Â
äàííîì ðàçäåëå ìû íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ïîëóíåïðåðûâíîñòè
îáû÷íûõ ôóíêöèé è îáîáùèì åãî íà ñëó÷àé ìíîãîçíà÷íûõ îòîá-
ðàæåíèé. Îòìåòèì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèÿ ïîëóíåïðåðûâíîñòè ÿâ-
ëÿþòñÿ îäíèì èç óñëîâèé òåîðåìû Êàêóòàíè.

Ïóñòü òåïåðü X è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, è f : X ⇒
Y � ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå. Õîòÿ ìíîãèå îïðåäåëåíèÿ è ðå-
çóëüòàòû èìåþò ìåñòî è â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, à èìåííî, êîãäà
X è Y � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ìû, äëÿ ïðîñòîòû, îãðà-
íè÷èìñÿ ñëó÷àåì ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè
åãî ãðàôèê Gr(f) � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â X×Y ; f íàçûâà-
åòñÿ çàìêíóòûì, åñëè åãî ãðàôèê Gr(f) � çàìêíóòîå ïîäìíî-
æåñòâî â X × Y .

Ïðåæäå ÷åì äàòü îïðåäåëåíèå ïîëóíåïðåðûâíîñòè è íåïðå-
ðûâíîñòè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé, íàïîìíèì ñîîòâåòñòâó-
þùèå ïîíÿòèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ôóíêöèé. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ìåò-
ðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ρ) è êàæäîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà
r > 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç B(x, r) øàð ñ öåíòðîì â x ðàäèóñà r:

B(x, r) = {x′ ∈ X | ρ(x, x′) ≤ r}.
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Ïóñòü f : X → R � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ íà ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå X. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå
x0 ∈ X, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0, òàêèå ÷òî äëÿ
ëþáîãî x ∈ B(x0, δ) âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà íåðàâåíñòâà:

f(x0)− ε ≤ f(x) è f(x) ≤ f(x0) + ε.

Åñëè ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèå ëèøü îäíîãî èç ýòèõ äâóõ íåðà-
âåíñòâ, òî ìû ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå ïîëóíåïðåðûâíîñòè.

À èìåííî, ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó â
òî÷êå x0, åñëè äëÿ ëþáîãî λ < f(x0) ñóùåñòâóåò δ > 0, òàêîå
÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ B(x0, δ) èìååì λ ≤ f(x). Ôóíêöèÿ f íàçû-
âàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó â òî÷êå x0, åñëè ôóíêöèÿ −f
ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó â x0.

Çàìå÷àíèå. Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 åñëè è òîëüêî
åñëè îíà ïîëóíåïðåðûâíà â x0 è ñíèçó, è ñâåðõó (äîêàæèòå).

Ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó (ïî-
ëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó, íåïðåðûâíîé), åñëè f ïîëóíåïðåðûâíà
ñíèçó (ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó, íåïðåðûâíà) â êàæäîé òî÷êå
x0 ∈ X.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ñëó÷àþ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé.
Ïóñòü K � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà (X, ρ). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 îïðåäåëèì ε-
îêðåñòíîñòü B(K, ε) ìíîæåñòâà K êàê ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ
x ∈ X, ÷òî infx′∈K ρ(x, x′) ≤ ε.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : X ⇒ Y ìåòðè-
÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y íàçûâà-
åòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó â òî÷êå x0 ∈ X, åñëè äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(x0) òî÷êè x0, ÷òî äëÿ
ëþáîãî x ∈ U(x0) âûïîëíÿåòñÿ:

f(x) ⊂ B
(
f(x0), ε

)
.

Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîé ε-îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà f(x0) îá-
ðàçû âñåõ äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê x0 òî÷åê ëåæàò â ýòîé ε-
îêðåñòíîñòè.

Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, ïîëóíåïðåðûâíîå ñâåðõó âî
âñåõ òî÷êàõ èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâ-
íûì ñâåðõó.
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Ðèñ. 3. Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, ïðèâåäåííîå íà ðèñóíêå ñëåâà,

ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó â òî÷êå 0, íî íå ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó; ìíî-

ãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, ïðèâåäåííîå íà ðèñóíêå ñïðàâà, ïîëóíåïðå-

ðûâíî ñíèçó â òî÷êå 0, íî íå ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó

Õîòÿ â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ ëèøü ìíîãîçíà÷íûå
îòîáðàæåíèÿ, ïîëóíåïðåðûâíûå ñâåðõó, ìû, äëÿ ïîëíîòû èçëî-
æåíèÿ, ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå ïîëóíåïðåðûâíûõ ñíèçó è íåïðå-
ðûâíûõ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : X ⇒ Y ìåòðè-
÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y íàçûâà-
åòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó â òî÷êå x0 ∈ X, åñëè äëÿ ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x1, x2 . . . òî÷åê èç X, ñõîäÿùåéñÿ ê íåêîòî-
ðîé òî÷êå x0 ∈ X, è ëþáîé òî÷êè y0 ∈ f(x0), ñóùåñòâóåò ñõîäÿ-
ùàÿñÿ ê y0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê y1, y2, . . . èç Y , òàêèõ ÷òî
yk ∈ f(xk).

Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, ïîëóíåïðåðûâíîå ñíèçó âî âñåõ
òî÷êàõ èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì
ñíèçó.

Çàìå÷àíèå. Åñëè îòîáðàæåíèå f îäíîçíà÷íî, òî îïðåäåëåíèÿ
ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó è ñíèçó, äàííûå äëÿ ìíîãîçíà÷íûõ
îòîáðàæåíèé, ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé, à òàêæå ýêâèâàëåíò-
íû îïðåäåëåíèþ íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ (äîêàæèòå). Äëÿ
ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé îíè, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷àþòñÿ,
÷òî âèäíî èç ïðèìåðîâ, ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 3.

Òåîðåìà 2.5 (Êàêóòàíè) Ïóñòü X � êîìïàêòíîå âûïóêëîå
ïîäìíîæåñòâî Rn, è f : X ⇒ X � ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæå-
íèå, ïîëóíåïðåðûâíîå ñâåðõó è òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X
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ìíîæåñòâî f(x) íåïóñòî, çàìêíóòî è âûïóêëî. Òîãäà ó îòîá-
ðàæåíèÿ f ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x0 ∈ X, ò.å. òà-
êàÿ òî÷êà, ÷òî x0 ∈ f(x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Êàêóòàíè òà-
êîâ. Ñíà÷àëà ìû �àïïðîêñèìèðóåì� ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
f ñòàíäàðòíûìè îäíîçíà÷íûìè îòîáðàæåíèÿìè φε : X → X,
ãäå ε > 0 � íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà; äëÿ êàæäîãî φε

ïðèìåíèì òåîðåìó Áðàóýðà äëÿ âûïóêëûõ êîìïàêòîâ è íàéäåì
íåïîäâèæíóþ òî÷êó xε; óñòðåìèì ε ê íóëþ è âûáåðåì íåêîòî-
ðóþ ïðåäåëüíóþ òî÷êó x0; è, íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ
òî÷êà è ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé äëÿ ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ
f .

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ε > 0 ïîäìíîæåñòâî E ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà (M,ρ) íàçûâàåòñÿ ε-ñåòüþ, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè
m ∈ M ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà e ∈ E, ÷òî ρ(m, e) < ε. Äàëåå,
ε-ñåòü E íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé, åñëè ìíîæåñòâî E ñîñòîèò èç
êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê.

Ëåììà 2.2 Åñëè ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (M,ρ) êîìïàêò-
íî, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 îíî îáëàäàåò êîíå÷íîé ε-ñåòüþ E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì îòêðûòîå ïî-
êðûòèå ïðîñòðàíñòâà M , ïîñòðîèâ ñ öåíòðîì â êàæäîé òî÷êå
èç M îòêðûòûé øàð ðàäèóñà ε. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè M , èç
ýòîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Öåí-
òðû øàðîâ ýòîãî ïîäïîêðûòèÿ è îáðàçóþò êîíå÷íóþ ε-ñåòü E.
Äåéñòâèòåëüíî, êàæäàÿ òî÷êà m ∈M ëåæèò â îäíîì èç øàðîâ
âûáðàííîãî ïîäïîêðûòèÿ, ïîýòîìó m íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè
ìåíüøå ÷åì ε îò öåíòðà ýòîãî øàðà, ò.å. îò îäíîé èç òî÷åê ìíî-
æåñòâà E. ×òî è òðåáîâàëîñü.

Äëÿ êàæäîãî ε > 0 âûáåðåì, â ñîîòâåòñòâèå ñ ëåììîé 2.2,
êîíå÷íóþ ε-ñåòü Eε â íàøåì êîìïàêòå X. Òî÷êè èç Eε îáîçíà-
÷èì ÷åðåç xε1, x

ε
2, . . .. Ðàññìîòðèì f -îáðàçû f(xεi ) òî÷åê x

ε
i , è â

êàæäîì èç ýòèõ îáðàçîâ âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó yεi .
Äàëåå, ïî êàæäîé òî÷êå xεi ïîñòðîèì ôóíêöèþ φε

i (x), îïðå-
äåëåííóþ íà âñåì ïðîñòðàíñòâå X, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

φε
i (x) = max

(
0, ε− ‖xεi − x‖

)
.
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Ýòà ôóíêöèÿ ðàâíà ε â òî÷êå xεi , ðàâíà íóëþ âíå îòêðûòîãî
øàðà ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â xεi , è ëèíåéíî âäîëü ðàäèóñîâ ýòîãî
øàðà óáûâàåò îò çíà÷åíèÿ ε â öåíòðå äî íóëÿ íà ãðàíèöå.

Îïðåäåëèì òåïåðü èñêîìóþ àïïðîêñèìàöèþ φε(x) òàê:

φε(x) =

∑
i φ

ε
i (x) y

ε
i∑

k φ
ε
k(x)

=
∑
i

φε
i (x)∑

k φ
ε
k(x)

yεi =
∑
i

αε
i (x)y

ε
i ,

ãäå ìû ïîëîæèëè αε
i (x) = φε

i (x)/
∑

k φ
ε
k(x).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî αε
i (x) ≥ 0, ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî

åñëè è òîëüêî åñëè òî÷êà x íàõîäèòñÿ îò òî÷êè xεi íà ðàññòîÿíèè,
áîëüøåì èëè ðàâíîì ε. Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, αε

i (x) 6= 0 äëÿ
òåõ è òîëüêî òåõ i, ïðè êîòîðûõ òî÷êè xεi ëåæàò â îòêðûòîé
ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè x. Áîëåå òîãî,

∑
i α

ε
i (x) = 1 äëÿ ëþáîãî x.

Ëåììà 2.3 Äëÿ ëþáîãî x òî÷êà φε(x) ëåæèò â âûïóêëîé îáî-
ëî÷êå òî÷åê yεi , äëÿ êîòîðûõ ‖x− xεi‖ < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî òå òî÷êè yεi , â êîòîðûõ α
ε
i (x) = 0,

íå äàþò âêëàäà â ñóììó, îïðåäåëÿþùóþ òî÷êó φε(x), ïîýòîìó â
äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü òå yεi , äëÿ êîòîðûõ
αε
i (x) 6= 0, a çíà÷èò ‖x − xεi‖ < ε, íå îãîâàðèâàÿ ýòîãî êàæäûé

ðàç.

Òàê êàê ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê,
êîìïàêòíî, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî òî÷êà φε(x) ëåæèò â ïå-
ðåñå÷åíèè çàìêíóòûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ ñî-
äåðæèò âñå òî÷êè yεi (äëÿ êîòîðûõ α

ε
i (x) 6= 0). Ýòî óòâåðæäåíèå

èìååò ìåñòî â ñèëó ñëåäóþùåé íåñëîæíîé ëåììû.

Ëåììà 2.4 Ïóñòü K ⊂ Rn � ïðîèçâîëüíîå êîìïàêòíîå ïîä-
ìíîæåñòâî â Rn. Òîãäà âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà K ñîâ-
ïàäàåò ïåðåñå÷åíèåì âñåõ çàìêíóòûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, ñîäåð-
æàùèõ K.

Ïóñòü Π � ïðîèçâîëüíîå ïîëóïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå âñå
òî÷êè yεi (äëÿ êîòîðûõ αε

i (x) 6= 0). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ℓ(x) = d �
ëèíåéíîå óðàâíåíèå ãèïåðïëîñêîñòè, îãðàíè÷èâàþùåé Π. Òàê
êàê âñå òî÷êè yεi ëåæàò â Π, òî âñå ÷èñëà ℓ(y

ε
i ) èëè îäíîâðåìåííî
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íå ìåíüøå d, èëè îäíîâðåìåííî íå áîëüøå d. Ïðåäïîëîæèì, äëÿ
îïðåäåëåííîñòè, ÷òî ℓ(yεi ) ≥ d ïðè êàæäîì i. Òîãäà

ℓ
(
φε(x)

)
= ℓ
(∑

i

αε
i (x) y

ε
i

)
=
∑
i

αε
i (x) ℓ(y

ε
i ) ≥

∑
i

αε
i (x) d = d,

ãäå ïðåäïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå (íåðàâåíñòâî) âûïîëíÿåòñÿ, òàê
êàê αε

i (x) ≥ 0, à ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå (ðàâåíñòâî) âåðíî, òàê
êàê

∑
i α

ε
i (x) = 1. Çíà÷èò, φε(x) ∈ Π, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Äàëåå, òàê êàê X � âûïóêëûé êîìïàêò, òî â ñèëó òåîðå-
ìû 2.4, îòîáðàæåíèå φε èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó xε. Ðàññìîò-
ðèì óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü εj , ñòðåìÿùóþñÿ ê 0. Òàê
êàê X � êîìïàêòíî, òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê xεj ìîæ-
íî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïîýòîìó ñðàçó
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê xεj ñõîäèò-
ñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå x0. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ìû
äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 2.5 Òî÷êà x0, ïîñòðîåííàÿ âûøå, ÿâëÿåòñÿ íåïî-
äâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ f , ò.å. x0 ∈ f(x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. x0 6∈ f(x0). Ïî
óñëîâèþ òåîðåìû, ìíîæåñòâî f(x0) � çàìêíóòî, ïîýòîìó ðàñ-
ñòîÿíèå r = ‖x0, f(x0)‖ îò òî÷êè x0 äî ìíîæåñòâà f(x0), ò.å.
âåëè÷èíà

r = inf
x∈f(x0)

‖x0 − x‖,

ñòðîãî áîëüøå íóëÿ.
Ïóñòü U(f(x0),

r
2 ) îáîçíà÷àåò (r/2)-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà

f(x0):

U(f(x0),
r

2
) = {x ∈ X | ‖x, f(x0)‖ < r/2},

è ïóñòü U(x0,
r
2 ) áóäåò (r/2)-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0. ßñíî, ÷òî

îêðåñòíîñòè U(f(x0),
r
2 ) è U(x0,

r
2 ) íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Òàê êàê, ïî ïðåäïîëîæåíèþ òåîðåìû, ìíîæåñòâî f(x0) �
âûïóêëî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ïðîñòàÿ ëåììà.

Ëåììà 2.6 Îêðåñòíîñòü U(f(x0),
r
2 ) âûïóêëà.
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U(f(x0),r/2)

f(x0)

x0

U(x0,r/2)

U(x0,δ)

U(x0,r')

X

Ðèñ. 4. Èëëþñòðàöèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Êàêóòàíè

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y1, y2 ∈ U(f(x0),
r
2 ). Òîãäà íàéäóòñÿ

òî÷êè z1, z2 ∈ f(x0), òàêèå ÷òî ‖yi−zi‖ < r
2 , i = 1, 2. Äëÿ ëþáîãî

λ ∈ [0, 1] ïîëîæèì y = λy1 + (1 − λ)y2, z = λz1 + (1 − λ)z2. Òàê
êàê ìíîæåñòâî f(x0) âûïóêëî, òî z ∈ f(x0). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

‖y − z‖ = ‖λ(y1 − z1) + (1− λ)(y2 − z2)‖ ≤

λ‖y1 − z1‖+ (1− λ)‖y2 − z2‖ <
r

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ U(f(x0),
r
2 ). Òàêèì îáðàçîì, îêðåñòíîñòü

U(f(x0),
r
2 ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ âûïóêëîñòè.

Òàê êàê îòîáðàæåíèå f ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó, ó òî÷êè
x0 èìååòñÿ òàêàÿ øàðîâàÿ îêðåñòíîñòü U(x0, δ) ðàäèóñà δ, ÷òî
äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ U(x0, δ) åå îáðàç f(x) ñîäåðæèòñÿ â
U(f(x0),

r
2 ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç U(x0, r

′) îêðåñòíîñòü ðàäèóñà r′ =

min( r2 ,
δ
2 ). Ðèñ. 4 èëëþñòðèðóåò ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ.

Òàê êàê xεj → x0 è εj → 0 ïðè j → ∞, òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòî-
ðîãî íîìåðà j0, âñå òî÷êè x

εj ïðè j ≥ j0 ëåæàò â U(x0, r
′), ïðè-

÷åì εj <
δ
2 . Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òàêóþ òî÷êó xε

j

, j ≥ j0.
Òî÷êà xεj � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ φεj , ïîýòîìó

φεj (xεj ) = xεj . Ïî ëåììå 2.3, òî÷êà φεj (xεj ) ëåæèò â âûïóêëîé
îáîëî÷êå òî÷åê y

εj
i , äëÿ êîòîðûõ ‖xεj − x

εj
i ‖ < εj . Íàïîìíèì,

÷òî òî÷êà y
εj
i ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó f(x

εj
i ).
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Ëåììà 2.7 Â ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ, òî÷êà x
εj
i ëå-

æèò â U(x0, δ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ‖xεj −xεji ‖ < εj <
δ
2 . Ñ äðó-

ãîé ñòîðîíû, òî÷êà xεj ëåæèò â U(x0, r
′), ïîýòîìó ‖x0 − xεj‖ <

r′ ≤ δ
2 , îòêóäà

‖x0 − x
εj
i ‖ ≤ ‖x0 − xεj‖+ ‖xεj − x

εj
i ‖ < δ

2
+
δ

2
= δ,

ïîýòîìó x
εj
i ëåæèò â U(x0, δ), ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Äàëåå, â ñèëó âûáîðà îêðåñòíîñòè U(x0, δ), îáðàçû âñåõ òî-
÷åê x

εj
i èç ýòîé îêðåñòíîñòè ïðè îòîáðàæåíèè f ñîäåðæàò-

ñÿ â U(f(x0),
r
2 ). Ïîýòîìó âñå ðàññìàòðèâàåìûå y

εj
i ëåæàò â

U(f(x0),
r
2 ). Ïî ëåììå 2.6, îêðåñòíîñòü U(f(x0),

r
2 ) âûïóêëà, ïî-

ýòîìó òî÷êà φεj (xεj ), ëåæàùàÿ, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, â âû-
ïóêëîé îáîëî÷êå òî÷åê y

εj
i , ëåæèò â U(f(x0),

r
2 ).

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà xεj = φεj (xεj ) ëåæèò îäíîâðåìåííî
â U(f(x0),

r
2 ) è â U(x0, r

′) ⊂ U(x0,
r
2 ), ÷åãî íå ìîæåò áûòü, òàê

êàê ýòè îêðåñòíîñòè íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

3. Êîíêóðåíòíîå ðàâíîâåñèå â ìîäåëè

Ýððîó�Äåáðå

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ìû ðàçáåðåì ÷àñòíûé ñëó÷àé ìî-
äåëè Âàëüðàñà, íàëîæèâ äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà âèä
ôóíêöèé äîõîäà ïîòðåáèòåëåé I(p) è ñäåëàâ äîïîëíèòåëüíûå
ïðåäïîëîæåíèÿ î íà÷àëüíîé ñîáñòâåííîñòè è õàðàêòåðå ïîâåäå-
íèÿ ïîòðåáèòåëåé. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü íàçûâàåòñÿ ìîäåëü
Ýððîó�Äåáðå. Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìîäåëè Ýððîó�
Äåáðå ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü ÷èñòîãî îáìåíà, ò.å. ñëó÷àé, êîãäà ïðîèç-
âîäñòâî îòñóòñòâóåò. Ïîñëåäíþþ ìîäåëü ìîæíî ïðèìåíÿòü ïðè
èññëåäîâàíèè ìåæäóíàðîäíîé òîðãîâëè.

Îïèøåì ñíà÷àëà îãðàíè÷åíèÿ, ââîäèìûå íà ñåêòîð ïî-
òðåáëåíèÿ. Âåçäå íèæå ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíè-
ÿìè, ââåäåííûìè ïðè îïèñàíèè ìîäåëè Âàëüðàñà, ñì. ïàðà-
ãðàô 1.2 ãëàâû 1.
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Ïåðâîå óñëîâèå êàñàåòñÿ óñòðîéñòâà êàæäîãî ïîòðåáèòåëü-
ñêîãî ìíîæåñòâà Xi. À èìåííî, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî i
âûïîëíÿåòñÿ

(1a) Xi ⊂ Rn
+;

(1b) ìíîæåñòâî Xi âûïóêëî, çàìêíóòî è íåîãðàíè÷åíî;

(1c) äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x1, x2, . . . òî÷åê èç Xi, òà-
êîé ÷òî k-àÿ êîîðäèíàòà ýòèõ òî÷åê ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷-
íîñòè, âûòåêàåò, ÷òî âñå ïðî÷èå êîîðäèíàòû òàêæå ñòðå-
ìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Çàìå÷àíèå. Èç óñëîâèÿ (1a) âûòåêàåò, ÷òî ñîâîêóïíîå ïîòðå-

áèòåëüñêîå ìíîæåñòâî X =
∑l

i=1Xi ëåæèò â Rn
+.

Èç óñëîâèÿ (1b) âûòåêàåò çàìêíóòîñòü è âûïóêëîñòü ñîâî-

êóïíîãî ïîòðåáèòåëüñêîãî ìíîæåñòâà X =
∑l

i=1Xi (ïðîâåðüòå
ýòî).

Óñëîâèå (1c) õîòü è íå âûãëÿäèò äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííî, íî
ìîæåò áûòü îáúÿñíåíî ñ æèòåéñêîé ïîçèöèè òàê: åñëè ïîòðåáè-
òåëü òðåáóåò âñå áîëüøå è áîëüøå êàêîãî-ëèáî òîâàðà, òî åìó
îáÿçàòåëüíî òðåáóþòñÿ è âñå äðóãèå òîâàðû âî âñå áîëüøèõ êî-
ëè÷åñòâàõ.

Âòîðîå óñëîâèå ìû íàêëàäûâàåì íà ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè
ui(x), îïðåäåëåííóþ íà Xi è âûðàæàþùóþ ïðèîðèòåòû i-îãî
ïîòðåáèòåëÿ. À èìåííî, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðè êàæäîì i =
1, . . . , l ôóíêöèÿ ui(x)

(2a) íåïðåðûâíà;

(2b) âîãíóòà;

(2c) ïîòðåáèòåëü íåíàñûùàåì.

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå (2b) íà ui(x) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî-
÷åê x è x′ èç Xi è ëþáîãî α ∈ [0, 1] èìååì:

ui
(
(1− α)x+ αx′

)
≥ (1− α)ui(x) + αui(x

′).

Â ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâ Xi, óñëî-
âèå âîãíóòîñòè âëå÷åò âûïóêëîñòü êàæäîãî ìíîæåñòâà

{x ∈ Xi | ui(x) ≥ c},
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ãäå c � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà (äîêàæèòå).
Óñëîâèå (2c) íà ui(x) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Xi ñóùå-

ñòâóåò òàêîé x′ ∈ Xi, ÷òî ui(x
′) > ui(x), èíûìè ñëîâàìè, ôóíê-

öèÿ ui(x) íå äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Ïîñëåäíåå ìî-
æåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíî òàê: äëÿ ëþáîãî íàáîðà x ∈ Xi

ñóùåñòâóåò �áîëåå ïðèâëåêàòåëüíûé� íàáîð x′ ∈ Xi.

Òðåòüå óñëîâèå (3) õàðàêòåðèçóåò íà÷àëüíûé çàïàñ òîâà-
ðîâ bi êàæäîãî ïîòðåáèòåëÿ: äëÿ âñÿêîãî i = 1, . . . , l ñóùåñòâóåò
âåêòîð x̄i ∈ Xi, òàêîé ÷òî x̄i � bi (íàïîìíèì, ÷òî ñòðîãîå íåðà-
âåíñòâî � ïðè ñðàâíåíèè âåêòîðîâ îçíà÷àåò, ÷òî âñå êîîðäèíà-
òû îäíîãî âåêòîðà ñòðîãî ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò
äðóãîãî). Ýòî óñëîâèå òåõíè÷åñêîå, è îäíèì èç ïîëåçíûõ ñëåä-
ñòâèé ýòîãî óñëîâèÿ ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî bi > 0, ò.å. êàæäûé
ïîòðåáèòåëü èìååò íåíóëåâîé íà÷àëüíûé çàïàñ âñÿêîãî òîâàðà.

×åòâåðòîå óñëîâèå (4) îïèñûâàåò ôóíêöèþ äîõîäà Ki(p):
ôóíêöèè äîõîäà Ki(p) êàæäîãî i-îãî èç l ïîòðåáèòåëåé èìåþò
ñëåäóþùèé âèä:

Ki(p) = 〈p, bi〉+
m∑
j=1

αij〈p, yj〉,

ãäå bi � íà÷àëüíûé çàïàñ òîâàðîâ i-îãî ïîòðåáèòåëÿ, à αij �
äîëÿ äîõîäîâ j-îãî ïðîèçâîäèòåëÿ, êîòîðóþ ïîëó÷àåò i-ûé ïî-
òðåáèòåëü. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

∑l
i=1 αij = 1 (äîõîä

êàæäîãî j-îãî èç m ïðîèçâîäèòåëåé ïîëíîñòüþ äåëèòñÿ ìåæäó
âñåìè ïîòðåáèòåëÿìè; ýòî ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êî-
ãäà âñå ïðîèçâîäñòâà àêöèîíèðîâàíû, è âñå äîõîäû ïðîèçâîäñòâ
ïîëíîñòüþ ðàñïðåäåëÿþòñÿ ìåæäó àêöèîíåðàìè).

Ïðèâåäåì òåïåðü îãðàíè÷åíèÿ íà ïðîèçâîäñòâåííûé ñåê-
òîð.

Ïåðâîå îãðàíè÷åíèå (1): êàæäîå òåõíîëîãè÷åñêîå ìíîæåñòâî
Yk êîìïàêòíî è ñîäåðæèò íà÷àëî êîîðäèíàò 0. Ïîñëåäíåå óñëî-
âèå ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðîèç-
âîäñòâî óñòðîåíî òàê, ÷òî åãî ìîæíî îñòàíîâèòü.

Âòîðîå îãðàíè÷åíèå (2): ñîâîêóïíîå òåõíîëîãè÷åñêîå ìíî-
æåñòâî Y =

∑m
j=1 Yj âûïóêëî.

È, íàêîíåö, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî öåíû p íåîòðèöàòåëü-
íû, ò.å. p ∈ Rn

+, è âåêòîð p íå ðàâåí íóëþ. Â ñèëó ñäåëàí-
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íûõ ïðåäïîëîæåíèé íà ôóíêöèþ äîõîäà, ýòà ôóíêöèÿ ëèíåé-
íî çàâèñèò îò ñèñòåìû öåí p, ïîýòîìó áþäæåòíûå îãðàíè÷åíèÿ
〈p, x〉 ≤ K(p) íå çàâèñÿò îò äëèíû âåêòîðà p, à çàâèñÿò ëèøü
îò åãî íàïðàâëåíèÿ. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî ñèñòåìà öåí p = (p1, . . . , pn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
íîðìèðîâêè:

n∑
k=1

pk = 1,

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, âåêòîð p ïðèíàäëåæèò ñòàíäàðòíîìó ñèì-
ïëåêñó ∆ ðàçìåðíîñòè n− 1:

∆ = {p = (p1, . . . , pn) ∈ Rn |
n∑

k=1

pk = 1}.

Îñíîâíàÿ öåëü äàííîé ãëàâû � äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðå-
ìó.

Òåîðåìà 3.1 Â ìîäåëè Ýððîó�Äåáðå ñóùåñòâóåò êîíêóðåíò-
íîå ðàâíîâåñèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Ñíà÷àëà ìû ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè ñîâîêóïíîãî ñïðîñà è ïðåä-
ëîæåíèÿ ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó. Çàòåì, ñ ïîìîùüþ ýòèõ ôóíê-
öèé, ìû ïîñòðîèì ïîëóíåïðåðûâíîå ñâåðõó ìíîãîçíà÷íîå îòîá-
ðàæåíèå φ(p), íàçûâàåìîå ôóíêöèåé èçáûòî÷íîãî ïðåäëîæå-
íèÿ, òàê:

φ(p) = Ψ(p)− Φ(p).

Äàëåå, ìû äîêàæåì ëåììó Ãåéëà (ôîðìóëèðîâêó ýòîé ëåììû
ñì. íèæå), èç êîòîðîé âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå öåíû
p∗, äëÿ êîòîðûõ ìíîæåñòâî φ(p∗) ñîäåðæèò íåîòðèöàòåëüíûé
âåêòîð u∗. Èíûìè ñëîâàìè, ïðè öåíàõ p∗ èìååòñÿ òàêîé êîë-
ëåêòèâíûé ñïðîñ x∗ ∈ Φ(p∗) è òàêîå êîëëåêòèâíîå ïðåäëîæåíèå
y∗ ∈ Ψ(p∗), ÷òî y∗ ≥ x∗, ò.å. ñïðîñ íå ïðåâûøàåò ïðåäëîæå-
íèÿ. Ýòî, íàïîìíèì, îäíî èç óñëîâèé îïðåäåëåíèÿ êîíêóðåíò-
íîãî ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ìû ïîêàæåì,
÷òî óñëîâèå íåíàñûùàåìîñòè âëå÷åò âûïîëíåíèå çàêîíà Âàëü-
ðàñà â óçêîì ñìûñëå: 〈p∗, x∗〉 = 〈p∗, y∗〉. Òåì ñàìûì ìû ïðîâåðèì
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äëÿ òðîéêè (x∗, y∗, p∗) âûïîëíåíèå âñåõ óñëîâèé êîíêóðåíòíîãî
ðàâíîâåñèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà Êàêóòàíè áóäåò ñóùåñòâåííî èñïîëü-
çîâàíà ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû Ãåéëà. Ïåðåéäåì ê ïîäðîáíî-
ñòÿì.

Äëÿ ðåàëèçàöèè íàøåãî ïëàíà íàì, ïðåæäå âñåãî, ïîòðåáó-
åòñÿ ïåðåéòè îò íåêîìïàêòíîãî ñîâîêóïíîãî ïîòðåáèòåëüñêîãî
ìíîæåñòâà X =

∑l
i=1Xi ê íåêîòîðîé êîìïàêòíîé åãî ÷àñòè.

Äëÿ ýòîãî äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 3.1 Ïóñòü Bi(p) îáîçíà÷àåò âàëüðàñîâî áþäæåòíîå
ìíîæåñòâî i-îãî ïîòðåáèòåëÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò âûïóêëîå
êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî Xc

i ⊂ Xi, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîãî
p ∈ ∆ èìååì Bi(p) ⊂ Xc

i , è, ïîýòîìó, Φi(p) ⊂ Xc.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bi îáúåäèíåíèå
∪p∈∆Bi(p). Ìû ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî Bi îãðàíè÷åíî,
îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî âñå ìíîæåñòâà Bi(p) ëåæàò âíóòðè
íåêîòîðîãî øàðà, à, çíà÷èò, è âíóòðè âûïóêëîãî êîìïàêòà,
ïîëó÷åííîãî ïðè ïåðåñå÷åíèè ìíîæåñòâà Xi ñ ýòèì øàðîì.
Ýòîò âûïóêëûé êîìïàêò è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì êîìïàêòîì Xc

i .
Èòàê, ïîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà Bi. Òàê êàê ∆ �

êîìïàêò, òî ôóíêöèÿ äîõîäà Ki(p) äëÿ i-îãî ïîòðåáèòåëÿ îãðà-
íè÷åíà íåêîòîðûì çíà÷åíèåì Ki. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B̄i(p) ìíî-
æåñòâà

B̄i(p) = {x ∈ Xi | 〈p, x〉 ≤ Ki}.

Òàê êàê Bi(p) ⊂ B̄i(p), òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî
B̄i = ∪p∈∆B̄i(p) � îãðàíè÷åíî.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü (xs, ps), ÷òî xs ∈ B̄i(ps), ps ∈ ∆, è ‖xs‖ → ∞
ïðè s → ∞. Òàê êàê ∆ � êîìïàêò, òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ps ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîýòî-
ìó, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, áóäåì ñðàçó ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ps ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå p0 ∈ ∆. Ïî
îïðåäåëåíèþ ñèìïëåêñà∆, îäíà èç êîîðäèíàò òî÷êè p0, ñêàæåì,
j-àÿ êîîðäèíàòà, ñòðîãî áîëüøå íóëÿ, ïîýòîìó, íà÷èíàÿ ñ íåêî-
òîðîãî íîìåðà s, j-ûå êîîðäèíàòû âñåõ òî÷åê ps áîëüøå íåêîòî-
ðîãî δ > 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî óñëîâèþ (1c) íà ìíîæåñòâî Xi,
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âñå êîîðäèíàòû òî÷åê xs ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïîýòîìó,
ó÷èòûâàÿ, ÷òî âñå êîîðäèíàòû òî÷åê ps è xs íåîòðèöàòåëüíû,
ïîëó÷àåì: 〈ps, xs〉 → ∞ ïðè s → ∞. Îäíàêî 〈ps, xs〉 ≤ Ki äëÿ
ëþáîãî s, è ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, çàâåðøàþùåå äîêàçà-
òåëüñòâî ëåììû.

Ñëåäñòâèå 3.1 Ñóùåñòâóåò âûïóêëîå êîìïàêòíîå ïîäìíî-
æåñòâî Xc ⊂ X, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîãî p ∈ ∆ èìååì: Φ(p) ⊂
Xc.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 3.1, êàæäîå ìíîæåñòâî Φi(p) ëå-
æèò â íåêîòîðîì âûïóêëîì êîìïàêòå Xc

i . Ïîýòîìó êàæäîå ìíî-

æåñòâî Φ(p) =
∑l

i=1 Φi(p) ëåæèò â âûïóêëîì êîìïàêòå Xc =∑l
i=1X

c
i , ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Äàëåå, äîêàçàòåëüñòâî ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó ìíîãî-
çíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ Φ(p) ìû ïðîâåäåì ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ñíà÷àëà ìû ïîêàæåì, ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ïîëóíåïðåðûâ-
íûõ ñâåðõó ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëóíå-
ïðåðûâíûì ñâåðõó. Òàêèì îáðàçîì, ìû ñâåäåì çàäà÷ó ê äîêàçà-
òåëüñòâó ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó äëÿ êàæäîãî Φi(p). Çàòåì
ìû ïîêàæåì, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Bi(p), ñòàâÿùåå
â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó p ∈ ∆ âàëüðàñîâî áþäæåòíîå ìíîæå-
ñòâî, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, ò.å. îäíîâðåìåííî ïîëóíåïðåðûâ-
íûì ñâåðõó è ñíèçó. È, íàêîíåö, çàìå÷àÿ, ÷òî ïðè êàæäîì p
ìíîæåñòâî Φi(p) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì â Bi(p), íà êîòîðîì
âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ ui(p) äîñòèãàåò ñâîèõ íàèáîëüøèõ çíà÷åíèé,
ìû ïîêàæåì, ÷òî Φi(p) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü a(x) è b(x) � äâà ìíîãîçíà÷íûõ îòîá-
ðàæåíèÿ èç ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X â Rn, è ïóñòü α è
β � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Òîãäà ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèåé (αa + βb)(x) íàçûâàåòñÿ ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå,
îïðåäåëåííîå òàê:

(αa+ βb)(x) = {y ∈ Rn | y = αy′ + βy′′, y′ ∈ a(x), y′′ ∈ b(x)}.

Ëåììà 3.2 Ïóñòü a(x) è b(x) � äâà ïîëóíåïðåðûâíûõ ñâåðõó
ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèÿ èç ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X
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â Rn, è ïóñòü α è β � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Òî-
ãäà ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ (αa+βb)(x) ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâ-
íûì ñâåðõó ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî α ∈ R
ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ αa(x) è (a+ b)(x) � ïîëóíåïðåðûâ-
íû ñâåðõó.

Ïîëîæèì c(x) = αa(x). Åñëè α = 0, òî âñå î÷åâèäíî. Ïóñòü
α 6= 0. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü α êàê îòîáðàæåíèå α : Rn → Rn,
ÿâëÿþùååñÿ ðàñòÿæåíèåì, ïåðåâîäÿùèì âåêòîð y â αy. ßñíî,
÷òî êàæäîå òàêîå ðàñòÿæåíèå α ïðåîáðàçóåò ε-îêðåñòíîñòü ïðî-
èçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà Y ⊂ Rn â ε′-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà
α(Y ), ãäå ε′ = |α| ε. Òàê êàê c(x) = α

(
a(x)

)
, òî åñëè U � ýòî

ε-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà c(x), à ε′ = ε/|α|, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî
ε′-îêðåñòíîñòü U ′ ìíîæåñòâà a(x) ïåðåéäåò ïðè îòîáðàæåíèè α
â U . Â ñèëó ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó îòîáðàæåíèÿ a(x), ñó-
ùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V òî÷êè x, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè
x′ ∈ V âûïîëíÿåòñÿ a(x′) ⊂ U ′, è, çíà÷èò,

c(x′) = α
(
a(x′)

)
⊂ α(U ′) = U,

÷òî è äîêàçûâàåò ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñâåðõó ìíîãîçíà÷íîãî
îòîáðàæåíèÿ c(x) â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ÷èñëà ε è òî÷êè x.

Ïóñòü òåïåðü c(x) = (a+b)(x). Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è
ðàññìîòðèì ε-îêðåñòíîñòü U ìíîæåñòâà c(x). Ïîëîæèì ε′ = ε/2,
è ïóñòü U ′ è U ′′ îáîçíà÷àþò ε′-îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâ a(x) è b(x)
ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå β : Rn × Rn → Rn,
îïðåäåëåííîå òàê: β(y′, y′′) = y′ + y′′. Ïî îïðåäåëåíèþ, èìå-
åì: β

(
a(x), b(x)

)
= c(x). Ïîêàæåì, òî β

(
U ′, U ′′) ⊂ U . Äåéñòâè-

òåëüíî, ïóñòü y′ ∈ U ′ è y′′ ∈ U ′′. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå
z′ ∈ a(x) è z′′ ∈ b(x), ÷òî ‖y′ − z′‖ < ε′ è ‖y′′ − z′′‖ < ε′.
Ïóñòü y = β(y′, y′′) = y′ + y′′ è z = β(z′, z′′) = z′ + z′′. ßñíî, ÷òî
z ∈ c(x), è, êðîìå òîãî,

‖z− y‖ = ‖z′ + z′′ − y′ − y′′‖ ≤ ‖z′ − y′‖+ ‖z′′ − y′′‖ < ε′ + ε′ = ε,

ò.å. y ∈ U , ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Òàê êàê ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ a(x) è b(x) ïîëóíåïðå-

ðûâíû ñâåðõó, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü V òî÷êè x, ÷òî
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äëÿ ëþáîé òî÷êè x′ ∈ V èìååì: a(x′) ⊂ U ′ è b(x′) ⊂ U ′′, ïîýòîìó

c(x′) = β
(
a(x′), b(x′)

)
⊂ β(U ′, U ′′) ⊂ U,

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Bi(p) ÿâëÿ-
åòñÿ íåïðåðûâíûì. Ïðåæäå âñåãî, â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 3.1,
äëÿ ëþáîãî p ∈ ∆ èìååì Bi(p) ∈ Xc

i . Èíûìè ñëîâàìè, îáëàñòü
çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ Bi ñîäåðæèòñÿ â Xc

i .
Íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó.

Ëåììà 3.3 Îòîáðàæåíèå Bi(p) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. äëÿ íåêîòîðî-
ãî p ∈ ∆ ñóùåñòâóåò òàêàÿ ε-îêðåñòíîñòü U ìíîæåñòâà Bi(p),
÷òî äëÿ íåêîòîðîé ñõîäÿùåéñÿ ê p ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê
ps ∈ ∆ â êàæäîì ìíîæåñòâå Bi(ps) èìååòñÿ òî÷êà xs, íå ïðè-
íàäëåæàùàÿ U . Â ñèëó êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà Xc

i , â ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè xs ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõî-
äÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå x ∈ Xc

i . Ïîýòîìó, áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xs ñõî-
äèòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå x ∈ Xc

i . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ps, xs) òî÷åê èç ∆×Xc

i , ñõîäÿùóþñÿ ê òî÷-
êå (p, x).

Ïîêàæåì, ÷òî, íà ñàìîì äåëå, x ∈ Bi(p). Äëÿ ýòîãî ðàññìîò-
ðèì ôóíêöèþ f(p, x), ðàâíóþ 〈p, x〉 − Ki(p). Òàê êàê Ki(p) �
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî f(p, x) � òàêæå íåïðåðûâíàÿ ôóíê-
öèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî

Bi(p) = {x ∈ Xc
i | f(p, x) ≤ 0}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ai ïîäìíîæåñòâî â ∆ × Xc
i , ðàâíîå

f−1
(
(−∞, 0]

)
. ßñíî, ÷òî

Ai =
{
(p, x) ∈ ∆×Xc

i | p ∈ ∆, x ∈ Bi(p)
}
.

Êðîìå òîãî, âñå òî÷êè (ps, xs) ëåæàò â Ai.
Òàê êàê ôóíêöèÿ f(p, x) íåïðåðûâíà, ìíîæåñòâî Ai çàìêíó-

òî. Ïîýòîìó è òî÷êà (p, x) òàêæå ëåæèò â Ai, îòêóäà íåìåäëåííî
çàêëþ÷àåì, ÷òî x ∈ Bi(p).
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Îäíàêî èç ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî íîìåðà s, âñå òî÷êè xs ëåæàò â ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè
x, à, çíà÷èò, è â ε-îêðåñòíîñòè U ìíîæåñòâà Bi(p). Ïîñëåäíåå
ïðîòèâîðå÷èå è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïîëóíåïðåðûâíîñòè
ñâåðõó îòîáðàæåíèÿ Bi(p).

Ëåììà 3.4 Îòîáðàæåíèå Bi(p) ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. èìååòñÿ òàêîå
p, ÷òî â ýòîé òî÷êå îòîáðàæåíèå Bi(p) íå ïîëóíåïðåðûâíî ñíè-
çó. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ps, ñòðåìÿùàÿñÿ ê p, è òàêîé x ∈ Bi(p), äëÿ êîòîðîãî â
ñåìåéñòâå ìíîæåñòâ Bi(ps) íåëüçÿ âûáðàòü ñõîäÿùåéñÿ ê x ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ó òî÷êè x ñóùåñòâóåò
îêðåñòíîñòü U , òàêàÿ ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ps ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà Bi(ps) íå
ïåðåñåêàþò U . Ïîýòîìó, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, áóäåì ñðàçó
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå Bi(ps) íå ïåðåñåêàþò U .

Íàïîìíèì, ÷òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì (4) íà ïî-
òðåáèòåëüñêèé ñåêòîð, ôóíêöèÿ äîõîäà Ki(p) ðàâíà 〈p, bi〉 +∑m

j=1 αij〈p, yj〉. Ïî óñëîâèþ (3), ñóùåñòâóåò òàêîé x̄i ∈ Bi(p),
÷òî x̄i � bi. Ïîýòîìó 〈x̄i, p〉 < K(p) ïðè ëþáîì p ∈ ∆. Ðàñ-
ñìîòðèì îòðåçîê [x̄i, x]. Òàê êàê ôóíêöèÿ f(p, x) = 〈p, x〉−K(p)
ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì p ëèíåéíà ïî x, òî åå îãðàíè÷å-
íèå íà îòðåçîê [x̄i, x] òàêæå ëèíåéíî. Òàê êàê f(p, x̄i) < 0 è
f(p, x) ≤ 0, òî â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x, â ÷àñòíîñòè, â âû-
áðàííîé îêðåñòíîñòè U , ñóùåñòâóåò x′, òàêàÿ ÷òî f(p, x′) < 0. Â
ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f , äëÿ âñåõ p′, äîñòàòî÷íî áëèç-
êèõ ê p, èìååì f(p′, x′) < 0, ò.å. x′ ∈ B(p′). Ïîýòîìó, ñóùåñòâóåò
òàêîå s, ÷òî x′ ∈ B(ps), ò.å. îêðåñòíîñòü U ïåðåñåêàåò B(ps).
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Ëåììà 3.5 Îòîáðàæåíèå Φi(p) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.3, ìû,
ïðåäïîëîæèâ ïðîòèâíîå, íàéäåì äëÿ íåêîòîðîãî p òàêóþ ε-
îêðåñòíîñòü U ìíîæåñòâà Φi(p), ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè òî÷åê ps ∈ ∆, ñõîäÿùèõñÿ ê p, â êàæäîì Φi(ps) ìîæíî
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âûáðàòü òî÷êó xs, íå ëåæàùóþ â U . Ïðè ýòîì îïÿòü, áåç îãðàíè-
÷åíèÿ îáùíîñòè, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
xs ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå x ∈ Xc

i .

Ìû ïîêàæåì, ÷òî, íà ñàìîì äåëå, òî÷êà x ëåæèò â Φi(p), ÷òî
è çàâåðøèò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì, ÷òî
è â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.3.

Âíîâü ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ f(p, x), ðàâíóþ
〈p, x〉 −Ki(p), è îáîçíà÷èì ÷åðåç Ai çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â
∆×Xc

i , ðàâíîå f
−1
(
(−∞, 0]

)
. Òàê êàê Φi(ps) ⊂ Bi(ps), ïîëó÷à-

åì, ÷òî âñå òî÷êè (ps, xs) ëåæàò â Ai, ïîýòîìó, èç çàìêíóòîñòè
ìíîæåñòâà Ai, èìååì: x ∈ Bi(p).

Ïîêàæåì, ÷òî ui(x) = maxx′∈Bi(p) ui(x
′), ò.å. ÷òî x ∈ Φi(p).

Ïóñòü ýòî íå òàê. Òàê êàê Bi(p) êîìïàêòíî, ñóùåñòâóåò òî÷êà
x̄ ∈ Bi(p), â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì ôóíêöèè ui. Ïî
ïðåäïîëîæåíèþ, ui(x) < ui(x̄).

Òàê êàê, ïî ëåììå 3.4, îòîáðàæåíèå Bi(p) ïîëóíåïðåðûâíî
ñíèçó, òî ñóùåñòâóåò ñõîäÿùàÿñÿ ê x̄ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x̄s, òà-
êèõ ÷òî x̄s ∈ Bi(ps). Îäíàêî ui(x̄s) ≤ ui(xs), ïîýòîìó èç íåïðå-
ðûâíîñòè ôóíêöèè ui çàêëþ÷àåì, ÷òî

ui(x) = ui
(
lim
s→∞

xs
)
= lim

s→∞
ui(xs) ≥ lim

s→∞
ui(x̄s) =

ui
(
lim
s→∞

x̄s
)
= ui(x̄),

ïðîòèâîðå÷èå. Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.

Ëåììà 3.6 Ìíîæåñòâà Φi(p) ÿâëÿþòñÿ íåïóñòûìè âûïóê-
ëûìè êîìïàêòàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå (4) ãàðàíòèðóåò íåïóñòîòó ìíî-
æåñòâ Φi(p). Ýòè ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíû, òàê êàê îíè ÿâëÿþò-
ñÿ ïîäìíîæåñòâàìè êîìïàêòà Xc

i ïî ëåììå 3.1. Ýòè ìíîæåñòâà
çàìêíóòû, òàê êàê ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè ìàêñèìàëüíûõ çíà-
÷åíèé îãðàíè÷åíèÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ui(x) íà êîìïàêòíûå
ïîäìíîæåñòâà Bi(p). Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå Φi(p) � êîìïàêò.
Äîêàæåì òåïåðü âûïóêëîñòü ìíîæåñòâà Φi(p).

Ïóñòü x′ è x′′ � äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè èç Φi(p), è x �
ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç îòðåçêà [x′, x′′], ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîå 0 ≤
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α ≤ 1, ÷òî x = (1− α)x′ + αx′′. Òàê êàê ôóíêöèÿ ui(x) âîãíóòà
ïî óñëîâèþ (2b), èìååì

ui(x) ≥ (1− α)ui(x
′) + αui(x

′′).

Â ñèëó âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà Bi(p), òî÷êà x ëåæèò â Bi(p). Òàê
êàê â òî÷êàõ x′ è x′′ ôóíêöèÿ ui ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå íà
Bi(p) çíà÷åíèå umax, èìååì ui(x) ≥ umax, ïîýòîìó ui(x) = umax,
è, çíà÷èò, x ∈ Φi(p). ×òî è òðåáîâàëîñü.

Ëåììà 3.7 Îòîáðàæåíèå Φ(p) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó. Êàæ-
äîå ìíîæåñòâî Φ(p) ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì âûïóêëûì êîìïàê-
òîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå Φ(p) ðàâíî, ïî îïðåäåëåíèþ,
ñóììå îòîáðàæåíèé ïîëóíåïðåðûâíûõ ñâåðõó Φi(p). ïîýòîìó, â
ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 3.2, îòîáðàæåíèå Φ(p) òàêæå ïîëóíåïðå-
ðûâíî ñâåðõó.

Òàê êàê ñóììà íåïóñòûõ âûïóêëûõ êîìïàêòîâ ÿâëÿåòñÿ
íåïóñòûì âûïóêëûì êîìïàêòîì, ìû, èñïîëüçóÿ ëåììó 3.6, çà-
êëþ÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî Φ(p) òàêæå íåïóñòî, âûïóêëî è êîì-
ïàêòíî. Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.

Ëåììà 3.8 Îòîáðàæåíèå Ψ(p) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èäåè äîêàçàòåëüñòâà òàêèå æå, êàê è ïðè
äîêàçàòåëüñòâå àíàëîãè÷íîãî ðåçóëüòàòà äëÿ Φ(p).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ èçáûòî÷íîãî ïðåäëîæåíèÿ
φ(p) = Ψ(p) − Φ(p). Ïî ëåììå 3.2, ýòà ôóíêöèÿ ïîëóíåïðå-
ðûâíà ñâåðõó, è, êðîìå òîãî, êàæäîå φ(p) ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì
âûïóêëûì êîìïàêòîì. Äàëåå, ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2 ãëàâû 1, âû-
ïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå: äëÿ ëþáîãî u ∈ φ(p) èìå-
åì 〈u, p〉 ≥ 0 (çàêîí Âàëüðàñà). Ìû èñïîëüçóåì ïåðå÷èñëåííûå
ñâîéñòâà, äîêàçàâ ïðåäâàðèòåëüíî ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 3.9 (Ãåéë) Ïóñòü ∆ ⊂ Rn
+ � ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ,

Γ � âûïóêëûé êîìïàêò, è φ : ∆ ⇒ Γ ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæå-
íèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:
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1) îòîáðàæåíèå φ ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó, è äëÿ âñÿêîãî p ∈
∆ îáðàç φ(p) ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì âûïóêëûì çàìêíóòûì
ïîäìíîæåñòâîì â Γ;

2) âûïîëíÿåòñÿ çàêîí Âàëüðàñà â øèðîêîì ñìûñëå, ò.å.
〈p, u〉 ≥ 0 äëÿ ëþáîãî u ∈ φ(p).

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð p∗ ∈ ∆, ÷òî φ(p∗) ∩ Rn
+ 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî u ∈ Γ îïðåäåëèì ìíîæåñòâî
ν(u) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ν(u) = {p ∈ ∆ | 〈p, u〉 = min
p′∈∆

〈p′, u〉}.

Ðàññìîòðèì ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå µ : ∆ × Γ ⇒ ∆ × Γ,
çàäàâàåìîå òàê:

µ(p, u) = ν(u)× φ(p).

Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå µ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû
Êàêóòàíè. Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî∆×Γ âûïóêëî è êîìïàêò-
íî â ñèëó âûïóêëîñòè è êîìïàêòíîñòè ñîìíîæèòåëåé.

Äàëåå, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâà ν(u) íåïóñòû, âûïóêëû
è çàìêíóòû, à ìíîæåñòâà φ(p) íåïóñòû, âûïóêëû è çàìêíóòû
ïî ïðåäïîëîæåíèþ. Ïîýòîìó âñå µ(p, u) íåïóñòû, âûïóêëû è
çàìêíóòû.

Ëåììà 3.10 Îòîáðàæåíèå ν : Γ ⇒ ∆ ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è ðàññìîòðèì
ε-îêðåñòíîñòü ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà ν(u). Ìû äîëæíû ïî-
êàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V òî÷êè u, òàêàÿ ÷òî äëÿ
ëþáîãî u′ ∈ V èìååì ν(u) ⊂ U . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü us → u, ÷òî â êàæäîì
ν(us) èìååòñÿ íåêîòîðàÿ òî÷êà ps, íå ïðèíàäëåæàùàÿ U . Ïî
îïðåäåëåíèþ, 〈ps, us〉 ≤ 〈p′, us〉 äëÿ ëþáîãî p′ ∈ ∆. Â ñèëó êîì-
ïàêòíîñòè ìíîæåñòâà Γ, èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ps ìîæíî âû-
áðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîýòîìó, íå îãðàíè-
÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñðàçó ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ps ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó p ∈ ∆.
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Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, èìååì
〈p, u〉 ≤ 〈p′, u〉 äëÿ ëþáîãî p′ èç ∆, ïîýòîìó p ∈ ν(u). Ñëåäîâà-
òåëüíî, âñå òî÷êè ps, äîñòàòî÷íî áëèçêèå ê p, ëåæàò â îêðåñò-
íîñòè U . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî
ëåììû.

Äàëåå, îòîáðàæåíèå φ(p) òàêæå ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó, ïî-
ýòîìó è íàøå îòîáðàæåíèå µ(p, u) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó.

Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî âñå óñëîâèÿ òåîðåìû Êàêóòà-
íè âûïîëíÿþòñÿ, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà (p∗, u∗), ÷òî
(p∗, u∗) ∈ ν(u∗)×φ(p∗), èíûìè ñëîâàìè, p∗ ∈ ν(u∗) è u∗ ∈ φ(p∗).

Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà ν(u∗), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

〈p∗, u∗〉 ≤ 〈p, u∗〉 äëÿ ëþáîãî p ∈ ∆.

Ïî óñëîâèþ ëåììû, âûïîëíÿåòñÿ çàêîí Âàëüðàñà â øèðîêîì
ñìûñëå, ò.å. 〈p∗, u∗〉 ≥ 0. Ïîýòîìó èìååì

〈p, u∗〉 ≥ 0 äëÿ ëþáîãî p ∈ ∆.

Èç ïðîèçâîëüíîñòè òî÷êè p ∈ ∆ âûòåêàåò, ÷òî u∗ ≥ 0, ò.å. u∗ ∈
φ(p∗) ∩ Rn

+, îòêóäà φ(p
∗) ∩ Rn

+ 6= ∅, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Ëåììà
Ãåéëà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Èç ëåììû Ãåéëà è äîêàçàííûõ âûøå ñâîéñòâ ôóíêöèè èç-
áûòî÷íîãî ñïðîñà φ(p) âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñèñòåìà
öåí p∗ ∈ ∆, ïðè êîòîðîé ìíîæåñòâî φ(p∗) ñîäåðæèò íåîòðè-
öàòåëüíûé ýëåìåíò u∗. Ïî îïðåäåëåíèþ, èìåþòñÿ x∗ ∈ Φ(p) è
y∗ ∈ Ψ(p), òàêèå ÷òî u∗ = y∗ − x∗, îòêóäà x∗ ≤ y∗, ò.å. ñó-
ùåñòâóþò òàêèå öåíû p∗, ïðè êîòîðûõ ñïðîñ x∗ íå ïðåâûøàåò
ïðåäëîæåíèÿ y∗.

Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî äëÿ òðîéêè (x∗, y∗, p∗) âûïîë-
íÿåòñÿ çàêîí Âàëüðàñà â óçêîì ñìûñëå. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçó-
åìñÿ ïðåäïîëîæåíèåì î íåíàñûùàåìîñòè ïîòðåáèòåëåé, îòêó-
äà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Φi(p) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
〈p, x〉 = Ki(p). Âûêëàäêè, àíàëîãè÷íûå òåì, ÷òî ïðîâîäÿòñÿ ïðè
âûâîäå çàêîíà Âàëüðàñà â øèðîêîì ñìûñëå ñëîâà, äàþò ðàâåí-
ñòâî 〈p, x〉 = 〈p, y〉 äëÿ ëþáûõ x ∈ Φ(p) è y ∈ Ψ(p). Äîêàçàòåëü-
ñòâî çàêîí÷åíî.
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4. Ìîäåëü Ýððîó�Äåáðå è îïòèìàëüíîñòü ïî

Ïàðåòî

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû ââåäåì ïîíÿòèå îïòèìàëüíîñòè ïî Ïà-
ðåòî, îáîáùàþùåãî îïðåäåëåíèÿ òî÷êè ìàêñèìóìà âåùåñòâåí-
íîé ôóíêöèè íà ñëó÷àé îòîáðàæåíèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â Rn. Îêà-
çûâàåòñÿ, ñîñòîÿíèå êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ îïòè-
ìàëüíûì ïî Ïàðåòî äëÿ åñòåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ, çàäàâàå-
ìîãî ôóíêöèÿìè ïîëåçíîñòè. Ïåðåéäåì ê äåòàëÿì.

Ïóñòü Xi, i = 1, . . . , l � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà, è ui :
Xi → R � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî X̄ =
X1 × · · · ×Xl, ðàâíîå äåêàðòîâîìó ïðîèçâåäåíèþ ìíîæåñòâ Xi,
è îïðåäåëèì Rl-çíà÷íîå îòîáðàæåíèå ū : X̄ → Rl òàê:

ū(x1, . . . , xl) =
(
u1(x1), . . . , ul(xl)

)
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â X̄ âûäåëåíî íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî X̄0.
Íàáîð âåêòîðîâ x = (x1, . . . , xl) íàçîâåì äîïóñòèìûì èëè ðàñ-
ïðåäåëåíèåì, åñëè x ∈ X̄0.

Îïðåäåëåíèå. Ðàñïðåäåëåíèå x = (x1, . . . , xl) íàçîâåì îïòè-
ìàëüíûì ïî Ïàðåòî, åñëè íå ñóùåñòâóåò ðàñïðåäåëåíèÿ x′ =
(x′1, . . . , x

′
l), òàêîãî ÷òî ui(x

′
i) ≥ ui(xi), è õîòÿ áû äëÿ îäíîãî i

èìååò ìåñòî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî; èíûìè ñëîâàìè, åñëè íå ñó-
ùåñòâóåò ðàñïðåäåëåíèÿ x′, òàêîãî ÷òî ū(x′) > ū(x).

Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíàÿ ïî Ïàðåòî òî÷êà � ýòî òî÷êà
ìàêñèìóìà äëÿ îòîáðàæåíèÿ ū : X̄ → Rl, ïîñòðîåííîãî âûøå.

Ðàññìîòðèì ìîäåëü Ýððîó�Äåáðå â òåõ æå îáîçíà÷åíèÿõ, ÷òî
è â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ. À èìåííî, ïóñòü òåïåðü èìååòñÿ l ïî-
òðåáèòåëåé, ïðè÷åì i-ûé èç íèõ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîèì ïîòðå-
áèòåëüñêèì ìíîæåñòâîì Xi è ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè ui(x), îïðå-
äåëåííîé íà Xi. Êàê è âûøå, ïîëîæèì X̄ ðàâíûì äåêàðòîâó
ïðîèçâåäåíèþ ïîòðåáèòåëüñêèõ ìíîæåñòâ Xi.

Ïóñòü Y � ñîâîêóïíîå òåõíîëîãè÷åñêîå ìíîæåñòâî, è b � ñî-
âîêóïíûé íà÷àëüíûé çàïàñ. Òîãäà, íàïîìíèì, b+ Y � ýòî ìíî-
æåñòâî âñåõ íàáîðîâ òîâàðîâ, êîòîðûå òîëüêî ìîãóò áûòü ïðî-
èçâåäåíû â ýòîé ñèñòåìå. Îñíîâíîå òðåáîâàíèå ìîäåëè Âàëüðàñà
ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñïðîñ íå ïðåâûøàë ïðåäëîæåíèÿ. Èñõîäÿ
èç ýòîãî òðåáîâàíèÿ, ìû îïðåäåëèì äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî X̄0
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ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X̄0 =
{
x = (x1, . . . , xn) ∈ X̄ | ∃y ∈ Y :

l∑
i=1

xi ≤ b+ y
}
.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.1 Åñëè (x∗, y∗, p∗) � êîíêóðåíòíîå ðàâíîâåñèå â
ìîäåëè Ýððîó�Äåáðå, òî ðàñïðåäåëåíèå x∗ îïòèìàëüíî ïî Ïà-
ðåòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. íàéäåòñÿ òà-
êîå ðàñïðåäåëåíèå x ∈ X̄0, ÷òî ū(x) > ū(x∗). Èíûìè ñëîâàìè,
ui(xi) ≥ ui(x

∗
i ), è äëÿ íåêîòîðîãî i, ñêàæåì äëÿ i = i0, èìååò

ìåñòî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî.
Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî êàæäûé ïîòðåáèòåëü íåíàñûùàåì,

è äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , l âûáåðåì òàêîå wi ∈ Xi, ÷òî ui(wi) >
ui(xi). Ïîëîæèì xi(t) = (1−t)xi+t wi. Â ñèëó âîãíóòîñòè ôóíê-
öèè ïîëåçíîñòè ui, èìååì

ui
(
xi(t)

)
≥ (1− t)ui(xi) + t ui(wi) > ui(xi),

ïðè ëþáîì 0 < t ≤ 1. Ïîýòîìó ui
(
xi(t)

)
> ui(x

∗
i ), è, çíà÷èò, â

ñèëó òîãî, ÷òî x∗i ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà äëÿ ôóíêöèè ui
íà Âàëüðàñîâîì áþäæåòíîì ìíîæåñòâå Bi(p

∗), ìû çàêëþ÷àåì,
÷òî xi(t) 6∈ Bi(p

∗) ïðè ëþáîì 0 < t ≤ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè
ýòèõ t âûïîëíÿåòñÿ

〈p∗, xi(t)〉 > 〈p∗, bi〉+
m∑
j=1

αij〈p∗, y∗j 〉.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè t→ 0, ïîëó÷àåì

〈p∗, xi〉 ≥ 〈p∗, bi〉+
m∑
j=1

αij〈p∗, y∗j 〉. (12)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè i = i0 ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî ñòðîãîå. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïî óñëîâèþ, äëÿ òàêîãî i èìååì ui(xi) > ui(x

∗
i ), è

òàê êàê x∗i � òî÷êà ìàêñèìóìà äëÿ îãðàíè÷åíèÿ ôóíêöèè ui íà
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Bi(p
∗), çàêëþ÷àåì, ÷òî xi 6∈ Bi(p

∗), îòêóäà è âûòåêàåò ñòðîãîñòü
íåðàâåíñòâà.

Ñóììèðóÿ ïî i íåðàâåíñòâà (12), è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
∑l

i=1 αij =
1 ïðè êàæäîì j, ïîëó÷àåì

〈
p∗,

l∑
i=1

xi

〉
> 〈p∗, b〉+

〈
p∗,

m∑
j=1

y∗j

〉
.

Â ñèëó îïòèìàëüíîñòè âåêòîðà y∗ =
∑m

j=1 yj , ïîëó÷àåì, ÷òî
〈p∗, y∗〉 ≥ 〈p∗, y〉 äëÿ ëþáîãî y ∈ Y , ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî y ∈ Y

〈
p∗,

l∑
i=1

xi

〉
> 〈p∗, b+ y〉. (13)

Äàëåå, òàê êàê íàáîð x = (x1, . . . , xl) ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì,

òî ñóùåñòâóåò y ∈ Y , òàêîé ÷òî
∑l

i=1 xi ≤ b + y, è, çíà÷èò, äëÿ
ýòîãî y âûïîëíÿåòñÿ

〈
p∗,

l∑
i=1

xi

〉
≤ 〈p∗, b+ y〉,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (13). Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.

Îêàçûâàåòñÿ, âåðåí è îáðàòíûé ðåçóëüòàò: âñÿêîå îïòèìàëü-
íîå ïî Ïàðåòî ðàñïðåäåëåíèå ìîæåò ó÷àñòâîâàòü â êîíêóðåíò-
íîì ðàâíîâåñèè. À èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.2 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå (x∗1, . . . , x
∗
l )

îïòèìàëüíî ïî Ïàðåòî. Òîãäà ñóùåñòâóåò âåêòîð öåí p∗ è
íàáîð (y∗1 , . . . , y

∗
m), y∗j ∈ Yj, òàêèå ÷òî

1)
∑l

i=1 x
∗
i ≤ b+

∑m
j=1 y

∗
j ;

2) ïðè êàæäîì j âåêòîð y∗j ìàêñèìèçèðóåò ôóíêöèþ 〈p∗, yj〉
ïî âñåì yj ∈ Yj ;

3) ïðè êàæäîì i âåêòîð x∗i ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèþ 〈p∗, xi〉 ïî
âñåì xi ∈ Xi òàêèì, ÷òî ui(xi) ≥ ui(x

∗
i ).
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Çàìå÷àíèå. Åñëè â äîïîëíåíèå ê óñëîâèÿì òåîðåìû 4.2 ïî-
òðåáîâàòü, ÷òîáû äîëè αij ó÷àñòèÿ â ïðèáûëÿõ ðàâíÿëèñü 1/l,
è ïåðåðàñïðåäåëèòü íà÷àëüíóþ ñîáñòâåííîñòü òàê, ÷òîáû íîâàÿ
íà÷àëüíàÿ ñîáñòâåííîñòü i-îãî ïîòðåáèòåëÿ ðàâíÿëàñü

b′i = x∗i −
1

l

m∑
j=1

y∗l ,

òî ïîñòðîåííûé íàáîð (x∗1, . . . , x
∗
l , y

∗
1 , . . . , y

∗
m, p

∗) áóäåò êîíêó-
ðåíòíûì ðàâíîâåñèåì (äîêàæèòå).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2. Ñóùåñòâîâàíèå íàáîðà y∗,
óäîâëåòâîðÿþùåãî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ, âûòåêàåò èç îïðåäå-
ëåíèÿ îïòèìàëüíîñòè ïî Ïàðåòî.

Äîêàæåì âòîðîå è òðåòüå óòâåðæäåíèÿ. Ïîëîæèì Mi =
{xi ∈ Xi | ui(xi) > ui(x

∗
i )}. Òàê êàê ïîòðåáèòåëè íåíàñûùàå-

ìû, òî Mi 6= ∅. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî G = b+ Y −
∑l

i=1Mi.

Ëåììà 4.1 Ìíîæåñòâî G íå ñîäåðæèò ïîëîæèòåëüíûõ âåê-
òîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ñóùåñòâóåò
âåêòîð z ∈ G, òàêîé ÷òî z ≥ 0. Ïî îïðåäåëåíèþ, ñóùåñòâóþò
òàêèå y ∈ Y è xi ∈Mi äëÿ êàæäîãî i, ÷òî

z = b+ y −
l∑

i=1

xi ≥ 0.

Äàííîå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî íàáîð (x1, . . . , xl) äîïóñòèì,
ò.å. ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì. Îäíàêî, èç îïðåäåëåíèå ìíî-
æåñòâ Mi âûòåêàåò, ÷òî ýòîò íàáîð �ëó÷øå� íàáîðà x∗1, . . . , x

∗
l ,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïòèìàëüíîñòè ïî Ïàðåòî ïîñëåäíåãî íàáîðà.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.2 Ìíîæåñòâî G âûïóêëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâà Mi âûïóêëû,
îòêóäà ìãíîâåííî ïîëó÷àåì âûïóêëîñòü ìíîæåñòâà G.

Ïóñòü x′i è x
′′
i � äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè èç Mi. Ïî îïðåäå-

ëåíèþ ìíîæåñòâà Mi, èìååì ui(x
′
i) > ui(x

∗
i ) è ui(x

′′
i ) > ui(x

∗
i ).
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Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó xi èç îòðåçêà [x′i, x
′′
i ]. Òàê êàê

ôóíêöèÿ ui âîãíóòà, òî

ui(xi) ≥ min
(
ui(x

′
i), ui(x

′′
i )
)
> ui(x

∗
i ),

ïîýòîìó xi òàêæå ïðèíàäëåæèò Mi. Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó îá îòäåëèìîñòè ê äâóì íåïåðåñåêàþùèì-
ñÿ âûïóêëûì ìíîæåñòâàì G è Rn

+, çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò
òàêîå p∗ > 0, ÷òî 〈p∗, z〉 ≤ 0 äëÿ âñåõ z ∈ G. Îòñþäà âûòåêàåò,
÷òî äëÿ âñåõ xi ∈Mi è âñåõ yj ∈ Yj èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

l∑
i=1

〈p∗, bi〉+
m∑
j=1

〈p∗, yj〉 ≤
l∑

i=1

〈p∗, xi〉. (14)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M̄i çàìûêàíèå ìíîæåñòâà Mi, ò.å.

M̄i = {xi ∈ Xi | ui(xi) ≥ ui(x
∗
i )}

Ëåììà 4.3 Íåðàâåíñòâî (14) èìååò ìåñòî òàêæå äëÿ ëþáûõ
x̄i ∈ M̄i è ëþáûõ yj ∈ Yj.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü xi ∈ Mi è x̄i ∈ M̄i. Ïîëîæèì xi(t) =
(1− t)x̄i + t xi. Òàê êàê ôóíêöèÿ ui(x) âîãíóòà, èìååì

ui
(
xi(t)

)
≥ (1− t)ui(x̄i) + t ui(xi) > ui(x

∗
i ) ïðè 0 < t ≤ 1,

ïîñêîëüêó ñðåäíÿÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà ìåíÿåòñÿ ïî t ∈ [0, 1]
ëèíåéíî îò çíà÷åíèÿ ui(x̄i) ≥ ui(x

∗
i ) ïðè t = 0 äî çíà÷åíèÿ

ui(xi) > ui(x
∗
i ) ïðè t = 1. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïðè t ∈ (0, 1]

âñå òî÷êè xi(t) ëåæàò âMi, ïîýòîìó äëÿ íèõ òàêæå âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî (14). Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè t→ 0, ïîëó÷àåì, ÷òî
íåðàâåíñòâî (14) âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ òî÷êè x̄i. Äîêàçàòåëüñòâî
ëåììû çàêîí÷åíî.

Âñïîìíèì òåïåðü, ÷òî íàáîð (x∗1, . . . , x
∗
l ) ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäå-

ëåíèåì, ò.å. ñóùåñòâóåò y∗ = y∗1 + . . .+y
∗
m, y

∗
j ∈ Yj , äëÿ êîòîðîãî

l∑
i=1

bi +

m∑
j=1

y∗j ≥
l∑

i=1

x∗i .
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Óìíîæàÿ ýòî íåðàâåíñòâî ñêàëÿðíî íà p∗, ïîëó÷àåì íåðàâåí-
ñòâî, ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâó (14). Òàê êàê, ïî ëåììå 4.3,
íåðàâåíñòâî (14) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x̄i ∈ M̄i, è, î÷åâèäíî,
x∗i ∈ M̄i, ïîëó÷àåì

l∑
i=1

〈p∗, bi〉+
m∑
j=1

〈p∗, y∗j 〉 =
l∑

i=1

〈p∗, x∗i 〉. (15)

Èç ñîîòíîøåíèé (14) è (15) ïîëó÷àåì, ÷òî

m∑
j=1

〈p∗, yj〉 −
m∑
j=1

〈p∗, y∗j 〉 ≤
l∑

i=1

〈p∗, xi〉 −
l∑

i=1

〈p∗, x∗i 〉 (16)

äëÿ ëþáûõ xi ∈ M̄i è yj ∈ Yj .
Ïîäñòàâëÿÿ â íåðàâåíñòâî (16) xi = x∗i äëÿ âñåõ i = 1, . . . , l,

è yj = y∗j äëÿ âñåõ j, êðîìå îäíîãî, ñêàæåì, j = j0, ïîëó÷àåì

〈p∗, yj0〉 ≤ 〈p∗, y∗j0〉 äëÿ ëþáîãî yj0 ∈ Yj0 ,

òåì ñàìûì äîêàçàíî âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Ïîäñòàâëÿÿ â íåðàâåíñòâî (16) xi = x∗i äëÿ âñåõ i, êðîìå

îäíîãî, ñêàæåì i = i0, è yj = y∗j äëÿ âñåõ j = 1, . . . ,m ïîëó÷àåì

〈p∗, xi0〉 ≥ 〈p∗, x∗i0〉 äëÿ ëþáîãî xi0 ∈ M̄i0 ,

òåì ñàìûì äîêàçàíî òðåòüå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Äîêàçàòåëü-
ñòâî òåîðåìû çàêîí÷åíî.

5. Êîíêóðåíòíîå ðàâíîâåñèå â ìîäåëè

Âàëüäà�Êàññåëÿ

Îïèøåì åùå îäíó ìîäåëü, ïðåäëîæåííóþ Êàññåëåì è ÿâëÿ-
þùóþñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìîäåëè Âàëüðàñà. Ýòà ìîäåëü áëèçêà
ê ìîäåëè Âàëüäà, ðàññìîòðåííîé åùå â 30-ûõ ãîäàõ. Íåñìîòðÿ
íà òî, ÷òî ìîäåëü Âàëüäà�Êàññåëÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
ìîäåëè Âàëüðàñà, ìû äàäèì íåñêîëüêî äðóãîå îïðåäåëåíèå êîí-
êóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ãëàâû
ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ êîíêóðåíòíîãî ðàâíî-
âåñèÿ â íîâîì ïîíèìàíèè.
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Îäíà èç îñíîâíûõ îòëè÷èòåëüíûõ ÷åðò ðàññìàòðèâàåìîé ìî-
äåëè ñîñòîèò â òîì, ÷òî òåïåðü ìû áóäåì ðàçëè÷àòü ïðîäóêòû
ïðîèçâîäñòâà è ïåðâè÷íûå ôàêòîðû.

Èòàê, ïóñòü, êàê è âûøå, èìååòñÿ n òèïîâ òîâàðîâ, è, ïîýòî-
ìó, ïðîñòðàíñòâî òîâàðîâ � ýòî Rn. Òàêæå èìååòñÿ l ïîòðåáè-
òåëåé, ïðè÷åì i-ûé ïîòðåáèòåëü õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîòðåáèòåëü-
ñêèì ìíîæåñòâîì Xi ⊂ Rn, ôóíêöèåé äîõîäà è ôóíêöèåé ñïðî-
ñà.

Â îòëè÷èå îò ìîäåëè Âàëüðàñà, ãäå i-ûé ïîòðåáèòåëü õà-
ðàêòåðèçîâàëñÿ åùå çàïàñîì bi ∈ Xi ïåðâè÷íûõ ôàêòîðîâ, ÿâ-
ëÿâøèõñÿ òî÷êîé â ïîòðåáèòåëüñêîì ìíîæåñòâå Xi, â ìîäåëè
Âàëüäà�Êàññåëÿ ïåðâè÷íûå ôàêòîðû ðàññìàòðèâàþòñÿ �èçîëè-
ðîâàíî� îò ïîòðåáèòåëåé: ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èìååòñÿ m ïåð-
âè÷íûõ ôàêòîðîâ, îáðàçóþùèõ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûé âåêòîð
b ∈ Rm

+ . Áîëåå òîãî, åñëè ðàíüøå ïåðâè÷íûå ôàêòîðû, ïðèíàä-
ëåæà ïðîñòðàíñòâó òîâàðîâ, èìåëè öåíû p = (p1, . . . , pn), òî òå-
ïåðü ïåðâè÷íûå ôàêòîðû èìåþò ñâîè öåíû v = (v1, . . . , vm). Òà-
êèì îáðàçîì, âåêòîð öåí íà âñå òîâàðû, îáðàùàþùèåñÿ â íàøåé
ýêîíîìèêå, ðàâåí (p, v).

Îòñþäà âûòåêàþò è äàëüíåéøèå îòëè÷èÿ. Ôóíêöèÿ ñîâîêóï-
íîãî ñïðîñà çàâèñèò òåïåðü îò öåí íå òîëüêî íà ïðîäóêòû ïðî-
èçâîäñòâà, íî è îò öåí íà ïåðâè÷íûå ôàêòîðû, ò.å. ôóíêöèÿ
ñïðîñà èìååò âèä Φ(p, v). Áîëåå òîãî, ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî ôóíêöèÿ Φ(p, v) ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé è íåïðåðûâíîé. Òà-
êèì îáðàçîì, èìååì:

Φ(p, v) =
(
Φ1(p, v), . . . ,Φn(p, v)

)
,

ãäå Φk(p) � ôóíêöèÿ ñïðîñà íà k-ûé ïðîäóêò. Òàêæå ìû áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî Φ(p, v) óäîâëåòâîðÿåò çàêîíó Âàëüðàñà â óçêîì
ñìûñëå, ò.å.

〈p,Φ(p, v)〉 = 〈v, b〉.

Èíûìè ñëîâàìè, ñòîèìîñòü âñåõ ïîòðåáëåííûõ òîâàðîâ ðàâíà
ñòîèìîñòè âñåõ èìåâøèõñÿ ïåðâè÷íûõ ôàêòîðîâ (â äåíåæíîì
îòíîøåíèè, âñå ïåðâè÷íûå ôàêòîðû áûëè ïðåîáðàçîâàíû â òî-
âàð).

Ïðîèçâîäñòâåííûé ñåêòîð áóäåì îïèñûâàòü ëèíåéíîé ìîäå-
ëüþ Ëåîíòüåâà ñ ìàòðèöåé A = (aij), i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n,
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ãäå aij � êîëè÷åñòâî i-îãî ïåðâè÷íîãî ôàêòîðà, íåîáõîäèìî-
ãî äëÿ ïðîèçâîäñòâà åäèíèöû j-îãî ïðîäóêòà. Êàê îáû÷íî,
ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå aij íåîòðèöàòåëüíû, è ÷òî â ìàò-
ðèöå A íåò íóëåâûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ. Îòìåòèì, ÷òî åñëè
y = (y1, . . . , yn) � ñîâîêóïíîå ïðåäëîæåíèå ïðîèçâîäñòâåííî-
ãî ñåêòîðà, òî âåêòîð Ay îïèñûâàåò ïîëíûå çàòðàòû ïðîèçâîä-
ñòâåííîãî ñåêòîðà íà ïðîèçâîäñòâî àññîðòèìåíòíîãî íàáîðà y;
èíûìè ñëîâàìè, i-àÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà Ay ðàâíà êîëè÷åñòâó
i-îãî ïåðâè÷íîãî ôàêòîðà, çàòðà÷åííîãî íà ïðîèçâîäñòâî íàáî-
ðà y. Åñòåñòâåííî, â ðåàëüíûõ ìîäåëÿõ êîëè÷åñòâà çàòðà÷åííûõ
ïåðâè÷íûõ ôàêòîðîâ íå äîëæíû ïðåâîñõîäèòü êîëè÷åñòâ èìå-
þùèõñÿ ïåðâè÷íûõ ôàêòîðîâ, ò.å. äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðà-
âåíñòâî Ay ≤ b.

Ïîòðåáóåì äîïîëíèòåëüíî, ÷òîáû ñïðîñ íà âñÿêèé òîâàð â
òî÷íîñòè ñîâïàäàë ñ ïðåäëîæåíèåì, ò.å. y = Φ(p, v). Èç ýòîãî
îãðàíè÷åíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîäñòâåííûé ñåê-
òîð ïðèîáðåòàåò âåñü âåêòîð b çàïàñà ïåðâè÷íûõ ôàêòîðîâ. Ïî-
ýòîìó äîõîäû ïðîèçâîäñòâåííîãî ñåêòîðà ðàâíû 〈p, y〉 − 〈v, b〉.
Òàê êàê 〈v, b〉 íå çàâèñèò îò p, òî åñòåñòâåííî ïðèõîäèì ê ñëå-
äóþùåìó îïèñàíèþ îïòèìàëüíîãî ïîâåäåíèÿ ïðîèçâîäèòåëåé:
ïðîèçâîäñòâåííûé ñåêòîð ìàêñèìèçèðóåò ÷èñëî 〈p, y〉 ïðè îãðà-
íè÷åíèÿõ Ay ≤ b è y ≥ 0.

Îïðåäåëåíèå. Íàáîð (y, p, v) íàçûâàåòñÿ êîíêóðåíòíûì ðàâ-
íîâåñèåì â ìîäåëè Âàëüäà�Êàññåëÿ, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþ-
ùèå óñëîâèÿ:

1) âåêòîð y ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñòàíäàðòíîé çàäà÷è ëèíåéíî-
ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îïèñûâàþùåé ïîâåäåíèå ïðîèçâîä-
ñòâåííîãî ñåêòîðà:

〈p, y〉 → max, (17)

Ay ≤ b, y ≥ 0.

2) ñïðîñ ðàâåí ïðåäëîæåíèþ: y = Φ(p, v); ýòî óñëîâèå îïèñûâà-
åò ïîâåäåíèå ïîòðåáèòåëüñêîãî ñåêòîðà.

Ðàññìîòðèì äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó ê çàäà÷å (17):

〈v, b〉 → min, (18)
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v A ≥ p, v ≥ 0.

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê: òðåáóåòñÿ íàéòè òà-
êèå öåíû, ïðè êîòîðûõ ðàñõîäû 〈v, b〉 ïðîèçâîäñòâåííîãî ñåêòî-
ðà áûëè áû ìèíèìàëüíû, è ïðè ýòîì ïðèáûëü îòñóòñòâîâàëà.

Çàìå÷àíèå. Íèæå ìû áóäåì èíîãäà çàïèñûâàòü ïðîèçâåäåíèÿ
〈p, y〉 è 〈v, b〉 êàê py è vb, èíòåðïðåòèðóÿ èõ êàê ìàòðè÷íîå ïðî-
èçâåäåíèå âåêòîðà-ñòðîêè íà âåêòîð-ñòîëáåö.

Òåîðåìà 5.1 Ïóñòü â ìîäåëè Âàëüäà�Êàññåëÿ çàïàñ ïåðâè÷-
íûõ ôàêòîðîâ b � ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûé âåêòîð, à â ìàò-
ðèöå ïðÿìûõ çàòðàò ïðîèçâîäñòâà A íåò íóëåâûõ ñòðîê è
ñòîëáöîâ. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíêóðåíòíîå ðàâíîâåñèå (y, p, v),
â êîòîðîì v ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (18).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì íåêîòîðûå ôàêòû èç ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Êàæäûé âåêòîð y, óäîâëåòâîðÿþùèé îãðà-
íè÷åíèÿì çàäà÷è (17), à òàêæå êàæäûé âåêòîð v, óäîâëåòâîðÿ-
þùèé îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è (18), íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì èëè
ïëàíîì. Åñëè ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ âåêòîðîâ íå ïóñòî, òî çà-
äà÷à íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé. Åñëè çàäà÷à èìååò ðåøåíèå, òî
ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ çíà÷å-
íèåì çàäà÷è. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 5.1 (Òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè) Åñëè ïðÿ-
ìàÿ è äâîéñòâåííàÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
äîïóñòèìû, òî îíè îáå èìåþò ðåøåíèÿ è îäèíàêîâûå çíà-
÷åíèÿ. Åñëè îäíà èç çàäà÷ íåäîïóñòèìà, òî âòîðàÿ çàäà÷à
ðåøåíèÿ íå èìååò. Åñëè ó ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷è
èìåþòñÿ äîïóñòèìûå âåêòîðà, è çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ öåëåâûõ ôóíêöèé íà ýòèõ âåêòîðàõ îäèíàêîâû, òî ýòè
âåêòîðà â äåéñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ýòèõ
çàäà÷.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì òåîðåìó äâîéñòâåííîñòè, îïè-
ðàÿñü íà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå èç òåîðèè ñèñòåì ëèíåéíûõ
íåðàâåíñòâ.

Òåîðåìà (Àëüòåðíàòèâà äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ)
Ñèñòåìà ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ Ax ≤ b, ãäå A � ìàòðèöà
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m × n, à b � âåêòîð-ñòîëáåö äëèíû m, íå èìååò íåîòðèöà-
òåëüíûõ ðåøåíèé x ∈ Rn, x ≥ 0, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíûé âåêòîð-ñòðîêà q ∈ Rm, q > 0,
òàêîé ÷òî qA ≥ 0 è qb < 0.

1) Ïóñòü ïðÿìàÿ çàäà÷à íåäîïóñòèìà. Òîãäà ïî àëüòåðíàòèâå
äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ íàéäåòñÿ âåêòîð q > 0, òàêîé
÷òî qA ≥ 0 è qb < 0. Ïóñòü v∗ � ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è.
Òîãäà âåêòîð v′ = v∗ + q áóäåò äîïóñòèìûì, òàê êàê v′A =
v∗A+ qA ≥ b+ 0 = b. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

〈v′, b〉 = 〈v∗, b〉+ 〈q, b〉 < 〈v∗, b〉,

ïîýòîìó v∗ íå ìîæåò áûòü ðåøåíèåì. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
ïîêàçûâàåò, ÷òî äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à ðåøåíèÿ íå èìååò. Àíàëî-
ãè÷íûì îáðàçîì âûâîäèòñÿ îòñóòñòâèå ðåøåíèÿ â ïðÿìîé çàäà-
÷å, êîãäà äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåäîïóñòèìîé.

2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðÿìàÿ è äâîéñòâåííàÿ çàäà÷è äîïó-
ñòèìû. Ïóñòü y è v � ïðîèçâîëüíûå äîïóñòèìûå âåêòîðà ïðÿ-
ìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷è ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

〈p, y〉 ≤ vAy ≤ 〈v, b〉.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà y è v îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ
α = sup {〈p, y〉 | y ≥ 0, Ay ≤ b} è β = inf {〈v, b〉 | v ≥ 0, vA ≥ p},
ïðè÷åì α ≤ β.

Ïóñòü α < β, òîãäà âûáåðåì çíà÷åíèå γ, α < γ < β. Ñèñòå-
ìà ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ y ≥ 0, Ay ≤ b, 〈p, y〉 ≥ γ íåñîâìåñòíà,
ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ α. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî àëüòåðíàòèâå äëÿ
ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ íàéäåòñÿ âåêòîð q̃ = (q s) ∈ Rm+1

+ ,

òàêîé ÷òî (q s)

(
A
−p

)
≥ 0 è (q s)

(
b
−γ

)
< 0. Åñëè s = 0, òî

qA ≥ 0 è qb < 0, è ïðÿìàÿ çàäà÷à îêàçûâàåòñÿ íåäîïóñòèìîé.
Ñëåäîâàòåëüíî, s > 0. Â ñèëó ëèíåéíîé îäíîðîäíîñòè íåðà-
âåíñòâ ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî s = 1. Òîãäà èìååì qA ≥ p è
qb < γ. Èíûìè ñëîâàìè, q � äîïóñòèìûé âåêòîð äâîéñòâåííîé
çàäà÷è, äëÿ êîòîðîãî çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè 〈q, b〉 ìåíüøå
γ, à çíà÷èò ìåíüøå β. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ÷èñëà β.
Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî α = β.
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Áóêâàëüíî ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ âûøå, ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî ñóïðåìóì α è èíôèìóì β äîñòèãàþòñÿ. Èíûìè ñëîâàìè,
ïðÿìàÿ è äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à èìåþò ðåøåíèÿ, ïðè÷åì çíà÷å-
íèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷è ñîâïàäà-
þò.

3) Ïóñòü y è v � ïðîèçâîëüíûå äîïóñòèìûå âåêòîðà ïðÿìîé
è äâîéñòâåííîé çàäà÷è ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâî 〈p, y〉 = 〈v, b〉. Ñîãëàñíî ðàññóæäåíèÿì ïðåäûäó-
ùåãî ïóíêòà èìååì íåðàâåíñòâà

〈p, y〉 ≤ α ≤ β ≤ 〈v, b〉 = 〈p, y〉,

çíà÷èò âñå íåðàâåíñòâà äîëæíû îáðàòèòüñÿ â ðàâåíñòâà. Ïî-
ñêîëüêó 〈p, y〉 = α è 〈v, b〉 = β, òî y è v áóäóò ðåøåíèÿìè ïðÿìîé
è äâîéñòâåííîé çàäà÷è ñîîòâåòñòâåííî. Òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè
äîêàçàíà.

Òàê êàê b ∈ Rn
+ îòëè÷åí îò íóëÿ, è A ≥ 0, òî y = 0 óäîâëå-

òâîðÿåò íåðàâåíñòâó Ay ≤ b, ïîýòîìó çàäà÷à (17) äîïóñòèìà.
Òàê êàê A ≥ 0 è â ìàòðèöå A íåò íóëåâûõ ñòðîê, òî äëÿ ëþáîãî
p ñóùåñòâóåò òàêîå v ∈ Rm

+ , ÷òî v A ≥ p, ïîýòîìó äâîéñòâåííàÿ
çàäà÷à (18) òàêæå äîïóñòèìà. Òàêèì îáðàçîì, îáå çàäà÷è (17)
è (18) äîïóñòèìû ïðè ëþáîì p ∈ Rn

+. Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíàÿ
ïðîáëåìà � ïîêàçàòü, ÷òî ñðåäè ðåøåíèé çàäà÷ (17) è (18) ìîæ-
íî âûáðàòü òàêèå, êîòîðûå äîïîëíèòåëüíî óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèþ y = Φ(p, v). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî, ìû ïîñòðîèì
íåêîòîðîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå è âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé
Êàêóòàíè. Îòìåòèì, ÷òî òàê êàê p ïðåäïîëàãàåòñÿ îòëè÷íûì îò
íóëÿ, à â òåîðåìå Êàêóòàíè èñïîëüçóþòñÿ êîìïàêòíûå ìíîæå-
ñòâà, íàì ïðèéäåòñÿ ðàññìàòðèâàòü íå âñå íåíóëåâûå âåêòîðà p
èç Rn

+, à ëèøü òå, êîòîðûå ëåæàò â íåêîòîðîì êîìïàêòíîì ïîä-
ìíîæåñòâå â Rn

+, íå ñîäåðæàùåì íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïåðåéäåì ê
ïîäðîáíîñòÿì.

Äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ, íàì ïîíàäîáèòñÿ íîðìà ‖ · ‖0, êî-
òîðàÿ, íàïîìíèì, îïðåäåëÿåòñÿ òàê: äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x åãî
íîðìà ‖x‖0 ðàâíà ñóììå ìîäóëåé êîîðäèíàò âåêòîðà x:

‖x‖0 =
∑
i

|xi|, x = (x1, x2, . . .).
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç e âåêòîð èç Rn, âñå êîîðäèíàòû êîòîðîãî ðàâ-
íû 1: e = (1, . . . , 1), à ÷åðåç a � âåêòîð èç Rm âèäà Ae. Èíûìè
ñëîâàìè, i-àÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà a ðàâíà ñóììå âñåõ ýëåìåíòîâ
i-îé ñòðîêè ìàòðèöû A. Òàê êàê A ≥ 0 è A íå ñîäåðæèò íóëåâûõ
ñòðîê, òî âñå êîîðäèíàòû âåêòîðà a áîëüøå íóëÿ.

Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç |x| âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè (|x1|, . . . , |xn|). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ
ëþáîãî âåêòîðà x ∈ Rn èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

‖x‖0 = 〈|x|, e〉.

Ïî àíàëîãèè ñ íîðìîé ‖ · ‖0, îïðåäåëèì íîðìó ‖x‖a âåêòîðà
x ∈ Rm ñëåäóþùèì îáðàçîì:

‖x‖a = 〈|x|, a〉.

Çàäàäèì ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà α, β è γ ñëåäóþùèì îáðàçîì,

α = min
1≤j≤n

m∑
i=1

aij , β = ‖b‖0,

à γ � ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òàêîå ÷òî b ≥ γa. Òàê êàê
b� 0, òî òàêîå γ ñóùåñòâóåò. Òàê êàê â A íåò íóëåâûõ ñòîëáöîâ
è âåêòîð b ∈ Rm

+ íå ðàâåí íóëþ, ÷èñëà α è β ïîëîæèòåëüíû.
Èç ÷èñåë α, β è γ ïîñòðîèì ÷èñëî µ ñëåäóþùèì îáðàçîì: µ =
αγ/β. Ýòî ÷èñëî áóäåò îïðåäåëÿòü ñòåïåíü îòäåëåííîñòè îò íóëÿ
ðàññìàòðèâàåìûõ öåí p.

Ëåììà 5.1 Ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî µ, îïðåäåëåííîå âûøå, íå
ïðåâîñõîäèò 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, b ≥ γa, ïîýòîìó

β = ‖b‖0 ≥ γ‖a‖0 = γ
∑
i,j

aij ≥ γ n min
1≤j≤n

m∑
i=1

aij = nγα ≥ γα,

îòêóäà è ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Äëÿ êðàòêîñòè, ïîëîæèì s = (p, v), è îïðåäåëèì âûïóêëîå
êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî S â Rn

+ × Rm
+ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S = {s = (p, v) | p ∈ Rn
+, v ∈ Rm

+ , µ ≤ ‖p‖0 ≤ 1, ‖v‖a = 1}.
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Èìåííî äëÿ ýòîãî ìíîæåñòâà S ìû ïîñòðîèì ìíîãîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå φ : S ⇒ S è ïðèìåíèì òåîðåìó Êàêóòàíè.

Ââåäåì ñëåäóþùåå óäîáíîå îáîçíà÷åíèå. Äëÿ ëþáûõ âåêòî-
ðîâ x è y èç Rm

+ , òàêèõ ÷òî y 6= 0, ïîëîæèì

x // y = max
δy≤x

δ.

Òåïåðü íà÷íåì ñòðîèòü íåîáõîäèìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
îòîáðàæåíèÿ. Ïåðâîå èç íèõ � ýòî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
Z : S → Rn

+. Ïîëîæèì

Z(s) =
(
b //A

(
Φ(s)

))
Φ(s).

Ëåììà 5.2 Îòîáðàæåíèå Z êîððåêòíî îïðåäåëåíî è íåïðå-
ðûâíî. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî s ∈ S èìååì

A
(
Z(s)

)
≤ b,

ïðè÷åì õîòÿ áû äëÿ îäíîé êîìïîíåíòû âåêòîðîâ A
(
Z(s)

)
è b

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî. Ïîýòîìó b //A
(
Z(s)

)
= 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå
êîððåêòíî. Äëÿ ýòîãî ìû ïîêàæåì, ÷òî Φ(s) 6= 0, îòêóäà, â ñèëó
îòñóòñòâèÿ â ìàòðèöå A íóëåâûõ ñòîëáöîâ, ïîëó÷èì íå ðàâåí-
ñòâî íóëþ âåêòîðà A

(
Φ(s)

)
. Èòàê, ïóñòü Φ(s) = 0 äëÿ íåêîòî-

ðîãî s ∈ S. Âîñïîëüçóåìñÿ çàêîíîì Âàëüðàñà â óçêîì ñìûñëå:
〈p,Φ(p, v)〉 = 〈v, b〉. Ïîýòîìó 〈v, b〉 = 0. Îäíàêî, òàê êàê b� 0, è
‖v‖0 = 1, òî 〈v, b〉 6= 0, ïðîòèâîðå÷èå, çàâåðøàþùåå äîêàçàòåëü-
ñòâî êîððåêòíîé îïðåäåëåííîñòè îòîáðàæåíèÿ Z.

Íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ Z âûòåêàåò èç íåïðåðûâíîñòè
âñåõ îòîáðàæåíèé, îïðåäåëÿþùèõ Z.

Äàëåå, ðàññìîòðèì âåêòîð A
(
Z(s)

)
=(

b //A
(
Φ(s)

))
A
(
Φ(s)

)
. Ïî îïðåäåëåíèþ, êîýôôèöèåíò ïðè

A
(
Φ(s)

)
ðàâåí íàèáîëüøåìó δ, ïðè êîòîðîì δ A

(
Φ(s)

)
≤ b,

ïîýòîìó A
(
Z(s)

)
≤ b.

Íàêîíåö, ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî êî-

ýôôèöèåíò ïðè A
(
Φ(s)

)
, ò.å. ÷èñëî

(
b //A

(
Φ(s)

))
� íàèáîëüøåå

ñðåäè òåõ, äëÿ êîòîðûõ δ A
(
Φ(s)

)
≤ b. Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷å-

íî.
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Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì âåêòîð y, äîïóñòèìûé äëÿ çàäà÷è (17),
ýôôåêòèâíûì, åñëè b //Ay = 1.

Ëåììà 5.3 Äëÿ ýôôåêòèâíîãî âåêòîðà y ñóùåñòâóåò òàêîé
íåíóëåâîé âåêòîð p ∈ Rn

+, ÷òî y ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà-
÷è (17).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê âåêòîð y ýôôåêòèâíûé, òî îäíà èç
êîîðäèíàò âåêòîðà b, ñêàæåì bi, ðàâíà ñîîòâåòñòâóþùåé, ò.å. i-
îé, êîîðäèíàòå âåêòîðà Ay. Ïîëîæèì p ðàâíûì i-îé ñòðîêå ai
ìàòðèöû A. Â ñèëó âûáîðà âåêòîðà p, èìååì 〈p, y〉 = bi. Ïóñòü
y′ � äðóãîé äîïóñòèìûé âåêòîð çàäà÷è (17). Òàê êàê Ay′ ≤ b,
òî

〈p, y′〉 = 〈ai, y′〉 ≤ bi = 〈p, y〉,

ïîýòîìó 〈p, y〉 = max〈p, y′〉 ïî âñåì äîïóñòèìûì âåêòîðàì y′.
×òî è òðåáîâàëîñü.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω ìíîæåñòâî âñåõ ýôôåêòèâíûõ âåêòîðîâ
çàäà÷è (17). Â ñèëó ëåììû 5.2, ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå Z ïå-
ðåâîäèò ìíîæåñòâî S â Ω.

Ïîñòðîèì òåïåðü ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå P : Ω ⇒ Rn
+,

ñîïîñòàâèâ êàæäîìó y ∈ Ω ìíîæåñòâî P (y), ñîñòîÿùåå èç âñåõ
p ∈ Rn

+, äëÿ êîòîðûõ y ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (17). Ïî ëåì-
ìå 5.3, ìíîæåñòâî P (y) íå ïóñòî ïðè êàæäîì y ∈ Ω.

Ëåììà 5.4 Äëÿ ëþáîãî y ìíîæåñòâî P (y) ÿâëÿåòñÿ íåïó-
ñòûì âûïóêëûì çàìêíóòûì êîíóñîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå λ ≥ 0 è ïîêàæåì,
÷òî âåêòîð λp òàêæå ëåæèò â P (y). Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó áè-
ëèíåéíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, åñëè âåêòîð y ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ìàêñèìóìà ôóíêöèè 〈p, ·〉, òî âåêòîð y ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ìàêñèìóìà è äëÿ ôóíêöèè 〈λp, ·〉 = λ〈p, ·〉.

Äîêàæåì âûïóêëîñòü ìíîæåñòâà P (y). Ïóñòü p1, p2 ∈ P (y).
Òîãäà äëÿ ëþáîãî y′ ≥ 0, òàêîãî ÷òî Ay′ ≤ b, èìååì piy

′ ≤
piy, i = 1, 2. Ñëåäîâàòåëüíî, (p1 + p2)y

′ ≤ (p1 + p2)y, òàê ÷òî
p1 + p2 ∈ P (y). Òàêèì îáðàçîì, P (y) � âûïóêëûé êîíóñ.

Çàìêíóòîñòü êîíóñà P (y) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðà-
çîì. Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.
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Çàäàäèì åùå îäíî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå V : Rn
+ ⇒ Rm

+ ,
ñîïîñòàâèâ ëþáîìó p ∈ Rn

+ ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (18).
Êîìáèíèðóÿ îòîáðàæåíèÿ P è V , ïîñòðîèì ìíîãîçíà÷íîå

îòîáðàæåíèåK : Ω ⇒ Rn×Rm ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ëþáîãî
ýôôåêòèâíîãî âåêòîðà y ∈ Ω îïðåäåëèì K(y) òàê:

K(y) = {(p, v) | p ∈ P (y), v ∈ V (p)}.

Ëåììà 5.5 Äëÿ ëþáîãî y ∈ Ω ìíîæåñòâî K(y) ÿâëÿåòñÿ îò-
ëè÷íûì îò íóëÿ âûïóêëûì çàìêíóòûì êîíóñîì â ïðîñòðàí-
ñòâå Rn × Rm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïî ëåììå 5.3, ñóùåñòâóåò
íåíóëåâîé p ∈ Rn

+, äëÿ êîòîðîãî y ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà-
÷è (17), ò.å. p ∈ P (y). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, î÷åâèäíî, ÷òî ïðè
ëþáîì p ∈ Rn

+, â ÷àñòíîñòè, ïðè êàæäîì p ∈ P (y), ñóùåñòâóåò
âåêòîð v ∈ Rm

+ , ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (18), ò.å. v ∈ V (p).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî K(y) ñîäåðæèò íå òîëüêî íóëåâîé âåêòîð.

Äàëåå, ðàññìîòðèì ëþáîé s = (p, v) ∈ K(y), è âûáåðåì ïðî-
èçâîëüíîå λ ≥ 0. Ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî λs = (λp, λv) ëå-
æèò â K(y). Ïî ëåììå 5.4, P (y) ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì, è, çíà÷èò,
λp ∈ P (y). Ðàññìîòðèì âåêòîð λv. Îí ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì
äëÿ çàäà÷è (18), â êîòîðîé â êà÷åñòâå p ðàññìàòðèâàåòñÿ âåêòîð
λp. Äåéñòâèòåëüíî, (λv)A ≥ (λp), òàê êàê vA ≥ p ïî ïðåäïî-
ëîæåíèþ. Êðîìå òîãî, òàê êàê y, â ñèëó âûáîðà, ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì çàäà÷è (17), à v � ðåøåíèåì äâîéñòâåííîé çàäà÷è (18),
òî, ïî ïðåäëîæåíèþ 5.1, 〈p, x〉 = 〈v, b〉, ïîýòîìó 〈λp, x〉 = 〈λv, b〉.
Îïÿòü, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 5.1, âåêòîð λp ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è (18), ãäå âìåñòî p ñòîèò λp. Èíûìè ñëîâàìè, λv ∈ V (λp).

Ïóñòü si = (pi, vi) ∈ K(y), i = 1, 2. Ïîêàæåì, ÷òî s = s1 + s2
ëåæèò â K(y). Èç òåîðåìû äâîéñòâåííîñòè ñëåäóåò, ÷òî piy =
vib, i = 1, 2. Ñëåäîâàòåëüíî, (p1 + p2)y = (v1 + v2)b. Ñíîâà ïðè-
ìåíÿÿ òåîðåìó äâîéñòâåííîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî p1 + p2 ∈ P (y)
è v1 + v2 ∈ V (p1 + p2), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Òî÷íî òàê
æå äîêàçûâàåòñÿ çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà K(y). Äîêàçàòåëüñòâî
çàêîí÷åíî.

Ëåììà 5.6 Äëÿ ëþáîãî y ∈ Ω ìíîæåñòâî K(y) è S ïåðåñåêà-
þòñÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 5.5, ìíîæåñòâî K(y) ÿâëÿåòñÿ
íåâûðîæäåííûì êîíóñîì, ïîýòîìó â K(y) èìååòñÿ íåíóëåâîé
âåêòîð s = (p, v). Äëÿ òàêîãî s âåêòîð v òàêæå îòëè÷åí îò íóëÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, â ñèëó óñëîâèÿ vA ≥ p, ìû
áû èìåëè p = 0, ïîýòîìó s = 0, ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî,
ìîæíî ðàññìîòðåòü âåêòîð s′ = (p′, v′) = s/‖v‖a. Ïî ëåììå 5.5,
âåêòîð s′ òàêæå ëåæèò â K(y), ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, v′A ≥ p′,
è, çíà÷èò, ‖v′A‖0 ≥ ‖p′‖0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÿñíî, ÷òî

‖vA‖0 = 〈vA, e〉 = 〈v, a〉 = ‖v‖a,

ïîýòîìó

‖v′A‖0 =

∥∥∥∥ v

‖v‖a
A

∥∥∥∥
0

=
‖v A‖0
‖v‖a

= 1,

îòêóäà ‖p′‖0 ≤ ‖v′A‖ = 1, ò.å. äëÿ âåêòîðà p′ âûïîëíÿåòñÿ
âåðõíåå íåðàâåíñòâî èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà S, òîãäà êàê
‖v′‖a = 1.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ‖p′‖ ≥ µ. Òàê
êàê y ∈ Ω, òî 〈ai, y〉 ≤ bi, ãäå, íàïîìíèì, ai îáîçíà÷àåò i-óþ
ñòðîêó ìàòðèöû A. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ā âåêòîð èç Rn

+, òàêîé ÷òî
i-àÿ êîîðäèíàòà ýòîãî âåêòîðà ðàâíà

∑m
j=1 aij . Ñêëàäûâàÿ îïè-

ñàííûå òîëüêî ÷òî íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

α‖y‖0 ≤ 〈ā, y〉 ≤ β,

ïîýòîìó ‖y‖0 ≤ β/α.

Åùå ðàç âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäëîæåíèåì 5.1, çàêëþ÷àåì,
÷òî 〈p′, y〉 = 〈v′, b〉. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî 〈p′, y〉 ≤ ‖p′‖0‖y‖0,
ïîýòîìó

‖p′‖ ≥ 〈p′, y〉
‖y‖0

=
〈v′, b〉
‖y‖0

≥ 〈v′, b〉α/β.

Òàê êàê b ≥ γa, òî 〈v′, b〉 ≥ γ〈v′, a〉 = γ‖v′‖a = γ, îòêóäà ‖p′‖ ≥
αγ/b, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû çàêîí÷åíî.

Íàêîíåö, îïðåäåëèì ãëàâíîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
φ : S ⇒ S, ïîëîæèâ

φ(s) = S ∩K
(
Z(s)

)
.
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×òîáû ïðèìåíèòü òåîðåìó Êàêóòàíè, ìû äîëæíû äîêàçàòü,
÷òî îòîáðàæåíèå φ ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì
ñíà÷àëà ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñâåðõó âñåõ îñòàëüíûõ îïðåäåëåí-
íûõ íàìè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé, ò.å. îòîáðàæåíèé P , V è
K.

Ëåììà 5.7 Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bp = {p ∈ Rn | ‖p‖0 ≤ 1} åäèíè÷-
íûé íîðìèðîâàííûé øàð â ïðîñòðàíñòâå öåí. Îòîáðàæåíèå
P ∩Bp ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ñóùåñòâóåò
òàêîå y ∈ Ω, äëÿ êîòîðîãî îòîáðàæåíèå P ∩ Bp íå ÿâëÿåòñÿ
ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêî-
òîðîå ε > 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yi → y òî÷åê èç Ω, òàêèõ
÷òî â êàæäîì ìíîæåñòâå P (yi) èìååòñÿ òî÷êà pi, ‖pi‖0 ≤ 1, íå
ïðèíàäëåæàùàÿ ε-îêðåñòíîñòè U ìíîæåñòâà P (y) ∩Bp.

Âñå pi ëåæàò â êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå Bp. Ïîýòîìó â ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè pi ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü, è, çíà÷èò, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñðàçó
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü pi ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðî-
ìó p ∈ Bp.

Òàê êàê âñå pi ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷è (17), òî äëÿ ëþ-
áîãî äîïóñòèìîãî y′ âûïîëíÿåòñÿ 〈pi, y′〉 ≤ 〈p, y〉. Ïåðåõîäÿ ê
ïðåäåëó, ïîëó÷àåì, ÷òî 〈p, y′〉 ≤ 〈p, y〉, ïîýòîìó p ∈ P (y)∩Bp, è,
çíà÷èò, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ íîìåðàõ i âñå òî÷êè pi ëåæàò
â ε-îêðåñòíîñòè U ìíîæåñòâà P (y) ∩ Bp. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâî-
ðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Ëåììà 5.8 Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå V ïîëóíåïðåðûâíî
ñâåðõó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. äëÿ íåêîòîðî-
ãî p îòîáðàæåíèå V íå ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0 è òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê
pi → p, ÷òî â êàæäîì ìíîæåñòâå V (pi) èìååòñÿ òî÷êà vi, íå
ëåæàùàÿ â ε-îêðåñòíîñòè U ìíîæåñòâà V (p).

Îòìåòèì, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà vi ÿâëÿåòñÿ, ïî îïðåäåëåíèþ,
ðåøåíèåì çàäà÷è (18) ïðè p = pi. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü vi ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáî-
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ãî âåêòîðà v′ ∈ Rm
+ , òàêîãî ÷òî v

′ � 0, âåêòîð v′A òàêæå ñòðîãî
ïîëîæèòåëåí, ïîýòîìó, â ñèëó ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
pi, ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî λ, ÷òî (λv′)A � pi
äëÿ ëþáîãî i. Ïîëîæèì h = 〈λv′, b〉. Òàê êàê vi ìèíèìèçèðóåò
ôóíêöèþ 〈·, b〉 íà ìíîæåñòâå âñåõ v ∈ Rm

+ , òàêèõ ÷òî v A ≥ pi, òî
〈vi, b〉 ≤ h (íà ñàìîì äåëå, èìååò ìåñòî äàæå ñòðîãîå íåðàâåí-
ñòâî). Òàê êàê b � 0, òî ìíîæåñòâî âñåõ v ∈ Rm

+ , äëÿ êîòîðûõ
〈b, v〉 ≤ h, îãðàíè÷åíî, îòêóäà è âûòåêàåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü vi îãðàíè÷åíà.

Â ñâîþ î÷åðåäü, èç îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè vi
ñëåäóåò, ÷òî ó íåå èìååòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ
ê íåêîòîðîé òî÷êå v ∈ Rm

+ . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vi ñõîäèòñÿ ê v.

Ïîêàæåì, ÷òî v ∈ V (p), ÷òî è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ïðîòèâîðå-
÷èåì. Äëÿ ýòîãî, ïî îïðåäåëåíèþ, äîñòàòî÷íî âûÿñíèòü, ÷òî v
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (18). Âåêòîð v óäîâëåòâîðÿåò îãðà-
íè÷åíèÿì çàäà÷è (18), òàê êàê viA ≥ pi, à pi → p è vi → v. Áîëåå
òîãî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî çíà÷åíèå çàäà÷è (18) ïðè p = p′ íåïðå-
ðûâíî çàâèñèò îò p′ (äîêàæèòå). Ïîýòîìó ÷èñëî 〈b, v〉 ÿâëÿåòñÿ
çíà÷åíèåì çàäà÷è (18), è, çíà÷èò, v � ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, ò.å.
v ∈ V (p), ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùèõ òðåõ óòâåðæäåíèé îñòàâëÿåòñÿ
÷èòàòåëÿì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ëåììà 5.9 Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå K∩S ïîëóíåïðåðûâíî
ñâåðõó.

Ëåììà 5.10 Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå φ : S ⇒ S ïîëóíå-
ïðåðûâíî ñâåðõó.

Ëåììà 5.11 Äëÿ ëþáîãî s ∈ S ìíîæåñòâî φ(s) íåïóñòî, çà-
ìêíóòî è âûïóêëî.

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåïåðü òåîðåìîé Êàêóòàíè, ïîëó÷àåì,
÷òî ó îòîáðàæåíèÿ φ èìååòñÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, ò.å. ñóùå-
ñòâóþò òàêèå öåíû s∗ = (p∗, v∗), äëÿ êîòîðûõ s∗ ∈ φ(s∗). Ïîëî-
æèì y∗ = Φ(s∗) è ïîêàæåì, ÷òî òðîéêà (y∗, p∗, v∗) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì ðàâíîâåñèÿ íàøåé ìîäåëè.
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Â ñàìîì äåëå, òàê êàê s∗ ∈ φ(s∗), òî s∗ ∈ K
(
Z(s∗)

)
. Ïî

îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ K, âåêòîð Z(s∗) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è (17) ïðè p = p∗, à âåêòîð v∗ � ðåøåíèåì çàäà÷è (18)
òîæå ïðè p = p∗. Íàì îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî y∗ = Z(s∗).

Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ Z, èìååì

Z(s∗) = νΦ(s∗), ãäå ν = b //A
(
Φ(s∗)

)
.

Ïî ïðåäëîæåíèþ 5.1, èìååì

〈p∗, Z(s∗)〉 = 〈p∗, νΦ(s∗)〉 = ν〈p∗,Φ(s∗)〉 = 〈v∗, b〉,

îäíàêî ôóíêöèÿ Φ, ïî óñëîâèþ, óäîâëåòâîðÿåò çàêîíó Âàëü-
ðàñà, ïîýòîìó ν〈p∗,Φ(s∗)〉 = 〈v∗, b〉, è, çíà÷èò, ν = 1. Îòñþäà
ìãíîâåííî çàêëþ÷àåì, ÷òî Z(s∗) = Φ(s∗) = y∗, ïîýòîìó òðîéêà
(y∗ = Φ(s∗), p∗, v∗) óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì èç îïðåäåëå-
íèÿ êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ. Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

6. Ìîäåëü ðàâíîâåñèÿ ñ ãàðàíòèðîâàííûìè

äîõîäàìè

Ðàññìîòðèì âàðèàíò ìîäåëè Ýððîó�Äåáðå, â êîòîðîé ó÷èòû-
âàåòñÿ ñîöèàëüíîå îáåñïå÷åíèå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå íåêî-
òîðîãî öåíòðàëüíîãî îðãàíà, íàïðèìåð, ãîñóäàðñòâà, êîòîðûé
çàíèìàåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïåðåðàñïðåäåëåíèå äîõîäîâ â ïîëüçó ìà-
ëîîáåñïå÷åííûõ ñëîåâ íàñåëåíèÿ. Êðîìå òîãî, ìû áóäåì ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî ó ïîòðåáèòåëåé íåò íà÷àëüíîé ñîáñòâåííîñòè bi.

Ïðè ôîðìàëèçàöèè ìîäåëè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà-
÷åíèÿ, ââåäåííûå ïðè îïèñàíèè ìîäåëè Ýððîó�Äåáðå.

Ïîëîæèì

πj(p) = max
y∈Yj

〈p, y〉, j = 1, . . . ,m

π(p) =

m∑
j=1

πj(p) = max
y∈Y

〈p, y〉.

Âåëè÷èíó d = π(p)/l íàçîâåì ñðåäíèì óðîâíåì äîõîäà, ïðèõî-
äÿùåãîñÿ íà îäíîãî ïîòðåáèòåëÿ ïðè öåíàõ p (íàïîìíèì, ÷òî m
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� ýòî êîëè÷åñòâî ïðîèçâîäèòåëåé, à l � êîëè÷åñòâî ïîòðåáèòå-
ëåé).

Íàçîâåì j-îå ïðåäïðèÿòèå ðåíòàáåëüíûì ïðè öåíàõ p, åñëè
πj(p) > 0 (íàïîìíèì, ÷òî â ìîäåëè Ýððîó�Äåáðå äîïóñêàëèñü
ïðåäïðèÿòèÿ, íå èìåþùèå äîõîäîâ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç J1(p) ìíî-
æåñòâî âñåõ íîìåðîâ ðåíòàáåëüíûõ ïðåäïðèÿòèé ïðè öåíàõ, à
÷åðåç J2(p) � ìíîæåñòâî íîìåðîâ âñåõ îñòàâøèõñÿ ïðåäïðèÿ-
òèé.

Çàìå÷àíèå. Íàëè÷èå íåðåíòàáåëüíûõ ïðåäïðèÿòèé ÿâëÿåòñÿ
íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ äåéñòâèòåëüíîñòè. Ïðè÷åì ñóùåñòâóþò
ïðåäïðèÿòèÿ è ôèðìû, íå ÿâëÿþùèåñÿ ðåíòàáåëüíûìè, íî âû-
ïóñêàþùèå ïðîäóêöèþ, áåç êîòîðîé íåâîçìîæíî îáîéòèñü. Òà-
êèå ïðåäïðèÿòèÿ îáû÷íî ñóáñèäèðóþòñÿ ïðàâèòåëüñòâîì.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïåðåðàñïðåäåëåíèå äîõîäîâ îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü èçâåñòíû öåíû p. Òî-
ãäà âûáåðåì íåêîòîðîå ÷èñëî µ, 0 < µ ≤ 1, è íàçîâåì ÷èñëî µd
ìèíèìàëüíûì óðîâíåì äîõîäà. Ìû õîòèì äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî-
áû êàæäûé ïîòðåáèòåëü ïîëó÷èë íå ìåíüøå ÷åì µd èç äîõîäîâ
ïðåäïðèÿòèé.

Äëÿ ýòîãî, ñ êàæäîãî ðåíòàáåëüíîãî ïðåäïðèÿòèÿ âçèìàåì
íàëîã â ðàçìåðå (1−µ)·100%. Òàêèì îáðàçîì, ðåàëüíàÿ ïðèáûëü
êàæäîãî ïðåäïðèÿòèÿ ñîñòàâëÿåò µπj(p) ó ðåíòàáåëüíîãî ïðåä-
ïðèÿòèÿ, è 0 � ó íåðåíòàáåëüíîãî ïðåäïðèÿòèÿ. Ýòó ðåàëüíóþ
ïðèáûëü j-îãî ïðåäïðèÿòèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç π̃j(p). Åñëè äîõîä
i-îãî ïîòðåáèòåëÿ îò ó÷àñòèÿ â ïðèáûëÿõ ïðåäïðèÿòèé, ò.å. âå-
ëè÷èíà

∑m
j=1 αij π̃j(p), áîëüøå ìèíèìàëüíîãî óðîâíÿ äîõîäà, òî

òàêîé ïîòðåáèòåëü ñóáñèäèé íå ïîëó÷àåò. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
åìó âûïëà÷èâàåòñÿ ñóáñèäèÿ â òàêîì ðàçìåðå, ÷òîáû åãî äîõîä
ðàâíÿëñÿ ìèíèìàëüíîìó óðîâíþ äîõîäà, ò.å. âåëè÷èíå µd. Åñëè
îáîçíà÷èòü ÷åðåç Ki(p) äîõîä i-îãî ïîòðåáèòåëÿ îò ó÷àñòèÿ â
ïðèáûëÿõ ïðîèçâîäñòâà, òî âûøåñêàçàííóþ ñòðàòåãèþ ìîæíî
çàïèñàòü ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

Ki(p) =

m∑
j=1

αij π̃j(p) + max
{
0, µd−

m∑
j=1

αij π̃j(p)
}
.

Îäíàêî åñëè ÷èñëî µ âûáðàòü ïðîèçâîëüíî, òî ôèíàíñîâûé áà-
ëàíñ, ò.å. çàêîí Âàëüðàñà â óçêîì ñìûñëå ñëîâà, âûïîëíÿòüñÿ

62



íå îáÿçàí. Ïîýòîìó ìû äîëæíû âû÷èñëèòü ïðàâèëüíîå ÷èñëî
µ = µ(p), èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

l∑
i=1

Ki(p) = π(p).

Èìååì

π(p) =

l∑
i=1

Ki(p) =

l∑
i=1

m∑
j=1

αij π̃j(p)+

l∑
i=1

max
{
0, µd−

m∑
j=1

αij π̃j(p)
}
=

µ

( ∑
j∈J1(p)

πj(p) +

l∑
i=1

max
{
0, d−

∑
j∈J1(p)

αijπj(p)
})

,

îòêóäà

µ = µ(p) =
π(p)∑

j∈J1(p)

πj(p) +

l∑
i=1

max
{
0, d−

∑
j∈J1(p)

αijπj(p)
} .

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî π(p) > 0, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî π(p) =
∑

j∈J1
πj(p),

ïîëó÷àåì 0 < µ ≤ 1.

Ëåììà 6.1 Ôóíêöèÿ µ(p) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèþ µ(p) ìîæíî, î÷åâèäíî, ïåðåïèñàòü
òàê:

µ(p) =
π(p)

m∑
j=1

πj(p) +

l∑
i=1

max
{
0, d−

m∑
j=1

αijπj(p)
} =

π(p)

π(p) +

l∑
i=1

max
{
0, d−

m∑
j=1

αijπj(p)
} .

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâ Yj , ôóíêöèè πj(p) � íåïðåðûâ-
íû ïî p. Êðîìå òîãî, òàê êàê ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî π(p) > 0
äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî p, òî çíàìåíàòåëü â íóëü íå îáðàùàåòñÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.
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Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè µ(p) âûòåêàåò íåïðåðûâíîñòü
ôóíêöèé π̃j(p) è, íàêîíåö, íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé Ki(p).

Ëåììà 6.2 Ôóíêöèè Ki(p) ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ôóíêöèÿ-
ìè ñòåïåíè 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ µ(p) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ñòåïåíè
0. Ýòî âûòåêàåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî ôóíêöèè πj(p) îäíîðîäíû
ñòåïåíè 1, è ñðåäíèé óðîâåíü äîõîäà d = d(p) = π(p)/l òàêæå
îäíîðîäíà ñòåïåíè 1. Îòñþäà ñðàçó âûòåêàåò îäíîðîäíîñòü ñòå-
ïåíè 1 äëÿ ôóíêöèé Ki(p). Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.

Ôóíêöèè ñîâîêóïíîãî ñïðîñà Φ(p) è ñîâîêóïíîãî ïðåäëîæå-
íèÿ Ψ(p) ìû îïðåäåëèì òàê æå, êàê è â îáùåé ìîäåëè Âàëüðàñà.
Îäíàêî òåïåðü, â ñâÿçè ñ îñîáåííîñòÿìè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà-
÷è, âíåñåì íåáîëüøîå èçìåíåíèå â îáîçíà÷åíèå ôóíêöèè Φ, ó÷òÿ
åå çàâèñèìîñòü îò µ(p).

Äëÿ ýòîãî, îáîçíà÷èì ÷åðåç γ(p) = 1− µ(p) âåëè÷èíó, îïðå-
äåëÿþùóþ íàëîã íà ïðèáûëè ðåíòàáåëüíûõ ïðåäïðèÿòèé. Íà
ñàìîì äåëå, ïðè ôîðìóëèðîâêå ïîíÿòèÿ ðàâíîâåñèÿ â ðàññìàò-
ðèâàåìîé ìîäåëè, ìû íå áóäåì a priori ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíê-
öèÿ γ(p) âû÷èñëÿåòñÿ èñõîäÿ èç èçâåñòíûõ äîõîäîâ ïðåäïðèÿ-
òèé òàê, êàê ìû ýòî ïðîäåëàëè ðàíüøå äëÿ ôóíêöèè µ(p). Ïî-
ýòîìó, ñ÷èòàÿ èçíà÷àëüíî çàäàííîé ôóíêöèþ γ(p), áóäåì îáî-
çíà÷àòü ôóíêöèþ ñîâîêóïíîãî ñïðîñà ÷åðåç Φ(p, γ(p)).

Îïðåäåëåíèå. ×åòâåðêà (x∗, y∗, p∗, γ∗) íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿíè-
åì ðàâíîâåñèÿ â ìîäåëè ñ ãàðàíòèðîâàííûìè äîõîäàìè, åñëè
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

x∗ ∈ Φ(p∗, γ∗), y∗ ∈ Ψ(p∗),

x∗ ≤ y∗, 〈p∗, x∗〉 = 〈p∗, y∗〉.

Çäåñü x∗ ∈ X � ñîâîêóïíûé ñïðîñ, y∗ ∈ Y � ñîâîêóïíîå ïðåä-
ëîæåíèå, p∗ ∈ Rn

+, p
∗ 6= 0, � âåêòîð öåí, è γ∗ � âåùåñòâåííîå

÷èñëî, 0 < γ∗ ≤ 1, îïðåäåëÿþùåå âåëè÷èíó íàëîãà íà ïðèáûëü
ðåíòàáåëüíûõ ïðåäïðèÿòèé.

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ êîíêóðåíòíîãî
ðàâíîâåñèÿ â ìîäåëè Ýððîó�Äåáðå, ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé ðå-
çóëüòàò.
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Òåîðåìà 6.1 Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

1) ïîòðåáèòåëüñêîå ìíîæåñòâî Xi ⊂ Rn
+ âûïóêëî è çàìêíó-

òî, ïðè÷åì åñëè xs ∈ Xi � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òàêàÿ
÷òî ‖xs‖ → ∞ ïðè s→ ∞, òî êàæäàÿ êîîðäèíàòà òî÷åê
xs òàêæå ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè;

2) ïðè êàæäîì i ôóíêöèÿ ñïðîñà ui(x) íåïðåðûâíà è âîãíóòà
íà Xi;

3) âñÿêèé ïîòðåáèòåëü íåíàñûùàåì;

4) òåõíîëîãè÷åñêèå ìíîæåñòâà Yj êîìïàêòíû è êàæäîå èç
íèõ ñîäåðæèò 0;

5) ñîâîêóïíîå òåõíîëîãè÷åñêîå ìíîæåñòâî Y =
∑m

j=1 Yj âû-
ïóêëî è ñîäåðæèò âåêòîð ȳ � 0.

Òîãäà â ìîäåëè ñ ãàðàíòèðîâàííûìè äîõîäàìè ñóùåñòâóåò ñî-
ñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ (x∗, y∗, p∗, γ∗), òàêîå ÷òî ïðè êàæäîì i
èìååì Ki(p

∗) > 0.

7. Òåîðèÿ èãð. Ðàâíîâåñèå Íýøà

Â äàííîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì ýëåìåíòû òåîðèè èãð. Ýòà
òåîðèÿ èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ â ýêîíîìèêå, íà-
ïðèìåð, ïðè ðåøåíèè çàäà÷ î áîðüáå ôèðì çà ðûíêè ñáûòà,
èëè, ñêàæåì, ïðè îïòèìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ïðîèçâîäñòâåí-
íûõ ìîùíîñòåé, ïðè÷åì êàê â óñëîâèÿõ, êîãäà îñíîâíûå ïàðà-
ìåòðû ñèñòåìû èçâåñòíû òî÷íî, òàê è ïðè ÷àñòè÷íîé îïðåäå-
ëåííîñòè. Îòìåòèì, ÷òî ó÷àñòíèêè ýêîíîìèêè ìîãóò âûáèðàòü
ðàçëè÷íûå ñòðàòåãèè ñâîåãî ïîâåäåíèÿ (ýòî, ñîáñòâåííî ãîâî-
ðÿ, è ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé îñîáåííîñòüþ ðàññìàòðèâàåìîé òåî-
ðèè). Îäíàêî, íå âñå ñòðàòåãèè ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè: íà-
ïðèìåð, ïðè áîëåå ïðîäóìàííûõ äåéñòâèÿõ îäíà ôèðìà ìîæåò
áûñòðåå âûòåñíèòü äðóãóþ ñ ðûíêà ñáûòà, èëè, ñêàæåì, ïîëó-
÷èòü áîëüøóþ ïðèáûëü. Öåëü òåîðèè èãð � âûÿñíèòü, ñóùå-
ñòâóþò ëè òàêèå îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè, è åñëè äà, íàó÷èòüñÿ
îïðåäåëÿòü, êàêîå ïîâåäåíèå ïðè çàäàííûõ óñëîâèÿõ ÿâëÿåòñÿ
íàèáîëåå âûãîäíûì, èíûìè ñëîâàìè, íàó÷èòüñÿ âû÷èñëÿòü îï-
òèìàëüíûå ñòðàòåãèè.
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Åñòåñòâåííî, êàæäûé ó÷àñòíèê èãðû ñòðåìèòñÿ äåéñòâîâàòü
îïòèìàëüíûì äëÿ ñåáÿ îáðàçîì. Åñëè â èãðå ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ñèòóàöèÿ, ïðè êîòîðîé êàæäûé ó÷àñòíèê äåéñòâóåò îïòèìàëü-
íûì îáðàçîì, òî ýòà ñèòóàöèÿ íàçûâàåòñÿ ðàâíîâåñíîé. Ïîèñê
ðàâíîâåñèÿ â èãðå � ýòî îäíà èç îñíîâíûõ çàäà÷ òåîðèè èãð.
Îêàçûâàåòñÿ, äëÿ øèðîêîãî êëàññà èãð ìîæíî äîêàçàòü òåîðå-
ìó ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèÿ, íàçûâàåìóþ òåîðåìîé Íýøà. Çà-
ìå÷àòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-
ìû Íýøà ìû âíîâü èñïîëüçóåì óæå íåîäíîêðàòíî ïðèìåíåííóþ
òåîðåìó Êàêóòàíè î íåïîäâèæíîé òî÷êå ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðà-
æåíèÿ. Ïåðåéäåì ê ïîäðîáíîñòÿì.

7.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ òåîðèè èãð Ìû áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü òîëüêî òàê íàçûâàåìûå áåñêîàëèöèîííûå èãðû, ò.å.
èãðû, â êîòîðûõ êàæäûé ó÷àñòíèê ñòðåìèòñÿ ïîëó÷èòü íàè-
áîëüøèé âîçìîæíûé èíäèâèäóàëüíûé âûèãðûø. Èãðû, â êîòî-
ðûõ äåéñòâèÿ èãðîêîâ íàïðàâëåíû íà ìàêñèìèçàöèþ âûèãðû-
øåé êîëëåêòèâîâ (êîàëèöèé) áåç ïîñëåäóþùåãî èõ ðàçäåëåíèÿ
ìåæäó èãðîêàìè, íàçûâàþòñÿ êîàëèöèîííûìè. Òåîðèÿ êîàëè-
öèîííûõ èãð âåñüìà ñëîæíà, è â äàííîì êóðñå îáñóæäàòüñÿ íå
áóäåò.

Êàæäàÿ áåñêîàëèöèîííàÿ èãðà õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùè-
ìè îáúåêòàìè.

� Îáîçíà÷èì ÷åðåç I ìíîæåñòâî âñåõ èãðîêîâ, êîòîðîå ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ êîíå÷íûì è çàíóìåðîâàííûì: I = {1, . . . , n}.

� Äëÿ êàæäîãî èãðîêà i ∈ I çàäàäèì ìíîæåñòâî Si âîçìîæ-
íûõ äåéñòâèé, íàçûâàåìûõ ñòðàòåãèÿìè.

� Ïóñòü S îáîçíà÷àåò äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ Si:

S = S1 × · · · × Sn.

Ñ÷èòàÿ, ÷òî â ïðîöåññå èãðû êàæäûé èãðîê âûáèðàåò
íåêîòîðóþ ñòðàòåãèþ, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäàÿ êîíêðåò-
íàÿ ñèòóàöèÿ, ñêëàäûâàþùàÿñÿ â èãðå, çàäàåòñÿ âåêòîðîì
s = (s1, . . . , sn), ãäå si ∈ Si. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî S�
ýòî ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ñèòóàöèé èãðû.

� Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hi ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ, çàäàííóþ
íà ìíîæåñòâå S. Ôóíêöèè Hi ìû áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü
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êàê ôóíêöèè âûèãðûøà i-îãî èãðîêà: åñëè â èãðå ñëîæè-
ëàñü ñèòóàöèè s ∈ S, òî Hi(s) ðàâíî âûèãðûøó i-îãî èãðî-
êà â ýòîé ñèòóàöèè.

Òàêèì îáðàçîì, ìû íàçîâåì áåñêîàëèöèîííîé èãðîé Γ ñëåäó-
þùóþ òðîéêó îáúåêòîâ:

Γ =
〈
I, {Si}i∈I , {Hi}i∈I

〉
,

ãäå I � ìíîæåñòâî èãðîêîâ, Si � ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé i-îãî
èãðîêà è Hi � ôóíêöèÿ âûèãðûøà i-îãî èãðîêà.

Ôóíêöèÿ H(s) =
∑

i∈I Hi(s), îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå S,
íàçûâàåòñÿ ñóìîé èãðû Γ. Èãðà Γ íàçûâàåòñÿ èãðîé ñ ïîñòî-
ÿííîé ñóììîé, åñëè ôóíêöèÿ H ïîñòîÿííà. Âàæíûì ÷àñòíû-
ìè ñëó÷àåì èãðû ñ ïîñòîÿííîé ñóììîé ÿâëÿåòñÿ èãðà ñ íóëåâîé
ñóììîé, ò.å. êîãäà H = 0. Åñëè â èãðå ñ íóëåâîé ñóììîé ó÷àñò-
âóåò ðîâíî äâà èãðîêà, òî òàêàÿ èãðà íàçûâàåòñÿ àíòàãîíèñòè-
÷åñêîé. ßñíî, ÷òî, èãðàÿ â àíòàãîíèñòè÷åñêóþ èãðó, â êàæäîé
ñèòóàöèè êàæäûé èç äâóõ èãðîêîâ âûèãðûâàåò ñòîëüêî, ñêîëüêî
ïðîèãðûâàåò åãî íàïàðíèê.

Äàëåå, îïðåäåëèì ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ â èãðå Γ. Äëÿ ýòîãî
ââåäåì ñëåäóþùèå òðàäèöèîííûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü s � íåêî-
òîðàÿ ñèòóàöèÿ, ò.å. s ∈ S, è si � ýòî i-àÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà
s, ò.å. ñòðàòåãèÿ i-îãî èãðîêà â ñèòóàöèè s. Âûáåðåì ïðîèçâîëü-
íóþ ñòðàòåãèþ s′i èãðîêà i. Òîãäà ÷åðåç s ‖ s′i áóäåì îáîçíà÷àòü
ñèòóàöèþ, ïîëó÷åííóþ èç ñèòóàöèè s çàìåíîé ñòðàòåãèè si íà
s′i (ñòðàòåãèè âñåõ èãðîêîâ, îòëè÷íûõ îò i-îãî, îñòàþòñÿ íåèç-
ìåííûìè).

Îïðåäåëåíèå. Ñèòóàöèÿ s â èãðå Γ íàçûâàåòñÿ ïðèåìëåìîé
äëÿ èãðîêà i, åñëè äëÿ ëþáîé åãî ñòðàòåãèè s′i âûïîëíÿåòñÿ:

Hi(s ‖ s′i) ≤ Hi(s).

Èíûìè ñëîâàìè, â ýòîé ñèòóàöèè èãðîê i, èçìåíèâ ñâîþ ñòðàòå-
ãèþ, íå ìîæåò óâåëè÷èòü ñâîåãî âûèãðûøà.

Ñèòóàöèÿ s, ïðèåìëåìàÿ äëÿ âñåõ èãðîêîâ, íàçûâàåòñÿ ñèòó-
àöèåé ðàâíîâåñèÿ. Èíûìè ñëîâàìè, ñèòóàöèÿ s ∈ S ðàâíîâåñíàÿ,
åñëè è òîëüêî åñëè

Hi(s ‖ s′i) ≤ Hi(s),

äëÿ ëþáîãî èãðîêà i ∈ I.
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Çàìå÷àíèå. Ïîÿñíèì âàæíîñòü ïîèñêà ðàâíîâåñíûõ ñèòóàöèé.
Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî åñëè ðàâíîâåñíàÿ ñèòóàöèÿ ÿâëÿåòñÿ
ïðåäìåòîì äîãîâîðà ìåæäó èãðîêàìè, òî íè îäèí èãðîê íå çà-
èíòåðåñîâàí â îòêëîíåíèè îò íåå (îò äîãîâîðà). Åñëè æå â ðå-
çóëüòàòå äîãîâîðà çàôèêñèðîâàíà íåðàâíîâåñíàÿ ñèòóàöèÿ, òî,
ïî îïðåäåëåíèþ, íàéäåòñÿ èãðîê, çàèíòåðåñîâàííûé â íàðóøå-
íèè ýòîãî äîãîâîðà.

Çàìå÷àíèå. Îïðåäåëåííàÿ âûøå ðàâíîâåñíàÿ ñèòóàöèÿ èíî-
ãäà íàçûâàåòñÿ ðàâíîâåñèåì Íýøà. Ýòî ðàâíîâåñèå ìîæåò
áûòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëåíî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ Rn-
çíà÷íûõ îòîáðàæåíèé, çàäàííûõ íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè
ïðîèçâîëüíûõ n ìíîæåñòâ. Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ìû óæå âñòðå-
÷àëèñü ñ ýêñòðåìàëüíûìè òî÷êàìè òàêèõ îòîáðàæåíèé, îïðåäå-
ëèâ ïîíÿòèå îïòèìóìîâ Ïàðåòî. Îòìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ,
ðàâíîâåñèå Íýøà è îïòèìóìû Ïàðåòî � ýòî ðàçíûå òî÷êè. Ðàñ-
ñìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ïóñòü S1 = {1, 2}, S2 = {1, 2}, S = S1 × S2, H(s) =
{H1(s),H2(s)}, è

H(1, 1) = (2, 1), H(1, 2) = (3, 1), H(2, 1) = (1, 3), H(2, 2) = (4, 2).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îïòèìóìû Ïàðåòî � ýòî òî÷êè (1, 3) è (4, 2).
×òîáû îïèñàòü ðàâíîâåñèÿ Íýøà, îáîçíà÷èì k-óþ êîîðäèíàòó
òî÷êè H(i, j) ÷åðåç H(i, j)[k].

Ëåììà 7.1 Äëÿ îïðåäåëåííîé ôóíêöèè H åäèíñòâåííîé òî÷-
êîé ðàâíîâåñèÿ Íýøà ÿâëÿåòñÿ òî÷êà (1, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî ýòà òî÷êà ðàâíîâåñíàÿ, âûòåêàåò èç
ñëåäóþùèõ äâóõ íåðàâåíñòâ:

2 = H(1, 1)[1] ≥ H(2, 1)[1] = 1,

1 = H(1, 1)[2] ≥ H(1, 2)[2] = 1.

Îñòàëüíûå òî÷êè íå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîâåñíûìè â ñèëó ñëåäóþùèõ
íåðàâåíñòâ, ïðîòèâîðå÷àùèõ îïðåäåëåíèþ ðàâíîâåñèÿ:

3 = H(1, 2)[1] < H(2, 2)[1] = 4,

1 = H(2, 1)[1] < H(1, 1)[1] = 2,
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2 = H(2, 2)[2] < H(2, 1)[2] = 3.

Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.

Îïðåäåëåíèå. Ñòðàòåãèÿ èãðîêà íàçûâàåòñÿ ðàâíîâåñíîé, åñ-
ëè îíà âõîäèò õîòÿ áû â îäíî ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå.

Ðàçíîîáðàçèå áåñêîàëèöèîííûõ èãð äåëàåò æåëàòåëüíûì
îáúåäèíåíèå èõ â òàêèå êëàññû, ÷òî ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó
è òîìó æå êëàññó èãðû îáëàäàþò îäíèìè è òåìè æå îñíîâíû-
ìè ñâîéñòâàìè. Ïóñòü Γ′ è Γ′′ � äâå áåñêîàëèöèîííûõ èãðû ñ
îäíèìè è òåìè æå ìíîæåñòâàìè èãðîêîâ è ñòðàòåãèé (ò.å. îò-
ëè÷àþùèåñÿ òîëüêî ôóíêöèÿìè âûèãðûøà). Áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç H ′

i è H
′′
i ôóíêöèè âûèãðûøà i-îãî èãðîêà â èãðå Γ′ è Γ′′

ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå. Èãðû Γ′ è Γ′′ íàçûâàþòñÿ ñòðàòåãè÷åñêè ýêâè-
âàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî k > 0 è äëÿ êàæäîãî
i òàêèå ÷èñëà ci, ÷òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

H ′′
i (s) = kH ′

i(s) + ci, ∀s ∈ S, ∀i ∈ I.

Çàäà÷à 7.1. Äîêàçàòü, ÷òî ñòðàòåãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå
èãðû èìåþò îäíè è òå æå ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ.

Çàäà÷à 7.2. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ èãðà ñ ïîñòîÿííîé ñóììîé
ñòðàòåãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé èãðå ñ íóëåâîé ñóì-
ìîé.

Èãðà Γ íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé, åñëè êîíå÷íû ìíîæåñòâà Si

ñòðàòåãèé âñåõ èãðîêîâ i ∈ I ýòîé èãðû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
èãðà Γ íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íîé.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû êîíå÷íûõ èãð.

7.2. Êîíå÷íûå èãðû Ðàçáåðåì ñíà÷àëà èãðó Γ, â êîòîðîé
ïðèíèìàþò ó÷àñòèå ðîâíî äâà èãðîêà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S′ è S′′

ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ ñîîòâåòñòâåí-
íî, è ïóñòü H ′ è H ′′ � ýòî ôóíêöèè âûèãðûøà ñîîòâåòñòâåííî
ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêà. Åñëè S′ ñîñòîèò èç m ýëåìåíòîâ, à
S′′ � èç n ýëåìåíòîâ, òî, êàê ëåãêî âèäåòü, ôóíêöèè H ′ è H ′′

ìîæíî çàäàòü íåêîòîðûìè ìàòðèöàìè A′ è A′′ ðàçìåðà m × n,
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ãäå (i, j)-ûé ýëåìåíò ìàòðèöû A′ ðàâåí H ′(s′i, s
′′
j ), à (i, j)-ûé ýëå-

ìåíò ìàòðèöû A′′ ðàâåí H ′′(s′i, s
′′
j ), s

′
i ∈ S′, s′′j ∈ S′′. Îïèñàííûå

òîëüêî ÷òî èãðû íàçûâàþòñÿ áèìàòðè÷íûìè.
Ïðèâåäåì ïðèìåð áèìàòðè÷íîé èãðû â ñëåäóþùåé çàäà÷å.

Çàäà÷à 7.3. (Äèëåììà áàíäèòà) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èãðî-
êàìè 1 è 2 ÿâëÿþòñÿ ïðåñòóïíèêè, íàõîäÿùèåñÿ â ïðåäâàðè-
òåëüíîì çàêëþ÷åíèè ïî ïîäîçðåíèþ â òÿæêîì ïðåñòóïëåíèè,
ïðè÷åì ïðÿìûõ óëèê íà íèõ íåò, è ðåçóëüòàò çàâèñèò îò òî-
ãî, ñîçíàþòñÿ îíè èëè íåò. Ïóñòü èìåþòñÿ ñëåäóþùèå âîç-
ìîæíîñòè:

1) åñëè îáà ïðåñòóïíèêà ñîçíàþòñÿ, òî îíè ïîëó÷àò ïî 8 ëåò
(ïðèçíàíèå ÿâëÿåòñÿ ñìÿã÷àþùèì îáñòîÿòåëüñòâîì);

2) åñëè îáà íå ñîçíàþòñÿ, òî ïîëó÷àò ïî 1 ãîäó (ñëåäîâàòåëü
äîêàæåò èõ âèíîâíîñòü â ñîâåðøåíèè ìåíåå çíà÷èòåëü-
íîãî ïðåñòóïëåíèÿ);

3) åñëè ñîçíàåòñÿ òîëüêî îäèí èç íèõ, òî îí áóäåò âûïóùåí,
à âòîðîé � îñóæäåí íà 10 ëåò.

Ñ÷èòàÿ, ÷òî ïðåñòóïíèêè âûáåðóò îïòèìàëüíîå äëÿ íèõ ðå-
øåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ðàâíîâåñíûì, îïðåäåëèòü èñõîä ñëåäñòâèÿ.

Áèìàòðè÷íàÿ èãðà ñ íóëåâîé ñóììîé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó-
÷àåì àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðû è íàçûâàåòñÿ ìàòðè÷íîé. Ïî-
ñëåäíåå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ìàòðèöà A′′ âûèãðûøà âòîðîãî
èãðîêà îäíîçíà÷íî âû÷èñëÿåòñÿ ïî ìàòðèöå A′ âûèãðûøà ïåð-
âîãî èãðîêà: A′′ = −A′. Ìàòðèöà A′ íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé âû-
èãðûøåé ìàòðè÷íîé èãðû Γ.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ìàòðè÷íîé èãðû Γ ñ ìàòðèöåé âûèãðûøåé
A ïðèíÿòî íóìåðîâàòü ñòðîêè ìàòðèöû A íîìåðàìè ñòðàòåãèé
ïåðâîãî èãðîêà, à ñòîëáöû ìàòðèöû A � íîìåðàìè ñòðàòåãèé
âòîðîãî èãðîêà. Åñëè A = {aij}, òî, êàê ëåãêî âèäåòü, ñîñòîÿíèå
(i∗, j∗) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíûì, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáûõ i
è j âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

aij∗ ≤ ai∗j∗ ≤ ai∗j .
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Èíûìè ñëîâàìè, ai∗j∗ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì â ñòîëá-
öå ñ íîìåðîì j∗ (ò.å. i∗ � íàèëó÷øàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èãðîêà
ïðè ôèêñèðîâàííîé ñòðàòåãèè j∗ âòîðîãî èãðîêà), è ai∗j∗ ÿâëÿ-
åòñÿ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì â ñòðîêå ñ íîìåðîì i∗ (ò.å. j∗ �
íàèëó÷øàÿ ñòðàòåãèÿ âòîðîãî èãðîêà ïðè ôèêñèðîâàííîé ñòðà-
òåãèè i∗ ïåðâîãî èãðîêà). Òàêèå òî÷êè â òåîðèè èãð íàçûâàþò
ñåäëîâûìè.

Óñëîâèå ñëåäóþùåé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì ñóùåñòâîâà-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ â ìàòðè÷íîé èãðå.

Çàäà÷à 7.4. Äîêàçàòü, ÷òî â ìàòðè÷íîé èãðå Γ ñ ìàòðèöåé
A = {aij} ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

max
i

min
j

aij = min
j

max
i

aij .

7.3. Áåñêîíå÷íûå èãðû Âî ìíîãèõ åñòåñòâåííûõ è îáùå-
ñòâåííûõ íàóêàõ øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èë ïðèåì, çà-
ìåíÿþùèé ðàññìîòðåíèå êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ñ î÷åíü áîëüøèì
÷èñëîì ýëåìåíòîâ ðàññìîòðåíèåì áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Ýòîò
ïðèåì ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ê øèðîêîìó êëàññó çàäà÷ ìîùíûé
àïïàðàò ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Êðîìå òîãî, áåñêîíå÷íûå èãðû âîçíèêàþò â ðåçóëüòàòå çà-
ìåí â êîíå÷íûõ èãðàõ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé, ðàññìîòðåííûõ âûøå,
íà òàê íàçûâàåìûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè. Ðàçáåðåì ýòî áîëåå
ïîäðîáíî.

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèÿ
â ìàòðè÷íîé èãðå íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ìèíèìàêñû ñîâïàäàëè. Åñëè æå îíè íå ñîâïàäàþò,
òî ïåðâûé èãðîê ìîæåò îáåñïå÷èòü ñåáå âûèãðûø íå ìåíü-
øå maxi minj aij , à âòîðîé ìîæåò íå äàòü åìó áîëüøå, ÷åì
minj maxi aij (ïðîâåðüòå). Âîïðîñ î ðàçäåëå ðàçíîñòè

max
i

min
j

aij −min
j

max
i

aij .

îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî, ÷òîáû èãðîêè â ýòîì
ñëó÷àå èñêàëè äîïîëíèòåëüíûå ñòðàòåãè÷åñêèå âîçìîæíîñòè.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ýòîãî èì öåëåñîîáðàçíî âûáèðàòü ñâîè
ñòðàòåãèè ñëó÷àéíî.
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Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, çíà÷åíèÿìè êîòîðîé ÿâ-
ëÿþòñÿ ñòðàòåãèè èãðîêà, íàçûâàåòñÿ ñìåøàííîé ñòðàòåãèåé
ýòîãî èãðîêà.

Ïóñòü xi � âåðîÿòíîñòü âûáîðà ïåðâûì èãðîêîì i-îé ñòðà-
òåãèè, à yj � âåðîÿòíîñòü âûáîðà âòîðûì èãðîêîì j-îé ñòðà-
òåãèè. ßñíî, ÷òî 0 ≤ xi ≤ 1, 0 ≤ yi ≤ 1,

∑
i xi =

∑
j yj = 1.

Ïîýòîìó ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ x = (x1, . . . , xm) (âåêòîðîâ
y = (y1, . . . , yn)), îïèñûâàþùèõ ñìåøàííûå ñòðàòåãèè ïåðâîãî
(âòîðîãî) èãðîêà, îáðàçóþò ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ ∆m−1 (ñèì-
ïëåêñ ∆n−1).

Åñëè âñå xi (âñå yj), êðîìå îäíîãî, ðàâíû 0, òî ïåðâûé (âòî-
ðîé) èãðîê âûáèðàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ðîâíî îäíó ñòðàòåãèþ,
è òàêàÿ ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â ÷èñòóþ ñòðàòå-
ãèþ.

Äàëåå, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî èãðîêè âûáèðàþò ñâîè ñìåøàííûå
ñòðàòåãèè íåçàâèñèìî, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî âåðîÿòíîñòü âûáîðà
ñèòóàöèè (i, j) ðàâíà xiyj , è, ïîýòîìó, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå âûèãðûøà ïåðâîãî èãðîêà ðàâíî

∑
i, j aijxiyj = xAyT . Ïî-

ñëåäíþþ âåëè÷èíó ïðèíèìàþò çà âûèãðûø ïåðâîãî èãðîêà ïðè
ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ (x, y) è îáîçíà÷àþò ÷åðåç H(x, y).

Îïðåäåëåíèå. Â ñäåëàííûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ, áåñêîíå÷íàÿ
èãðà

〈{1, 2}, {∆m,∆n}, {H,−H}〉

íàçûâàåòñÿ ñìåøàííûì ðàñøèðåíèåì ðàññìîòðåííîé ìàòðè÷-
íîé èãðû.

Çàäà÷à 7.5. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ñèòóàöèÿ (i∗, j∗) ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîâåñíîé äëÿ ìàòðè÷íîé èãðû, òî ýòà æå ñèòóàöèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ðàâíîâåñíîé è äëÿ ñìåøàííîãî ðàñøèðåíèÿ ýòîé èãðû.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ïîêàçûâàåò, ÷òî â èãðå ñî ñìåøàííûìè
ñòðàòåãèÿìè âñåãäà ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå.

Çàäà÷à 7.6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñìåøàííîãî ðàñøèðåíèÿ
ìàòðè÷íîé èãðû ñ ìàòðèöåé âûèãðûøåé A èìååò ìåñòî ðà-
âåíñòâî:

max
x

min
y

xAyT = min
y

max
x

xAyT .
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Âûâåäèòå îòñþäà ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ â
ýòîì ñìåøàííîì ðàñøèðåíèè.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ìèíèìàêñû èç çàäà÷è 7.6. ðàâíû âûèã-
ðûøó ïåðâîãî èãðîêà â èãðå ñî ñìåøàííûìè ñòðàòåãèÿìè, ÿâëÿ-
þùåéñÿ ñìåøàííûì ðàñøèðåíèåì ìàòðè÷íîé èãðû ñ ìàòðèöåé
A. Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèåì ìàòðè÷íîé èãðû ñ ìàòðè-
öåé A è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç v(A). Ïàðà (x∗, y∗), äëÿ êîòîðîé
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî èç çàäà÷è 7.6., íàçûâàåòñÿ ðàâíîâåñíûì
ñîñòîÿíèåì â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ.

Çàäà÷à 7.7. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A èìåþò
ìåñòî ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

max
i

min
j

aij ≤ v(A) ≤ min
j

max
i

aij .

Â ÷àñòíîñòè, åñëè â ìàòðè÷íîé èãðå èìååòñÿ ðàâíîâåñèå (â
÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ ), òî

max
i

min
j

aij = v(A) = min
j

max
i

aij .

Çàäà÷à 7.8. Ïóñòü Γ � ìàòðè÷íàÿ èãðà ñ ìàòðèöåé A =
{aij} ðàçìåðà 2 × 2. Íàéòè ðàâíîâåñíóþ ñèòóàöèþ (x∗, 1 −
x∗, y∗, 1 − y∗) â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè
â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ ðàâíîâåñèå íå äîñòèãàåòñÿ, òî

x∗ =
a22 − a21

a11 − a12 − a21 + a22
, y∗ =

a22 − a12
a11 − a12 − a21 + a22

.

7.4. Ðàâíîâåñèå â áåñêîíå÷íûõ èãðàõ Ðàññìîòðèì áåñ-
êîíå÷íóþ èãðó Γ ìåæäó n èãðîêàìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî i ìíîæåñòâî Si ñòðàòåãèé i-îãî èãðîêà ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì
êîìïàêòíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Êàê è âûøå, îáîçíà-
÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî âñåõ ñèòóàöèé â èãðå Γ, ò.å. S =

∏
i Si.

Äëÿ óäîáñòâà, ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü s ∈ S �
ïðîèçâîëüíàÿ ñèòóàöèÿ. Åñëè s = (s1, . . . , sn), òî ÷åðåç s−i îáî-
çíà÷èì (n−1)-ìåðíûé âåêòîð, ïîëó÷åííûé èç s âûáðàñûâàíèåì
i-îé êîîðäèíàòû:

s−i = (s1, . . . , si−1, si+1, . . . , sn).

73



Îáðàòíóþ îïåðàöèþ, ò.å. âîññòàíîâëåíèå âåêòîðà s ïî s−i è si,
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç s−i x si:

s = s−i x si.

Äàëåå, ïóñòü äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèè âûèãðû-
øà Hi : S → R íåïðåðûâíû, è, êðîìå òîãî, êàæäàÿ Hi âîãíóòà
ïî i-îìó àðãóìåíòó:

Hi

(
s−i x

(
(1− t)s′i + ts′′i

))
≥ (1− t)Hi(s−i x s′i) + tHi(s−i x s′′i ).

Òåîðåìà 7.1 (Íýø) Â ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ, èã-
ðà Γ îáëàäàåò ðàâíîâåñíûì ñîñòîÿíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì ýòó òåîðåìó, ñâåäÿ åå ê òåî-
ðåìå Êàêóòàíè. Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî S âñåõ
ñîáûòèé ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìåòðè÷åñêèì êîìïàêòîì.

Äàëåå, îáîçíà÷èì ÷åðåç S−i ìíîæåñòâî
∏

k ̸=i Sk. ßñíî, ÷òî
S−i � òîæå âûïóêëûé ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò.

Äëÿ êàæäîãî i çàäàäèì îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå µi : S−i →
R ïî ôîðìóëå

µi(s−i) = max
x∈Si

Hi(s−i xx),

è ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå φi : S−i ⇒ Si òàê:

φi(s−i) = {si ∈ Si | Hi(s−i x si) = µi(s−i)}.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ Hi è êîìïàêòíîñòè âñåõ Sk,
ïîëó÷àåì, ÷òî îòîáðàæåíèå µi òàêæå íåïðåðûâíî.

Ëåììà 7.2 Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå φi ïîëóíåïðåðûâíî
ñâåðõó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. äëÿ íåêîòîðî-
ãî s−i ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U åãî îáðàçà φi(s−i) è òà-
êàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü sk−i → s−i, ÷òî â êàæäîì φi(s

k
−i) íàé-

äåòñÿ íåêîòîðûé ýëåìåíò ski , êîòîðûé íå ëåæèò â U .
Â ñèëó êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà Si, èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ski ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîìó s′i ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü. Ïåðåõîäÿ ê ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, áóäåì, áåç
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îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ñðàçó ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ski ñõîäèòñÿ ê s′i. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü sk−i x ski òî÷åê ìíîæåñòâà S, ñõîäÿùóþñÿ ê s−i x s′i.

Òàê êàê ôóíêöèè Hi è µi íåïðåðûâíû, è Hi(s
k
−i x ski ) =

µi(s
k
−i), èìååì

Hi(s−i x s′i) = lim
k→∞

Hi(s
k
−i x ski ) = lim

k→∞
µi(s

k
−i) = µi(s−i),

ïîýòîìó s′i ∈ φ(s−i). Ñëåäîâàòåëüíî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íî-
ìåðà k, âñå òî÷êè ski ëåæàò â U , ïðîòèâîðå÷èå. Äîêàçàòåëüñòâî
ëåììû çàêîí÷åíî.

Ëåììà 7.3 Äëÿ êàæäîãî i è êàæäîãî s−i ìíîæåñòâî φi(s−i)
íåïóñòî, çàìêíóòî è âûïóêëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïóñòîòà ñëåäóåò èç êîìïàêòíîñòè ìíîæå-
ñòâà Si è íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè Hi. Çàìêíóòîñòü âûòåêàåò èç
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè Hi è òîãî ôàêòà, ÷òî φi(s−i) = {si ∈
Si | Hi(s−i x si) = const} (çäåñü ÷åðåç const îáîçíà÷åíà âåëè÷èíà
µi(s−i), íå çàâèñÿùàÿ îò si).

Äîêàæåì âûïóêëîñòü ìíîæåñòâà φi(s−i). Äëÿ ýòîãî âîñïîëü-
çóåìñÿ âîãíóòîñòüþ ôóíêöèè Hi ïî i-îìó àðãóìåíòó. Ïóñòü s

′
i è

s′′i � äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè èç φi(s−i), è t ∈ [0, 1]. Ìû äîëæ-
íû ïîêàçàòü, ÷òî òî÷êà (1− t)s′i+ ts′′i , ïðèíàäëåæàùàÿ Si â ñèëó
åãî âûïóêëîñòè, òàêæå ïðèíàäëåæèò φi(s−i). Èìååì:

Hi

(
s−i x

(
(1− t)s′i + ts′′i

))
≥

(1− t)Hi(s−i x s′i) + tHi(s−i x s′′i ) =
(1− t)µi(s−i) + tµi(s−i) = µi(s−i).

Òàê êàê µi(s−i) � ýòî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè ψi(x) =
Hi(s−i xx), x ∈ Si, ïîëó÷àåì, ÷òî

Hi

(
s−i x

(
(1− t)s′i + ts′′i

))
= µi(s−i),

÷òî è äîêàçûâàåò ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè (1− t)s′i + ts′′i ìíîæå-
ñòâó φi(s−i). Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû çàêîí÷åíî.
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Ïîñòðîèì òåïåðü ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå φ ìíîæåñòâà S
â ñåáÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

φ(s) =
∏
i

φi(s−i).

Èç ëåìì 7.2 è 7.3 âûòåêàåò, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå φ
ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó, è îáðàç êàæäîé òî÷êè íåïóñò, çàìêíóò
è âûïóêë. Ïî òåîðåìå Êàêóòàíè, ó îòîáðàæåíèÿ φ èìååòñÿ íåïî-
äâèæíàÿ òî÷êà s∗, ò.å. òàêàÿ òî÷êà, ÷òî s∗i ∈ φi(s

∗
−i). Ïîñëåäíåå,

î÷åâèäíî, îçíà÷àåò, ÷òî s∗ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàâíîâåñèÿ èãðû Γ.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàêîí÷åíî.

Ïðèìåð. (Ìîäåëü Êóðíî) Ïóñòü íà ðûíêå ïðåäñòàâëåíû
äâà ïðîèçâîäèòåëÿ îäíîãî òîâàðà. Êàæäûé èç ïðîèçâîäèòåëåé
i, i = 1, 2, çàäàåò îáúåì âûïóñêàåìîãî òîâàðà si ∈ Si = [0,∞).
Ôóíêöèÿ ñïðîñà â äàííîé ìîäåëè âûðàæàåòñÿ â âèäå çàâèñèìî-
ñòè ðûíî÷íîé öåíû îò îáùåãî êîëè÷åñòâà ïîòðåáëÿåìîãî òîâàðà
s = s1 + s2:

p(s) = a− bs,

ãäå a, b > 0 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Ñåáåñòîèìîñòü åäèíèöû
ïðîäóêöèè ðàâíà c äëÿ îáîèõ ïðîèçâîäèòåëåé. Ôóíêöèÿ âûèã-
ðûøà i-ãî èãðîêà ñîâïàäàåò ñ åãî ïðèáûëüþ è íàõîäèòñÿ ïî ôîð-
ìóëå

Hi(s1, s2) = (a− b(s1 + s2)− c)si.

Ôóíêöèÿ Hi ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé è âîãíóòîé ïî ïåðåìåííîé
si.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ïîèñêå ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ äî-
ñòàòî÷íî áðàòü ñòðàòåãèè èãðîêîâ èç îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà
[0, a−c

b ]. Òàêèì îáðàçîì, â äàííîé ìîäåëè ìû íàõîäèìñÿ â óñëî-
âèÿõ òåîðåìû Íýøà, à çíà÷èò, ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå ñóùåñòâó-
åò.

Çàïèñü ïðèåìëåìîñòè ñèòóàöèè äëÿ i-ãî èãðîêà â äèôôåðåí-
öèàëüíîé ôîðìå ∂Hi

∂si
= 0 ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíå-

íèå, ðåøåíèå êîòîðîé åñòü ðàâíîâåñíàÿ ñèòóàöèÿ s∗1 = s∗2 = a−c
3b .
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8. Îïòèìèçàöèîííûå ìîäåëè ïðîèçâîäñòâà

Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ, ðàññìàòðèâàÿ ðàçíîâèäíîñòè ìîäå-
ëåé Âàëüðàñà, ìû óæå íåîäíîêðàòíî ñòàëêèâàëèñü ñ îïòèìèçà-
öèîííûìè çàäà÷àìè. Íàïðèìåð, ÷òîáû íàéòè êîíêóðåíòíîå ðàâ-
íîâåñèå â ìîäåëè Ýððîó�Äåáðå, íóæíî îïèñàòü ôóíêöèè ñïðî-
ñà è ïðåäëîæåíèÿ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ìíîãîçíà÷íûì
îòîáðàæåíèåì, çíà÷åíèå êîòîðîãî ïðè äàííîé ñèñòåìå öåí îïðå-
äåëåííûì êàê ìíîæåñòâî ìàêñèìóìîâ íåêîòîðîé îäíîçíà÷íîé
ôóíêöèè, çàäàííîé íà äàííîì ïîäìíîæåñòâå ïðîñòðàíñòâà òî-
âàðîâ. Â ÷àñòíîñòè, çíà÷åíèå ôóíêöèè ñïðîñà ïðè äàííûõ öåíàõ
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî ìàêñèìóìîâ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè,
îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ìû äåëàëè ñàìûå îáùèå ïðåäëîæåíèÿ;
çíà÷åíèå ôóíêöèè ïðåäëîæåíèÿ ïðè äàííûõ öåíàõ îïðåäåëÿåò-
ñÿ êàê ìíîæåñòâî ìàêñèìóìîâ ëèíåéíîé ôóíêöèè. Êðîìå òîãî,
èçó÷àÿ êîíêóðåíòíîå ðàâíîâåñèå â ìîäåëè Âàëüäà�Êàññåëÿ, ìû
ðàññìàòðèâàëè òèïè÷íûå îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è, âîçíèêàþ-
ùèå â ëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè.

Íèæå ìû ðàññìîòðèì åùå îäèí êëàññ âàðèàöèîííûõ çàäà÷.
Íà÷íåì ñ ïðèìåðà.

8.1. Ìîäåëü ìîíîïîëèñòà Ìîäåëü ìîíîïîëüíîãî ïðîèç-
âîäñòâà áûëà ðàññìîòðåíà Äæ. Ýâàíñîì â ðàáîòå 1924 ãîäà.

Ïóñòü Φ � ôóíêöèÿ ñïðîñà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Φ � îäíî-
çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ. Â ìîäåëè Âàëüðàñà ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî Φ
çàâèñèò ëèøü îò ñèñòåìû öåí p. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ýòà ôóíê-
öèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñèò åùå è îò ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ öåí, ò.å.
îò p′. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïàðàìåòð t îáîçíà÷àåò âðåìÿ, òî
ôóíêöèÿ ñïðîñà â ìîìåíò âðåìåíè t èìååò âèä Φ

(
p(t), p′(t)

)
.

Äàëåå, îáîçíà÷èì ÷åðåç C(x) ñòîèìîñòü ïðîèçâîäñòâà òîâàð-
íîãî íàáîðà x. Òîãäà âûðó÷êà îò ïðîäàæè òîâàðà â ìîìåíò âðå-
ìåíè t ðàâíà p(t)Φ

(
p(t), p′(t)

)
, à ñòîèìîñòü ïðîèçâîäñòâà â ýòîò

ìîìåíò âðåìåíè ðàâíà C
(
Φ
(
p(t), p′(t)

))
. Òàêèì îáðàçîì, ïðè-

áûëü ìîíîïîëèñòà â ìîìåíò âðåìåíè t èìååò âèä

p(t)Φ
(
p(t), p′(t)

)
− C

(
Φ
(
p(t), p′(t)

))
.

Åñëè íàñ èíòåðåñóåò ïðèáûëü ìîíîïîëèñòà íà ïðîìåæóòêå âðå-
ìåíè [0, T ], òî ïðåäûäóùóþ âåëè÷èíó íàäî ïðîèíòåãðèðîâàòü
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ïî t íà ýòîì ïðîìåæóòêå.
Áóäåì òåïåðü ñ÷èòàòü, ÷òî èçâåñòíû íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå

öåíû p(0) = p0 è p(T ) = p1, à âûáîð ïîëèòèêè öåí íà ïðîìå-
æóòêå âðåìåíè [0, T ] ïðèíàäëåæèò ìîíîïîëèñòó. Åñòåñòâåííî,
âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: âûáðàòü òàêóþ ïîëèòèêó öåí p(t)
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ p(0) = p0 è p(T ) = p1, ïðè êîòîðîé ïðèáûëü
áóäåò ìàêñèìàëüíà, ò.å.∫ T

0

p(t)Φ
(
p(t), p′(t)

)
− C

(
Φ
(
p(t), p′(t)

))
dt→ max .

Îêàçûâàåòñÿ, ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ íåêîòîðîé ñèñòå-
ìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

8.2. Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà Ñôîðìóëèðóåì îá-
ùóþ çàäà÷ó.

Ïóñòü Ω ⊂ Rn � íåêîòîðàÿ ëèíåéíî ñâÿçíàÿ îáëàñòü. Ðàñ-
ñìîòðèì íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ L(t, x, p) íà
R×Ω×Rn. Òàêóþ ôóíêöèþ áóäåì íàçûâàòü ëàãðàíæèàíîì. Âû-
áåðåì â Ω ïðîèçâîëüíóþ ãëàäêóþ êðèâóþ x(t), t ∈ [0, T ]. Êðèâàÿ
x(t) è ëàãðàíæèàí L(t, x, p) çàäàþò ôóíêöèþ L

(
t, x(t), x′(t)

)
íà

îòðåçêå [0, T ]. Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïîñëåäíþþ ôóíêöèþ ïî îòðåç-
êó [0, T ], ìû ïîëó÷èì ÷èñëî, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç I

(
x(t)

)
:

I
(
x(t)

)
=

∫ T

0

L
(
t, x(t), x′(t)

)
dt.

Òàêèì îáðàçîì, ïî ëàãðàíæèàíó L(t, x, p) ìû ïîñòðîèëè åñòå-
ñòâåííîå îòîáðàæåíèå I, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé êðè-
âîé â îáëàñòè Ω íåêîòîðîå ÷èñëî. Òàêèå îòîáðàæåíèÿ I íàçû-
âàþòñÿ ôóíêöèîíàëàìè (ôóíêöèÿìè, îïðåäåëåííûìè íà ïðî-
ñòðàíñòâàõ êðèâûõ).

Çàìå÷àíèå. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìîíîïîëèñòà. Òîãäà â êà÷å-
ñòâå ëàãðàíæèàíà ìîæíî âûáðàòü ïðèáûëü â ìîìåíò âðåìåíè
t, ò.å.

p(t)Φ
(
p(t), p′(t)

)
− C

(
Φ
(
p(t), p′(t)

))
,

à â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëà � ïðèáûëü íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè
[0, T ]. Êðèâûå x(t) â ýòîé ìîäåëè � ýòî âñåâîçìîæíûå âûáîðû
ïîëèòèêè öåí p(t) íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [0, T ].
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Ïóñòü òåïåðü â îáëàñòè Ω âûáðàíû äâå òî÷êè A è B. Ðàñ-
ñìîòðèì âñå ãëàäêèå êðèâûå x(t), íà÷èíàþùèåñÿ â A è çàêàí-
÷èâàþùèåñÿ â B: x(0) = A è x(T ) = B. Îïðåäåëèì äåôîðìàöèè
êàæäîé òàêîé êðèâîé ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü h(t)� ãëàäêîå
îòîáðàæåíèå èç îòðåçêà [0, T ] â Rn, òàêîå ÷òî h(0) = h(T ) = 0.
Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ s êðèâàÿ x(t)+s h(t) ïî-ïðåæíåìó
ëåæèò â Ω è ñîåäèíÿåò òî÷êè A è B. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
φ(s) = I

(
x(t) + s h(t)

)
.

Îïðåäåëåíèå. Êðèâàÿ x(t) íàçûâàåòñÿ ýêñòðåìàëüþ ôóíêöè-
îíàëà I, åñëè φ′(0) = 0 äëÿ ëþáîé ãëàäêîé Rn-çíà÷íîé ôóíêöèè
h(t), òàêîé ÷òî h(0) = h(T ) = 0.

Çàìå÷àíèå. Â çàäà÷å ìîíîïîëèñòà, îïòèìàëüíàÿ ïîëèòèêà
öåí, ïðè êîòîðîé ïðèáûëü ìàêñèìàëüíà, ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüþ
ôóíêöèîíàëà, çàäàþùåãî ïðèáûëü.

Òåîðåìà 8.1 Êðèâàÿ x(t) ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüþ ôóíêöèîíà-
ëà

I
(
x(t)

)
=

∫ T

0

L
(
t, x(t), x′(t)

)
dt

åñëè è òîëüêî åñëè x(t) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé ñèñòåìå
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

∂L

∂x

(
t, x(t), x′(t)

)
=

d

dt

∂L

∂p

(
t, x(t), x′(t)

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè φ(s) ïðè
s = 0. Èìååì

dφ

ds

∣∣∣
s=0

=
d

ds

∫ T

0

L
(
t, x(t) + s h(t), x′(t) + s h′(t)

)
dt =∫ T

0

(∂L
∂x

· h(t) + ∂L

∂p
· h′(t)

)
dt =∫ T

0

∂L

∂x
· h(t) dt+

∫ T

0

(
d

dt

(∂L
∂p

· h(t)
)
− d

dt

(∂L
∂p

)
· h(t)

)
dt =∫ T

0

(∂L
∂x

− d

dt

∂L

∂p

)
·h(t) dt+∂L

∂p
·h(t)

∣∣∣T
0
=

∫ T

0

(∂L
∂x

− d

dt

∂L

∂p

)
·h(t) dt,
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ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî â ñèëó òîãî, ÷òî h(0) =
h(T ) = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç e(t) âûðàæåíèå ∂L
∂x (t, x(t), x

′(t)) −
d
dt

∂L
∂p (t, x(t), x

′(t)). Åñëè e(t) òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ, òî,

î÷åâèäíî, x(t) � ýêñòðåìàëü. Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.
Ïóñòü x(t) � ýêñòðåìàëü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûðàæåíèå

e(t) íå ðàâíî íóëþ â íåêîòîðîé òî÷êå t = t0. Òîãäà, â ñèëó
íåïðåðûâíîñòè, äëÿ âñåõ t èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òî÷-
êè t0 âåêòîðà e(t) îòëè÷íû îò íóëÿ. Ðàññìîòðèì äåôîðìàöèþ
h(t) = t(T − t)e(t). Î÷åâèäíî, e(t) ·h(t) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ],

è e(t) · h(t) > 0 äëÿ âñåõ t ∈ U , çíà÷èò
∫ T

0
e(t) · h(t)dt > 0 ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò ýêñòðåìàëüíîñòè x(t). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðî-
ãî ïîðÿäêà

∂L

∂x
(t, x(t), x′(t))− d

dt

∂L

∂p
(t, x(t), x′(t)) = 0

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà�Ëàãðàíæà.

×àñòî ðåøåíèå óðàâíåíèé Ýéëåðà�Ëàãðàíæà ìîæíî ñâåñòè
ê ðåøåíèþ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà. Ðàññìîòðèì âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé.

Òåîðåìà 8.2 Åñëè ëàãðàíæèàí L ÿâíî íå çàâèñèò îò ïàðà-
ìåòðà t (âðåìåíè), òî âåëè÷èíà H = p∂L

∂p −L ïîñòîÿííà âäîëü
ýêñòðåìàëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì âåëè÷èíó H âäîëü ýêñòðåìàëè
x(t):

H(t) = x′(t) · ∂L
∂p

(
x(t), x′(t)

)
− L

(
x(t), x′(t)

)
,

è ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè H(t) ïî t. Ìû äîëæíû
ïîêàçàòü, ÷òî ýòà ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî,

dH(t)

dt
= x′′(t) · ∂L

∂p

(
x(t), x′(t)

)
+ x′(t) · d

dt

∂L

∂p

(
x(t), x′(t)

)
−

∂L

∂x

(
x(t), x′(t)

)
· x′(t)− ∂L

∂p

(
x(t), x′(t)

)
· x′′(t) =
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x′(t) ·
(
d

dt

∂L

∂p

(
x(t), x′(t)

)
− ∂L

∂x

(
x(t), x′(t)

))
= 0,

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç óðàâíåíèé Ýéëåðà�
Ëàãðàíæà. Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.

Çàìå÷àíèå. Âûðàæåíèå H = p∂L
∂p − L íàçûâàåòñÿ ýíåðãèåé, à

ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà � çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

Ïðèìåð. Ïóñòü òåëî ìàññû m äâèæåòñÿ â êîíñåðâàòèâíîì ïî-
ëå ñèë ñ ïîòåíöèàëîì U(x). Îáîçíà÷èì ÷åðåç v ñêîðîñòü ýòîãî
òåëà. Îïðåäåëèì ëàãðàíæèàí L òàê:

L(x, v) =
mv2

2
− U(x),

ò.å. ïîëîæèâ åãî ðàâíûì ðàçíîñòè êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëü-
íîé ýíåðãèé òåëà. Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà èìåþò âèä

d

dt

∂L

∂v
− ∂L

∂x
= m

d

dt
v +

dU

dx
= ma+

dU

dx
= 0,

ãäå a � óñêîðåíèå òåëà. Òàêèì îáðàçîì, ïîëå ñèë â ðàññìàòðè-
âàåìîé ñèñòåìå ðàâíî ìèíóñ ãðàäèåíòó ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ H ðàâíà

v
∂L

∂v
− L = mv2 − mv2

2
+ U(x) =

mv2

2
+ U(x),

ò.å. ñóììå ïîòåíöèàëüíîé è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèé. Òàê êàê â
íàøåì ñëó÷àå ëàãðàíæèàí L ÿâíî íå çàâèñèò îò âðåìåíè, òî
â ñèñòåìå âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè: ñóììà êèíå-
òè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé òåëà ñîõðàíÿåòñÿ âî âðåìÿ
äâèæåíèÿ ýòîãî òåëà.

Ïðèìåð. Â ìîäåëè ìîíîïîëèñòà ëàãðàíæèàí òàêæå íå çàâè-
ñèò ÿâíî îò âðåìåíè, ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ
ýíåðãèè. Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíóþ ïîëèòèêó öåí p(t) ìîæ-
íî íàéòè èç óñëîâèÿ

p′(t)Ψp′
(
p(t), p′(t)

)(
p(t)− C ′

(
Ψ
(
p(t), p′(t)

)))
−

p(t)Ψ
(
p(t), p′(t)

)
+ C

(
Ψ
(
p(t), p′(t)

))
= const .
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9. Òåîðèÿ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé

Â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ ìû ðàññìîòðèì åùå ðÿä îïòèìèçàöè-
îííûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â ýêîíîìèêå. Îäíàêî äëÿ ôîðìóëè-
ðîâêè ýòèõ çàäà÷ íàì ïîíàäîáÿòñÿ ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè,
èçó÷åíèþ êîòîðûõ è ïîñâÿùåíà äàííàÿ ãëàâà.

Âîçíèêíîâåíèå ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé ïðèíÿòî îòíî-
ñèòü ê 1928 ãîäó, êîãäà ïîÿâèëàñü ñòàòüÿ àìåðèêàíñêèõ ó÷åíûõ:
ýêîíîìèñòà Ï. Äóãëàñà è ìàòåìàòèêà Ä. Êîááà �Òåîðèÿ ïðîèç-
âîäñòâà�. Â ýòîé ñòàòüå áûëà ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà îïðåäåëèòü
ýêñïåðèìåíòàëüíûì ïóòåì âëèÿíèå âåëè÷èíû çàòðà÷èâàåìîãî
êàïèòàëà K è òðóäà L íà îáúåì Y (L,K) âûïóñêàåìîé ïðîäóê-
öèè â îáðàáàòûâàþùåé ïðîìûøëåííîñòè ÑØÀ. Ä. Êîááîì áû-
ëà ïðåäëîæåíà çàâèñèìîñòü ìåæäó K, L è Y ñëåäóþùåãî âèäà:

Y (K,L) = AKαLβ ,

ãäå A, α è β � ïàðàìåòðû, òàêèå ÷òî A > 0, α ≥ 0, β ≥ 0 è
α + β = 1. Àíàëèç ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ çà 1899�1922 ãîäà
ïðèâåë ê ñëåäóþùèì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ: A = 1.01, α = 0.25
è β = 0.75. Ñðàâíåíèå âåëè÷èíû Y (K,L) çà ïîñëåäóþùèå ãîäû
ñ ôàêòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè ïîêàçàëî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ çàâèñè-
ìîñòü äàåò õîðîøåå ïðèáëèæåíèå ê äåéñòâèòåëüíîñòè.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îáùåìó îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäñòâåííûõ
ôóíêöèé.

9.1. Îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé Ïóñòü
P � íåêîòîðûé ïðîèçâîäñòâåííûé ïðîöåññ, è x = (x1, . . . , xn)
� âåêòîð çàòðàò ïðîèçâîäñòâåííûõ ðåñóðñîâ (ìíîæåñòâî ïåð-
âè÷íûõ ôàêòîðîâ, à òàêæå ïðîäóêòû âíåøíåãî ïðîèçâîäñòâà,
âûñòóïàþùèå êàê ñûðüå è ðåñóðñû). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå
äîïóñòèìûå âåêòîðà x îáðàçóþò íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî D â
ïîëîæèòåëüíîì îðòàíòå Rn

+.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç y = (y1, . . . , ym) íàáîð êîëè÷åñòâåííûõ

îöåíîê ðåçóëüòàòîâ ïðîèçâîäñòâà. Òàêèìè îöåíêàìè ìîãóò ñëó-
æèòü, íàïðèìåð, ôèçè÷åñêèé îáúåì âûïóñêà ïî êàæäîìó èç íà-
èìåíîâàíèé âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè, ñòîèìîñòíûå ïîêàçàòåëè.
Ïóñòü U ⊂ Rm

+ � ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ âåêòîðîâ y.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèåé ïðîèçâîäñòâåí-
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íîãî ïðîöåññà P áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèå F : D → U , ìîäå-
ëèðóþùåå âûïóñê ïðîäóêöèè â ïðîöåññå P .

Îòìåòèì, ÷òî äî ñèõ ïîð â íàó÷íîé è ïðèêëàäíîé
ýêîíîìèêî�ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå â îñíîâíîì èçó÷àåòñÿ
ëèøü ñëó÷àém = 1, ò.å. êîãäà îòîáðàæåíèå F ÿâëÿåòñÿ îáû÷íîé
R-çíà÷íîé ôóíêöèåé: y = F (x1, . . . , xn). Âñþäó â äàëüíåéøåì
ìû áóäåì èìåòü äåëî òîëüêî ñ òàêèì ñëó÷àåì.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïðîèçâîäñòâåííûå
ôóíêöèè, âûòåêàþùèå èç ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ñîîáðà-
æåíèé.

1. Ìíîæåñòâà D è U ÿâëÿþòñÿ îáëàñòÿìè, à F � ãëàäêîé
ôóíêöèåé.

2. Åñëè êàêîé-ëèáî ðåñóðñ íå òðàòèòñÿ, òî ïðîèçâîäñòâî P
íè÷åãî íå âûïóñêàåò, ò.å. F (x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn) = 0 äëÿ
ëþáîãî i = 1, . . . , n. Èíûìè ñëîâàìè, íèêàêîé ïðîèçâîäñòâåí-
íûé ôàêòîð íå äîïóñêàåò çàìåíû äðóãèì.

3. Ïðè óâåëè÷åíèè çàòðàò êàêîãî-ëèáî ðåñóðñà îáùèé âû-
ïóñê âîçðàñòàåò, ò.å. åñëè x ≥ x′, òî F (x) ≥ F (x′). Ýòî ñâîéñòâî
ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ ∂F/∂xi ≥ 0 äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n.

4. Óñëîâèå âîãíóòîñòè ïî êàæäîìó àðãóìåíòó : ∂2F/∂x2i ≤
0 äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n. Ýòî óñëîâèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü
òàê: ïðè ôèêñèðîâàííûõ âñåõ ôàêòîðàõ, êðîìå i-îãî, ïîñëåäî-
âàòåëüíîå óâåëè÷åíèå i-îãî ôàêòîðà ïðèâîäèò êî âñå ìåíüøèì
ïðèðîñòàì ïðîèçâîäñòâåííîãî ïðîäóêòà. Ïîÿñíèì ýòî óñëîâèå
íà ïðèìåðå ôóíêöèè Êîááà�Äóãëàñà: Y = AKαLβ . Ïóñòü îáú-
åì îñíîâíûõ ôîíäîâ K îñòàåòñÿ íåèçìåííûì, à ÷èñëî òðóäî-
âûõ ðåñóðñîâ L ðàñòåò. Òîãäà âíîâü ïðèâëåêàåìàÿ ðàáî÷àÿ ñèëà
íå îáåñïå÷èâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè ñðåäñòâàìè ïðîèçâîäñòâà,
÷òî è ïðèâîäèò ê ñíèæåíèþ ïðåäåëüíîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè
òðóäà, ðàâíîé â äàííîì ñëó÷àå ∂Y/∂L (íà ñàìîì äåëå, ñíèæà-
åòñÿ òàêæå è ñðåäíÿÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà Y/L). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, åñëè ôèêñèðîâàòü ÷èñëî òðóäîâûõ ðåñóðñîâ, à óâåëè-
÷èâàòü îñíîâíûå ôîíäû, òî ýòè ôîíäû áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ
âñå ìåíåå ýôôåêòèâíî, ò.å. ïðåäåëüíàÿ ôîíäîîòäà÷à ∂Y/∂K áó-
äåò óáûâàòü (íà ñàìîì äåëå, ñíèæàåòñÿ òàêæå è ñðåäíÿÿ ôîí-
äîîòäà÷à òðóäà Y/K).

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèÿ 2�4 ìû ôàêòè÷åñêè ñôîðìóëèðîâàëè áåç
èñïîëüçîâàíèÿ ãëàäêîñòè ôóíêöèè F , ÷òî ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü
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êëàññ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé, ñíÿâ òðåáîâàíèå ãëàäêîñòè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâóõôàêòîðíóþ ìîäåëü, ãäå x1 = K �
îáúåì îñíîâíûõ ôîíäîâ â èõ ñòîèìîñòíîì èëè êîëè÷åñòâåííîì
âûðàæåíèè, x2 = L � ÷èñëîâîå âûðàæåíèå îáúåìà òðóäîâûõ
ðåñóðñîâ (÷èñëî ðàáî÷èõ, ÷èñëî ÷åëîâåêî�äíåé è ò.ä.), à y = Y
� îáúåì âûïóùåííîé ïðîäóêöèè â ñòîèìîñòíîì èëè íàòóðàëü-
íîì âûðàæåíèè. Òàêèì îáðàçîì, â ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ,
ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä:

Y = F (K,L)

è ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê îáîáùåíèå ôóíêöèè Êîááà�
Äóãëàñà, îïðåäåëåííîé âûøå.

Èç ñäåëàííûõ âûøå îãðàíè÷åíèé íà ïðîèçâîäñòâåííûå
ôóíêöèè âûòåêàåò, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé, óäîâëå-
òâîðÿþùåé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

∂F

∂K
≥ 0,

∂F

∂L
≥ 0,

∂2F

∂K2
≤ 0,

∂2F

∂L2
≤ 0, K ≥ 0, L ≥ 0.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, â ñîîòâåòñòâèå ñ òðàäèöèåé, ìû áóäåì

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ F â ðàññìàòðè-

âàåìîé äâóõôàêòîðíîé ìîäåëè óäîâëåòâîðÿåò áîëåå ñèëüíûì

óñëîâèÿì, ïîëó÷àþùèìñÿ èç ñôîðìóëèðîâàííûõ óñëîâèé çàìå-

íîé âñåõ íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ íà ñòðîãèå.

Ïðèâåäåì ñëåäóþùèå ïîëåçíûå ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå
ïîêàçàòåëè â äâóõôàêòîðíîé ìîäåëè.

Âåëè÷èíà y = Y/L íàçûâàåòñÿ ñðåäíåé ïðîèçâîäèòåëüíî-
ñòüþ òðóäà, à âåëè÷èíà v = ∂Y/∂L � ïðåäåëüíîé ïðîèçâîäè-
òåëüíîñòüþ òðóäà.

Âåëè÷èíà z = Y/K íàçûâàåòñÿ ñðåäíåé ôîíäîîòäà÷åé, à âå-
ëè÷èíà r = ∂Y/∂K � ïðåäåëüíîé ôîíäîîòäà÷åé.

Âåëè÷èíà

α =
∂Y

∂K

K

Y
íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ýëàñòè÷íîñòè ïî ôîíäàì. Â ìî-
äåëè Êîááà�Äóãëàñà êîýôôèöèåíò α ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì
ýëàñòè÷íîñòè ïî ôîíäàì.

Âåëè÷èíà

β =
∂Y

∂L

L

Y
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íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ýëàñòè÷íîñòè ïî òðóäó. Â ìîäåëè
Êîááà�Äóãëàñà êîýôôèöèåíò β ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ýëà-
ñòè÷íîñòè ïî òðóäó.

9.2. Íåîêëàññè÷åñêèå ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè
Íà ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè, ïîìèìî îïèñàííûõ âûøå îãðà-
íè÷åíèé, íàêëàäûâàþò ÷àñòî è äðóãèå äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè-
÷åíèÿ. Îñíîâíîå èç íèõ � òðåáîâàíèå îäíîðîäíîñòè, à èìåííî,
ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî γ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî
λ > 0 âûïîëíÿåòñÿ

f(λx1, . . . , λxn) = λγf(x1, . . . , xn).

Ïîêàçàòåëü γ íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ îäíîðîäíîñòè è õàðàêòå-
ðèçóåò ýôôåêò îò ðàñøèðåíèÿ ìàñøòàáà ïðîèçâîäñòâà: åñëè
γ > 1 (γ < 1), òî îäíîâðåìåííîå óâåëè÷åíèå âñåõ ôàêòîðîâ â λ
ðàç ïðèâîäèò ê âîçðàñòàíèþ (óáûâàíèþ) îáúåìà âûïóñêà áîëü-
øå ÷åì â λ ðàç. Îòìåòèì, ÷òî â ìîäåëè Êîááà�Äóãëàñà γ = 1,
ò.å. ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ñòåïåíè 1 èëè ëèíåéíî-
îäíîðîäíîé.

Ðàññìîòðèì èíòåðïðåòàöèþ ïðîèçâîäñòâåííîãî ïðîöåññà P
ñ ëèíåéíî-îäíîðîäíîé ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèåé â ñëó÷àå
äâóõôàêòîðíîé ìîäåëè. Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé âûïîëíÿåòñÿ òåî-
ðåìà Ýéëåðà, ò.å.

Y =
∂F

∂K
K +

∂F

∂L
L (19)

(äîêàæèòå). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáùåñòâî ñîñòîèò òîëüêî èç ðà-
áî÷èõ è êàïèòàëèñòîâ. Òîãäà äîõîä Y ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ÷àñòè:
äîõîä ðàáî÷èõ è äîõîä êàïèòàëèñòîâ. Ïóñòü ñðåäíÿÿ ðåàëüíàÿ
çàðïëàòà ðàáî÷åãî ðàâíà w. Òîãäà ñóììàðíûé äîõîä ðàáî÷èõ
ðàâåí wL. Òåîðèÿ ïðåäåëüíîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè òðóäà óòâåð-
æäàåò, ÷òî â óñëîâèÿõ ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè èìååò ìåñòî
ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

∂F

∂L
= w.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â ôîðìóëå (19) ðàâíî
ñóììàðíîìó äîõîäó ðàáî÷èõ, è, çíà÷èò, ïåðâîå ñëàãàåìîå � ýòî
ñóììàðíûé äîõîä êàïèòàëèñòîâ. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïðåäåëü-
íàÿ ôîíäîîòäà÷à ∂F/∂K õàðàêòåðèçóåò äîõîä êàïèòàëèñòîâ îò
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îäíîé åäèíèöû êàïèòàëà. Ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ íîð-
ìîé ïðèáûëè.

Äàëåå, äëÿ ëèíåéíî-îäíîðîäíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíê-
öèé ìîæíî ïåðåéòè ê íîâûì ïåðåìåííûì y = Y/L è k = K/L.
Òîãäà âìåñòî ôóíêöèè F (K,L), çàâèñÿùåé îò äâóõ ïåðåìåííûõ,
ìîæíî ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ f(k) îò îäíîé ïåðåìåííîé, ïîëî-
æèâ

f(k) = F (k, 1).

Òàêèì îáðàçîì, y = f(k), òàê êàê F (K/L, 1) = F (K,L)/L =
Y/L â ñèëó ëèíåéíîé-îäíîðîäíîñòè. Âåëè÷èíó K/L íàçûâàþò
ôîíäîâîîðóæåííîñòüþ (êîëè÷åñòâî ôîíäîâ, ïðèõîäÿùèõñÿ íà
åäèíèöó òðóäîâûõ ðåñóðñîâ).

Çàäà÷à 9.1. Ïðîâåðèòü, ÷òî îñíîâíûå ýêîíîìèêî ìàòåìàòè-
÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè â òåðìèíàõ
ôóíêöèè f èìåþò âèä:

� ïðåäåëüíàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà v ðàâíà f − kf ′;

� ïðåäåëüíàÿ ôîíäîîòäà÷à r ðàâíà f ′;

� êîýôôèöèåíò ýëàñòè÷íîñòè ïî ôîíäàì α ðàâåí kf ′/f
(ýòà ôîðìóëà âåðíà äëÿ ëþáîé ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè);

� êîýôôèöèåíò ýëàñòè÷íîñòè ïî òðóäó β ðàâåí 1 − kf ′/f
(åñëè ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè ðàâíà γ, òî β = γ − kf ′/f).

Çàäà÷à 9.2. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöè-
åíòîâ α èëè β íå çàâèñèò îò k, òî ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Êîááà�Äóãëàñà.

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíî-îäíîðîäíàÿ ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ F (K,L) íàçûâàåòñÿ íåîêëàññè÷åñêîé, åñëè ôóíêöèÿ f(k) =
F (k, 1), ãäå k = K/L, óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

f ′ > 0, f ′′ < 0, f(0) = 0,

lim
k→∞

f(k) = ∞, lim
k→0

f ′(k) = ∞, lim
k→∞

f ′(k) = 0.
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Ýòè óñëîâèÿ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê: ïðè îòñóòñòâèè
îñíîâíûõ ôîíäîâ âûïóñê ðàâåí íóëþ; ïðè íåîãðàíè÷åííîì ðî-
ñòå ôîíäîâîîðóæåííîñòè îáúåì âûïóñêà òàêæå áåçãðàíè÷íî
âîçðàñòàåò; ïðè âîçðàñòàíèè ôîíäîâîîðóæåííîñòè îò íóëÿ ïðî-
èñõîäèò ñòðåìèòåëüíûé ðîñò îáúåìà âûïóñêà, ïðè÷åì ïðè äàëü-
íåéøåì ðîñòå ôîíäîâîîðóæåííîñòè ðîñò îáúåìà âûïóñêà ñõî-
äèò íà íåò.

Çàäà÷à 9.3. Ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ Êîááà�Äóãëàñà ÿâëÿåò-
ñÿ íåîêëàññè÷åñêîé.

9.3. Ýëàñòè÷íîñòü çàìåíû ôàêòîðîâ. CES-ôóíêöèè
Ðàññìîòðèì åùå íåñêîëüêî âàæíûõ ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
ïîêàçàòåëåé. Äëÿ ýòîãî îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâåííîé îñîáåííî-
ñòüþ ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ ïðîèçâîäñòâà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü
çàìåùåíèÿ îäíîãî ôàêòîðà äðóãèì (íàïðèìåð, ïðè îòñóòñòâèè
ýêñêàâàòîðà åãî ìîæíî çàìåíèòü íåêîòîðûì ÷èñëîì çåìëåêî-
ïîâ). Ðàçáåðåì ýòó âîçìîæíîñòü íà ïðèìåðå äâóõôàêòîðíîé
ìîäåëè, çàäàííîé, êàê è âûøå, ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèåé
Y = F (K,L).

Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáú-
åì òðóäîâûõ ðåñóðñîâ L èçìåíèëñÿ íà ∆L. Íà êàêóþ âåëè÷èíó
∆K íàäî èçìåíèòü îáúåì K îñíîâíûõ ôîíäîâ, ÷òîáû âûïóñê
Y îñòàëñÿ íåèçìåííûì?

ßñíî, ÷òî âñå ïàðû (K,L), äëÿ êîòîðûõ âûïóñê Y îäèíàêîâ,
ëåæàò íà îäíîé è òîé æå ëèíèè óðîâíÿ F (K,L) = const ôóíê-
öèè F . Åñëè â èíòåðåñóþùåé íàñ òî÷êå èç ýòîé ëèíèè óðîâ-
íÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂F/∂K îòëè÷íà îò íóëÿ, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ôóíêöèÿ K(L), ÷òî F

(
K(L), L

)
= const. Â ýòèõ ïðåäïîëîæåíè-

ÿõ, îïðåäåëèì ïðåäåëüíóþ íîðìó çàìåíû SK òðóäîâûõ ðåñóðñîâ
L îñíîâíûìè ôîíäàìè K, ïîëîæèâ

SK = −dK
dL

=
∂F/∂L

∂F/∂K
,

Åñëè æå â ýòîé òî÷êå ïðîèçâîäíàÿ ∂F/∂L îòëè÷íà îò íóëÿ, òî
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ L(K), ÷òî F

(
K,L(K)

)
= const. Â

ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, îïðåäåëèì ïðåäåëüíóþ íîðìó çàìåíû SL
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îñíîâíûõ ôîíäîâ K òðóäîâûìè ðåñóðñàìè L, ïîëîæèâ

SL = − dL

dK
=
∂F/∂K

∂F/∂L
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî SKSL = 1.

Çàäà÷à 9.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ F îäíîðîäíà ñòåïåíè γ, k =
K/L, è f(k) = F (K/L, 1). Ïîêàçàòü, ÷òî

SK = γ
f(k)

f ′(k)
− k.

Çàäà÷à 9.5. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèè Êîááà-Äóãëàñà èìå-
åì:

SK =
β

α
k.

(ïðåäåëüíàÿ íîðìà çàìåíû SK ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà ôîíäî-
âîîðóæåííîñòè). Äàòü ýêîíîìè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ.

Ïóñòü ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îäíîðîäíà. Òîãäà îïðåäå-
ëèì ýëàñòè÷íîñòü çàìåíû σK òðóäîâûõ ðåñóðñîâ L îñíîâíûìè
ôîíäàìè K, à òàêæå ýëàñòè÷íîñòü çàìåíû σL îñíîâíûõ ôîí-
äîâ K òðóäîâûìè ðåñóðñàìè L, ïîëîæèâ

σ−1
K =

dSK

dk

k

SK
, σ−1

L =
dSL

dk−1

k−1

SL
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî σK = σL (ïðîâåðüòå), ïîýòîìó ìû áóäåì ïîëü-
çîâàòüñÿ ëèøü σK .

Çàäà÷à 9.6. Äîêàçàòü, ÷òî

σK = − f ′(γf − kf ′)

k
(
(1− γ)(f ′)2 + γff ′′

) .
Çàäà÷à 9.7. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè íîðìà çàìåíû SK ëèíåéíî
îäíîðîäíîé ôóíêöèè F íå çàâèñèò îò k, òî F (K,L) = AK+BL
äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò A è B.
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Îïðåäåëåíèå. Îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ ôóíêöè-
åé ñ ïîñòîÿííîé ýëàñòè÷íîñòüþ çàìåíû èëè CES-ôóíêöèåé
(Constant Elastisity of Substitution), åñëè äëÿ íåå σK ïîñòîÿííî.

Çàäà÷à 9.8. Ïóñòü F (K,L) � ïðîèçâîëüíàÿ CES-ôóíêöèÿ
ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè γ, è σK � åå íîðìà çàìåùåíèÿ L íà
K. Ïîëîæèì σ = σK/γ.

Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè σ = 1, òî F ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Êîááà�
Äóãëàñà.

Åñëè σ = 0, òî F = min{AKγ , BLγ}.
Åñëè æå σ 6= 0 è σ 6= 1, òî

F (K,L) =
(
AK(σ−1)/σ +BL(σ−1)/σ

)γσ/(σ−1)
,

ãäå A è B � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.

Ïåðåïèøåì CES-ôóíêöèè â îáùåïðèíÿòîé ôîðìå. Äëÿ ýòî-
ãî ïîëîæèì ρ = (1 − σ)/σ, δ = A

A+B , è C = (A + B)−γ/ρ. Òîãäà
èìååì

F (K,L) = C
(
δK−ρ + (1− δ)L−ρ

)−γ/ρ
.

9.4. Ìîäåëè òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà Â ïðåäûäóùèõ
ðàçäåëàõ ìû íå ó÷èòûâàëè, ÷òî ñî âðåìåíåì ïðîèçâîäñòâåííûé
ïðîöåññ, à, çíà÷èò, è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ, ìîæåò ìåíÿòüñÿ. Îñíîâíûå ïðè÷èíû ýòîãî èçìåíåíèÿ ñâÿ-
çàíû ñ íàó÷íî-òåõíè÷åñêèì ïðîãðåññîì.

Ðàññìîòðèì îäíîïðîäóêòîâóþ äâóõôàêòîðíóþ ìîäåëü è
ó÷òåì åå âðåìåííóþ çàâèñèìîñòü. Òîãäà ïðîèçâîäñòâåííóþ
ôóíêöèþ â îáùåì âèäå ìîæíî çàïèñàòü òàê:

Y (t) = F
(
K(t), L(t), t

)
.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ëèíåéíî-
îäíîðîäíà ïî K è L:

F
(
λK, λL, t

)
= λF

(
K,L, t

)
äëÿ ëþáîãî λ > 0.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî èìååò ìåñòî òåõíè÷åñêèé ïðî-
ãðåññ, åñëè ∂

∂tF (K,L, t) > 0.
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Íàïîìíèì, ÷òî âûøå ìû ââåëè â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå
âîñåìü ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé (à òàêæå íåêî-
òîðûå äðóãèå ïîêàçàòåëè, ïîëó÷àþùèåñÿ èç ýòèõ âîñüìè ýëå-
ìåíòàðíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè):

� y = Y/L � ñðåäíÿÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà;

� k = K/L � ôîíäîâîîðóæåííîñòü;

� v = ∂Y/∂L � ïðåäåëüíàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà;

� r = ∂Y/∂K � ïðåäåëüíàÿ ôîíäîîòäà÷à;

� α = ∂Y
∂K

R
Y � êîýôôèöèåíò ýëàñòè÷íîñòè ïî ôîíäàì;

� β = ∂Y
∂L

L
Y � êîýôôèöèåíò ýëàñòè÷íîñòè ïî òðóäó;

� SK = ∂F/∂L
∂F/∂K � ïðåäåëüíóþ íîðìó çàìåíû òðóäîâûõ ðå-

ñóðñîâ îñíîâíûìè ôîíäàìè (à òàêæå SL = 1/SK � ïðå-
äåëüíóþ íîðìó çàìåíû îñíîâíûõ ôîíäîâ òðóäîâûìè ðå-
ñóðñàìè); íîðìó SK áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç S;

� σK = (dSK

dk
k

SK
)−1 � ýëàñòè÷íîñòü çàìåíû òðóäîâûõ ðå-

ñóðñîâ îñíîâíûìè ôîíäàìè (à òàêæå σL = σK ýëàñòè÷-
íîñòü çàìåíû îñíîâíûõ ôîíäîâ òðóäîâûìè ðåñóðñàìè).
Ýëàñòè÷íîñòü σK áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç σ.

Êàê ïðàâèëî, îïèñàíèå ãèïîòåçû îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðà
íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ ñî-
îòíîøåíèé íà âûøåïåðå÷èñëåííûå ïîêàçàòåëè. Ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî õîòÿ ýòè ïîêàçàòåëè èçìåíÿþòñÿ, îäíàêî íà íèõ èìåþòñÿ
íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Φ(y, k, v, r, α, β, SK , σK) � íåêîòî-
ðàÿ ôóíêöèÿ. Ïðîãðåññ íàçûâàåòñÿ Φ-íåéòðàëüíûì, åñëè
Φ(y, k, v, r, α, β, SK , σK) = 0 (íå çàâèñèò îò âðåìåíè).

Ðàññìîòðèì íàèáîëåå ïîïóëÿðíûå òèïû ïðîãðåññà.

1) Òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíûì ïî Õèêñó,
åñëè ïðåäåëüíàÿ íîðìà çàìåíû S ÿâëÿåòñÿ íå çàâèñÿ-
ùåé îò âðåìåíè ôóíêöèåé φ(k) ôîíäîâîîðóæåííîñòè k:
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S = φ(k). Èíûìè ñëîâàìè, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, çàïèñàííîå â òåðìèíàõ ôóíêöèè
f :

f

f ′
− k = φ(k).

Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä y = A(t)f0(k)
äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé A(t) è f0(k). Âñïîìèíàÿ ïðî óñëî-
âèå ëèíåéíîé îäíîðîäíîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä F (K,L, t) =
A(t)F0(K,L), è, çíà÷èò, A(t) � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ
ôóíêöèÿ.

2) Òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíûì ïî Õàððî-
äó, åñëè ïðåäåëüíàÿ ôîíäîîòäà÷à r ÿâëÿåòñÿ íå çàâè-
ñÿùåé îò âðåìåíè ôóíêöèåé ψ(z) ñðåäíåé ôîíäîîòäà÷è
z = Y/K = y/k: r = ψ(z). Ýòà ñèòóàöèÿ îïèñûâàåòñÿ ñëå-
äóþùèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì:

f ′ = ψ(f/k).

Ìîæíî ïîêàçàòü (ñäåëàéòå ýòî), ÷òî îáùåå ðåøåíèå ýòîãî
óðàâíåíèÿ èìååò âèä f = A(t)f0

(
k/A(t)

)
, ïîýòîìó îáùèé

âèä ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè òàêîâ:
F (K,L, t) = F0

(
K,A(t)L

)
.

3) Òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíûì ïî Ñîëîó,
åñëè ïðåäåëüíàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà v ÿâëÿåòñÿ íå
çàâèñÿùåé îò âðåìåíè ôóíêöèåé ñðåäíåé ïðîèçâîäèòåëü-
íîñòè y. Àíàëîãè÷íûå ðàññìîòðåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî îá-
ùèé âèä ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè òàêîâ: F (K,L, t) =
F0

(
A(t)K,L

)
.

10. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ ðàñïðåäåëå-

íèÿ êàïèòàëîâëîæåíèé

Â äàííîé ãëàâå ìû ðàçáåðåì îäíî èç ïðèëîæåíèé òåîðèè
ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé íà ïðèìåðå ïðåäëîæåííîé Ô. Ðàì-
ñååì ìîäåëè, îïèñûâàþùåé âçàèìîäåéñòâèå ïðîöåññîâ ïðîèç-
âîäñòâà è ïîòðåáëåíèÿ.

91



Ìû áóäåì îïÿòü ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èìååòñÿ îäíîïðîäóêòî-
âàÿ äâóõôàêòîðíàÿ ìîäåëü, â êîòîðîé ïåðåìåííàÿ Y îïèñûâà-
åò îáúåì âûïóñêà, ïåðåìåííûå K è L � êîëè÷åñòâà îñíîâíûõ
ôîíäîâ è òðóäîâûõ ðåñóðñîâ ñîîòâåòñòâåííî, à F � ýòî ïðî-
èçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Êàê è ïðè èññëåäîâàíèè ìîäåëåé òåõ-
íè÷åñêîãî ïðîãðåññà, áóäåì ó÷èòûâàòü çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðîâ
ïðîèçâîäñòâåííîãî ïðîöåññà îò âðåìåíè t ∈ [0, T ].

Ïåðâîå ïðåäïîëîæåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ñîñòîèò â
òîì, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t âåñü âûïóñê Y (t) äåëèò-
ñÿ íà äâå ÷àñòè: îäíà èç íèõ, îáîçíà÷àåìàÿ ÷åðåç C(t), èäåò íà
ïîòðåáëåíèå, à äðóãàÿ, I(t), � íà ðàçâèòèå ïðîèçâîäñòâà (ò.å.
I(t) � ýòî èíâåñòèöèè èëè êàïèòàëîâëîæåíèÿ). Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç s(t) òó ÷àñòü âûïóñêà Y (t), êîòîðàÿ èäåò íà èíâåñòèöèè.
Òàêèì îáðàçîì,

Y (t) = C(t) + I(t) =
(
1− s(t)

)
Y (t) + s(t)Y (t), (20)

è 0 ≤ s(t) ≤ 1.

Îïðåäåëåíèå. Âåëè÷èíà c(t) = C(t)/L(t) íàçûâàåòñÿ óäåëü-
íûì ïîòðåáëåíèåì.

Íàøà öåëü ñîñòîèò â âûáîðå îïòèìàëüíîé ôóíêöèè s(t). Â
êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìàêñè-
ìèçàöèè îáùåãî óäåëüíîãî ïîòðåáëåíèÿ ñ ó÷åòîì äèñêîíòèðî-
âàíèÿ. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî äèñêîíòèðîâàíèå çàäàåòñÿ ôóíêöèåé
e−δt, ãäå δ > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
âàðèàöèîííîìó ôóíêöèîíàëó, êîòîðûé è ÿâëÿåòñÿ óäåëüíûì ïî-
òðåáëåíèåì ñ ó÷åòîì äèñêîíòèðîâàíèÿ íà ïðîìåæóòêå [0, T ]:∫ T

0

C(t)

L(t)
e−δt dt. (21)

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü îñíîâíûå îãðàíè÷åíèÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç µ > 0 ñêîðîñòü àìîðòèçàöèè (ò.å. µ � ýòî

òà ÷àñòü îñíîâíûõ ôîíäîâ, êîòîðàÿ âûáûâàåò èç ñòðîÿ çà åäè-
íèöó âðåìåíè). Òàêèì îáðàçîì, ïðèðîñò K ′(t) îñíîâíûõ ôîíäîâ
çà åäèíèöó âðåìåíè ðàâåí ðàçíîñòè ìåæäó âêëàäîì îò èíâåñòè-
öèé, ò.å. âåëè÷èíîé I(t), è óùåðáîì îò èçíîñà, ò.å. âåëè÷èíîé
µK(t). Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî íà ðàññìàòðèâàåìîì ïðîìåæóòêå âðå-
ìåíè òåõíîëîãè÷åñêèõ èçìåíåíèé ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè
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íå ïðîèñõîäèò (ò.å. F ÿâíî îò t íå çàâèñèò), à òàêæå ÷òî òðó-
äîâûå ðåñóðñû íàõîäÿòñÿ íà ïîñòîÿííîì óðîâíå (ò.å. L îò t íå
çàâèñèò), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ:

K ′(t) = I(t)− µK(t) = s(t)F
(
K(t), L

)
− µK(t). (22)

Âòîðîå îãðàíè÷åíèå íàçûâàåòñÿ �âûáîð ýêîíîìè÷åñêîãî ãî-
ðèçîíòà� è ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè T
ôîíäîâîîðóæåííîñòü íå óïàëà íèæå íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé
êîíñòàíòû kT , ò.å.

K(t)

L
≥ kT > 0. (23)

Àêòóàëüíîñòü ýòîãî óñëîâèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû çà ïðå-
äåëàìè ðàññìàòðèâàåìîãî ïåðèîäà âðåìåíè îáåñïå÷èòü îïðåäå-
ëåííûé ýêîíîìè÷åñêèé ïîòåíöèàë.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê çàäà÷å ïîèñêà ôóíêöèè s(t),
ìàêñèìèçèðóþùåé ôóíêöèîíàë (21) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (20),
(22) è (23).

Èññëåäóåì ýòó çàäà÷ó íà ïðèìåðå ëèíåéíî-îäíîðîäíîé ïðî-
èçâîäñòâåííîé ôóíêöèè F (K,L) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíê-
öèÿ f(k) = F (k, 1) ÿâëÿåòñÿ íåîêëàññè÷åñêîé. Ïåðåéäåì ê íî-
âîé ïåðåìåííîé � ôîíäîâîîðóæåííîñòè k = K/L. Òîãäà îáùåå
óäåëüíîå ïîòðåáëåíèå ïåðåïèøåòñÿ òàê:∫ T

0

(
1− s(t)

)
f
(
k(t)

)
e−δt dt, (24)

à îãðàíè÷åíèÿ èìåþò âèä:

k′(t) = s(t)f
(
k(t)

)
− µk(t),

0 ≤ s(t) ≤ 1, k(0) = k0 > 0, k(T ) ≥ kT > 0.
(25)

Ïåðåïèøåì ýòó çàäà÷ó â îáùåì âèäå. Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì
÷åðåç L(k, s, t) ôóíêöèþ (1− s)f(k)e−δt, à ÷åðåç φ(k, s, t) ôóíê-
öèþ sf(k)−µk (â íàøåì ñëó÷àå φ ÿâíî íå çàâèñèò îò t). Êðîìå
òîãî, ïóñòü U îáîçíà÷àåò îòðåçîê [0, 1] (îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíê-
öèè s), à M � ìíîæåñòâî âñåõ k, òàêèõ ÷òî k ≥ kT . Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ òðàäèöèåé, ïåðåìåííóþ s áóäåì íàçûâàòü óïðàâëåíèåì,
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à ïåðåìåííóþ k � ôàçîâîé ïåðåìåííîé. Èòàê, ïîëó÷àåì ñëåäó-
þùóþ çàäà÷ó: ∫ T

0

L(k, s, t) dt→ max,

k′ = φ(k, s, t),

s : [0, T ] → U, k(0) = k0, k(T ) ∈M.

Èíûìè ñëîâàìè, ïðè êàæäîì çàäàííîì óïðàâëåíèè s(t) ìû íà-
õîäèì èç äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ôàçîâóþ êðèâóþ k(t),
óäîâëåòâîðÿþùóþ íà÷àëüíîìó óñëîâèþ k(0) = k0. Ïðîâåðÿ-
åì, âûïîëíÿåòñÿ ëè äëÿ ýòîé êðèâîé âòîðîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå
k(T ) ∈ M , è åñëè äà, òî âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå âàðèàöèîííîãî
ôóíêöèîíàëà. Íàøà çàäà÷à: íàéòè òàêîå óïðàâëåíèå s(t), ÷òî-
áû ôóíêöèîíàë ïðèíÿë ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìû âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì ìàê-
ñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Îäíàêî, ïðåæäå ÷åì íàïîìíèòü ýòîò ïðèí-
öèï, ðàññìîòðèì áîëåå ïðîñòóþ çàäà÷ó. Ñ÷èòàÿ óïðàâëåíèå s(t)
ïîñòîÿííûì, òàêèì ÷òî s(t) = s, ãäå 0 < s < 1, è ðàññìàòðèâàÿ
ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå k(t) = ks óðàâíåíèÿ (25) ïðè çàäàííîì
s, íàéäåì òàêîå s, ïðè êîòîðîì ôóíêöèîíàë (24) ìàêñèìàëåí.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå k(t) = ks óðàâíå-
íèÿ (25) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ks ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì
êîðíåì óðàâíåíèÿ sf(k) − µk = 0 (âñå ýòè ôàêòû ñëåäóþò èç
íåîêëàññè÷íîñòè ôóíêöèè f , äîêàæèòå).

Äàëåå, ÿñíî, ÷òî â ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ óñëîâèå ìàê-
ñèìàëüíîñòè ôóíêöèîíàëà (24) ýêâèâàëåíòíî ìàêñèìàëüíîñòè
âûðàæåíèÿ (1− s)f(ks).

Çàäà÷à 10.1. Äîêàæèòå, ÷òî âûðàæåíèå (1− s)f(ks) ìàêñè-
ìàëüíî åñëè è òîëüêî åñëè f ′(ks) = µ.

Èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè s∗ � òàêîå s,
ïðè êîòîðîì âûðàæåíèå (1 − s)f(ks) ìàêñèìàëüíî, à k

∗ � ýòî
ñîîòâåòñòâóþùåå ks∗ , òî

s∗ =
µs∗

f(k∗)
=
f ′(k∗)k∗

f(k∗)
.
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Äàäèì èíòåðïðåòàöèþ ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ ýòîãî
âñïîìíèì, ÷òî ∂F/∂K = f ′(k), îòêóäà, ïîëîæèâ k∗ = K∗/L,
ïîëó÷àåì

∂F (K∗, L)

∂K
K∗ = s∗F (K∗, L).

Íàïîìíèì, ÷òî âåëè÷èíà ∂F/∂K äëÿ ëèíåéíî îäíîðîäíîé
ôóíêöèè èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê íîðìà ïðèáûëè ñ êàïèòàëà, ïî-
ýòîìó âåëè÷èíà K∗∂F/∂K � ýòî äîõîä îò êàïèòàëà. Íàïîìíèì
òàêæå, ÷òî âåëè÷èíà s∗F (K∗, L) � ýòî âåëè÷èíà èíâåñòèöèé â
îñíîâíûå ôîíäû. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì çîëîòîå ïðà-
âèëî íàêîïëåíèå, ñôîðìóëèðîâàííîå Å. Ôåëïñîì: èíâåñòèöèè
â îñíîâíûå ôîíäû äîëæíû ðàâíÿòüñÿ äîõîäó, ïîëó÷àåìîìó îò
êàïèòàëà.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïèñàíèþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿ-
ãèíà.

10.1. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà Ïóñòü ñîñòîÿ-
íèå íåêîòîðîãî îáúåêòà çàäàåòñÿ n-ìåðíûì âåêòîðîì x. Òàêèì
îáðàçîì, ìíîæåñòâî âñåõ ñîñòîÿíèé x îáðàçóåò n-ìåðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî Rn, íàçûâàåìîå ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ x çàâèñèò êàê îò âðåìåíè t, òàê
è îò íåêîòîðûõ âåëè÷èí ui, îáðàçóþùèõ m-ìåðíûé âåêòîð u,
íàçûâàåìûé óïðàâëåíèåì. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ
äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé îáðàçóåò íåêîòîðóþ çàìêíóòóþ îãðà-
íè÷åííóþ îáëàñòü U ⊂ Rm.

Ïóñòü çàêîí èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ x çàäàåòñÿ ñèñòåìîé îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, çà-
âèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà u:

x′i = fi(x, u, t), i = 1, . . . , n, (26)

ãäå ôóíêöèè fi ïðåäïîëàãàþòñÿ íåïðåðûâíûìè ïî ñîâîêóïíî-
ñòè ïåðåìåííûõ è íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûìè ïî ïåðå-
ìåííûì xi è t.

Åñëè çàäàíî íåêîòîðîå äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u(t) (ò.å. ïðè
ëþáîì t òî÷êà u(t) ëåæèò â U), òî ñèñòåìà (26) âìåñòå ñ íà-
÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = x0 çàäàåò åäèíñòâåííóþ òðàåêòîðèþ
x(t), ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
òàêîå x(t) ÿâëÿåòñÿ âûõîäÿùèì èç òî÷êè x0 ðåøåíèåì óðàâíå-
íèÿ (26), ñîîòâåòñòâóþùèì óïðàâëåíèþ u(t).
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Ïóñòü xT � íåêîòîðàÿ òî÷êà èç ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà Rn,
è M � ïîäìíîæåñòâî ýòîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîñòîÿùåå
èç âñåõ x ∈ Rn, òàêèõ ÷òî x ≥ xT . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äî-
ïóñòèìîå óïðàâëåíèå ïåðåâîäèò òî÷êó x0 íà ìíîæåñòâî M ,
åñëè äëÿ âûõîäÿùåãî èç x0 ðåøåíèÿ x(t) óðàâíåíèÿ (26), ñîîò-
âåòñòâóþùåãî óïðàâëåíèþ u(t), êîíå÷íàÿ òî÷êà x(T ) ëåæèò â
M , ò.å. åñëè x(T ) ≥ xT . Îáîçíà÷èì ÷åðåç U(x0,M) ìíîæåñòâî
âñåõ òàêèõ óïðàâëåíèé.

Ïóñòü L(x, u, t) � íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ
ïåðåìåííûõ x, u è t. Ðàññìîòðèì âàðèàöèîííûé ôóíêöèîíàë
F
(
x(t), u(t)

)
, ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ôàçîâîé êðèâîé

x(t) è êàæäîìó äîïóñòèìîìó óïðàâëåíèþ u(t) ÷èñëî

F
(
x(t), u(t)

)
=

∫ T

0

L
(
x(t), u(t), t

)
dt. (27)

Åñëè â êà÷åñòâå x(t) âûáèðàåòñÿ âûõîäÿùåå èç x0 ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (26), ñîîòâåòñòâóþùåå u(t), òî ôóíêöèîíàë F

(
x(t), u(t)

)
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç F

(
x0, u(t)

)
.

Âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: íàéòè äîïóñòèìîå óïðàâëå-
íèå u(t), ìàêñèìèçèðóþùåå ôóíêöèîíàë F

(
x0, u(t)

)
, îãðàíè÷åí-

íûé íà U(x0,M). Òàêîå óïðàâëåíèå áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëü-
íûì.

Ïðèìåð. Çàäà÷à î ðàñïðåäåëåíèè êàïèòàëîâëîæåíèé, ðàñ-
ñìîòðåííàÿ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì òîëü-
êî ÷òî ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è. Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî
ïîëîæèòü x = k, x0 = k0, u = s, L(x, u, t) = L(k, s, t) =
(1 − s)f(k)e−δt, xT = kT , è, çíà÷èò, M = {k ∈ R | k ≥ kT }.
Òîãäà çàäà÷à ñîñòîèò â ïîèñêå îïòèìàëüíîé ôóíêöèè s(t), îò-
âå÷àþùåé çà ðàñïðåäåëåíèå êàïèòàëîâëîæåíèé.

Ïðèâåäåì íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè óïðàâëåíèÿ
u(t), íàçûâàåìîå ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

H(x, p, u, t) = L(x, u, t) + p · f(x, u, t),

ãäå ïåðåìåííûå p ∈ Rn íàçûâàþòñÿ äâîéñòâåííûìè. Ôóíêöèÿ
H íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì.
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Îòìåòèì ñëåäóþùèå î÷åâèäíîå òîæäåñòâî:

∂H
∂p

= f(x, u, t),

îòêóäà

x′(t) =
∂H
∂p

(
x(t), p, u(t), t

)
(28)

(â äåéñòâèòåëüíîñòè, ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ 28 îò p íå çàâè-
ñèò). Òàêèì îáðàçîì, åñëè x(t)� ðåøåíèå ñèñòåìû (28) íà îòðåç-
êå [0, T ] äëÿ íåêîòîðîãî äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ u(t), ïðè÷åì
x(0) = x0, òî x(t) ÿâëÿåòñÿ âûõîäÿùèì èç òî÷êè x0 ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (26), ñîîòâåòñòâóþùèì óïðàâëåíèþ u(t).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó

p′(t) = −∂H
∂x

(
x(t), p(t), u(t), t

)
. (29)

Ýòà ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé.

Ïî ãàìèëüòîíèàíó H(x, p, u, t) ïîñòðîèì ôóíêöèþM(x, p, t),
íå çàâèñÿùóþ îò óïðàâëåíèÿ u, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

M(x, p, t) = max
u∈U

H(x, p, u, t).

Òåîðåìà 10.1 Ïóñòü óïðàâëåíèå u(t), ïåðåâîäÿùåå òî÷êó x0
íà ìíîæåñòâî M , îïòèìàëüíî, è x(t) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ
u(t) ôàçîâàÿ êðèâàÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå íåïðåðûâíîå êó-
ñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå ðåøåíèå p(t) ñîïðÿæåí-
íîé ñèñòåìû

p′(t) = −∂H
∂x

(
x(t), p(t), u(t), t

)
,

äëÿ êîòîðîãî H
(
x(t), p(t), u(t), t

)
= M

(
x(t), p(t), t

)
. Èíûìè ñëî-

âàìè, ðåøåíèå p(t) ìàêñèìèçèðóåò ïðè êàæäîì t ôóíêöèþ
H
(
x(t), p, u(t), t

)
. Áîëåå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

p(T ) ·
(
x(T )− xT

)
= 0.
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Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà óðàâíåíèé âèäà

x′ =
∂H
∂p

p′ = −∂H
∂x

(30)

íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé.

10.2. Ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà
ê èññëåäîâàíèþ çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì ðàñïðåäåëå-
íèè êàïèòàëîâëîæåíèé Ïðèìåíèì òåïåðü ïðèíöèï ìàêñèìó-
ìà Ïîíòðÿãèíà ê èññëåäîâàíèþ çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì ðàñïðå-
äåëåíèè êàïèòàëîâëîæåíèé. Äëÿ ýòîãî âûïèøåì ãàìèëüòîíèàí.
Ïî îïðåäåëåíèþ, ãàìèëüòîíèàí H(k, p, s, t) èìååò âèä

H(k, p, s, t) = (1− s)f(k)e−δt + p
(
sf(k)− µk

)
.

Âûïèøåì ñîïðÿæåííóþ ñèñòåìó. Èìååì

p′(t) = −(1− s)f ′(k)e−δt − p
(
sf ′(k)− µ

)
. (31)

Âûïèøåì òåïåðü ôóíêöèþ M(k, p, t):

M(k, s, t) = max
s∈[0,1]

[
(1− s)f(k)e−δt + p

(
sf(k)− µk

)]
=

c+ f(k)e−δt max
s∈[0,1]

[
s
(
peδt − 1

)]
,

ãäå âåëè÷èíà c íå çàâèñèò îò s.

Ïî òåîðåìå 10.1, åñëè ôóíêöèÿ s(t) îïòèìàëüíà, òî ñóùå-
ñòâóåò ðåøåíèå p(t) ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû, â ïðàâóþ ÷àñòü êî-
òîðîé ïîäñòàâëåíà âìåñòî s ôóíêöèÿ s(t), òàêîå ÷òî ïðè êàæäîì
t âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

s(t)
(
p(t)eδt − 1

)
= max

s∈[0,1]
s
(
p(t)eδt − 1

)
(32)

è

p(T )
(
k(T )− kT

)
= 0. (33)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç q(t) âåëè÷èíó p(t)eδt. Òîãäà, î÷åâèäíî, èç óñëî-
âèÿ (32) âûòåêàåò, ÷òî

s(t) =


1, åñëè q(t) > 0,

0, åñëè q(t) < 0,

0 ≤ s(t) ≤ 1, åñëè q(t) = 0.

(34)

Èç óðàâíåíèÿ (31) âûòåêàåò, ÷òî q(t) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùå-
ìó óðàâíåíèþ

q′(t) = p′(t)eδt + δp(t)eδt =(
−(1− s)f ′(k)e−δt − p(t)

(
sf ′(k)− µ

))
eδt + δp(t)eδt =

− (1− s)f ′(k) + q(t)
(
µ+ δ − sf ′(k)

)
,

ò.å.

q′(t) = −(1− s)f ′(k) + q(t)
(
µ+ δ − sf ′(k)

)
. (35)

Äàëüíåéøèé àíàëèç ìîæíî ïðîâîäèòü òàê. Äëÿ êàæäîé ïà-
ðû íà÷àëüíûõ óñëîâèé k(t) = kt è q(t) = qt, â çàâèñèìîñòè îò
òîãî, áîëüøå qt ÷åì 1 èëè ìåíüøå, ìû ïîëàãàåì, â ñîîòâåòñòâèè
ñ óñëîâèåì (34), ôóíêöèþ s ðàâíîé èëè 0, èëè 1, è ðàçðåøàåì
óðàâíåíèå (25) îòíîñèòåëüíî k ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè k(t) = kt.
Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííóþ ôóíêöèþ k â óðàâíåíèå (35), íàõîäèì
ôóíêöèþ q ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè q(t) = qt. Ïîëó÷åííîå ðå-
øåíèå q ïðîäîëæàåì äî òåõ ïîð, ïîêà q íå ñòàíåò ðàâíûì 1.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñåìåéñòâî êðèâûõ íà ïëîñêîñòè
(k, q), îïðåäåëåííûõ âíå ïðÿìîé q = 1. Òàê êàê, ïî òåîðåìå 10.1,
äëÿ îïòèìàëüíîãî s(t) ôóíêöèÿ q(t) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, à
ôóíêöèÿ k(t) òàêæå íåïðåðûâíà, äî ìû äîîïðåäåëÿåì ïîëó÷åí-
íûå êðèâûå íà ïðÿìîé q = 1 èç ñîîáðàæåíèé íåïðåðûâíîñòè.
Òî÷íåå ãîâîðÿ, ìû ñêëåèâàåì ðåøåíèÿ, èìåþùèå îäèíàêîâûå
ïðåäåëû ïðè q → 1 ñâåðõó è ñíèçó (âîîáùå ãîâîðÿ, òàêàÿ ñêëåé-
êà îïðåäåëåíà íåîäíîçíà÷íî, òàê êàê íåêîòîðûå òî÷êè ïðÿìîé
q = 1 ìîãóò áûòü ïðåäåëüíûìè áîëåå ÷åì äëÿ äâóõ êðèâûõ).
Îñòàåòñÿ âûáðàòü òå ðåøåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ îãðà-
íè÷åíèå (33).
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11. Ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñ

íåîïðåäåëåííûìè ôàêòîðàìè. Èìèòàöè-

îííûå ìîäåëè

Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ìû ðàññìîòðåëè ìíîãî ðàçíûõ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì. Áîëüøèíñòâî èç
íèõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå. Ïóñòü x ∈ X �
âõîäíûå ïàðàìåòðû ñèñòåìû. Òðåáóåòñÿ íàéòè ìàêñèìóì íåêî-
òîðîé öåëåâîé ôóíêöèè W (x). Èìååòñÿ áîãàòûé íàáîð ìåòîäîâ
ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ (ëèíåéíîå è ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììè-
ðîâàíèå, ìåòîä Ëàãðàíæà, ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà è
äð.) Îäíàêî â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ èìåþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå ñëó-
÷àéíûå ôàêòîðû, êîòîðûå ìîãóò ñèëüíî ïîâëèÿòü íà ñèñòåìó è
ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííîìó îòêëîíåíèþ åå ïîâåäåíèÿ îò âû÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ó÷èòûâàþùèå îïè-
ñàííóþ âîçìîæíîñòü, íàçûâàþòñÿ ìîäåëÿìè ñ íåîïðåäåëåííûìè
ôàêòîðàìè.

Èäåÿ ñîñòîèò â ó÷åòå çàâèñèìîñòè öåëåâîé ôóíêöèè W (x)
åùå è îò ñëó÷àéíîãî ïàðàìåòðà y ∈ Y , ò.å. òåïåðü öåëåâàÿ ôóíê-
öèÿ èìååò âèä W (x, y). Ìû ðàçáåðåì äâå çàäà÷è òàêîãî òèïà:
ìîäåëü ñî ñëó÷àéíûìè ôàêòîðàìè è ìîäåëü ñ íåïîëíîé èíôîð-
ìàöèåé.

11.1. Ìîäåëü ñî ñëó÷àéíûìè ôàêòîðàìèÏóñòü
(Ω,A, P ) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, ãäå Ω � ïðîñòðàíñòâî
ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, A � ýòî σ-àëãåáðà íà Ω (ò.å. ñåìåéñòâî
ïîäìíîæåñòâ â Ω, ñîäåðæàùåå Ω è çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî
âçÿòèÿ áåñêîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé, áåñêîíå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé è
äîïîëíåíèÿ), è P � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà. Ïóñòü ξ � íåêîòîðàÿ
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ò.å. èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ ξ : Ω → R,
îïðåäåëåííàÿ íà ïðîñòðàíñòâå ñîáûòèé Ω.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ èç òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.
Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R, îïðåäåëåííàÿ òàê:

Fξ(t) = P (ξ ≤ t).

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñ-
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òàþùåé, íåîòðèöàòåëüíîé è

lim
t→−∞

Fξ(t) = 0, lim
t→∞

Fξ(t) = 1.

Åñëè ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ fξ(t), òàêàÿ ÷òî

Fξ(t) =

∫ t

−∞
fξ(τ) dτ,

òî ôóíêöèÿ fξ(t) íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(t).
Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì Mξ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ

ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ fξ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

Mξ =

∫
Ω

ξ dP =

∫ ∞

−∞
t fξ(t) dt,

k-ûì ìîìåíòîì � âåëè÷èíà Mξk, à äèñïåðñèåé � âåëè÷èíà

σ2
ξ = M(ξ −Mξ)2.

Âî ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ, Lk-íîðìà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ξ(ω) çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

Lk(ξ) =

(∫
Ω

ξk dP

) 1
k

=
(
Mξk

) 1
k .

Ïóñòü W (x, y) � öåëåâàÿ ôóíêöèÿ, è ñëó÷àéíûå âîçìóùå-
íèÿ â ñèñòåìå çàäàþòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé y = ξ(ω). Òà-
êèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ôóíêöèþ W

(
x, ξ(ω)

)
, îïðåäåëåí-

íóþ íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè ìíîæåñòâà X è ïðîñòðàíñòâà
ñîáûòèé Ω. Ïóñòü Φ(ω) � ôóíêöèîíàë, îïðåäåëåííûé íà ïðî-
ñòðàíñòâå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íàøåãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà (íàïðèìåð, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå). Ïîëîæèì φ(x) =

Φ
(
W
(
x, ξ(ω)

))
. Òîãäà Φ-êðèòåðèåì âûáîðà îïòèìàëüíîãî íà-

áîðà x∗ âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû íàçîâåì óñëîâèå òîãî, ÷òî
â òî÷êå x∗ ôóíêöèÿ φ(x) ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå.

Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûå Φ-êðèòåðèè ïîëó÷àþòñÿ, åñëè â êà÷å-
ñòâå ôóíêöèîíàëà Φ âçÿòü èëè k-ûé ìîìåíò, â ÷àñòíîñòè, ìàòå-
ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, èëè äèñïåðñèþ, èëè Lk-íîðìó. Åùå îäíà
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âîçìîæíîñòü: âûáðàòü íåêîòîðóþ êîíñòàíòó β è ðàññìîòðåòü
ñëåäóþùèé ôóíêöèîíàë:

Φ(ξ) = P{ω ∈ Ω | ξ(ω) ≥ β}.

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ìíîãîêðèòåðèàëüíûé ïîäõîä ê ðå-
øåíèþ çàäà÷è.

11.2. Ìîäåëè ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé Ïóñòü òåïåðü y
� ýòî ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà ñîáûòèé Ω: y = ω. Èíûìè ñëîâàìè,
ïàðàìåòð y ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåîïðåäåëåííûé ôàêòîð,
âëèÿþùèé íà âèä öåëåâîé ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêèå
êðèòåðèè ïîèñêà îïòèìàëüíîãî x∗.

1. Êðèòåðèé ãàðàíòèðîâàííîãî ðåøåíèÿ (Âàëüä). Ïîëîæèì

W ′(x) = min
y∈Ω

W (x, y).

Â êà÷åñòâå îïòèìàëüíîãî x∗ âûáåðåì òî÷êó, â êîòîðîé äîñòèãà-
åòñÿ ìàêñèìóì ôóíêöèèW ′(x). Ýòîò ìåòîä íàçûâàþòñÿ åùå ìå-
òîäîì ïåññèìèñòà, òàê êàê ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ìû
âûáèðàåì �íàèõóäøåå ñîáûòèå� (êîãäà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ïðèíè-
ìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå). Èòàê, x∗ íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ:

W ′(x∗) = max
x∈X

W ′(x) = max
x∈X

min
y∈Ω

W (x, y).

2. Ðåøåíèå îïòèìèñòà. Ïîëîæèì

W ′′(x) = max
y∈Ω

W (x, y).

Â êà÷åñòâå îïòèìàëüíîãî x∗ âûáåðåì òî÷êó, â êîòîðîé äîñòè-
ãàåòñÿ ìàêñèìóì ôóíêöèè W ′′(x). Íàçâàíèå ýòîãî ìåòîäà îáú-
ÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ìû âûáèðàåì
�íàèëó÷øåå ñîáûòèå� (êîãäà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íàè-
áîëüøåå çíà÷åíèå). Èòàê, x∗ íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ:

W ′′(x∗) = max
x∈X

W ′′(x) = max
x∈X

max
y∈Ω

W (x, y).

3. Êðèòåðèé Ãóðâèöà. Ýòîò êðèòåðèé ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì
äâóõ ïðåäûäóùèõ. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå α ∈ [0, 1], è ðàññìîò-
ðèì ôóíêöèþ

Wα(x) = (1− α)W ′(x) + αW ′′(x).
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Îïðåäåëÿåì x∗ èç óñëîâèÿ

Wα(x
∗) = max

x∈X
Wα(x).

ßñíî, ÷òî ïðè α = 0 ïîëó÷àåì ðåøåíèå ïåññèìèñòà, à ïðè α = 1
� ðåøåíèå îïòèìèñòà.

4. Êðèòåðèé Ñýâèäæà. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ V (y) íà ïðî-
ñòðàíñòâå ñîáûòèé Ω, ïîëîæèâ V (y) = maxx∈X W (x, y). Ðàñ-
ñìîòðèì ôóíêöèþ ïîòåðü èëè ôóíêöèþ ñîæàëåíèÿ:

B(x, y) = V (y)−W (x, y) = max
x∈X

W (x, y)−W (x, y).

Íàéäåì îïòèìàëüíûé x∗ èñõîäÿ èç êðèòåðèÿ Âàëüäà (ðåøåíèÿ
ïåññèìèñòà) äëÿ ôóíêöèè B(x, y). Â ÿâíîì âèäå, x∗ îïðåäåëÿ-
åòñÿ èç ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ:

max
y∈Ω

(
max
x∈X

W (x, y)−W (x∗, y)
)
= min

x∈X
max
y∈Ω

(
max
x∈X

W (x, y)−W (x, y)
)
.

5. Êðèòåðèé Áàéåñà�Ëàïëàñà. Ýòîò êðèòåðèé ñîñòîèò â ñâå-
äåíèè ìîäåëè ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé ê ìîäåëè ñ íåîïðåäå-
ëåííûìè ôàêòîðàìè. Â êà÷åñòâå y ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àéíóþ
âåëè÷èíó y = ξ(ω) è ïðèìåíÿåì êðèòåðèè ïðåäûäóùåãî ðàçäå-
ëà.

11.3. Èìèòàöèîííûå ìîäåëèÂî ìíîãèõ ðåàëüíûõ
ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâà-
þùèå ðàçíûå åå õàðàêòåðèñòèêè, îêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íî
ñëîæíûìè, ÷òî ïðèâîäèò ê íåâîçìîæíîñòè íàéòè ÿâíîå ðå-
øåíèå, îïèñûâàþùåå ïîâåäåíèå ñèñòåìû. Êðîìå òîãî, ÷àñòî
ìíîãèå ïàðàìåòðû íå ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû òî÷íî èç-çà
ïðèñóùèõ ðåàëüíîé ñèòóàöèè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé. Âñå
âûøåñêàçàííîå ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ
âîçìîæíîñòåé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè. Ðåàëèçîâàííûå íà
êîìïüþòåðå ÷èñëåííûå àïïðîêñèìàöèè, ïîëó÷åííûå èç ñòðî-
ãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, íàçûâàþòñÿ èìèòàöèîííûìè
ìîäåëÿìè.

Èìèòàöèîííûå ìîäåëè ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà ïàññèâ-
íûå è àêòèâíûå. Ïðè ïîñòðîåíèè ïàññèâíûõ ìîäåëåé ïðîâî-
äÿòñÿ ýêñïåðèìåíòû, ñîñòîÿùèå â ñúåìå è îáðàáîòêå äàííûõ.
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Âìåøàòåëüñòâî â ðàáîòó ìîäåëè íå ïðîèñõîäèò. Ïðèìåðîì ïî-
ñòðîåíèÿ òàêèõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ ñáîð ñòàòèñòè÷åñêîé èíôîð-
ìàöèè è åå ïîñëåäóþùàÿ îáðàáîòêà ñòàòèñòè÷åñêèìè ìåòîäàìè,
íàïðèìåð, âû÷èñëåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, äèñïåðñèè,
ðàçëè÷íûõ ìîìåíòîâ è ò.ä.

Àêòèâíîå ìîäåëèðîâàíèå ñîñòîèò â ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ
ýêñïåðèìåíòîâ ïðè ðàçíûõ ïàðàìåòðàõ (è äàæå ïðè ðàçíûõ ìî-
äåëÿõ) è îòáîðå òåõ ïàðàìåòðîâ (ìîäåëåé), êîòîðûå íàèáîëåå
àäåêâàòíû èìåþùåéñÿ êîíêðåòíîé ñèòóàöèè. Â ýòîì ñëó÷àå ìû
óæå àêòèâíî âìåøèâàåìñÿ â ìîäåëü. Íàïðèìåð, èçó÷àÿ çàâèñè-
ìîñòü âûïóñêà òîâàðîâ îò êîëè÷åñòâ ïåðâè÷íûõ ðåñóðñîâ, ìû
ìîæåì ìîäåëèðîâàòü èìåþùèåñÿ â íàëè÷èè ðåñóðñû ñëó÷àéíû-
ìè âåëè÷èíàìè ñ ðàçëè÷íûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè, à ôóíêöèþ, çà-
äàþùóþ âûïóñê òîâàðîâ, îïðåäåëÿòü êàê íåêîòîðûé ñëó÷àéíûé
ïðîöåññ. Ðåàëèçóÿ âñå èìåþùèåñÿ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íà êîì-
ïüþòåðå ñ èñïîëüçîâàíèåì, íàïðèìåð, ìåòîäà ïñåâäîñëó÷àéíûõ
÷èñåë, ìû ïîëó÷èì èìèòàöèîííóþ ìîäåëü. Ñðàâíèâàÿ ýòó ìî-
äåëü ñ äåéñòâèòåëüíîñòüþ è âàðüèðóÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ,
äîáèâàåìñÿ òîãî, ÷òîáû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà
íàèáîëåå õîðîøî ñîãëàñîâàëèñü ñ ðåàëüíûìè äàííûìè.

Ïðèâåäåì îñíîâíûå ýòàïû ïîñòðîåíèÿ èìèòàöèîííîé ìîäå-
ëè.

1. Ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå âõîäíûå âåëè÷èíû ñ âûõîä-
íûìè, ïðèâîäÿòñÿ ê àëãîðèòìè÷åñêîìó âèäó. Íàïðèìåð, åñëè
ñîîòíîøåíèÿ çàäàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, òî
ýòè óðàâíåíèÿ çàìåíÿþòñÿ íà êàêîé-ëèáî ÷èñëåííûé ìåòîä èõ
èíòåãðèðîâàíèÿ.

2. Ñîñòàâëÿåòñÿ êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà, ðåàëèçóþùàÿ
óêàçàííûé âûøå àëãîðèòì.

3. Ïðîâîäèòñÿ êîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò. Â ðåçóëüòàòå
òàêîãî ýêñïåðèìåíòà âû÷èñëÿþòñÿ âûõîäíûå âåëè÷èíû ïðè çà-
äàííûõ âõîäíûõ, èññëåäóåòñÿ èçìåíåíèå âûõîäíûõ âåëè÷èí ïðè
èçìåíåíèè âõîäíûõ è ò.ä. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äàííûé ýêñïåðèìåíò
ïðîâîäèòñÿ íå ñ ðåàëüíîé ñèñòåìîé, à ñ åå ìîäåëüþ, ïîýòîìó
îí, ïîçâîëÿÿ ðàññìîòðåòü áîëüøèå âîçìîæíîñòè èçìåíåíèÿ ïà-
ðàìåòðîâ, ÿâëÿåòñÿ áîëåå ãèáêèì, ÷åì ýêñïåðèìåíò ñ ðåàëüíîé
ñèñòåìîé.
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11.4. Ìîäåëü Íåéëîðà Ðàññìîòðèì îäèí èç ïðèìåðîâ
èìèòàöèîííûõ ìîäåëåé, ðàçðàáîòàííûé Ò. Íåéëîðîì äëÿ îïè-
ñàíèÿ âëèÿíèÿ ïðàâèòåëüñòâåííîé ôèíàíñîâîé ïîëèòèêè íà
ôóíêöèîíèðîâàíèå ýêîíîìèêè.

Äàííàÿ ìîäåëü ðàáîòàåò â äèñêðåòíîì âðåìåíè t. Äëÿ åå
îïèñàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïåðåìåííûå, èçìåðÿåìûå â
äåíåæíîì èñ÷èñëåíèè:

Ct � ëè÷íîå ïîòðåáëåíèå;

W p
t � ôîíä çàðàáîòíîé ïëàòû â ÷àñòíîì ñåêòîðå;

Pt � ñóììàðíàÿ ïðèáûëü ãîñóäàðñòâà

It � ãîñóäàðñòâåííûå èíâåñòèöèè;

Kt � îñíîâíîé êàïèòàë;

Yt � íàöèîíàëüíûé äîõîä.

Äèíàìèêà ýòèõ ïåðåìåííûõ çàâèñèò îò ñëåäóþùèõ óïðàâëÿ-
þùèõ ôàêòîðîâ:

Wt � ïðàâèòåëüñòâåííûé ôîíä çàðàáîòíîé ïëàòû;

Gt � ïðàâèòåëüñòâåííûå çàêàçû;

Tt � íàëîã íà äåëîâóþ àêòèâíîñòü.

Îïèñàíèå ìîäåëè ñîñòîèò èç îïèñàíèÿ áàëàíñîâûõ ñîîòíî-
øåíèé è óðàâíåíèé äèíàìèêè.

Áàëàíñîâûå ñîîòíîøåíèÿ 1. Óðàâíåíèå íàöèîíàëüíîãî
äîõîäà:

Yt = Ct + It +Gt − Tt.

2. Óðàâíåíèå ïðèáûëè:

Pt = Yt − (Wt +W p
t ).

3. Óðàâíåíèå èçìåíåíèÿ êàïèòàëà:

Kt = Kt−1 + It.
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Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè 1. Äèíàìèêà ïîòðåáëåíèÿ:

Ct = a1 + a2(W
p
t +Wt) + a3Pt + a4Pt−1 + ξ

(1)
t .

2. Äèíàìèêà èíâåñòèöèé:

It = b1 + b2Pt + b3Pt−1 + b4Kt−1 + ξ
(2)
t .

3. Äèíàìèêà ñïðîñà íà ðàáî÷óþ ñèëó :

W p
t = c1 + c2(Yt + Tt −Wt) + c3(Yt−1 + Tt−1 −Wt−1) + c4t+ ξ

(3)
t .

Çäåñü ai, bi è ci � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, à ξ
(i)
t � ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû, ìîäåëèðóþùèå âñå ñëó÷àéíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè
ôóíêöèîíèðîâàíèè ðåàëüíûõ ñèñòåì. Â äàííîé ìîäåëè ñëó÷àé-
íûé âåêòîð

ξ =
(
ξ
(1)
t , ξ

(2)
t , ξ

(3)
t

)
ïðåäïîëàãàåòñÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûì, à ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {ξt}t≥0 ñîñòîÿùåé èç íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäå-
ëåííûõ âåêòîðîâ.

Çàìå÷àíèå. Ïðåäïîëîæåíèå î ëèíåéíîñòè óðàâíåíèé äèíàìè-
êè ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãðóáûì ïðèáëèæåíèåì è íå äàåò âîç-
ìîæíîñòè èñïîëüçîâàòü ìîäåëü Íåéëîðà äëÿ äîëãîâðåìåííîãî
ïðîãíîçà. Òåì íå ìåíåå, â óñëîâèÿõ ñòàáèëüíîñòè ýêîíîìè÷å-
ñêîé ñòðóêòóðû êðàòêîâðåìåííûé ïðîãíîç ñ ïîìîùüþ äàííîé
ìîäåëè âîçìîæåí.

Çàìå÷àíèå. Âàæíûì ýòàïîì ñîñòàâëåíèÿ ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ åå
êàëèáðîâêà, ò.å. îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ai, bi è ci, à òàêæå

êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû äëÿ âåëè÷èí ξ
(i)
t . Òàêàÿ êàëèáðîâêà

ìîæåò áûòü ïðîâåäåíà íà îñíîâå èìåþùèõñÿ äàííûõ ïî ïðî-
øëûì ãîäàì ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Çàìå÷àíèå. Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè íåèçáåæíî âîçíè-
êàþò ïîãðåøíîñòè. Ýòî ñâÿçàíî êàê ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèáëè-
æåííûì ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, òàê è ñ îãðàíè÷åííûìè ïî
òî÷íîñòè âû÷èñëèòåëüíûìè âîçìîæíîñòÿìè êîìïüþòåðà. Ïî-
ýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèáëèæåííàÿ ìîäåëü àäåêâàòíî îòðàæà-
ëà êà÷åñòâåííûå ÿâëåíèÿ èç ìîäåëèðóåìîé ðåàëüíîé ñèñòåìû,
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íåîáõîäèìî, ÷òîáû èñêîìîå ðåøåíèå áûëî óñòîé÷èâî ïðè ìàëûõ
âîçìóùåíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàçíûõ
îïðåäåëåíèé óñòîé÷èâîñòè, îïèñàíèþ êîòîðûõ ïîñâÿùåí ñëåäó-
þùèé ðàçäåë ãëàâû.

11.5. Òèïû óñòîé÷èâîñòè Ðàññìîòðèì îñíîâíûå òèïû
óñòîé÷èâîñòè, âñòðå÷àþùèåñÿ â ýêîíîìèêå, íà ïðèìåðå ðåøå-
íèé îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = F (x).
Ïóñòü φ(t) � ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
φ(t0) = x0, ïðîäîëæàþùååñÿ íà âñþ ïîëóîñü [t0,∞). Áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî ðåøåíèå φ(t) óñòîé÷èâî, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùå-
ñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå ψ(t) ñ íà÷àëüíûì óñëîâè-
åì ψ(t0), òàêèì ÷òî ‖x0 − ψ(t0)‖ < δ, ïðîäîëæàåòñÿ íà [t0,∞) è
äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå: ‖φ(t)−ψ(t)‖ < ε äëÿ
ëþáîãî t. Èíûìè ñëîâàìè, óñòîé÷èâîñòü � ýòî ðàâíîìåðíàÿ íà
èíòåðâàëå [t0,∞) ñõîäèìîñòü ðåøåíèé ψ(t), íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê x0, ê ðåøåíèþ v(t).

Åñëè φ(t) � óñòîé÷èâîå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå, ò.å. φ(t) =
const, òî φ(t) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó.

1. Ïóñòü φ(t) = const � óñòîé÷èâîå ñòàöèîíàðíîå ðåøå-
íèå. Òîãäà îíî íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè
φ(t)− ψ(t) → 0 ïðè t→ ∞.

2. Ïóñòü òåïåðü φ(t) � ïðîèçâîëüíîå óñòîé÷èâîå ðåøåíèå.
Ìû ãîâîðèì, ÷òî φ(t) ñèëüíî àáñîëþòíî óñòîé÷èâî, åñëè φ(t)−
ψ(t) → 0 ïðè t→ ∞, è ñëàáî àáñîëþòíî óñòîé÷èâî, åñëè φ(t)−
ψ(t) � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ ïðè t, áîëüøèõ íåêîòîðîãî t′.

3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî óñòîé÷èâîå φ(t) ñèëüíî îòíîñèòåëü-
íî óñòîé÷èâî, åñëè φ(t)/ψ(t) → 1 ïðè t → ∞, è ñëàáî îòíî-
ñèòåëüíî óñòîé÷èâî, åñëè φ(t)/ψ(t) � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ
ïðè t, áîëüøèõ íåêîòîðîãî t′.

4. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî φ(t) ñèëüíî ëîãàðèôìè÷åñêè óñòîé-
÷èâî, åñëè lnφ(t)/ lnψ(t) → 1 ïðè t → ∞, è ñëàáî ëîãàðèôìè-
÷åñêè óñòîé÷èâî, åñëè lnφ(t)/ lnψ(t) � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ
ïðè t, áîëüøèõ íåêîòîðîãî t′.

Ïðèâåäåì òåïåðü òåîðåìó, ÿâëÿþùóþñÿ äîñòàòî÷íûì óñëî-
âèåì àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Ïóñòü φ(t) = x0 ÿâëÿåòñÿ
ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèåì, ò.å. F (x0) = 0. Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì
ẋ = F (x) ðàññìîòðèì ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå ẋ = A (x−x0),
ãäå A = dF (x0) � äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ F â òî÷êå x0.
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Òåîðåìà 11.1 Åñëè âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ îïåðàòîðà A ëå-
æàò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, ò.å. Reλ < 0, òî ïîëîæåíèå ðàâ-
íîâåñèÿ φ(t) = x0 óðàâíåíèÿ ẋ = F (x) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè-
÷åñêè óñòîé÷èâûì.

Ïðèâåäåì ïðèìåð èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèè
ðàâíîâåñèÿ â íåîêëàññè÷åñêîé ìîäåëè ðîñòà Ñîëîó.

11.6. Íåîêëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü ðîñòà Ñîëîó Ïóñòü L�
êîëè÷åñòâî òðóäîâûõ ðåñóðñîâ, K � êàïèòàë è F (K,L) � ïðî-
èçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Ðàññìîòðèì ýêçîãåííóþ ìîäåëü, çàäà-
þùóþ äèíàìèêó ïàðàìåòðîâ L è K ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ñè-
ñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:{

L̇ = nL

K̇ = sF (K,L),
(36)

ãäå s � èíâåñòèðóåìàÿ äîëÿ ïðîèçâîäñòâà.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ

F (K,L) îäíîðîäíà ñòåïåíè 1, à ôóíêöèÿ f(k) = F (1, k), ãäå
k = K/L � ôîíäîâîîðóæåííîñòü, óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

f(0) = 0, f ′(k) > 0, f ′′(k) < 0, lim
k→∞

f ′(k) = a, lim
k→0

f ′(k) = b, b > a.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç I èíòåðâàë (a, b) (âîîáùå ãîâîðÿ, b ìîæåò ðàâ-
íÿòüñÿ áåñêîíå÷íîñòè).

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (36), âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ k̇ ôîíäî-
âîîðóæåííîñòè k. Èìååì

k̇ =
K̇

L
− KL̇

L2
=
K̇

L
− k

L̇

L
=
sF (K,L)

L
− k

nL

L
= sf(k)− nk. (37)

Òàêèì îáðàçîì, ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (37) îïðå-
äåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ f(k)/k = n/s.

Òåîðåìà 11.2 Â ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ, åñëè n/s ∈
I, òî ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ïîëîæèòåëüíîå k∗, ÿâëÿþ-
ùååñÿ ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (37). Ýòî ðàâíî-
âåñèå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Áîëåå òîãî, ëþáûå äâà ðå-
øåíèÿ Li(t), Ki(t) ñëàáî îòíîñèòåëüíî óñòîé÷èâû, ò.å. ïðè
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äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t:∣∣∣∣L1(t)

L2(t)

∣∣∣∣ < c1,

∣∣∣∣K1(t)

K2(t)

∣∣∣∣ < c2,

ãäå ci � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñòàöèîíàðíûõ òî÷êå k∗ âûïîëíÿåòñÿ ðà-
âåíñòâî f(k∗) = n

s k
∗. Ôóíêöèÿ g(k) = f(k)− n

s k ÿâëÿåòñÿ âîãíó-
òîé, ïîñêîëüêó g′′(k) = f ′′(k) < 0. Òàê êàê g′(0) > 0 è g′(k) < 0
ïðè áîëüøèõ k, òî ïðîèçâîäíàÿ g′(k) ìåíÿåò çíàê îäèí ðàç â
íåêîòîðîé òî÷êå k0 > 0, à ôóíêöèÿ g(k) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò
ïðè k < k0 è ìîíîòîííî óáûâàåò ïðè k > k0. Òàê êàê g(0) = 0
è g(k) < 0 ïðè áîëüøèõ k, ôóíêöèÿ g(k) ìåíÿåò çíàê òîëüêî
îäèí ðàç â òî÷êå k∗ > k0. Òàêèì îáðàçîì, ó ñèñòåìû èìååòñÿ
åäèíñòâåííàÿ ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà.

Ôóíêöèÿ sf(k)−nk ïîëîæèòåëüíà ïðè k < k∗ è îòðèöàòåëü-
íà ïðè k > k∗. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïåðåìåííàÿ
k ìîíîòîííî ïðèáëèæàåòñÿ ê ñòàöèîíàðíîé òî÷êå k∗. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî òî÷êà k∗ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà.

Äëÿ ðåøåíèé Li(t),Ki(t), i = 1, 2, îòíîøåíèå L1(t)
L2(t)

åñòü ïî-

ñòîÿííàÿ âåëè÷èíà c1, à îòíîøåíèå K1(t)
K2(t)

ñõîäèòñÿ ê c1 ïðè

t → ∞, òàê êàê limt→∞
k1(t)
k2(t)

= k∗

k∗ = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, îòíîøå-

íèå K1(t)
K2(t)

îãðàíè÷åíî, à ðåøåíèÿ � ñëàáî îòíîñèòåëüíî óñòîé-
÷èâû.
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Çàäà÷è

Çàäà÷à. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ñóùå-
ñòâóåò ëè íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → X, íå èìåþùåå
íåïîäâèæíûõ òî÷åê, åñëè:

1. X � íå ñâÿçíî;

2. X � ïîäìíîæåñòâî ïðÿìîé R;

3. X � áóêâà àëôàâèòà (ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê îäíîìåðíûé
êîíòóð)

4. X = S2 � äâóìåðíàÿ ñôåðà;

5. X = RP 2 � äâóìåðíàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü;

6. X = T 2 � äâóìåðíûé òîð;

7. X � äâóìåðíàÿ ñâÿçíàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü ðîäà >
1.

Çàäà÷à. Ïóñòü F : X ⇒ Y � ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è îáðàç F (x) çàìêíóò â Y äëÿ ëþ-
áîãî x ∈ X. Òîãäà:

1. åñëè F ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó â òî÷êå x ∈ X, òî äëÿ
ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn â X, ñõîäÿùåéñÿ ê x, è
äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yn â Y , òàêîé ÷òî yn ∈
F (xn), ó êîòîðîé èìååòñÿ ïðåäåë y, âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå
y ∈ F (x);

2. åñëè Y êîìïàêòíî è äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn,
ñõîäÿùåéñÿ ê ýëåìåíòó x ∈ X, è ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè yn ∈ F (xn), ñõîäÿùåéñÿ ê y ∈ Y , âûïîëíåíî y ∈ F (x),
òî îòîáðàæåíèå F ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó â òî÷êå x.

Çàäà÷à. Ïóñòü f , g, fi � âåùåñòâåííîçíà÷íûå ïîëóíåïðå-
ðûâíûå ñíèçó ôóíêöèè íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X. Äî-
êàçàòü, ÷òî

1. f + g ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó;
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2. äëÿ ëþáîãî α > 0 ôóíêöèÿ αf ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó;

3. ôóíêöèÿ h(x) = min
(
f(x), g(x)

)
ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó;

4. åñëè Y � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, è A : Y → X �
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, òî ôóíêöèÿ f ◦ A ïîëóíåïðå-
ðûâíà ñíèçó;

5. åñëè âñå ôóíêöèè fi îãðàíè÷åíû ñâåðõó íåêîòîðîé îáùåé
êîíñòàíòîé, òî ôóíêöèÿ h(x) = supi∈I fi(x) ïîëóíåïðå-
ðûâíà ñíèçó.

Çàäà÷à. Ïóñòü F : X ⇒ Y � ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ìíîæåñòâî Y êîìïàêòíî è îá-
ðàç F (x) çàìêíóò â Y äëÿ ëþáîãî x ∈ X. Òîãäà îòîá-
ðàæåíèå F íåïðåðûâíî (ò.å. ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó è ñíè-
çó) â òîì è òîëüêî ñëó÷àå, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå îäíî-
çíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : X → 2Y íåïðåðûâíî, ãäå íà ìíî-
æåñòâå 2Y âñåõ ïîäìíîæåñòâ â Y ðàññìàòðèâàåòñÿ òîïî-
ëîãèÿ, èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêîé Õàóñäîðôà ρ, ρ(Y1, Y2) =
inf {r |U(Y1, r) ⊃ Y2, U(Y2, r) ⊃ Y1} äëÿ ëþáûõ Y1, Y2 ⊂ Y .

Çàäà÷à. Ïóñòü f : X → R � ôóíêöèÿ íà X. Ðàññìîòðèì
ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : X ⇒ R, F (x) = [f(x)− 1, f(x)+
1). Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà ôóíêöèþ f îòîáðàæåíèå F áóäåò
ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó (ñíèçó)?

Çàäà÷à. Ðàññìîòðèì ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : Dn ⇒
Dn, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé òî÷êå x ∈ Dn øàð
ìàêñèìàëüíîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â x, ñîäåðæàùèéñÿ â Dn.
Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ïîëó-
íåïðåðûâíûì ñâåðõó, ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó è íåïðåðûâíûì.

Çàäà÷à. Â ìîäåëè Ýððîó�Äåáðå ñ îäíèì òîâàðîì íàéòè ñî-
ñòîÿíèå êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ.

Çàäà÷à. Ðàññìîòðèì ìîäåëü Ýððîó�Äåáðå ñ äâóìÿ òîâàðà-
ìè, îäíèì ïîêóïàòåëåì è ïðîäàâöîì. Ïîòðåáèòåëüñêîå ìíî-
æåñòâî ïîêóïàòåëÿ ðàâíî X =

{
(x1, x2) ∈ R2

+ | |x1 − x2| ≤ 2
}
,
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ïåðâîíà÷àëüíûé çàïàñ ïîêóïàòåëÿ ðàâåí b = (2, 3), ôóíêöèÿ
ïîëåçíîñòè èìååò âèä u(x1, x2) = x21x

4
2. Òåõíîëîãè÷åñêîå ìíî-

æåñòâî ïðîèçâîäèòåëÿ ðàâíî

Y =
{
(y1, y2) ∈ R2

+ | 0 ≤ y2 ≤ 1, 0 ≤ y1 ≤ 1 + y2
}
.

Íàéòè âñå ñîñòîÿíèÿ êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ â ìîäåëè.

Çàäà÷à. Ðàññìîòðèì ìîäåëü Ýððîó�Äåáðå ñ äâóìÿ òîâàðà-
ìè, äâóìÿ ïîêóïàòåëÿìè è áåç ïðîäàâöîâ. Ïîòðåáèòåëüñêèå
ìíîæåñòâà ïîêóïàòåëåé ðàâíû X1 = X2 = R2

+, ïåðâîíà÷àëü-
íûå çàïàñû ïîêóïàòåëåé ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî b1 = (2, 3) è
b2 = (4, 2), ôóíêöèè ïîëåçíîñòè èìåþò âèä u1(x1, x2) = x1x2,
u2(x1, x2) = x21x2. Íàéòè âñå ñîñòîÿíèÿ êîíêóðåíòíîãî ðàâíî-
âåñèÿ â ìîäåëè.

Çàäà÷à. Ðàññìîòðèì ìîäåëü Âàëüäà�Êàññåëÿ ñ äâóìÿ ïðî-
èçâîäñòâåííûìè òîâàðàìè è äâóìÿ ïåðâè÷íûìè ôàêòîðàìè.
Ïóñòü íà÷àëüíûé çàïàñ ïîòðåáèòåëåé ðàâåí b = (2, 2), ôóíê-
öèÿ ïîòðåáëåíèÿ ðàâíà

Φ(p1, p2, v1, v2) =

(
v1 + v2
p1

,
v1 + v2
p2

)
,

à ìàòðèöà ïðÿìûõ çàòðàò ïðîèçâîäñòâåííîãî ñåêòîðà ðàâíà

A =

(
1 3
2 2

)
.

Íàéòè ñîñòîÿíèÿ êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ ìîäåëè.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî ñòðàòåãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå èãðû
èìåþò îäíè è òå æå ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ èãðà ñ ïîñòîÿííîé ñóììîé
ñòðàòåãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé èãðå ñ íóëåâîé ñóì-
ìîé.

Çàäà÷à. (Äèëåììà áàíäèòà) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èãðîêàìè
1 è 2 ÿâëÿþòñÿ ïðåñòóïíèêè, íàõîäÿùèåñÿ â ïðåäâàðèòåëü-
íîì çàêëþ÷åíèè ïî ïîäîçðåíèþ â òÿæêîì ïðåñòóïëåíèè, ïðè-
÷åì ïðÿìûõ óëèê íà íèõ íåò, è ðåçóëüòàò çàâèñèò îò òîãî,
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ñîçíàþòñÿ îíè èëè íåò. Ïóñòü èìåþòñÿ ñëåäóþùèå âîçìîæ-
íîñòè:

1) åñëè îáà ïðåñòóïíèêà ñîçíàþòñÿ, òî îíè ïîëó÷àò ïî 8 ëåò
(ïðèçíàíèå ÿâëÿåòñÿ ñìÿã÷àþùèì îáñòîÿòåëüñòâîì);

2) åñëè îáà íå ñîçíàþòñÿ, òî ïîëó÷àò ïî 1 ãîäó (ñëåäîâàòåëü
äîêàæåò èõ âèíîâíîñòü â ñîâåðøåíèè ìåíåå çíà÷èòåëü-
íîãî ïðåñòóïëåíèÿ);

3) åñëè ñîçíàåòñÿ òîëüêî îäèí èç íèõ, òî îí áóäåò âûïóùåí,
à âòîðîé � îñóæäåí íà 10 ëåò.

Ñ÷èòàÿ, ÷òî ïðåñòóïíèêè âûáåðóò îïòèìàëüíîå äëÿ íèõ ðå-
øåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ðàâíîâåñíûì, îïðåäåëèòü èñõîä ñëåäñòâèÿ.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî â ìàòðè÷íîé èãðå Γ ñ ìàòðèöåé
A = {aij} ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

max
i

min
j

aij = min
j

max
i

aij .

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ñèòóàöèÿ (i∗, j∗) ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîâåñíîé äëÿ ìàòðè÷íîé èãðû, òî ýòà æå ñèòóàöèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàâíîâåñíîé è äëÿ ñìåøàííîãî ðàñøèðåíèÿ ýòîé èãðû.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñìåøàííîãî ðàñøèðåíèÿ ìàò-
ðè÷íîé èãðû ñ ìàòðèöåé âûèãðûøåé A èìååò ìåñòî ðàâåí-
ñòâî:

max
x

min
y

xAyT = min
y

max
x

xAyT .

Âûâåäèòå îòñþäà ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ â
ýòîì ñìåøàííîì ðàñøèðåíèè.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A èìåþò ìå-
ñòî ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

max
i

min
j

aij ≤ v(A) ≤ min
j

max
i

aij .
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Â ÷àñòíîñòè, åñëè â ìàòðè÷íîé èãðå èìååòñÿ ðàâíîâåñèå (â
÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ ), òî

max
i

min
j

aij = v(A) = min
j

max
i

aij .

Çàäà÷à. Ïóñòü Γ � ìàòðè÷íàÿ èãðà ñ ìàòðèöåé A = {aij}
ðàçìåðà 2× 2. Íàéòè ðàâíîâåñíóþ ñèòóàöèþ (x∗, 1− x∗, y∗, 1−
y∗) â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè â ÷èñòûõ
ñòðàòåãèÿõ ðàâíîâåñèå íå äîñòèãàåòñÿ, òî

x∗ =
a22 − a21

a11 − a12 − a21 + a22
, y∗ =

a22 − a12
a11 − a12 − a21 + a22

.

Çàäà÷à. (Ìîäåëü Áåðòðàíäà) Ïóñòü íà ðûíêå äåéñòâóþò
äâå ôèðìû, âûïóñêàþùèå îäèí è òîò æå ïðîäóêò. Ñåáåñòîè-
ìîñòü ïðîèçâîäñòâà åäèíèöû ïðîäóêöèè ó îáîèõ ôèðì îäèíà-
êîâà è ðàâíà c. Ïîòðåáèòåëè íà ðûíêå îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèåé
ñïðîñà x(p) îò ðûíî÷íîé öåíû òîâàðà p. Ôóíêöèÿ x(p) íåîòðè-
öàòåëüíà è ìîíîòîííî óáûâàåò. Îáå ôèðìû óñòàíàâëèâàþò
ñâîè öåíû íà òîâàð � p1 è p2 ñîîòâåòñòâåííî. Îáúåì ïðîäàí-
íîé ïðîäóêöèè i-òîé ôèðìû ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå

xi(p1, p2) =

 x(pi), pi < p3−i;
1
2x(pi), pi = p3−i;

0, pi > p3−i.

Èíûìè ñëîâàìè, ïîêóïàòåëè ïðèîáðåòàþò òîâàð ó ôèðìû,
óñòàíîâèâøåé íàèìåíüøóþ öåíó; â ñëó÷àå ðàâåíñòâà öåí ðû-
íîê äåëèòñÿ ìåæäó ôèðìàìè ïîðîâíó. Âûèãðûø ôèðìû �
ýòî åå ïðèáûëü, êîòîðàÿ äëÿ i-òîé ôèðìû ðàâíà Hi(p1, p2) =
(pi − c)xi(p1, p2). Íàéòè âñå ðàâíîâåñíûå ñîñòîÿíèÿ è ñîñòîÿ-
íèÿ, îïòèìàëüíûå ïî Ïàðåòî.

Çàäà÷à. Ïîêàçàòü, ÷òî â èãðå ñ íóëåâîé ñóììîé âñå ñîñòîÿ-
íèÿ îïòèìàëüíû ïî Ïàðåòî.

Çàäà÷à. (Ìîäåëü ãîðîäà) Ïóñòü ãîðîä ïðåäñòàâëÿåòñÿ
îòðåçêîì [0, 1], â êîíöàõ êîòîðîãî ðàñïîëîæåíû äâå ôèðìû:
1 � ñëåâà, 2 � ñïðàâà, ïðîèçâîäÿùèå îäèí è òîò æå òî-
âàð. Â êàæäîé òî÷êå îòðåçêà ðàñïîëàãàåòñÿ ïîòðåáèòåëü,
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ïðèîáðåòàþùèé åäèíèöó òîâàðà ïî íàèìåíüøåé öåíå. Öåíà
äëÿ ïîòðåáèòåëÿ t ∈ [0, 1] ñêëàäûâàåòñÿ èç öåíû ïðîäàæè pi,
óñòàíàâëèâàåìîé i-òîé ôèðìîé è òðàíñïîðòíûõ ðàñõîäîâ,
ïðîïîðöèîíàëüíûõ ðàññòîÿíèþ ïîòðåáèòåëÿ îò ôèðìû:
p1 + dt � äëÿ òîâàðà îò ôèðìû 1, p2 + d(1 − t) � äëÿ òîâàðà
îò ôèðìû 2. Çäåñü d � òðàíñïîðòíûé òàðèô. Òîãäà ïðè
çàäàííûõ ôèðìàìè öåíàõ p1 è p2 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
ïîëîæåíèå t(p1, p2), òàêîå ÷òî ïîòðåáèòåëè íà èíòåðâàëå
[0, t(p1, p2)) ïîêóïàþò òîâàð ó ôèðìû 1, à ïîòðåáèòåëè íà
èíòåðâàëå (t(p1, p2), 1] � ó ôèðìû 2. Âûèãðûø ïåðâîé ôèðìû
(åå ïðèáûëü) ñîñòàâèò H1(p1, p2) = (p1− c)t(p1, p2), à âûèãðûø
âòîðîé ôèðìû � H2(p1, p2) = (p2 − c)(1 − t(p1, p2)), ãäå c �
ñåáåñòîèìîñòü òîâàðà, îäèíàêîâàÿ äëÿ îáåèõ ôèðì.

1. íàéòè ðàâíîâåñèå ïî Íýøó è äîêàçàòü, ÷òî îíî åäèí-
ñòâåííî;

2. âû÷èñëèòü îáúåìû ïðîäàæ, ïðèáûëü ôèðì è òðàíñïîðò-
íûå ðàñõîäû â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè;

3. ïðè d → 0 è d → ∞ íàéòè ïðåäåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
ðàâíîâåñíûõ öåí è ïðèáûëè ôèðì.

Çàäà÷à. (Àóêöèîí) Ïóñòü èìååòñÿ òîâàð, êîòîðûé äîë-
æåí áûòü êóïëåí îäíèì èç n ó÷àñòíèêîâ àóêöèîíà. Öåííîñòü
òîâàðà äëÿ i-ãî ó÷àñòíèêà ðàâíà âåëè÷èíå ai, ïðè÷åì 0 ≤ an ≤
an−1 ≤ · · · ≤ a2 ≤ a1. Êàæäûé ó÷àñòíèê ïðåäëàãàåò öåíó íà
òîâàð xi íå íèæå íà÷àëüíîé öåíû r. Ïîáåæäàåò ó÷àñòíèê,
íàçíà÷èâøèé íàèáîëüøóþ öåíó. Ýòà öåíà âûïëà÷èâàåòñÿ ïðî-
äàâöó òîâàðà. Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà ìàêñèìàëüíûõ öåí ïðåäïî-
÷òåíèå îòäàåòñÿ ó÷àñòíèêó, äëÿ êîòîðîãî öåííîñòü òîâàðà
ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøåé. Âûèãðûø i-ãî ó÷àñòíèêà çàäàåòñÿ, òà-
êèì îáðàçîì, ôîðìóëîé

Hi(x1, . . . , xn) =

{
ai − xi, xi = max

j=1,...,n
xj è i = min{j |xj = xi},

0, èíà÷å.

Íàéòè ðàâíîâåñíûå ñîñòîÿíèÿ è ñîñòîÿíèÿ, îïòèìàëüíûå ïî
Ïàðåòî.
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Çàäà÷à. (Àóêöèîí Âèêðè) Ïóñòü èìååòñÿ òîâàð, êîòî-
ðûé äîëæåí áûòü êóïëåí îäíèì èç n ó÷àñòíèêîâ àóêöèîíà.
Öåííîñòü òîâàðà äëÿ i-ãî ó÷àñòíèêà ðàâíà âåëè÷èíå ai, ïðè-
÷åì 0 ≤ an ≤ an−1 ≤ · · · ≤ a2 ≤ a1. Êàæäûé ó÷àñòíèê ïðåäëà-
ãàåò öåíó íà òîâàð xi íå íèæå íà÷àëüíîé öåíû r. Ïîáåæäàåò
ó÷àñòíèê, íàçíà÷èâøèé íàèáîëüøóþ öåíó. ïðè ýòîì ïðîäàâöó
òîâàðà âûïëà÷èâàåòñÿ âòîðàÿ ïî âåëè÷èíå öåíà. Â ñëó÷àå ðà-
âåíñòâà ìàêñèìàëüíûõ öåí ïðåäïî÷òåíèå îòäàåòñÿ ó÷àñòíè-
êó, äëÿ êîòîðîãî öåííîñòü òîâàðà ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøåé. Âû-
èãðûø i-ãî ó÷àñòíèêà çàäàåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëîé

Hi =

{
ai −max

j ̸=i
xj , xi = max

j=1,...,n
xj è i = min{j |xj = xi},

0, èíà÷å.

Íàéòè ðàâíîâåñíûå ñîñòîÿíèÿ è ñîñòîÿíèÿ, îïòèìàëüíûå ïî
Ïàðåòî.

Çàäà÷à. (Äóýëü) Êàæäûé èç äâóõ èãðîêîâ ìîæåò ïðîèçâå-
ñòè îäèí âûñòðåë. Èãðîêè ñõîäÿòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ,
íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà t = 0, äî ìîìåíòà t = 1, êîãäà èãðîêè
ñòàíîâÿòñÿ âïëîòíóþ äðóã ê äðóãó. Äëÿ i-ãî èãðîêà çàäàíà
ôóíêöèÿ ai(t), ðàâíàÿ âåðîÿòíîñòè ïîðàæåíèÿ ïðîòèâíèêà â
ìîìåíò t. Ôóíêöèÿ ai(t) íåïðåðûâíà, ìîíîòîííî âîçðàñòàåò
è óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ai(0) = 0, ai(1) = 1.
Âûèãðûø èãðîêà ðàâåí 1, åñëè îí ïîðàæàåò ïðîòèâíèêà, −1,
åñëè ïðîòèâíèê ïîðàæàåò èãðîêà, è 0 ïðè íè÷åéíîì èñõîäå
(îáà èãðîêà ïîðàæåíû ëèáî îáà ïðîìàõíóëèñü). Êàæäûé èã-
ðîê âûáèðàåò ìîìåíò âðåìåíè xi. Îí ïðîèçâîäèò âûñòðåë â
ýòîò ìîìåíò, åñëè åãî ïðîòèâíèê íå âûñòðåëèë ðàíüøå. Åñëè
æå ïðîòèâíèê âûñòðåëèë è ïðîìàõíóëñÿ, òî èãðîê ñõîäèòñÿ
ñ ïðîòèâíèêîì è ñòðåëÿåò íàâåðíÿêà â ìîìåíò t = 1. Òàêèì
îáðàçîì, ôóíêöèÿ âûèãðûøà i-ãî èãðîêà ðàâíà

Hi(x1, x2) =

 2ai(xi)− 1, xi < x3−i;
ai(xi)− a3−i(xi), xi = x3−i;
1− 2a3−i(x3−i), xi > x3−i.

Íàéòè ðàâíîâåñíûå ñîñòîÿíèÿ è ñîñòîÿíèÿ, îïòèìàëüíûå ïî
Ïàðåòî.
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Çàäà÷à. (Âîéíà íà èñòîùåíèå) Êàæäûé èç äâóõ èãðîêîâ
ñòðåìèòñÿ çàâëàäåòü íåêîòîðûì ïðåäìåòîì. Öåííîñòü ïðåä-
ìåòà äëÿ i-ãî ðàâíà vi. Ïðåäìåò ïîëó÷àåò èãðîê, êîòîðûé
äîëüøå îñòàåòñÿ àãðåññèâíûì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàòðàòû
íà àãðåññèâíîñòü ó îáîèõ èãðîêîâ îäèíàêîâû è ðàâíû åäèíèöå.
Èãðîê i çàäàåò âðåìÿ xi ≥ 0, â òå÷åíèå êîòîðîãî îí áóäåò
îñòàâàòüñÿ â àãðåññèâíîì ñîñòîÿíèè. Òîãäà ôóíêöèÿ âûèãðû-
øà i-ãî èãðîêà áóäåò ðàâíà

Hi(x1, x2) =

 vi − xi, xi > x3−i;
1
2vi − xi, xi = x3−i;
−xi, xi < x3−i.

Íàéòè ðàâíîâåñíûå ñîñòîÿíèÿ è ñîñòîÿíèÿ, îïòèìàëüíûå ïî
Ïàðåòî.

Çàäà÷à. Ïðîâåðèòü, ÷òî îñíîâíûå ýêîíîìèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ëèíåéíî îäíîðîäíîé
ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè F (K,L) â òåðìèíàõ ôóíêöèè
f(k) = F (k, 1) èìåþò âèä:

� ïðåäåëüíàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà v ðàâíà f − kf ′;

� ïðåäåëüíàÿ ôîíäîîòäà÷à r ðàâíà f ′;

� êîýôôèöèåíò ýëàñòè÷íîñòè ïî ôîíäàì α ðàâåí kf ′/f
(ýòà ôîðìóëà âåðíà äëÿ ëþáîé ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè);

� êîýôôèöèåíò ýëàñòè÷íîñòè ïî òðóäó β ðàâåí 1 − kf ′/f
(åñëè ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè ðàâíà γ, òî β = γ − kf ′/f).

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöè-
åíòîâ ýëàñòè÷íîñòè (ïî òðóäó èëè ïî ôîíäàì) ëèíåéíî-
îäíîðîäíîé ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè íå çàâèñèò îò ôîíäîâî-
îðóæåííîñòè, òî ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíê-
öèåé Êîááà�Äóãëàñà.

Çàäà÷à. Ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ Êîááà�Äóãëàñà ÿâëÿåòñÿ
íåîêëàññè÷åñêîé.
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Çàäà÷à. Ïóñòü ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ F (K,L) îäíîðîä-
íà ñòåïåíè γ, k = K/L, è f(k) = F (K/L, 1). Ïîêàçàòü, ÷òî
ïðåäåëüíàÿ íîðìà çàìåíû âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

SK = γ
f(k)

f ′(k)
− k.

Çàäà÷à. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèè Êîááà-Äóãëàñà èìååì
ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïðåäåëüíîé íîðìû çàìåíû

SK =
β

α
k.

(ïðåäåëüíàÿ íîðìà çàìåíû SK ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà ôîíäî-
âîîðóæåííîñòè). Çäåñü α è β � êîýôôèöèåíòû ýëàñòè÷íîñòè
ïî ôîíäàì è ïî òðóäó ñîîòâåòñòâåííî. Äàòü ýêîíîìè÷åñêóþ
èíòåðïðåòàöèþ.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè íîðìà çàìåíû SK ëèíåéíî îä-
íîðîäíîé ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè F (K,L) íå çàâèñèò îò
ôîíäîâîîðóæåííîñòè k, òî F (K,L) = AK + BL äëÿ íåêîòî-
ðûõ êîíñòàíò A è B.

Çàäà÷à. Ïóñòü F (K,L) � ïðîèçâîëüíàÿ CES-ôóíêöèÿ ñòå-
ïåíè îäíîðîäíîñòè γ, è σK � åå íîðìà çàìåùåíèÿ L íà K.
Ïîëîæèì σ = σK/γ.

Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè σ = 1, òî F ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Êîááà�
Äóãëàñà.

Åñëè σ = 0, òî F = min{AKγ , BLγ}.
Åñëè æå σ 6= 0 è σ 6= 1, òî

F (K,L) =
(
AK(σ−1)/σ +BL(σ−1)/σ

)γσ/(σ−1)
,

ãäå A è B � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.

Çàäà÷à. Ïðîàíàëèçèðîâàòü ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ êàïèòàëî-
âëîæåíèé ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà è ïî-
ñòðîèòü ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû.

Çàäà÷à. Ïðîàíàëèçèðîâàòü ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ êàïèòàëî-
âëîæåíèé â ñëó÷àå, êîãäà f(k) = kα, 0 < α < 1.
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Çàäà÷à. Ïðîàíàëèçèðîâàòü ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ êàïèòà-
ëîâëîæåíèé äëÿ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè F (K,L, t) =
A(t)F0(K,L), ñîîòâåòñòâóþùåé òåõíè÷åñêîìó ïðîãðåññó, íåé-
òðàëüíîìó ïî Õèêñó, ãäå A(t) = A0e

−ρt è L(t) = L0e
nt.

Çàäà÷à. (Öåíîîáðàçîâàíèå íîâîãî òîâàðà) Ïóñòü ôèðìà âû-
ïóñêàåò íà ðûíîê íîâûé òîâàð. Ðàñïðîñòðàíåíèå òîâàðà îïè-
ñûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ô. Áàññà:

ẋ(t) = (1− x(t))(p+ qx(t))e−u(t),

ãäå x(t) � äîëÿ ðûíêà, çàíèìàåìàÿ íîâûì òîâàðîâ â ìîìåíò
âðåìåíè t, p � êîýôôèöèåíò èííîâàöèè, q � êîýôôèöèåíò ïîä-
ðàæàíèÿ, u(t) � öåíà òîâàðà (óïðàâëÿþùàÿ ïåðåìåííàÿ). Çíà-
÷åíèå ïðîèçâîäíîé ẋ(t) õàðàêòåðèçóåò êîëè÷åñòâî ëþäåé, êó-
ïèâøèõ òîâàð â ìîìåíò t. Ôèðìà ñòðåìèòñÿ ìàêñèìèçèðî-
âàòü âûðó÷êó îò ïðîäàæè òîâàðà çà ïåðèîä âðåìåíè [0, T ]:∫ T

0

u(t)ẋ(t)dt→ max .

Âîñïîëüçóéòåñü ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ ôàçîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû è íàõîæäåíèÿ òî÷íîãî
ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à. Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè W (x, y) äëÿ êîòîðîé ðàç-
íûå êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè â çàäà÷àõ ñ íåïîëíîé èíôîðìà-
öèåé äàþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå îòâåòû.

Çàäà÷à. Íàêàíóíå ýêçàìåíà äðóçüÿ ñòóäåíòà îðãàíèçîâàëè
âå÷åðèíêó íà âñþ íî÷ü. Ó ñòóäåíòà åñòü âûáîð: âñþ íî÷ü ãó-
ëÿòü (a1), ãóëÿòü ïîëíî÷è, à ïîëíî÷è � ó÷èòüñÿ (a2) èëè
ó÷èòüñÿ âñþ íî÷ü (a3). Ïðèíèìàþùèé ýêçàìåí ïðåïîäàâàòåëü
íåïðåäñêàçóåì è ìîæåò ñäåëàòü ýêçàìåí ëåãêèì (b1), ñðåäíèì
(b2) èëè òðóäíûì (b3). Çàâèñèìîñòü îöåíêè ñòóäåíòà îò ñäå-
ëàííîãî âûáîðà çàäàåòñÿ òàáëèöåé

b1 b2 b3
a1 85 60 40
a2 92 85 81
a3 100 88 82
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Êàêîé âûáîð äîëæåí ñäåëàòü ñòóäåíò â ñîîòâåòñòâèè ñ
èçâåñòíûìè êðèòåðèÿìè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â ñèòóàöèè ñ
íåïîëíîé èíôîðìàöèåé?
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