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1 Ââåäåíèå

¾Ïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâ¿ è ¾ïðîñòðàíñòâà ïîäìíîæåñòâ¿ ÷àñòî ïîÿâëÿ-
þòñÿ â òàêèõ âàæíûõ ïðèëîæåíèÿõ, êàê ñðàâíåíèå è ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ,
à òàêæå èìåþò î÷åâèäíóþ òåîðåòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü, ïîýòîìó ïðèâëåêàþò
âíèìàíèå ñïåöèàëèñòîâ íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò. Îäèí èç åñòåñòâåííûõ
ïîäõîäîâ ê èçó÷åíèþ òàêèõ ïðîñòðàíñòâ � îïðåäåëèòü íà íèõ ôóíêöèþ
ðàññòîÿíèÿ, êàê ¾ìåðó íåñõîæåñòè¿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îáúåêòîâ. Â 1914 ãî-
äó Ô. Õàóñäîðô [1] ââåë â ðàññìîòðåíèå íåîòðèöàòåëüíóþ ñèììåòðè÷íóþ
ôóíêöèþ íà ïàðàõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X,
ðàâíóþ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè òàêèõ ÷èñåë r, ÷òî êàæäîå èç ýòèõ ìíîæåñòâ
ñîäåðæèòñÿ â r-îêðåñòíîñòè îñòàâøåãîñÿ.

Ïîçäíåå, Ä. Ýäâàðäñ [2] è, íåçàâèñèìî, Ì. Ãðîìîâ [4] îáîáùèëè ýòó
êîíñòðóêöèþ íà ñåìåéñòâî âñåõ êîìïàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, èñ-
ïîëüçóÿ èõ èçîìåòðè÷åñêèå âëîæåíèÿ âî âñåâîçìîæíûå îáúåìëþùèå ïðî-
ñòðàíñòâà, ñì. îïðåäåëåíèå íèæå. Ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ðàñ-
ñòîÿíèåì ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó. Îòìåòèì, ÷òî ýòî ðàññòîÿíèå ñèììåò-
ðè÷íî è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà, õîòÿ ìîæåò êàê ðàâ-
íÿòüñÿ áåñêîíå÷íîñòè, òàê è áûòü íóëåâûì äàæå ìåæäó íåèçîìåòðè÷íû-
ìè ïðîñòðàíñòâàìè. Òåì íå ìåíåå, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ñåìåéñòâîì M âñåõ
ìåòðè÷åñêèõ êîìïàêòîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè, òî
ðàññòîÿíèå Ãðîìîâà-Õàóñäîðôà áóäåò óäîâëåòâîðÿòü âñåì àêñèîìàì ìåò-
ðèêè. ÌíîæåñòâîM, âìåñòå ñ ðàññòîÿíèåì Ãðîìîâà-Õàóñäîðôà, íàçûâàåò-
ñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ãðîìîâà-Õàóñäîðôà. Ãåîìåòðèÿ ýòîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà îêàçàëàñü äîâîëüíî ïðè÷óäëèâîé è àêòèâíî èçó÷àåòñÿ â ïîñëåä-
íåå âðåìÿ. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî M � ëèíåéíî ñâÿçíîå, ïîëíîå, ñåïàðà-
áåëüíîå, ãåîäåçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à òàêæå, ÷òî M íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè-
÷åííî êîìïàêòíûì. Ïîäðîáíîå ââåäåíèå â ãåîìåòðèþ ïðîñòðàíñòâà Ãðîìî-
âà�Õàóñäîðôà ìîæíî íàéòè â [9] è [10].

Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ìåæäó äâóìÿ
êîíêðåòíûìè ïðîñòðàíñòâàìè âåñüìà íåòðèâèàëüíà. Äàæå â ñëó÷àå êîíå÷-
íûõ ïðîñòðàíñòâ ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì íå èçâåñòåí, à ïðÿìîé ïåðåáîð,
îñíîâàííûé íà òåõíèêå ñîîòâåòñòâèé, ñì. íèæå, ðàáîòàåò ïëîõî óæå äëÿ
ïðîñòðàíñòâ, ñîñòîÿùèõ èç äåñÿòêîâ òî÷åê.

Â ïåðâîé ÷àñòè äàííîé ðàáîòû èçó÷àåòñÿ çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ è îöåí-
êè ðàññòîÿíèé Ãðîìîâà-Õàóñäîðôà îò ïðîèçâîëüíûõ îãðàíè÷åííûõ ìåòðè-
÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ äî òàê íàçûâàåìûõ ñèìïëåêñîâ � ìåòðè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ, â êîòîðûõ âñå íåíóëåâûå ðàññòîÿíèÿ îäèíàêîâû. Ñèìïëåêñû è
ðàññòîÿíèÿ äî íèõ èãðàþò âàæíóþ ðîëü â èçó÷åíèè ãðóïïû ñèììåòðèé
ïðîñòðàíñòâà M, ñì. [11]. Â ðàáîòå [8], â ðÿäå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, áûëè âû-
÷èñëåíû ðàññòîÿíèÿ îò êîíå÷íûõ ñèìïëåêñîâ äî êîìïàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ.

Ìû æå íå îãðàíè÷èâàåìñÿ íè êîíå÷íûìè ñèìïëåêñàìè, íè êîìïàêòíûìè
ïðîñòðàíñòâàìè, è îïðåäåëÿåì ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê îãðà-
íè÷åííûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, â òåðìèíàõ êîòîðûõ ìû èëè ïðèâî-
äèì òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ ðàññòîÿíèÿ Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà äî ïðîèçâîëü-



2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû 3

íûõ ñèìïëåêñîâ, èëè äàåì òî÷íûå âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè ýòèõ ðàññòîÿ-
íèé.

Âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû èçó÷àåòñÿ çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ è îöåíêè ðàññòîÿ-
íèé Ãðîìîâà-Õàóñäîðôà ìåæäó äâóìÿ, òàê íàçûâàåìûìè, 2-ïðîñòðàíñòâàìè
� òî åñòü, ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè, ó êîòîðûõ ðàññòîÿíèå ìåæäó
ðàçëè÷íûìè òî÷êàìè ïðèíèìàåò òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ. Â íàñòîÿùåå âðå-
ìÿ, îñîáåííî èíòåíñèâíî èññëåäóþòñÿ êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà, îáëàäàþùèå ýòèì ñâîéñòâîì. Äåëî â òîì, ÷òî îíè òåñíî ñâÿ-
çàíû ñ òàêèìè ïîïóëÿðíûìè òåìàìè êàê ñôåðè÷åñêèå êîäû è ñôåðè÷åñêèé
äèçàéí, ñì. íàïðèìåð [14].

Íàì æå óäàëîñü íàéòè êðèòåðèè äëÿ ïîíèìàíèÿ òîãî, êîãäà ðàññòîÿíèå
Ãðîìîâà-Õàóñäîðôà ìåæäó äâóìÿ êîíå÷íûìè 2-ïðîñòðàíñòâàìè ïðèíèìàåò
ïîëîâèíó çíà÷åíèÿ íàèáîëüøåãî èç ÷åòûðåõ ðàññòîÿíèé. Â ðàáîòå [6] áûëî
âû÷èñëåíî ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðîèçâîëüíûì êîíå÷íûì 2-ïðîñòðàíñòâîì ñ
íåðàâíûìè ðàññòîÿíèÿìè è ïðîèçâîëüíûì êîíå÷íûì ñèìïëåêñîì. Ìîæíî
çàìåòèòü, ÷òî ñèìïëåêñ � ýòî ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå 2-ïðîñòðàíñòâà, ïî-
ýòîìó ïîëó÷åííûå íàìè êðèòåðèè äàþò ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäåëüíûå ñëåä-
ñòâèÿ, êîòîðûå ïîëíîñòüþ ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [6].

2 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå

ðåçóëüòàòû

Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, ÷åðåç #X áóäåì îáîçíà÷àòü åãî ìîù-
íîñòü.

Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññòîÿíèå ìåæäó
åãî òî÷êàìè x è y áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç |xy|. ×åðåç diamX áóäåì îáîçíà-
÷àòü äèàìåòð X.

Åñëè A,B ⊂ X � íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà, îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå ìåæäó
íèìè êàê |AB| = inf

{
|ab| : a ∈ A, b ∈ B

}
, ïðè ýòîì, åñëè A = {a}, òî âìåñòî∣∣{a}B∣∣ =

∣∣B{a}∣∣ áóäåì ïèñàòü |aB|.
Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X è ÷èñëà r > 0 ÷åðåç Ur(x) áóäåì îáîçíà÷àòü

îòêðûòûé øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå x è ðàäèóñîì r; äëÿ êàæäîãî íåïóñòîãî
A ⊂ X è ÷èñëà r > 0 ïîëîæèì Ur(A) =

⋃
α∈A Ur(a).

2.1 Ðàññòîÿíèÿ Õàóñäîðôà, Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà è àï-
ïàðàò ñîîòâåòñòâèé

Îïðåäåëåíèå 2.1. Äëÿ íåïóñòûõ A,B ⊂ X ïîëîæèì

dH(A,B) = inf
{
r > 0 : A ⊂ Ur(B) & B ⊂ Ur(A)

}
= max

{
sup
a∈A
|aB|, sup

b∈B
|Ab|

}
.

Ïîëó÷åííàÿ âåëè÷èíà íàçâàåòñÿ ðàññòîÿíèåì Õàóñäîðôà ìåæäó A è B.

Õîðîøî èçâåñòíî [9], [10], ÷òî ðàññòîÿíèå Õàóñäîðôà, ðàññìàòðèâàåìîå
íà ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ çàìêíóòûõ îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ èç X,
ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé.
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Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü X è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Òðîéêó
(X ′, Y ′, Z), ñîñòîÿùóþ èç ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Z è äâóõ åãî ïîäìíî-
æåñòâ X ′ è Y ′, èçîìåòðè÷íûõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî, íàçîâåì ðåàëèçàöèåé
ïàðû (X,Y ).

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ðàññòîÿíèåì dGH(X,Y ) ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ìåæäó
X è Y íàçîâåì òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü ÷èñåë r, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò
ðåàëèçàöèÿ (X ′, Y ′, Z) ïàðû (X,Y ) òàêàÿ, ÷òî dH(X ′, Y ′) ≤ r.

Õîðîøî èçâåñòíî [9], [10], ÷òî íà ìíîæåñòâå M âñåõ êîìïàêòíûõ ìåòðè-
÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ðàññìàòðèâàåìûõ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè, ôóíêöèÿ
dGH ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ïóñòü X è Y � ïðîèçâîëüíûå íåïóñòûå ìíîæåñòâà.
Îòíîøåíèåì ìåæäó ìíîæåñòâàìè X è Y íàçûâàåòñÿ êàæäîå ïîäìíîæåñòâî
äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿX×Y . Ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ îòíîøåíèé ìåæäó
X è Y îáîçíà÷èì ÷åðåç P(X,Y ).

Áóäåì ñìîòðåòü íà êàæäîå îòíîøåíèå σ ∈ P(X,Y ), êàê íà ìíîãîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ìîæåò èìåòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ìåíüøóþ, ÷åì X.
Òîãäà, ïî àíàëîãèè ñ òåì, êàê ýòî ïðèíÿòî äëÿ îòîáðàæåíèé, äëÿ êàæäîãî
x ∈ X è êàæäîãî A ⊂ X îïðåäåëåíû èõ îáðàçû

σ(x) = {y ∈ Y : (x, y) ∈ σ} è σ(A) =
⋃
a∈A

σ(a),

à äëÿ êàæäîãî y ∈ Y è êàæäîãî B ⊂ Y � èõ ïðîîáðàçû

σ−1(y) = {x ∈ X : (x, y) ∈ R} è σ−1(B) =
⋃
b∈B

σ−1(b).

Îïðåäåëåíèå 2.5. Îòíîøåíèå R ∈ P(X,Y ) íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì, åñ-
ëè îãðàíè÷åíèÿ íà R êàíîíè÷åñêèõ ïðîåêöèé πX : (x, y)→ x è πY : (x, y)→
y ñþðúåêòèâíû. Ìíîæåñòâî âñåõ ñîîòâåòñòâèé ìåæäó X è Y îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç R(X,Y ).

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ïóñòü X è Y � ïðîèçâîëüíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàí-
ñòâà. Èñêàæåíèåì disσ îòíîøåíèÿ σ ∈ P(X,Y ) íàçîâåì ÷èñëî

disσ = sup
{∣∣|xx′| − |yy′|∣∣, (x, y), (x′, y′) ∈ σ

}
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ îòíîøåíèé σ1, σ2 ∈ P(X,Y ) òàêèõ, ÷òî
σ1 ⊂ σ2, âûïîëíÿåòñÿ disσ1 ≤ disσ2. Èíûìè ñëîâàìè, îòîáðàæåíèå dis:
P(X,Y ) → R ìîíîòîííî, åñëè íà P(X,Y ) ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòè÷íûé ïî-
ðÿäîê, çàäàííûé âêëþ÷åíèåì.

Óòâåðæäåíèå 2.7 ([9], [10]). Äëÿ ëþáûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ X è

Y èìååì

dGH(X,Y ) =
1

2
inf
{

disR : R ∈ R(X,Y )
}
.
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Ìèíèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ ñîîòâåòñòâèÿ èç R(X,Y ) íàçîâåì íåïðè-
âîäèìûìè. Ìíîæåñòâî âñåõ íåïðèâîäèìûõ ñîîòâåòñòâèé ìåæäó X è Y îáî-
çíà÷èì ÷åðåç R0(X,Y ).

Îòìåòèì (ñì. [13]), ÷òî êàæäîå íåïðèâîäèìîå ñîîòâåòñòâèå R ∈ R0(X,Y )
çàäàåò ðàçáèåíèÿ DR

X è DR
Y ïðîñòðàíñòâ X è Y , à òàêæå áèåêöèþ fR : DR

X →
DR
Y , äëÿ êîòîðîé

R =
⋃

Xi∈DR
X

Xi × fR (Xi) . (1)

Ïðè ýòîì, åñëè #Xi > 1, òî #fR (Xi) = 1, è åñëè #fR (Xi) > 1, òî #Xi =
1. Áîëåå òîãî, êàæäàÿ áèåêöèÿ f ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè ðàçáèåíèÿìè DX è
DY ïðîñòðàíñòâX è Y , óäîâëåòâîðÿþùàÿ îïèñàííûì òîëüêî ÷òî ñâîéñòâàì,
ïîðîæäàåò íåïðèâîäèìîå ñîîòâåòñòâèå ïî ôîðìóëå (1).

Óòâåðæäåíèå 2.8 ([13]). Äëÿ êàæäîãî R ∈ R(X,Y ) ñóùåñòâóåò íåïðèâî-

äèìîå ñîîòâåòñòâèå R0 òàêîå, ÷òî R0 ⊂ R.B ÷àñòíîñòè, R0(X,Y ) 6= ∅.

Ó÷èòûâàÿ ìîíîòîííîñòü èñêàæåíèÿ dis, ñðàçó ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðå-
çóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 2.9. Äëÿ ëþáûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ X è Y èìååì

dGH(X,Y ) =
1

2
inf
{

disR : R ∈ R0(X,Y )
}
.

Ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâèé ëåãêî äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå õîðîøî èç-
âåñòíûå ôàêòû. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X è ÷èñëà
λ > 0 ÷åðåç λX îáîçíà÷èì ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ
îò X óìíîæåíèåì âñåõ ðàññòîÿíèé íà λ.

Óòâåðæäåíèå 2.10 ([9], [10]). Ïóñòü X è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàí-

ñòâà. Òîãäà

(1) åñëè X− îäíîòî÷å÷íîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî dGH(X,Y ) =
1
2 diamY ;

(2) åñëè diamX <∞, òî

dGH(X,Y ) ≥ 1

2
|diamX − diamY |;

(3) dGH(X,Y ) ≤ 1
2 max{diamX,diamY }, â ÷àñòíîñòè, äëÿ îãðàíè÷åííûõ

X è Y èìååì dGH(X,Y ) <∞;

(4) äëÿ ëþáûõ X,Y ∈M è ëþáîãî λ > 0 èìååì dGH(λX, λY ) = λdGH(X,Y ).
Áîëåå òîãî, ïðè λ 6= 1 åäèíñòâåííûì ïðîñòðàíñòâîì, êîòîðîå ïðè

òàêîé îïåðàöèè íå ìåíÿåòñÿ, ÿâëÿåòñÿ îäíîòî÷å÷íîå ïðîñòðàíñòâî.

Èíûìè ñëîâàìè, îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìåòðèêè íà ÷èñëî λ > 0 ÿâëÿ-

åòñÿ ãîìîòåòèåé ïðîñòðàíñòâàM ñ öåíòðîì â îäíîòî÷å÷íîì ìåò-

ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.



2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû 6

2.2 Íåñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ ñîîòíîøåíèé

Äëÿ âû÷èñëåíèé ðàññòîÿíèé Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà íàì áóäóò ïîëåçíû ñëå-
äóþùèå ïðîñòûå ñîîòíîøåíèÿ, äîêàçàòåëüñòâà êîòîðûõ ïðèâåäåíû â [8].

Óòâåðæäåíèå 2.11. Äëÿ ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ à è b âûïîëíåíî íåðà-

âåíñòâî

max{a, |b− a|} ≤ max{a, b}.

Óòâåðæäåíèå 2.12. Ïóñòü A ⊂ R � íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæå-

ñòâî âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, è nycmü λ ∈ R. Òîãäà

sup
a∈A
|λ− a| = max{λ− inf A, supA− λ} =

∣∣∣∣λ− inf A+ supA

2

∣∣∣∣+ supA− inf A

2
.

Óòâåðæäåíèå 2.13. Ïóñòü A ⊂ R � íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæå-

ñòâî âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, inf A ≥ 0, u ïóñòü λ ∈ R. Òîãäà

sup
a∈A
{λ, |λ− a|} = max{λ, supA− λ}.

Ñëåäñòâèå 2.14. Äëÿ ëþáîãî a ≥ 0 è ëþáîãî λ âûïîëíÿåòñÿ

max{λ, |a− λ|} = max{λ, a− λ}.

2.3 Ýëåìåíòû òåîðèè ãðàôîâ

Äëÿ âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû íàì ïîíàäîáèòñÿ ââåñòè íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ, ñâÿ-
çàííûå ñ ãðàôàìè.

Îïðåäåëåíèå 2.15. Êëèêîé â ïðîèçâîëüíîì ïðîñòîì ãðàôå H íàçûâàåòñÿ
êàæäûé åãî ïîäãðàô, â êîòîðîì âñÿêèå äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì, ò.å.
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ãðàôîì.

Îòìåòèì, ÷òî êàæäûé îäíîâåðøèííûé ïîäãðàô òàêæå ÿâëÿåòñÿ êëèêîé.
Äëÿ óäîáñòâà, ìíîæåñòâà âåðøèí êëèêè òàêæå áóäåì íàçûâàòü êëèêîé.

Îïðåäåëåíèå 2.16. ×èñëîì êëèêîâîãî ïîêðûòèÿ θ(H) ãðàôà H íàçûâà-
åòñÿ íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî êëèê, ïîêðûâàþùåå ãðàô H.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ÷èñëî θ(H) òàêæå ðàâíî íàèìåíüøåìó ÷èñëó êëèê,
ìíîæåñòâà âåðøèí êîòîðûõ ðàçáèâàþò V (H).

Äðóãîé ïîïóëÿðíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ïîèñê íàèìåíüøåãî ÷èñëà öâåòîâ,
â êîòîðûå ìîæíî ïîêðàñèòü âåðøèíû ïðîñòîãî ãðàôà H òàê, ÷òîáû ñìåæ-
íûå âåðøèíû áûëè ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.

Îïðåäåëåíèå 2.17. Ýòî ÷èñëî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç γ(H) è íàçûâàåòñÿ õðî-
ìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ãðàôà H.

Äëÿ ïðîñòîãî ãðàôà H ÷åðåç H ′ îáîçíà÷èì äâîéñòâåííûé åìó ãðàô, ò.å.
ãðàô èìåþùèé òî æå ñàìîå ìíîæåñòâî âåðøèí è äîïîëíèòåëüíîå ìíîæåñòâî
ðåáåð (äâå âåðøèíû â H ′ ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñëè è òîëüêî åñëè îíè íå
ñîåäèíÿþòñÿ ðåáðîì â H). Ñëåäóþùèé ôàêò õîðîøî èçâåñòåí.
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Ïðåäëîæåíèå 2.18. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ãðàôà H âûïîëíÿåòñÿ θ(H) =
γ(H ′).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç k(H) êîëè÷åñòâî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ãðàôà H.

Ëåììà 2.19. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ãðàôà H âûïîëíÿåòñÿ k(H) ≤ θ(H),
ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàô H ñîâ-

ïàäàåò ñ äèçúþíêòíûì îáúåäèíåíèåì ñâîèõ ìàêñèìàëüíûõ êëèê: ìíîæå-

ñòâà âåðøèí ýòèõ êëèê ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Ðàññìîòðèì ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ñ äâóìÿ ðàññòîÿíèÿìè a < b,
#X = n. È ïîñòðîèì íà ìíîæåñòâå X ïðîñòîé ãðàô G, ðåáðà êîòîðîãî
ñîñòîÿò èç âñåõ ïàð òî÷åê ïðîñòðàíñòâà X, íàõîäÿùèõñÿ äðóã îò äðóãà íà
ðàññòîÿíèè a (�ãðàô ìèíèìàëüíûõ ðàññòîÿíèé�). ßñíî, ÷òî 1 ≤ k(G) ≤
θ(G) ≤ n− 1.

Ïðèâåäåì òåîðåìó èç [6], êîòîðàÿ áóäåò ñâÿçàíà ñ íàøèìè ðåçóëüòàòàìè.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ äâóìÿ

íåíóëåâûìè ðàññòîÿíèÿìè a < b, n = #X, è λ∆ � ñèìïëåêñ, m = #λ∆.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí X è ðåáðàìè, ñîñòîÿùèìè

èç âñåõ ïàð òî÷åê èç X, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè a. Ïóñòü k := k(G)
� ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ãðàôà G, à θ := θ(G) � åãî ÷èñëî êëèêîâîãî

ïîêðûòèÿ. Òîãäà

(1) åñëè k = θ, òî

2dGH(λ∆, X) =



b npu m = 1,
max{b, λ− b} npu 1 < m < k = θ,
max{b− λ, a, λ− b} npu m = k = θ,
max{b− λ, a, λ− a} npu k = θ < m < n,
max{b− λ, λ− a} npu m = n,
max{b− λ, λ} npu m > n;

(2) åñëè k < θ, òî

2dGH(λ∆, X) =



b npu m = 1,
max{b, λ− b} npu 1 < m ≤ k,
max{b, λ− a} npu k < m < θ,
max{b− λ, a, λ− a} npu θ ≤ m < n,
max{b− λ, λ− a} npu m = n,
max{b− λ, λ} npu m > n.

3 Ðàññòîÿíèå ìåæäó îãðàíè÷åííûì ìåòðè÷å-

ñêèì ïðîñòðàíñòâîì è ñèìïëåêñîì

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçîâåì ñèìïëåêñîì, åñ-
ëè âñå åãî íåíóëåâûå ðàññòîÿíèÿ îäèíàêîâû. Ñèìïëåêñ, â êîòîðîì íåíóëå-
âûå ðàññòîÿíèÿ ðàâíû λ > 0, îáîçíà÷èì ÷åðåç λ∆.
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3.1 Ðàññòîÿíèå äî ñèìïëåêñîâ ñ áîëüøèì ÷èñëîì òî÷åê

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò îáîáùàåò òåîðåìó 4.1 èç [8].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå îãðàíè÷åííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-

ñòâî è #X < #λ∆, òîãäà

2dGH(λ∆, X) = max{λ,diamX − λ}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè #X = 1, òî diamX = 0 è, ïî óòâåðæäåíèþ 2.10,

2dGH(λ∆, X) = diamλ∆ = λ = max{λ, diamX − λ}.

Ïóñòü òåïåðü #X > 1. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå R ∈ R(λ∆, X). Òàê êàê #X <
#λ∆, òî ñóùåñòâóåò x ∈ X òàêîå, ÷òî #R−1(x) ≥ 2, ïîýòîìó disR ≥ λ è,
çíà÷èò, 2dGH(λ∆, X) ≥ λ.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xi, yi) ∈ X ×X òàêóþ,
÷òî |xiyi| → diamX. Åñëè â íåé ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xik , yik),
äëÿ êîòîðîé ïðè êàæäîì ik ìîæíî íàéòè òàêîå z ∈ λ∆, ÷òî (z, xik) , (z, yik) ∈
R, òî dis R ≥ diamX è, çíà÷èò, 2dGH(λ∆, X) ≥ max{λ, diamX}.

Åñëè òàêîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåò, òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (xik , yik), äëÿ êîòîðîé ïðè êàæäîì ik ìîæíî íàéòè ðàçëè÷íûå
zk, wk ∈ λ∆ òàêèå, ÷òî (zk, xik) , (wk, yik) ∈ R, è òîãäà 2dGH(λ∆, X) ≥
max{λ, |diamX − λ|}.

Ïî óòâåðæäåíèþ 2.11,

max{λ, diamX} ≥ max{λ, |diamX − λ|},

ïîýòîìó â ëþáîì ñëó÷àå 2dGH(λ∆, X) ≥ max{λ, |diamX − λ|}.
Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå x0 ∈ X, òîãäà, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ, #X >

1 è, çíà÷èò, ìíîæåñòâî X\ {x0} íåïóñòî. Òàê êàê #X < #λ∆, òî â λ∆
ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî λ∆′, ðàâíîìîùíîå X\ {x0} . Ïóñòü g : λ∆′ →
X\ {x0}− ïðîèçâîëüíàÿ áèåêöèÿ, è λ∆′′ = λ∆\λ∆′, òîãäà λ∆′′ 6= ∅.

Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâèå

R0 = {(z′, g (z′)) : z′ ∈ λ∆′} ∪ ({x0} × λ∆′′) .

Òîãäà dis R0 ≤ max{λ, |diamX − λ|}, îòêóäà

2dGH(λ∆, X) = max{λ, |diamX − λ|}.

Îñòàëîñü ïðèìåíèòü ñëåäñòâèå 2.14.

3.2 Ðàññòîÿíèå äî ñèìïëåêñîâ ñ íå ïðåâîñõîäÿùèì ÷èñ-
ëîì òî÷åê

Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî è m � êàðäèíàëüíîå ÷èñëî, íå ïðåâîñ-
õîäÿùåå #X. ×åðåç Dm(X) îáîçíà÷èì ñåìåéñòâî âñåâîçìîæíûõ ðàçáèåíèé
ìíîæåñòâà X íà m íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ.
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Ïóñòü òåïåðü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà äëÿ êàæäîãî D =
{Xi}i∈I ∈ Dm(X) ïîëîæèì

diamD = sup
i∈I

diamXi.

Äàëåå, äëÿ ëþáûõ íåïóñòûõ A,B ⊂ X ïóñòü

|AB| = inf{|ab| : (a, b) ∈ A×B} è |AB|′ = sup{|ab| : (a, b) ∈ A×B},

è äëÿ êàæäîãî D = {Xi}i∈I ∈ Dm(X) îïðåäåëèì

α(D) = inf {|XiXj | : i 6= j} è β(D) = sup
{
|XiXj |′ : i 6= j

}
.

Ïóñòü òåïåðü λ∆ � ñèìïëåêñ ìîùíîñòè m. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå D ∈
Dm(X), ëþáóþ áèåêöèþ g : λ∆→ D è çàäàäèì ñîîòâåòñòâèåRD ∈ R(λ∆, X)
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

RD =
⋃
z∈λ∆

{z} × g(z).

ßñíî, ÷òî êàæäîå ñîîòâåòñòâèå RD � íåïðèâîäèìîå.
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò îáîáùàåò ïðåäëîæåíèå 4.5 èç [8].

Óòâåðæäåíèå 3.2. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå îãðàíè÷åííîå ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî, λ∆ � ñèìïëåêñ, λ > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî R ∈ R0(X,Y )
èìååì

disR = max
{

diamDR
λ∆,diamDR

X ,diamX − λ, λ− α
(
DR
X

)}
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü DR

X = {Xi}i∈I . Èç îïðåäåëåíèÿ èñêàæåíèÿ ìîæíî
çàêëþ÷èòü, ÷òî

dis R = sup
{

diamDR
λ∆,diamDR

X , |λ− |x1x2|| : x1 ∈ Xi, x2 ∈ Xj , i 6= j
}
.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 2.12, ïîëó÷èì:

sup
{

diamDR
λ∆,diamDR

X , |λ− |x1x2|| : x1 ∈ Xi, x2 ∈ Xj , i 6= j
}

=

= max
{

diamDR
λ∆,diamDR

X , λ− α
(
DR
X

)
, β
(
DR
X

)
− λ
}
.

Îòìåòèì, ÷òî diamDR
X ≤ diamX è β(DR

X) ≤ diamX.
Ïðè ýòîì, åñëè diamDR

X < diamX, è (xi, yi) ∈ X ×X � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, äëÿ êîòîðîé |xiyi| → diamX, òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà i,
òî÷êè xi è yi ëåæàò â ðàçíûõ ýëåìåíòàõ ðàçáèåíèÿ DR

X , ñëåäîâàòåëüíî, â
ýòîì ñëó÷àå β(DR

X) = diamX, è ôîðìóëà äîêàçàíà.
Ïóñòü òåïåðü diamDR

X = diamX, òîãäà β(DR
X)− λ ≤ diamX è diamX −

λ ≤ diamX.
Ïîýòîìó

max{diamDR
λ∆,diamDR

X , λ− α(DR
X), β(DR

X)− λ} =

= max{diamDR
λ∆,diamX,λ− α(DR

X)} =

= max{diamDR
λ∆,diamDR

X , λ− α(DR
X),diamX − λ}.
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Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåòñÿ ñëåäñòâèå, êîòîðîå
ïîíàäîáèòñÿ íàì â äàëüíåéøåì.

Ñëåäñòâèå 3.3. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå îãðàíè÷åííîå ìåòðè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî è m = #λ∆ ≤ #X. Òîãäà äëÿ ëþáîãî D ∈ Dm(X) èìååì

disRD = max{diamD,λ− α(D),diamX − λ}.

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì òåïåðü àíàëîã ïðåäëîæåíèÿ 4.6 èç [8], íå èñ-
ïîëüçóÿ òåîðåìó 4.3 îòòóäà æå.

Óòâåðæäåíèå 3.4. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå îãðàíè÷åííîå ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî è m = #λ∆ ≤ #X. Toãäà

2dGH(λ∆, X) = inf
D∈Dm(X)

disRD

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ 2.9, 2dGH(λ∆, X) = infR∈R0(λ∆,X) disR, ïî-
ýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåïðèâîäèìîãî ñîîòâåòñòâèÿ
R ∈ R0(λ∆, X) ñóùåñòâóåò òàêîå D ∈ Dm(X), ÷òo disRD ≤ disR.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå R ∈ R0(λ∆, X), íå ïðåäñòàâèìîå â âèäå RD,
òîãäà ðàçáèåíèå DR

λ∆ íå òî÷å÷íîå, ò.å. ñóùåñòâóåò x ∈ X, äëÿ êîòîðîãî
#R−1(x) ≥ 2, ïîýòîìó disR ≥ λ.

Çàäàäèì íà ìíîæåñòâå DR
λ∆ ìåòðèêó, ïîëîæèâ ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàç-

ëè÷íûìè ýëåìåíòàìè ðàâíûì λ, òîãäà ýòî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî èçî-
ìåòðè÷íî íåêîòîðîìó ñèìïëåêñó λ∆′.

Ñîîòâåòñòâèå R ïîðîæäàåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñîîòâåòñòâèå R′ ∈
R (λ∆′, X): åñëè DR

λ∆ = {∆i}i∈I è fR : DR
λ∆ → DR

X � áèåêöèÿ, ïîðîæäåííàÿ
R, òî

R′ =
⋃
i∈I
{∆i} × fR (∆i) .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî disR = max {λ, disR′}. Êðîìå òîãî, R′ ïîðîæäàåòñÿ
ðàçáèåíèåì D′ := DR

X , ò.å. R
′ = RD′ , ïîýòîìó, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.3, èìååì

dis R′ = max {diamD′, λ− α (D′) ,diamX − λ} ,

îòêóäà

disR = max {λ,diamD′, λ− α (D′) ,diamX − λ} = max {λ,diamD′,diamX − λ} .

Òàê êàê #D′ ≤ m, ó ðàçáèåíèÿ D′ ñóùåñòâóåò ïîäðàçáèåíèå D ∈ Dm(X).
ßñíî, ÷òî diamD ≤ diamD′, ïîýòîìó

disRD = max{diamD,λ− α(D),diamX − λ} ≤
≤ max {diamD′, λ,diamX − λ} = disR,

÷òî è òðåáîâàëîñü.
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Ñëåäñòâèå 3.5. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå îãðàíè÷åííîå ìåòðè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî è m = #λ∆ ≤ #X. Òîãäà

2dGH(λ∆, X) = inf
D∈Dm(X)

max{diamD,λ− α(D),diamX − λ}.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ïîëîæèì

ε(X) = inf{|xy| : x, y ∈ X,x 6= y}.

Îòìåòèì, ÷òî ε(X) ≤ diamX, ïðè÷åì äëÿ îãðàíè÷åííîãî X ðàâåíñòâî äî-
ñòèãàåòñÿ, åñëè è òîëüêî åñëè X ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêñîì.

Èç ñëåäñòâèÿ 3.5 ìãíîâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äîêàçàííàÿ â
[8].

Òåîðåìà 3. Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è #λ∆ =
#X, moãäà

2dGH(λ∆, X) = max{λ− ε(X),diamX − λ}.

Ïðèâåäåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ íàõîæäåíèåì ðàññòîÿíèé
äî ñèìïëåêñîâ ñ íå ïðåâîñõîäÿùèì ÷èñëîì òî÷åê.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X,m ≤ #X, ïîëîæèì

α−m(X) = inf
D∈Dm(X)

α(D), αm(X) = α+
m(X) = sup

D∈Dm(X)

α(D),

dm(X) = d−m(X) = inf
D∈Dm(X)

diamD, d+
m(X) = sup

D∈Dm(X)

diamD.

Çàìå÷àíèå 3.6. Ìû ââåëè óïðîùåííûå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ äëÿ α+
m(X) è

d−m(X) ïîòîìó, ÷òî ýòè âåëè÷èíû, â îòëè÷èè îò èõ ¾áëèçíåöîâ¿ α−m(X) è
d+
m(X), âñòðå÷àþòñÿ â ïðèâîäèìûõ íèæå ôîðìóëàõ íàìíîãî ÷àùå.

Îòìåòèì, ÷òî αm(X) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî D ∈
Dm(X) âûïîëíÿåòñÿ α(D) = 0.

Ïðèìåð 3.7. Ïóñòü X � áåñêîíå÷íîå êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî, à m � ëþáîé áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë, m ≤ #X. Òîãäà αm(X) = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå D = {Xi}i∈I ∈ Dm(X), à â êàæ-
äîì Xi− ïî îäíîé òî÷êå xi ∈ Xi. Òîãäà, â ñèëó êîìïàêòíîñòè X, ìíîæåñòâî
{xi}i∈I ñîäåðæèò ñõîäÿøóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xik}, ñîñòîÿøóþ èç ïî-
ïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê. Íî òîãäà

∣∣XikXik+1

∣∣ → 0 ïðè k → ∞, ïîýòîìó
α(D) = 0.

Ïðèìåð 3.8. . Ïóñòü X � îãðàíè÷åííîå áåñêîíå÷íîå ìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî, ïðåäñòàâëåííîå â âèäå äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèå n áåñêîíå÷-
íûõ êîìïàêòîâ, è m � áåñêîíå÷íîå êàðäèíàëüíîå ÷èñëî, n < m ≤ #X,
òîãäà αm(X) = 0.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü {Zj}j∈J ,#J = n, � ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà X íà
n êîìïàêòîâ Zj . Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå D = {Xi}i∈I ∈ Dm(X). Òàê êàê
n < m, òî äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ J ñåìåéñòâî âñåõ íåïóñòûõ ïåðåñå÷åíèé Xi ∩
Zj îáðàçóåò áåñêîíå÷íîå ðàçáèåíèå êîìïàêòà Zj . Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ
ðàññóæëåíèÿìè ïðèìåðà 3.7.

Ïðèìåð 3.9. Ïóñòü X � ñâÿçíîå îãðàíè÷åííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,
à m ≥ 2 � ëþáîé êàðäèíàë, m ≤ #X. Òîãäà αm(X) = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå D = {Xi}i∈I ∈ Dm(X), â íåì �
ïðîèçâîëüíîå Xi, è ïîëîæèì X ′i = ∪i 6=j∈IXj , òîãäà D′ = {Xi, X

′
i} ∈ D2(X).

Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî X � ñâÿçíîå, òî |XiX
′
i| = 0, ïþýòîìó ìîæíî âûáðàòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüXjk , jk 6= i, äëÿ êîòîðîé |XiXjk | → 0 ïðè k →∞, îòêóäà
α(D) = 0.

Àíàëîãè÷íî ðàçáèðàåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð 3.10. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå îãðàíè÷åííîå ìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç n ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, è m � êàðäèíàëüíîå ÷èñëî,
n < m ≤ #X, òîãäà αm(X) = 0.

Èç ñëåäñòâèÿ 3.5 âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå îãðàíè÷åííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-

ñòâî, m = #λ∆ ≤ #X, è αm(X) = 0, òîãäà

2dGH(λ∆, X) = max {dm(X), λ,diamX − λ} .

Ðàññìîòðèì ãðàôèê çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû 2dGH(λ∆, X) èç òåîðåìû 4
îò λ, ñì. ðèñ. 1. Èç ãðàôèêà, ïðèâåäåííîãî íà ðèñ. 1, íåïîñðåäñòâåííî ïî-
ëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ðèñ. 1: Ãðàôèê ôóíêöèè g(λ) = 2dGH(λ∆, X) ïðè αm(X) = 0 è ðàçíûõ
çíà÷åíèÿõ dm(X).

Ñëåäñòâèå 3.11. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå îãðàíè÷åííîå ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî, m = #λ∆ ≤ #X, ïðè÷åì αm(X) = 0, òîãäà
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(1) åñëè dm(X) ≤ 1
2 diamX, òî

2dGH(λ∆, X) =

{
diamX − λ ïðè λ ≤ 1

2 diamX,
λ ïðè λ ≥ 1

2 diamX;

(2) åñëè dm(X) > 1
2 diamX, òî

2dGH(λ∆, X) =

 diamX − λ ïðè λ ≤ diamX − dm(X)
dm(X) ïðè diamX − dm(X) ≤ λ ≤ dm(X)
λ ïðè λ ≥ dm(X)

Åùå îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé ïîëó÷àåòñÿ, åñëè dm(X) = diamX, ÷òî ñëó-
÷àåòñÿ â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà diamD = diamX äëÿ âcex D ∈ Dm(X).

Ïðèìåð 3.12. Äëÿ êàæäîãî ñèìïëåêñà X = λ∆, êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà 0 <
m < #λ∆ è ëþáîãî D ∈ Dm(X) èìååì diamD = λ = diamX, ïîýòîìó
dm(X) = diamX.

Ïðèìåð 3.13. Ïóñòü X = S1 � ñòàíäàðòíàÿ åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü íà
åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, è m = 2. Òîãäà dm(X) = diamX = 2.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ñóùåñòâóåòD = {X1, X2} ∈
Dm(X) òàêîå, ÷òî diamD < 2. Äëÿ x ∈ X ÷åðåç x′ îáîçíà÷èì äèàìåòðàëüíî
ïðîòèâîïîëîæíóþ x òî÷êó îêðóæíîñòè X. Èç ñäåëàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ
âûòåêàåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ X1 òî÷êà x′ ëåæèò â X2 è, çíà÷èò, íåêîòîðàÿ
îêðåñòíîñòü òî÷êè x ïðèíàäëåæèò X1. Òàêèì îáðàçîì, X1 è, àíàëîãè÷íî,
X2 ÿâëÿþòñÿ íåïóñòüìè îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè X, îáðàçóþùèìè ðàç-
áèåíèå, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñâÿçíîñòè X.

Ñëåäñòâèå 3.14. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå îãðàíè÷åííîå ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî, m = #λ∆ ≤ #X, ïðè÷åì dm(X) = diamX, òîãäà

2dGH(λ∆, X) = max {diamX,λ− αm(X)} .

Â ÷àñòíîñòè,

(1) ïðè λ ≤ diamX + αm(X) èìååì 2dGH(λ∆, X) = diamX;

(2) ïðè λ ≥ diamX + αm(X) âûïîëíÿåòñÿ 2dGH(λ∆, X) = λ− αm(X).

4 Ðàññòîÿíèå ìåæäó 2-ïðîñòðàíñòâàìè

Â ýòîé ÷àñòè ðàáîòû èññëåäîâàíî ðàññòîÿíèå Ãðîìîâà-Õàóñäîðôà ìåæäó êî-
íå÷íûìè ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè ñ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè íåíóëåâûìè
ðàññòîÿíèÿìè (2-ïðîñòðàíñòâàìè). Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû âûðàæàþòñÿ â
òåðìèíàõ ÷èñëà êëèêîâîãî ïîêðûòèÿ äëÿ ãðàôîâ ìèíèìàëüíûõ ðàññòîÿíèé.
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Óòâåðæäåíèå 4.1. Ïóñòü X è Y � êîíå÷íûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

ñ äâóìÿ ðàññòîÿíèÿìè a1 ≤ b1 è a2 < b2, ñîîòâåòñòâåííî. È ïóñòü b2 >
b1. Îïðåäåëèì ãðàô G, êàê ãðàô ìèíèìàëüíûõ ðàññòîÿíèé äëÿ Y . Òîãäà
2dGH < b2, åñëè è òîëüêî åñëè, θ(G) ≤ #X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 2dGH < b2.
Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå ñîîòâåòñòâèå R, äëÿ êîòîðîãî ëþáîé òî÷êå x ∈ X

ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå êëèêà R(x). È òàê êàê R � ñîîòâåòñòâèå, åãî êà-
íîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ íà Y ñþðúåêòèâíà, ïîýòîìó ñîâîêóïíîñòü êëèê R(xi)
äëÿ âñåõ xi ∈ X ÿâëÿåòñÿ êëèêîâûì ïîêðûòèåì. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî θ(G),
êàê íàèìåíüøåå, áóäåò ìåíüøå èëè ðàâíî #X.

Òåïåðü äîêàæåì óòâåðæäåíèå â äðóãóþ ñòîðîíó. Ïóñòü θ(G) ≤ #X.
Â ýòîì ñëó÷àå êàæäîé òî÷êå x ∈ X ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå

êàêóþ-òî èç êëèê íàèìåíüøåãî êëèêîâîãî ïîêðûòèÿ(ðàçíûì òî÷êàì ìîæíî
ñîïîñòàâëÿòü îäíó è òó æå êëèêó). Ñëåäîâàòåëüíî 2dGH < b2, òàê êàê òî÷êè
èç Y íà ðàññòîÿíèè b2 ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûì òî÷êàì èç X.

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âûòåêàåò ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 4.2. Ïóñòü X è Y � êîíå÷íûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ñ

äâóìÿ ðàññòîÿíèÿìè a1 ≤ b1 è a2 < b2, ñîîòâåòñòâåííî. È ïóñòü b2 >
b1. Îïðåäåëèì ãðàô G, êàê ãðàô ìèíèìàëüíûõ ðàññòîÿíèé äëÿ Y . Òîãäà
2dGH = b2, åñëè è òîëüêî åñëè, θ(G) > #X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 2dGH = b2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî θ(G) ≤ #X, òîãäà,
ïî ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ, 2dGH < b2. Ïðîòèâîðå÷èå.

Â äðóãóþ ñòîðîíó. Ïóñòü θ(G) > #X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 2dGH < b2,
òîãäà, ïî ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ, θ(G) ≤ #X. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà b1 = b2. Äëÿ íåãî âåðíî àíàëîãè÷íîå
óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 4.3. Ïóñòü X è Y � êîíå÷íûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

ñ äâóìÿ ðàññòîÿíèÿìè a1 < b1 è a2 < b2, ñîîòâåòñòâåííî. È ïóñòü b2 = b1.
Îïðåäåëèì ãðàô GX , êàê ãðàô ìèíèìàëüíûõ ðàññòîÿíèé äëÿ X, à GY , êàê
ãðàô ìèíèìàëüíûõ ðàññòîÿíèé äëÿ Y . Òîãäà 2dGH < b1 = b2, åñëè è òîëüêî
åñëè, θ(GY ) ≤ #X è θ(GX) ≤ #Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 2dGH < b1 = b2.
Â ýòîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ òàêîå ñîîòâåòñòâèå R, äëÿ êîòîðîãî ëþáîìó x ∈

X ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå êëèêà R(x) èç Y . Òîãäà â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì
θ(GY ) ≤ #X. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ â äðóãóþ ñòîðîíó, ïîëó÷èì θ(GX) ≤
#Y .

Ïóñòü òåïåðü θ(GY ) ≤ #X è θ(GX) ≤ #Y .
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî θ(GX) ≤ θ(GY ). Ðàñ-

ñìîòðèì íàèìåíüøèå êëèêîâûå ïîêðûòèÿ äëÿ GX è GY . Ïî ëþáîìó èç
ýòèõ ïîêðûòèé ìû ìîæåì ïîñòðîèòü êëèêîâûå ðàçáèåíèÿ CX è CY òîé æå
ìîùíîñòè. À òàê êàê θ(GY ) ≤ #X è îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî òîæå ÿâëÿåò-
ñÿ êëèêîé, ìû ìîæåì ïîäðàçáèòü CX(ïîëó÷åíîå ðàçáèåíèå îáîçíà÷èì C ′X)
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äî êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ â CY . Òàêèì îáðàçîì ìû èìååì äâà êëèêîâûõ
ðàçáèåíèÿ C ′X = {X1, ..., Xθ(GY )} è CY = {Y1, ..., Yθ(GY )}. Îíè îäèíàêîâîé
ìîùíîñòè, çíà÷èò ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ìåæäó èõ ýëåìåíòàìè. Òîãäà ìû ìî-
æåì ðàññìîòðåòü ñîîòâåòñòâèå ∪Xi × Yi, èñêàæåíèå êîòîðîãî áóäåò ìåíüøå
b1 = b2, òàê êàê ýëåìåíòàì êàæäîé êëèêè èç ðàçáèåíèÿ C ′X ñîîòâåòñòâóþò
òîëüêî ýëåìåíòû íåêîòîðîé êëèêè èç CY . Ïîëó÷àåì 2dGH < b1 = b2.

Òàê æå ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå

Ñëåäñòâèå 4.4. Ïóñòü X è Y � êîíå÷íûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ñ

äâóìÿ ðàññòîÿíèÿìè a1 < b1 è a2 < b2, ñîîòâåòñòâåííî. È ïóñòü b2 = b1.
Îïðåäåëèì ãðàô GX , êàê ãðàô ìèíèìàëüíûõ ðàññòîÿíèé äëÿ X, à GY , êàê
ãðàô ìèíèìàëüíûõ ðàññòîÿíèé äëÿ Y . Òîãäà 2dGH = b1 = b2, åñëè è òîëüêî
åñëè, θ(GY ) > #X èëè θ(GX) > #Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 2dGH = b1 = b2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî θ(GY ) ≤ #X
è θ(GX) ≤ #Y , òîãäà, ïî ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ, 2dGH < b2. Ïðîòèâî-
ðå÷èå.

Â äðóãóþ ñòîðîíó. Ïóñòü θ(GY ) > #X èëè θ(GX) > #Y . Ïðåäïîëîæèì,
÷òî 2dGH < b1 = b2, òîãäà, ïî ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ, θ(GY ) ≤ #X è
θ(GX) ≤ #Y . Ïðîòèâîðå÷èå.

Â ðàáîòå [6] áûëà ïîëó÷åíà Òåîðåìà 1, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ðàññòîÿíèå
Ãðîìîâà-Õàóñäîðôà ìåæäó êîíå÷íûì 2-ïðîñòðàíñòîì è ñèìïëåêñîì. Çàìå-
òèòì, ÷òî ñèìïëåêñ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì 2-ïðîñòðàíñòâà, ïîýòîìó
ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäñòâèÿ íåêîòîðûõ èç ïðåäûäóùèõ óòâåðæäåíèé, ïåðå-
íåñÿ èõ íà ýòîò ïðåäåëüíûé ñëó÷àé. Ïîñìîòðèì êàê áóäóò ñîãëàñîâûâàòüñÿ
ýòè ñëåäñòâèÿ ñ Òåîðåìîé 1.

Ñëåäñòâèå 4.5. Ïóñòü λ∆ � êîíå÷íûé ñèìïëåêñ, à X � êîíå÷íîå ìåò-

ðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ äâóìÿ ðàññòîÿíèÿìè a < b. È ïóñòü λ < b. Îïðå-
äåëèì ãðàô G, êàê ãðàô ìèíèìàëüíûõ ðàññòîÿíèé äëÿ X. Òîãäà 2dGH < b,
åñëè è òîëüêî åñëè, θ(G) ≤ #λ∆.

Ñëåäñòâèå 4.6. Ïóñòü λ∆ � êîíå÷íûé ñèìïëåêñ, à X � êîíå÷íîå ìåò-

ðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ äâóìÿ ðàññòîÿíèÿìè a < b. È ïóñòü λ < b. Îïðå-
äåëèì ãðàô G, êàê ãðàô ìèíèìàëüíûõ ðàññòîÿíèé äëÿ X. Òîãäà 2dGH = b,
åñëè è òîëüêî åñëè, θ(G) > #λ∆.

Åñëè ïðèìåíèòü íàøè óñëîâèÿ ê Òåîðåìå 1, èç íåå ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 4.7. Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ äâóìÿ

íåíóëåâûìè ðàññòîÿíèÿìè a < b, n = #X, è λ∆ � ñèìïëåêñ, m = #λ∆,

λ < b. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí X è ðåáðàìè, ñî-

ñòîÿùèìè èç âñåõ ïàð òî÷åê èç X, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè a. Ïóñòü
θ := θ(G) � åãî ÷èñëî êëèêîâîãî ïîêðûòèÿ. Òîãäà

2dGH(λ∆, X) =

{
b npu m < θ,
< b npu m ≥ θ
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Êàê ìîæíî óâèäåòü, Ñëåäñòâèÿ 4.5 è 4.6 ïîëíîñòüþ ñîãëàñóþòñÿ ñî Ñëåä-
ñòâèåì 4.7, à çíà÷èò è ñ Òåîðåìîé 1.

5 Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ÷àñòè÷íî áûëè ðàñøèðåíû ðåçóëüòàòû ñòàòüè [8] íà áåñêî-
íå÷íûé ñëó÷àé. Ïîëíîñòüþ íàéäåíî ðàññòîÿíèå Ãðîìîâà-Õàóñäîðôà ìåæäó
ïðîèçâîëüíûì îãðàíè÷åííûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì è ïðîèçâîëüíûì
ñèìïëåêñîì ñ áîëüøèì ÷èñëîì òî÷åê. Íàéäåíû ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ
èñêàæåíèé íåïðèâîäèìûõ ñîîòâåòñòâèé, à òàêæå íàõîæäåíèÿ ÷åðåç íèõ ðàñ-
ñòîÿíèÿ Ãðîìîâà-Õàóñäîðôà ìåæäó îãðàíè÷åííûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàí-
ñòâîì è ïðîèçâîëüíûì ñèìïëåêñîì ñ íå ïðåâîñõîäÿùèì ÷èñëîì òî÷åê. Äëÿ
íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ âû÷èñëåíû ÿâíûå çíà÷åíèÿ. Òàêæå áûë íàé-
äåí ðÿä êðèòåðèåâ äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ Ãðîìîâà-Õàóñäîðôà ìåæäó
äâóìÿ 2-ïðîñòðàíñòâàìè è óñòàíîâëåíà èõ ñîãëàñîâàííîñòü ñ ðåçóëüòàòàìè
ðàáîòû [6].
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