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Ââåäåíèå

Ðàññòîÿíèå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà áûëî îïðåäåëåíî Ä. Ýäâàðäñîì [1], à çà-
òåì ïåðåîòêðûòî è îáîáùåíî Ì. Ãðîìîâûì [2], [3]. Ðàññòîÿíèå Ãðîìîâà�
Õàóñäîðôà èçìåðÿåò ðàçëè÷èå ìåæäó äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè ìåòðè÷åñêè-
ìè ïðîñòðàíñòâàìè è ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êðàñèâåéøèõ ïîíÿòèé ìåòðè÷å-
ñêîé ãåîìåòðèè. Ñ ìîìåíòà ñâîåãî ïîÿâëåíèÿ îíî èñïîëüçîâàëîñü ìàòåìà-
òèêàìè â èçó÷åíèè òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Âû÷èñëåíèå ðàññòîÿíèé Ãðîìî-
âà�Õàóñäîðôà îò êîìïàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ äî êîíå÷íûõ ñèì-
ïëåêñîâ, òî åñòü êîíå÷íûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ âñå íåíóëå-
âûå ðàññòîÿíèÿ ðàâíû ìåæäó ñîáîé, áûëî îïèñàíî â [4]. Öåëü äàííîé ðàáîòû
� îáîáùèòü ðåçóëüòàòû [4] íà ñëó÷àé áåñêîíå÷íûõ ñèìïëåêñîâ è ïðîèçâîëü-
íûõ îãðàíè÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ. Áûë íàéäåí ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ èñêàæåíèÿ
íåïðèâîäèìîãî ñîîòâåòñòâèÿ ñ ïîìîùüþ ðàçáèåíèé, ïîðîæäåííûõ èì; äîêà-
çàíà òåîðåìà, ïîçâîëÿþùàÿ íàõîäèòü ðàññòîÿíèå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà ñ ïî-
ìîùüþ òîëüêî òåõ ñîîòâåòñòâèé, êîòîðûå ïîðîæäåíû ðàçáèåíèÿìè; òàêæå
áûë ðàññìîòðåí êîíêðåòíûé ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé, êàê ïîñòðîåííàÿ
òåîðèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü êîíêðåòíûå ðåçóëüòàòû.

1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå

ðåçóëüòàòû

Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, ÷åðåç #A áóäåì îáîçíà÷àòü åãî ìîù-
íîñòü.

Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññòîÿíèå ìåæäó åãî òî÷êàìè
x è y áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç |xy|. ×åðåç diamX áóäåì îáîçíà÷àòü äèàìåòð
X.

Åñëè A,B ⊂ X � íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà, îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå ìåæäó
íèìè êàê |AB| = inf

{
|ab| : a ∈ A, b ∈ B

}
, ïðè ýòîì, åñëè A = {a}, òî âìåñòî∣∣{a}B∣∣ áóäåì ïèñàòü |aB|.

Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X è ÷èñëà r > 0 ÷åðåç Ur(x) áóäåì îáîçíà÷àòü
îòêðûòûé øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå x è ðàäèóñîì r; äëÿ êàæäîãî íåïóñòîãî
A ⊂ X è ÷èñëà r > 0 ïîëîæèì Ur(A) =

⋃
α∈A Ur(a).

Îïðåäåëåíèå 1.1. Äëÿ íåïóñòûõ A,B ⊂ X ïîëîæèì

dH(A,B) = inf
{
r > 0 : A ⊂ Ur(B) & B ⊂ Ur(A)

}
= max

{
sup
a∈A
|aB|, sup

b∈B
|Ab|

}
.

Ïîëó÷åííàÿ âåëè÷èíà íàçâàåòñÿ ðàññòîÿíèåì Õàóñäîðôà ìåæäó A è B.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü X è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Òðîéêó
(X ′, Y ′, Z), ñîñòîÿùóþ èç ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Z è äâóõ åãî ïîäìíî-
æåñòâ X ′ è Y ′, èçîìåòðè÷íûõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî, íàçîâåì ðåàëèçàöèåé

ïàðû (X,Y ).
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Îïðåäåëåíèå 1.3. Ðàññòîÿíèåì dGH(X,Y ) ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ìåæ-

äó X è Y íàçîâåì òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü ÷èñåë r, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò
ðåàëèçàöèÿ (X ′, Y ′, Z) ïàðû (X,Y ) òàêàÿ, ÷òî dH(X ′, Y ′) ≤ r.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïóñòü X è Y � ïðîèçâîëüíûå íåïóñòûå ìíîæåñòâà.
Îòíîøåíèåì ìåæäó ìíîæåñòâàìè X è Y íàçûâàåòñÿ êàæäîå ïîäìíîæå-
ñòâî äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ X × Y . Ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ îòíîøåíèé
ìåæäó X è Y îáîçíà÷èì ÷åðåç P(X,Y ).

Áóäåì ñìîòðåòü íà êàæäîå îòíîøåíèå σ ∈ P(X,Y ) êàê íà ìíîãîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ìîæåò èìåòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ìåíüøóþ, ÷åì X.
Òîãäà, äëÿ êàæäîãî x ∈ X è êàæäîãî A ⊂ X îïðåäåëåíû èõ îáðàçû σ(x)
è σ(A), à äëÿ êàæäîãî y ∈ Y è êàæäîãî B ⊂ Y � èõ ïðîîáðàçû σ−1(y) è
σ−1(B).

Ïóñòü σ ∈ P(X,Y ) � ïðîèçâîëüíîå îòíîøåíèå. Äëÿ êàæäîãî x ∈ X îïðå-
äåëèì åãî êðàòíîñòü kσ(x) â σ êàê ìîùíîñòü ìíîæåñòâà σ(x). Àíàëîãè÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ êðàòíîñòü kσ(y) â σ ýëåìåíòà y ∈ Y .

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ïóñòü X è Y � ïðîèçâîëüíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàí-
ñòâà. Èñêàæåíèåì disσ îòíîøåíèÿ σ ∈ P(X,Y ) íàçîâåì ÷èñëî

disσ = sup
{∣∣|xx′| − |yy′|∣∣, (x, y), (x′, y′) ∈ σ

}
.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Îòíîøåíèå R ∈ P(X,Y ) íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì,
åñëè îãðàíè÷åíèÿ íà R êàíîíè÷åñêèõ ïðîåêöèé πX : (x, y) → x è πY :
(x, y) → y ñþðúåêòèâíû. Ìíîæåñòâî âñåõ ñîîòâåòñòâèé ìåæäó X è Y îáî-
çíà÷èì ÷åðåç R(X,Y ).

Ââåäåíèå ñîîòâåòñòâèé ïðèâîäèò ê ýêâèâàëåíòíîìó îïðåäåëåíèþ ðàññòî-
ÿíèÿ Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ áîëåå óäîáíûì äëÿ âû÷èñëå-
íèé.

Óòâåðæäåíèå 1.7 ([6]). Äëÿ ëþáûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ X è Y
èìååì

dGH(X,Y ) =
1

2
inf
{

disR : R ∈ R(X,Y )
}
.

Îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ çàäàåò íà R(X,Y ) ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê: R1 ≤ R2,
åñëè è òîëüêî åñëè R1 ⊂ R2.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ìèíèìàëüíûå â ýòîì ïîðÿäêå ñîîòâåòñòâèÿ íàçîâåì
íåïðèâîäèìûìè, à âñå îñòàëüíûå � ïðèâîäèìûìè. Ìíîæåñòâî âñåõ íåïðè-
âîäèìûõ ñîîòâåòñòâèé ìåæäó X è Y îáîçíà÷èì ÷åðåç R0(X,Y ).

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâèå ïðèâîäèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èç
íåãî ìîæíî âûêèíóòü íåêîòîðûå ïàðû (x, y), ñîõðàíèâ ïîëó÷åííîå â ðåçóëü-
òàòå îòíîøåíèå ñîîòâåòñòâèåì.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ îïèñàíèå óñòðîéñòâà íåïðèâîäèìîãî ñîîòâåòñòâèÿ, êî-
òîðîå ñîäåðæèòñÿ â [5].
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Êàæäîå íåïðèâîäèìîå ñîîòâåòñòâèå R ∈ R0(X,Y ) ïîðîæäàåò ðàçáèåíèÿ
DR
X è DR

Y ìíîæåñòâ X è Y , à òàêæå áèåêöèþ fR : DR
X → DR

Y òàêóþ, ÷òî
R =

⋃
Z∈DR

X
Z × fR(Z).

Òåîðåìà 1 ([5]). Äëÿ êàæäîãî R ∈ R(X,Y ) ñóùåñòâóåò R0 ∈ R0(X,Y )
òàêîå, ÷òî R0 ⊂ R.

Ñëåäñòâèå 1.9 ([5]). Äëÿ ëþáûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ X è Y èìååì

dGH(X,Y ) =
1

2
inf
{

disR : R ∈ R0(X,Y )
}
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿòíèÿ Ãðîìîâà-Õàóñäîðôà, ìû
ìîæåì ïîñïîëüçîâàòüñÿ ëèøü íåïðèâîäèìûìè ñîîòâåòñòâèÿìè.

Òåïåðü ââåäåì åùå íåñêîëüêî êîíñòðóêöèé, êîòîðûå íàì ïîíàäîáÿòñÿ â
äàëüíåéøåì.

Êîíñòðóêöèÿ 1.10. Ïóñòü k � êàðäèíàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà äëÿ ìíîæåñòâà
M òàêîãî, ÷òî k ≤ #M , ÷åðåç Dk(M) îáîçíà÷èì ñåìåéñòâî âñåâîçìîæíûõ
ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà M íà k åãî íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ. Ïóñòü òåïåðü M
� ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è D = {Mi}i∈I ∈ Dk(M). Ïîëîæèì α(D) =
inf{|MiMj | : i 6= j}.

Îïðåäåëåíèå 1.11. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, è A,B ⊂ X �
åãî íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà. Ïîëîæèì |AB|′ = sup {|ab| : a ∈ A, b ∈ B}.

Êîíñòðóêöèÿ 1.12. Ïóñòü k � êàðäèíàëüíîå ÷èñëî, M � ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî, k ≤ #M è D = {Mi}i∈I ∈ Dk(M). Ïîëîæèì

β(D) = sup {|MiMj |′ : i 6= j}.

Îïðåäåëåíèå 1.13. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçîâåì ñèìïëåêñîì,
åñëè âñå åãî íåíóëåâûå ðàññòîÿíèÿ îäèíàêîâû. Ïðîèçâîëüíûé åäèíè÷íûé
ñèìïëåêñ îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X è ÷èñëà λ > 0 ÷åðåç
λX îáîçíà÷èì ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ èç X óìíî-
æåíèåì âñåõ ðàññòîÿíèé íà λ.

Êîíñòðóêöèÿ 1.14. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,
∆ � åäèíè÷íûé ñèìïëëåêñ, k = #∆ ≤ #X è D = {Xi}i∈I ∈ Dk(X). Ïîëî-
æèì RD = ti∈I{i} ×Xi.

Îïðåäåëåíèå 1.15. Ïóñòüm� êàðäèíàëüíîå ÷èñëî,D = {Xi}i∈I ∈ Dm(X).
Ïîëîæèì diamD = maxi∈IdiamXi.

Îïðåäåëåíèå 1.16. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ïî-
ëîæèì ε(X) = inf {|xy| : x, y ∈ X,x 6= y}.

Îòìåòèì, ÷òî ε(X) ≤ diamX, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, åñëè è òîëü-
êî åñëè X ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêñîì.
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Óòâåðæäåíèå 1.17 ([4]). Ïóñòü A ⊂ R � íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ïîäìíî-

æåñòâî âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, è ïóñòü t ∈ R. Òîãäà

sup
a∈A
|t− a| = max{t− inf A, supA− t} =

∣∣∣∣t− inf A+ supA

2

∣∣∣∣+
supA− inf A

2
.

Ðàíåå áûëè äîêàçàíû ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1.18. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ∆ � åäè-

íè÷íûé ñèìïëåêñ. Òîãäà, åñëè #X < #∆ è λ > 0, òî

dGH(X,λ∆) =
1

2
max{λ,diamX − λ}.

Ïðåäëîæåíèå 1.19. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæà-

ùåå êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê x1, ..., xn ∈ X òàêèõ, ÷òî äëÿ êàæäîãî r > 0
âûïîëíÿåòñÿ #Ur(xk) = ∞ äëÿ ëþáîãî k = 1, ..., n. Òîãäà, åñëè ∆ � åäè-

íè÷íûé ñèìïëåêñ, λ > 0, diamX ≤ 2λ è #X = #∆, òî

dGH(X,λ∆) =
1

2
λ.

.

2 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îãðàíè÷åííûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ∆ � åäèíè÷-

íûé ñèìïëåêñ, λ > 0 è R ∈ R0(X,Y ). Òîãäà

disR = max
{

diamDR
λ∆,diamDR

X ,diamX − λ, λ− α(DR
X)
}

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü DR
X = {Xi}i∈I . Èç îïðåäåëåíèÿ èñêàæåíèÿ ìîæíî

çàêëþ÷èòü, ÷òî

disR = sup {diamDR
λ∆,diamDR

X ,
∣∣λ− |x1x2|

∣∣ : x1 ∈ Xi, x2 ∈ Xj , i 6= j}.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 1.17, ïîëó÷èì:

sup {diamDR
λ∆,diamDR

X ,
∣∣λ− |x1x2|

∣∣ : x1 ∈ Xi, x2 ∈ Xj , i 6= j} =

= max{diamDR
λ∆,diamDR

X , λ− α(DR
X), β(DR

X)− λ}.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òîX êîìïàêòíî, òîãäà ñóùåñòâóþò x1, x2 ∈ X òàêèå,
÷òî |x1x2| = diamX. Äàëåå âîçíèêàþò äâà ñëó÷àÿ:

(1) x1, x2 ∈ Xi ïðè íåêîòîðîì i, òîãäà diamDR
X = diamX è, åñëè âìåñòî

β(DR
X)− λ, íàïèñàòü diamX − λ, ìàêñèìóì íå èçìåíèòñÿ;
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(2) x1, x2 /∈ Xi äëÿ ëþáîãî i, òîãäà β(DR
X) = diamX.

Åñëè æå X � íå êîìïàêòíî, òî âîçíèêàþò äâà ñëó÷àÿ

(1) Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xj , yj) ∈ Xi ïðè íåêîòîðîì i òàêàÿ,
÷òî |xjyj | → diamX, òîãäà diamDR

X = diamX, è åñëè âìåñòî β(DR
X)−λ

íàïèñàòü diamX − λ, ìàêñèìóì íå èçìåíèòñÿ;

(2) Òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ñóùåñòâóåò, òî åñòü íå ñóùåñòâóåò ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ïàð ýëåìåíòîâ èç îäíîãî Xi ïðè íåêîòîðîì i, òàêîé,
÷òî |xjyj | → diamX. Òîãäà β(DR

X) = diamX.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à ∆ � åäèíè÷íûé

ñèìïëåêñ, ïðè÷åì k = #∆ ≤ #X, λ > 0. Òîãäà

dGH(λ∆, X) =
1

2
inf
{

disRD : D ∈ Dk(M)
}
,

ãäå RD � ñîîòâåòñòâèå, ââåäåííîå â êîíñòðóêöèè 1.18.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.13, äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ
Ãðîìîâà-Õàóñäîðôà ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî íåïðèâîäèìûå ñîîò-
âåòñòâèÿ.

Åñëè k = 1, òî ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíî ñîîòâåòñòâèå, ïîðîæäåííîå D =
{X}, è óñëîâèÿ òåîðåìû âûïîëíÿþòñÿ.

Ïóñòü òåïåðü k > 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû íå âûïîë-
íÿåòñÿ, òî åñòü ñóùåñòâóåò R̂ ∈ R0(λ∆, X) òàêîå, ÷òî dis R̂ < disRD äëÿ
ëþáîãî D ∈ Dk(M). Òîãäà ïîêðûòèå {R̂(y)}y∈λ∆ íå ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì è,

ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò x ∈ X òàêîé, ÷òî #R̂−1(x) ≥ 2.

Çíà÷èò dis R̂ = sup
{∣∣|xx′| − |yy′|∣∣, (x, y), (x′, y′) ∈ R̂

}
≥ λ è disRD > λ

äëÿ ëþáîãî D ∈ Dk(M). Íî, òàê êàê λ − α(D) ≤ λ, âîñïîëüçîâàâøèñü
óòâåðæäåíèåì 2.1, ìû ïîëó÷àåì disRD = max{diamD,diamX − λ}.

Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ñèïëåêñå λ∆, äëÿ êîòîðîãî
âûïîëíÿåòñÿ: y1 ∼ y2 åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈ X òàêàÿ, ÷òî
y1, y2 ∈ R̂−1(x).

Òåïåðü îòôàêòîðèçóåì ∆ → ∆′, R̂ → R′, R′ ∈ R0(λ∆′, X), ïî ýòîìó
îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ dis R̂ = max{λ,disR′} ≥
disR′.

Åñëè #∆′ = #∆, òî R′ = RD′ , ãäå D′ ∈ Dk(M). Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå
ñ íàøèì ïðåäïîëîæåíèåì.

Åñëè æå k′ = #∆′ < #∆, òî R′ = RD′ , ãäå D′ ∈ Dk′(M). Íî D′ ìîæíî
ïîäðàçáèòü äî íåêîòîðîãî D ∈ Dk(M), çíà÷èò diamD′ ≥ diamD è dis R̂ ≥
disR′ = max{diamD′,diamX − λ} ≥ max{diamD,diamX − λ} = disRD.
Îïÿòü ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
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Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî òàêîå, ÷òî

ε(X) ≥ 1
2 è diamX ≤ 3

2 , à ∆ � åäèíè÷íûé ñèìïëåêñ. Òîãäà, åñëè #X = #∆,

òî

dGH(X,∆) =
1

2
max{1− ε(X),diamX − 1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ñîîòâåòñòâèå R ∈ R(∆, X).
Â ñèëó òåîðåìû 3, dGH(λ∆, X) = 1

2 inf{disRD : D ∈ Dk(M)}. Ðàññìîò-
ðèì ïðîèçâîëüíîå ñîîòâåòñòâèå RD, D ∈ Dk(M). Äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ îä-
íî èç äâóõ óñëîâèé.

(1) Ñîîòâåòñòâèå R áèåêòèâíî. Òîãäà diamD = 0, α(D) = ε(X) ≥ 1
2 , à

β(D) = diamX ≤ 3
2 . È, âîñïîëüçîâàâøèñü óòâåðæäåíèåì 2.1, ìîæíî

çàêëþ÷èòü, ÷òî

disR = max{diamD, 1− α(D),diamX − 1} =

= max{1− ε(X),diamX − 1} ≤ 1

2
.

(2) Ñîîòâåòñòâèå R íå áèåêòèâíî. Â ýòîì ñëó÷àå ðàçáèåíèå D, ñîîòâåò-
ñòâóþùåå R, áóäåò íå îäíîòî÷å÷íûì, à çíà÷èò diamD ≥ ε(X) ≥ 1

2 è,
ñëåäîâàòåëüíî, disR ≥ 1

2 .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà ìû
ìîæåì ðàññìàòðèâàòü èñêàæåíèÿ òîëüêî áèåêòèâíûõ ñîîòâåòñòâèé,
ïðè÷åì èñêàæåíèÿ âñåõ òàêèõ ñîîòâåòñòâèé áóäåò îäèíàêîâî, ïîñêîëü-
êó ∆ � ýòî ñèìïëåêñ.

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, äëÿ ëþáîãî áèåêòèâíîãî R ∈ R(X,∆) âûïîë-
íÿåòñÿ

disR = max{diam(D), 1−α(D),diamX−1} = max{1−ε(X),diamX−1}.
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