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1. Ââåäåíèå 3

1 Ââåäåíèå

Ìåòðèêà Õàóñäîðôà � ýòî ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ Õàóñäîðôà íà ìíîæåñòâå âñåõ îãðàíè÷åííûõ è
çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Âïåðâûå óïîìèíàíèÿ î íåé ïîÿâëÿþòñÿ â
êíèãå ¾Òåîðèÿ ìíîæåñòâ¿ Õàóñäîðôà. Äýâèä Ýäâàðäñ îïóáëèêîâàë â 1975 ãîäó ñòàòüþ [1], ãäå
îïðåäåëèë ðàññòîÿíèå ìåæäó ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè. Îí òàêæå îáíàðóæèë íåêîòîðûå
åãî ñâîéñòâà. À â 1981 ãîäó ñîâåòñêèé ïî ïðîèñõîæäåíèþ, à ïîçæå ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê,
Ì.Ë.Ãðîìîâ çàíîâî ââåë ñïåöèàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè ìåòðè÷åñêèìè ïðî-
ñòðàíñòâàìè, íàçûâàåìîå ðàññòîÿíèåì Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà [2], äàâ îïðåäåëåíèå, ýêâèâàëåíò-
íîå îïðåäåëåíèþ Ýäâàðäñà. Ýòî îáîáùåíèå ìåòðèêè Õàóñäîðôà. Ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî, ìåòðèêà
Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà ïîçâîëÿåò âûÿñíèòü, íàñêîëüêî ¾õîðîøî¿ ìîæíî ñîâìåñòèòü äâà ìåòðè-
÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà. Îíà èìååò ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå è èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè
ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ.

Facundo Memoli, èçó÷àâøèé ñâîéñòâà ýòîé ìåòðèêè, ïîñâÿòèë åé íåñêîëüêî ñòàòåé, â òîì
÷èñëå â [3] ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòðèêà Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, îíà
ñðàâíèâàåòñÿ ñ ìåòðèêîé Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà â ïðîèçâîëüíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ,
äàþòñÿ íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ î ñâÿçè äâóõ ìåòðèê, îöåíêè. Âîîáùå, ìåòðèêà Ãðîìîâà�
Õàóñäîðôà îïðåäåëÿåòñÿ êàê èíôèìóì ðàññòîÿíèÿ ïî Õàóñäîðôó ïî ðåçóëüòàòàì èçîìåòðè-
÷åñêîãî âëîæåíèÿ â ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, à â ñëó÷àå åâêëèäîâî èíâàðèàíòíîé ìåòðèêè
Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà îãðàíè÷èâàåìñÿ òîëüêî èçîìåòðè÷åñêèìè âëîæåíèÿìè â êîíêðåòíîå åâ-
êëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn, èëè òàêèìè âëîæåíèÿìè, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ íà ñîõðàíÿþùåå îðè-
åíòàöèþ äâèæåíèå Rn. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîìïàêò íàõîäèòñÿ â s-ïîëîæåíèè ìåæäó äâóìÿ
äðóãèìè êîìïàêòàìè, åñëè îí íàõîäèòñÿ â ïîëîæåíèè ¾ìåæäó¿ íèìè è óäàëåí íà ðàññòîÿíèå
s îò ïåðâîãî èç íèõ, ñì.íèæå. Â äèïëîìíîé ðàáîòå À.Êèñëîâñêîé ðàññìàòðèâàþòñÿ ïñåâäîêîí-
ôèãóðàöèè: òàêèå ïàðû êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ Rn, ÷òî â s-ïîëîæåíèè êîëè÷åñòâî êîìïàê-
òîâ êîíå÷íî. Òàêæå ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïñåâäîêîíôèãóðàöèé â ïðîñòðàíñòâàõ, íàäåëåííûõ
ýòîé ìåòðèêîé, óòâåðæäåíèÿ î ñâÿçè êîëè÷åñòâà êîìïàêòîâ â s-ïîëîæåíèè îòíîñèòåëüíî äâóõ
ìåòðèê [4], î ñâÿçè êîíôèãóðàöèé (âïåðâûå îïðåäåëåíû â ðàáîòå [5]) è ïñåâäîêîíôèãóðàöèé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ åâêëèäîâî èíâàðèàíòíîé ìåòðèêå Ãðîìîâà-
Õàóñäîðôà. Ýòî � ìåòðèêà íà ìíîæåñòâå íåïóñòûõ êîìïàêòîâ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå,
ðàññìàòðèâàåìûõ ñ òî÷íîñòüþ äî ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ äâèæåíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G =
Iso+(Rn) ãðóïïó òàêèõ äâèæåíèé, òîãäà ýòà ãðóïïà åñòåñòâåííûì îáðàçîì äåéñòâóåò íà ïðî-
ñòðàíñòâå H(Rn) íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ Rn, íàäåëåííîì ìåòðèêîé Õàóñäîðôà.
Ïðîñòðàíñòâî H(Rn) ðàññëàèâàåòñÿ íà îðáèòû ýòîãî äåéñòâèÿ. Íà ïîëó÷åííîì ïðîñòðàíñòâå
îðáèò ââîäèòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ êàê òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ðàññòî-
ÿíèé Õàóñäîðôà ìåæäó òî÷êàìè îðáèò. Ïîëó÷àåì ôàêòîðïðîñòðàíñòâî H(Rn)/G, ñâîéñòâà
êîòîðîãî èçó÷àþòñÿ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ, î êîòîðîì ãîâîðèëîñü âûøå,
íåîáõîäèìî ïîíÿòü, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ îíî äîñòèãàåòñÿ. Ïîýòîìó òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ
ïðèìåðû ïîëîæåíèé ðàçëè÷íûõ ïàð êîìïàêòîâ, â êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ðàññòîÿíèÿ
ïî Õàóñäîðôó.

Â ñëó÷àÿõ, êîãäà îäèí èç êîìïàêòîâ � îäíîòî÷å÷íûé, èçó÷åíèå îïòèìàëüíûõ ïîëîæåíèé
ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ ÷åáûøåâñêîãî öåíòðà, òàê êàê ðàçìåùåíèå îäíîòî÷å÷íîãî êîìïàêòà â
÷åáûøåâñêîì öåíòðå ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòà è åñòü îïòèìàëüíîå ïîëîæåíèå ýòîé ïàðû. Âî-
ïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ÷åáûøåñâêèõ öåíòðîâ ïîäíèìàëñÿ â ðàáîòàõ ðàçëè÷íûõ
ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè ãåîìåòðèè è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Òàê, â [6] îáîáùàåòñÿ ïîíÿòèå
÷åáûøåâñêîãî öåíòðà è èçó÷àþòñÿ êîíå÷íûå ñåòè äëÿ îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ ïëîñêîñòè è
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ñôåðû. Å.Í. Ñîñîâûì ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ÷åáû-
øåâñêîãî öåíòðà íåïóñòûõ îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ ãåîäåçè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ [7]. Íåêîòîðûå
ðåçóëüòàòû ïîìîãëè óñòàíîâèòü ñâÿçü îïòèìàëüíûõ ïîëîæåíèé ãîìîòåòè÷íûõ êîìïàêòîâ ñ
÷åáûøåâñêèìè öåíòðàìè.

Çàäà÷à ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ïîëîæåíèé äëÿ ïàðû êîìïàêòîâ ïðèâåëà ê èçó÷åíèþ ïðîáëå-
ìû Øòåéíåðà. Ýòà ïðîáëåìà áåðåò ñâîå íà÷àëî îò çàäà÷è ïîèñêà òî÷êè, ñóììà ðàññòîÿíèé
îò êîòîðîé äî çàäàííûõ òðåõ òî÷åê áûëà áû ìèíèìàëüíîé. Ðàññìàòðèâàþòñÿ îãðàíè÷åííî-
êîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà, â ÷àñòíîñòè, ïðîñòðàíñòâà, íàäåëåííûå åâêëèäîâî èíâàðèàíòíîé
ìåòðèêîé Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà. Â [12] ïîêàçàíî, ÷òî â òàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ïðîáëåìà Øòåéíå-
ðà ðàçðåøèìà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîæåñòâî X êîìïàêòîâ ñïåöèàëüíîãî
âèäà. Åãî ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ îêðåñòíîñòè îòðåçêîâ (äëèíû îòðåçêîâ èëè ðàäèóñû îêðåñò-
íîñòåé ìîãóò ïðèíèìàòü íóëåâûå çíà÷åíèÿ). Äëÿ óêàçàííîãî ìíîæåñòâà èçó÷àåòñÿ ïðîáëåìà
Øòåéíåðà â ñìûñëå åâêëèäîâîé ìåòðèêè Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà.

Âûðàæàþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ä.ô.-ì.í. ïðîôåññîðó À.À. Òóæè-
ëèíó, à òàêæå ä.ô.-ì.í. ïðîôåññîðó À.Î. Èâàíîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå
ê ðàáîòå.

2 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Âñþäó íèæå M îáîçíà÷àåò ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ d, P(M) � ñå-
ìåéñòâî íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ M , à H(M) � ñåìåéñòâî íåïóñòûõ çàìêíóòûõ îãðàíè÷åííûõ
ïîäìíîæåñòâ M . Îáîçíà÷èì ÷åðåç G ãðóïïó äâèæåíèé â Rn, ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ. Â
÷àñòíîñòè, áóäåì ðàññìàòðèâàòü H(Rn) ñ ââåäåííîé íà íåì ýêâèâàëåíòíîñòüþ ν: äâà ýëåìåí-
òà áóäåì ñ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îäèí èç äðóãîãî ïîëó÷àåòñÿ íåêîòîðûì äâèæåíèåì
O ∈ G. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ho(Rn) ïðîñòðàíñòâî òàêèõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. Äëÿ êàæäîãî
A ∈ H(Rn) ÷åðåç [A] áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ Ho(Rn), ñîäåðæàùèé A.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Çàìêíóòîé îêðåñòíîñòüþ ðàäèóñà r òî÷êè x ∈M íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
Br(x) = {y ∈M : d(x, y) ≤ r}.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå îò òî÷êè y äî ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà A ∈
P(M): d(y,A) = infa∈A

{
d(y, a)

}
.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Çàìêíóòîé îêðåñòíîñòüþ ðàäèóñà r ìíîæåñòâà A ∈ P(M) íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî Br(A) =

{
y ∈M : d(y,A) ≤ r

}
.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ïóñòü A è B � ýëåìåíòû P(M). Ðàññòîÿíèåì ïî Õàóñäîðôó ìåæäó ýòèìè
ìíîæåñòâàìè íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

dH(A,B) = inf
{
r :
(
A ⊆ Br(B)

)
∧
(
B ⊆ Br(A)

)}
.

Çàìå÷àíèå 2.5. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî dH ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà ìíîæåñòâå âñåõ íåïóñòûõ
çàìêíóòûõ îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà [8].

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ïóñòü A è B � ýëåìåíòû H(Rn). Ðàññòîÿíèåì â åâêëèäîâî èíâàðèàíòíîé

ìåòðèêå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà ìåæäó A è B íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

dEGH(A,B) = inf
O∈G

{
dH(A,OB)

}
.
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Îïðåäåëåíèå 2.7. Äâèæåíèå O ∈ G, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ dEGH(A,B), áóäåì íàçûâàòü
îïòèìàëüíûì, à ïàðó (A,OB) � îïòèìàëüíûì âçàèìíûì ðàñïîëîæåíèåì.

Çàìå÷àíèå 2.8. Îïòèìàëüíîå äâèæåíèå âñåãäà ñóùåñòâóåò [3], à dEGH ïîðîæäàåò ìåò-

ðèêó íà Ho(Rn), êîòîðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òåì æå îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 2.9. Ïóñòü X è Y � ïðîèçâîëüíûå íåïóñòûå êîìïàêòíûå ìåòðè÷åñêèå ïðî-
ñòðàíñòâà. Òðîéêó (X ′, Y ′, Z), ñîñòîÿùóþ èç ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Z è äâóõ åãî ïîä-
ìíîæåñòâ X ′ è Y ′, èçîìåòðè÷íûõ ñîîòâåòñòâåííî X è Y , íàçîâåì ðåàëèçàöèåé ïàðû (X,Y ).
Ðàññòîÿíèåì dGH(X,Y ) ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ìåæäó X è Y íàçîâåì òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü
÷èñåë ρ, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ðåàëèçàöèÿ (X ′, Y ′, Z) ïàðû (X,Y ) òàêàÿ, ÷òî dH(X ′, Y ′) ≤ ρ.

Îïðåäåëåíèå 2.10. Âåëè÷èíà sup
x,y∈A

d(x, y) íàçûâàåòñÿ äèàìåòðîì ìíîæåñòâà A ⊂M è îáî-

çíà÷àåòñÿ diamA.

Îïðåäåëåíèå 2.11. ×åáûøåâñêèé öåíòð ìíîæåñòâà A ∈ H(M) � ýòî öåíòð øàðà â M ñ
íàèìåíüøèì âîçìîæíûì ðàäèóñîì, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò A; ðàäèóñ ýòîãî øàðà íàçûâàåòñÿ
÷åáûøåâñêèì ðàäèóñîì.

Ïðåäëîæåíèå 2.12. Äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà Rn ÷åáûøåâñêèé öåíòð ñó-

ùåñòâóåò è îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî [9].

Çàìå÷àíèå 2.13. Äëÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ êîìïàêòîâ â Rn ÷åáûøåâñêèé öåíòð ñîâïà-
äàåò ñ öåíòðîì ñèììåòðèè. (Åñëè áû ýòî áûëî íå òàê, òî åãî öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íàÿ êîïèÿ
òàêæå ÿâëÿëàñü áû ÷åáûøåâñêèì öåíòðîì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò åäèíñòâåííîñòè.)

Çàìå÷àíèå 2.14. ×åáûøåâñêèé öåíòð â îáùåì ñëó÷àå íå åäèíñòâåííûé. Íàïðèìåð, ðàññìîò-
ðèì â êà÷åñòâåM ïëîñêîñòü ñ ìàíõåòòåíñêèì ðàññòîÿíèåì, çàäàííûì íîðìîé

∣∣∣∣(x,y)∣∣∣∣=|x|+|y|,
âîçüìåì â êà÷åñòâå A äâóõòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî A=

{
(0, 0), (1, 1)

}
, òîãäà ìíîæåñòâî ÷åáûøåâ-

ñêèõ öåíòðîâ � ýòî îòðåçîê
[
(1, 0), (0, 1)

]
.

Îïðåäåëåíèå 2.15. Ñåãìåíòîì ñ êîíöàìè â òî÷êàõ A è B ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M,d)
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ åãî òî÷åê C, ëåæàùèõ ìåæäó A è B, òî åñòü òàêèõ, ÷òî d(A,B) =
d(A,C) + d(B,C).

Îïðåäåëåíèå 2.16. Òî÷êà C íàõîäèòñÿ â s-ïîëîæåíèè ìåæäó òî÷êàìè A è B, åñëè îíà
ëåæèò ìåæäó íèìè è d(A,C) = s, ãäå 0 ≤ s ≤ d(A,B).

Îïðåäåëåíèå 2.17. Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à G = (V,E), V ⊂ M , � íåêîòîðûé
ñâÿçíûé ãðàô. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî G ñîåäèíÿåò X, åñëè X ⊂ V . Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ãðàôà
îïðåäåëåíû äëèíû åãî ð¼áåð e = {u, v} ∈ E êàê ðàññòîÿíèÿ d(u, v) ìåæäó èõ âåðøèíàìè, à
òàêæå äëèíà d(G) ñàìîãî ãðàôà G êàê ñóììà äëèí âñåõ åãî ð¼áåð.

Îïðåäåëåíèå 2.18. Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ ãðàíèöåé âñåõ ãðàôîâ, ñîåäèíÿþùèõ
X. Âåðøèíû, ëåæàùèå âX, íàçûâàþòñÿ ãðàíè÷íûìè âåðøèíàìè, à âåðøèíû, ëåæàùèå â V \X,
íàçâàþòñÿ âíóòðåííèìè âåðøèíàìè ãðàôà G.

Îïðåäåëåíèå 2.19. Ãðàô G, ñîåäèíÿþùèé X, ìèíèìàëüíî âîçìîæíîé äëèíû d(G), ÿâëÿåòñÿ
äåðåâîì, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì äåðåâîì Øòåéíåðà íà X.
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Çàìå÷àíèå 2.20. Ìèíèìàëüíîå äåðåâî Øòåéíåðà ñóùåñòâóåò íå âñåãäà. Íàïðèìåð, åñëè ðàñ-
ñìîòðåòü åâêëèäîâó ïëîñêîñòü áåç îäíîé òî÷êè, òî â ïîëó÷åííîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íå
ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíîãî äåðåâà Øòåéíåðà, ñîåäèíÿþùåãî âåðøèíû ïðàâèëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà, öåíòðîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ âûêîëîòàÿ òî÷êà.

Îïðåäåëåíèå 2.21. Òî÷êàìè Øòåéíåðà íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèå âåðøèíû ìèíèìàëüíîãî
äåðåâà Øòåéíåðà.

Îïðåäåëåíèå 2.22. Òî÷êîé Ôåðìà äëÿ òðåõòî÷å÷íîé ãðàíèöû {A1, A2, A3} ⊂M íàçûâàåòñÿ
òàêàÿ òî÷êà S ∈M , ÷òî

∑3
i=1 d(Ai, S) ìèíèìàëüíî.

Îïðåäåëåíèå 2.23. Ïóñòü (M,d) � êîíå÷íîå ïñåâäîìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, G = (V,E) �
ãðàô, ñîåäèíÿþùèéM , è ω : E → R+ � íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå, íàçûâàåìîå âåñîâîé ôóíêöèåé
è ïîðîæäàþùåå âçâåøåííûé ãðàô (G,ω). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäãðàôà H âçâåøåííîãî ãðàôà
(G,ω), ñóììó âåñîâ âñåõ ðåáåð èç H íàçîâåì âåñîì ýòîãî ïîäãðàôà è áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
ω(H). Â ÷àñòíîñòè, ìû îïðåäåëèëè âåñ ω(γ) êàæäîãî ïóòè γ, à òàêæå âåñ ω(G) ñàìîãî ãðàôà
G.

Ôóíêöèÿ ω ïîðîæäàåò ïñåâäîìåòðèêó dω íà V : ðàññòîÿíèåì dω(v, w) ìåæäó âåðøèíàìè

v, w ∈ V íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûé âåñ ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ ýòè âåðøèíû.

Îïðåäåëåíèå 2.24. Âçâåøåííûé ãðàô G íàçûâàåòñÿ çàïîëíåíèåì ïðîñòðàíñòâà (M,d), åñëè
äëÿ ëþáûõ òî÷åê p, q ∈M èìååì d(p, q) ≤ dω(p, q).

Îïðåäåëåíèå 2.25. Ìèíèìàëüíûì çàïîëíåíèåì íàçûâàåòñÿ çàïîëíåíèå G0 òàêîå, ÷òî ω(G0) =
infG ω(G).

Çàìå÷àíèå 2.26. Ìèíèìàëüíîå çàïîëíåíèå ñóùåñòâóåò âñåãäà [10].

3 Ïðèìåðû îïòèìàëüíûõ ïîëîæåíèé

Äëÿ íà÷àëà ïðèâåäåì òðèâèàëüíóþ ëåììó.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü A è B � êîìïàêòû íåêîòîðîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà

dH(A,B) = r, åñëè è òîëüêî åñëè A ⊆ Br(B), B ⊆ Br(A), è äëÿ ëþáîãî 0 < s < r ïî êðàéíåé
ìåðå îäíî èç óñëîâèé A ⊆ Bs(B) è B ⊆ Bs(A) íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ îïòèìàëüíûõ ïîëîæåíèé ïàð êîìïàêòîâ â Rn.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ïóñòü A ∈ H(Rn), B = {b} ∈ Rn. Òîãäà êîìïàêòû íàõîäÿòñÿ â îï-

òèìàëüíîì ïîëîæåíèè, åñëè è òîëüêî åñëè b ñîâïàäàåò ñ ÷åáûøåâñêèì öåíòðîì êîìïàêòà

A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîìåñòèì b â ÷åáûøåâñêèé öåíòð êîìïàêòà A. Ïîëîæèì r = dH(A,B),
òîãäà r � ðàäèóñ ìèíèìàëüíîãî çàìêíóòîãî øàðà, ñîäåðæàùåãî êîìïàêò A, òàêèì îáðàçîì, r
� ÷åáûøåâñêèé ðàäèóñ. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé b′ 6= b èìååì dH

(
A, {b′}

)
> r. Ïóñòü ýòî íå

òàê, òî åñòü ñóùåñòâóåò b′ 6= b, äëÿ êîòîðîé dH
(
A, {b′}

)
≤ r. Èç ïðåäûäóùåé ëåììû âûòåêàåò,

÷òî A ⊆ Br(b
′), ïîýòîìó b′ � ÷åáûøåâñêèé öåíòð, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò åãî åäèíñòâåííîñòè â Rn

[2].

Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.2 âûòåêàþò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
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Ñëåäñòâèå 3.3. Ëþáîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî îòðåçêà, ñîäåðæàùåå åãî ãðàíè÷íûå òî÷-

êè, â ïàðå ñ îäíîòî÷å÷íûì íàõîäèòñÿ â îïòèìàëüíîì ïîëîæåíèè òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà îäíîòî÷å÷íûé ïîìåùåí â öåíòð îòðåçêà.

Ñëåäñòâèå 3.4. Â îïòèìàëüíîì ïîëîæåíèè òðåõòî÷å÷íîãî è îäíîòî÷å÷íîãî êîìïàêòîâ

îäíîòî÷å÷íûé êîìïàêò åñòü öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî

òðåõòî÷å÷íûì êîìïàêòîì, åñëè òðåóãîëüíèê îñòðîóãîëüíûé èëè ïðÿìîóãîëüíûé, ëèáî ñå-

ðåäèíà íàèáîëüøåé ñòîðîíû.

Ïðåäëîæåíèå 3.5. Ïóñòü A = {a1, a2}, B = {b1, b2}. Êîìïàêòû A è B íàõîäÿòñÿ â îïòè-

ìàëüíîì ïîëîæåíèè, åñëè è òîëüêî åñëè èõ öåíòðû ñîâìåùåíû è òî÷êè îáîèõ êîìïàêòîâ

íàõîäÿòñÿ íà îäíîé ïðÿìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 2R = d(a1, a2) ≥ d(b1, b2) =
2r. Ñîâìåñòèì öåíòðû êîìïàêòîâ òàê, ÷òîáû òî÷êè a1, b1, b2, a2 îêàçàëèñü â òàêîì ïîðÿäêå íà
îäíîé ïðÿìîé. Ïîëîæèì ε = R− r. Â ýòîì ïîëîæåíèè dH(A,B) = ε.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò äðóãîå ïîëîæåíèå {b′1, b′2} êîìïàêòà B îòíîñèòåëüíî êîìïàêòà A òàêîå,
÷òî dH(A,B) ≤ ε. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíî:

d(a1, b
′
1) ≤ ε è d(a2, b

′
2) ≤ ε, è òîãäà b′1 ∈ Bε(a1), b′2 ∈ Bε(a2)

(
èëè b′2 ∈ Bε(a1), b′1 ∈ Bε(a2)

� ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåèìåíîâàíèÿ òî÷åê êîìïàêòà B
)
.

Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, êîãäà d(a1, b
′
1) ≤ ε è d(a1, b

′
2) ≤ ε èëè d(a2, b

′
1) ≤ ε è

d(a2, b
′
2) ≤ ε, êîìïàêò B ïîëíîñòüþ ñîäåðæèòñÿ â ε-îêðåñòíîñòè îäíîé èç òî÷åê ai êîìïàêòà

A, è òîãäà, òàê êàê dH(A,B) ≤ ε, òî îäíà èç òî÷åê b′1 è b
′
2 òàêæå ïðèíàäëåæèò ε-îêðåñòíîñòè

âòîðîé òî÷êè aj êîìïàêòà A, íî ýòè îêðåñòíîñòè íå ïåðåñåêàþòñÿ, òàê êàê ε = R − r <
d(a1, a2)/2.

Èòàê, â ε-îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè êîìïàêòà A ëåæèò ðîâíî îäíà òî÷êà êîìïàêòà B.
Òîãäà äëÿ ëþáûõ b′1 ∈ Bε(a1) è b′2 ∈ Bε(a2) âûïîëíÿåòñÿ d(b′1, b

′
2) ≥ 2r, ïðè÷åì ðàâåíñòâî

äîñòèãàåòñÿ, òîëüêî êîãäà òî÷êè b′1 è b
′
2 ëåæàò íà ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé a1 è a2.

Çíà÷èò, òî÷êè êîìïàêòà B � áëèæàéøèå òî÷êè ãðàíèö ε-îêðåñòíîñòåé òî÷åê a1 è a2, è
ðàññòîÿíèå ïî Õàóñäîðôó ìåæäó êîìïàêòàìè ðàâíî ïîëóðàçíîñòè äëèí îòðåçêîâ. Òàêèì îá-
ðàçîì, îïòèìàëüíîå ïîëîæåíèå äâóõ äâóõòî÷åíûõ êîìïàêòîâ � ýòî ñîâìåùåíèå èõ öåíòðîâ,
óêàçàííîå âûøå.

Ñëåäñòâèå 3.6. Îòðåçêè A = [A1, A2] è B = [B1, B2] íàõîäÿòñÿ â îïòèìàëüíîì ïîëîæåíèè

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâìåùåíû èõ ñåðåäèíû è îòðåçêè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Â

÷àñòíîñòè, dEGH(A,B) = 1
2

∣∣d(A1, A2)− d(B1, B2)
∣∣.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé.

Ëåììà 3.7. Ïóñòü I = [P,Q] ⊂ Rn � ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê è Br(I) � åãî çàìêíóòàÿ

r-îêðåñòíîñòü. Òîãäà ìíîæåñòâî Br(I) âûïóêëî, è äëÿ ëþáûõ C,D ∈ Br(I) âûïîëíÿåòñÿ

d(C,D) ≤ d(P,Q) + 2r, ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [C,D] �
îòðåçîê äëèíû d(P,Q) + 2r, ëåæàùèé íà ïðÿìîé PQ, à åãî ñåðåäèíà ñîâïàäàåò ñ ñåðåäèíîé

I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îêðåñòíîñòü îòðåçêà íàèìåíüøåé äëèíû � ýòî öèëèíäð, ê îñíîâàíèÿì êîòî-
ðîãî ïðèêðåïëåíû ïîëóøàðû ñ öåíòðàìè â êîíöàõ îòðåçêà. Òàê êàê âñå òî÷êè ýòîé îêðåñòíîñòè
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óäàëåíû îò òî÷åê îòðåçêà íå áîëåå, ÷åì íà r, òî äëÿ òî÷êè C ñóùåñòâóåò òî÷êà P ′ ∈ [PQ],
òàêàÿ ÷òî d(C,P ′) ≤ r, è äëÿ D ñóùåñòâóåò Q′ ∈ [PQ] òàêàÿ, ÷òî d(D,Q′) ≤ r. Òîãäà

d(C,P ′) + d(P ′, Q′) + d(Q′, D) ≤ 2r + d(P ′, Q′) ≤ 2r + d(P,Q).

Â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, êîãäà {P ′, Q′} = {P,Q}; íå îãðàíè÷èâàÿ îáù-
íîñòè, P = P ′ è Q = Q′. Òîãäà, â ýòîì ïðåäïîëîæåíèè, ïîëó÷àåì d(C,D) ≤ 2r + d(P,Q), ãäå
ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, êîãäà d(C,P ) = d(D,Q) = r. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî âåëè÷èíà d(C,D)
ìîæåò ïðèíèìàòü ýòî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, è ýòî ïðîèñõîäèò â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà òî÷êè
è D ëåæàò íà ïåðåñå÷åíèè ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé I, è ãðàíè÷íûõ ñôåð îêðåñòíîñòåé Br(P ) è
Br(Q). Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî îòðåçêè [P,Q] è [C,D] ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, è èõ ñåðåäèíû
ñîâìåùåíû.

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ñëåäñòâèþ 3.6.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 2R = d(A1, A2) ≥ d(B1, B2) = 2r. Ïîêàæåì, ÷òî îïèñàííîå â ïðåäëî-
æåíèè ïîëîæåíèå îïòèìàëüíî. Ïî ëåììå 3.7, îòðåçîê íàèáîëüøåé äëèíû ìîæíî äâèæåíèÿìè
ïîìåñòèòü â îêðåñòíîñòü âòîðîãî îòðåçêà, òîëüêî êîãäà åå ðàäèóñ íå ìåíüøå ïîëóðàçíîñòè
îòðåçêîâ. Â òàêîì ïîëîæåíèè dH(A,B) ≥ R − r. Îáðàòíî, ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ
òî÷êàìè A′1 è A

′
2 èç (R − r)-îêðåñòíîñòè êîìïàêòà B íå ïðåâîñõîäèò 2R, îïÿòü æå ïî ëåììå

3.7, è ýòî ðàññòîÿíèå äîñòèãàåòñÿ, òîëüêî êîãäà òî÷êè A′1 è A
′
2 ëåæàò íà ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé

[B1, B2], è ñåðåäèíû îòðåçêîâ [B1, B2] è [A′1, A
′
2] ñîâïàäàþò. Çíà÷èò, îòðåçîê [A′1, A

′
2] � ýòî

ðåçóëüòàò äâèæåíèÿ îòðåçêà òîé æå äëèíû [A1, A2], è äðóãèõ îïòèìàëüíûõ âçàèìíûõ ðàñïî-
ëîæåíèé îòðåçêîâ [B1, B2] è [A1, A2] íå ñóùåñòâóåò.

Âî âñåõ âûøåîïèñàííûõ ïðèìåðàõ ìû âèäèì, ÷òî îïòèìàëüíîå ïîëîæåíèå êîìïàêòîâ �
ýòî ñîâìåùåíèå ÷åáûøåâñêèõ öåíòðîâ. Âîçíèêàåò âîïðîñ: âñåãäà ëè ýòî òàê? Ðàññìîòðèì åùå
îäèí ïðèìåð îïòèìàëüíîãî ïîëîæåíèÿ, äàþùèé îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ.

Ïðåäëîæåíèå 3.8. Ðàññìîòðèì òðåõòî÷å÷íûé êîìïàêò A = {A1, A2, A3} è äâóõòî÷å÷íûé

êîìïàêò B = {B1, B2}, ãäå d(B1, B2) = d. Ïóñòü a3 = d(A1, A2), a1 = d(A2, A3), a2 =
d(A3, A1) è a1 ≤ a2 ≤ a3, òî÷êà M � ñåðåäèíà [A2, A3]. Ïóñòü d(M,A1) ∈ [d − a1

2 , d + a1
2 ].

Òîãäà îïòèìàëüíîå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå êîìïàêòîâ A è B îïèñûâàåòñÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî

íóìåðàöèè òî÷åê êîìïàêòà B, ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1) åñëè a1 < a2 ≤ a3, òî B1 íåîáõîäèìî ïîìåñòèòü â ñåðåäèíó [A2, A3], à B2 � â êðóã

B a1
2

(A1);
2) åñëè a1 = a2 < a3, òî B1 íóæíî ïîìåñòèòü èëè â ñåðåäèíó [A2, A3], èëè â ñåðåäèíó

[A1, A3], à B2 íóæíî ñîîòâåòñòâåííî ïîìåñòèòü â êðóã B a1
2

(A1) èëè B a1
2

(A2);
3) åñëè a1 = a2 = a3, òî B1 íóæíî ïîìåñòèòü â ñåðåäèíó ëþáîé ñòîðîíû [Ai, Aj ], à B2

� â �îñòàâøèéñÿ êðóã� B a1
2

(Ak), {i, j, k} = {1, 2, 3}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ðàññòîÿíèå ïî Õàóñäîðôó ìåæäó êîìïàêòàìè A è OB, ãäå O
� íåêîòîðîå äâèæåíèå ïëîñêîñòè, ñîõðàíÿþùåå îðèåíòàöèþ, íå ìîæåò áûòü ìåíüøå a1/2.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî dH(A,OB) < a1
2 , è âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ε òàêîå, ÷òî

dH(A,OB) < ε < a1
2 . Òîãäà Bε(A) = ∪3i=1Bε(Ai) ⊃ OB. Òàê êàê êðóãè Bε(Ai) íå ïåðåñåêàþòñÿ,

îäèí èç íèõ, ñêàæåì, Bε(Ak), íå ñîäåðæèò òî÷åê èç OB. Íî òîãäà Ak 6∈ Bε(OB), ïðîòèâîðå÷èå.
Òàêèì îáðàçîì, dEGH(A,B) ≥ a1

2 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ êàæäîãî îïèñàííîãî â ôîðìóëèðîâêå
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ïðåäëîæåíèÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ êîìïàêòîâ A èB èìååì dH(A,B) = a1
2 , òàê ÷òî äëÿ âñåõ

òàêèõ êîìïàêòîâ B âûïîëíÿåòñÿ dEGH(A,B) = a1
2 , ïîýòîìó âñå ýòè âçàèìíûå ðàñïîëîæåíèÿ

êîìïàêòîâ A è B îïòèìàëüíû.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äðóãèõ îïòèìàëüíûõ ðàñïîëîæåíèé íåò. Çàìåòèì, ÷òî ïðè îïòèìàëü-

íîì âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè êîìïàêòîâ A è B, äâå òî÷êè B1 è B2 äîëæíû ñîäåðæàòüñÿ âî
âñåõ òðåõ øàðàõ B a1

2
(Ai). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îäíà èç òî÷åê, ñêàæåì B1, äîëæíà áûòü îáùåé

ó äâóõ øàðîâ. Òîãäà îíà � òî÷êà êàñàíèÿ ýòèõ øàðîâ, à êàñàíèå ïðîèñõîäèò òîëüêî â ñåðå-
äèíå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, äëèíà êîòîðîé ðàâíà a1. Åñëè òàêàÿ ñòîðîíà îäíà, òî íåîáõîäèìî
ïîìåñòèòü B1 â åå ñåðåäèíó. Åñëè òàêèõ ñòîðîí äëèíû a1 äâå èëè òðè, ïîìåñòèì B1 â ñåðå-
äèíó ëþáîé èç íèõ. Çàìåòèì, ÷òî ïðè êàæäîì âûáîðå ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè B1 âòîðàÿ òî÷êà
B2 ìîæåò áûòü ïîìåùåíà â îñòàâøèéñÿ øàð â ñèëó óñëîâèÿ íà äëèíó îòðåçêà [B1, B2]. Âíå
îñòàâøåãîñÿ øàðà òî÷êó B2 ïîìåñòèòü íåëüçÿ, èíà÷å ðàññòîÿíèå ïî Õàóñäîðôó áóäåò áîëüøå,
÷åì a1

2 . Òàêèì îáðàçîì, âñåãäà ðåàëèçóåòñÿ îäèí èç îïèñàííûõ ñëó÷àåâ ïðåäëîæåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 3.9. Â óêàçàííîé êîíñòðóêöèè ÷åáûøåâñêèé öåíòð êîìïàêòà A íå îáÿçàí ëå-
æàòü íà îòðåçêå [M,A1], ãäå ëåæèò ÷åáûøåâñêèé öåíòð êîìïàêòà B, ïîýòîìó, âîîáùå ãîâîðÿ,
÷åáûøåâñêèå öåíòðû êîìïàêòîâ A è B íå ñîâïàäàþò.

Çàìå÷àíèå 3.10. Ïðèâåäåííûé òîëüêî ÷òî ïðèìåð îïòèìàëüíîãî ïîëîæåíèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ïðèìåðîì, êîãäà îïòèìàëüíîå ïîëîæåíèå íå åäèíñòâåííî, èõ äàæå êîíòèíóóì.

Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî îïòèìàëüíîå ïîëîæåíèå êîìïàêòîâ � íå
îáÿçàòåëüíî ñîâìåùåíèå ÷åáûøåâñêèõ öåíòðîâ.

Ïðåäëîæåíèå 3.11. Ïîëîæåíèå n-ìåðíîãî øàðà B ðàäèóñà r è îòðåçêà A = [A1, A2], ãäå
d(A1, A2) ≤ 2r, îïòèìàëüíî, åñëè è òîëüêî åñëè îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâìåùåíèå öåíòðà

øàðà ñ íåêîòîðîé òî÷êîé îòðåçêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îêðåñòíîñòü îòðåçêà â Rn � ýòî öèëèíäð, ê îñíîâàíèÿì êîòîðîãî ïðèêðåï-
ëåíû ïîëóøàðû ñ öåíòðàìè â êîíöàõ îòðåçêà. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïîìåñòèòü öåíòð øàðà B
íà îòðåçîê A, òî øàð B îêàæåòñÿ â r-îêðåñòíîñòè îòðåçêà A. Êðîìå òîãî, â ñèëó ïðåäïîëîæå-
íèÿ íà ñîîòíîøåíèå ìåæäó äëèíîé îòðåçêà A è äèàìåòðîì øàðà B, ïðè òàêîì ðàñïîëîæåíèè
îòðåçîê A îêàæåòñÿ â r-îêðåñòíîñòè øàðà B, òàê ÷òî ðàññòîÿíèå Õàóñäîðôà ìåæäó òàêèìè
A è B ðàâíî r. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè öåíòð øàðà B íå ëåæèò íà A, òî øàð B íå ïîïàäàåò
â r-îêðåñòíîñòü îòðåçêà A (ðàññìîòðèì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé A, ñ ãðàíè-
öåé øàðà B, òó èç äâóõ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äàëüíåé ïî îòíîøåíèþ ê îòðåçêó A; ðàññòîÿíèå îò
íåå äî áëèæàéøåãî êîíöà îòðåçêà A ïðåâçîéäåò r), ïîýòîìó ìåæäó òàêèìè A è B ðàññòîÿíèå
Õàóñäîðôà áîëüøå r.

Ïðè ýòîì, ñîâìåùåíèå ÷åáûøåâñêèõ öåíòðîâ êîìïàêòîâ â ïîñëåäíåì ïðèìåðå òàêæå äàåò
îïòèìàëüíîå ïîëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.12. Ïóñòü äàíû êîìïàêòû A = [A1, A2] è B � n-ìåðíûé øàð ðàäèóñà r.
Òîãäà dEGH çàâèñèò îò äëèíû îòðåçêà: ïðè d(A1, A2) ≤ 4r èìååì dEGH(A,B) = r, ïðè
d(A1, A2) ≥ 4r âûïîëíÿåòñÿ dEGH(A,B) = 1

2d(A1, A2) − r. Ïðè ýòîì, â ïåðâîì ñëó÷àå ïî-

ëîæåíèå êîìïàêòîâ A è B îïòèìàëüíî, åñëè è òîëüêî åñëè öåíòð øàðà B íàõîäèòñÿ íà

îòðåçêå A òàê, ÷òî äëèíà êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà A \ B íå ïðåâûøàåò
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r. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëîæåíèå êîìïàêòîâ A è B îïòèìàëüíî, åñëè è òîëüêî åñëè öåíòð

øàðà B ëåæèò â ñåðåäèíå îòðåçêà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè d(A1, A2) ≥ 4r, ïîêàæåì, ÷òî dEGH(A,B) = 1
2d(A1, A2)− r. Ïðåäïîëî-

æèì, ñóùåñòâóåò äâèæåíèå ïëîñêîñòè O, ñîõðàíÿþùåå îðèåíòàöèþ, òàêîå, ÷òî dH(A,OB) =
d < 1

2d(A1, A2)−r. Çíà÷èò, A ⊂ Bd(B). Òàê êàê d-îêðåñòíîñòü øàðà � ýòî øàð ñ òåì æå öåíòðîì
ðàäèóñà r+d, òî ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà îòðåçêà, êîòîðûé ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ â ýòîì øàðå, ðàâíà
2(r+d) < d(A1, A2) � ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, dH(A,OB) ≥ 1

2d(A1, A2)−r, ãäå ðàâåíñòâî äîñòè-
ãàåòñÿ, åñëè ïîìåñòèòü öåíòð øàðà â ñåðåäèíó îòðåçêà, ïîýòîìó dEGH(A,B) = 1

2d(A1, A2)− r,
è óêàçàííîå ðàñïîëîæåíèå êîìïàêòîâ îïòèìàëüíî. Îíî åäèíñòâåííî, òàê êàê åñëè A è B íà-
õîäÿòñÿ â îïòèìàëüíîì ïîëîæåíèè, è d = dH(A,B), òî, êàê ìû òîëüêî ÷òî ïîêàçàëè, äëèíà
îòðåçêà [A1, A2] ðàâíà äèàìåòðó øàðà Bd(B), à òàêîé îòðåçîê ñîäåðæèòñÿ â ýòîì øàðå, åñëè
è òîëüêî åñëè åãî ñåðåäèíà � öåíòð øàðà.

Ïóñòü d(A1, A2) ≤ 4r. Ïðåäïîëîæèì, ñóùåñòâóåò äâèæåíèå ïëîñêîñòè O, ñîõðàíÿþùåå îðè-
åíòàöèþ, òàêîå, ÷òî dH(A,OB) = d < r. Çíà÷èò, B ⊂ Bd(A). Òàê êàê d-îêðåñòíîñòü îòðåçêà �
ýòî öèëèíäð, ê îñíîâàíèÿì êîòîðîãî ïðèêðåïëåíû ïîëóøàðû ñ öåíòðàìè â A1 è A2 è ðàäèóñà
d, òî ìàêñèìàëüíûé ðàäèóñ øàðà, êîòîðûé ìîæíî ïîìåñòèòü â ýòó îêðåñòíîñòü, ðàâåí d, ïðî-
òèâîðå÷èå. Çíà÷èò, dH(A,OB) ≥ r, ãäå ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, åñëè ïîìåñòèòü öåíòð øàðà â
íåêîòîðóþ òî÷êó îòðåçêà òàê, ÷òîáû äëèíû îòðåçêîâ [Ai, Ci], ãäå Ci � ñîîòâåòñòâåííûå òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ A è ãðàíè÷íîé ñôåðû øàðà B, íå ïðåâûøàëè r. Ïîýòîìó dEGH(A,B) = r, è óêà-
çàííîå ðàñïîëîæåíèå êîìïàêòîâ îïòèìàëüíî. Äðóãèõ îïòèìàëüíûõ ïîëîæåíèé íåò, òàê êàê
åñëè öåíòð øàðà B íå ëåæèò íà ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé îòðåçîê [A1, A2], òî øàð íå ïîïàäàåò â r-
îêðåñòíîñòü îòðåçêà. Èíà÷å dEGH(A,B) = r, åñëè è òîëüêî åñëè A ñîäåðæèòñÿ â r-îêðåñòíîñòè
B, ò.å. äëèíû îòðåçêîâ [Ai, Ci] íå ïðåâîñõîäÿò r.

3.1 Ðåàëèçàöèÿ òðåõòî÷å÷íîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â ïðîñòðàí-
ñòâå ñ åâêëèäîâî èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé Ãðîìîâà-Õàóñäîðôà

Â ðàáîòå Ñ. Èëèàäèñà, À.Î.Èâàíîâà è À.À.Òóæèëèíà [11] ïîêàçàíî, êàê ìîæíî èçîìåòðè÷-
íî âëîæèòü êîíå÷íîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî â ïðîñòðàíñòâî Ãðîìîâà-Õàóñäîðôà. Òîò æå
âîïðîñ î ñ÷åòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ îñòàåòñÿ îòêðûòûì, êàê è âîïðîñ ðåàëèçàöèè
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåòðèêîé Ãðîìîâà-Õàóñäîðôà. Ìû
ïîêàæåì, êàê ýòî ñäåëàòü äëÿ òðåõòî÷å÷íîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïðåäëîæåíèå 3.13. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî {M1,M2,M3} ñ çàäàííûìè ðàññòîÿíèÿìè

d(M2,M3) = a, d(M1,M3) = b, d(M1,M2) = c, a ≥ b ≥ c. Òîãäà â êà÷åñòâå ðåàëèçàöèè

äàííîãî ïðîñòðàíñòâà â ïðîñòðàíñòâå Ho(Rn), n ≥ 2, íàäåëåííîì ìåòðèêîé dEGH , ìîæíî

âçÿòü îòðåçîê A = [A1, A2] äëèíû 2(a + b), øàð B ðàäèóñà b è îòðåçîê C = [C1, C2] äëèíû
2(a+ b− c). Ìíîæåñòâà A, B è C ìîæíî ðàçìåñòèòü â Rn òàê, ÷òîáû äëÿ êàæäîé ïàðû èç

íèõ ýòî ïîëîæåíèå áûëî îïòèìàëüíûì. Âñå òàêèå ïîëîæåíèÿ îïèñûâàþòñÿ òàê : îòðåçêè
A è C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è èõ öåíòðû ñîâïàäàþò; íàèáîëüøèé èç ýòèõ îòðåçêîâ

ðàñïîëîæåí òàê, êàê îïèñàíî â ïðåäëîæåíèè 3.12.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà a − c ≤ b ñëåäóåò 2(a + b − c) ≤ 4b,
à èç óñëîâèÿ a ≥ b ñëåäóåò 2(a + b) ≥ 4b, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 3.12 èìååì dEGH(A,B) = a,
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dEGH(B,C) = b, à èç ñëåäñòâèÿ 3.6 âûòåêàåò, ÷òî dEGH(A,C) = c. Eñëè òðè êîìïàêòà ðàñïî-
ëîæåíû òàê, ÷òî êàæäàÿ ïàðà èç íèõ íàõîäèòñÿ â îïòèìàëüíîì ïîëîæåíèè, òî îòðåçêè äîëæíû
áûòü ñîâìåùåíû òàê, ÷òîáû îíè áûëè íà îäíîé ïðÿìîé è ñîâïàëè èõ ñåðåäèíû (ñëåäñòâèå 3.6),
øàð è îòðåçîê íàèáîëüøåé äëèíû � òàê, êàê îïèñàíî â ôîðìóëèðîâêå ïðåäëîæåíèÿ 3.12. Òà-
êèì îáðàçîì, ïîëîæåíèÿ, êîòîðûå îïèñàíû â ôîðìóëèðîâêå òåêóùåãî ïðåäëîæåíèÿ, è òîëüêî
îíè � îïòèìàëüíû.

3.2 Îá îïòèìàëüíîì ïîëîæåíèè îðèåíòèðîâàííî ïîäîáíûõ êîìïàê-
òîâ

Îáðàùàÿñü ê âîïðîñó î ñîâìåùåíèè ÷åáûøåâñêèõ öåíòðîâ, õî÷åòñÿ ïîíÿòü, â êàêèõ ñëó÷àÿõ
ýòî ðåøàåò ïðîáëåìó ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ïîëîæåíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàçáåðåì ñëó÷àé,
êîãäà êîìïàêòû îòëè÷àþòñÿ íà ïîäîáèå, ñîõðàíÿþùåå îðèåíòàöèþ.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ. Äëÿ êàæäîãî X ∈ H(Rn) ÷åðåç OX è
RX áóäåì îáîçíà÷àòü åãî ÷åáûøåâñêèå öåíòð è ðàäèóñ.

Ëåììà 3.14. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî X ∈ H(Rn) è ε > 0 èìååì Bε(X) ⊂ BRX+ε(OX).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê âñå òî÷êè êîìïàêòà X óäàëåíû îò OX íå áîëåå, ÷åì íà RX , òî òî÷êè
êîìïàêòà Bε(X) óäàëåíû îò OX íå áîëåå, ÷åì íà RX + ε â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà. Íî
ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî Bε(X) ⊂ BRX+ε(OX).

Ëåììà 3.15. Ïóñòü X ∈ H(Rn) è λ > 0. Òîãäà ó êîìïàêòà Y = OX + λ(X − OX), ãîìîòå-
òè÷íîãî X, ÷åáûøåâñêèå öåíòð è ðàäèóñ � ýòî OX è λRX .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîé òî÷êè y ∈ Y âûïîëíåíî y = OX + λ(x − OX) äëÿ íåêîòîðîãî
x ∈ X. Òàê êàê λ|x−OX | ≤ λRX , òî è äëÿ ëþáîãî y ∈ Y âåðíî, ÷òî d(y,OX) ≤ λRX . Ïîýòîìó
RY ≤ λRX . Ïðèìåíÿÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ äëÿ òî÷åê èç X, çàêëþ÷àåì, ÷òî RX ≤ 1

λRY . Çíà÷èò,
RY = λRX . Îòñþäà, â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ÷åáûøåâñêîãî öåíòðà ó êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ
Rn, ñëåäóåò, ÷òî OX ÿâëÿåòñÿ ÷åáûøåâñêèì öåíòðîì êîìïàêòà Y .

Ëåììà 3.16. Åñëè äëÿ X,Y ∈ H(Rn) âûïîëíåíî RY = RX +ε, ε > 0, òî äëÿ ëþáîãî 0 < δ < ε
è äëÿ ëþáîãî äâèæåíèÿ M èìååì M(Y ) 6⊂ Bδ(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 3.14, èìååì Bδ(X) ⊂ BRX+δ(OX). Íî òàê êàê RY = RX + ε, òî
êîìïàêò Y íè â êàêîé øàð ìåíüøåãî ðàäèóñà ïîìåñòèòü íåëüçÿ, òî åñòüM(Y ) 6⊂ BRX+δ(OY ) íè
äëÿ êàêîãî 0 < δ < ε è äâèæåíèÿM . Íî òîãäàM(Y ) 6⊂ Bδ(X), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ëåììà 3.17. Äëÿ X ∈ H(Rn) è ε > 0 èìååì RBε(X) = RX + ε è OBε(X) = OX .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 3.14 ñëåäóåò, ÷òî RBε(X) ≤ RX + ε. Ïîêàæåì, ÷òî RBε(X) ≥
RX + ε. Ïóñòü ñóùåñòâóåò øàð ñ öåíòðîì â íåêîòîðîé òî÷êå O ðàäèóñà RX + δ, ãäå 0 < δ < ε,
òàêîé, ÷òî Bε(X) ⊂ BRX+δ(O). Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ X âûïîëíåíî d(O, x) + ε ≤
RX + δ, òî åñòü d(O, x) ≤ RX + δ − ε < RX . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàøëàñü òàêàÿ òî÷êà O, ÷òî
âñå òî÷êè èç X óäàëåíû îò O íà ðàññòîÿíèå, ìåíüøåå RX , òî åñòü RX � íå ÷åáûøåâñêèé
ðàäèóñ. Ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, RBε(X) = RX + ε. Îòñþäà æå ñëåäóåò, ÷òî OX = OBε(X) (â ñèëó
åäèíñòâåííîñòè ÷åáûøåâñêîãî öåíòðà ó êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ Rn).
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Ëåììà 3.18. Åñëè äëÿ X,Y ∈ H(Rn) òàêèõ, ÷òî RY = RX + ε, ε > 0, ÷åáûøåâñêèå öåíòðû
íå ñîâïàäàþò, òî Y 6⊂ Bε(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê OX 6= OY , òî ÷åáûøåâñêèå øàðû BRX+ε(OX) è BRY
(OY ) äëÿ Bε(X)

è äëÿ Y ñîîòâåòñòâåííî èìåþò îäèíàêîâûå ðàäèóñû (ëåììà 3.17) è ðàçíûå öåíòðû, òî åñòü
øàðû íå ñîâïàäàþò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè Y ⊂ Bε(X), òî Y ⊂ BRX+ε(OX) ∩ BRY

(OY ), íî
ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî âêëþ÷åíèÿ, ÿâëÿÿñü ïåðåñå÷åíèåì íåñîâïàäàþùèõ øàðîâ îäèíàêîâî-
ãî ðàäèóñà RY , ñîäåðæèòñÿ â øàðå ìåíüøåãî ÷åì RY ðàäèóñà. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò òîìó,
÷òî RY � ÷åáûøåâñêèé ðàäèóñ äëÿ Y . Çíà÷èò, Y 6⊂ Bε(X).

Ëåììà 3.19. Ïóñòü X,Y ∈ H(Rn) � îðèåíòèðîâàííî ïîäîáíûå êîìïàêòû. Òîãäà

dEGH(X,Y ) = |RY −RX |.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S = Λ ◦M � ñîõðàíÿþùåå îðèåíòàöèþ ïîäîáèå, äëÿ êîòîðîãî Y =
S(X), ãäå Λ � ðàñòÿæåíèå â λ > 0 ðàç ñ öåíòðîì â O, à M ∈ G. Îòìåòèì, ÷òî RY = λRX .

Åñëè λ = 1, òî RX = RY è dEGH(X,Y ) = 0, òàê ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå ëåììû
âåðíî.

Ïóñòü òåïåðü λ 6= 1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî λ > 1, òîãäà |RY −RX | =
RY − RX = (λ − 1)RX . Êðîìå òîãî, òàê êàê öåíòð O ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàñòÿæåíèÿ ìîæíî
âûáèðàòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, ïîìåñòèì åãî â ÷åáûøåâñêèé öåíòð OX êîìïàêòà X. Òîãäà
äëÿ λ-ãîìîòåòè÷íûõ êîìïàêòîâX èM(Y ) ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé x ∈ X è ñîîòâåòñòâóþùåé
òî÷êîé y = O + λ(x−O) ∈M(Y ) ðàâíî d(x, y) = (λ− 1)d(x,O), ïîýòîìó

dH
(
X,M(Y )

)
≤ (λ− 1) supx∈X d(x,O) ≤ (λ− 1)RX = RY −RX ,

è, çíà÷èò, dEGH(X,Y ) ≤ RY − RX . Ïîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå çäåñü èìååòñÿ ðàâåíñòâî.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî dEGH(X,Y ) < RY − RX . Òîãäà ñóùåñòâóþò δ òàêîå, ÷òî
0 < δ < RY −RX , è äâèæåíèå M ′ òàêèå, ÷òî M ′(Y ) ⊂ Bδ(X). Íî, ïî ëåììå 3.16, RY ≤ RX + δ.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X è Y � íåïóñòûå îðèåíòèðîâàííî ïîäîáíûå êîìïàêòû â Rn. Òîãäà
dEGH(X,Y ) = |RY − RX |, è åñëè ýòè êîìïàêòû íàõîäÿòñÿ â îïòèìàëüíîì ïîëîæåíèè, òî

èõ ÷åáûøåâñêèå öåíòðû ñîâïàäàþò. Áîëåå òîãî, ïîëîæåíèå, â êîòîðîì OX = OY , à X è Y
� ãîìîòåòè÷íû ñ öåíòðîì â OX , ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî dEGH(X,Y ) = |RY − RX |, ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèåì ëåììû 3.19. Äà-
ëåå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî X è Y íàõîäÿòñÿ â îïòèìàëüíîì ïîëîæåíèè. Ïî ëåììå 3.18, åñëè èõ
÷åáûøåâñêèå öåíòðû íå ñîâïàäàþò, òî dH(X,Y ) > |RY −RX |, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïòèìàëüíî-
ñòè. Íàêîíåö, ïóñòü OX = OY è ðàññìàòðèâàåìûå êîìïàêòû ãîìîòåòè÷íû ñ öåíòðîì â OX .
Àíàëîãè÷íî òîìó, ÷òî áûëî ñäåëàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.19, dH(X,Y ) ≤ |RY − RX |,
ïîýòîìó òàêèå X è Y íàõîäÿòñÿ â îïòèìàëüíîì ïîëîæåíèè.

Çàìå÷àíèå 3.20. Ñîâïàäàþùèå ÷åáûøåâñêèå öåíòðû îðèåíòèðîâàííî ïîäîáíûõ êîìïàêòîâ,
íàõîäÿùèõñÿ â îïòèìàëüíîì ïîëîæåíèè, íå îáÿçàíû ñîâïàäàòü ñ öåíòðîì ãîìîòåòèè: åñëè
X � ýòî äâå îêðóæíîñòè ñ îäíèì öåíòðîì O (ãðàíèöà êîëüöà), ñîåäèíåííûå îòðåçêîì, à Y
� ãîìîòåòè÷íîå ìíîæåñòâî ñ öåíòðîì â O, òî óêàçàííîå ïîëîæåíèå � îïòèìàëüíî. Íî åñëè
âðàùàòü Y îòíîñèòåëüíî O, òî ðàññòîÿíèå ïî Õàóñäîðôó íå èçìåíèòñÿ.
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Ñëåäñòâèå 3.21. Îïòèìàëüíîå ïîëîæåíèå øàðîâ A è B îäèíàêîâîé ìàêñèìàëüíîé ðàçìåð-

íîñòè � ýòî ñîâìåùåíèå èõ öåíòðîâ.

3.3 Îá îïòèìàëüíîì ïîëîæåíèè êîìïàêòîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ïîëîæå-
íèè �ìåæäó�

Òåîðåìà 2. Ïóñòü íåïóñòûå êîìïàêòû A è B íàõîäÿòñÿ â îïòèìàëüíîì ïîëîæåíèè. Òîãäà

âñå êîìïàêòû ìåæäó A è B â ñìûñëå ìåòðèêè Õàóñäîðôà, â ïàðå ñ êàæäûì èç êîìïàêòîâ

A è B, � òîæå â îïòèìàëüíîì ïîëîæåíèè â ñìûñëå åâêëèäîâî èíâàðèàíòíîé ìåòðèêè

Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê A è B íàõîäÿòñÿ â îïòèìàëüíîì ïîëîæåíèè, òî, ïî îïðåäåëåíèþ,
dH(A,B) = dEGH(A,B). Òàê êàê ðàññòîÿíèå dEGH ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé, òî èç íåðàâåíñòâà òðå-
óãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî

dEGH(A,B) ≤ dEGH(A,C) + dEGH(C,B);

îïÿòü æå, èç îïòèìàëüíîñòè ïîëîæåíèÿ, çàêëþ÷àåì

dEGH(A,C) ≤ dH(A,C), dEGH(C,B) ≤ dH(C,B).

Åñëè êîìïàêò C îêàçàëñÿ íå â îïòèìàëüíîì ïîëîæåíèè îòíîñèòåëüíî A èëè B, òî îäíî èç
äâóõ ïðåäûäóùèõ íåðàâåíñòâ áóäåò ñòðîãèì, ïîýòîìó, â ýòîì ñëó÷àå,

dH(A,B) = dEGH(A,B) ≤ dEGH(A,C) + dEGH(C,B) < dH(A,C) + dH(C,B),

ñëåäîâàòåëüíî, C íå íàõîäèòñÿ ìåæäó A è B, ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, êîìïàêòû A è C, B è C
íàõîäÿòñÿ â îïòèìàëüíîì ïîëîæåíèè.

Çàìå÷àíèå 3.22. Îáðàòíîå íå âåðíî, êàê ïîêàçûâàåò ïðåäëîæåíèå 3.13.

Çàìå÷àíèå 3.23. Òðàíçèòèâíîñòü íå âåðíà: åñëè êîìïàêòû A è B, B è C íàõîäÿòñÿ â îï-
òèìàëüíîì ïîëîæåíèè, êîìïàêòû A è C íå îáÿçàíû íàõîäèòüñÿ â îïòèìàëüíîì ïîëîæåíèè.
Íàïðèìåð, ïóñòü A = {A1, A2}, B = {B1}, C = {C1, C2}. Ñîâìåñòèì ñåðåäèíû êîìïàêòîâ A è
C, ïðè óñëîâèè, ÷òî òî÷êè A1, A2, C1, C2 íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, à êîìïàêò B ïîìåñòèì â
èõ îáùóþ ñåðåäèíó. Òàêèì îáðàçîì, îäíîòî÷å÷íûé êîìïàêò â îïòèìàëüíîì ïîëîæåíèè ñ êàæ-
äûì èç äâóõòî÷å÷íûõ, íî ìåæäó ñîáîé äâóõòî÷å÷íûå íå íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè. Áîëåå
òîãî, íå ëþáûå 3 êîìïàêòà óäàåòñÿ ðàçìåñòèòü òàê, ÷òîáû ëþáûå äâà îêàçàëèñü â îïòèìàëüíîì
ïîëîæåíèè. Âîçüìåì ïðèìåð, îïèñàííûé â ïðåäëîæåíèè 3.8.

Ïóñòü ìíîæåñòâî A ⊂ R2 ñîñòîèò èç òðåõ òî÷åê, ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîòîðûìè
ðàâíû 10, 13, 13; ìíîæåñòâî B ⊂ R2 � èç äâóõ òî÷åê íà ðàññòîÿíèè 10; ìíîæåñòâî C ⊂ R2

� èç îäíîé òî÷êè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòè òðè ìíîæåñòâà ðàñïîëîæåíû òàê, ÷òî èç âçàèìíûå
ïîïàðíûå ðàñïîëîæåíèÿ � îïòèìàëüíû. Ïî ïðåäëîæåíèþ 3.2, ìíîæåñòâî C ñîâïàäàåò ñ ÷åáû-
øåâñêèì öåíòðîì ìíîæåñòâ A è B, îäíàêî, äëÿ A ÷åáûøåâñêèé öåíòð � ýòî öåíòð îïèñàííîé
îêðóæíîñòè, òàê ÷òî åñëè M îáîçíà÷àåò ñåðåäèíó îñíîâàíèÿ ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà
ñ âåðøèíàìè â A, òî d(C,M) = 119/24. Ïî ïðåäëîæåíèþ 3.8, îäíà èç òî÷åê ìíîæåñòâà B
ñîâïàäàåò ñ M , ïîýòîìó, ñíîâà â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.2, òî÷êà C ïîïàäàåò â ñåðåäèíó îòðåçêà
ñ êîíöàìè â B, ñëåäîâàòåëüíî, d(C,M) = 5, ïðîòèâîðå÷èå.
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Ðàññìîòðåíèå ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé â îïòèìàëüíûõ ïîëîæåíèÿõ êîìïàêòîâ ïðèâåëî ê èçó÷å-
íèþ ïðîáëåìû Øòåéíåðà â ñìûñëå åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôà. Ñóùåñòâó-
þò ëè äëÿ çàäàííîé ãðàíèöû êîìïàêòîâ òî÷êèØòåéíåðà? Â ðàáîòå Èâàíîâà À.Î., Íèêîëàåâîé
Í.Ê., Òóæèëèíà À.À. [12] ïîêàçàíî, ÷òî â îãðàíè÷åííî êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå ðàçðåøèìà
óêàçàííàÿ ïðîáëåìà.

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ïðîñòðàíñòâî âñåõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ Rn ñ ìåòðèêîé Õàóñäîð-
ôà ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííî êîìïàêòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííî êîìïàòíûì, åñëè ëþáîé
çàìêíóòûé øàð â íåì êîìïàêòåí. Ðàñìîòðèì øàð ñ öåíòðîì â íåêîòîðîì êîìïàêòå A:

BHr (A) =
{
C : dH(A,C) ≤ r

}
.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî a ∈ A íàéäåòñÿ òàêîå R > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî C ∈ BHr (A) âåðíî C ⊂ BRn

R (a).
Òàê êàê BRn

R (a) � êîìïàêò, òî è H
(
BRn

R (a)
)
òîæå êîìïàêòíî. Çíà÷èò, BHr (A) ⊂ H

(
BRn

R (a)
)
.

Øàð BHr (A) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì H(Rn), à òàê êàê ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîä-
ìíîæåñòâîì êîìïàêòà, òî è ñàì êîìïàêòåí [8].

Äàëåå, ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ π : H(Rn)→ Ho(Rn). Òàê êàê ïðîåêöèÿ � íåïðåðûâíîå îòîá-
ðàæåíèå, òî îáðàçû êîìïàêòíûõ âH(Rn) øàðîâ òàêæå êîìïàêòíû. Òîãäà ëþáîé øàð èçHo(Rn)
ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì òàêîì îáðàçå è çàìêíóò, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ çìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì
êîìïàêòà. Çíà÷èò, ëþáîé øàð èç Ho(Rn) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì. Èìååì: ëþáîé çàìêíóòûé øàð â
ïðîñòðàíñòâå ñ åâêëèäîâî èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì,
çíà÷èò, äàííîå ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííî êîìïàêòíî.

Ëåììà 4.2. Â îãðàíè÷åííî êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå ñåãìåíò êîìïàêòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî C =
{
C : d(A,C) + d(B,C) = d((A,B)

}
. Ðàññìîòðèì

ôóíêöèþ f(K) = d(A,K) + d(B,K). Èç òîãî, ÷òî C íàõîäèòñÿ ìåæäó A è B, ñëåäóåò, ÷òî
f(C) = d(A,B). Ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ íåïðåðûâíà, à ïðîîáðàç çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà çàìêíóò,
çíà÷èò, f−1

(
d(A,B)

)
= C çàìêíóòî.

Òàê êàê ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ íåîòðèöàòåëüíà, òî d(A,C) ≤ d(A,B), çíà÷èò, âñå òî÷êè C,
ëåæàùèå ìåæäó A è B, îáðàçóþò øàð ñ öåíòðîì A ðàäèóñà d(A,B).

Â îãðàíè÷åííî êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå ïîëó÷åííûé øàð çàìêíóò, à çíà÷èò, êîìïàêòåí.
×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïîêàæåì, êàê ìîæíî ðàçðåøèòü ïðîáëåìó Øòåéíåðà, íà ïðèìåðå ïðîñòðàíñòâà ñ åâêëè-
äîâîé ìåòðèêîé Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà.

Äëÿ íà÷àëà ïðèâåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó.

Ëåììà 4.3. Îòðåçêè [x1, y1] è [x2, y2] íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé òàêîâû, ÷òî y1 ≥ x1, y2 ≥ x2.
Òîãäà

max
{
|x1 − y2|, |y1 − x2|

}
≥ max

{
|x1 − x2|, |y1 − y2|

}
.



4. Î ïðîáëåìå Øòåéíåðà 15

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì zi = (xi+yi)/2,mi = (yi−xi)/2 ≥ 0, òîãäà xi = zi−mi, yi = zi+mi.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî z1 ≤ z2, òîãäà ∆z := z2 − z1 ≥ 0. Èìååì

x1 = z1 −m1 ≤ z2 −m1 ≤ z2 +m2 = y2,

òàê ÷òî |x1 − y2| = ∆z +m1 +m2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

|x2 − y1| = |∆z −m1 −m2| ≤ ∆z + |m1 +m2| = ∆z +m1 +m2 = |x1 − y2|,

ïîýòîìó max
{
|x1 − y2|, |x2 − y1|

}
= ∆z +m1 +m2. Äàëåå,

|x1 − x2| = |∆z +m1 −m2|

è
|y1 − y2| = |∆z +m2 −m1|,

òàê ÷òî îáå ýòè âåëè÷èíû íå ïðåâîñõîäÿò ∆z +m1 +m2, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü Z(x, rx) îáîçíà÷àåò îêðåñòíîñòü ðàäèóñà rx ≥ 0 îòðåçêà äëèíû x ≥ 0. Îòìåòèì, ÷òî â
ñëó÷àå rx > 0, x = 0 êîìïàêò ÿâëÿåòñÿ øàðîì, â ñëó÷àå rx = 0, x > 0 � îòðåçêîì, â ñëó÷àå rx =
0, x = 0 � òî÷êîé, â ñëó÷àå rx > 0, x > 0 � �öèëèíäðîì�, ê îñíîâàíèÿì êîòîðîãî ïðèêðåïëåíû
ïîëóøàðû ñ öåíòðàìè â êîíöàõ îòðåçêà. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç X ïîäìíîæåñòâî â Ho(Rn),
ñîñòàâëåííîå èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè âñåõ îêðåñòíîñòåé âñåõ îòðåçêîâ â Rn.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü A = Z(a, rA), B = Z(b, rB). Òîãäà

dEGH(A,B) = max
{
|rA − rB |, | b2 −

a
2 + rB − rA|

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêèå A è B, ó êîòîðûõ ðàäèóñ è äëèíà îòðåçêà íå
ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî.

Çàìåòèì, ÷òî ε-îêðåñòíîñòü êàæäîãî èç êîìïàêòîâ A è B � öèëèíäð òîãî æå âèäà, ÷òî
è ñàì êîìïàêò. Äëÿ íàõîæäåíèÿ dEGH òàêæå çàìåòèì, ÷òî öèëèíäð X ìîæíî ïîìåñòèòü â
öèëèíäð Y , åñëè 1) ðàäèóñ X íå ïðåâîñõîäèò ðàäèóñ Y ; 2) ñóììà äëèíû îòðåçêà è óäâîåííîãî
ðàäèóñà X íå ïðåâîñõîäèò ñóììû óäâîåííîãî ðàäèóñà è äëèíû îòðåçêà Y .

Ïîýòîìó êàæäîå ε ≥ 0, äëÿ êîòîðîãî â ε-îêðåñòíîñòüA ìîæíî ïîìåñòèòüB, è â ε-îêðåñòíîñòü
B ìîæíî ïîìåñòèòü A, äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåé ñèñòåìå:


a
2 + rA + ε ≥ b

2 + rB ,
b
2 + rB + ε ≥ a

2 + rA,

rA + ε ≥ rB ,
rB + ε ≥ rA.

Êðîìå òîãî, åñëè òàêîå ε íàéäåíî, òî, ïîìåñòèâ îòðåçêè [A1, A2] è [B1, B2] íà îäíó ïðÿìóþ
è ñîâìåñòèâ èõ ñåðåäèíû, ïîëó÷èì ïîëîæåíèå, â êîòîðîì âûïîëíÿþòñÿ îáà óñëîâèÿ. Ðåøàÿ
ñèñòåìó, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî íà ε:

ε ≥ max
{
|rA − rB |, |a2 −

b
2 + rA − rB |

}
.
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Ïî îïðåäåëåíèþ åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà, íàì íóæíî íàéòè íàèìåíüøåå ε,
óäîâëåòâîðÿþùåå ñèñòåìå, ïîýòîìó ε = max

{
|rA − rB |, |a2 −

b
2 + rA − rB |

}
� èñêîìûé ðàäèóñ

îêðåñòíîñòè. Çíà÷èò, dEGH(A,B) = max
{
|rA − rB |, |a2 −

b
2 + rA − rB |

}
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåçA ïîäìíîæåñòâî ïëîñêîñòè R2
∞, îãðàíè÷åííîå ëó÷îì x ≥ 0 è áèññåêòðèñîé

ïåðâîãî êâàäðàíòà.

Ïðåäëîæåíèå 4.4. Äëÿ n-òî÷å÷íîé ãðàíèöû, ëåæàùåé â A, âñåãäà ñóùåñòâóþò òî÷êè

Øòåéíåðà, òàêæå ëåæàùèå â A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (x1, y1), (x2, y2), ...(xn, yn) � äàííàÿ ãðàíèöà, (X1, Y1), ...(Xs, Ys) � êî-
îðäèíàòû åå òî÷åê Øòåéíåðà. Ïóñòü

{
(Xi1 , Yi1), ...(Xim , Yim)

}
⊂
{

(X1, Y1), ...(Xs, Ys)
}
� òå

òî÷êè Øòåéíåðà, êîòîðûå íå ëåæàò â A.
Çàìåíèì âñå îòðèöàòåëüíûå êîîðäèíàòû òî÷åê (Xi1 , Yi1), ...(Xim , Yim) íà 0 è ïîêàæåì, ÷òî

äëèíû ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç íèõ, íå óâåëè÷àòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè îäèí èç àðãóìåíòîâ ôóíê-
öèè g(x, y) = max{x, y} óìåíüøèòñÿ, òî çíà÷åíèå ôóíêöèè íå óâåëè÷èòñÿ. Ðàññìîòðèì äâå ïðî-
èçâîëüíûå âåðøèíû äåðåâà ñ êîîðäèíàòàìè (x1, y1) è (x2, y2). Ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ðàâíî
max

{
|x1 − x2|, |y1 − y2|

}
. Åñëè x1 < 0, x2 < 0, òî ïðè çàìåíå x1 è x2 íà 0 ìîäóëü èõ ðàçíîñòè

íå óâåëè÷èòñÿ. Åñëè x1 < 0, x2 > 0, òî ìîäóëü èõ ðàçíîñòè � ýòî äëèíà îòðåçêà [x1, x2] ÷èñëî-
âîé ïðÿìîé, ñîäåðæàùåãî 0, ïîýòîìó ïðè çàìåíå x1 íà 0 äëèíà îòðåçêà ñîêðàòèòñÿ, à, çíà÷èò,
ìîäóëü ðàçíîñòè óìåíüøèòñÿ. Àíàëîãè÷íî äëÿ ñëó÷àÿ x2 < 0, x1 > 0. Äëÿ y-êîîðäèíàò àíàëî-
ãè÷íî. Ïîýòîìó ïðè çàìåíå â âûðàæåíèè max

{
|x1 − x2|, |y1 − y2|

}
îòðèöàòåëüíûõ êîîðäèíàò

íà íóëåâûå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ íå óâåëè÷èòñÿ, à, çíà÷èò, è äëèíà âñåãî äåðåâà íå óâåëè÷èò-
ñÿ. Îòìåòèì, ÷òî òåïåðü âñå ïîëó÷åííûå âåðøèíû äåðåâà (â ÷àñòíîñòè, òî÷êè ñ èçìåííûìè
êîîðäèíàòàìè) îêàæóòñÿ èëè âíóòðè ïåðâîãî êâàäðàíòà, èëè íà åãî ãðàíèöå.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ïðè çàìåíå êàæäîé òî÷êè (x, y) ïåðâîãî êâàäðàíòà, âêëþ÷àÿ åãî ãðà-
íèöû, ëåæàùåé âûøå áèññåêòðèñû ïåðâîãî êâàäðàíòà, íà (y, x) äëèíà äåðåâà íå óâåëè÷èòñÿ.
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî íå óâåëè÷èòñÿ êàæäîå ðåáðî. Åñëè òî÷êè (x1, y1) è (x2, y2)
òàêîâû, ÷òî y1 > x1 è y2 > x2, òî ïðè çàìåíå ýòèõ òî÷åê íà (y1, x1) è (y2, x2) ñîîòâåòñòâåííî
ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè íå èçìåíèòñÿ. Åñëè æå òî÷êè (x1, y1) è (x2, y2) òàêîâû, ÷òî y1 > x1 è
y2 < x2, òî ïðè çàìåíå òî÷êè (x1, y1) íà (y1, x1) ñîîòâåòñòâåííî ðàññòîÿíèå íå óâåëè÷èòñÿ ïî
ëåììå 4.3.

Çíà÷èò, äëÿ n òî÷åê ïîäìíîæåñòâà A ïëîñêîñòè ñ ìàêñ-íîðìîé âñåãäà ñóùåñòâóåò äåðåâî
Øòåéíåðà, ëåæàùåå â A.

Òåïåðü ïóñòü A1 = Z(a1, rA1
), ..., An = Z(an, rAn

) � ýëåìåíòû X . Äëÿ äàííîé n-òî÷å÷íîé
ãðàíèöû ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f : X 7→ (rX + x/2, rX). Òîãäà f � èçîìåòðè÷íîå îòîáðà-
æåíèå èç X â R2

∞, ïåðåâîäÿùåå X â ìíîæåñòâî A ⊂ R2
∞. Ïî òåîðåìå Îâñÿííèêîâà [13], äëÿ

ëþáûõ B1, ..., Bn ∈ R2
∞ ìèíèìàëüíîå äåðåâî Øòåéíåðà, ñîåäèíÿþùåå B1, ..., Bn, ÿâëÿåòñÿ ìè-

íèìàëüíûì çàïîëíåíèåì. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè A1, ..., An ∈ X , òî f -îáðàçû ýòèõ òî÷åê ëåæàò
â A. Ïîýòîìó äëÿ ýòèõ f -îáðàçîâ ñóùåñòâóþò òî÷êè Øòåéíåðà, òàêæå ëåæàùèå â A, çíà÷èò,
ýòèì òî÷êàì ñîîòâåòñòâóþò íåêîòîðûå ýëåìåíòû èç X . Çíà÷èò, äåðåâî ñ ãðàíèöåé A1, ..., An è
ïîëó÷åííûìè ïðîîáðàçàìè òî÷åê Øòåéíåðà ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì äåðåâîì Øòåéíåðà êàê â
X , òàê è âî âñåì Ho(Rn). Èòàê, äîêàçàíà

Òåîðåìà 4. Äëÿ ãðàíèöû M :=
{

[A1], ..., [An]
}
⊂ X ñóùåñòâóþò [S1], ..., [Sm] ∈ X , ðåà-

ëèçóùèå ìèíèìàëüíîå çàïîëíåíèå äàííîé ãðàíèöû. Â ÷àñòíîñòè, [S1], ..., [Sm] ÿâëÿþòñÿ åå

òî÷êàìè Øòåéíåðà.
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Òîò æå âîïðîñ äëÿ ìíîæåñòâà X â ñìûñëå ðàññòîÿíèÿ ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó îñòàåòñÿ
îòêðûòûì. Ìû äàäèì îòâåò äëÿ òî÷êè Ôåðìà íåêîòîðîãî ïîäñåìåéñòâà êîìïàêòîâ óêàçàííîãî
ìíîæåñòâà. Âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêàìè ñâåðõó è ñíèçó äëÿ ýòîãî ðàññòîÿíèÿ:

1

2
|diamA− diamB| ≤ dGH(A,B) ≤ dEGH(A,B).

Òàê êàê dEGH(A,B) = max
{
|rA − rB |, | b2 −

a
2 + rB − rA|

}
(çàìåòèì, | b2 −

a
2 + rB − rA| =

1
2 |diamA−diamB| äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ ñ îêðåñòíîñòÿìè îòðåçêîâ), è ýòà âåëè÷èíà â îïòèìàëü-
íîì ïîëîæåíèè äàåò ðàññòîÿíèå ïî Õàóñäîðôó, òî äëÿ òåõ ïàð êîìïàêòîâ A è B, äëÿ êîòîðûõ
â îïòèìàëüíîì ïîëîæåíèè âûïîëíåíî max

{
|rA−rB |, | b2 −

a
2 +rB−rA|

}
= | b2 −

a
2 +rB−rA|, ðàñ-

ñòîÿíèå ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ñîâïàäàåò ñ åâêëèäîâûì ðàññòîÿíèåì ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó.

Òåîðåìà 5. Äëÿ òðåõòî÷å÷íûõ ãðàíèö X1, X2, X3 ∈ X , ãäå X1 = Z(x1, r1), X2 = Z(x2, r2), X3 =
Z(x3, r3) òàêèx, ÷òî dEGH(Xi, Xj) = |xi

2 −
xj

2 + ri− rj |, òî÷êà Ôåðìà â ñìûñëå åâêëèäîâà ðàñ-
ñòîÿíèÿ ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé Ôåðìà â ñìûñëå ðàññòîÿíèÿ ïî Ãðîìîâó�

Õàóñäîðôó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x1 ≤ x2 ≤ x3. Îáîçíà÷èì
ε = x2

2 −
x1

2 ≥ 0, δ = r2−r1. Òàê êàê ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ íà âòîðîé êîìïîíåíòå, òî |δ| ≤ |δ+ε|,
èíûìè ñëîâàìè, δ íàõîäèòñÿ áëèæå ê íóëþ, ÷åì δ+ε ïðè ëþáîì ñêîëü óãîäíî ìàëîì ε. Íî ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî δ ≥ 0. Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ê ïàðàì X1, X3 è X2, X3, ïîëó÷èì
r1 ≤ r2 ≤ r3. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

dGH(X1, X3) = dEGH(X1, X3) = dEGH(X1, X2) + dEGH(X2, X3) =

= dGH(X1, X2) + dGH(X2, X3),

ïîýòîìó X2 ëåæèò â ïðîñòðàíñòâå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà ìåæäó X1 è X3 (êàê è â ïðîñòðàíñòâå
Ho). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òðåõ òî÷åê A,B,C ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, îäíà èç êîòîðûõ ëåæèò
ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè, òî÷êà, íàõîäÿùàÿñÿ â ïîëîæåíèè ¾ìåæäó¿, ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé Ôåðìà äëÿ
óêàçàííîé òðîéêè. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü S � èñêîìàÿ òî÷êà Ôåðìà, òîãäà

d(A,S) + d(B,S) + d(C, S) ≥ d(A,B) + d(C, S) ≥ d(A,B),

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, åñëè è òîëüêî åñëè d(C, S) = 0 è S ëåæèò ìåæäó A è B.
Ïîýòîìó, òàê êàê X2 ëåæèò ìåæäó X1 è X3 â ñìûñëå ðàññòîÿíèé ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó è
åâêëèäîâó Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó, òî X2 � òî÷êà Ôåðìà â ñìûñëå îáîèõ ðàññòîÿíèé.
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5 Çàêëþ÷åíèå

Ïðîáëåìà ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ïîëîæåíèé â îáùåì ñëó÷àå íåòðèâèàëüíàÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáî-
òå îíà ðåøåíà äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Òàê, ïîêàçàíî, ÷òî â îïòèìàëüíîì ïîëîæåíèè
ïàðû êîìïàêòîâ, îäèí èç êîòîðûõ �- îäíîòî÷å÷íûé, ïîñëåäíèé íàõîäèòñÿ â ÷åáûøåâñêîì
öåíòðå ïåðâîãî. Äëÿ îðèåíòèðîâàííî ïîäîáíûõ êîìïàêòîâ âû÷èñëåíî åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå
Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà ìåæäó íèìè è äîêàçàíî, ÷òî â îïòèìàëüíîì ïîëîæåíèè ÷åáûøåâñêèå
öåíòðû ýòèõ êîìïàêòîâ ñîâïàäàþò. Ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîå òðåõòî÷å÷íîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî èçîìåòðè÷íî âêëàäûâàåòñÿ â èçó÷àåìîå ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòîâ. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïà-
ðû îïòèìàëüíî ðàñïîëîæåííûõ êîìïàêòîâ âñå êîìïàêòû, ïðîìåæóòî÷íûå â ñìûñëå ìåòðè-
êè Õàóñäîðôà, òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïðîìåæóòî÷íûìè è â ñìûñëå åâêëèäîâîé ìåòðèêè Ãðîìîâà�
Õàóñîäðôà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé n-òî÷å÷íîé ãðàíèöû, îáðàçîâàííîé êîìïàêòàìè ìíîæåñòâà X ,
ÿâëÿþùèìèñÿ îêðåñòíîñòÿìè îòðåçêîâ, òî÷êà Øòåéíåðà ðåàëèçóåò ìèíèìàëüíîå çàïîëíåíèå
è òàêæå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó X .
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