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Ïðîáëåìà Øòåéíåðà â ïðîñòðàíñòâàõ ñ åâêëèäîâî

èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà

Ìàëûøåâà Î.Ñ.

Ââåäåíèå

Ïðîáëåìà Øòåéíåðà áåðåò ñâîå íà÷àëî îò çàäà÷è ïîèñêà òî÷êè, ñóììà ðàññòîÿíèé îò êî-
òîðîé äî çàäàííûõ òðåõ òî÷åê áûëà áû ìèíèìàëüíîé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ
îãðàíè÷åííî-êîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà, â ÷àñòíîñòè, ïðîñòðàíñòâà, íàäåëåííûå åâêëèäîâî èí-
âàðèàíòíîé ìåòðèêîé Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà. Â [3] ïîêàçàíî, ÷òî â òàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ïðîáëå-
ìà Øòåéíåðà ðàçðåøèìà. Åâêëèäîâî èíâàðèàíòíàÿ ìåòðèêà Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà îïðåäåëåíà
íà ìíîæåñòâå êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ðàññìàòðèâàåìûõ ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ äâèæåíèÿ. Ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî, îíà ïîçâîëÿåò âûÿñíèòü,
íàñêîëüêî �õîðîøî� ìîæíî ñîâìåñòèòü äâà êîìïàêòà. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òðåõòî÷å÷íîé ãðà-
íèöû, îáðàçîâàííîé êîìïàêòàìè ìíîæåñòâà X , ÿâëÿþùèìèñÿ îêðåñòíîñòÿìè îòðåçêîâ, òî÷êà
Øòåéíåðà ðåàëèçóåò ìèíèìàëüíîå çàïîëíåíèÿ è òàêæå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó X .

1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü M îáîçíà÷àåò ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé d, P(M) � ìíîæåñòâî åãî íåïó-
ñòûõ ïîäìíîæåñòâ, H(M) � ìíîæåñòâî íåïóñòûõ çàìêíóòûõ è îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ
M . Îáîçíà÷èì ÷åðåç G ãðóïïó ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äâèæåíèé Rn. Â ÷àñòíîñòè, áóäåì
ðàññìàòðèâàòü H(Rn) ñ ââåäåííîé íà íåì ýêâèâàëåíòíîñòüþ ν: äâà ýëåìåíòà ν-ýêâèâàëåíòíû,
åñëè îäèí ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç äðóãîãî äâèæåíèåì O ∈ G. Ïðîñòðàíñòâî êëàññîâ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè îáîçíà÷èì Ho(Rn).

Îïðåäåëåíèå 1. Äëÿ êàæäîãî A ∈ H(Rn) ÷åðåç [A] îáîçíà÷èì âêëþ÷àþùèé A ýëåìåíò èç
Ho(Rn).

Îïðåäåëåíèå 2. Çàìêíóòîé îêðåñòíîñòüþ Br(x) òî÷êè x ∈ M ðàäèóñîì r íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî {y ∈M : d(x, y) ≤ r}.

Îïðåäåëåíèå 3. Îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå îò òî÷êè y äî ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà A ∈
P(M): d(y,A) = infa∈A{d(y, a)}.

Îïðåäåëåíèå 4. Çàìêíóòîé îêðåñòíîñòüþ Br(A) ðàäèóñîì r ìíîæåñòâà A ∈ P(M) íàçû-
âàåòñÿ ìíîæåñòâî {y ∈M : d(y,A) ≤ r}.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü A è B � ýëåìåíòû P(M). Ðàññòîÿíèåì ïî Õàóñäîðôó ìåæäó ýòèìè
ìíîæåñòâàìè íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà
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dH(A,B) = inf
{
r :
(
A ⊆ Br(B)

)
∧
(
B ⊆ Br(A)

)}
.

Çàìå÷àíèå 1.1. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî dH ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà ìíîæåñòâå âñåõ íåïóñòûõ
çàìêíóòûõ îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà [1].

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü A è B � ýëåìåíòû èçH(Rn). Ðàññòîÿíèåì â åâêëèäîâî èíâàðèàíòíîé

ìåòðèêå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà ìåæäó A è B íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

dEGH(A,B) = inf
O∈G

{
dH(A,OB)

}
.

Îïðåäåëåíèå 7. Äâèæåíèå O ∈ G, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ dEGH(A,B), áóäåì íàçûâàòü
îïòèìàëüíûì, à ïàðó (A,OB) � îïòèìàëüíûì âçàèìíûì ðàñïîëîæåíèåì.

Çàìå÷àíèå 1.2. Îïòèìàëüíîå äâèæåíèå âñåãäà ñóùåñòâóåò [2], à dEGH ïîðîæäàåò ìåòðèêó
íà Ho(Rn), êîòîðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òåì æå îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 8. Ñåãìåíòîì ñ êîíöàìè â òî÷êàõ A è B ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M,d)
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ åãî òî÷åê C, ëåæàùèõ ìåæäó A è B, òî åñòü òàêèõ, ÷òî d(A,B) =
d(A,C) + d(B,C).

Îïðåäåëåíèå 9. ÏóñòüM � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à G = (V,E), V ⊂ X � íåêîòîðûé ñâÿçíûé
ãðàô. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî G ñîåäèíÿåò M , åñëè M ⊂ V .
Îïðåäåëåíèå 10. M íàçûâàåòñÿ ãðàíèöåé âñåõ ãðàôîâ, ñîåäèíÿþùèõ M .

Îïðåäåëåíèå 11. Òî÷êîé Øòåéíåðà äëÿ òðåõòî÷å÷íîé ãðàíèöû A1, A2, A3 íàçûâàåòñÿ òàêàÿ
òî÷êà S, ÷òî

∑3
i=1 d(Ai, S) ìèíèìàëüíî.

Îïðåäåëåíèå 12. Ïóñòü M = (M,ρ) � êîíå÷íîå ïñåâäîìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, G =
(V,E) � ãðàô, ñîåäèíÿþùèé M , è ω : E → R+ � íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå, íàçûâàåìîå âåñîâîé
ôóíêöèåé è ïîðîæäàþùåå âçâåøåííûé ãðàô G = (G,ω). Ôóíêöèÿ ω ïîðîæäàåò ïñåâäîìåòðèêó
dω íà V :

Îïðåäåëåíèå 13. Ðàññòîÿíèåì ìåæäó âåðøèíàìè G íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûé âåñ ïóòåé,
ñîåäèíÿþùèõ ýòè âåðøèíû.

Îïðåäåëåíèå 14. Âçâåøåííûé ãðàô G íàçûâàåòñÿ çàïîëíåíèåì ïðîñòðàíñòâàM, åñëè äëÿ
ëþáûõ òî÷åê p, q ∈M èìååì ρ(p, q) ≤ dω(p, q).
Îïðåäåëåíèå 15. Ìèíèìàëüíûì çàïîëíåíèåì íàçûâàåòñÿ çàïîëíåíèå G0 òàêîå, ÷òî ω(G0) =
infG ω(G).

2 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïðîñòðàíñòâî âñåõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ Rn ñ ìåòðèêîé Õàóñäîð-

ôà ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííî êîìïàêòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííî êîìïàòíûì, åñëè ëþ-
áîé çàìêíóòûé øàð â íåì êîìïàêòåí. Ðàñìîòðèì øàð ñ öåíòðîì â íåêîòîðîì êîìïàêòå A:
BHr (A) = {C : dH(A,C) ≤ r}. Òîãäà äëÿ ëþáîãî a ∈ A íàéäåòñÿ òàêîå R > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî
C ∈ BHr (A) âåðíî C ⊂ BRn

R (a). Òàê êàê BRn

R (a) � êîìïàêò, òî è H(BRn

R (a)) òîæå êîìïàêòíî.
Çíà÷èò, BHr (A) ⊂ H(BRn

R (a)). Øàð BHr (A) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì H(Rn), à òàê
êàê ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì êîìïàêòà, òî è ñàì êîìïàêòåí [1].
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Äàëåå, ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ π : H(Rn)→ Ho(Rn). Òàê êàê ïðîåêöèÿ � íåïðåðûâíîå îòîá-
ðàæåíèå, òî îáðàçû êîìïàêòíûõ âH(Rn)øàðîâ òàêæå êîìïàêòíû. Òîãäà ëþáîé øàð èçHo(Rn)
ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì òàêîì îáðàçå è çàìêíóò, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ çìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì
êîìïàêòà. Çíà÷èò, ëþáîé øàð èç Ho(Rn) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì. Èìååì: ëþáîé çàìêíóòûé øàð â
ïðîñòðàíñòâå ñ åâêëèäîâî èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì,
çíà÷èò, äàííîå ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííî êîìïàêòíî.

Ëåììà 2.2. Â îãðàíè÷åííî êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå ñåãìåíò êîìïàêòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî C = {C : d(A,C) + d(B,C) = d((A,B)}. Ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ f(K) = d(A,K) + d(B,K). Èç òîãî, ÷òî C íàõîäèòñÿ ìåæäó A è B, ñëåäóåò, ÷òî
f(C) = d(A,B). Ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ íåïðåðûâíà, à ïðîîáðàç çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà çàìêíóò,
çíà÷èò, f−1(d(A,B)) = C çàìêíóòî.

Òàê êàê ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ íåîòðèöàòåëüíà, òî d(A,C) ≤ d(A,B), çíà÷èò, âñå òî÷êè C,
ëåæàùèå ìåæäó A è B, îáðàçóþò øàð ñ öåíòðîì A ðàäèóñà d(A,B).

Â îãðàíè÷åííî êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå ïîëó÷åííûé øàð çàìêíóò, à çíà÷èò, êîìïàêòåí.
×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå 2.3. Â ðàáîòå Èâàíîâà À.Î., Íèêîëàåâîé Í.Ê., Òóæèëèíà À.À. [3] ïîêàçàíî, ÷òî
â îãðàíè÷åííî êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå ðàçðåøèìà ïðîáëåìà Øòåéíåðà.

Ïîêàæåì, êàê ýòî ìîæíî ñäåëàòü, íà ïðèìåðå ïðîñòðàíñòâà ñ åâêëèäîâî èíâàðèàíòíîé
ìåòðèêîé Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A � ýòî rA-îêðåñòíîñòü îòðåçêà [A1, A2] äëèíû a, à B � ýòî rB-
îêðåñòíîñòü îòðåçêà [B1, B2] äëèíû b. Òîãäà dEGH(A,B) = max

{
|rA − rB |, | b2 −

a
2 + rB − rA|

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè íåíóëåâûõ äëèíå îòðåçêà è ðàäèóñå êàæäûé èç êîìïàêòîâ A è B � ýòî
�öèëèíäð�, ê îñíîâàíèÿì êîòîðîãî ïðèêðåïëåíû ïîëóøàðû ñ öåíòðàìè â êîíöàõ îòðåçêà (ïðè
íóëåâîé äëèíå îòðåçêà öèëèíäð âûðîæäàåòñÿ â øàð, à ïðè íóëåâîì ðàäèóñå � â îòðåçîê).
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêèå öèëèíäðû, ó êîòîðûõ ðàäèóñ è äëèíà îòðåçêà íå ðàâíû íóëþ
îäíîâðåìåííî.

Çàìåòèì, ÷òî ε-îêðåñòíîñòü êàæäîãî èç êîìïàêòîâ A è B � öèëèíäð òîãî æå âèäà, ÷òî
è ñàì êîìïàêò. Äëÿ íàõîæäåíèÿ dEGH òàêæå çàìåòèì, ÷òî öèëèíäð X ìîæíî ïîìåñòèòü â
öèëèíäð Y , åñëè 1) ðàäèóñ X íå ïðåâîñõîäèò ðàäèóñ Y ; 2) ñóììà äëèíû îòðåçêà è óäâîåííîãî
ðàäèóñà X íå ïðåâîñõîäèò ñóììû óäâîåííîãî ðàäèóñà è äëèíû îòðåçêà Y .

Ïîýòîìó êàæäîå ε ≥ 0, äëÿ êîòîðîãî â ε-îêðåñòíîñòüA ìîæíî ïîìåñòèòüB è â ε-îêðåñòíîñòü
B ìîæíî ïîìåñòèòü A, äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåé ñèñòåìå:


a
2 + rA + ε ≥ b

2 + rB ,
b
2 + rB + ε ≥ a

2 + rA,

rA + ε ≥ rB ,
rB + ε ≥ rA.

Êðîìå òîãî, åñëè òàêîå ε íàéäåíî, òî, ïîìåñòèâ îòðåçêè [A1, A2] è [B1, B2] íà îäíó ïðÿìóþ
è ñîâìåñòèâ èõ ñåðåäèíû, ïîëó÷èì ïîëîæåíèå, â êîòîðîì âûïîëíÿþòñÿ îáà óñëîâèÿ. Ðåøàÿ
ñèñòåìó, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî íà ε:
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ε ≥ max
{
|rA − rB |, |a2 −

b
2 + rA − rB |

}
.

Ïî îïðåäåëåíèþ åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà, íàì íóæíî íàéòè íàèìåíüøåå ε,
óäîâëåòâîðÿþùåå ñèñòåìå, ïîýòîìó ε = max

{
|rA − rB |, |a2 −

b
2 + rA − rB |

}
� èñêîìûé ðàäèóñ

îêðåñòíîñòè. Çíà÷èò, dEGH(A,B) = max
{
|rA − rB |, |a2 −

b
2 + rA − rB |

}
.

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Ïóñòü X1, X2, X3 � òî÷êè ìàíõåòòåíñêîé ïëîñêîñòè. Òîãäà òî÷êà

Øòåéíåðà S ïðèíàäëåæèò Conv{X1, X2, X3}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3)� êîîðäèíàòû äàííûõ òî÷åê, (xs, ys) � êîîð-
äèíàòû òî÷êè Øòåéíåðà S.
Ìèíèìèçèðóÿ ñóììàðíîå ðàññòîÿíèå îò S äî ãðàíè÷íûõ òî÷åê â ìàíõåòòåíñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå, ìû íåçàâèñèìî ìèíèìèçèðóåì ñóììàðíîå åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå îò xS äî x1, x2, x3 è îò
yS äî y1, y2, y3 íà ïðÿìîé. Äëÿ òàêîé çàäà÷è õîðîøî èçâåñòåí îòâåò: îïòèìàëüíîå ïîëîæåíèå
êîîðäèíàòû xs � ýòî ñðåäíÿÿ èç òðåõ òî÷åê x1, x2, x3.

Òîãäà òî÷êà S èìååò êîîðäèíàòû ñðåäíèõ ïðîåêöèé, ïîýòîìó åñëè ÷åðåç íåå ïðîâåñòè îñè
ìàíõåòòåíñêîé ïëîñêîñòè, òî îäíà èç ãðàíè÷íûõ òî÷åê áóäåò ëåæàòü íà îäíîé îñè, à äðóãàÿ
� íà äðóãîé. Ïóñòü, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ýòè äâå ãðàíè÷íûõ òî÷êè ëåæàò â ïåðâîì
êâàäðàíòå, òîãäà èç óñëîâèÿ "êîîðäèíàòû òî÷êè S � ñðåäíèå ïðîåêöèè"âûòåêàåò, ÷òî òðåòüÿ
ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ëåæèò â ïðîòèâîïîëîæíîì, òðåòüåì êâàäðàíòå, à, çíà÷èò, òî÷êà S äåéñòâè-
òåëüíî ñîäåðæèòñÿ â âûïóêëîé îáîëî÷êå òðåõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå êîìïàêòû A,B,C; ïóñòü äàíû îòðåçêè äëèíû a ≥ 0, b ≥ 0, c ≥ 0 è
ðàññìàòðèâàþòñÿ èõ rA ≥ 0, rB ≥ 0, rC ≥ 0-îêðåñòíîñòè ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 2. Äëÿ îïèñííîé âûøå ãðàíèöû M :=
{
[A], [B], [C]

}
⊂ Ho(Rn) ñóùåñòâóåò òàêîé

[S] ∈ Ho(Rn), ÷òî çâåçäà ñ öåíòðîì â S è ãðàíè÷íûìè âåðøèíàìè [A], [B] è [C] ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìàëüíûì çàïîëíåíèåì. Â ÷àñòíîñòè, òàêèå [S] ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òî÷êè Øòåéíåðà

äëÿ ãðàíèöûM.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X ïîäìíîæåñòâî â Ho(Rn), ñîñòàâëåííîå èç êëàññîâ ýêâè-
âàëåíòíîñòè âñåõ îêðåñòíîñòåé âñåõ îòðåçêîâ â Rn. Ïóñòü X � ýòî rX îêðåñòíîñòü îòðåçêà
äëèíû x. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f : X 7→ (rX , x/2+ rX). Òîãäà f � èçîìåòðè÷íîå îòîáðàæå-
íèå èç X â R2

∞, ïåðåâîäÿùåå X â ïåðâûé êâàäðàíò K. Ïî òåîðåìå Îâñÿííèêîâà [4], äëÿ ëþáûõ
P,Q,R ∈ R2

∞ ìèíèìàëüíîå äåðåâî Øòåéíåðà, ñîåäèíÿþùåå P,Q,R, ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì
çàïîëíåíèåì. Ïîñêîëüêó R2

∞ èçîìåòðè÷íà ìàíõåòòåíñêîé ïëîñêîñòè, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 2.4 â
R2
∞ òî÷êà Øòåéíåðà ëåæèò â âûïóêëîé îáîëî÷êå ãðàíèöû.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè A,B,C ∈ X , òî f -îáðàçû ýòèõ òî÷åê ëåæàò â K, ïîýòîìó è òî÷êà

Øòåéíåðà äëÿ ýòèõ f -îáðàçîâ òàêæå ëåæèò â K, çíà÷èò, ýòîé òî÷êå ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûé
ýëåìåíò S ∈ X . Òàê êàê f èçîìåòðè÷íî, çâåçäà ñ âåðøèíîé â S è ãðàíèöåé A,B,C ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìàëüíûì çàïîëíåíèåì è, â ÷àñòíîñòè, ìèíèìàëüíûì äåðåâîì Øòåéíåðà êàê â X , òàê è
âî âñåì Ho(Rn).
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