
ÌÎÑÊÎÂÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ

ÈÌ. Ì.Â. ËÎÌÎÍÎÑÎÂÀ
ÌÅÕÀÍÈÊÎ-ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÔÀÊÓËÜÒÅÒ

Êàôåäðà äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè
è ïðèëîæåíèé

È. Ô. Êîáöåâ
5 êóðñ

Òîïîëîãè÷åñêèé àíàëèç äâèæåíèé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî
ïàðàáîëîèäó â ïîëå ñèëû òÿæåñòè.

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü:

àêàäåìèê ÐÀÍ À. Ò. Ôîìåíêî

Ìîñêâà, 2018



Ïîñòàíîâêà çàäà÷è, èñòîðèÿ âîïðîñà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñè-

ñòåìà, îïèñûâàþùàÿ äâèæåíèå òÿæåëîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî ýëëèïòè÷åñêîìó ïàðàáîëîèäó â

òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè. Àíàëèç ýòîé ñèñòåìû áóäåò ïðîâåäåí ñ

òî÷êè çðåíèÿ åå òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ, à èìåííî, áóäåò èçó÷àòüñÿ ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ. Òåîðèÿ

êëàññèôèêàöèè ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ïîñòðîåíà â ðàáîòàõ À. Ò. Ôîìåíêî

è åãî øêîëû (ñì. [7]�[12]). Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ñàìà ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà íå íîâà: âïåð-

âûå îíà âîçíèêëà â ñòàòüå Ñ. À. ×àïëûãèíà [1]. Â íåé áûëè èññëåäîâàíû äâèæåíèÿ ñèñòåìû,

êëàññèôèöèðîâàíû îñîáûå ñëó÷àè òðàåêòîðèé è âû÷èñëåíû èõ ïåðèîäû. Îäíàêî, íà òîò ìî-

ìåíò åùå íå ñóùåñòâîâàëî òîïîëîãè÷åñêîé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîýòîìó ëèóâèëëåâà

êëàññèôèêàöèÿ äâèæåíèé ïàðàáîëîèäíîãî ìàÿòíèêà ñòàëà âîçìîæíîé òîëüêî ñåãîäíÿ. Ðåçóëü-

òàò òîïîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà óäîáíåå ïðåäñòàâëÿòü â âèäå èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà (òàê

íàçûâàåìûõ ìå÷åíûõ ìîëåêóë) [2], ïîèñê êîòîðûõ è ÿâëÿåòñÿ öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû. Íà

äàííûé ìîìåíò ìû âû÷èñëèëè ãðóáûå ìîëåêóëû, ò.å. èíâàðèàíòû Ôîìåíêî.

Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è âûÿñíèëîñü, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òÿæåëîé ÷àñòèöû ïî ïà-

ðàáîëîèäó â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå ïîñëå ïîäõîäÿùåé çàìåíû ïåðåìåííûõ ðàçäåëÿþòñÿ, òî åñòü

ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó
dx

dτ
=
√
P (x), ãäå P (x) � ìíîãî÷ëåí, τ � ïðèâåäåííîå âðåìÿ. Äëÿ ñèñòåì

òàêîãî âèäà Ì. Ï. Õàðëàìîâûì â â [3] îïèñàí ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî

ìîæíî ïðîâåñòè òîïîëîãè÷åñêèé àíàëèç, íå îïèðàÿñü íà êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû òåîðèè äè-

íàìè÷åñêèõ ñèñòåì, è ñðàçó ïîëó÷èòü îïèñàíèå ôàçîâîé òîïîëîãèè. Ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà

íåîäíîêðàòíî äåìîíñòðèðîâàëîñü Ñ. Ñ. Íèêîëàåíêî â [4],[5] è ïðèâåëî êî ìíîãèì çàìå÷àòåëü-

íûì ðåçóëüòàòàì.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùíé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî ïàðàáîëîèäó

P =

{
(x, y, z) :

y2

a+ b
+
z2

b
= 2x+ b

}
, a > 0, b > 0, (1)

äâèæåòñÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññû m, íà êîòîðóþ äåéñòâóåò ñèëà mg. Òîãäà èçîýíåðãåòè÷å-

ñêèå ìîëåêóëû Ôîìåíêî ýòîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèþ ýíåðãèè h,

èìåþò âèä, ïðèâåäåííûé íà ðèñ. 1. À èìåííî:

� ïðè h < −a+ b

2
gm è h >

a− b
2

gm � íà ðèñ. 1,à;

� ïðè −a+ b

2
gm < h < − b

2
gm è − b

2
gm < h <

a− b
2

gm � íà ðèñ. 1,á.

Íà ñõåìå ïðèìåíåíî îáîçíà÷åíèå òðåõìåðíîé íåêîìïàêòíîé áèôóðêàöèè V̄ = V × R, ãäå V

� ïëîñêèé 2-àòîì.
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Ðèñ. 1: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ïðè g < 0
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Ðèñ. 1: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ïðè g < 0

1

á)

Ðèñ. 1. Ãðóáûå ìîëåêóëû çàäà÷è ïðè g < 0

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Êàê óæå óïîìèíàëîñü, òî÷êà ìàññû m äâèæåòñÿ ïî ïîâåðõíîñòè,

çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì (1), ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè mg. Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàçëè÷àòü

ñëó÷àè g > 0 è g < 0, òàê êàê îíè ïðèâåäóò ê êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûì ðåçóëüòàòàì.

Ââåäåì â çàäà÷å ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïàðàáîëîèä P âõîäèò â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êâàäðèê âèäà
y2

a+ s
+
z2

s
= 2x + s;

îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà s ýòî óðàâíåíèå èìååò 3 êîðíÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó

ïðîñòðàíñòâà ïðîõîäèò 3 ïîâåðõíîñòè ýòîãî ñåìåéñòâà: äâà ýëëèïòè÷åñêèõ ïàðàáîëîèäà è îäèí

ãèïåðáîëè÷åñêèé.

Ýòè êîðíè íàõîäÿòñÿ èç òîæäåñòâà
y2

a+ s
+
z2

s
− 2x− s =

(u− s)(s+ v)(s+ w)

s(a+ s)
, îòêóäà

x =
v + w − u− a

2
, y2 =

(a+ u)(a− v)(w − a)

a
, z2 =

uvw

a
(2)

Çäåñü w > a ñîîòâåòñòâóåò ïàðàáîëè÷åñêèì êîîðäèíàòíûì ëèíèÿì, à 0 6 v 6 a - ýëëèïòè÷å-

ñêèì. Ïàðàìåòð u ôèêñèðîâàí è ðàâåí b: òåì ñàìûì îí çàäàåò ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä, ïî

êîòîðîìó ïðîèñõîäèò äâèæåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, (u, v) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëàãðàíæåâû

êîîðäèíàòû â çàäà÷å.

Ïîñêîëüêó ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïðè äâèæåíèè ñîõðàíÿåòñÿ, òî ãàìèëüòîíèàí çà-

äà÷è H =
1

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2) + mgx ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì. Äëÿ ïîëíîé èíòåãðèðóåìîñòè

çàäà÷è íóæíî 2 èíòåãðàëà; âòîðîé áóäåì èñêàòü, ïåðåéäÿ ê ëàãðàíæåâûì ïåðåìåííûì. Îáî-

çíà÷èì òàêæå m � ìàññà ÷àñòèöû, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, a + b è b � êâàäðàòû

"ïîëóîñåé"ïàðàáîëîèäà. Ïîñëå çàìåíû êîîðäèíàò èìååì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ãàìèëüòî-

íèàíà â ïåðåìåííûõ (u, v):

H =
2

m(w − v)

(
(a− v)v

v + b
p2v −

(a− w)w

w + b
p2w

)
+
mg

2
(v + w − a− b), (3)
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ãäå pu, pv � ñîïðÿæåííûå èìïóëüñû. Ñîãëàñíî À. Ì. Ïåðåëîìîâó ([6]) âûäåëÿåòñÿ âòîðîé èí-

òåãðàë:

F =
1

2

(a− v)v

v + b
p2v −

m2g

8
(v2 − (a+ b)v) +

mh

4
v. (4)

Èòàê, ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà � ãàìèëüòîíîâà íà
(
T ∗P, ω

)
, ãäå T ∗P = T ∗ P (u, v, pu, pv),

dimT ∗P = 4; ω = dv∧dpv +dw∧dpw � êàíîíè÷åñêàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà. Ïðÿìûì âû-

÷èñëåíèåì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Ïóàññîíà, ïîðîæäåííîé ôîðìîé ω, èíòåãðàëû

H è F íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè.

Äàëåå ÷åðåç (h, f) áóäåì îáîçíà÷àòü ôèêñèðîâàííóþ ïàðó çíà÷åíèé èíòåãðàëîâ H, F ñîîò-

âåòñòâåííî.

Íàõîäèì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

v̇ = ± 4

m(w − v)

√
2

(a− v)v

(v + b)

(
f +

m2g

8

(
v2 − (a+ b)v

)
− mh

4
v

)
,

ẇ = ± 4

m(w − v)

√
2

(a− w)w

(w + b)

(
f +

m2g

8

(
w2 − (a+ b)w

)
− mh

4
v

)

Èõ ìîæíî óïðîñòèòü:

v̇ = ± 4

w − v
√
P (v), ẇ = ± 4

w − v
√
P (w), (5)

ãäå P (z) = 2
(a− z)z

(z + b)

(
αz2 − βz + f

)
, α =

m2g

8
, β =

m2g

8
(a+ b) +

mh

4
.

Ðåøåíèÿ ýòèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ h, f . Ïðè àíàëèçå ñëî-

åíèÿ Ëèóâèëëÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì âàæíî çíàòü òîïîëîãèþ ïîâåðõíîñòè Q3
h = {H = h}

(èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè); â ñèëó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ðåøåíèÿ íå ïîêèäàþò ýòó

ïîâåðõíîñòü.

Äîñòèæèìûå îáëàñòè. Äâèæåíèÿ ñèñòåìû íà T ∗P , çàäàâàåìûå óðàâíåíèÿìè (5), âîçìîæíû

ëèøü ïðè òåõ (v, w), ãäå ïîäêîðåííûå ìíîãî÷ëåíû íåîòðèöàòåëüíû. ×òîáû íàéòè èõ, ïðèìåíèì

îïèñàííóþ Ì. Ï. Õàðëàìîâûì â [3] ïðîöåäóðó. Êðàòêî îïèøåì å¼.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ìîìåíòà

F : H × F → R2(h, f)

Im F íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé îáëàñòüþ.

Îáîçíà÷èì x = (h, f); òîãäà Fx = F−1(x) � èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå.
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Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ Fx íà ïëîñêîñòü ïåðåìåííûõ (u, v); îáðàç ýòîé ïðîåêöèè Acc(x) íà-

çûâàåòñÿ äîñòèæèìîé îáëàñòüþ.

Î÷åâèäíî, ÷òî Acc(x)∈ {(v, w) : P (v) > 0, P (w) > 0}.

Óñòàíîâèì îáëàñòè â ïåðåìåííûõ (v, w), â êîòîðûõ åñòü òðàåêòîðèè ñèñòåìû.

Èñõîäíûå ïåðåìåííûå çàäà÷è âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïðîèçâåäåíèÿ âîñüìè ðàäèêàëîâ, äëÿ êî-

òîðûõ ïðèìåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

r11 =
√
a− v, r21 =

√
v, r31 =

√
1

v + b
, r41 =

√
αv2 − βv + f ,

r12 =
√
w − a, r22 =

√
w, r32 =

√
1

w + b
, r42 =

√
−αw2 + βw − f .

Òîãäà âûðàæåíèÿ äëÿ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ x, y, z, ẋ, ẏ, ż ïðèìóò âèä

x =
v + w − a− b

2
(6)

y =

√
a+ b

b
r11r12 (7)

z =

√
b

a
r21r22 (8)

ẋ =
v̇ + ẇ

2
(9)

ẏ = − 1

2(w − v)

√
a+ b

b

(
r12r21r31r41 + r11r22r32r42

)
(10)

ż =
1

2(w − v)

√
b

a

(
r11r22r31r41 + r12r21r32r42

)
(11)

Äàëåå, ââåä¼ì ôóíêöèþ "áóëåâ çíàê"

bsgn θ =

0, θ > 0

1, θ < 0

è îáîçíà÷èì zs = bsgn r2s1, z4+s = bsgn r2s2, s = 1, . . . , 4.

Òîãäà óñëîâèÿ âåùåñòâåííîñòè âûðàæåíèé (6)�(11) ïðèìóò âèä

z1 ⊕ z5 = 0

z2 ⊕ z6 = 0

z2 ⊕ z3 ⊕ z4 ⊕ z5 = 0

z1 ⊕ z6 ⊕ z7 ⊕ z8 = 0

z1 ⊕ z3 ⊕ z4 ⊕ z6 = 0

z2 ⊕ z5 ⊕ z7 ⊕ z8 = 0

, (12)

ãäå çíàêîì ⊕ îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ ñóììû ïî ìîäóëþ 2. Èñêëþ÷èâ ëèøíèå óðàâíåíèé è äîáàâèâ
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óñëîâèÿ-èìïëèêàöèè, âûòåêàþùèå èç îãðàíè÷åíèé w > v, a > 0 è b > 0, ïîëó÷àåì ñèñòåìó

z1 ⊕ z2 ⊕ z3 ⊕ z4 = 0, z1 ⊕ z5 = 0,

z5 ⊕ z6 ⊕ z7 ⊕ z8 = 0, z2 ⊕ z6 = 0;

z5 → z1 = 1, z6 → z1 = 1,

z2 → z1 = 1, z6 → z4 = 1,

z3 → z1 = 1, z3 → z2 = 1,

z7 → z6 = 1, z7 → z5 = 1,

Å¼ ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ âåêòîð z = (zj) = (00000000).

Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòèæèìàÿ îáëàñòü çàäà¼òñÿ íåðàâåíñòâàìè

v − a 6 0, v > 0, v + b > 0, αv2 − βv + f > 0,

w − a > 0, w > 0, w + b > 0, αw2 − βw + f 6 0.
(13)

Òîïîëîãè÷åñêèé àíàëèç òåïåðü ñâåäåí ê èññëåäîâàíèþ ïðîîáðàçîâ òî÷åê äîñòèæèìîé îá-

ëàñòè Im F. Â äàëüíåéøåì ìû ïîêàæåì, ÷òî îíà ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè

(íàçûâàåìûõ îáëàñòÿìè âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ), ðàçäåëåííûõ íàáîðîì êðèâûõ. Ýòî íàáëþ-

äåíèå èìååò íàãëÿäíûé òîïîëîãè÷åñêèé ñìûñë: åñëè (h, f) � âíóòðåííÿÿ òî÷êà êîìïîíåíòû,

òî F−1(h, f) åñòü ðåãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå (âîçìîæíî, ñîñòîÿùåå èç íåñêîëüêèõ

êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè), à â ïðîîáðàçå òî÷åê ýòèõ êðèâûõ îêàæóòñÿ áèôóðêàöèè ðåãóëÿðíûõ

èíòåãðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé (îñîáûå ïîâåðõíîñòè). Àíàëèç ýòîé çàäà÷è êëàññè÷åñêèìè ìåòîäà-

ìè çàòðóäíåí â ñèëó íåãëàäêîñòè ñèñòåìû â íîâûõ êîîðäèíàòàõ (íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ (5) íå

îïðåäåëåíû ïðè v = w = a). Âñëåäñòâèå ýòîãî íåëüçÿ ïîëüçîâàòüñÿ êëàññè÷åñêîé òåîðåìîé Ëè-

óâèëëÿ. Íî òèï èíòåãðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé è èõ ïåðåñòðîéêè ìû óñòàíîâèì ÿâíî, îïèðàÿñü íà

àëãîðèòì, èçëîæåííûé â [3]. Îòìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî îáëàñòåé âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ áóäåò

çàâèñåòü îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è m, g, a, b. Îïðåäåëÿþùóþ ðîëü èãðàåò çíàê g � "óñêîðåíèÿ

ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå.

Ñîãëàñíî [3], îñîáûå ïîâåðõíîñòè, ñîîòâåòñòâóþò òåì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ (h, f), ïðè êî-

òîðûõ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ v′ =
√
P (v) â ïðîñòðàíñòâå (v′, v) èìååò îñîáûå òî÷êè. Ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî â óñëîâèÿõ èññëåäóåìîé çàäà÷è íàëè÷èå îñîáîé òî÷êè ó òàêîé êðèâîé ýêâèâàëåíò-

íî íàëè÷èþ êðàòíîãî êîðíÿ ó ìíîãî÷ëåíà, ñòîÿùåãî â ÷èñëèòåëå P (v).

Ñîâîêóïíîñòü òàêèõ ïàð (h, f) íà ïëîñêîñòè R2 íàçûâàåòñÿ ðàçäåëÿþùèì ìíîæåñòâîì. Âû-

ïîëíÿÿ âû÷èñëåíèÿ, íàõîäèì, ÷òî ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç òðåõ êðèâûõ, çàäàâàåìûõ

óðàâíåíèÿìè f =
1

32g

(
2h+ (a+ b)gm

)2
, f =

am

8

(
2h+ bgm

)
.
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Òîïîëîãè÷åñêèé àíàëèç: g<0. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ (13) îïðåäåëÿþò ÷åòûðå òèïà äîñòè-

æèìûõ îáëàñòåé. Îíè ïåðå÷èñëåíû â òàáëèöå 1. Òàê, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî êàæäûé òèï îáëàñòè

îïðåäåëÿåòñÿ âçàèìíûì ðàñïîëîæåíèåì êîðíåé. Êàæäîìó ñïîñîáó ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé äðóã

îòíîñèòåëüíî äðóãà ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííàÿ îáëàñòü ïàðàìåòðîâ (h, f). Îáîçíà÷èì íà êî-

îðäèíàòíîé ïëîñêîñòè R2(h, f) ýòè îáëàñòè è ðàçäåëÿþùèå êðèâûå; ïîëó÷èì èçîáðàæåííóþ íà

ðèñ. 2 äèàãðàììó. Â ïðîîáðàçå êàæäîé å¼ òî÷êè áóäåò íåêîòîðàÿ èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü �

ðåãóëÿðíàÿ èëè îñîáàÿ. ßâíî óñòàíîâèì òîïîëîãèþ ýòèõ èíòåãðàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé.

Ñíà÷àëà óñòàíîâèì êîëè÷åñòâî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò â ïðîîáðàçå òî÷åê êàæäîé äîñòèæèìîé

îáëàñòè. Ýòîò ïðîöåññ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåõíèêè áóëåâûõ ôóíêöèé (ñì. [3]) â ïðèìå-

íåíèè ê ôóíêöèè, çàäàâàåìîé ñèñòåìîé (12). Ðåçóëüòàòû àíàëèçà ñâåäåíû â òàáëèöó 2.

Âñå äîñòèæèìûå îáëàñòè, âîçíèêøèå â çàäà÷å, èìåþò âèä ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ïîýòîìó

áóäåì èññëåäîâàòü ïðîîáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, ôèêñèðóÿ îäèí èç ñîìíîæèòåëåé è ðàññìàò-

ðèâàÿ ïîëó÷èâøèåñÿ ñå÷åíèÿ.

Â äîêàçàòåëüñòâàõ áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùèõ îáîçíà÷åíèé äëÿ íåêîìïàêòíûõ èí-

òåãðàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé: V = V × R, ãäå V � ïëîñêèé 2-àòîì, Cyl = S1 × R � öèëèíäð.

Òàáëèöà 1:

Íîìåð îáëàñòè Êîðíè Îáëàñòü èçìåíåíèÿ v Îáëàñòü èçìåíåíèÿ w

I− η < 0 < ξ < a [0, ξ] [a, +∞)

II− η < 0 < a < ξ [0, a] [ξ, +∞)

III− 0 < η < ξ < a [η, ξ] [a, +∞)

IV− 0 < η < a < ξ [η, a] [ξ, +∞)

Òàáëèöà 2:

Íîìåð

îáëàñòè

Îáëàñòü èçìå-

íåíèÿ (v, w)

Ðàäèêàëû

âòîðîé ãðóïïû

Êîë-âî êëàññîâ

ýêâèâàëåíòíîñòè

Ðàçëè÷àþùèå

êîìïîíåíòû ÀÁÂÔ

I− [0, ξ]× [a, +∞) r21, r41, r12 2 z1 ⊕ z6 ⊕ z7 ⊕ z8
II− [0, a]× [ξ, +∞) r11, r21, r42 2 z3 ⊕ z4 ⊕ z5 ⊕ z6
III− [η, ξ]× [a, +∞) r41, r12 4 z1 ⊕ z6 ⊕ z7 ⊕ z8, z2 ⊕ z6
IV− [η, a]× [ξ, +∞) r11, r41, r42 2 z2 ⊕ z6

Óòâåðæäåíèå 1. Ïåðåõîäó ÷åðåç ãðàíèöó îáëàñòåé I− è II− îòâå÷àåò áèôóðêàöèè òèïà C2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâÿçíûå êîìïîíåíòû F−1 â îáëàñòè I− îòëè÷àþòñÿ çíà÷åíèåì z1⊕z6⊕z7⊕z8.
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Ðèñ. 2. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ïðè g < 0

Ôèêñèðóÿ w, ìû âìåñòå ñ òåì ôèêñèðóåì çíàêè âñåõ ðàäèêàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííîé w.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîîáðàçîì îòðåçêà {0 6 v 6 ξ, w = const} ÿâëÿþòñÿ äâå îêðóæíîñòè, îòëè÷à-

þùèåñÿ çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé z1; îáîçíà÷èì ýòè îêðóæíîñòè γ1 è γ2. Ïîëîæèâ v = ξ sin2 ϕ, ϕ

mod 2π, ïîëó÷èì ÿâíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ ýòèõ îêðóæíîñòåé.

Âäîëü êàæäîé èç îêðóæíîñòåé γ1, γ2 ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿåò çíàê ðàäèêàë r41. Â ñîîòâåòñòâèè

ñî çíà÷åíèåì z4 = bsgn r41 ðàçäåëèì γi íà äóãè γ
+
i = γi ∩ {z4 = 0}, γ−i = γi ∩ {z4 = 1}, i = 1, 2

(ðèñ. 3, à).

Àíàëîãè÷íî, ñâÿçíûå êîìïîíåíòû F−1 â îáëàñòè II− îòëè÷àþòñÿ çíà÷åíèåì z3⊕ z4⊕ z5⊕ z6.

Ïðîîáðàçîì îòðåçêà {0 6 v 6 a, w = const} ñíîâà ÿâëÿþòñÿ äâå îêðóæíîñòè, îòëè÷àþùèåñÿ

çíàêàìè ñóììû z3 ⊕ z4 (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îòëè÷èå òîëüêî â çíàêå

z4, òàê êàê z3 ïðèíàäëåæèò ê ïåðâîé ãðóïïå è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìåíÿåò çíàê). Âäîëü êàæäîé

èç ýòèõ îêðóæíîñòåé ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿåò çíàê ïåðåìåííàÿ z1.

Ðàññìîòðèì ïåðåõîä ÷åðåç ãðàíèöó îáëàñòåé I− è II−. Â îáëàñòè I− äóãè îáúåäèíÿþòñÿ â

îêðóæíîñòè ïî ñõåìå γ+1 ∪γ−1 è γ+2 ∪γ−2 ; ïðè ïðîõîäå â îáëàñòü II− äóãè ïåðåãðóïïèðîâûâàþòñÿ

ïî ñõåìå γ+1 ∪ γ+2 è γ−1 ∪ γ−2 (ðèñ. 3, à). Íà ãðàíèöå îáëàñòåé äóãè γ±i èìåþò îáùèå êîíöû â

òî÷êàõ u = a = ξ. Èìåííî òàê óñòðîåí ïëîñêèé àòîì-áèôóðêàöèÿ C2.

Ñå÷åíèå {v = const, w > ξ} åñòü ïðÿìàÿ; ïàðàìåòðîì íà íåé ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå ðàäèêàëà r42,

èçìåíÿþùååñÿ îò −∞ äî +∞. Ïåðåõîä ÷åðåç ãðàíèöó íå ìåíÿåò òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà ýòîãî

ñå÷åíèÿ.
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Ñëåäîâàòåëüíî, òðåõìåðíàÿ îêðåñòíîñòü îñîáîãî ñëîÿ åñòü íåêîìïàêòíûé 3-àòîì C2 = C2×R,

2Cyl → 2Cyl. Îäíîâðåìåííî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè (h, f) ∈ I− F−1(h, f) =2Cyl; äâà öèëèíäðà

áóäåò è â ïðîîáðàçå òî÷åê èç îáëàñòè II−. 2

Óòâåðæäåíèå 2. Ïåðåõîäó ÷åðåç ãðàíèöó îáëàñòåé II− è IV− îòâå÷àåò áèôóðêàöèè òèïà

C2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1, òîëü-

êî ðàçáèåíèå íà îêðóæíîñòè áóäåò ïðîèñõîäèòü óæå ïî çíàêàì äðóãèõ ðàäèêàëîâ.

Ôèêñèðóåì ñå÷åíèå {0 6 v 6 ξ, w = const} â îáëàñòè II−. Åãî ïðîîáðàç � äâå îêðóæíîñòè

γ1, γ2, îòëè÷àþùèåñÿ çíà÷åíèåì z4; ïîëîæèì γ+i = γi ∩ {z2 = 0}, γ−i = γi ∩ {z2 = 1}, i = 1, 2.

Â îáëàñòè IV− ïðîîáðàçîì îòðåçêà {η 6 v 6 ξ, w = const} òàêæå ÿâëÿþòñÿ äâå îêðóæíîñòè,

îòëè÷àþùèåñÿ çíà÷åíèåì z2, à çíàê z4 öèêëè÷åñêè ìåíÿåòñÿ âäîëü êàæäîé èç íèõ.

Ïåðåõîä ÷åðåç ãðàíèöó îáëàñòåé II− è IV− ïåðåãðóïïèðîâûâàåò äóãè γ
±
i ñëåäóþùèì îáðàçîì:

γ+1 ∪ γ−1 è γ+2 ∪ γ−2 â îáëàñòè II−,

γ±i ñêëåèâàþòñÿ êîíöàìè â òî÷êàõ u = 0 = η,

γ+1 ∪ γ+2 è γ−1 ∪ γ−2 â îáëàñòè IV−.

îïèñàííàÿ òàêèì îáðàçîì ïåðåñòðîéêà åñòü ïëîñêèé àòîì C2.

Ñå÷åíèå {v = const, w > ξ} åñòü ïðÿìàÿ; ïàðàìåòðîì íà íåé ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå ðàäèêàëà r42,

èçìåíÿþùååñÿ îò −∞ äî +∞. Ïåðåõîä ÷åðåç ãðàíèöó íå ìåíÿåò òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà ýòîãî

ñå÷åíèÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, òðåõìåðíàÿ îêðåñòíîñòü îñîáîãî ñëîÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ 3-àòîìîì C2, è ïðè

(h, f) ∈ IV− F−1(h, f) =2Cyl. 2
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Ðèñ. 1: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ïðè g < 0

1

1

à)

 

  
  

  
  

  
  

  
  

  
    

    
  

1

á)

Ðèñ. 3. Ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèé 1,3

Óòâåðæäåíèå 3. Ïåðåõîäó ÷åðåç ãðàíèöó îáëàñòåé III− è IV− îòâå÷àåò áèôóðêàöèè òèïà

2B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ñå÷åíèå {η 6 v 6 ξ, w = const} â îáëàñòè III−; åãî ïðîîáðàç

� ÷åòûðå îêðóæíîñòè γ1, . . . γ4, îòëè÷àþùèåñÿ çíà÷åíèÿìè z1, z2. Òàê êàê êðèòè÷åñêèé óðîâåíü
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ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, òî ìîæíî ïðîâîäèòü âñå ïîñëåäóþùèå äåéñòâèÿ äëÿ

êàæäîé êîìïîíåíòû ïî îòäåëüíîñòè, çàôèêñèðîâàâ çíàê z2 (ñ÷èòàåì, ÷òî γ1,γ2 ïðèíàäëåæàò

îäíîé êîìïîíåíòå, γ3,γ4 � äðóãîé.) Ñ÷èòàåì, ÷òî íà γ1 z1 = 0, íà γ2 z1 = 1, Â ïðåäåëàõ îäíîé

êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå îêðóæíîñòåé íà äóãè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

γ+i = γi ∪ {z4 = 0}, γ−i = γi ∪ {z4 = 1} (ðèñ. 3, á ).

Âäîëü îêðóæíîñòè,ÿâëÿþùåéñÿ ïðîîáðàçîì ñå÷åíèÿ {η 6 v 6 ξ, w = const} â îáëàñòè IV−,

öèêëè÷åñêè ìåíÿþò çíàê ðàäèêàëû r11, r41. Èì îòâå÷àþò áóëåâû çíàêè z1, z4. Ñ ó÷åòîì îðè-

åíòàöèè, çàäàâàåìîé íàïðàâëåíèåì âîçðàñòàíèÿ ïåðåìåííîé ϕ, ïîëó÷àåì, ÷òî îêðóæíîñòè γ1

è γ2 ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êðèâóþ ðàçäåëÿþùåãî ìíîæåñòâà îáúåäèíÿþòñÿ â îäíó îêðóæíîñòü

γ+1 ∪ γ−1 ∪ γ−2 ∪ γ+2 (ðèñ. 3, á ). ò.å. ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ òèïà "âîñüìåðêà"ñ òî÷êîé ñàìîïåðå-

ñå÷åíèÿ â u = a = ξ. Â òåðìèíàõ àòîìîâ òàêàÿ ïåðåñòðîéêà çàäàåòñÿ ïëîñêèì àòîìîì B.

Ñå÷åíèå {v = const, w > ξ} åñòü ïðÿìàÿ; ïàðàìåòðîì íà íåé ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå ðàäèêàëà

r42, èçìåíÿþùååñÿ îò −∞ äî +∞. Ïåðåõîä ÷åðåç ãðàíèöó íå ìåíÿåò òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà

ýòîãî ñå÷åíèÿ. Ïîëó÷àåì, ÷òî áèôóðêàöèÿ íà ãðàíèöå îáëàñòåé III− è IV− ñîîòâåòñòâóåò äâóì

íåêîìïàêòíûì 3-àòîìàì B = B × R, è ïðè (h, f) ∈ III− F−1(h, f) =4Cyl. 2

Óòâåðæäåíèå 4. Ïåðåõîäó ÷åðåç ãðàíèöó îáëàñòåé I− è III− îòâå÷àåò áèôóðêàöèè òèïà

2B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ñå÷åíèå {0 6 v 6 ξ, w = const} â îáëàñòè III−; åãî ïðîîáðàç

� ÷åòûðå îêðóæíîñòè γ1, . . . γ4, îòëè÷àþùèåñÿ çíà÷åíèÿìè z1, z2. Òàê êàê êðèòè÷åñêèé óðîâåíü

ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, òî ìîæíî ïðîâîäèòü âñå ïîñëåäóþùèå äåéñòâèÿ äëÿ

êàæäîé êîìïîíåíòû ïî îòäåëüíîñòè, çàôèêñèðîâàâ çíàê z1 (ñ÷èòàåì, ÷òî γ1,γ2 ïðèíàäëåæàò

îäíîé êîìïîíåíòå, γ3,γ4 � äðóãîé.)

Ñ÷èòàåì, ÷òî íà γ1 z2 = 0, íà γ2 z2 = 1, Â ïðåäåëàõ îäíîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ðàññìîòðèì

ðàçáèåíèå îêðóæíîñòåé íà äóãè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

γ+i = γi ∪ {z4 = 0}, γ−i = γi ∪ {z4 = 1}

Âäîëü îêðóæíîñòè,ÿâëÿþùåéñÿ ïðîîáðàçîì ñå÷åíèÿ {0 6 v 6 ξ, w = const} â îáëàñòè I−,

öèêëè÷åñêè ìåíÿþò çíàê ðàäèêàëû r21, r41. Èì îòâå÷àþò áóëåâû çíàêè z2, z4. Ñ ó÷åòîì îðè-

åíòàöèè, çàäàâàåìîé íàïðàâëåíèåì âîçðàñòàíèÿ ïåðåìåííîé ϕ, ïîëó÷àåì, ÷òî îêðóæíîñòè γ1

è γ2 ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êðèâóþ ðàçäåëÿþùåãî ìíîæåñòâà îáúåäèíÿþòñÿ â îäíó îêðóæíîñòü

γ+1 ∪ γ−1 ∪ γ−2 ∪ γ+2 , ò.å. ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ òèïà "âîñüìåðêà"ñ òî÷êîé ñàìîïåðåñå÷åíèÿ â

u = 0 = ξ. Â òåðìèíàõ àòîìîâ òàêàÿ ïåðåñòðîéêà çàäàåòñÿ ïëîñêèì àòîìîì B.

Ñå÷åíèå {v = const, w > a} åñòü ïðÿìàÿ; ïàðàìåòðîì íà íåé ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå ðàäèêàëà r42,

èçìåíÿþùååñÿ îò −∞ äî +∞. Ïåðåõîä ÷åðåç ãðàíèöó íå ìåíÿåò òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà ýòîãî

ñå÷åíèÿ.
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Òàêàÿ áèôóðêàöèÿ íà ãðàíèöå îáëàñòåé III− è IV− ñîîòâåòñòâóåò äâóì íåêîìïàêòíûì 3-

àòîìàì B. 2

Â ðåçóëüòàòå äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ óòâåðæäåíèé âû÷èñëåíû ðåãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå ìíî-

ãîîáðàçèÿ è îïðåäåëåíû èõ áèôóðêàöèè.

Ãðóáûå ìîëåêóëû. Çàôèêñèðóåì âåëè÷èíóH = h è áóäåì ðàññìàòðèâàòü èçîýíåðãåòè÷åñêîå

ìíîãîîáðàçèå Q3
h = {H = h}. Äëÿ íåãî èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ìîëåêóëà Ôîìåíêî îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåñòðîåê ïîâåðõíîñòåé F−1(h, f) ïðè ôèêñèðîâàííîé âåëè÷èíå ýíåðãèè

h è èçìåíÿþùåìñÿ çíà÷åíèè f .

Ïîñëå ïðîâåäåííîãî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå òîïîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà ìîæíî ñäåëàòü ñëåäó-

þùèå âûâîäû:

� ïðîîáðàç òî÷êè èç âíóòðåííîñòè äîñòèæèìîé îáëàñòè ðåãóëÿðåí è ãîìåîìîðôåí îáúåäè-

íåíèþ öèëèíäðîâ,

� íà ãðàíèöàõ äîñòèæèìûõ îáëàñòåé (ò.å. íà ðàçäåëÿþùèõ êðèâûõ) ïðîèñõîäÿò ïåðåñòðîéêè

ýòèõ öèëèíäðîâ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòü ðàçäåëÿþùåãî ìíîæåñòâà, ëåæàùàÿ âíóòðè äîïóñòèìîé îáëàñòè, äåé-

ñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììîé.

Íà äèàãðàììå âûäåëÿåòñÿ ÷åòûðå çîíû ýíåðãèè, â êîòîðûõ ãðóáûå ìîëåêóëû îäèíàêîâû.

Ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ, ïðèâåäåííûé â òàáëèöå 1, çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

2

Òîïîëîãè÷åñêèé àíàëèç â ñëó÷àå g > 0 áîëåå ñëîæåí, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ðåãóëÿðíûå

èíòåãðàëüíûå ïîâåðõíîñòè êîìïàêòíû (ãîìåîìîðôíû íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ òîðîâ). Ýòî ïî-

òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ ìåòîê íà ðåáðàõ ãðóáîé ìîëåêóëû è, êàê ñëåäñòâèå, ÿâíîãî îïðåäåëåíèÿ

áàçèñíûõ öèêëîâ íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ àòîìîâ.
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