
ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà

Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò

êàôåäðà äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è ïðèëîæåíèé

Êóðñîâàÿ ðàáîòà

Ïðåäêâàíòîâàíèå ïî Ñóðüî-Êîñòàíòó ñèìïëåêòè÷åñêèx

ìíîãîîáðàçèé ñ êîíòàêòíûìè îñîáåííîñòÿìè.

Ñòóäåíò: Â.È. Ñèäåëüíèêîâ

Íàó÷íûå ðóêîâîäèòåëè: àêàäåìèê ÐÀÍ À.Ò. Ôîìåíêî

ä.ô.-ì.í. Ä.Á. Çîòüåâ

Ìîñêâà

2018



§ 1. Ñèìïëåêòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ñ êîíòàêòíûìè

îñîáåííîñòÿìè

Êâàíòîâàíèåì ñèìïëåêòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ (M,ω) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå îòîáðà-

æåíèå F 7−→ F̂ ìíîæåñòâà C∞(M ;C) â ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà íåêî-

òîðîì (ïðåä)ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H [1], óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

1. 1̂ = 1 (òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð);

2. ˆ{F,G} = [F̂ , Ĝ], ãäå [F̂ , Ĝ] = i~−1 · (F̂ Ĝ− ĜF̂ ) (êâàíòîâàÿ ñêîáêà Ïóàññîíà);

3. F̂ ∗ = (F̂ )∗, ãäå ∗ � êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå èëè ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð;

4. äëÿ íåêîòîðîãî ïîëíîãî íàáîðà ôóíêöèé F1, . . . , Fm íàáîð îïåðàòîðîâ

F̂1, . . . , F̂m ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Óñëîâèå ïîëíîòû îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ, êîì-

ìóòèðóþùàÿ ñ êàæäîé Fj, ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé (àíàëîãè÷íî äëÿ îïåðàòîðîâ). Åñëè

âûïîëíåíî òîëüêî 1, 2, 3, òî ãîâîðÿò î ïðåäêâàíòîâàíèè [1].

Ñóðüî è Êîñòàíòîì áûëà ïðåäëîæåíà êîíñòðóêöèÿ ïðåäêâàíòîâàíèÿ [2,3], êî-

òîðàÿ îïèñàíà â §2. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñèìïëåêòè÷åñêèå

ìíîãîîáðàçèÿ ñ êîíòàêòíûìè îñîáåííîñòÿìè [4,5].

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü íà ìíîãîîáðàçèè M îïðåäåëåíà çàìêíóòàÿ 2-ôîðìà ω, è

íåïóñòîå ìíîæåñòâî Θ = {ρ ∈M : detωρ = 0} èìååò ìåðó íîëü â M . Òîãäà ïàðà

(M,ω) íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòüþ.

Åñëè ρ ∈ Θ, òî Zρ = Ker(ωρ) èìååò ðàçìåðíîñòü 2k ≥ 2.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü (M,ω) åñòü ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííî-

ñòüþ, dimZρ = 2k â íåêîòîðîé òî÷êå ρ ∈ Θ, è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãëàäêàÿ ãèïåðïî-

âåðõíîñòü S ⊂M , ÷òî ρ ∈ S ⊂ Θ è dimZy = 2k â êàæäîé òî÷êå y ∈ S. Òîãäà òî÷êà

ρ íàçûâàåòñÿ êîíòàêòíîé, åñëè Zρ ̸⊂ TρS è d2k−1Pf(ω)ρ ̸= 0, ãäå Pf(ω) = ±
√
detω.

Óñëîâèå d2k−1Pf(ω)ρ ̸= 0 îçíà÷àåò, ÷òî â íåêîòîðûõ (è òîãäà â ëþáûõ) êîîðäèíà-

òàõ x ∈ R2n, çàäàííûõ â îêðåñòíîñòè ρ, íàéäåòñÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò Pf(ω)(x)

ïîðÿäêà 2k − 1, êîòîðàÿ îòëè÷íà îò íóëÿ â òî÷êå ρ. Ïðè ýòîì âñå ïðîèçâîäíûå

Pf(ω)(x) ïîðÿäêîâ îò 0 äî 2k − 2 â òî÷êå ρ ðàâíû íóëþ. Â ñëó÷àå k = 1 îïðåäå-

ëåíèå 2 óïðîùàåòñÿ äî åäèíñòâåííîãî óñëîâèÿ dPf(ω)(Zρ) ̸= 0 [4].

Ñîãëàñíî òåîðåìå 3 [4], íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êîíòàêòíîé òî÷êè ρ ñóùåñòâó-

þò êîîðäèíàòû (x,p,q) ∈ R2k × Rn−k × Rn−k, â êîòîðûõ ω èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä:

ω = d
(x21
2

(
dx2 +

k∑
j=2

x2j−1dx2j

))
+

n−k∑
i=1

dpi ∧ dqi , (1)
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ïðè ýòîì Pf(ω) = x2k−1
1 /2k−1 è ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà sgrad(f) íà M \Θ èìååò âèä:

ẋ1 = − 1
x1

∂f
∂x2

ẋ2 =
1
x1

∂f
∂x1

− 2
x2
1

(
x3

∂f
∂x3

+ x5
∂f
∂x5

+ . . .+ x2k−1
∂f

∂x2k−1

)
ẋ2j+1 =

2
x2
1

(
x2j+1

∂f
∂x2

− ∂f
∂x2j+2

)
, ẋ2j+2 =

2
x2
1

∂f
∂x2j+1

(1 ≤ j ≤ k − 1)

ṗi = − ∂f
∂qi
, q̇i =

∂f
∂pi

(1 ≤ i ≤ n− k)

 (2)

Åñëè ρ ∈ Θ è limΘ̸∋y→ρ sgrad(f)(y) = w ∈ TρM , òî âåêòîð w îáîçíà÷àåòñÿ

sgrad(f)(ρ). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðàâåíñòâî df(Zρ) = 0, êîòîðîå â îáùåì íå ÿâëÿåòñÿ

äîñòàòî÷íûì. Íî åñëè òî÷êà ρ ÿâëÿåòñÿ êîíòàêòíîé, òî ïîëå sgrad(f), îïðåäåëåííîå

íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O(ρ), ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà df(Zy) = 0

äëÿ âñåõ y ∈ Θ äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê ρ (òåîðåìà 1 [4]).

Äëÿ ëþáîé êîíòàêòíîé òî÷êè ρ ∈ Θ ñóùåñòâóåò òàêàÿ åå îêðåñòíîñòü U , ÷òî

êàæäàÿ òî÷êà y ∈ U∩Θ ÿâëÿåòñÿ êîíòàêòíîé. Îáîçíà÷èì XU ìíîæåñòâî âñåõ ãëàäêèõ

ôóíêöèé f íà U , êàæäàÿ èç êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ df(Zy) ≡ 0. Cëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå áûëî ïîëó÷åíî â [5].

Ïðåäëîæåíèå 1. Ìíîæåñòâî XU ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè îòíîñèòåëüíî ñêîáêè

Ïóàññîíà, êîòîðàÿ êîððåêòíî îïðåäåëåíà íà XU ×XU .

Äîêàçàòåëüñòâî:

d{f1, f2}(Zy) = ωy

(
Zy, sgrad{f1, f2}(y)

)
= ωy

(
Zy, [sgrad(f1), sgrad(f2)](y)

)
=

= ωy

(
Zy, Lsgrad(f1) sgrad(f2)

)
= ωy

(
Zy,

d
dt

(
φ∗
t sgrad(f2)

)
(y)

)
=

= d
dt
ωy

(
(φ∗

tZ)y,
(
φ∗
t sgrad(f2)

)
(y)

)
= d

dt
ωy

(
Zy, sgrad(f2)(y)

)
= 0,

ãäå φt � ëîêàëüíûé ïîòîê ãëàäêîãî ïîëÿ sgrad(f1), îïðåäåëåííîãî â îêðåñòíîñòè

òî÷êè ρ, ñîõðàíÿþùèé ôîðìó ω âìåñòå ñ ïîëåì åå ÿäåð 2.

Cëåäóþùåå óòâåðæäåíèå èç [4] ââîäèò òîïîëîãè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå íà êëàññ ñèì-

ïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ñ êîíòàêòíûìè îñîáåííîñòÿìè.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå (M,ω) ñ îñîáåííîñòüþ

çàìêíóòî, îðèåíòèðóåìî è êàæäàÿ òî÷êà ρ ∈ Θ ÿâëÿåòñÿ êîíòàêòíîé. Åñëè

dimM = 2 èëè dimZy > 2 ∀y ∈ Θ, òî H2(M,R) ̸= 0.

Íàì ïîòðåáóåòñÿ îòîáðàæåíèå F0 : S2n−1 × [−1; 1] → D2n, çàäàííîå ôîðìóëîé

F0(s, t) = st, ãäå s ∈ S2n−1 = ∂D2n, t ∈ [−1; 1], D2n = {x ∈ R2n : |x| ≤ 1}. Îáîçíà÷èì
Θ ñôåðó S2n−1 × {0}, òîãäà F0(Θ) = 0. Ïóñòü M = S2n−1 × [−1; 1]. Ëåãêî ïðîâåðèòü,

÷òî rk(dpF0) = 1 ∀p ∈ Θ è rk(dpF0) = 2n ∀p ∈M \Θ.
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Ôèêñèðóåì íà øàðå D2n ñèìïëåêòè÷åñêóþ ôîðìó Ω0 =
∑n

i=1 dxi ∧ dxn+i . Åñ-

ëè ω0 = F ∗
0 (Ω0), òî ω0p = 0 ∀p ∈ Θ è det(ω0p) ̸= 0 ∀p ∈ M \ Θ. Â êîîðäèíàòàõ

(φ, θ1, . . . , θ2n−2, t), ãäå (φ, θ1, . . . , θ2n−2) � ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû íà S2n−1, ÿêîáèàí

îòîáðàæåíèÿ F0 ðàâåí t
2n−1 · cos2n−2 θ1 · . . . · cos θ2n−2. Ïîýòîìó Pf(ω0) èìååò ïîðÿäîê

t2n−1 ïðè t→ 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ òî÷êà p ∈ Θ ÿâëÿåòñÿ êîíòàêòíîé äëÿ ω0.

Ðàññìîòðèì ëþáóþ ïàðó (N1,Ω1) è (N2,Ω2) ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ðàç-

ìåðíîñòè 2n ≥ 2. Åñëè (N1,Ω1) ̸= (N2,Ω2), òî îáîçíà÷èì N íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå

N1

⨿
N2. Åñëè (N1,Ω1) = (N2,Ω2), òî ïóñòü N = N1 = N2. Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóê-

òóðà ìíîãîîáðàçèÿ N îïðåäåëÿåòñÿ òàêîé ôîðìîé Ω, ÷òî Ω|Nj
= Ωj.

Äëÿ êàæäîãî j ∈ {1, 2} âûáåðåì ïàðó çàìêíóòûõ øàðîâ D2n
j è D

2n

j , òàê ÷òî

D2n
j ⊂ int

(
D

2n

j

)
⊂ Nj è ñóùåñòâóþò ñèìïëåêòîìîðôèçìû fj : D

2n

j → D2n (òåîðåìà

Äàðáó). Åñëè (N1,Ω1) = (N2,Ω2), òî øàðû D
2n

j íå äîëæíû ïåðåñåêàòüñÿ.

Ïðèêëåèì ê N öèëèíäð S2n−1 × [−1; 1] ïîñðåäñòâîì îòîæäåñòâëåíèé òî÷åê:

(s, t) = f−1
1

(
F0(s, t)

)
ïðè − 1 ≤ t ≤ −1/2 , (s, t) = f−1

2

(
F0(s, t)

)
ïðè 1/2 ≤ t ≤ 1 .

Òåì ñàìûì ìû ïðèêëåèâàåì ðó÷êó, èìåÿ ñëåäóþùèå îòîæäåñòâëåíèÿ ïîäìíîæåñòâ:

S2n−1 × {−1} = ∂D
2n

1 , S
2n−1 × [−1; −1/2] = D

2n

1 \ int
(
D2n

1

)
, S2n−1 × {−1/2} = ∂D2n

1

S2n−1 × {1/2} = ∂D2n
2 , S

2n−1 × [1/2; 1] = D
2n

2 \ int
(
D2n

2

)
, S2n−1 × {1} = ∂D

2n

2 .

Âûáðàñûâàÿ èç êàæäîãî Nj âíóòðåííîñòü øàðà D2n
j ïîëó÷àåì ìíîãîîáðàçèå M ñ

ãëàäêîé, çàìêíóòîé 2-ôîðìîé ω, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ Ωj íà Nj \D2n
j è ðàâíà F ∗

0 (Ω0)

íà S2n−1 × [−1; 1]. Ôîðìà ω íåâûðîæäåííà íà M \ Θ è ðàâíà íóëþ âî âñåõ òî÷êàõ

(2n− 1) � ìåðíîé ñôåðû Θ, òàê ÷òî êàæäàÿ òî÷êà ρ ∈ Θ ÿâëÿåòñÿ êîíòàêòíîé.

Òàêèì îáðàçîì, ïàðà (M,ω) ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì ñ êîí-

òàêòíûìè îñîáåííîñòÿìè. Ïîðîäèâøóþ åãî êîíñòðóêöèþ, ââåäåííóþ â [5], íàçîâåì

ïðèêëåéêîé Θ � ðó÷êè ê (N,Ω). Â ñëó÷àå, êîãäà (N1,Ω1) ̸= (N2,Ω2) ìíîãîîáðàçèå M

äèôôåîìîðôíî ñâÿçíîé ñóììå N1#N2.

§ 2. Ïðåäêâàíòîâàíèå ïî Ñóðüî-Êîñòàíòó

Íàñ èíòåðåñóþò òàêèå ñèìïëåêòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ (M,ω) ñ êîíòàêòíûìè îñî-

áåííîñòÿìè (ò.å. êàæäàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà Θ ÿâëÿåòñÿ êîíòàêòíîé), ÷òî ωy = 0

∀y ∈ Θ. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f íà M óñëîâèå df(Ker(ωy)) = 0 ýêâèâàëåíòíî

dyf = 0. Ïðåäêâàíòîâàíèå ïî Ñóðüî-Êîñòàíòó ïðèìåíÿåòñÿ ê ìíîæåñòâó FΘ ôóíêöèé
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f : M2n → C, äëÿ êîòîðûõ ãèïåðïîâåðõíîñòü Θ ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì ïîäìíîãîîá-

ðàçèåì. Èç ïðåäëîæåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî FΘ = XM ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè

îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Ïóàññîíà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü (M2n, ω) � òàêîå ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, ÷òî îáðàç

êëàññà [ω/h] ïðè êàíîíè÷åñêîì èçîìîðôèçìå ãðóïïû H2
dR(M) â ãðóïïó êîãîìîëî-

ãèé H2(U ,R) ïðîèçâîëüíîãî ïîêðûòèÿ Ëåðå U ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííûì êëàññîì,

ãäå h � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà. Îáîçíà÷èì (M2n
0 , ω0) ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå

ñ êîíòàêòíûìè îñîáåííîñòÿìè, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ïðèêëåéêè Θ � ðó÷êè ê

(M2n, ω), òàê ÷òî

M2n
0 =

(
M2n \ (D2n

1 ∪D2n
2 )

)
∪
(
S2n−1 × [−1/2; 1/2]

)
Θ = S2n−1 × {0}.

Òîãäà cóùåñòâóåò ãëàâíîå ðàññëîåíèå P 2n+2 (M2n
0 ,C∗) ñî ñâÿçíîñòüþ, îïðåäåëÿþùåé

êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ∇ â ïðîñòðàíñòâå àññîöèèðîâàííîãî ðàññëîåíèÿ

L2n+2 (M2n
0 ,C,C∗, P 2n+2). Ïðè ýòîì îïåðàòîð

F̂ = F +
h

2πi
∇sgrad(F )

äåéñòâóþùèé íà ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ L2n+2, îïðåäåëÿåò ïðåäêâàíòîâàíèå ïî Ñóðüî-

Êîñòàíòó ôóíêöèé F èç àëãåáðû FΘ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Ëåììà 1. Íà ìíîãîîáðàçèè M2n
0 \

(
S2n−1 × [−1/2; 1/2]

)
ñóùåñòâóåò òàêîå ñåìåé-

ñòâî îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ U = {Uα}α∈A, ÷òî âñå îíè, à òàêæå âñå íåïóñòûå

ïåðåñå÷åíèÿ êîíå÷íûõ ñåìåéñòâ ýòèõ ïîäìíîæåñòâ ãîìåîìîðôíû øàðó â R2n. Ïðè

ýòîì äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U0 ðó÷êè S
2n−1 × [−1/2; 1/2] âñå ìíîæåñòâà ñå-

ìåéñòâà U âìåñòå ñ U0 îáðàçóþò ëîêàëüíî-êîíå÷íîå ïîêðûòèå U0 ìíîãîîáðàçèÿ

M2n
0 , òàê ÷òî äëÿ êàæäîãî α ∈ A øàð Uα íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ U0 èëè ìíîæåñòâî

Uα ∩ U0 = Uα ∩ (U0 \ S2n−1 × [−1/2; 1/2]) ãîìåîìîðôíî øàðó â R2n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè x1, x2 ∈ M2n. Ïðè

êàæäîì j = 1, 2 âûáåðåì çàìêíóòûé øàð D̃2n
j ñ öåíòðîì xj, íà êîòîðîì ñóùåñòâó-

þò êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû äëÿ ôîðìû ω. Ðàññìîòðèì ïîêðûòèå M2n îòêðûòûìè

ìíîæåñòâàìè

int
(
D̃2n

1

)
, int

(
D̃2n

2

)
, M2n \ {x1, x2} (3)

Ïî òåîðåìå 3.7 ãëàâû IV [6] ñóùåñòâóåò ëîêàëüíî-êîíå÷íîå ïîêðûòèå Ëåðå U ′ =

{Uα}α∈A′ , âïèñàííîå â ïîêðûòèå (3). Ëþáîå ìíîæåñòâî Uα íå ñîäåðæèò íè îäíó èç

òî÷åê x1, x2 ëèáî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì int
(
D̃2n

j

)
äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ {1, 2}.
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Âûáåðåì ëþáîå ìíîæåñòâî Uα ⊂ int
(
D̃2n

j

)
. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

∀x ∈ Uα ∃β ̸= α (x ∈ Uβ), òîãäà

Uα =
∪

β∈A′, β ̸=α

Uα ∩ Uβ (4)

Èç (4) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Uα ìîæíî óäàëèòü èç ïîêðûòèÿ U ′ ñ ñîõðàíåíèåì

âñåõ åãî ñâîéñòâ. Ïîâòîðèì äàííûé ïðîöåññ ñ ëþáûì äðóãèì Uβ ⊂
(
D̃2n

j

)
. Ïîñêîëüêó

ïîêðûòèå U ′ ëîêàëüíî-êîíå÷íîå, ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ (ïðè j = 1, 2 ) ïîëó÷èì

òàêîå ïîêðûòèå U = {Uα}α∈A, ÷òî:

∀j ∈ {1, 2} ∃yj ∈ D̃2n
j ∃Uαj

⊂ int
(
D̃2n

j

)
yj ∈ Uαj

& ∀α ≠ αj (yj /∈ Uα).

Îáîçíà÷èì D
2n

j çàìûêàíèå øàðà Uαj
. Â ñèëó ëîêàëüíîé êîíå÷íîñòè ïîêðûòèÿ

ñóùåñòâóåò òàêîé çàìêíóòûé øàð D2n
j ñ öåíòðîì yj, ÷òî

D2n
j ⊂ int

(
D

2n

j

)
& ∀α ̸= αj (D

2n
j ∩ Uα = ∅).

Èñïîëüçóÿ øàðû D2n
j è D

2n

j , ïðèêëåèì Θ � ðó÷êó ê (M2n, ω). Ïîëó÷åíî ìíîãî-

îáðàçèå M2n
0 c ôîðìîé ω0. Èñêîìàÿ îêðåñòíîñòü U0 = S2n−1 × (−1, 1). Ïîêðûòèå U0

îáðàçîâàíî ìíîæåñòâîì U0 è ìíîæåñòâàìè ñåìåéñòâà U çà èñêëþ÷åíèåì Uα1 è Uα2 2.

Ëåììà 2. Äëÿ ïîêðûòèÿ U0 (ëåììà 1) ñóùåñòâóåò òàêîé êëàññ m ∈ H2(U0,R),

÷òî äëÿ íåêîòîðîãî öåëî÷èñëåííîãî êîöèêëà mαβγ ∈ m ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå.

Íà êàæäîì ìíîæåñòâå Uα è U0 çàäàíû òàêèå 1-ôîðìû θα è θ0, è íà êàæäîì

íåïóñòîì ïåðåñå÷åíèè Uα ∩ Uβ è Uα ∩ U0 çàäàíû òàêèå ôóíêöèè bαβ è b0α ñîîòâåò-

ñòâåííî (α, β ̸= 0), ÷òî:

dθα = ω0|Uα = ω|Uα dθ0 = ω0|U0 (θβ − θα)|Uα∩Uβ
= hdbαβ (θ0 − θα)|Uα∩U0 = hdbα0

∀α∀β∀γ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ ̸= ∅ ⇒ (bαβ + bβγ + bγα)|Uα∩Uβ∩Uγ ≡ mαβγ ∈ Z

∀β∀γ U0 ∩ Uβ ∩ Uγ ̸= ∅ ⇒ (b0β + bβγ + bγ0)|U0∩Uβ∩Uγ ≡ m0βγ ∈ Z

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìû θα, ôóíêöèè bαβ è b0α ñóùåñòâóþò â ñèëó ëåììû Ïóàí-

êàðå, ôîðìà θ0 � â ñèëó îòíîñèòåëüíîé ëåììû Ïóàíêàðå. Èç äîêàçàòåëüñòâà ñëåä-

ñòâèÿ 2 Ëåêöèÿ 21 [7] ñëåäóåò, à â çàìå÷àíèè 2.1.1. [3] ÿâíî óêàçàíî, ÷òî ïðè èçîìîð-

ôèçìå H2
dR(M

2n) → H2(U ,R), î êîòîðîì èäåò ðå÷ü â óñëîâèè òåîðåìû 1, ôîðìå ω/h

ñîîòâåòñòâóåò êîöèêë

Uα ∩ Uβ ∩ Uγ 7−→ bαβ + bβγ + bγα ≡ const ∈ Z (5)
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Ñëåäóþùèå äâå 1-ôîðìû ëîêàëüíî îïðåäåëåíû êàê íà M2n
0 , òàê è íà M2n :

θ̃αj
= θ0|Uαj \D

2n
j

j = 1, 2 .

Çàìåíèì âñå 1-êîöèêëû bαjβ íà b̃αjβ, ãäå

θβ
h

−
θ̃αj

h
= db̃αjβ β ̸= α1, α2 .

Ïîñëå ýòîãî êîöèêë (5) íå èçìåíèòñÿ (çíà÷îê ˜ îïócêàåì).

Çàìåòèì, ÷òî ∀Uα ∈ U0 Uα ∩ U0 = Uα ∩ Uαj
ïðè íåêîòîðîì j = 1, 2 . ×òîáû

îïðåäåëèòü äëÿ ïîêðûòèÿ U0 èñêîìûé êîöèêë âèäà (5) îñòàëîñü ââåñòè ñëåäóþùèå

îáîçíà÷åíèÿ. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ A ìíîæåñòâî U0 ∩ Uα = Uαj
∩ Uα íå ïóñòî, òî

ïîëàãàåì b0α = bαjα, ãäå ôóíêöèÿ bαjα ëîêàëüíî îïðåäåëåíà íà M2n 2.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 0 âõîäèò â ìíîæåñòâî èíäåêñîâ A. Ïóñòü

cαβ = e−2πibαβ ∀α, β ∈ A (6)

òîãäà cαβ : Uα ∩ Uβ → C∗. Èç (5) ñëåäóåò cαβcβγcγα = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, cαβ ÿâëÿþòñÿ

ôóíêöèÿìè ñêëåéêè äëÿ íåêîòîðîãî, îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííîãî, ãëàâíîãî ðàññëîåíèÿ

P 2n+2 (M2n
0 ,C∗). Îïðåäåëèì ñâÿçíîñòü â ðàññëîåíèè P 2n+2.

Ïóñòü φα : π−1(Uα) → Uα×C∗ � ëîêàëüíî-òðèâèàëèçèðóþùèé äèôôåîìîðôèçì.

Íà Uα çàäàíî åäèíè÷íîå ñå÷åíèå

σα : Uα → P 2n+2, ∀x ∈ Uα

(
σα(x) = φ−1

α (x, 1)
)
.

Çàìåòèì, ÷òî êàíîíè÷åñêàÿ 1-ôîðìà θ íà ãðóïïå C∗ èìååò âèä θ = dz/z . Ïóñòü

θαβ = c∗αβ(θ) = c∗αβ

(
dz

z

)
=
dcαβ
cαβ

λα = −2πi

h
θα .

Ïðîâåðèì, ÷òî

λβ − λα =
dcαβ
cαβ

(7)

Äåéñòâèòåëüíî, èç ëåììû 2 è (6) ïîëó÷èì:

λβ − λα = −2πi

h
(θβ − θα) = −2πi

h
(hdbαβ) = −2πidbαβ = d ln cαβ =

dcαβ
cαβ

.

Ïîä ëîãàðèôìîì ïîíèìàåòñÿ ëþáàÿ âåòâü áåñêîíå÷íîëèñòíîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíê-

öèè, îïðåäåëåííàÿ íàä îäíîñâÿçíîé îáëàñòüþ Uα ∩ Uβ.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ êîììóòàòèâíîé ãðóïïû C∗ èìååò ìåñòî adc−1
αβ

= id, èç (7) è

ïðåäëîæåíèÿ 1.4 Ãëàâû 2 [6] ñëåäóåò, ÷òî íà P 2n+2 ñóùåñâóåò ñâÿçíîñòü ñ òàêîé ôîð-

ìîé λ, ÷òî λα = σ∗
α(λ) ∀α ∈ A. Ñîîòâåòñòâåííî, â ïðîñòðàíñòâå àññîöèèðîâàííîãî
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ðàññëîåíèÿ L2n+2 (M2n
0 ,C,C∗, P 2n+2) îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåí-

öèðîâàíèÿ ∇. Îïåðàòîð
F̂ = F +

h

2πi
∇sgrad(F ) (8)

äåéñòâóþùèé íà ñå÷åíèÿ L2n+2, îïðåäåëÿåò ïðåäêâàíòîâàíèå ïî Ñóðüî-Êîñòàíòó

ôóíêöèé èç àëãåáðû FΘ. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1, ∀F ∈ FΘ ïîëå sgrad(F ) êîððåêòíî

îïðåäåëåíî íà âñåì ìíîãîîáðàçèè M2n
0 .

Ïóñòü sα : Uα → L2n+2 � åäèíè÷íîå ñå÷åíèå. Äëÿ ëþáîãî ñå÷åíèÿ s :M2n
0 → L2n+2

∃ φ : Uα → C s|Uα = φ · sα
(
sα(x) ̸= 0 ∀x ∈ Uα

)
(9)

Â ñèëó (9) îïåðàòîð (8) äåéñòâóåò íà ôóíêöèè φ ∈ C∞(Uα,C). Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ

ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ ∈ Uα

∇ξsα = λα(ξ)sα = −2πi

h
θα(ξ)sα (10)

Èç (10) ñëåäóåò, ÷òî

∇ξ(s) = ∇ξ(φsα) = ξ(φ)sα + φ∇ξsα =
(
ξ(φ)− 2πi

h
θα(ξ)φ

)
sα

Âèäíî, ÷òî îïåðàòîð F̂ äåéñòâóåò íà ôóíêöèè φ ∈ C∞(Uα,C) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F̂ (φ) = Fφ+
h

2πi
{F, φ} − θα(sgrad F) · φ (11)

Ïîëó÷åí îïåðàòîð ïðåäêâàíòîâàíèÿ ïî Ñèãàëó � Âàí-Õîâó [1,8].

Äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ F̂ ∗ = (F̂ )∗, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ýðìèòîâî

ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå ôèíèòíûõ ñå÷åíèé L2n+2. Ñëåäóÿ [3] ïîëàãàåì:

(s1, s2) =

∫
M2n

0

⟨s1(x), s2(x)⟩x · Ω(x) ãäå Ω = ∧n
i=1ω .

Ïîñëîéíàÿ ýðìèòîâà ñòðóêòóðà ⟨·, ·⟩x îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ïóñòü x ∈ Uα è sα � åäèíè÷íîå (áàçèñíîå) ñå÷åíèå (sα(x) ̸= 0 ∀x ∈ Uα). Òîãäà,

åñëè s1(x) = f1(x)sα(x) è s2(x) = f2(x)sα(x), òî

⟨s1(x), s2(x)⟩x = f1(x)f
∗
2 (x) (12)

Ïðîâåðèì êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ (12). Ïóñòü x ∈ Uβ è s1(x) = g1(x)sα(x), s2(x) =

g2(x)sα(x). Ïîñêîëüêó sβ(x) = sα(x)cαβ(x) è |cαβ| = 1, òî

g1(x)g
∗
2(x) =

s1(x)

sβ(x)
· s

∗
2(x)

s∗β(x)
=
s1(x)

sα(x)
· s

∗
2(x)

s∗α(x)
· 1

|cαβ(x)|2
= f1(x)f

∗
2 (x) .
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Äëÿ ïðîâåðêè ñâîéñòâà F̂ ∗ = (F̂ )∗ äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âåùåñòâåííîé

ôóíêöèè F îïåðàòîð F̂ � ñàìîñîïðÿæåííûé. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ñå÷åíèé, íîñèòå-

ëè êîòîðûõ ëåæàò â íåêîòîðîé êàðòå Uα. Íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàòîð âèäà (11)

ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî∫
M2n

0

h

2πi
sgradF (φ) · ψ∗ · Ω =

∫
M2n

0

φ ·
(
h

2πi
sgradF (ψ)

)∗

· Ω ,

÷òî ðàâíîñèëüíî ∫
M2n

0

sgradF (φψ∗) · Ω = 0 (13)

Ïóñòü a(t) � (ëîêàëüíàÿ) îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ïîëÿ sgradF . Òàê êàê

ïîòîê sgradF ñîõðàíÿåò ôîðìó ω, à çíà÷èò è åå ñòåïåíü Ω, èíòåãðàë (13) ðàâåí:∫
M2n

0

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(φψ∗)(atx) · Ω =
d

dt

∫
φψ∗(atx)a

∗
tΩ =

d

dt

∫
φψ∗Ω = 0 .

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Ýòà òåîðåìà ðàñøèðÿåò ïðåäìåòíóþ îáëàñòü òåîðèè ãåîìåòðè÷åñêîãî êâàíòîâà-

íèÿ (ïî Ñóðüî-Êîñòàíòó) ñèìïëåêòè÷åñêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè ñ êîíòàêòíûìè îñîáåí-

íîñòÿìè, êîòîðûå íå èìåþò íèêàêîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Ê íèì îòíîñÿò-

ñÿ ñâÿçíûå ñóììû íåêîòîðûõ, ïî-âèäèìîìó ìíîãèõ, ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé.

Ïðèìåðû òàêèõ ñâÿçíûõ ñóìì ìîæíî èçâëå÷ü èç ðàáîòû [9].

Cîãëàñíî ï.4 òåîðåìû 3.8 [9], åñëè 4-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå X ðàçëàãàåòñÿ â ñâÿç-

íóþ ñóììó X = Y#Z, ãäå b2+(Y ) > 0 è b2+(Z) > 0, òî âñå èíâàðèàíòû Çàéáåðãà-

Âèòòåíà ìíîãîîáðàçèÿ X ðàâíû íóëþ (ò.å. SWX ≡ 0). Îòñþäà è èç òåîðåìû 4.1

[9] ñëåäóåò, ÷òî åñëè X � çàìêíóòîå, ñèìïëåêòè÷åñêîå 4-ìíîãîîîáðàçèå, òî îíî íå

ìîæåò áûòü ñâÿçíîé ñóììîé ìíîãîîáðàçèé, ó êîòîðûõ b2+ > 0. ×èñëî b2+ ðàâíî ðàç-

ìåðíîñòè ìàêñèìàëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà âH2(X,R), íà êîòîðîì áèëèíåéíàÿ ôîðìà

Q([ω1], [ω2]) =
∫
X
ω1 ∧ ω2 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé [9].

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî èíâàðèàíò b2+ àääèòèâåí îòíîñèòåëüíî ñâÿçíîé ñóììû [9], îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî íà ëþáîì ìíîãîîáðàçèè CP 2# . . .#CP 2 íå ñóùåñòâóåò ñèìïëåêòè÷åñêîé

ñòðóêòóðû (òåîðåìà 3.10 [9]). Ïðè ýòîì ëþáîå CPN èìååò ñòàíäàðòíóþ ñèìïëåêòè-

÷åñêóþ ñòðóêòóðó ñ öåëî÷èñëåííûìè ïåðèîäàìè [10].

Äðóãîé ïðèìåð ñâÿçàí ñ ïîâåðõíîñòüþ K3 â CP 3, îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèåì

z21 + z22 + z23 + z24 = 0, ó êîòîðîé b2+ = 3 [9]. Òîãäà b2+(K3# . . .#K3) = 3m > 0 (ãäå m

� ÷èñëî ñëàãàåìûõ), ñëåäîâàòåëüíî ñâÿçíàÿ ñóììà ëþáîãî ÷èñëà ýêçåìïëÿðîâ K3 íå

ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì. Ïðè ýòîì K3 åñòü 4-ìåðíîå ñèìïëåêòè-

÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå (êîìïëåêñíîå ïîäìíîãîîáðàçèå â êýëåðîâîì ìíîãîîáðàçèè CP 3,
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â ñèëó ÷åãî K3 � êýëåðîâî [11]). Ïåðåìåøèâàÿ â ñâÿçíîé ñóììå ñëàãàåìûå K3 è CP 2,

ïîëó÷èì äðóãèå ïðèìåðû òîãî æå ðîäà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíèòåëüíî ê ñâÿçíûì ñóììàì ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðà-

çèé çàäà÷à êâàíòîâàíèÿ ïî Ñóðüî-Êîñòàíòó, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìååò ñìûñëà. Íî åå

ìîäèôèêàöèÿ, îïèñàííàÿ â òåîðåìå 1, ïðèìåíèìà ê ñâÿçíîé ñóììå ëþáûõ ìíîãîîá-

ðàçèé, êàæäîå èç êîòîðûõ äîïóñêàåò (ïðåä)êâàíòîâàíèå ïî Ñóðüî-Êîñòàíòó.

Ïðèìåðîì ñëóæèò ëþáàÿ ñâÿçíàÿ ñóììà CPN# . . .#CPN , åñëè çàôèêñèðîâàòü

íà CPN ôîðìó ω = hΩ0, ãäå Ω0 � ñòàíäàðòíàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà CPN ,

êîòîðàÿ â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ (z0 : . . . : zN) çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì [10]:

Ω0 =
i
(∑N

k=0 zkz
∗
k

∑N
k=0 dzk ∧ dz∗k −

∑N
k=0 z

∗
kdzk ∧

∑N
k=0 zkdz

∗
k

)
2π

(∑N
k=0 zkz

∗
k

)2

Ïîñêîëüêó Ω0 � öåëî÷èñëåííàÿ ôîðìà [10], èç òåîðåì 2.1, 2.2 [1] ñëåäóåò, ÷òî íà

(CPN , ω) ñóùåñòâóåò ïðåäêâàíòîâàíèå ïî Ñóðüî-Êîñòàíòó. Â ñèëó òåîðåìû 1 îíî ñó-

ùåñòâóåò è íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè CPN# . . .#CPN ñ êîíòàêòíûìè îñî-

áåííîñòÿìè. Ïðè ýòîì, êàê ïîêàçàíî âûøå, ïðè N = 2 îíî íå èìååò ñèìïëåêòè÷åñêîé

ñòðóêòóðû.

Çàìå÷àíèå. Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå dyF = 0 ∀y ∈ Θ íà ôóíêöèè F ∈ FΘ ⊂
C∞(M2n

0 ;C), êîòîðûå êâàíòóþòñÿ â ñèëó òåîðåìû 1, íå ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêè îãðàíè÷è-

òåëüíûì. Äëÿ ëþáîé, êàê óãîäíî ìàëîé, òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè U ãèïåðïîâåðõíîñòè

Θ ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ χ :M2n
0 → [0; 1], ÷òî χ(Θ) = 0 è χ(M2n

0 \U) ≡ 1.

Ïðè ýòîì dyχ = 0 â êàæäîé òî÷êå y ∈ Θ (ïîñêîëüêó χ äîñòèãàåò ãëîáàëüíîãî ìè-

íèìóìà íà Θ). Òîãäà äëÿ ëþáîé f ∈ C∞(M2n
0 ;C) ôóíêöèÿ F = fχ ïðèíàäëåæèò

àëãåáðå FΘ è îòëè÷àåòñÿ îò f ëèøü â áåñêîíå÷íîé áëèçîñòè îò ãèïåðïîâåðõíîñòè Θ.

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ F (ëîêàëüíî) äåëèòñÿ íà x21, ãäå x ∈ R2n � êàíîíè÷åñêèå

êîîðäèíàòû (1). Ïîýòîìó èç (2) ñëåäóåò, ÷òî ïîëå sgrad(F ) ñîïðèêàñàåòñÿ ñ ãèïåðïî-

âåðõíîñòüþ Θ.

Ïðèìåð ê òåîðåìå 1. Ââåäåì íà ñôåðå S2 ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ω = hσ,

ãäå σ � ôîðìà ïëîùàäè. Ôèêñèðóåì ïîêðûòèå Ëåðå U êàðòàìè Uk ïðè k = 1, 2, . . . , 7,

èçîáðàæåííûìè íà ðèñóíêàõ 1 è 2 (cåðûé ïðÿìîóãîëüíèê íà ðèñ. 2 ñîîòâåòñòâóåò

ìíîæåñòâó U4 ∩ U5 ∩ U6 ∩ U7).

Åñëè ω|Uk
= dθk, òî îáðàç êëàññà [ω/h] ïðè êàíîíè÷åñêîì èçîìîðôèçìå

H2
dR(M) → H2(U ,R) ÿâëÿåòñÿ êëàññîì êîãîìîëîãèé [C] ñ ïðåäñòàâëÿþùèì åãî 2-
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êîöèêëîì:

Uk ∩ Ul ∩ Um 7−→ Cklm ∈ R, k, l,m ∈ {1, 2, . . . , 7}, Uk ∩ Ul ∩ Um ̸= ∅,

ãäå (bkl + blm + bmk)|Uk∩Ul∩Um ≡ Cklm è (θk − θl)|Uk∩Ul
= hdbkl

Ýòîò êîöèêë ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû âñå ÷èñëà Cklm áûëè ðàâíû íóëþ. Äëÿ

ýòîãî íåîáõîäèìî ïîäîáðàòü ôóíêöèè bkl, ïðèáàâëÿÿ ê íèì ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåí-

íûå êîíñòàíòû, ÷òîáû òîæäåñòâåííî âûïîëíÿëèñü óðàâíåíèÿ (14):

b13 + b34 + b41 = 0 b13 + b35 + b51 = 0 b14 + b45 + b51 = 0

b23 + b36 + b62 = 0 b23 + b37 + b72 = 0 b26 + b67 + b72 = 0

b34 + b46 + b63 = 0 b35 + b57 + b73 = 0 b45 + b57 + b74 = 0

b45 + b56 + b64 = 0 b46 + b67 + b74 = 0 b56 + b67 + b75 = 0

(14)

Ïîñêîëüêó îãðàíè÷åíèå ôîðìû ω íà ýêâàòîð S1
0 ñôåðû S2 ðàâíî íóëþ, â ñèëó

îòíîñèòåëüíîé ëåììû Ïóàíêàðå [11] ω = dθ äëÿ íåêîòîðîé 1-ôîðìû θ, îïðåäåëåííîé

íà îêðåñòíîñòè S1
0 . Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1.5 [12] ñëåäóåò, ÷òî â êà÷åñòâå ýòîé

îêðåñòíîñòè ìîæíî âûáðàòü ìíîæåñòâî U3 ∪ U4 ∪ U5 ∪ U6 ∪ U7, ïîñêîëüêó îíî ñòÿãè-

âàåòñÿ íà S1
0 . Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî θk − θl ≡ 0 è bkl ≡ 0 ïðè k, l ≥ 3.

Cëåäîâàòåëüíî (14) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé:

b13 + b51 = 0 b14 + b51 = 0

b23 + b72 = 0 b26 + b72 = 0
(15)

Ïðîèçâîëüíî çàôèêñèðóåì ôóíêöèè b51, b72 è ïîäáåðåì ñâîáîäíûå êîíñòàíòû � ñëà-

ãàåìûå â b13, b23 òàê, ÷òîáû óðàâíåíèÿ (15) ñòàëè òîæäåñòâàìè íà ñîîòâåòñòâóþùèõ

ìíîæåñòâàõ Uk ∩ Ul ∩ Um.

Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå Cklm ≡ 0. Ïîñêîëüêó êëàññ [C] ÿâëÿåòñÿ

öåëî÷èñëåííûì [3], íà ìíîãîîáðàçèè (S2, ω) ñóùåñòâóåò ïðåäêâàíòîâàíèå ïî Ñóðüî-

Êîñòàíòó. Ïîýòîìó ê (S2, ω) ìîæíî ëþáîå ÷èñëî ðàç ïðèìåíèòü òåîðåìó 1, ïðèêëåè-

âàÿ ðó÷êè ê ìíîæåñòâó (U1 ∪ U2) \ (U3 ∪ U4 ∪ U5 ∪ U6 ∪ U7). Äîêàçàíî óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Íà ëþáîì çàìêíóòîì, îðèåíòèðóåìîì ìíîãîîáðàçèè M2 ðîäà g ≥ 0

ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñ êîíòàêòíûìè îñîáåííîñòÿìè,

÷òî ìíîæåñòâî Θ ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì g âëîæåííûõ îêðóæíîñòåé,

è äëÿ ôóíêöèé èç àëãåáðû FΘ îïðåäåëåíî ïðåäêâàíòîâàíèå ïî Ñóðüo-Êîñòàíòó (ïðè

g = 0 îñîáåííîñòåé íåò è FΘ = C∞(M2;C)).
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Íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå íîðìàëüíûõ êîîðäèíàò íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè

M [6]. Êîîðäèíàòû x1, . . . xm â êàðòå V ∋ p íàçûâàþòñÿ íîðìàëüíûìè, åñëè îíè

èíäóöèðîâàíû äèôôåîìîðôèçìîì τp : O → V íåêîòîðîãî øàðà O â Rm ñ öåíòðîì â

òî÷êè íîëü, êîòîðûé äëÿ íåêîòîðîãî, ôèêñèðîâàííîãî áàçèñà e1, . . . , em â TpM ñòàâèò

â ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâîëüíîìó âåêòîðó x = (x1, . . . , xm) ∈ O òî÷êó τp(x) = γ(1) ∈ V ,

ãäå γ(t) � òàêàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ â M , ÷òî γ(0) = p è γ̇(0) =
∑m

i=1 xiei. Òîãäà áàçèñ

∂/∂x1, . . . , ∂/∂xm â òî÷êå p ñîâïàäàåò ñ áàçèñîì e1, . . . , em, êîòîðûé ìîæíî ñ÷èòàòü

îðòîíîðìàëüíûì. Ïðè ýòîì p èìååò êîîðäèíàòû (0, . . . , 0) è íàçûâàåòñÿ öåíòðîì V .

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü (M2n, ω) � ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ êîíòàêòíû-

ìè îñîáåííîñòÿìè. Ñóùåñòâóþò òàêàÿ òðóá÷àòàÿ îêðåñòíîñòü U0 ãèïåðïîâåðõ-

íîñòè Θ è ïîêðûòèå Ëåðå U ìíîæåñòâà M2n \ U0, ÷òî ∀Uα ∈ U åñëè ìíîæåñòâî

Uα ∩ U0 íå ïóñòî, òî îíî íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ Θ è ãîìåîìîðôíî øàðó â R2n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì íàM2n êàêóþ-íèáóäü ðèìàíîâó ìåòðèêó. Â êà÷å-

ñòâå U0 âîçüìåì ëþáóþ òðóá÷àòóþ îêðåñòíîñòü Θ ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé P 2n−1 = ∂U0.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.7 Ãëàâû 4 [6] âèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîêðûòèå Ëåðå

ìíîæåñòâàM2n \U0 êàðòàìè Uα ñ íîðìàëüíûìè êîîðäèíàòàìè. Ýòî ïîêðûòèå ìîæíî

âûáðàòü òàê, ÷òîáû öåíòðû âñåõ ìíîæåñòâ Uα, ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ P 2n−1, ëåæàëè íà

ýòîé ãèïåðïîâåðõíîñòè, à ñàìè Uα íå ïåðåñåêàëèñü ñ Θ. Òåïåðü íàì íóæíî âûáðàòü

ýòè êàðòû òàê, ÷òîáû èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñ U0 áûëè ãîìåîìîðôíû øàðó â R2n.

Ðàññìîòðèì ëþáîå ìíîæåñòâî Uα ñ öåíòðîì p ∈ P 2n−1 è íîðìàëüíûìè êîîð-

äèíàòàìè x1, . . . , x2n. Ñîîòâåòñòâóþùèé áàçèñ e1, . . . , e2n â TpM ìîæíî âûáðàòü òàê,

÷òîáû âåêòîðû e1, . . . , e2n−1 êàñàëèñü ïîâåðõíîñòè P 2n−1, à âåêòîð e2n áûë åé îðòî-

ãîíàëåí. Òîãäà ãåîäåçè÷åñêèé äèñê D2n−1 ⊂ Uα, îïðåäåëÿåìûé óðàâíåíèåì x2n = 0,

äåëèò Uα íà äâà âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâà, êàæäîå èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíî øàðó

â R2n. Ïîñêîëüêó D2n−1 è P 2n−1 ñîïðèêàñàþòñÿ â òî÷êå p, âûáèðàÿ Uα äîñòàòî÷íî

ìàëûì ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû Uα ∩ U0 áûëî äèôôåîìîðôíî òîìó âûïóêëîìó

ïîäìíîæåñòâó Uα, êîòîðîå îãðàíè÷åíî äèñêîì D2n−1 2.

Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 3 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèå, ïðè êîòîðîì íà

(M2n, ω) ñóùåñòâóåò ïðåäêâàíòîâàíèå ïî Ñóðüî-Êîñòàíòó. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî íà

êàæäîì ìíîæåñòâå Uα è U0 çàäàíû òàêèå 1-ôîðìû θα è θ0, è íà êàæäîì íåïóñòîì

ïåðåñå÷åíèè Uα ∩ Uβ è Uα ∩ U0 çàäàíû òàêèå ôóíêöèè bαβ è b0α (α, β ̸= 0), ÷òî:

dθα = ω|Uα dθ0 = ω|U0 (θβ − θα)|Uα∩Uβ
= hdbαβ (θ0 − θα)|Uα∩U0 = hdbα0

∀α∀β∀γ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ ̸= ∅ ⇒ (bαβ + bβγ + bγα)|Uα∩Uβ∩Uγ ≡ Cαβγ ∈ R
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∀β∀γ U0 ∩ Uβ ∩ Uγ ̸= ∅ ⇒ (b0β + bβγ + bγ0)|U0∩Uβ∩Uγ ≡ C0βγ ∈ R

Ïåðâîîáðàçíûå ôóíêöèè bαβ è bα0 îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíûõ ñëàãàå-

ìûõ � êîíñòàíò. Åñëè ýòè êîíñòàíòû ìîæíî ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû âñå ÷èñëà Cαβγ è

C0βγ îêàçàëèñü öåëûìè, òî ñóùåñòâóåò ïðåäêâàíòîâàíèå ôóíêöèé èç àëãåáðû FΘ.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî

U0 ∪
∪

Uα∩U0 ̸=∅

Uα (16)

ñòÿãèâàåòñÿ íà ãèïåðïîâåðõíîñòü Θ, ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìû θ0 è θα ìîæíî ñ÷èòàòü

îãðàíè÷åíèÿìè íà U0 è Uα íåêîòîðîé ôîðìû θ, çàäàííîé íà ìíîæåñòâå (16) è ÿâ-

ëÿþùåéñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ω. Òàêèì îáðàçîì, âñå ôóíêöèè b0α, à òàêæå âñå bαβ,

îòâå÷àþùèå ïàðàì íåïóñòûõ ïåðåñå÷åíèé Uα∩U0 è Uβ ∩U0, ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíûìè

íóëþ. Îòñþäà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü (M2n, ω) � ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ êîíòàêòíûìè îñî-

áåííîñòÿìè. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ òðóá÷àòàÿ îêðåñòíîñòü U0 ãèïåðïîâåðõíî-

ñòè Θ, ÷òî ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå (M2n \ U0, ω) äîïóñêàåò ïðåäêâàíòîâà-

íèå ïî Ñóðüî-Êîñòàíòó, òî è íà (M2n, ω) ñóùåñòâóåò ïðåäêâàíòîâàíèå ïî Ñóðüî-

Êîñòàíòó ôóíêöèé èç àëãåáðû FΘ.
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