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Введение
Расстояние Громова–Хаусдорфа было определено Д. Эдвардсом [1], а за-
тем переоткрыто и обобщено М. Громовым [2], [3]. Расстояние Громова–
Хаусдорфа измеряет различие между двумя произвольными метрически-
ми пространствами и является одним из красивейших понятий метриче-
ской геометрии. С момента своего появления оно использовалось матема-
тиками в изучении топологических свойств. Вычисление расстояний Гро-
мова–Хаусдорфа от метрических пространств до конечных симплексов, то
есть бесконечных метрических пространств, в которых все ненулевые рас-
стояния равны между собой, было описано в [4]. Цель данной работы —
обобщить результаты [4] на случай бесконечных симплексов. Было дока-
зано, что, когда мощность метрического пространства меньше мощности
симлекса, расстояние останится таким же, как и при конечном симплек-
се. Также был описан частный случай ситуации, когда мощности равны и
метрическое пространство имеет специальный вид.

1 Основные определения и предварительные
результаты

Пусть A — произвольное множество, через #A будем обозначать его мощ-
ность.

Пусть X — метрическое пространство. Расстояние между его точками
x и y будем обозначать через |xy|. Через diamX будем обозначать диаметр
X.

Если A,B ⊂ X — непустые подмножества, определим расстояние между
ними как |AB| = inf

{
|ab| : a ∈ A, b ∈ B

}
, при этом, если A = {a}, то вместо∣∣{a}B∣∣ будем писать |aB|.

Для любой точки x ∈ X и числа r > 0 через Ur(x) будем обозначать
открытый шар с центром в точке x и радиусом r; для каждого непустого
A ⊂ X и числа r > 0 положим Ur(A) =

⋃
α∈A Ur(a).

Определение 1.1. Для непустых A,B ⊂ X положим

dH(A,B) = inf
{
r > 0 : A ⊂ Ur(B) & B ⊂ Ur(A)

}
= max

{
sup
a∈A
|aB|, sup

b∈B
|Ab|

}
.

Полученная величина назвается расстоянием Хаусдорфа между A и B.

Определение 1.2. Пусть X и Y — метрические пространства. Тройку
(X ′, Y ′, Z), состоящую из метрического пространства Z и двух его подмно-
жеств X ′ и Y ′, изометричных X и Y соответственно, назовем реализацией
пары (X,Y ).

Определение 1.3. Расстоянием dGH(X,Y ) по Громову–Хаусдорфу меж-
ду X и Y назовем точную нижнюю грань чисел r, для которых существует
реализация (X ′, Y ′, Z) пары (X,Y ) такая, что dH(X ′, Y ′) ≤ r.
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Определение 1.4. Пусть X и Y — произвольные непустые множества.
Отношением между множествами X и Y называется каждое подмноже-
ство декартова произведения X × Y . Множество всех непустых отношений
между X и Y обозначим через P(X,Y ).

Будем смотреть на каждое отношение σ ∈ P(X,Y ) как на многозначное
отображение, которое может иметь область определения меньшую, чем X.
Тогда, для каждого x ∈ X и каждого A ⊂ X определены их образы σ(x)
и σ(A), а для каждого y ∈ Y и каждого B ⊂ Y — их прообразы σ−1(y) и
σ−1(B).

Определение 1.5. Отношение R ∈ P(X,Y ) называется соответствием,
если ограничения на R канонических проекций πX : (x, y) → x и πY :
(x, y) → y сюръективны. Множество всех соответствий между X и Y обо-
значим через R(X,Y ).

Определение 1.6. Пусть X и Y — произвольные метрические простран-
ства. Искажением disσ отношения σ ∈ P(X,Y ) назовем число

disσ = sup
{∣∣|xx′| − |yy′|∣∣, (x, y), (x′, y′) ∈ σ

}
.

Утверждение 1.7 ([5]). Для любых метрических пространств X и Y
имеем

dGH(X,Y ) =
1

2
inf
{

disR : R ∈ R(X,Y )
}
.

Определение 1.8. Метрическое пространство X назовем симплексом, ес-
ли все его ненулевые расстояния одинаковы. Произвольный единичный сим-
плекс обозначим через ∆.

Для произвольного метрического пространства X и числа λ > 0 через
λX обозначим метрическое пространство, которое отличается от X умно-
жением всех расстояний на λ.

Утверждение 1.9 ([4]). Пусть M — конечное метрическое простран-
ство, n = #M . Тогда для каждого m ∈ N , m > n, и λ > 0 имеем

dGH(X,λ∆) =
1

2
max {λ, diamX − λ}.

2 Основные результаты
Предложение 2.1. Пусть X — метрическое пространство, ∆ — единич-
ный симплекс. Тогда, если #X < #∆ и λ > 0, то

dGH(X,λ∆) =
1

2
max {λ, diamX − λ}.
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Доказательство. Рассмотрим произвольное соответствие R ∈ R(X,λ∆).
Поскольку #X < #∆, то существует точка x ∈ X такая, что #R(x) ≥ 2.
Значит,

disR = sup
{∣∣|xx′| − |yy′|∣∣, (x, y) ∈ R, (x′, y′) ∈ R

}
≥
∣∣|xx| − λ∣∣ = λ,

и следовательно dGH(X,λ∆) ≥ 1
2λ.

Теперь рассмотрим соответствие R1 ∈ R(X,λ∆) такое, что для любой
точки y ∈ λ∆ выполняется #R−11 (y) = 1. Тогда, при (x, y) ∈ R1, (x

′, y′) ∈ R1,
если |yy′| = 0, то и |xx′| = 0. Следовательно, при |yy′| = 0 супремум не
может достигаться. Но значит, он должен достигаться при |yy′| = λ.

Таким образом, disR1 = sup
{∣∣|xx′|−λ∣∣, x, x′ ∈ X} = max {λ,diamX − λ}.

Отсюда следует, что dGH(X,λ∆) ≤ 1
2 max {λ, diamX − λ}.

Пусть diamX ≤ 2λ, тогда max {λ, diamX − λ} = λ, то есть утверждение
доказано.

Пусть diamX ≥ 2λ, тогда max {λ, diamX − λ} = diamX − λ. В таком
случае, зафиксируем произвольное ε > 0, найдем точки x, x′ ∈ X такие, что∣∣|xx′|−diamX

∣∣ < ε, и рассмотрим произвольное соответствие R ∈ R(X,λ∆).
Для него должно выполняться одно из двух условий:

(1) существует y ∈ λ∆ такой, что (x, y), (x′, y) ∈ R. Тогда disR ≥ diamX−
ε > diamX − ε− λ;

(2) существуют разные y, y′ ∈ λ∆ такие, что (x, y), (x′, y′) ∈ R. Тогда
disR ≥ diamX − ε− λ.

В силу произвольности ε, можем устремить его к нулю и получить, что
для любого R ∈ R(X,λ∆) выполняется неравенство disR ≥ diamX − λ.
Следовательно, dGH(X,λ∆) = 1

2 (diamX − λ).

Предложение 2.2. Пусть X — метрическое пространство, содержащее
конечное число точек x1, ..., xn ∈ X таких, что для каждого r > 0 выпол-
няется #Ur(xk) = ∞ для любого k = 1, ..., n. Тогда, если ∆ — единичный
симплекс, λ > 0, diamX ≤ 2λ и #X = #∆, то

dGH(X,λ∆) =
1

2
λ.

.

Доказательство. Так как #X = #∆, то в R(X,λ∆) есть биекция и для
нее disR = sup

{∣∣|xx′| − λ∣∣, x, x′ ∈ R} ≤ λ. Следовательно, dGH(X,∆) ≤ 1
2λ.

Рассмотрим теперь произвольное соответствие R ∈ R(X,λ∆). Тогда имеет
место одно из условий.

(1) Для любой точки xk, k = 1, ..., n, существует точка yk ∈ λ∆ та-
кая, что (xk, yk) ∈ R, и окрестность U(xk), для которой выполняется
U(xk)×{yk} ⊂ R. В таком случае, для сюръективности R, необходимо
существовние точки x ∈ X такой, что #R(x) ≥ 2. Из этого следует,
что disR ≥ λ.
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(2) Найдется хотя бы одна точка xk такая, что (xk, y) ∈ R для y ∈ λ∆, и не
существует окрестности U(xk), для которой выполнялось бы U(xk)×
{y} ⊂ R. Значит, для любого ε > 0 найдется точка x′ ∈ X такая, что
|xkx′| < ε и (x′, y) /∈ R. Тогда существует y′ ∈ λ∆, отличная от y,
такая, что (x′, y′) ∈ R и тогда disR ≥ λ.

Таким образом, в обоих случаях получаем dGH(X,λ∆) ≥ 1
2λ и выполняется

искомое равенство.
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