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1. Ââåäåíèå

Ïîíÿòèå àòîìà, ïîÿâèâøååñÿ â çàäà÷àõ êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà è êëàññèôèêàöèè
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, íàõîäèò ïðèìåíåíèå â ñàìûõ ðàçíûõ ðàçäåëàõ ñîâðåìåííîé
êîìáèíàòîðèêè è ìàëîìåðíîé òîïîëîãèè, òåîðèè óçëîâ [1, 3]. Ïîíÿòèå àòîìà äëÿ
öåëåé ãàìèëüòîíîâîé è ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè áûëî ââåäåíî Ôî-
ìåíêî [7] è áûëî ïðèìåíåíî äëÿ ëèóâèëëåâîé êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ ãà-
ìèëüòîíîâûõ ñèñòåì [8].
Ñèììåòðèè àòîìîâ îòðàæàþò äèñêðåòíûå ñèììåòðèè ñîîòâåòñòâóþùèõ äèíàìè-

÷åñêèõ ñèñòåì, òàê ÷òî äëÿ öåëåé àíàëèçà âàæíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïèñàíèÿ êëàññîâ
àòîìîâ, îáëàäàþùèõ çàäàííîé ãðóïïîé ñèììåòðèè. Òàê, â ðàáîòå [2] ïðèâåäåíà ïîë-
íàÿ êëàññèôèêàöèÿ âûñîòíûõ àòîìîâ ñ òðàíçèòèâíîé íà âåðøèíàõ ãðóïïîé ñèììåò-
ðèé. Â ðàáîòàõ [5] è [4] ïîëó÷åí ðÿä êëàññèôèêàöèîííûõ ðåçóëüòàòîâ ìàêñèìàëüíî
ñèììåòðè÷íûõ àòîìîâ, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé íàáîð ñèììåòðèé. Çà-
äà÷à êëàññèôèêàöèè ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ àòîìîâ ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ñëîæ-
íîé è ìîæåò áûòü ðåøåíà òîëüêî äëÿ îòäåëüíûõ ñåìåéñòâ àòîìîâ (àòîìû ìàëîé
ñëîæíîñòè, àòîìû ìàëîãî ðîäà), ëèáî àòîìîâ, îáëàäàþùèõ íåêîòîðûì ñïåöèàëüíûì
ñâîéñòâîì. Òàê, â ðàáîòå [2] áûëè ïîëíîñòüþ îïèñàíû ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûå
âûñîòíûå àòîìû.
Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé âûñîòíûõ àòîìîâ ¯

âûñîòíûå àòîìû ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé, òðàíçèòèâíîé íà êîëüöàõ îäíîãî öâåòà. Äëÿ
òàêèõ àòîìîâ óäàëîñü ñäåëàòü ÷àñòè÷íîå îïèñàíèå: ïðåäúÿâëåíî 9 áåñêîíå÷íûõ ñå-
ðèé è 21 îñîáûé ñëó÷àé. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ âçÿòû èç [1], [3], [4].
Àâòîð áëàãîäàðèò àêàäåìèêà À. Ò. Ôîìåíêî çà ïîñòàíîâêó èíòåðåñíîé çàäà÷è è

îáùåé ñõåìû, ÷òî è êàê äåëàòü, à òàêæå È. Ì. Íèêîíîâà çà öåííûå çàìå÷àíèÿ è
óêàçàíèÿ.

2. Íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü M2 - ãëàäêîå êîìïàêòíîå äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, f : M2 → R -ôóíêöèÿ
Ìîðñà íàM2 è {x ∈M2 : f = k, k ∈ R} - å¼ îñîáûé óðîâåíü. Òîãäà ñóùåñòâóåò ε > 0
òàêîå, ÷òî f−1([k − ε, k + ε]) íå ñîäåðæèò îñîáûõ òî÷åê, êðîìå ëåæàùèõ íà îñîáîì
óðîâíå ({f = k}).
Îïðåäåëåíèå 1. Àòîìîì íàçûâàåòñÿ ïàðà (f−1([k − ε, k + ε]), f−1(k)) ñ óêàçàíè-

åì âëîæåíèÿ ãðàôà f−1(k) â ïîâåðõíîñòü f−1([k − ε, k + ε]). Àòîì íàçûâàåòñÿ îðè-
åíòèðóåìûì, åñëè ýòà ïîâåðõíîñòü îðèåíòèðóåìà. Ãðàô f−1(k) íàçûâàåòñÿ îñòîâîì
àòîìà. Äâà àòîìà íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ïàð,
êîòîðûé ïåðåâîäèò ïîâåðõíîñòü â ïîâåðõíîñòü (ñîõðàíÿÿ îðèåíòàöèþ, åñëè ïîâåðõ-
íîñòü îðèåíòèðîâàíà), îñòîâ â îñòîâ, à ôóíêöèþ ïåðåâîäèò â ôóíêöèþ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àòîì (f−1([k − ε, k + ε]), f−1(k)) ïîðîæäåí ôóíêöèåé f . Ñëîæ-
íîñòüþ àòîìà íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî îñîáûõ òî÷åê ôóíêöèè f íà îñîáîì ñëîå.

Îïðåäåëåíèå 2. Íàçîâåì àòîì, ïîðîæäåííûé ôóíêöèåé f âûñîòíûì, åñëè ñóùå-
ñòâóåò òàêîå âëîæåíèå g : M2 → R3, ÷òî f(p) = z(g(p)) äëÿ êàæäîé òî÷êè p ∈M2,
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ãäå z � ñòàíäàðòíàÿ êîîðäèíàòà â ïðîñòðàíñòâå R3, ò. å. z � ôóíêöèÿ âûñîòû íà
g(M2).

Âñå âûñîòíûå àòîìû ÿâëÿþòñÿ îðèåíòèðóåìûìè (ñì. [3]). Òàê êàê â äàëüíåéøåì
ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî âûñîòíûå àòîìû, òî âñþäó íèæå âñå àòîìû ïðåä-
ïîëàãàþòñÿ îðèåíòèðóåìûìè.
Ïóñòü äàí àòîì X = (f−1([k − ε, k + ε]), f−1(k)) . ßñíî, ÷òî f−1([k − ε, k + ε]) ÿâ-

ëÿåòñÿ íåêîòîðûì ìíîãîîáðàçèåì P 2 ñ êðàåì, ïðè÷åì åãî êðàé ¯ ýòî íàáîð îêðóæ-
íîñòåé. Ðîäîì àòîìà X íàçûâàåòñÿ ðîä ìíîãîîáðàçèÿ áåç êðàÿ, ïîëó÷åííîãî èç P 2

ñ ïîìîùüþ çàêëåèâàíèÿ âñåõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ãðàíèöû äèñêàìè. Àòîìû ðîäà 0
íàçîâåì ïëîñêèìè àòîìàìè. Òàêæå ñòîèò äàòü âòîðîå ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå
àòîìà.
Îïðåäåëåíèå 3. Àòîìîì íàçîâåì �îñíàùåííóþ� ïàðó (P 2, K), ãäå P 2 - êîìïàêò-

íàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì, K - íåïóñòîé êîíå÷íûé ñâÿçíûé ãðàô,
âëîæåííûé â P 2, âåðøèíû êîòîðîãî èìåþò ñòåïåíü 0 èëè 4, ïðè÷åì ìíîæåñòâî
P 2\K ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì êîëåö S1 × (0, 1], ãäå (S1, 1) ⊂ ∂P 2. Ìíî-
æåñòâî êîëåö è èõ ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòåé ðàçáèòî íà äâà ïîäìíîæåñòâà (áåëûå
è ÷åðíûå) òàêèì îáðàçîì, ÷òî ê êàæäîìó ðåáðó ãðàôà K ïðèìûêàþò ðîâíî îäíî
áåëîå êîëüöî è ðîâíî îäíî ÷åðíîå êîëüöî. Óêàçàííîå ðàçáèåíèå êîëåö è ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ îêðóæíîñòåé íà áåëûå è ÷åðíûå íàçûâàåòñÿ îñíàùåíèåì ïàðû (P 2, K).
Äâà àòîìà ñ÷èòàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì îñíàùåííûõ
ïàð, ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ïîâåðõíîñòåé è ðàñêðàñêó êîëåö.
Àòîì, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé öâåòà áåëûõ êîëåö íà ÷åðíûé, à ÷åðíûõ êîëåö

� íà áåëûé öâåò, íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì àòîìîì ê èñõîäíîìó àòîìó.
Àòîì ìîæåò áûòü îïðåäåëåí òàêæå êàê f -ãðàô, ñì. [1], ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, äàåò

íàì âîçìîæíîñòü ðàáîòàòü ñ àòîìàìè êàê ñ êîìáèíàòîðíûìè îáúåêòàìè.

Îïðåäåëåíèå 4. Êîíå÷íûé ñâÿçíûé ãðàô G, íåêîòîðûå ðåáðà êîòîðîãî îðèåí-
òèðîâàíû, íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì f -ãðàôîì, åñëè âñå åãî âåðøèíû èìåþò
ñòåïåíü 3, ïðè÷åì ê êàæäîé åãî âåðøèíå ïðèìûêàþò ðîâíî äâà îðèåíòèðîâàííûõ
ïîëóðåáðà, èç êîòîðûõ îäíî âõîäèò â âåðøèíó, à äðóãîå âûõîäèò èç íåå. Îòìåòèì,
÷òî âåðøèíà ìîæåò áûòü íà÷àëîì è êîíöîì îäíîãî è òîãî æå îðèåíòèðîâàííîãî
ðåáðà�ïåòëè.

Ñîîòâåòñòâóþùèé f -ãðàô ñòðîèòñÿ ïî àòîìó (P 2, K) ñëåäóþùèì îáðàçîì: â êà-
÷åñòâå íåîðèåíòèðóåìîãî ðåáðà áåðåòñÿ îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ãðàíèöû ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ áåëûõ êîëåö(ñì. ðèñ. 1), à â êà÷åñòâå âåðøèí � ñîîòâåòñòâóþùèå êîíöû
îòðåçêà. Â êà÷åñòâå îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð áåðóòñÿ ïðèìûêàþùèå ê âåðøèíàì äó-
ãè áåëûõ êîëåö, ñ ñîîòâåòñòâóþùåé îðèåíòàöèåé.

Îïðåäåëåíèå 5. Íàçîâåì f -ãðàô îðèåíòèðîâàííî âëîæèìûì â ïëîñêîñòü, åñëè
åãî ìîæíî âëîæèòü â ïëîñêîñòü òàê, ÷òî îêðóæíîñòè, ñîåäèíåííûå îäíèì ðåáðîì,
ëåæàò îäíà â äðóãîé, åñëè è òîëüêî åñëè îíè èìåþò ïðîòèâîïîëîæíóþ îðèåíòàöèþ.
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Ðèñ. 1. Ïîñòðîåíèå f-ãðàôà

Ñîîòâåòñòâóþùåå âëîæåíèå òàêæå áóäåì íàçûâàòü îðèåíòèðîâàííûì.

Îïðåäåëåíèå 6. Ñèììåòðèåé àòîìà X = (P 2, K) íàçûâàåòñÿ ñîõðàíÿþùèé
îðèåíòàöèþ è îñíàùåíèå ãîìåîìîðôèçì îñíàùåííîé ïàðû (P 2, K) íà ñåáÿ, ðàññìàò-
ðèâàåìûé ñ òî÷íîñòüþ äî èçîòîïèè, ò.å. êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè èçîòîïíûõ ãîìåî-
ìîðôèçìîâ îñíàùåííîé ïàðû (P 2, K) íà ñåáÿ. Îòìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè
ãðóïïà Sym(X) ñèììåòðèé àòîìà X = (P 2, K) äèñêðåòíà, ñì. [1].

Îïðåäåëåíèå 7. Íàçîâåì ñèììåòðèåé f-ãðàôà G èçîìîðôèçì ãðàôà G íà ñåáÿ,
ïåðåâîäÿùèé îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà â îðèåíòèðîâàííûå ñ ñîõðàíåíèåì èõ îðèåí-
òàöèè. Îáîçíà÷èì ãðóïïó âñåõ òàêèõ ñèììåòðèé f -ãðàôà G ÷åðåç Sym(G).

Îïðåäåëåíèå 8. Àòîì X = (P 2, K) ñ çàäàííûì îñíàùåíèåì ÿâëÿåòñÿ àòîìîì
ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé òðàíçèòèâíîé íà êîëüöàõ áåëîãî(÷¼ðíîãî) öâåòà, åñëè äëÿ
ëþáûõ äâóõ êîëåö áåëîãî(÷¼ðíîãî) öâåòà u, v óêàçàííîãî îñíàùåíèÿ íàéäåòñÿ ñèì-
ìåòðèÿ àòîìà φ ∈ Sym(X), òàêàÿ, ÷òî φ(u) = v.

Îïðåäåëåíèå 9. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àòîì X = (P 2, K) ÿâëÿåòñÿ àòîìîì ñ
òðàíçèòèâíîé íà âåðøèíàõ ãðóïïîé ñèììåòðèè, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí u,
v ãðàôà K íàéäåòñÿ ñèììåòðèÿ àòîìà φ ∈ Sym(X), òàêàÿ, ÷òî φ(u) = v.

Îïðåäåëåíèå 10. Àòîì X = (P 2, K) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûì òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðóïïà åãî ñèììåòðèé Sym(X) òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà
ìíîæåñòâå ðåáåð àòîìà X.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò èç êíèãè Áîëñèíîâà À.Â., Ôîìåíêî À.Ò.[1].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X = (P 2, K) - íåêîòîðûé àòîì, ðàññìàòðèâàåìûé êàê îñíà-
ùåííàÿ ïàðà, à G - ñîîòâåòñòâóþùèé åìó f -ãðàô. Òîãäà ãðóïïà Sym(G) èçîìîðôíà
ãðóïïå Sym(X).
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî àòîì X = (P 2, K) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðóïïà ñèììåòðèé åãî f -ãðàôà Sym(G) òðàíçèòèâíî
äåéñòâóåò íà âåðøèíàõ f -ãðàôà.

3. Âûñîòíûå àòîìû ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé,
òðàíçèòèâíîé íà êîëüöàõ îäíîãî öâåòà

Ïåðåôîðìóëèðóåì òåïåðü â òåðìèíàõ f -ãðàôà óñëîâèå, ÷òî ãðóïïà ñèììåòðèé
àòîìà äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà êîëüöàõ áåëîãî öâåòà. Íàïîìíèì, ÷òî â ïîñòðîåí-
íîì f -ãðàôå èñõîäíîãî àòîìà îðèåíòèðîâàííûå öèêëû ñîîòâåòñòâóþò áåëûì êîëü-
öàì, òîãäà îðèåíòèðîâàííûå öèêëû f -ãðàôà äâîéñòâåííîãî ê èñõîäíîìó àòîìà áó-
äóò ñîîòâåòñòâîâàòü ÷¼ðíûì êîëüöàì èñõîäíîãî àòîìà. Çàìåòèì, ÷òî åñëè íàì äàíî
ïëîñêîå âëîæåíèå f -ãðàôà èñõîäíîãî àòîìà, òî îðèåíòèðîâàííûå öèêëû áóäóò ñî-
îòâåòñòâîâàòü áåëûì êîëüöàì, à ãðàíè - ÷¼ðíûì.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü X = (P 2, K)- àòîì ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé Sym(X), à
G- ñîîòâåòñòâóþùèé åìó f -ãðàô. Òîãäà Sym(X) òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà êîëü-
öàõ áåëîãî öâåòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Sym(G) òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà
îðèåíòèðîâàííûõ öèêëàõ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç êîíñòðóêöèè ïîñòðîåíèÿ f-ãðàôà ïî

àòîìó : îðèåíòèðîâàííûå öèêëû ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó áåëîìó êîëüöó
àòîìà. Çàìåòèì, åñëè, êðîìå ýòîãî, G1-f -ãðàô äâîéñòâåííîãî ê èñõîäíîìó àòîìà è
Sym(G1) òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà îðèåíòèðîâàííûõ öèêëàõ G1, òî ãðóïïà ñèììåò-
ðèé êàê èñõîäíîãî àòîìà, òàê è äâîéñòâåííîãî, òðàíçèòèâíî äåéñòâóò íà êîëüöàõ
îáîèõ öâåòîâ.�

Â äàëüíåéøåé ðàáîòå íàì ïîíàäîáÿòñÿ óòâåðæäåíèÿ, âçÿòûå èç ñòàòüè È.Ì.Íèêî-
íîâà[6].
Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü X = (P 2, K) − àòîì ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé Sym(X), à G
− ñîîòâåòñòâóþùèé åìó f -ãðàô. Òîãäà Sym(X) òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà âåðøèíàõ
àòîìà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ãðóïïà Sym(G) òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò
íà íåîðèåíòèðîâàííûõ ð¼áðàõ f -ãðàôà.

Óòâåðæäåíèå 3. Àòîì ÿâëÿåòñÿ âûñîòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f -ãðàô
îðèåíòèðîâàííî âëîæèì â ïëîñêîñòü.

Îïðåäåëåíèå 11. Áóäåì íàçûâàòü íåîðèåíòèðîâàííîå ðåáðî ïðîèçâîëüíîãî f -
ãðàôà âíóòðåííèì, åñëè îáà êîíöà ýòîãî ðåáðà ëåæàò â îäíîì îðèåíòèðîâàííîì
öèêëå, è âíåøíèì, åñëè åãî êîíöû ëåæàò â ðàçíûõ îðèåíòèðîâàííûõ öèêëàõ.

Óòâåðæäåíèå 4. Åñëè ãðóïïà ñèììåòðèé Sym(X) àòîìà X = (P 2, K) òðàíçè-
òèâíî äåéñòâóåò íà êîëüöàõ áåëîãî öâåòà, òî ó ñîîòâåòñòâóþùåãî f -ãðàôà G âñå
îðèåíòèðîâàííûå öèêëû ñîäåðæàò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî âåðøèí.
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Äîêàçàòåëüñòâî.Ïî óòâåðæäåíèþ 1 ãðóïïà ñèììåòðèé Sym(G) f -ãðàôàG òðàíçè-
òèâíî äåéñòâóåò íà îðèåíòèðîâàííûõ öèêëàõ. Çíà÷èò, âñå îðèåíòèðîâàííûå öèêëû
ñîäåðæàò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî âåðøèí âíóòðåííèõ ð¼áåð è âåðøèí âíåøíèõ ð¼-
áåð, òàêèì îáðàçîì âñå îðèåíòèðîâàííûå öèêëû ñîäåðæàò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî
âåðøèí.�

Óòâåðæäåíèå 5. Ãðóïïà ñèììåòðèé ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ àòîìîâ òðàí-
çèòèâíî äåéñòâóåò íà êîëüöàõ îáîèõ öâåòîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü àòîì X = (P 2, K) (ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé Sym(X)) ÿâëÿåò-

ñÿ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûì. Òàê êàê ê êàæäîìó ðåáðó ãðàôà ïðèìûêàåò ðîâíî
îäíî áåëîå è îäíî ÷¼ðíîå êîëüöî, è ãðóïïà ñèììåòðèé Sym(X) òðàíçèòèâíî äåé-
ñòâóåò íà ð¼áðàõ ãðàôà , ïîýòîìó Sym(X) òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà êîëüöàõ îáîèõ
öâåòîâ. �

Â ÷àñòíîñòè, åñëè àòîì X = (P 2, K) (ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé Sym(X)) ÿâëÿåòñÿ
ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûì è âûñîòíûì, òî Sym(X) òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà
êîëüöàõ îáîèõ öâåòîâ. Êëàññèôèêàöèÿ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ âûñîòíûõ àòî-
ìîâ áûëà ïîëó÷åíà â ðàáîòå Âîë÷àíåöêîãî Í.Â. è Íèêîíîâà È.Ì.[2]. Îíà âêëþ÷àåò
â ñåáÿ àòîì A2(ñì. ðèñ. 2), äâå áåñêîíå÷íûå ñåðèè àòîìîâ Dn, (n ≥ 1), Cn, (n ≥ 1),
(ðèñ. 3) è ïÿòü àòîìîâ P1, P2, P3, P4, P5 ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðàâèëüíûì ìíîãîãðàííè-
êàì (Ðèñ. 4). Çàìåòèì, ÷òî C2 = D2. �

Ðèñ. 2. f-ãðàô àòîìà A2

Ðèñ. 3. f-ãðàôû àòîìîâ Cn, Dn
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Ðèñ. 4. f -ãðàôû àòîìîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðàâèëüíûì ìíîãîãðàííèêàì

Òåïåðü ðàññìîòðèì àðèõìåäîâû òåëà, áåñêîíå÷íóþ ñåðèþ ïðèçì è àíòèïðèçì, è
ïîñòðîèì ïî íèì ñîîòâåòñòâóþùèå àòîìû òàê:
f -ãðàô êàæäîãî èç êîíñòðóèðóåìûõ àòîìîâ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå çàìåíû êàæ-

äîé âåðøèíû îäíîìåðíîãî îñòîâà ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîãîãðàííèêà íà îðèåíòèðî-
âàííûé öèêë (ñì. Ðèñ. 5) (Çäåñü ìû ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ñêåëåò êàæäîãî èç ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ ìíîãîãðàííèêîâ âëîæèì â ïëîñêîñòü). Ïðè ýòîì öèêëè÷åñêèé ïîðÿ-
äîê ïðèìûêàþùèõ ê öèêëó ðåáåð äîëæåí ïîâòîðÿòü ïîðÿäîê ðåáåð, ïðèìûêàþùèõ
ê âåðøèíå.
Óòâåðæäåíèå 6.Àòîìû, ñîîòâåòñòâóþùèå àðõèìåäîâûì òåëàìR1, R2, R3, R4, R5,

R6, R7, R8, R9, R10, R11, R12, R13(ñì. Ðèñ. 9, 10, 11), à òàêæå áåñêîíå÷íîé ñåðèè ïðèçì
R1

n, (n ≥ 1) è àíòèïðèçì R2
n, (n ≥ 1) (ñì. Ðèñ. 12), ÿâëÿþòñÿ âûñîòíûìè, è èõ ãðóïïà

ñèììåòðèé òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà êîëüöàõ áåëîãî öâåòà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðóïïû ñèììåòðèé ó ïîñòðîåííîãî f -ãðàôà è èñõîäíîãî ìíîãî-

ãðàííèêà ñîâïàäàþò. Òàê êàê ñèììåòðèè ïîëóïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà òðàíçè-
òèâíî äåéñòâóþò íà åãî âåðøèíàõ, òî ãðóïïà ñèììåòðèé f -ãðàôà áóäåò òðàíçèòèâ-
íîé íà îðèåíòèðîâàííûõ öèêëàõ f -ãðàôà, à çíà÷èò ãðóïïà ñèììåòðèé ñîîòâåòñòâó-
þùåãî àòîìà áóäåò òðàíçèòèâíîé íà êîëüöàõ áåëîãî öâåòà. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî
ãðóïïà ñèììåòðèé àòîìîâ, îòâå÷àþùèõ àðõèìåäîâûì òåëàì, íå áóäåò òðàíçèòèâíà
íà êîëüöàõ îáîèõ öâåòîâ, ïîòîìó ÷òî ó ñîîòâóþùåãî ïëîñêîãî âëîæåíèÿ f -ãðàôà
íå âñå ãðàíè èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî ñòîðîí, ïîýòîìó íà ãðàíÿõ ãðóïïà ñèììåòðèé
ïëîñêîãî âëîæåíèÿ f -ãðàôà íå ìîæåò îáðàçîâûâàòü îäíó îðáèòó.
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Àíàëîãè÷íû ðàññóæäåíèÿ ñ áåñêîíå÷íîé ñåðèåé ïðèçì è àíòèïðèçì. Èñêëþ÷åíèå
ñîñòàâëÿåò àòîì (ñîîòâåòñòâóþùèé 4-óãîëüíîé ïðèçìå) R1

4, ïëîñêîå âëîæåíèå f -
ãðàôà êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ P2, è àòîì (ñîîòâåòñòâóþùèé àíòèïðèçìå ñ 3-óãîëüíûì
îñíîâàíèåì) R2

3, ïëîñêîå âëîæåíèå f -ãðàôà êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ P3. Òî åñòü ýòè
äâà àòîìà ÿâëÿþòñÿ âûñîòíûìè ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûìè, ãðóïïà ñèììåòðèé
êîòîðûõ òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà êîëüöàõ îáîèõ öâåòîâ.

Ðèñ. 5. Ïîñòðîåíèå f -ãðàôà ïî îñòîâó ìíîãîãðàííèêà

Íà ðèñ. 9,10,11 ïðåäñòàâëåíû f -ãðàôû àòîìîâR1, R2, R3, R4, R5,R6, R7, R8, R9, R10, R11,
R12, R13, êîòîðûå îòâå÷àþò óñå÷¼ííîìó òåòðàýäðó, êóáîîêòàýäðó, óñå÷¼ííîìó êóáó,
óñå÷¼ííîìó îêòàýäðó, ðîìáîêóáîîêòàýäðó, óñå÷¼ííîìó êóáîîêòàýäðó, ïëîñêîíîñîìó
êóáó, èêîñîäîäåêàýäðó, óñå÷¼ííîìó äîäåêàýäðó, óñå÷¼ííîìó èêîñàýäðó, ðîìáîèêîñî-
äîäåêàýäðó, ðîìáîóñå÷¼ííîìó èêîñîäîäåêàýäðó è ïëîñêîíîñîìó äîäåêàýäðó ñîîòâåò-
ñòâåííî. Íà Ðèñ. 12 ïðåäñòàâëåíû f -ãðàôû àòîìîâ R1

n, (n ≥ 1) (ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïðèçìàì) è R2

n, (n ≥ 1) (ñîîòâåòñòâóþùèõ àíòèïðèçìàì).�

Çàìå÷àíèå. Âåðí¼ìñÿ ê èñõîäíîìó ìíîãîãðàííèêó. Èç òîãî ÷òî ëþáàÿ ñèììåòðèÿ
ìíîãîãðàííèêà åñòü ïåðåèìåíîâàíèå åãî âåðøèí ñ ñîõðàíåíèåì ñâîéñòâà ñìåæíîñòè
âåðøèí è ñîõðàíåíèåì öèêëè÷åñêîãî ïîðÿäêà ð¼áåð, ïðèìûêàþùèõ ê îäíîé âåð-
øèíå, âûòåêàåò, ÷òî íèêàêàÿ ñèììåòðèÿ ìíîãîãðàííèêà íå ïåðåâîäèò ãðàíü ñ îäíèì
÷èñëîì ñòîðîí â ãðàíü ñ äðóãèì ÷èñëîì ñòîðîí. Èíà÷å ïîëó÷èëè áû ïðîòèâîðå÷èå
ñ ñîõðàííîñòüþ öèêëè÷åñêîãî ïîðÿäêà ð¼áåð ïîä äåéñòâèåì ñèììåòðèè. Îäíàêî â
îáùåì ñëó÷àå íåâåðíî, ÷òî ó êàæäîãî èç ðàññìàòðèâàåìûõ çäåñü ìíîãîãðàííèêîâ
ñóùåñòâóåò ñèììåòðèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ ãðàíü ñ îäíèì ÷èñëîì ñòîðîí â ãðàíü ñ òåì
æå ÷èñëîì ñòîðîí. Íàïðèìåð ó êóðíîñîãî êóáà òðåóãîëüíûå ãðàíè äåëÿòñÿ íà äâå
ãðóïïû: 8 èç íèõ îêðóæåíû òîëüêî äðóãèìè òðåóãîëüíûìè, îñòàëüíûå 24 � êâàä-
ðàòíîé è äâóìÿ òðåóãîëüíûìè. È åñëè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ñèììåòðèÿ,
ïåðåâîäÿùàÿ òðåóãîëüíóþ ãðàíü èç îäíîé ãðóïïû â äðóãóþ, è çàôèêñèðóåì ëþáóþ
âåðøèíó ïåðåâîäèìîé ãðàíè è äâà ñìåæíûõ ñ íåé ðåáðà, òî ïîëó÷èì, ÷òî êàêàÿ-òî
ãðàíü îäíîãî òèïà, ñìåæíàÿ ñ âåðøèíîé è îäíèì ðåáðîì, ïåðåéä¼ò â ãðàíü äðóãîãî
òèïà, ÷òî íåâîçìîæíî.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ó àòîìà åñòü ðîâíî îäíî áåëîå êîëüöî, òî åñòü ó ñîîò-

âåòñòâóþùåãî f -ãðàôà èìååòñÿ ðîâíî îäèí îðèåíòèðîâàííûé öèêë.
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Îïðåäåëåíèå 12. Àòîìàìè FLn, (n ≥ 1) íàçîâ¼ì àòîìû, ÷üè f -ãðàôû ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé îäèí öèêë c v1, . . . , v4n+2 âåðøèíàìè, çàíóìåðîâàííûìè â ïîðÿäêå îáõîäà
îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà, è ñ õîðäàìè (v4i−3, v4i), 1 ≤ i ≤ n, (v4i−1, v4i+2), 1 ≤ i ≤ n,
è (v4n−1, v2).
Îïðåäåëåíèå 13. Âíóòðåííåå ðåáðî ïðîèçâîëüíîãî f -ãðàôà áóäåì íàçûâàòü çà-

öåïëåííûì ñ äðóãèì âíóòðåííèì ðåáðîì ýòîãî f -ãðàôà, åñëè âåðøèíû ð¼áåð ëåæàò
íà îäíîì îðèåíòèðîâàííîì öèêëå è ÷åðåäóþòñÿ â ïîðÿäêå îáõîäà ýòîãî öèêëà.
Îïðåäåëåíèå 14. Ãðàôîì ñöåïëåíèé áóäåì íàçûâàòü ãðàô, ïîñòðîåííûé ïî

âíóòðåííèì ð¼áðàì ñ êîíöàìè èç îäíîãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà ïðîèçâîëüíîãî
f -ãðàôà àòîìà òàê: çàìåíÿåì êàæäîå âíóòðåííåå ðåáðî âåðøèíîé, è êàæäûå 2 âåð-
øèíû ñîåäèíÿåì ðåáðîì, åñëè âíóòðåííèå ð¼áðà, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì âåðøèíàì
áûëè çàöåïëåííû.
Óòâåðæäåíèå 7. Ëþáîé àòîì, èìåþùèé îäíî áåëîå êîëüöî, ÿâëÿåòñÿ âûñîòíûì

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî f -ãðàô íå ñîäåðæèò â ñåáå f -ãðàôà àòîìà FLn, (n ≥
1).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì â îäíó ñòîðîíó. Äàí f -ãðàô âûñîòíîãî àòîìà, èìåþ-

ùåãî îäíî áåëîå êîëüöî. Çàôèêñèðóåì îðèåíòèðîâàííîå âëîæåíèå f -ãðàôà â ïëîñ-
êîñòü.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âíóòðåííåå íåîðèåíòèðîâàííîå ðåáðî ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì òè-

ïà À, åñëè â îðèåíòèðîâàííîì âëîæåíèè f -ãðàôà ðåáðî áóäåò íàõîäèòñÿ âíóòðè
îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà, è òèïà Â, åñëè âíå. Ïðèìåð ñì. íà Ðèñ. 6.

Ðèñ. 6. Íàãëÿäíîå ðàñïîëîæåíèå ð¼áåð òèïà À è òèïà Â â îðèåíòèðîâàííî âëîæåí-
íîì f -ãðàôå àòîìà A2

Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì îðèåíòèðîâàííîì âëîæåíèè êàæäîå ðåáðî, çàöåïëåííîå ñ
ðåáðîì òèïà À, áóäåò ðåáðîì òèïà Â. À êàæäîå ðåáðî, çàöåïëåííîå ñ ðåáðîì òèïà Â,
áóäåò ðåáðîì òèïà À. È ð¼áðà îäíîãî òèïà íå çàöåïëåííû ìåæäó ñîáîé. Òåïåðü ïî

9



ñîâîêóïíîñòè âíóòðåííèõ ð¼áåð èñõîäíîãî f -ãðàôà âûñîòíîãî àòîìà ïîñòðîèì ãðàô
ñöåïëåíèé T . Òîãäà âåðøèíû ïîëó÷èâøåãîñÿ ãðàôà T , ñîîòâåòñòâóþùèå ð¼áðàì
òèïà À áóäåì íàçûâàòü âåðøèíàìè êëàññà À, à âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ð¼áðàì
òèïà Â áóäåì íàçûâàòü âåðøèíàìè êëàññà Â. Çàìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ êàæäîå
ðåáðî ãðàôà T ñîåäèíÿåò êàêóþ-òî âåðøèíó èç îäíîãî êëàññà ñ êàêîé-òî âåðøèíîé
äðóãîãî êëàññà. Òîãäà ãðàô T äâóäîëüíûé ïî îïðåäåëåíèþ, à çíà÷èò íå ñîäåðæèò
öèêëîâ íå÷¼òíîé äëèíû.
Íî ãðàô ñöåïëåíèé, ïîñòðîåííûé ïî âíóòðåííèì ð¼áðàì f -ãðàôà àòîìà FLn, (n ≥

1), íå áóäåò äâóäîëüíûì òàê êàê áóäåò ÿâëÿòüñÿ îäíèì öèêëîì íå÷¼òíîé äëèíû, ïî-
ýòîìó åñëè àòîì, èìåþùèé îäíî áåëîå êîëüöî, ÿâëÿåòñÿ âûñîòíûì, òî åãî f -ãðàô
íå ñîäåðæèò â ñåáå f -ãðàôà àòîìà FLn, (n ≥ 1).

Òåïåðü äîêàæåì óòâåðæäåíèå â äðóãóþ ñòîðîíó. Ðàññìîòðèì f -ãðàô àòîìà, èìå-
þùåãî îäíî áåëîå êîëüöî, íå ñîäåðæàùåãî f -ãðàôà àòîìà FLn, (n ≥ 1). Ïðîâåðèì,
÷òî äëÿ ýòîãî f -ãðàôà åñòü îðèåíòèðîâàííîå âëîæåíèå â ïëîñêîñòü.
Ïîñòðîèì ïî âíóòðåííèì ð¼áðàì ýòîãî f -ãðàôà ãðàô ñöåïëåíèé. Òàê êàê èñõîä-

íûé àòîì , èìåþùåãî îäíî áåëîå êîëüöî, íå ñîäåðæèò f -ãðàôà àòîìà FLn, (n ≥ 1).
Òî ïîëó÷èâøèéñÿ ãðàô ñöåïëåíèé íå ñîäåðæèò öèêëîâ íå÷¼òíîé äëèíû. À çíà÷èò
ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì è ìû ìîæåì ðàçäåëèòü âñå âåðøèíû ãðàôà ñöåïëåíèé íà äâà
êëàññà C è D òàê, ÷òîáû êàæäîå ðåáðî ãðàôà ñöåïëåíèé ñîåäèíÿëî êàêóþ-òî âåð-
øèíó èç îäíîãî êëàññà ñ êàêîé-òî âåðøèíîé äðóãî êëàññà. Òåïåðü äåëàåì îáðàòíûé
ïåðåõîä îò ãðàôà ñöåïëåíèé ê âíóòðåííèì ð¼áðàì èñõîäíîãî f -ãðàôà. Òîãäà ëþáûå
2 âíóòðåííèõ ðåáðà, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíàì èç îäíîãî êëàññà ãðàôà ñöåïëåíèé,
íå áóäóò çàöåïëåííû. È ìû ìîæåì îðèåíòèðîâàííî âëîæèòü ýòîò f -ãðàô â ïëîñ-
êîñòü òàê, ÷òî ðåáðà êëàññà C ïîïàäóò âíóòðü îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà, à ð¼áðà
êëàññà D îêàæóòñÿ âíå. �

Îïðåäåëåíèå 15. Ñåðèÿ àòîìîâ A1
k, (k ≥ 1) íàçûâàåòñÿ ñåðèÿ âûñîòíûõ àòîìîâ,

èìåþùèì îäíî áåëîå êîëüöî. Ãäå k ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó íåîðèåíòèðîâàííûõ ð¼áåð
f -ãðàôà ýòîãî àòîìà. Òîãäà f -ãðàô àòîìîâ ýòîé ñåðèè íå ñîäåðæèò f -ãðàôà àòîìà
FLn, (n ≥ 1).
Ïî óòâåðæäåíèþ 7 f -ãðàô àòîìîâ ýòîé ñåðèè íå ñîäåðæèò f -ãðàôà àòîìà FLn, (n ≥

1). Êîëè÷åñòâî ýòèõ àòîìîâ ñ÷¼òíîå ÷èñëî, íî äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî k èõ
÷èñëî îãðàíè÷åíî. Ïðè÷¼ì, åñëè çàôèêñèðîâàòü êàêîå-ëèáî îðèåíòèðîâàííîå âëî-
æåíèå f -ãðàôà àòîìà A1

k, ìû ïîëó÷èì åù¼ îäíó õàðàêòåðèñòèêó ýòîãî àòîìà: ÷èñëà
n1 è m1. Çäåñü n1 îçíà÷àåò ÷èñëî ð¼áåð òèïà À, m1 - ÷èñëî ð¼áåð òèïà Â îòíîñè-
òåëüíî ôèêñèðîâàííîãî âëîæåíèÿ f -ãðàôà â ïëîñêîñòü.

Ïðèìåðû ñåðèè A1
k, (k ≥ 1) ïðèâåäåíû íà Ðèñ. 7. Òàê, íàïðèìåð, ðàññìîòðèì àòîì

En. Òîãäà En = A1
n, ÷èñëî n1 = n, m1 = 0.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ó àòîìà åñòü ðîâíî äâà áåëûõ êîëüöà, òî åñòü ó
ñîîòâåòñòâóþùåãî f -ãðàôà èìååòñÿ ðîâíî äâà îðèåíòèðîâàííûõ öèêëà. Îïðåäåëèì
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Ðèñ. 7. Ïðèìåðû f -ãðàôîâ àòîìîâ ñ îäíèì îðèåíòèðîâàííûì öèêëîì

ðàñïðåäåëåíèå âíóòðåííèõ íåîðèåíòèðîâàííûõ ð¼áåð f -ãðàôà ïî êëàññàì: âíóòðåí-
íåå ðåáðî áóäåò âõîäèòü â êëàññ A1, åñëè åãî âåðøèíû ÷åðåäóþòñÿ ñ âåðøèíàìè
âíåøíèõ ð¼áåð ïî îáõîäó öèêëà. Âíóòðåííèå ð¼áðà, êàæäîå èç êîòîðûõ çàöåïëåí-
íî ñ ðåáðîì êëàññà A1, îïðåäåëèì â êëàññ B1. Âíóòðåííèå ð¼áðà, íå ïîïàâøèå íè
â îäèí êëàññ, è êàæäîå èç êîòîðûõ çàöåïëåííî ñ ðåáðîì êëàññà B1, îïðåäåëèì â
êëàññ A1. Ïðîäîëæàåì òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ïî êëàññàì, ïîêà åù¼ îñòàëèñü âíóò-
ðåííèå ð¼áðà, íå ïîïàâøèå íè â îäèí êëàññ, è êàæäîå èç êîòîðûõ çàöåïëåííî ñ
ðåáðîì êëàññà A1 èëè B1. Ðàñïðåäåëåíèå âíóòðåííèõ ð¼áåð ïî êëàññàì A1 è B1 çà-
êîí÷èòñÿ, òàê êàê ð¼áåð êîíå÷íîå ÷èñëî. Îñòàëüíûå âíóòðåííèå ð¼áðà, íå ïîïàâøèå
â êëàññ A1 èëè B1, áóäóò ð¼áðàìè êëàññà C1. Òåïåðü ðàññìîòðèì âíåøíèå, ñîåäèíÿ-
þùèå 2 öèêëà ð¼áðà. Ôèêñèðóåì îäèí îðèåíòèðîâàííûé öèêë è íåêîòîðîå âíåøíåå
ðåáðî. Äàëåå íóìåðóåì âíåøíèå ðåáðà ÷èñëàìè îò 1 äî n â òîì ïîðÿäêå, â êàêîì
êîíöû ýòèõ ðåáåð âñòðå÷àþòñÿ ïðè îáõîäå ïî çàäàííîìó îðèåíòèðîâàííîìó öèêëó,
íà÷èíàÿ ñ çàäàííîãî âíåøíåãî ðåáðà. Òîãäà ïðè îáõîäå äðóãîãî îðèåíòèðîâàííîãî
öèêëà êîíöû óæå çàíóìåðîâàííûõ âíåøíèõ ðåáåð áóäóò âñòðå÷àòüñÿ â íåêîòîðîì
öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå (i1, . . . , in). Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 8.(êðèòåðèé âûñîòíîñòè àòîìà, èìåþùåãî ðîâíî äâà áåëûõ êîëü-
öà) Àòîì, èìåþùèé äâà áåëûõ êîëüöà, ÿâëÿåòñÿ âûñîòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà öèêë (i1, . . . , in) ñîâïàäàåò ñ öèêëîì (n, n− 1, ..., 1), ð¼áðà êëàññà A1( ñîîòâåò-
ñòâåííîB1) ïîïàðíî íå çàöåïëåííû è äëÿ êàæäîãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà f -ãðàôà
àòîìà âåðíî, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ð¼áåð êëàññà C1 ñ êîíöàìè íà îäíîì îðèåíòèðîâàí-
íîì öèêëå âìåñòå ñ ýòèì öèêëîì íå ñîäåðæèò f -ãðàôà àòîìà FLn, (n ≥ 1).

Çàìå÷àíèå. Â. Î. Ìàíòóðîâ [3] äîêàçàë ñëåäóþùèé êðèòåðèé âûñîòíîñòè.

Òåîðåìà. Àòîì ÿâëÿåòñÿ âûñîòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî îñòîâ ìî-
æåò áûòü âëîæåí â ïëîñêîñòü òàê, ÷òî â êàæäîé âåðøèíå èñõîäíûé öèêëè÷åñêèé
ïîðÿäîê îñòîâà è öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê, ïîðîæäåííûé âëîæåíèåì â ïëîñêîñòü, ñîâ-
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ïàäàþò.

Íà ïðàêòèêå ïðîâåðêà âûñîòíîñòè àòîìà ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ñëîæíîé, ïîýòîìó
âûøåèçëîæåííûé êðèòåðèé óòâåðæäåíèÿ 8 óïðîùàåò çàäà÷ó ïðîâåðêè âûñîòíîñòè
àòîìà, èìåþùåãî 2 áåëûõ êîëüöà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàæåì â îäíó ñòîðîíó. Åñëè öèêë (i1, i2...in) íå ñîâïàäàåò ñ öèêëîì (n, n −
1, ..., 1), òî ìû èìååì ïåðåñå÷åíèÿ âíåøíèõ íåîðèåíòèðîâàííûõ ð¼áåð, è â ýòîì ñëó-
÷àå àòîì íå áóäåò âûñîòíûì. Åñëè æå f -ãðàô àòîìà äîïóñêàåò îðèåíòèðîâàííîå
âëîæåíèå S â ïëîñêîñòü, òî, â ýòîì âëîæåíèè, èñõîäÿ èç ïðîöåññà îáîçíà÷åíèÿ âñåõ
âíóòðåííèõ ð¼áåð f -ãðàôà, ð¼áðà êëàññàA1 áóäóò ëåæàòü âíóòðè(åñëè â S îðèåíòè-
ðîâàííûå öèêëû íå ëåæàò îäèí â äðóãîì, è âíå, åñëè öèêëû ëåæàò îäèí â äðóãîì)
ñîîòâåòñòâóþùåãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà, à ð¼áðà êëàññà B1-âíå(åñëè ð¼áðà A1

âíóòðè, è âíóòðè, åñëè ð¼áðà A1-âíå) ñîîòâåòñòâóþùåãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà.
Î÷åâèäíî, ð¼áðà êëàññîâ A1( ñîîòâåòñòâåííî B1) ïîïàðíî íå çàöåïëåííû. Ïðè÷¼ì
ð¼áðà êëàññîâ A1 è B1 íå çàöåïëåííû íè ñ êàêèìè ð¼áðàìè êëàññà C1, èíà÷å ýòî
ïðîòèâîðå÷èëî áû îïðåäåëåíèþ ð¼áåð êëàññà C1 (åñëè êàêîå-òî ðåáðî c1 êëàññà C1

çàöåïëåííî ñ ðåáðîì êëàññà A1, òî ðåáðî c1, èñõîäÿ èç ïðîöåññà îáîçíà÷åíèÿ âíóò-
ðåííèõ ð¼áåð, åñòü ðåáðî êëàññà B1, ïðîòèâîðå÷èå, àíàëîãè÷íî îáúÿñíÿåòñÿ, ïî÷åìó
ðåáðî êëàññà C1 íå ìîæåò áûòü çàöåïëåííî ñ ðåáðîì êëàññà B1). È, ïî óòâåðæäåíèþ
7 çàêëþ÷àåì, ÷òî êàæäûé îðèåíòèðîâàííûé öèêë f -ãðàôà ñ ñîâîêóïíîñòüþ ð¼áåð
êëàññà C1 ñ êîíöàìè íà ýòîì îðèåíòèðîâàííîì öèêëå íå ñîäåðæèò f -ãðàôà àòîìà
FLn, (n ≥ 1).
Äîêàæåì â äðóãóþ ñòîðîíó. Ðàññìîòðèì f -ãðàôG àòîìà, èìåþùåãî 2 áåëûõ êîëü-

öà, ñ óñëîâèåì, ÷òî öèêë (i1, . . . , in) ñîâïàäàåò ñ öèêëîì (n, n−1, ..., 1), ð¼áðà êëàññà
A1( ñîîòâåòñòâåííî B1) ïîïàðíî íå çàöåïëåííû è äëÿ êàæäîãî îðèåíòèðîâàííîãî
öèêëà f -ãðàôà G âåðíî, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ð¼áåð êëàññà C1 ñ êîíöàìè íà îäíîì îðè-
åíòèðîâàííîì öèêëå âìåñòå ñ ýòèì öèêëîì íå ñîäåðæèò f -ãðàôà àòîìà FLn, (n ≥ 1).
Ïðîâåðèì, ÷òî f -ãðàô G äîïóñêàåò îðèåíòèðîâàííîå âëîæåíèå â ïëîñêîñòü. Äåé-
ñòâèòåëüíî, òàê êàê öèêë (i1, . . . , in) ñîâïàäàåò ñ öèêëîì (n, n−1, ..., 1), òî ìû ìîæåì
çàôèêñèðîâàòü âëîæåíèå äâóõ îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ è âíåøíèõ ð¼áåð f -ãðàôàG
òàê, ÷òî îáà öèêëà íå ëåæàò îäèí â äðóãîì è îðèåíòèðîâàíû îäèíàêîâî. Ôèêñèðóåì
ýòî âëîæåíèå. Äàëåå, âëîæèì ñîâîêóïíîñòü ð¼áåð êëàññà C1(òàê êàê ïî óòâåðæäå-
íèþ 7 êàæäûé îðèåíòèðîâàííûé öèêë f -ãðàôà ñ ñîâîêóïíîñòüþ ð¼áåð êëàññà C1 ñ
êîíöàìè íà ýòîì îðèåíòèðîâàííîì öèêëå äîïóñêàåò âëîæåíèå â ïëîñêîñòü). Óñëîâèå
òîãî, ÷òî ð¼áðà êëàññà A1( ñîîòâåòñòâåííî B1) ïîïàðíî íå çàöåïëåííû, ïîçâîëÿåò
íàì ïîãðóçèòü ð¼áðà A1( ñîîòâåòñòâåííî B1) âíóòü (ñîîòâåòñòâåííî âíå) îðèåíòè-
ðîâàííîãî öèêëà òàê, ÷òîáû íèêàêèå 2 ðåáðà èç êëàññà A1( ñîîòâåòñòâåííî B1) íå
ïåðåñåêàëèñü, è íèêàêîå ðåáðî êëàññà A1( ñîîòâåòñòâåííî B1) íå ïåðåñåêàëîñü ñ
ðåáðîì êëàññà C1 (èíà÷å ðåáðî êëàññà A1( ñîîòâåòñòâåííî B1) áûëî áû çàöåïëåííî
ñ ðåáðîì êëàññà 1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì îáîçíà÷åíèÿ âíóòðåííèõ ð¼áåð f -
ãðàôà). Ñäåëàåì âûøåîïèñàííîå ïîãðóæåíèå ð¼áåð êëàññà A1(ñîîòâåòñòâåííî B1) ñ
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äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè: áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé, áåç ïåðåñå÷åíèé âíåøíèõ ð¼áåð.
Ïîëó÷èëè îðèåíòèðîâàííîå âëîæåíèå f -ãðàôà â ïëîñêîñòü.�

Ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííîå âëîæåíèå G f -ãðàôà àòîìà X = (P 2, K), èìåþùåãî
äâà áåëûõ êîëüöà, â ïëîñêîñòü. Êîãäà ãðóïïà ñèììåòðèé Sym(X) àòîìà òðàíçè-
òèâíî äåéñòâóåò íà îðèåíòèðîâàííûõ öèêëàõ G? Îêàçûâàåòñÿ, êîãäà ðàñïîëîæåíèÿ
âíóòðåííèõ ð¼áåð íà îäíîì îðèåíòèðîâàííîì öèêëå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ðàñ-
ïîëîæåíèÿ âíóòðåííèõ ð¼áåð íà äðóãîì îðèåíòèðîâàííîì öèêëå. È îòíîñèòåëüíî
òîãî, êàê ãðóïïà ñèììåòðèé âëîæåíèÿ G äåéñòâóåò íà âåðøèíàõ âíåøíèõ ð¼áåð íà
îäíîì îðèåíòèðîâàííîì öèêëå, îïðåäåëÿþòñÿ ðàñïîëîæåíèÿ âíóòðåííèõ ð¼áåð ýòî-
ãî öèêëà. Òî åñòü îðèåíòèðîâàííûé öèêë äîëæåí ïåðåõîäèòü â ñåáÿ ïðè ïîâîðîòàõ,
îïðåäåëÿåìûõ Sym(G). Ïðèìåð ïîêàçàí íà Ðèñ. 8.

Åñëè åñòü ñèììåòðèÿ îðèåíòèðîâàííî âëîæåííîãî f -ãðàôà âûñîòíîãî àòîìà(èìåþùåãî
2 áåëûõ êîëüöà), ïåðåâîäÿùàÿ âûäåëåííóþ êðàñíûì âåðøèíó 1(íà ðèñóíêå 8) â âåð-
øèíó 2, òî âíóòðåííåå ðåáðî, ìåæäó êîíöàìè êîòîðîãî åñòü òîëüêî âåðøèíà 1, ýòîé
æå ñèììåòðèåé ïåðåâåä¼òñÿ â ðåáðî, ìåæäó êîíöàìè êîòîðîãî åñòü òîëüêî âåðøè-
íà 2. Ýòîò ïðèìåð èëëþñòðèðóåò, ÷òî îðèåíòèðîâàííûé öèêë äîëæåí ïåðåõîäèòü â
ñåáÿ ïðè ïîâîðîòàõ, îïðåäåëÿåìûõ Sym(G).

Îïðåäåëåíèå 16. Ñåðèÿ àòîìîâ B1
k,l, (k, l ≥ 1) íàçûâàåòñÿ ñåðèÿ âûñîòíûõ àòî-

ìîâ, èìåþùèõ äâà áåëûõ êîëüöà, è ñèììåòðèÿ êîòîðûõ òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà
ýòèõ êîëüöàõ. Çäåñü ÷èñëî k ñîîòâåòñòâóåò êîëè÷åñòâó âíóòðåííèõ ð¼áåð íà êàæäîì
îðèåíòèðîâàííîì öèêëå f -ãðàôà ýòîãî àòîìà, l - ÷èñëî âíåøíèõ ð¼áåð, ñîåäèíÿþ-
ùèõ äâà îðèåíòèðîâàííûõ öèêëà.
Êàæäûé àòîì èç ýòîé ñåðèè äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü êðèòåðèþ âûñîòíîñòè èç

óòâåðæäåíèÿ 8 è âíóòðåííèå ð¼áðà f -ãðàôà ýòîãî àòîìà îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ðàññóæäåíèÿìè âûøå. Ïðèìåð ïîêàçàí íà Ðèñ.8.

Ðèñ. 8. f -ãðàô àòîìà B1
3,3
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4. Îñíîâíàÿ òåîðåìà.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå âçÿòî èç ñòàòüè È.Ì.Íèêîíîâà [6].
Ïðåäëîæåíèå 1. Àòîìû, ïîëó÷àåìûå èç ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ âûñîòíûõ

àòîìîâ ïóòåì óäâîåíèÿ ðåáåð ÿâëÿþòñÿ âûñîòíûìè, ãðóïïà ñèììåòðèé êîòîðûõ
òðàíçèòèâíà íà âåðøèíàõ. Åñëè P � ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé àòîì è G � åãî
f -ãðàô, òî ïîñëå óäâîåíèÿ íåîðèåíòèðîâàííûõ ð¼áåð àòîìà P ìû ïîëó÷èì íîâûé
àòîì P

′
ñ ñîîòâåòñòâóþùèì f -ãðàôîì G

′
.

Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó â f -ãðàôå ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íîãî àòîìà ñèììåòðèè
äåéñòâóþò òðàíçèòèâíî íà âåðøèíàõ ãðàôà G, òî îíè çàäàþò òðàíçèòèâíîå äåé-
ñòâèå íà îðèåíòèðîâàííûõ öèêëàõ ãðàôà G

′
.

Òåîðåìà 2. Ëþáîé âûñîòíûé àòîì ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé, òðàíçèòèâíîé íà âåð-
øèíàõ àòîìà è òðàíçèòèâíîé íà êîëüöàõ áåëîãî öâåòà, èçîìîðôåí îäíîìó èç àòîìîâ
ñëåäóþùåãî ñïèñêà:Dn, (n ≥ 3), Cn, (n ≥ 1), P1, P2, P3, P4, P5,D

′′
n, (n ≥ 2), P

′′
1 , P

′′
2 , P

′′
3 ,

P
′′
4 , P

′′
5 , En, (n ≥ 1), Fn, (n ≥ 1), Q1, Q3. Êîíêðåòíîå îïèñàíèå âñåõ àòîìîâ ýòîãî ñïèñ-

êà äàíî â ñòàòüå È.Ì.Íèêîíîâà [6].
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X = (P 2, K) - âûñîòíûé àòîì ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé, òðàí-

çèòèâíîé íà êîëüöàõ áåëîãî öâåòà è âåðøèíàõ àòîìà, è G � åãî f -ãðàô. Òîãäà
ïî óòâåðæäåíèþ 4 âñå îðèåíòèðîâàííûå öèêëû G ñîäåðæàò îäèíàêîâîå êîëè÷å-
ñòâî âåðøèí. Îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû ñòàòüè [6] âûïèøåì ñïèñîê âûñîòíûõ àòî-
ìîâ, èìåþùèõ f -ãðàô, âñå îðèåíòèðîâàííûå öèêëû êîòîðîãî ñîäåðæàò îäèíàêî-
âîå êîëè÷åñòâî âåðøèí, à ãðóïïà ñèììåòðèé êàæäîãî àòîìà èç ñïèñêà òðàíçè-
òèâíî äåéñòâóåò íà âåðøèíàõ àòîìà: Dn, (n ≥ 3), Cn, (n ≥ 1), P1, P2, P3, P4, P5,
D

′′
n, (n ≥ 2), P

′′
1 , P

′′
2 , P

′′
3 , P

′′
4 , P

′′
5 , En, (n ≥ 1), Fn, (n ≥ 1), Q1, Q3. Íàïîìíèì, ÷òî C2 =

= D2, E1 = D1, F1 = A2.
Ïî óòâåðæäåíèþ 5 ãðóïïà ñèììåòðèé ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ âûñîòíûõ àòî-

ìîâ òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà êîëüöàõ îáîèõ öâåòîâ, à â ñòàòüå [6] äîêàçàíî òðàí-
çèòèâíîå äåéñòâèå ãðóïïû ñèììåòðèé íà âåðøèíàõ àòîìà. Íàïîìíèì ñïèñîê ìàêñè-
ìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ âûñîòíûõ àòîìîâ: A2, Dn, (n ≥ 1), Cn, (n ≥ 1), P1, P2, P3, P4,
P5.
Ïî ïðåäëîæåíèþ 1 è çàìå÷àíèþ ê íåìó, àòîìû, ïîëó÷àåìûå èç ìàêñèìàëüíî ñèì-

ìåòðè÷íûõ âûñîòíûõ àòîìîâ ïóòåì óäâîåíèÿ ðåáåð ÿâëÿþòñÿ âûñîòíûìè, ãðóïïà
ñèììåòðèé êîòîðûõ òðàíçèòèâíà íà âåðøèíàõ è íà êîëüöàõ áåëîãî öâåòà. Ñïèñîê
ýòèõ àòîìîâ: A

′′
2 ,D

′′
n, (n ≥ 1), C

′′
n , (n ≥ 1), P

′′
1 , P

′′
2 , P

′′
3 , P

′′
4 , P

′′
5 . Íàïîìíèì, ÷òî A

′′
2 = F2,

C
′′
n = C2n, (n ≥ 1), D

′′
1 = E2.

f -ãðàô àòîìîâ ñåðèè En, (n ≥ 1), Fn, (n ≥ 1) èìååò îäèí îðèåíòèðîâàííûé öèêë,
çíà÷èò, êàæäûé èç àòîìîâ ýòîé ñåðèè èìååò îäíî áåëîå êîëüöî.
À àòîì Q1 = R2 è Q3 = R8. �
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Ðèñ. 10. f -ãðàôû àòîìîâ R7 - R12
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Ðèñ. 11. f -ãðàô àòîìà R13

Ðèñ. 12. f -ãðàôû àòîìîâ R1
n è R2
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