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Ââåäåíèå

Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà îòîáðàæåíèÿ H, ñîïîñòàâëÿþùåãî êàæäîìó ìåòðè÷åñêîìó
êîìïàêòó ñåìåéñòâî åãî íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòî îòîáðàæå-
íèå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì è 1-ëèïùåöåâûì. Ñóùåñòâóåò ãèïîòåçà, ÷òî íå áûâàåò áèåêòèâíûõ
èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâà Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà íà ñåáÿ, êðîìå òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ.
H, âîçìîæíî, ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷íûì âëîæåíèåì ïðîñòðàíñòâà Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà â ñåáÿ.
Â ðàáîòå ïðèâåäåíî íåñêîëüêî êëàññîâ ïðèìåðîâ ïðîñòðàíñòâ, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè
ñîõðàíÿåòñÿ ïðè äàííîì îòîáðàæåíèè. Â äîïîëíåíèå ïðèâîäÿòñÿ ñâîéñòâà, êîòîðûå âîçìîæíî
óïðîùàþò äîêàçàòåëüñòâî èçîìåòðè÷íîñòè H.

1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. ×åðåç #A áóäåì îáîçíà÷àòü ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A.
Ïóñòü Z � ïðîèçâîëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññòîÿíèÿ ìåæäó åãî òî÷êàìè x è y

áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç |xy|. ×åðåç diamZ îáîçíà÷èì äèàìåòð Z. Åñëè X,Y ⊂ Z � íåïóñòûå
ïîäìíîæåñòâà, òî ïîëîæèì |XY | = inf{|xy| : x ∈ X, y ∈ Y }, à |XY |′ = sup{|xy| : x ∈ X, y ∈ Y }.
Åñëè X = {x}, òî âìåñòî |{x}Y | = |Y {x}| è |{x}Y |′ = |Y {x}|′ áóäåì ïèñàòü |xY | = |Y x| è
|xY |′ = |Y x|′ ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ íåïóñòûõ X,Y ⊂ Z ïîëîæèì |XY |Z = max{sup
x∈X
|xY |, sup

y∈Y
|yX|}. Ïîëó÷åííàÿ âåëè÷è-

íà íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèåì Õàóñäîðôà ìåæäó X è Y . Ñåìåéñòâî âñåõ íåïóñòûõ çàìêíóòûõ
îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Z îáîçíà÷èì ÷åðåç H(Z). Õîðîøî èç-
âåñòíî [1], ÷òî H(Z) ñ ðàññòîÿíèåì Õàóñäîðôà ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïóñòü X è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Òðîéêà (X ′, Y ′, Z), ñîñòîÿùàÿ èç ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà Z è äâóõ åãî ïîäìíîæåñòâ X ′ è Y ′, èçîìåòðè÷íûõ ñîîòâåòñòâåííî X è Y , íàçû-
âàåòñÿ ðåàëèçàöèåé ïàðû (X,Y ). Ðàññòîÿíèåì dGH(X,Y ) ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ìåæäó X è

Y íàçûâàåòñÿ òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ÷èñåë r, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ðåàëèçàöèÿ (X ′, Y ′, Z)
ïàðû (X,Y ) òàêàÿ, ÷òî |X ′Y ′|Z ≤ r. Íà ìíîæåñòâå M âñåõ êîìïàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ, ðàññìàòðèâàåìûõ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè, ôóíêöèÿ dGH ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé [1].

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêñîì, åñëè âñå åãî íåíóëåâûå ðàññòîÿíèÿ îäè-
íàêîâû. Çàìåòèì, ÷òî ñèìïëåêñ êîìïàêòåí, åñëè è òîëüêî åñëè îí êîíå÷åí. Ñèìïëåêñ, ñîñòî-
ÿùèé èç n òî÷åê, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíû t, îáîçíà÷èì ÷åðåç t∆n. Åñëè t = 1, òî
ïðîñòðàíñòâî t∆n áóäåì äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷àòü ∆n.

Ïðåäëîæåíèå 1.1 ([2]). Äëÿ íàòóðàëüíûõ p, q è âåùåñòâåííûõ t, s > 0 èìååò ìåñòî

2dGH(t∆p, s∆q) =


|t− s|, åñëè p = q,

max{t, s− t}, åñëè p > q,

max{s, s− t}, åñëè p < q.

Ïðåäëîæåíèå 1.2 ([2]). Ïóñòü M � êîíå÷íîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, n = #M . Òîãäà

äëÿ êàæäîãî m ∈ N,m > n è t > 0 èìååì

2dGH(t∆m,M) = max{t,diamM − t}.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M ïîëîæèì

ε(M) = inf{|xy| : x, y ∈M,x 6= y}.
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Ïðåäëîæåíèå 1.3 ([2]). Ïóñòü M � êîíå÷íîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è n = #M , òîãäà

2dGH(t∆n,M) = max{t− ε(M),diamM − t}.

Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, òîãäà ÷åðåç Dk(M) îáîçíà÷èì ñåìåéñòâî âñåâîçìîæ-
íûõ ðàçáèåíèé M íà k åãî íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ. Ïóñòü òåïåðü M � ìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî è D = {M1, . . . ,Mk} ∈ Dk(M). Ïîëîæèì diamD = max{diamX1, . . . ,diamXk},
α(D) = min

i 6=j
|MiMj |, à β(D) = max

i 6=j
|MiMj |′.

Ïðåäëîæåíèå 1.4 ([2]). Ïóñòü M � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è m ∈ N,m <
#M . Òîãäà äëÿ ëþáîãî t > 0 âûïîëíÿåòñÿ

2dGH(t∆m,M) = inf
{

max(diamD, t− α(D), β(D)− t) : D ∈ Dm(M)
}
.

2 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Õîðîøî èçâåñòíî [1], ÷òî åñëè X � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî H(X) � òîæå
êîìïàêò. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèåH : M→M, ñîïîñòàâëÿþùèå êàæäîìó ìåòðè÷åñêîìó êîì-
ïàêòó X ñåìåéñòâî âñåõ åãî íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ. Äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå
H ÿâëÿåòñÿ 1-ëèïøåöåâûì (è, ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíûì).

Ïóñòü X,Y ∈M � íåèçîìåòðè÷íûå ìåòðè÷åñêèå êîìïàêòû, è X,Y èçîìåòðè÷íî âëîæåíû
â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Z. Â ñèëó êîìêàòíîñòè Y , äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò y′ ∈ Y
òàêîå, ÷òî |xY | = |xy′|. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå y′ = γ(x), òåì ñàìûì îïðåäåëèâ îòîáðàæåíèå
γ : X → Y . Ïóñòü A ⊂ X � ïðîèçâîëüíîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî, òîãäà γ(A) ∈ H(Y ), ãäå
B îáîçíà÷àåò çàìûêàíèå ïîäìíîæåñòâà B ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Äîêàæåì íåñêîëüêî
ïðåäëîæåíèé, îïèñûâàþùèõ ñâîéñòâà êîìïàêòà γ(A).

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Äëÿ ëþáîãî A ∈ H(X) è a ∈ A èìååì |aγ(A)| = |aγ(a)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ γ, äëÿ ëþáîãî y ∈ Y âåðíî, ÷òî |ay| ≥ |aγ(a)|, ïîýòîìó
|aγ(A)| = inf

y∈γ(A)
|ay| = |aγ(a)|, òàê êàê γ(a) ∈ γ(A).

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Äëÿ ëþáîãî A ∈ H(X) âûïîëíÿåòñÿ |Aγ(A)|Z = sup
a∈A
|aγ(a)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y ∈ γ(A). Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. Åñëè y ∈ γ(A), òî ñóùåñòâóåò a ∈ A òàêîå, ÷òî y = γ(a). Íî òàê êàê |yA| = inf
a∈A
|ya|, òî

|yA| ≤ |aγ(a)|.

2. Åñëè y ∈ ∂γ(A), òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}∞n=1 òî÷åê èç A òàêàÿ, ÷òî
γ(an) → y ïðè n → ∞. Òàê êàê â ìåòðè÷åñêîì êîìïàêòå ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
òî÷åê èìååò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî an → a ∈ A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |aγ(a)| < |ay|, òîãäà ε := |ay| − |aγ(a)| > 0.
Ñóùåñòâóåò íîìåð k > 0 òàêîé, ÷òî |aak| < ε

3 è |yγ(ak)| < ε
3 . Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà

äëÿ aγ(a)ak ïîëó÷àåì:

|akγ(a)| ≤ |aγ(a)|+ |aak| < |aγ(a)|+ ε
3 = |ay| − ε+ ε

3 = |ay| − 2
3ε <

< |ay| − |aak| − |yγ(ak)| ≤ |akγ(ak)|,
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ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðåäåëåíèåì γ(ak). Çíà÷èò |ay| = |aγ(a)| è, ñëåäîâàòåëüíî, |yA| ≤
≤ |aγ(a)|.

Èòàê, äëÿ ëþáîãî y ∈ γ(A) ñóùåñòâóåò a ∈ A òàêîå, ÷òî |yA| ≤ |aγ(a)|, îòêóäà sup
y∈γ(A)

|yA| ≤

≤ sup
a∈A
|aγ(a)|. Çíà÷èò, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.1,

|Aγ(A)|Z = max{ sup
y∈γ(A)

|yA|, sup
a∈A
|aγ(a)|} = sup

a∈A
|aγ(a)|,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñëåäñòâèå 2.1. Äëÿ ëþáîãî A ∈ H(X) èìååò ìåñòî |Aγ(A)|Z ≤ sup
x∈X
|xγ(x)|.

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Äëÿ ëþáûõ A ∈ H(X) è B ∈ H(Y ) èìååì |AB|Z ≥ |Aγ(A)|Z .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ A èìååò ìåñòî |aB| = inf
y∈B
|ay| ≥ inf

y∈Y
|ay| =

= |aγ(a)|. Çíà÷èò, sup
a∈A
|aB| ≥ sup

a∈A
|aγ(a)| = |Aγ(A)|Z , ïîýòîìó

|AB|Z = max {sup
a∈A
|aB|, sup

b∈B
|bA|} ≥ |Aγ(A)|Z ,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñëåäñòâèå 2.2. Äëÿ ëþáîãî A ∈ H(X) èìååì: |AH(Y )| = |Aγ(A)|Z .

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü X è Y � ìåòðè÷åñêèå êîìïàêòû, ïîãðóæåííûå â ìåòðè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî Z, òîãäà
|H(X)H(Y )|H(Z) = |XY |Z .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî èç cëåäñòâèÿ 2.1 âûòåêàåò îãðàíè÷åííîñòü âñåõ ðàññòîÿíèé
|Aγ(A)|Z âåëè÷èíîé sup

x∈X
|xγ(x)|, à, çíà÷èò, sup

A∈H(X)

|Aγ(A)|Z ≤ sup
x∈X
|xγ(x)| = sup

x∈X
|xY |. Ïðèíè-

ìàÿ âî âíèìàíèå ñëåäñòâèå 2.2, ïîëó÷èì, ÷òî sup
A∈H(X)

|AH(Y )| ≤ sup
x∈X
|xY |.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ |xγ(x)| = |{x}{γ(x)}|Z = |{x}γ({x})|Z .
Çíà÷èò,

sup
x∈X
|xY | = sup

x∈X
|xγ(x)| ≤ sup

A∈H(X)

|Aγ(A)|Z = sup
A∈H(X)

|AH(Y )|.

Òàêèì îáðàçîì, sup
A∈H(X)

|AH(Y )| = sup
x∈X
|xY |.

Ïîñòðîèâ àíàëîãè÷íîå γ îòîáðàæåíèå χ : Y → X, ïîëó÷èì, ÷òî sup
B∈H(Y )

|BH(X)| = sup
y∈Y
|yX|.

Íî òîãäà

|H(X)H(Y )|H(Z) = max{ sup
A∈H(X)

|AH(Y )|, sup
B∈H(Y )

|BH(X)|} =

= max{sup
x∈X
|xY |, sup

y∈Y
|yX|}| = |XY |Z ,

÷òî è òðåáîâàëîñü.
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Òåîðåìà 2.2. Äëÿ ëþáûõ ìåòðè÷åñêèõ êîìïàêòîâ X è Y âåðíî, ÷òî

dGH
(
H(X),H(Y )

)
≤ dGH(X,Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2.1 âûòåêàåò, ÷òî åñëè äëÿX,Y ñóùåñòâóåò ðåàëèçàöèÿ (X,Y, Z)
òàêàÿ, ÷òî |XY |Z < g, òî äëÿ H(X),H(Y ) ñóùåñòâóåò ðåàëèçàöèÿ

(
H(X),H(Y ),H(Z)

)
òà-

êàÿ, ÷òî |H(X)H(Y )|H(Z) < g. Òîãäà, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèå ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó,

dGH
(
H(X),H(Y )

)
≤ dGH(X,Y ).

Ñëåäñòâèå 2.3. Îòîáðàæåíèå H íåïðåðûâíî.

Ñëåäñòâèå 2.4. Îòîáðàæåíèå H ÿâëÿåòñÿ 1-ëèïøåöåâûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå H ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì ñ êîí-
ñòàíòîé C, ãäå C ≤ 1. Ïîêàæåì, ÷òî C = 1. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ðàññòîÿíèå îò îäíîòî-
÷å÷íîãî ïðîñòðàíñòâà äî ëþáîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíî ïîëîâèíå äèàìåòðà. Î÷å-
âèäíî, ÷òî H

(
{x}
)

= {x} è d
(
H(Y )

)
= d(Y ), ãäå d(X)� äèàìåòð ïðîñòðàíñòâà X. Çíà÷èò,∣∣{x}Y ∣∣ =

∣∣∣H({x})H(Y )
∣∣∣. Ïîýòîìó C ≥ 1, ñëåäîâàòåëüíî C = 1.

3 Ïðèìåðû

Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò ïîñòðîåíû íåñêîëüêî êëàññîâ ïðèìåðîâ, â êîòîðûõ ñîõðàíÿåòñÿ ðàññòî-
ÿíèå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà ìåæäó X è Y ïðè îòîáðàæåíèè H.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Îòîáðàæåíèå H ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèå ìåæäó ñèìïëåêñàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî H(t∆p) = t∆2p−1. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî ôîðìóëå óêàçàííîé â
ïðåäëîæåíèè 1.1, H ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè êîíå÷-
íûìè ñèìïëåêñàìè.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ïóñòü M � êîíå÷íîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî m = #M,n ≥ m è

t > 0, òîãäà
dGH(t∆n,M) = dGH

(
H(t∆n),H(M)

)
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ε(M) = inf{|xy| : x, y ∈M,x 6= y} = ε

(
H(M)

)
è diamX =

= diamH(X). Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.2 è ïðåäëîæåíèÿ 1.3 ñëåäóåò òðåáóåìîå.

Ïîêàæåì ñëåäóþùóþ îöåíêó ðàññòîÿíèÿ Õàóñäîðôà.

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïóñòü X = {x1, . . . , xn} è Y = {y1, . . . , yk} � êîíå÷íûå ìåòðè÷åñêèå

ïîäïðîñòðàíñòâà Z, òîãäà äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè σ âûïîëíÿåòñÿ |XY |Z ≤ max
1≤i≤n
1≤j≤k

|xiyσ(j)|

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè xi èìååì |xiY | ≤ |xiyσ(j)|, ñëåäîâàòåëüíî
sup

1≤i≤n
|xiY | ≤ max

1≤i≤n
1≤j≤k

|xiyσ(j)|. Àíàëîãè÷íî, sup
1≤j≤k

|yσ(j)X| ≤ max
1≤i≤n
1≤j≤k

|xiyσ(j)|, çíà÷èò è |XY |Z ≤

max
1≤i≤n
1≤j≤k

|xiyσ(j)|, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ åùå îäíîãî êëàññà ïðèìåðîâ íåîáõîäèìî äîêàçàòü ñëåäóþùèé ôàêò (èäåÿ
äîêàçàòåëüñòâà âçÿòà èç [3]).

Ïðåäëîæåíèå 3.4. Åñëè X � ñâÿçíûé ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò, òî H(X) òîæå ñâÿçíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè X ñâÿçíî, òî ñâÿçíà è ëþáàÿ åãî ñòåïåíü (Xn, dn), ãäå
dn(x, x′) = max

1≤i≤n
d(xi, x

′
i). Ðàññìîòðèì âëîæåíèå πn : Xn → H(X), îïðåäåëåííîå ñëåäóþùèì

îáðàçîì : πn(x) =
n⋃
i=1

{xi}. Î÷åâèäíî, ÷òî πn(Xn) ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíî-

æåñòâ X ñ íå áîëåå ÷åì n ýëåìåíòàìè. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.3, πn ÿâëÿåòñÿ 1-ëèïøèöåâûì,
ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíûì. Ïîýòîìó πn(Xn) áóäåò ñâÿçíî, êàê îáðàç ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà
ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè. Çíà÷èò

⋃
n
πn(Xn) òîæå ñâÿçíî, ïîòîìó ÷òî πn(Xn)∩πk(Xk) =

πk(Xk) 6= ∅ ïðè âñåõ k ≤ n. Íî êîíå÷íûå ìíîæåñòâà âñþäó ïëîòíû â H(X), ñëåäîâàòåëüíî,
H(X) =

⋃
n
πn(Xn) òîæå ñâÿçíî, êàê çàìûêàíèå ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàæåì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ

Ïðåäëîæåíèå 3.5. Åñëè X =
n⊔
i=1

Xi � ñâÿçíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî äëÿ ëþáîãî

íàòóðàëüíîãî i ≤ n ñóùåñòâóåò j 6= i òàêîå, ÷òî |XiXj | = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî i ïðè ëþáûõ j 6= i âûïîë-
íÿåòñÿ |XiXj | > 0, òî X íåñâÿçíî.

Äîêàæåì ñíà÷àëà ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ n = 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X = X1 tX2, ãäå
|X1X2| > 0. Ïîêàæåì, ÷òî |X1 X2| = inf{|x1x2| : x1 ∈ X1, x2 ∈ X2} > 0, ãäå X1 îáîçíà÷àåò
çàìûêàíèå. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ x1 ∈ X1 è x2 ∈ X2 ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{x1i }∞i=1 ⊂ X1 è {x2j}∞j=1 ⊂ X2, äëÿ êîòîðûõ x1i → x1, i → ∞, à x2j → x2, j → ∞. Íî òîãäà

|x1x2| ≥ inf
i,j
|x1ix2j |, ñëåäîâàòåëüíî, |x1x2| > 0, ò.å. |X1 X2| > 0. Íî X1 ∩ X2 = ∅, çíà÷èò è

X1 ∩X2 = ∅. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ìû ïðåäñòàâèëè X êàê îáúåäèíåíèå äâóõ íåïóñòûõ çàìêíóòûõ
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ X1 è X2, ñëåäîâàòåëüíî, X íåñâÿçíî.

Òåïåðü ïóñòü n > 2. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå 1 ≤ i ≤ n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî
j 6= i èìååì |XiXj | > 0. Íî òîãäà

∣∣Xi(
⋃
j 6=i

Xj)
∣∣ > 0, òàê êàê ó íàñ êîíå÷íîå ÷èñëî ìíîæåñòâ.

Èñïîëüçóÿ ñëó÷àé n = 2 ïîëó÷èì, ÷òî X îïÿòü íåñâÿçíî.

Ïðåäëîæåíèå 3.6. Ïóñòü X � ñâÿçíûé ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò, òîãäà äëÿ ëþáîãî äåéñòâè-

òåëüíîãî ÷èñëà t òàêîãî, ÷òî t ≥ diamX, è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî p èìååì

dGH(t∆p, X) = dGH
(
H(t∆p),H(X)

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî dGH(t∆p, X) = 1
2 t = dGH

(
H(t∆p),H(X)

)
. Äëÿ ýòîãî âîñïîëü-

çóåìñÿ ôîðìóëîé èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4:

2dGH(t∆p,M) = inf
{

max(diamD, t− α(D), β(D)− t) : D ∈ Dp(M)
}
.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿD âûïîëíÿåòñÿ diamD ≤ diamX ≤ t è β(D) = max
i 6=j
|XiXj |′ ≤
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≤ diamX ≤ t. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.5, èìååì α(D) = min
i 6=j
|XiXj | = 0, ïîýòîìó t − α(D) = t.

Çíà÷èò max(diamD, t− α(D), β(D)− t) = t, ñëåäîâàòåëüíî, dGH(t∆p, X) = 1
2 t.

Â ñèëó òîãî, ÷òî H ñîõðàíÿåò ñâÿçíîñòü (ïðåäëîæåíèå 3.4) è äèàìåòð, äëÿ H(X) âåðíû òå
æå ðàññóæäåíèÿ, ïîýòîìó dGH

(
H(t∆p),H(X)

)
= 1

2 t, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

4 Äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà îòîáðàæåíèÿ H
Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò ïîìî÷ü â äîêàçàòåëüñòâå (èëè íà-
õîæäåíèè êîíòðïðèìåðà) èçîìåòðè÷íîñòè H.

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå H ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷-

êàìè íåêîòîðîãî âñþäó ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà K ⊂M. Òîãäà H èçîìåòðè÷íî íà âñåìM.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê H ÿâëÿåòñÿ 1-ëèïøåöåâûì (ñëåäñòâèå 2.4), òî îíî, î÷åâèäíî, ñî-
õðàíÿåò ñõîäèìîñòü. Òåïåðü ïóñòü X è Y � ïðîèçâîëüíûå ìåòðè÷åñêèå êîìïàêòû, òîãäà,
â ñèëó âñþäó ïëîòíîñòè K â M, ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ
{Xi} è {Yi} èç K òàêèå, ÷òî Xi → X, à Yi → Y ïðè i → ∞. Òîãäà H(Xi) → H(X), à
H(Yi) → H(Y ), áîëåå òîãî, â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà, dGH(Xi, Yi) → dGH(X,Y ), à
dGH

(
H(Xi),H(Yi)

)
→ dGH(

(
H(X),H(Y )

)
ïðè i→∞. ÅñëèH ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèå ìåæäó êîì-

ïàêòàìè èç K, òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî i èìååò ìåñòî dGH(Xi, Yi) = dGH
(
H(Xi),H(Yi)

)
,

çíà÷èò, dGH(X,Y ) = dGH(
(
H(X),H(Y )

)
äëÿ ëþáûõ ìåòðè÷åñêèõ êîìïàêòîâ X è Y , ÷òî è

òðåáîâàëîñü.

Ñëåäñòâèå 4.1. Åñëè îãðàíè÷åíèå H íà ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

èçîìåòðè÷íî, òî îíî èçîìåòðè÷íî íà âñåìM.

Êîíå÷íîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçîâåì ïðîñòðàíñòâîì îáùåãî ïîëîæåíèÿ, åñëè âñå
åãî ðàññòîÿíèÿ ïîïàðíî ðàçëè÷íû, à íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà âñåãäà ñòðîãîå.

Ñëåäñòâèå 4.2. Åñëè H ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ

ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì òî÷åê, òî îíî èçîìåòðè÷íî íà âñåìM.
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