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1 Ïðîñòåéøàÿ áèëëèàðäíàÿ îáëàñòü.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñåìåéñòâîì ñîôîêóñíûõ êâàäðèê íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
êðèâûõ íà ïëîñêîñòè R2 ñ åâêëèäîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y), îïèñûâàåìûõ
óðàâíåíèåì

x2

a− λ
+

y2

b− λ
= 1, (1)

ãäå a > 0 è b > 0 íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðàìè ýòîãî ñåìåéñòâà, à ÷èñëî λ ∈
[0,max(a, b)] - ïàðàìåòðîì êðèâîé èç ýòîãî ñåìåéñòâà èëè ïàðàìåòðîì êâàä-
ðèêè.

Çàìå÷àíèå 1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè äàëåå âñåãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî b < a.

Çàìå÷àíèå 2. Ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåì, ÷òî ñëó÷àé λ = a îòâå÷àåò ïðÿìîé
x = 0, à ñëó÷àé λ = b îòâå÷àåò ôîêàëüíîé ïðÿìîé y = 0.

Çàìå÷àíèå 3. Êðèâàÿ èç ñåìåéñòâà ñîôîêóñíûõ êâàäðèê ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì
ïðè λ ∈ [0, b), ãèïåðáîëîé ïðè λ ∈ (b, a), ïðÿìûìè ïðè λ = a è ïðè λ =
b. Ýëëèïñû è ãèïåðáîëû èç ýòîãî ñåìåéñòâà èìåþò îäíè è òå æå ôîêóñû è
ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì. Ïðÿìàÿ â ñëó÷àå λ = b ïðîõîäèò ÷åðåç íèõ,
â ñëó÷àå λ = a ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî
ýòè ôîêóñû.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñ ýòèì ñåìåéñòâîì ìîæíî åñòåñòâåííî ñâÿçàòü ýëëèïòè÷å-
ñêèå êîîðäèíàòû (λ1, λ2), ãäå λ1 ∈ (b, a), λ2 ∈ (− inf, b)) (ñì. ðèñ. 1).

Îïðåäåëåíèå 3. Ïðîñòåéøåé áèëëèàðäíîé îáëàñòüþ íàçîâåì äâóìåðíîå ãëàä-
êîå ìíîãîîáðàçèå ω′ ñ êóñî÷íî-ãëàäêèì êðàåì, êîòîðîå ìîæåò áûòü âëîæåíî â
ïëîñêîñòü ñ åâêëèäîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y) òàê, ÷òî îíî áóäåò îãðàíè÷åíî
è êðàé áóäåò ÿâëÿòüñÿ îáúåäèíåíèåì äóã èç ñåìåéñòâà ñîôîêóñíûõ êâàäðèê,
óãëû, íàïðàâëåííûå âíóòðü îáëàñòè, ìåæäó êîòîðûìè ðàâíû π

2
.

Îïðåäåëåíèå 4. Îïðåäåëèì áèëëèàðäíîå äâèæåíèå ïî ïðîñòåéøåé áèëëè-

àðäíîé îáëàñòè, êàê äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé ÷àñòèöû áåç òðåíèÿ ïî ïðÿìûì
ñ àáñîëþòíî óïðóãèì îòðàæåíèåì î ãðàíèöó îáëàñòè.

Çàìå÷àíèå 4. Óñëîâèå íà óãëû â îïðåäåëåíèè 3 ïðîñòåéøåé áèëëèàðäíîé
îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ñîôîêóñíûå êâàä-
ðèêè ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì, òî óãîë, íàïðàâëåííûé âíóòðü îáëàñòè
ìîæåò áûòü ðàâåí òîëêî π

2
è 3π

2
. Â ñëó÷àå 3π

2
âåêòîðíîå ïîëå, ïîðîæäåííîå

òðàåêòîðèÿìè äâèæåíèè ÷àñòèöû áóäåò íå ïîëíûì. À èìåííî, ðàññìîòðèì
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Ðèñ. 1: Ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Ðèñ. 2: Ïðèìåð ïðîñòåéøåé áèëëè-
àðäíîé îáëàñòè.

òðàåêòîðèè, áëèçêèå ê òðàåêòîðèè, ïîïàäàþùåé â óãîë 3π
2
. Â ëþáîé åå îêðåñò-

íîñòè åñòü òðàåêòîðèè, êîòîðûå ïðîäîëæàþò äâèæåíèå ïðÿìî, è òðàåêòîðèè,
êîòîðûå îòðàæàþòñÿ î ãðàíèöó îáëàñòè (ñì. ðèñ. 3). Çíà÷èò, îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëèòü ïðîäîëæåíèå òðàåêòîðèè ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ óãëà ìû íå ìîæåì.

Ðèñ. 3: Ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé íåâîçìîæíîñòü íåïðåðûâíî îïðåäåëèòü
òðàåêòîðèþ â ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò óãîë íà ãðàíèöå áèëëèàðäíîé îáëà-
ñòè, ðàâíûé 3π

2

2 Áèëëèàðäíàÿ êíèæêà.

Îïðåäåëåíèå 5. Ôèêñèðóåì ïðîñòåéøóþ áèëëèàðäíóþ îáëàñòü ω′ è ÷èñëî
n ∈ N. Äëÿ êàæäîé èç äóã ãðàíèöû ω′, ÿâëÿþùåéñÿ ñâÿçíîé ÷àñòüþ êâàäðèêè
ïðèïèøåì ïðîèçâîëüíóþ ïåðåñòàíîâêó ïîðÿäêà n ñî ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

4



1. åñëè äâå äóãè èç ãðàíèöû èìåþò îáùóþ òî÷êó, òî åñòü ÿâëÿþòñÿ ñîñåä-
íèìè, òî ïåðåñòàíîâêè σ1 è σ2, ïðèïèñàííûå èì, êîììóòèðóþò σ1 ◦ σ2 =
σ2 ◦ σ1;

2. ê âîãíóòûì ñî ñòîðîíû áèëëèàðäíîé îáëàñòè äóãàì ãðàíèöû âñåãäà ïðè-
ïèñàíû òîæäåñòâåííûå ïåðåñòàíîâêè.

Ïðîñòåéøóþ áèëëèàðäíóþ îáëàñòü ω′ âìåñòå ñ óêàçàííûìè ïåðåñòàíîâêàìè
íàçîâåì ñêëåéêîé (ñì. ðèñ. 4).

Îïðåäåëåíèå 6. Ôèêñèðóåì ñêëåéêó ν. Âîçüìåì íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå n(ν)

ïðîñòåéøèõ áèëëèàðäíûõ îáëàñòåé (ëèñòîâ) ω′(ν), òî åñòü
⊔n(ν)
i=1 ω

′
i(ν) è ïðîô-

àêòîðèçóåì ïî ñëåäóþùåìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè, çàâèñÿùåìó îò ñêëåé-
êè: äóãè ãðàíèö ω′i(ν) è ω

′
j(ν) áóäåì ñ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè îòâå÷à-

þò îäíîé è òîé æå äóãå ïðîñòåéøåé áèëëèàðäíîé îáëàñòè è åé ïðèïèñàíà ïå-
ðåñòàíîâêà σ(ν), ó êîòîðîé ïîñëå ðàçëîæåíèÿ åå â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ
öèêëîâ i-ûé è j-ûé ýëåìåíòû íàõîäÿòñÿ îäíîì öèêëå. Ïîëó÷èâøååñÿ òîïîëî-
ãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ω(ν) := (

⊔n(ν)
i=1 ω

′
i(ν))/ ∼ áóäåì íàçûâàòü áèëëèàðäíîé

êíèæêîé (èëè êðàòêî êíèæêîé), îòâå÷àþùåé ñêëåéêå ν (ñì. ðèñ. 4).

Çàìå÷àíèå 5. Ïîëó÷èâøååñÿ òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íå îáÿçàòåëüíî
ñâÿçíî.

Îïðåäåëåíèå 7. Îïðåäåëèì áèëëèàðäíîå äâèæåíèå ïî êíèæêå, îòâå÷àþùåé
ñêëåéêå ν, êàê äâèæåíèå áåç òðåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè (ñì. ðèñ. 4) ïî êíèæ-
êå ω òàêîå, ÷òî:

1. âíóòðè âñåõ ëèñòîâ, èç êîòîðûõ ñîñòîèò áèëëèàðäíàÿ êíèæêà, ìàòåðè-
àëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé áåç òðåíèÿ;

2. íà ãðàíèöå àáñîëþòíî óïðóãî îòðàæàåòñÿ, ïåðåõîäÿ íà äðóãîé ëèñò ïî
ïåðåñòàíîâêå σ(ν), ïðèïèñàííîé ê äóãå, îò êîòîðîé îíà îòðàæàåòñÿ;

3. â òî÷êå óãëà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáùåé òî÷êîé äâóõ äóã ñ ïðèïèñàííûìè
ïåðåñòàíîâêàìè σ1 è σ2, îíà ïåðåõîäèò ñ ëèñòà i íà ëèñò (σ1 ◦ σ2)(i) è
èäåò â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè.

Çàìå÷àíèå 6. Îãðàíè÷åíèÿ íà ïåðåñòàíîâêè â îïðåäåëåíèè 5 ñêëåéêè è ôàê-
òîðèçàöèÿ â îïðåäåëåíèè 6 áèëëèàðäíîé êíèæêè ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûìè.

1. Ïóñòü ïåðåñòàíîâêè σ1, σ2, ïðèïèñàííûå ê ñîñåäíèì äóãàì êíèæêè (ïåð-
âîé è âòîðîé äóãå ñîîòâåòñòâåííî), íå êîììóòèðóþò. Òî åñòü ñóùåñòâóåò
òàêîé ëèñò i, ÷òî σ1 ◦ σ2(i) 6= σ2 ◦ σ1(i). Òîãäà â ëþáîé îêðåñòíîñòè òðà-
åêòîðèè, èäóùåé ïî ëèñòó i â íàïðàâëåíèè óãëà, îáðàçîâàííîãî ýòèìè
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Ðèñ. 4: Ïðèìåð ñêëåéêè, ñîîòâåòñòâóþùåé åé áèëëèàðäíîé êíèæêè è îäíîé
èç òðàåêòîðèé íà íåé.

äóãàìè, åñòü äâà âèäà òðàåêòîðèé (ñì. ðèñ. 5). Ýòî òðàåêòîðèè, êîòî-
ðûå óäàðÿþòñÿ î ïåðâóþ äóãó ïåðåõîäÿò ïî ïåðåñòàíîâêå íà ëèñò σ1(i),
ïîòîì óäàðÿþòñÿ î âòîðóþ è ïåðåõîäÿò íà ëèñò σ1 ◦ σ2(i), ïðîäîëæàÿ
íà íåì ïóòü. È òðàåêòîðèè, êîòîðûå óäàðÿþòñÿ ñïåðâà î âòîðóþ äóãó
ïåðåõîäÿò ïî ïåðåñòàíîâêå íà ëèñò σ2(i), ïîòîì óäàðÿþòñÿ î ïåðâóþ è
ïåðåõîäÿò íà ëèñò σ2 ◦ σ1(i), ïðîäîëæàÿ íà íåì ïóòü. Òàêèì îáðàçîì,
â ëþáîé îêðåñòíîñòè åñòü íåáëèçêèå äðóã ê äðóãó òðàåêòîðèè, êîòîðûå
ïðîäîëæàþò ñâîå äâèæåíèå íà ðàçíûõ ëèñòàõ è îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü
òðàåêòîðèþ, ïîïàâøóþ â óãîë íà i-îì ëèñòå ìû íå ìîæåì.

2. Ïóñòü ê âîãíóòîé äóãå êíèæêè ïðèïèñàíà íåòîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâ-
êà σ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ëèñò i, òàêîé, ÷òî σ(i) 6= i. Ïîñêîëüêó äóãà âîãíó-
òà, òî ñóùåñòâóåò òðàåêòîðèÿ, êîòîðàÿ íà÷èíàåò ñâîå äâèæåíèå íà i-îì
ëèñòå è êàñàåòñÿ ýòîé âîãíóòîé äóãè. Òîãäà â ëþáîé îêðåñòíîñòè ýòîé
äóãè åñòü òðàåêòîðèè, êîòîðûå ïðîõîäÿò äàëåå ïî ïðÿìîé íà i-îì ëèñòå,
è òðàåêòîðèè, êîòîðûå óäàðÿþòñÿ î âîãíóòóþ ãðàíèöó è ïåðåõîäÿò íà
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ëèñò σ(i) (ñì. ðèñ. 6). Ýòè òðàåêòîðèè íå áëèçêèå. Òàê ÷òî ñíîâà ìû íå
ìîæåì îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü òðàåêòîðèþ, êàñàþùóþñÿ äóãè.

3. Íåêîòîðûå íåâîãíóòûå äóãè ìû ïðîôàêòîðèçîâàëè. Ýòî áûëî íåîáõî-
äèìî, ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîé íåâîãíóòîé äóãè ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíàÿ
òðàåêòîðèÿ, êîòîðàÿ èäåò òîëüêî ïî íåé. Ïðè ýòîì áëèçêèå ê ýòîé òðà-
åêòîðèè ïåðåõîäÿò ñ îäíîãî ëèñòà íà äðóãîé (ñì. ðèñ. 7). Ïîýòîìó òî÷êè,
íà ýòîé ïðåäåëüíîé òðàåêòîðèè è, ñîîòâåòñòâåííî, íà ýòîé äóãå äîëæíû
ïðèíàäëåæàòü îáîèì ëèñòàì.

Ðèñ. 5: Íåâîçìîæíî
îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëèòü òðàåêòîðèþ â
óãëó, åñëè ïðèïèñàíû
íåêîììóòèðóþùèå
ïåðåñòàíîâêè ñîñåäíèì
äóãàì.

Ðèñ. 6: Íåâîçìîæíî
îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü
òðàåêòîðèþ, êàñàþùó-
þñÿ âîãíóòîé ãðàíèöû,
åñëè íà íåé íåòîæäå-
ñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà.

Ðèñ. 7: Ïðåäåëüíàÿ
òðàåêòîðèÿ.

3 Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà áèëëèàðäíîé êíèæêè.

Èíòåãðàëû.

Äàëåå ìû áóäåì èçó÷àòü òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîM4 - îáúåêò äèíàìè÷å-
ñêîé ñèñòåìû áèëëèàðäíîé êíèæêè, ñîîòâåòñòâóþùåé ñêëåéêå ν. Îïðåäåëèì
M4 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Îïðåäåëåíèå 8. Âîçüìåì íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå n ïðîñòåéøèõ áèëëèàðä-
íûõ îáëàñòåé ω′, óêàçàííûõ â ñêëåéêå ν è ñíàáäèì êàæäóþ òî÷êó âåêòîðîì
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ñêîðîñòè, ò.å. óìíîæèì íà R2. Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ

π : (
⊔n
i=1 ω

′
i)×R2 −→ ω′ ⊂ R2, êîòîðàÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ çàáûâàíèåì êîîðäèíàò

èç R2 è òîãî, êàêîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå ïðèíàäëåæèò òî÷êà. Ïðîôàêòîðèçó-
åì (

⊔n
i=1 ω

′
i) × R2 ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè, óêàçàííîìó íèæå, êîòîðîå

îïèñûâàåò, êàê òðàåêòîðèè îòðàæàþòñÿ è íà êàêîé ëèñò ïåðåõîäÿò (ñì. ðèñ.
8). Òî÷êè (x1, v1) è (x2, v2) èç (

⊔n
i=1 ω

′
i)×R2, ãäå x1, x2 ∈ (

⊔n
i=1 ω

′
i), v1, v2 ∈ R2,

áóäåì ñ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. π((x1, v1)) = π((x2, v2))

2. π((x1, v1)) è π((x2, v2)) ëåæàò íà ãðàíèöå ω
′

3. âåêòîðû v1 è v2 èìåþò ðàâíóþ äëèíó |v1| = |v2|

4. âåêòîð v1−v2 ðàâåí íóëþ èëè îðòîãîíàëåí êàñàòåëüíîé ê ãðàíèöå îáëàñòè
ω′ â òî÷êå π((x1, v1)), åñëè ãðàíèöà îáëàñòè ω′ - ãëàäêàÿ â ýòîé òî÷êå

5. âåêòîð v1 + v2 ðàâåí íóëþ, åñëè òî÷êà π((x1, v1)) íà ãðàíèöå îáëàñòè ω
′

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà

6. âåêòîð v1 íàïðàâëåí èç îáëàñòè ω′, âåêòîð v2 - âíóòðü îáëàñòè ω
′

7. x1 ∈ ω′i, x2 ∈ ω′σ(i), ãäå σ - ïåðåñòàíîâêà, ïðèïèñàííàÿ ê ãðàíèöå îáëàñòè,

íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ òî÷êà π((x1, v1)), åñëè ãðàíèöà ω
′ - ãëàäêàÿ â ýòîé

òî÷êå

8. x1 ∈ ω′i, x2 ∈ ω′σ1◦σ2(i), ãäå σ1 è σ2- ïåðåñòàíîâêè, ïðèïèñàííûå ê äóãàì

ãðàíèöû îáëàñòè, íà êîòîðûõ íàõîäèòñÿ òî÷êà π((x1, v1)), åñëè ýòà òî÷êà
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà íà ãðàíèöå îáëàñòè ω′

Ïîëó÷åííîå ïîñëå ôàêòîðèçàöèè òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è áóäåì îáî-
çíà÷àòü äàëåå êàê M4.

Çàìå÷àíèå 7. Òî÷êà íàM4 - ýòî, ïî ñâîåé ñóòè, ïîëîæåíèå ìàòåðèàëüíîé ÷à-
ñòèöû, äâèæóùåéñÿ ïî îáëàñòè, êîòîðîå ôèêñèðóåòñÿ òî÷êîé íà áèëëèàðäíîé
êíèæêå è åå âåêòîðîì ñêîðîñòè.

Íà M4 åñòü äâå ôóíêöèè, êîòîðûå ïîñòîÿííû íà ïðîòÿæåíèè âñåé òðà-
åêòîðèè (èíòåãðàëû), - ýòî êâàäðàò ìîäóëÿ âåêòîðà ñêîðîñòè, ïîñêîëüêó ìû
ðàññìàòðèâàåì äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé ÷àñòèöû áåç òðåíèÿ è ñ àáñîëþòíî-
óïðóãèì îòðàæåíèåì î ãðàíèöó è ïàðàìåòð êâàäðèêè, î êîòîðîì ïîéäåò ðå÷ü
íèæå.
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Ðèñ. 8: Ïðèìåð, íà êîòîðîì èçîáðàæåíà ñêëåéêà, áèëëèàðäíàÿ êíèæêà, ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ýòîé ñêëåéêå è íèæå îäíèì öâåòîì èçîáðàæåíû âåêòîðû, êîòî-
ðûå ìû ñ÷èòàåì ýêâèâàëåíòíûìè â îïðåäåëåíèè 8.

Â êíèãå Â.Â. Êîçëîâà è Ä.Â. Òðåù¼âà [1, ãë. 4] ñêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ áèëëè-
àðäíàÿ òðàåêòîðèÿ â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé äóãàìè ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, êà-
ñàåòñÿ íåêîòîðîé äðóãîé ñîôîêóñíîé ñ íèìè êâàäðèêè (ñì. ðèñ. 9). Ýòî ìîæíî
ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì â ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò. Êàñàíèå â ÷àñòíîì ñëó÷àå - â ýëëèïòè÷åñêîì áèëëèàðäå ñëåäóåò èç åùå
áîëåå ðàííåãî ôàêòà - èç êëàññè÷åñêîé òåîðåìû ßêîáè-Øàëÿ [2].

Òåîðåìà 1 (ßêîáè, Øàëü). Êàñàòåëüíûå ïðÿìûå ê ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè íà

êâàäðèêå â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïðîâåäåííûå âî âñåõ òî÷êàõ

ãåîäåçè÷åñêîé, êàñàþòñÿ êðîìå ýòîé êâàäðèêè åùå n− 1 êîíôîêàëüíûõ ñ íåé

êâàäðèê, îäíèõ è òåõ æå äëÿ âñåõ òî÷åê ãåîäåçè÷åñêîé.

Ñëó÷àé áèëëèàðäíîé êíèæêè â ýòîì ñìûñëå íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò ñëó-
÷àÿ áèëëèàðäà â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé äóãàìè ñîôîêóñíûõ êâàäðèê. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè âñå ëèñòû ñïðîåöèðîâàòü íà îäèí, òî ïîëó÷èòñÿ áèëëèàðä
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à) á) â)

Ðèñ. 9: Íà âñåõ ðèñóíêàõ ðàññìîòðåí áèëëèàðä â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé äó-
ãàìè ñîôîêóñíûõ êâàäðèê. Íà ðèñóíêå à) òðàåêòîðèÿ êàñàåòñÿ ñîôîêóñíîãî
ýëëèïñà, íà ðèñóíêå á) - ñîôîêóñíîé ãèïåðáîëû. Ðèñóíîê â) èëëþñòðèðóåò
áèëëèàðä â ýëëèïñå. Â äàííîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ êàñàåòñÿ åùå îäíîãî ñîôî-
êóñíîãî ñ íèì ýëëèïñà.

â ïðîñòåéøåé îáëàñòè ω′, îãðàíè÷åííîé äóãàìè ñîôîêóñíûõ êâàäðèê. È òî-
ãäà, íà ïðîòÿæåíèè âñåé òðàåêòîðèè áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ ïàðàìåòð êâàäðèêè λ,
êîòîðîé êàñàåòñÿ òðàåêòîðèÿ ïîñëå ïðîåêöèè (ñì. ðèñ. 10). Ýòî è áóäåò åùå
îäíèì èíòåãðàëîì.

ßâíûé âèä èíòåãðàëîâ. Ïóñòüm ∈M4. áåðåì ëþáóþ òî÷êóm′ èç êëàññà
ýêâèâàëåíòíîñòè òî÷êè m. Ýòî áóäåò òî÷êà èç (

⊔n
i=1 ω

′
i)×R2. È ñîïîñòàâèì åé

òî÷êó m′′ = (x1, x2, v1, v2) â ïðîñòðàíñòâå R4, ïîëó÷åííóþ çàáûâàíèåì, êàêîìó
èç ëèñòîâ ïðèíàäëåæèò m′. Òîãäà èíòåãðàëû áóäóò èìåòü âèä:

v = v21 + v22 (2)

λ =
(x1v2 − x2v1)2 + v21b+ v22a

v21 + v22
(3)

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè íà ïðîñòðàíñòâå (
⊔n
i=1 ω

′
i)×R2 (ñì. îïð.

8) çíà÷åíèå ôóíêöèé íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëÿm′, òî åñòü ôóíêöèè
êîððåêòíî çàäàíû.

Îïðåäåëåíèå 9. Èçîýíåðãåòè÷åñêèì òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì íàçî-
âåì Q3 := {m ∈M4 : v(m) = 1}, ãäå v(m) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (2).

Áóäåì èçó÷àòü òîïîëîãèþ Q3, ðàññëàèâàÿ åãî íà óðîâíè èíòåãðàëà λ. Äëÿ
ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ èíñòðóìåíò, îïèñàííûé â êíèãå [3] À.Â. Áîëñèíîâà,
À.Ò. Ôîìåíêî, à èìåííî: ïîíÿòèÿ àòîìîâ è ìîëåêóë.

4 Àòîì. Ìîëåêóëà.

Ðàññìîòðèì ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèåXn è íà íåì ãëàäêóþ ôóíêöèþ f : X −→ R.
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Ðèñ. 10: Ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé, ÷òî òðàåêòîðèÿ íà áèëëèàðäíîé êíèæêå
òàêæå êàñàåòñÿ êâàäðèêè, ñîôîêóñíîé ñ ãðàíèöåé

Îïðåäåëåíèå 10. Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé äëÿ ôóíêöèè f , åñëè âñå
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ðàâíû íóëþ â ýòîé òî÷êå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷êà
íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé.

Îïðåäåëåíèå 11. Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà x íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé äëÿ ôóíê-
öèè f , åñëè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îòëè÷åí îò íóëÿ.

Îïðåäåëåíèå 12. Óðîâåíü (f = c) íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì, åñëè íà ýòîì
óðîâíå åñòü õîòÿ áû îäíà êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí íàçûâà-
åòñÿ ðåãóëÿðíûì.

Îïðåäåëåíèå 13. Ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà, åñëè âñå åå
êðèòè÷åñêèå òî÷êè íåâûðîæäåíû.

Ïóñòü f - ôóíêöèÿ Ìîðñà.

Îïðåäåëåíèå 14. Ââåäåì íà X ñëåäóþùåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè: íà
êàæäîì óðîâíå ôóíêöèè f òî÷êè x1 è x2 ∈ X áóäåì ñ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè îíè ïðèíàäëåæàò îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè. Ïðîôàêòîðèçóåì X ïî
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ýòîìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè è ïîëó÷èì íåêèé ãðàô (ñì. ðèñ. 11), êîòî-
ðûé íàçûâàåòñÿ ãðàôîì Ðèáà äëÿ ôóíêöèè f íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
X.

Ðèñ. 11: Ãðàô Ðèáà äëÿ
ôóíêöèé âûñîòû íà òîðå è
ñôåðå ñ äâóìÿ ðó÷êàìè

Ðèñ. 12: Ìîëåêóëà äëÿ ôóíêöèé âûñîòû íà
òîðå è ñôåðå ñ äâóìÿ ðó÷êàìè

Îïðåäåëåíèå 15. Ðàññìîòðèì äîñòàòî÷íî ìàëóþ ε−îêðåñòíîñòü íåêîòîðîé
òî÷êè ãðàôà Ðèáà, ïðèíàäëåæàùåé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå ñëîÿ, ãäå åñòü êðèòè-
÷åñêàÿ òî÷êà. Åå ïðîîáðàç ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñëîéíîãî ãîìåîìîðôèçìà áóäåì
íàçûâàòü àòîìîì.

Çàìå÷àíèå 8. Âñå âåðøèíû ãðàôà Ðèáà ëåæàò íà êðèòè÷åñêîì ñëîå. Êðîìå
òîãî, ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé èìååò ìåðó íóëü, à â ïðîîáðàçå âñåõ
ðåãóëÿðííûõ çíà÷åíèé ëåæèò n− 1-ìåðíûé òîð.

Îïðåäåëåíèå 16. Ãðàô Ðèáà âìåñòå ñ óêàçàííûìè àòîìàìè â ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ òî÷êàõ íà íåì íàçûâàåòñÿ ãðóáîé ìîëåêóëîé äëÿ ôóíêöèè f íà ìíîãîîá-
ðàçèè X (ñì. ðèñ. 12).

Ââåäåííûå âûøå îïðåäåëåíèÿ èçíà÷àëüíî áûëè îïðåäåëåíû äëÿ ãëàäêèõ
ôóíêöèé Ìîðñà íà ìíîãîîáðàçèè. Íî, ïîñêîëüêó â íàøåì ñëó÷àå ýòî íå òàê,
ìû îáîáùèì ýòó êîíñòðóêöèþ äî ñëó÷àÿ, êîãäà X òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî, ó êîòîðîãî ïî÷òè âñå òî÷êè äèôôåîìîðôíû äèñêó Dn, à ôóíêöèÿ f :
X −→ R íà íåì òîëüêî íåïðåðûâíà.

Ãðàô Ðèáà ìîæíî îïðåäåëèòü òàêèì æå ñïîñîáîì.

Îïðåäåëåíèå 17. Ðàññìîòðèì ïðîîáðàç òî÷êè íà ãðàôå, êîòîðûé íå ãîìåî-
ìîðôåí n− 1-ìåðíîìó òîðó. Ïðîîáðàç äîñòàòî÷íî ìàëîé ε−îêðåñòíîñòè ýòîé
òî÷êè ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñëîéíîãî ãîìåîìîðôèçìà íàçîâåì àòîìîì.
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Îïðåäåëåíèå 18. Ãðàô Ðèáà ñ óêàçàííûìè àòîìàìè â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷-
êàõ íàçîâåì ãðóáîé ìîëåêóëîé äëÿ ôóíêöèè f íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå X.

Çàìå÷àíèå 9. ßñíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà X - ãëàäêîå äâóìåðíîå èëè òðåõ-
ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, à f - ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ Ìîðñà, òàêîå îïðåäåëåíèå áóäåò
ñîâïàäàòü ñ áîëåå ðàííèì. Ïîýòîìó, ýòî äåéñòâèòåëüíî îáîáùåíèå îïðåäåëå-
íèé.

Â ñëó÷àå, êîãäà X - ãëàäêîå äâóìåðíîå èëè òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, à
f - ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ Ìîðñà, â êíèãå [3] À.Â. Áîëñèíîâà, À.Ò. Ôîìåíêî â ÿâ-
íîì âèäå îïèñàí âèä âñåõ àòîìîâ è ìîëåêóë. Êðîìå òîãî, åñëè áû M4 ó íàñ
áûëî ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì, òî òåîðåìà Ëèóâèëëÿ äàëà áû íàì òî, ÷òî â
ïðîîáðàçå âñåõ ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé íàõîäÿòñÿ òîðû. Â íàøåì ñëó÷àå ìû íå
ìîæåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîèìè ýòèìè ôàêòàìè, òàê ÷òî áóäåì äîêàçûâàòü âèä
ìîëåêóëû íåçàâèñèìî. Îäíàêî, àíàëîãèÿ ñ ãàìèëüòîíîâûìè äèíàìè÷åñêèìè
ñèñòåìàìè ñóùåñòâóåò. Â òåîðèè ãàìèëüòîíîâûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ìîëå-
êóëà îïèñûâàåò òîïîëîãèþ îêðåñòíîñòè êàæäîãî îòäåëüíîãî óðîâíÿ. Ïîýòîìó,
îïèñàâ ìîëåêóëó íàøåé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ìû ñìîæåì óêàçàòü ñ êàêèìè
äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè è â êàêîé îêðåñòíîñòè ñîâïàäàåò íàøà.

5 Îáùèé âèä 3-àòîìîâ.

Â ñëó÷àå, êîãäà ìíîãîîáðàçèå X èìååò ðàçìåðíîñòü 2, òî àòîìû áóäåì íàçû-
âàòü 2-àòîìàìè, êîãäà ðàçìåðíîñòü 3 � 3-àòîìàìè.

Íèæå â ðàçäåëå áóäåò îïèñàíà òåîðèÿ, ïîäðîáíî èçëîæåííàÿ â êíèãå [3]
À.Â. Áîëñèíîâà, À.Ò. Ôîìåíêî.

2-àòîìû îïèñûâàþò ïåðåñòðîéêó îäíîãî êîëè÷åñòâà îêðóæíîñòåé â äðóãîå,
3-àòîìû - ïåðåñòðîéêó òîðîâ, òàê êàê íà ðåáðàõ ñòîÿò ðåãóëÿðíûå òî÷êè.

Àòîìû áûâàþò äâóõ ñîðòîâ: àòîìû òèïà A (ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà ôóíê-
öèè) è ñåäëîâûå àòîìû. Àòîìû ïåðâîãî òèïà ïîñëîéíî ãîìåîìîðôíû äâóìåð-
íîìó äèñêó D, ðàññëîåííîìó íà îêðóæíîñòè, â ñëó÷àå 2-àòîìà è D × S1, ðàñ-
ñëîåííîìó íà òîðû, â ñëó÷àå 3-àòîìà.

Îïðåäåëåíèå 19. Êðåñòîì íàçûâàåòñÿ ïðîîáðàç ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè 0 ôóíê-
öèè x2 − y2, çàäàííîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 0) ñî ñòðóêòóðîé
ñëîåíèÿ, íåîáõîäèìîé äëÿ òîãî, ÷òîáû ãîâîðèòü î ïîñëîéíîì ãîìåîìîðôèçìå
(ñì. ðèñ. 13). Çäåñü óðîâåíü 0 - êðèòè÷åñêèé.

Ëþáîé ñåäëîâîé 2-àòîì P ìîæåò áûòü ñêëååí èç k ∈ N êðåñòîâ òàê, ÷òî-
áû êàæäûé óðîâåíü (x2 − y2 = c), c ∈ (−ε,+ε) íà îäíîì êðåñòå ñêëåèâàëñÿ
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Ðèñ. 13: Êðåñò. Çàêðàøåíû óðîâíè c ∈ (−ε, 0), íå çàêðàøåíû óðîâíè c ∈
(0,+ε).

Ðèñ. 14: Òàáëèöà íåêòîðûõ 2-àòîìîâ. Òóò ìîæíî ÿâíî óâèäåòü, êàê íóæíî
ñêëåèâàòü êðåñòû, ÷òîáû ïîëó÷èòü àòîì.

ñîîòâåòñòâóþùèì óðîâíåì (x2 − y2 = c) íà äðóãîì êðåñòå (ñì. ðèñ. 14). k
íàçûâàåòñÿ ñëîæíîñòüþ àòîìà P .

Ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ, êàê îðèåíòèðóåìûå (êàê ñàìîñòîÿòåëüíîå ìíîãîîáðà-
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çèå) àòîìû, òàê è íåîðèåíòèðóåìûå. Îðèåíòèðóåìûå àòîìû ìîãóò áûòü ïî-
ãðóæåíû â ïëîñêîñòü.

Åñòåñòâåííî ñâÿçûâàòü ñ 2-àòîìîì ãðàô, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì
êðèòè÷åñêèõ óðîâíåé, íåñêîëüêî êîëåö, ÿâëÿþùèõñÿ ïðîîáðàçîì (−ε, 0) è íåñêîëü-
êî êîëåö, ÿâëÿþùèõñÿ ïðîîáðàçîì (0,+ε). Ó òàêîãî ãðàôà âåðøèíû ìîãóò
áûòü òîëüêî êðàòíîñòè 0 èëè 4.

Çàìå÷àíèå 10. 3-àòîìû áûâàþò òàêæå, êàê îðèåíòèðóåìûìè, òàê è íåîðè-
åíòèðóåìûìè. Åñëè íà êàêîì-òî óðîâíå âîçíèêàåò íåîðèåíòèðóåìûé àòîì, òî
ìíîãîîáðàçèå â öåëîì ïîëó÷àåòñÿ íåîðèåíòèðóåìûì. Â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ
ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì áûâàþò òîëüêî îðèåíòèðóåìûå ìíîãîîáðàçèÿ, ïîýòîìó
âîïðîñ î ïðåäñòàâëåíèè íåîðèåíòèðóåìûõ 3-àòîìîâ ïîêà íåàêòóàëåí.

Ëþáîé îðèåíòèðóåìûé ñåäëîâîé 3-àòîì ìîæåò áûòü ïîëó÷åí îäíèì èç äâóõ
ñïîñîáîâ:

1. Ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì íåêîòîðîãî îðèåíòèðóåìîãî ñåäëîâîãî 2-àòîìà
íà îêðóæíîñòü S1.

2. Âòîðîé ñïîñîá óñòðîåí íåñêîëüêî ñëîæíåå. Çäåñü ìû ïîëó÷èì àòîì ñî

çâåçäî÷êàìè. Ïóñòü äàí 2-ìåðíûé îðèåíòèðóåìûé ñåäëîâîé àòîì P̂ . Äëÿ
îïðåäåëåííîñòè ôèêñèðóåì íà í¼ì ôóíêöèþ f̂ , êîòîðàÿ çàäàåò ñëîåíèå.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà íåì çàäàíà èíâîëþöèÿ, ò.å. ãëàäêîå îòîáðàæåíèå
τ : P̂ −→ P̂ , îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(a) τ 2 = id,

(b) τ ñîõðàíÿåò óðîâåíü, ò.å. f̂(τ(x)) = f̂(x),

(c) τ ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ,

(d) íåêîòîðîå êîíå÷íîå ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæ-
íûìè òî÷êàìè èíâîëþöèè τ

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ 3-àòîìà ðàññìîòðèì öèëèíäð P × [0, 2π] è ñêëåèì åãî
îñíîâàíèÿ ïî èíâîëþöèè τ , îòîæäåñòâëÿÿ òî÷êè (x, 2π) è (τ(x), 0). Â ðå-
çóëüòàòå ìû ïîëó÷èì îðèåíòèðóåìîå 3-ìíîãîîáðàçèå U c êðàåì. Ôóíêöèÿ
f̂ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ íà U , ïîñêîëüêó f̂(τ(x)) = f̂(x), è
åå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ çàäàþò ñòðóêòóðó ñëîåíèÿ íà U ñ åäèíñòâåííûì
îñîáûì ñëîåì. Îòìåòèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêè ìíîãîîáðàçèå U ÿâëÿåòñÿ
ðàññëîåíèåì íàä îêðóæíîñòüþ ñî ñëîåì P̂ .

Åñëè ïðîôàêòîðèçîâàòü P̂ ïî èíâîëþöèè τ , ïîëó÷èì äðóãîé 2-àòîì P .
Âûäåëèì íà íåì çâåçäî÷êàìè òî÷êè íà êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè, êîòî-
ðûå ñîõðàíÿþòñÿ ïîä äåéñòâèåì èíâîëþöèè τ . Ïîëó÷åííûé 2-àòîì P ñ
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âûäåëåííûìè çâåçäî÷êàìè íàçûâàåòñÿ àòîìîì ñî çâåçäî÷êàìè, à 2-àòîì
P̂ íàçûâàåòñÿ äóáëåì P .

Èíîãäà â ïîñëå ôàêòîðèçàöèè ïîëó÷àåòñÿ êîëüöî, ðàññëîåííîå íà îêðóæ-
íîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ó íàñ àòîì A ñî çâåçäî÷êàìè.

ßñíî, ÷òî äóáëü P̂ ÿâëÿåòñÿ ðàçâåòâëåííûì äâóëèñòíûì íàêðûòèåì íàä
2-àòîìîì P , ïðè÷åì òî÷êàìè âåòâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êàê ðàç çâåçäî÷êè àòî-
ìà P .

Ñëåäóåò èìåòü ââèäó, ÷òî äóáëåé ó îäíîãî àòîìà ñî çâåçäî÷êîé ìîæåò
áûòü íåñêîëüêî è âñå îíè çàäàþò îäèí è òîò æå 3-àòîì. Ïîýòîìó ìíîãî-
îáðàçèå U îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ àòîìîì ñî çâåçäî÷êàìè P .

Ñâÿæåì ñ òàêèì àòîìîì ãðàô, ÿâëÿþùèéñÿ ãðàôîì äëÿ 2-àòîìà P , íî
äîáàâèì ê ìíîæåñòâó åãî âåðøèí çâåçäî÷êè. Ñëîæíîñòü àòîìà ñî çâåç-

äî÷êîé - ýòî ÷èñëî âåðøèí åãî ãðàôà.

Òàêèì îáðàçîì âñå îðèåíòèðóåìûå 3-àòîìû ìîæíî îïèñàòü îðèåíòèðóåìûìè
2-àòîìàìè è îðèåíòèðóåìûìè 2-àòîìàìè, íà êîòîðûõ ñòîèò êîíå÷íîå ÷èñëî
çâåçäî÷åê íà êðèòè÷åñêîì óðîâíå.

Ïðèìåð 1. Íà ðèñ. 17 ïðèâåäåí ïðèìåð ïðîñòîãî 3-àòîìà A∗. Îí óñòðîåí
íåñêîëüêî ñëîæíåå àòîìà Â (ñì. ðèñ. 16), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâå-
äåíèåì âîñüì¼ðêè íà îêðóæíîñòü. Íóæíî óäàëèòü èç ïîëíîòîðèÿ ëèøü îäíî
òîíêîå ïîëíîòîðèå, íî îáõîäÿùåå äâà ðàçà âäîëü îñè. Îñîáûé ñëîé L ïîëó÷àåò-
ñÿ ïðîòàñêèâàíèåì âäîëü îêðóæíîñòè âðàùàþùåéñÿ âîñüìåðêè, óñïåâàþùåé
ïðîâåðíóòüñÿ íà óãîë π çà îäèí îáîðîò. Ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç îñîáûé óðî-
âåíü îäèí òîð ïåðåñòðàèâàåòñÿ â îäèí òîð.

Ðèñ. 15: 3-àòîì A. Ðèñ. 16: 3-àòîì B. Ðèñ. 17: 3-àòîì A∗.
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6 Ìîäåëèðîâàíèå 3-àòîìîâ ïðè ïîìîùè áèëëè-

àðäíûõ êíèæåê

Ãèïîòåçà (À.Ò. Ôîìåíêî) Áèëëèàðäíûå êíèæêè ïîçâîëÿþò ìîäåëèðîâàòü:

1. âñå 3-àòîìû

2. âñå ãðóáûå ìîëåêóëû Ôîìåíêî

3. âñå ìå÷åííûå ìîëåêóëû Ôîìåíêî-Öèøàíãà

Óäàëîñü äîêàçàòü ïåðâóþ ÷àñòü ãèïîòåçû À.Ò. Ôîìåíêî.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî ñåäëîâîãî îðèåíòèðóåìîãî 3-àòîìà ñóùåñòâóåò áèë-

ëèàðäíàÿ êíèæêà, òàêàÿ ÷òî â å¼ èçîýíåðãåòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè Q3 íàé-

ä¼òñÿ ε-îêðåñòíîñòü îñîáîãî óðîâíÿ λ = b, ïîñëîéíî ãîìåîìîðôíàÿ ýòîìó

àòîìó.

Çàìå÷àíèå 11. Îñîáîìó óðîâíþ λ = b ñîîòâåòñòâóþò òðàåêòîðèè, ëåæàùèå
íà ïðÿìûõ, êîòîðûå ïðîõîäÿò ÷åðåç ôîêóñû.

Çàìå÷àíèå 12. Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àé íåñåäëîâîãî 3-àòîìà íàì íå èíòåðåñåí,
ïîñêîëüêó îí âñòðå÷àåòñÿ â êàæäîé áèëëèàðäíîé êíèæêå íà óðîâíÿõ λ = 0 è
λ = a.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïðîñòåéøóþ áèëëèàðäíóþ îáëàñòü,
îãðàíè÷åííóþ ýëëèïñîì, ãèïåðáîëîé è äâóìÿ ïðÿìûìè (ñì. ðèñ. 21). À áèë-
ëèàðäíàÿ êíèæêà ïóñòü ñîñòîèò èç îäíîãî ëèñòà, òî åñòü ïåðåñòàíîâêè íà
ãðàíèöàõ - òîæäåñòâåííûå ïåðåñòàíîâêè èç îäíîãî ýëåìåíòà.

Âñïîìíèì êàíîíè÷åñêóþ ïðîåêöèþ π : M4 −→ ω′ èç îïðåäåëåíèÿ 8. Ðàñ-
ñìîòðèì ýòó ïðîåêöèþ òîëüêî íà òî÷êàõ èç Q3 è ýòî ñóæåíèå áóäåì äàëüøå
òàêæå íàçûâàòü π : Q3 −→ ω′.

Óðîâíþ λ = 0, îòâå÷àåò òðàåêòîðèÿ, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ òîëüêî ïî ãðàíèöå
ýëëèïñà. Òî åñòü ïðîåêöèÿ π èç îïðåäåëåíèÿ 8 ýòîãî óðîâíÿ íà ω′ - ýòî äóãà
ýëëèïñà. À â ïðîîáðàçå êàæäîé åå òî÷êè ëåæàò òîëüêî âåêòîðû, èäóùèå íàëå-
âî è íàïðàâî, ïðè÷åì, ñòàëêèâàÿñü î ëåâóþ èëè ïðàâóþ ãðàíèöó ëåâûé âåêòîð
ñêëåèâàåòñÿ ñ ïðàâûì, îáðàçóÿ îêðóæíîñòü (ñì. ðèñ. 18).

Áëèçêèå ðåãóëÿðíûå óðîâíè - ýòî óðîâíè λ = ε. Äîêàæåì, ÷òî åãî ïðîîáðàç
òîð. Óðîâíþ λ = ε îòâå÷àþò òðàåêòîðèè, êîòîðûå êàñàþòñÿ ýëëèïñà, áëèçêîãî
ê ãðàíè÷íîìó. Ïðîåêöèÿ π âñåõ òî÷åê èç Q3, ëåæàùèõ íà ýòîì óðîâíå åñòü ω′

áåç âíóòðåííåé ÷àñòè ýëëèïñà c ïàðàìåòðîì ε (ñì. ðèñ. 18), ïîñêîëüêó òî÷êè
âíóòðè ýëëèïñà íå ìîãóò ëåæàòü íà ïðÿìûõ, êàñàþùèõñÿ åãî. Îáîçíà÷èì ýòó
÷àñòü ω′ çà ω′ε. Òîãäà â ïðîîáðàçå êàæäîé òî÷êè ëåæèò 4 âåêòîðà v1, v2, v3, v4.
Íà âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöå ñêëåèâàþòñÿ âåðõíèé è íèæíèé âåêòîðû, íà
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ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèöå - ëåâûé è ïðàâûé âåêòîðû. Åñëè èçîáðàçèòü ÷åòûðå
äâóìåðíûõ äèñêà, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷åòûðåì âåêòîðàì, à íà ãðàíèöàõ îáîçíà-
÷èòü ñêëåéêè ýòèõ âåêòîðîâ è ñêëåèòü èõ, ïîëó÷èì äâóìåðíûé òîð (ñì. ðèñ.
19).

Ðèñ. 18: Áèëëèàðäíàÿ êíèæêà, ìîäåëèðóþùàÿ 3-àòîì A .

Ðèñ. 19: Ñêëåéêà äâóìåðíûõ äèñêîâ, îòâå÷àþùèõ âåêòîðàì v1, v2, v3, v4, â òîð.

Òàêèì îáðàçîì îêðåñòíîñòü óðîâíÿ λ = 0 ñîñòîèò èõ òîðîâ, óìåíüøàþùèõ-
ñÿ äî îêðóæíîñòè, íàõîäÿùåéñÿ íà êðèòè÷åñêîì óðîâíå, à ýòî è åñòü 3-àòîì
À. À ëþáîé íåñåäëîâîé àòîì - ýòî àòîì À ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà ôóíêöèè.

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ. Ïóñòü äàí ïðîèçâîëüíûé ñåäëîâîé 3-àòîì U áåç
çâåçäî÷åê. Òîãäà U = P × S1, ãäå P - ñîîòâåòñòâóþùèé åìó 2-àòîì. Îí ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñêëåéêè èç k êðåñòîâ, ãäå k ∈ N - ñëîæíîñòü àòîìà. P ìîæíî
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ïîãðóçèòü â ïëîñêîñòü ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè (ñì. [3, ñòð. 96]). Òîãäà íà
êàæäîì èç ðåáåð ãðàôà, ñîîòâåòñòâóþùåãî àòîìó P ìîæíî çàäàòü íàïðàâ-
ëåíèå òàê, ÷òîáû îòðèöàòåëüíûé óðîâåíü îñòàâàëñÿ ñëåâà. Ýòî íàïðàâëåíèå
ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü ïî íåïðåðûâíîñòè íà áëèçêèå ðåãóëÿðíûå óðîâíè. Ðàç-
äåëèì åãî ïîïîëàì ïî ïîëîæèòåëüíîìó óðîâíþ. Òîãäà êàæäûé êðåñò âûãëÿ-
äèò òàê, êàê óêàçàíî íà ðèñ. 20. Çàôèêñèðóåì ïîëîæåíèå êðåñòîâ â ïëîñêîñòè,
êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Òåïåðü ìû ìîæåì íàçûâàòü ïîëîâèíû êðåñòîâ âåðõ-
íèìè è íèæíèìè. Çàíóìåðóåì êðåñòû. Íà i-ì êðåñòå ïîñòàâèì ñâåðõó èíäåêñ
2i− 1, ñíèçó 2i. È òåïåðü ìû ìîæåì óêàçàòü ñêëåéêó. Ñêëåéêà ñîäåðæèò ïðî-
ñòåéøóþ áèëëèàðäíóþ îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ ýëëèïñîì, ãèïåðáîëîé è äâóìÿ
ïðÿìûìè, óêàçàííóþ íà ðèñ. 21. Îñòàëîñü òîëüêî çàäàòü ïåðåñòàíîâêè. Ïðî-
âåäåì àíàëîãèþ: ïîëîâèíà êðåñòà - ýòî ïðîñòåéøàÿ áèëëèàðäíàÿ îáëàñòü, èç
êîòîðîé ñêëååíà êíèæêà, íàïðàâëåíèå íà ðåáðàõ ãðàôà - íàïðàâëåíèå òðà-
åêòîðèè. σ1, σ2, σ3, σ4 áóäóò ïåðåñòàíîâêàìè èç 2k ýëåìåíòîâ. Òðè èç íèõ ìû
ìîæåì ñðàçó íàïèñàòü.

σ1 = (1 2)(3 4) . . . (2k − 1 2k), σ3 = σ4 = id (4)

Îñòàëîñü óêàçàòü ïåðåñòàíîâêó σ2. Ñìîòðèì íà èñõîäÿùåå íàïðàâëåíèå i-îé
ïîëîâèíû êðåñòà. Ýòî ðåáðî ñêëååíî ñ íåêîòîðûì âõîäÿùèì íàïðàâëåíèåì j-
îé ïîëîâèíû êðåñòà. Çàäàåì σ2(i) = j. Ïðîäåëàâ òàêóþ îïåðàöèþ äëÿ âñåõ
ïîëîâèí êðåñòîâ, ïîëó÷èì ïåðåñòàíîâêó σ2 èç 2k ýëåìåíòîâ.

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñåäëîâîãî 3-àòîìà ñî çâåçäî÷êàìè îïèøåì êðàòêî.
Ñíà÷àëà ñòðîèì äóáëü äëÿ àòîìà ñî çâåçäî÷êàìè. Ýòî áóäåò ñåäëîâîé àòîì
áåç çâåçäî÷åê. Ïðèìåíÿåì ê íåìó ïåðâóþ ÷àñòü àëãîðèòìà. È óêàçûâàåì σ3
òåïåðü íå òîæäåñòâåííîé, à â ñîîòâåòñòâèè ñ èíâîëþöèåé, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà
íà äóáëå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Äîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ïî àëãîðèòìó áèë-
ëèàðäíàÿ êíèæêà äåéñòâèòåëüíî èìååò íà óðîâíå λ = b íàïåðåä çàäàííûé
îðèåíòèðóåìûé ñåäëîâîé 3-àòîì U áåç çâåçäî÷åê. Ïóñòü 3-àòîì U áåç çâåçäî-
÷åê èìååò ñëîæíîñòü k. Ïî àëãîðèòìó ìû ïîñòðîèì ñêëåéêó ν, ïî êîòîðîé
îäíîçíà÷íî ñòðîèòñÿ áèëëèàðäíàÿ êíèæêà ñ 2k ÷èñëîì ëèñòîâ.

Âñïîìíèì êàíîíè÷åñêóþ ïðîåêöèþ π : M4 −→ ω′ èç îïðåäåëåíèÿ 8. Ðàñ-
ñìîòðèì ýòó ïðîåêöèþ òîëüêî íà òî÷êàõ èç Q3 è ýòî ñóæåíèå áóäåì äàëüøå
òàêæå íàçûâàòü π : Q3 −→ ω′.

Íà ω′ åñòü ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Ôèêñèðóåì ãèïåðáîëó - êîîðäèíàò-
íóþ ëèíèþ, ïåðåñåêàþùóþ ω′. È ðàññìîòðèì åå ÷àñòü, ëåæàùóþ â ω′. Äàëåå
áóäåì îïóñêàòü òî, ÷òî ýòî äóãà ãèïåðáîëû, èìåíóÿ ïðîñòî ãèïåðáîëîé. Èçó÷èì
ïðîîáðàç ôèêñèðîâàííîé ãèïåðáîëû â Q3 â ε-îêðåñòíîñòè óðîâíÿ èíòåãðàëà
(λ = b). Ïîêàæåì, ÷òî îí ýêâèâàëåíòåí 2-àòîìó P , ñîîòâåòñòâóþùåìó 3-àòîìó
U .
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Ðèñ. 20: Êðåñò, ðàçäåëåííûé íà âåðõ-
íèå è íèæíèå ïîëîâèíû è ñ óêàçàí-
íûì íàïðàâëåíèåì. Çàêðàøåíû óðîâ-
íè c ∈ (−ε, 0), íå çàêðàøåíû óðîâíè
c ∈ (0,+ε).

Ðèñ. 21: Ñêëåéêà - ïðîñòåéøàÿ áèëëè-
àðäíàÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ýëëèï-
ñîì, ãèïåðáîëîé è äâóìÿ ïðÿìûìè ñ
óêàçàííûìè ïåðåñòàíîâêàìè.

Ôèêñèðóåì óðîâåíü èíòåãðàëà (λ = b). Â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèè ëåæàò
íà ïðÿìûõ, êîòîðûå ïðîõîäÿò ÷åðåç ôîêóñû. Çíà÷èò, äëÿ êàæäîé âíóòðåííåé
òî÷êè x ∈ ω′ åå ïðîîáðàç π−1(x) ñîñòîèò èç 8k âåêòîðîâ åäèíè÷íîé äëèíû, êî-
òîðûå íàïðàâëåíû îò èëè ê îäíîìó èç äâóõ ôîêóñîâ íà âñåõ 2k ëèñòàõ. Òîãäà
â ïðîîáðàçå ôèêñèðîâàííîé ãèïåðáîëû ëåæàò 8k âåêòîðîâ, óìíîæåííûõ íà
îòðåçîê (ñì. ðèñ. 22). Ïðèáëèæàÿñü ê ôîêàëüíîé îñè âåêòîðû, íàïðàâëåííûå
âíèç è ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåêòîðû, íàïðàâëåííûå ââåðõ, ñòàíîâÿòñÿ áëèæå,
è íà ôîêàëüíîé îñè óæå ñîâïàäàþò. Òî åñòü îòðåçêè òàì ñîåäèíÿþòñÿ. Ïîëó-
÷àþòñÿ êðèòè÷åñêèå óðîâíè 4k ïîëîâèí êðåñòîâ. 2k ïîëîâèí êðåñòîâ ñîñòîèò
èç âåêòîðîâ, íàïðàâëåííûõ âëåâî, îñòàâøèåñÿ 2k ïîëîâèí - èç íàïðàâëåííûõ
âïðàâî. Óêàæåì íà êàæäîì ïîëóêðåñòå íàïðàâëåíèå: åñëè âåêòîð íàïðàâëåí
ââåðõ, òî îí ñîîòâåòñòâóåò èñõîäÿùåìó íàïðàâëåíèþ íà ðåáðå ãðàôà ïîëóêðå-
ñòà, âíèç - âõîäÿùåìó.

Ðèñ. 22: Ïðîîáðàç ãèïåðáîëû íà óðîâíå λ = b.
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Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäîì ëèñòå ïðîîáðàç ãèïåðáîëû íà óðîâíå λ = b
åñòü êðèòè÷åñêèé óðîâåíü äâóõ ïîëóêðåñòîâ ñ ôèêñèðîâàííûì íàïðàâëåíèåì.
Îäíîìó èç ïîëóêðåñòîâ ñîîòâåòñòâóþò âåêòîðû, íàïðàâëåííûå âëåâî, äðóãîìó
- âïðàâî.

Ðàññìîòðèì áëèçêèå ðåãóëÿðíûå óðîâíè ê êðèòè÷åñêîìó âñå òàêæå â ïðî-
îáðàçå ãèïåðáîëû. Óðîâíþ λ = b− ε îòâå÷àþò òðàåêòîðèè, êîòîðûå êàñàþòñÿ

Ðèñ. 23: Ïðîîáðàç ãèïåðáîëû íà
óðîâíå λ = b− ε.

Ðèñ. 24: Ïðîîáðàç ãèïåðáîëû íà
óðîâíå λ = b+ ε.

òîíêîãî ýëëèïñà, áëèçêîãî ê ôîêàëüíîìó îòðåçêó. Ïðîåêöèÿ π âñåõ òî÷åê èç
Q3, ëåæàùèõ íà ýòîì óðîâíå åñòü ω′ áåç âíóòðåííåé ÷àñòè ýëëèïñà (ñì. ðèñ.
23), ïîñêîëüêó òî÷êè âíóòðè ýëëèïñà íå ìîãóò ëåæàòü íà ïðÿìûõ, êàñàþùèõñÿ
åãî. Îáîçíà÷èì ýòó ÷àñòü ω′ çà ω′b−ε. Òîãäà â ïðîîáðàçå âíóòðåííèõ òî÷åê ω

′
b−ε

ëåæèò 8k âåêòîðîâ(ñì. ðèñ. 23). Âåêòîðû íàïðàâëåííûå âíèç è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå èì âåêòîðû, íàïðàâëåííûå ââåðõ òàê æå, êàê è íà êðèòè÷åñêîì óðîâíå
λ = b ñêëåèâàþòñÿ, ïðèáëèæàÿñü ê ãðàíèöå ýëëèïñà. Ïîýòîìó ïðîîáðàç ãèïåð-
áîëû òàêæå ñîñòîèò èç äâóõ ñêëååííûõ îòðåçêîâ. Îäíàêî, òóò îíè íå äîõîäÿò
äî ôîêàëüíîé ïðÿìîé è íàõîäÿòñÿ âûøå êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ. Çäåñü ìîæíî
òàêæå óêàçàòü íàïðàâëåíèå, êàê è íà êðèòè÷åñêîì óðîâíå (ñì. ðèñ. 23).

Óðîâíþ λ = b + ε îòâå÷àþò òðàåêòîðèè, êîòîðûå êàñàþòñÿ óçêîé ãèïåð-
áîëû, áëèçêîé ê ëó÷àì íà ôîêàëüíîé ïðÿìîé, âûõîäÿùèì èç ôîêóñîâ â áåñ-
êîíå÷íîñòü. Ïðîåêöèÿ π âñåõ òî÷åê èç Q3, ëåæàùèõ íà ýòîì óðîâíå åñòü ω′,
ïîñêîëüêó ãèïåðáîëà x2

a−b−ε+
y2

−ε = 1 ëåæèò âíå ω′ è èç ëþáîé òî÷êè èç ω′ ìîæ-
íî ïðîâåñòè êàñàòåëüíóþ ê íåé. Òîãäà â ïðîîáðàçå âíóòðåííèõ òî÷åê ω′ ëåæèò
8k âåêòîðîâ (ñì. ðèñ. 24), à â ïðîîáðàçå êàæäîé ÷àñòè ôèêñèðîâàííîé ãèïåð-
áîëû ëåæèò 8k âåêòîðîâ, óìíîæåííûõ íà îòðåçîê. Íà ôîêàëüíîé ïðÿìîé îíè
íå ñêëåèâàþòñÿ. Êðèòè÷åñêèé óðîâåíü ïðè ìàëîì ñäâèãå íà ε íà êàæäîé ïîëî-
âèíå êðåñòà ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû: âåêòîðû, èäóùèå íàâåðõ
è âíèç. Íà íèõ òàêæå ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íàïðàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå
âåêòîðàì äâèæóùèìñÿ íàâåðõ è âíèç (ñì. ðèñ. 24).

Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäîì ëèñòå ïðîîáðàç ãèïåðáîëû â ε-îêðåñòíîñòè
óðîâíÿ λ = b åñòü äâà ïîëóêðåñòà, íà êîòîðûõ ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì
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ôèêñèðîâàòü íàïðàâëåíèå. Îäíîìó èç ïîëóêðåñòîâ ñîîòâåòñòâóþò âåêòîðû,
íàïðàâëåííûå âëåâî, äðóãîìó - âïðàâî.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî 2-àòîì P ïðàâèëüíî ñêëååí èç ïîëóêðåñòîâ. Ïóñòü
âñå òàêæå ôèêñèðîâàíà ãèïåðáîëà èç ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò. Ñìîòðèì íà
åå ïðîîáðàç.

×òî ïðîèñõîäèò íà ÷àñòè ãðàíèöû, ñîñòîÿùåé èç îòðåçêà ôîêàëüíîé ïðÿ-
ìîé?

Íà i-ì ëèñòå âåêòîð, íàïðàâëåííûé âíèç, ñêëåèâàåòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì
âåêòîðîì, íàïðàâëåííûì ââåðõ íà σ1(i)-ì ëèñòå ñîãëàñíî îòíîøåíèþ ýêâè-
âàëåíòíîñòè èç îïðåäåëåíèÿ 8 M4. Â ñëó÷àå óðîâíÿ λ = b + ε íà êàæäîì
ïîëóêðåñòå åñòü òîëüêî îäèí òàêîé âåêòîð. Â ñëó÷àå óðîâíÿ λ = b òîæå îäèí,
íî òîò, êîòîðûé ïîëó÷èëñÿ ñêëåéêîé âåêòîðîâ, íàïðàâëåííûõ âíèç è íàïðàâ-
ëåííûõ ââåðõ. Òî åñòü, ïî ñóòè, òàì ñêëåèâàþòñÿ 4 âåêòîðà â 1. Â ñëó÷àå
óðîâíÿ λ = b−ε òàêèõ âåêòîðîâ è âîâñå íåò. Ïðè ýòîì, åñëè âåêòîðû êàñàëèñü
ýëëèïñà, òî îíè ïåðåõîäÿò íà äðóãîé ëèñò, òàêæå êàñàÿñü òîãî æå ýëëèïñà.
Àíàëîãè÷íî ñ ãèïåðáîëîé è ôîêóñàìè. Ïîýòîìó óðîâåíü îñòàåòñÿ òåì æå. Êðî-
ìå òîãî, äâà ïîëóêðåñòà áóäóò ñêëååíû êðåñò, åñëè ìû óêàæåì ïåðåñòàíîâêó
σ1 = (1 2)(3 4) . . . (2k − 1 2k).

×òî ïðîèñõîäèò íà ýëëèïòè÷åñêîé ãðàíèöå?
Âåêòîðû, íàïðàâëåííûå ââåðõ íà i-ì ëèñòå ñêëåèâàþòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèìè âåêòîðàìè, íàïðàâëåííûìè âíèç íà σ2(i)-ì ëèñòå ñîãëàñíî îòíîøåíèþ
ýêâèâàëåíòíîñòè â îïðåäåëåíèè 8M4. Òî åñòü èñõîäÿùåå ðåáðî i-ãî ïîëóêðåñòà
ñêëåèâàåòñÿ ñî âõîäÿùèì ðåáðîì σ2(i)-ãî ïîëóêðåñòà. Ïîýòîìó, ÷òîáû çàäàòü
ñêëåéêó àòîìà P èç êðåñòîâ, íóæíî óêàçàòü σ2(i) â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêëåé-
êîé êðåñòîâ, ÷òî ìû è ñäåëàëè â àëãîðèòìå. ßñíî,÷òî ïðè ýòîì ñêëåèâàþòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèå óðîâíè.

Òàêèì îáðàçîì, â ïðîîáðàçå π−1 ãèïåðáîëû â îêðåñòíîñòè óðîâíÿ λ = b ìû
ïîëó÷èëè äâà 2-àòîìà P , ñîîòâåòñòâóþùèõ 3-àòîìó U . Îäèí èç íèõ îòâå÷àåò
âåêòîðàì, íàïðàâëåííûì â ïðàâî, äðóãîé - âëåâî. Îñòàëîñü ïîíÿòü, ïî÷åìó
îêðåñòíîñòü óðîâíÿ λ = b ïîñëîéíî ýêâèâàëåíòíà ïðîîáðàçó ãèïåðáîëû, ñîîò-
âåòñòâóþùåìó ïðàâûì (èëè ëåâûì) âåêòîðàì, óìíîæåííîìó íà îêðóæíîñòü.

Íà ïðàâîé ýëèïòè÷åñêîé è ëåâîé ãðàíèöàõ ïðàâûå è ëåâûå âåêòîðû ñêëåè-
âàþòñÿ, ïîñêîëüêó ê ýòèì ãðàíèöàì ïðèïèñàíû òîæäåñòâåííûå ïåðåñòàíîâêè.
Òî åñòü íà âíóòðåííèõ òî÷êàõ ó íàñ äâà ïîëóêðåñòà, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðàâûì
è ëåâûì âåêòîðàì. À íà ãðàíèöàõ ýòè êðåñòû ñêëåèâàþòñÿ, òåì ñàìûì îáðàçóÿ
îêðóæíîñòü (ñì. ðèñ. 25).

Òàêèì îáðàçîì, îêðåñòíîñòü óðîâíÿ λ = b ïîñëîéíî ýêâèâàëåíòíà ïðîîáðà-
çó ãèïåðáîëû, óìíîæåííîìó íà îêðóæíîñòü, òî åñòü 2-àòîìó P , óìíîæåííîìó
íà îêðóæíîñòü, à ýòî è åñòü 3-àòîì U , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëó÷àÿ, êîãäà 3-àòîì U - ñî çâåçäî÷êàìè ïðîâîäèòñÿ àíà-
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Ðèñ. 25: Ñêëåéêà ëåâûõ è ïðàâûõ âåêòîðîâ äàåò îêðóæíîñòü ïîëóêðåñòîâ .

ëîãè÷íî, òîëüêî òåïåðü íà ëåâîé ãðàíèöå îáëàñòè ó íàñ ïðîèñõîäèò ïåðåõîä
ñ îäíîãî ëèñòà íà äðóãîé, â ñîîòâåòñòâèè ñ èíâîëþöèåé. È òåì ñàìûì ïî-
ëó÷àåòñÿ íå îáû÷íîå óìíîæåíèå íà îêðóæíîñòü, à ðàññëîåíèå, îïèñàííîå â
êîíñòðóêöèè àòîìà ñî çâåçäî÷êîé íà ñòð. 15.
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