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Àííîòàöèÿ

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ïîñòðîåíèÿ øàð-

íèðíîãî ìåõàíèçìà, ñòðîÿùåãî êðàò÷àéøóþ ñåòü äëÿ ìíîæåñòâà èç n òî÷åê íà

ïëîñêîñòè.

Ââåäåíèå

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ìîäåëèðîâàíèþ îïòèìàëüíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ãðàôîâ

ñ ïîìîùüþ øàðíèðíûõ ìåõàíèçìîâ.

Ïîä øàðíèðíûìè ìåõàíèçìàìè áóäåì ïîíèìàòü êîíñòðóêöèè, ñîñòîÿùèå èç

òâåðäûõ òåë, ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé òàê, ÷òî íåêîòîðûå èç íèõ ìîãóò ñâîáîäíî

âðàùàòüñÿ âîêðóã íåêîòîðûõ îáùèõ òî÷åê. Øàðíèðíûå ìåõàíèçìû ÷àñòî âñòðå÷à-

þòñÿ â ïîâñåäíåâíîé æèçíè. Ê íèì îòíîñÿòñÿ ìíîãèå ïðåäìåòû îáèõîäà, íà÷èíàÿ ñ

ïðîñòûõ, òàêèõ êàê íîæíèöû, äâåðíûå ïåòëè, íàñòîëüíàÿ ëàìïà, è çàêàí÷èâàÿ ñëîæ-

íûìè êîíñòðóêöèÿìè, ñîñòàâëÿþùèìè ÷àñòè ïîåçäîâ, àâòîìîáèëåé èëè ïîäâèæíûõ

ðîáîòîâ. Ñàìûé áëèçêèé íàì ïðèìåð øàðíèðíîãî ìåõàíèçìà � ýòî, ïîæàëóé, ñêåëåò

÷åëîâåêà: òâåðäûå êîñòè ñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé ñóñòàâàìè, ïîçâîëÿÿ ÷åëîâåêó äâè-

ãàòüñÿ [9], [11], [12], [13], [14]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÷àñòíûé

ñëó÷àé øàðíèðíûõ ìåõàíèçìîâ, âûáèðàÿ â êà÷åñòâå òâåðäûõ òåë ïðÿìûå ñòåðæíè.

Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïîñòðîåíèþ ïðè ïîìîùè øàðíèðíûõ ìåõàíèçìîâ

êðàò÷àéøåé ñåòè äëÿ ãðàíè÷íîãî ìíîæåñòâà èç n òî÷åê åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè. Èç-

âåñòíî, ÷òî ýòà ñåòü áóäåò äåðåâîì, êîòîðîå ïîìèìî ãðàíèöû ìîæåò ñîäåðæàòü åùå

è äîïîëíèòåëüíûå âåðøèíû, è ñòåïåíü ëþáîé èç âåðøèí íå ïðåâîñõîäèò 3. Â õîäå

ðàáîòû áûëè îïèñàíû êîíñòðóêöèè ýëåìåíòàðíûõ ìåõàíèçìîâ, èñïîëüçîâàííûå äëÿ

ñáîðêè îñíîâíîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ìåõàíèçìà, êîòîðûé ïîçâîëÿåò äâèãàòü âåðøè-

íû ðàññìàòðèâàåìûõ ñåòåé ïî ïëîñêîìó äèñêó òàê, ÷òî êðàò÷àéøèå ñåòè îêàçûâàþòñÿ

â çàðàíåå çàäàííîé ïëîñêîñòè. Ãðàíè÷íûå âåðøèíû èñõîäíîãî ìíîæåñòâà ìîãóò äâè-

ãàòüñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, è äëÿ êàæäîãî èõ ðàñïîëîæåíèÿ ìåõàíèçì ðåàëèçó-

åò ìèíèìàëüíîå äåðåâî Øòåéíåðà. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííûé ìåõàíèçì ðåàëèçóåò

ìèíèìàëüíûå äåðåâüÿ Øòåéíåðà äëÿ âñåõ êëàññîâ ïîäîáèÿ ãðàíè÷íûõ âåðøèí, ò.å.

ôàêòè÷åñêè äàåò ïîëíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû Øòåéíåðà â òåðìèíàõ øàðíèðíûõ ìåõà-

íèçìîâ.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîáëåìû Øòåéíåðà íà äðóãèõ íîðìèðîâàí-

1



íûì ïëîñêîñòåé ñòðóêòóðà êðàò÷àéøåé ñåòè ìîæåò îêàçàòüñÿ ãîðàçäî ñëîæíåå, ÷åì

â ñëó÷àå åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, ñì., íàïðèìåð, [16], [17], [18], [18], [19]. Êðîìå òî-

ãî, äëÿ íîðìèðîâàííûõ ïëîñêîñòåé, îòëè÷íûõ îò åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, àâòîðó ïîêà

íå èçâåñòíî, ñóùåñòâóþò ëè àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøèõ ñåòåé, àíàëîãè÷íûå

àëãîðèòìó Ìåëçàêà. Þ.Â.Àêàøåâà â ñâîåé äèïëîìíîé ðàáîòå ïîñòðîèëà ïðÿìîé õîä

àëãîðèòìà Ìåëçàêà äëÿ 3-íîðìèðîâàííîé ïëîñêîñòè. Îäíàêî ïðè îáðàòíîì õîäå âîç-

íèêàþò òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ òåì, ÷òî ïàðó òî÷åê íà 3-íîðìèðîâàííîé ïëîñêîñòè

ñîåäèíÿåò, âîîáùå ãîâîðÿ, áåñêîíå÷íî ìíîãî êðàò÷àéøèõ.

Àâòîð áëàãîäàðèò ñâîåãî íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ ïðîôåññîðà À. À. Òóæèëèíà çà

ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå, êðèòè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ è öåííûå

ñîâåòû, à òàêæå ïðîôåññîðà À. Î. Èâàíîâà çà íàñòàâíè÷åñòâî è ïîìîùü.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà Ïðîãðàììîé Ïðåçèäåíòà ÐÔ ïîääåðæêè Âåäóùèõ íàó÷íûõ

øêîë Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè, ïðîåêò ÍØ-6399.2018.1, ñîãëàøåíèå 075−02−2018−867.

1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëü-

òàòû

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòûå êîíå÷íûå ãðàôû G = (V,E),

ãäå V � ìíîæåñòâî âåðøèí, à E � ìíîæåñòâî ðåáåð [15].

Ïðèâåäåì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ôîðìóëèðîâêè ïðîáëåìû Øòåé-

íåðà, ñì. íàïðèìåð [1], [2], [8]. Ãðàíèöåé ∂G ãðàôà G = (V,E) áóäåì íàçûâàòü íåêîòî-

ðîå ïîäìíîæåñòâî â V , ñîäåðæàùåå âñå âåðøèíû ñòåïåíè 1 è 2. Âåðøèíû, âõîäÿùèå

â ∂G, íàçûâàþòñÿ ãðàíè÷íûìè èëè íåïîäâèæíûìè, à âñå îñòàëüíûå âåðøèíû ãðàôà

G � âíóòðåííèìè èëè ïîäâèæíûìè. Äåðåâîì Øòåéíåðà íàçûâàåòñÿ êàæäîå äåðåâî

(ñ ãðàíèöåé), ñòåïåíè âåðøèí êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäÿò 3.

Ïóñòü ϕ : ∂G 7→ Rd � ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå. Îáîáùåííîé ñåòüþ òèïà

(G,ϕ) íàçîâåì êàæäîå îòîáðàæåíèå Γ: V 7→ Rd, îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íà ∂G ñîâ-

ïàäàåò ñ ϕ. Îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ Γ íà âåðøèíû è ðåáðà ãðàôà G íàçûâàþòñÿ

ñîîòâåòñòâåííî âåðøèíàìè è ðåáðàìè îáîáùåííîé ñåòè Γ. Äëèíîé ðåáðà Γ: vw 7→ Rd,

ñîåäèíÿþùåãî âåðøèíû Γ: v 7→ Rd è Γ: w 7→ Rd, íàçîâåì ðàññòîÿíèå
∣∣Γ(v)Γ(w)

∣∣ ìåæ-
äó òî÷êàìè Γ(v) è Γ(w) ïðîñòðàíñòâà Rd, à äëèíîé `(Γ) îáîáùåííîé ñåòè Γ � ñóì-

ìó äëèí åå ðåáåð. Ðåáðà íóëåâîé äëèíû íàçûâàþòñÿ âûðîæäåííûìè, âñå îñòàëüíûå
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ðåáðà � íåâûðîæäåííûìè, à ñåòü, íå ñîäåðæàùàÿ âûðîæäåííûõ ðåáåð, � íåâûðîæ-

äåííîé. Ðàññìàòðèâàÿ ñìåæíûå ðåáðà êàê îòðåçêè â Rd, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü óãëû

ìåæäó òàêèìè ðåáðàìè, ïîëîæèâ èõ ðàâíûìè óãëàì ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè îò-

ðåçêàìè. Åñëè ãðàô G � ñâÿçíûé, òî îáîáùåííóþ ñåòü Γ íàçîâåì ïðîñòî ñåòüþ.

Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå äåðåâüÿ Øòåéíåðà, ìíîæåñòâà âåðøèí êîòîðûõ ÿâ-

ëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè îòðåçêàìè íàòóðàëüíîãî ðÿäà, à ÷èñëà îò 1 äî n � ãðàíè÷íûìè

âåðøèíàìè. Äâà òàêèõ äåðåâà íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ìåæäó íèìè ñóùå-

ñòâóåò èçîìîðôèçì, íåïîäâèæíûé íà ãðàíèöå {1, . . . , n}. Âûáåðåì â êàæäîì êëàññå

ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îäíîìó (ëþáîìó) ýëåìåíòó, è ìíîæåñòâî âûáðàííûõ äåðåâüåâ

Øòåéíåðà îáîçíà÷èì ÷åðåç Tn. Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Tn êîíå÷íî.

Äëÿ äàííîãî íåïóñòîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà M ⊂ Rd è ÷èñëà n ≥ #M îáîçíà-

÷èì ÷åðåç Bn(M) ñåìåéñòâî âñåâîçìîæíûõ ñþðúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé ϕ : {1, . . . , n} 7→
M . Äëÿ êàæäîãî G ∈ Tn è ϕ ∈ Bn(M) ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî [G,ϕ] ñåòåé òèïà (G,ϕ)

â ïðîñòðàíñòâå Rd. Òàê êàê êàæäàÿ ñåòü èç [G,ϕ] îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ïîëîæåíèÿìè

ñâîèõ âíóòðåííèõ âåðøèí, ìíîæåñòâî [G,ϕ] åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ

ïðîñòðàíñòâîì Rdk, ãäå k � êîëè÷åñòâî âíóòðåííèõ âåðøèí äåðåâà G. Ýòî îòîæäåñòâ-

ëåíèå çàäàåò ñòðóêòóðó ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íà [G,ϕ] è, òåì ñàìûì, ïîçâîëÿåò

ãîâîðèòü î íåïðåðûâíîñòè, âûïóêëîñòè è ò.ä. ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà [G,ϕ].

Íà ìíîæåñòâå [G,ϕ] îïðåäåëåí ôóíêöèîíàë äëèíû l : [G,ϕ] 7→ R, ñîïîñòàâëÿþ-
ùèé êàæäîé ñåòè Γ ∈ [G,ϕ] åå äëèíó l(Γ). Òàê êàê îí íåïðåðûâíûé, âûïóêëûé è

ïðè ñòðåìëåíèè âåðøèí ê áåñêîíå÷íîñòè åãî çíà÷åíèå ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè,

à ïðîñòðàíñòâî Rdk ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííî êîìïàêòíûì, òî ôóíêöèîíàë l ïðèíèìàåò

íàèìåíüøåå çíà÷åíèå lG,ϕ, ïðè÷åì ìíîæåñòâî åãî ìèíèìóìîâ � âûïóêëîå êîìïàêòíîå

ïîäìíîæåñòâî Rdk, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç [G,ϕ]min.

Äàëåå, ïîëîæèì smt(M) = min
{

[G,ϕ]min : G ∈ Tn, ϕ ∈ Bn(M)
}
. Âåëè÷èíà

smt(M) ðàâíà äëèíå ìèíèìàëüíîãî äåðåâà Øòåéíåðà, ñîåäèíÿþùåãîM ⊂ Rd, ñì. [8].

Êàæäàÿ ñåòü Γ ñ ãðàíèöåé èç Bn(M), äëÿ êîòîðîé `(Γ) = smt(M), íàçûâàåòñÿ ìèíè-

ìàëüíîé ñåòüþ Øòåéíåðà èëè êðàò÷àéøåé ñåòüþ. Èç ñêàçàííîãî âûøå ìãíîâåííî

âûòåêàåò, ÷òî â Rd ìèíèìàëüíûå ñåòè Øòåéíåðà ñóùåñòâóþò äëÿ ëþáûõ êîíå÷íûõ

ïîäìíîæåñòâ M . Êðîìå òîãî, ñðåäè âñåõ ìèíèìàëüíûõ ñåòåé Øòåéíåðà ñ äàííîé ñ

äàííîé ãðàíèöåé âñåãäà èìåþòñÿ íåâûðîæäåííûå ñåòè, ïðè÷åì â íèõ óãëû ìåæäó

ëþáûìè ñìåæíûìè ðåáðàìè íå ìåíüøå 120◦ (íàçîâåì ýòî ñâîéñòâîì 120◦). Îòìåòèì

òàêæå, ÷òî ñåòü èç [G,ϕ]min ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü ñâîéñòâó 120◦, íî íå áûòü ïðè ýòîì

ìèíèìàëüíûì äåðåâîì Øòåéíåðà. Íåâûðîæäåííûå ñåòè èç âñåâîçìîæíûõ [G,ϕ]min,
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óäîâëåòâîðÿþùèå ñâîéñòâó 120◦ áóäåì íàçûâàòüëîêàëüíî ìèíèìàëüíûìè è îáîçíà-

÷àòü ÷åðåç ΓG,ϕ.

1.1 Àëãîðèòì Ìåëçàêà

Áóäåì íàçûâàòü äåðåâî Øòåéíåðà ïîëíûì, åñëè îíî íå ñîäåðæèò ãðàíè÷íûõ âåðøèí

ñòåïåíè áîëüøå 1. Êàæäûé ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ ïîäãðàô äåðåâà Øòåéíåðà,

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äåðåâîì Øòåéíåðà, íàçûâàåòñÿ ïîëíîé êîìïîíåíòîé äå-

ðåâà Øòåéíåðà. Àëãîðèòì Ìåëçàêà [2] ïðîâåðÿåò äëÿ äàííîãî ïîëíîãî äåðåâà Øòåé-

íåðà G è èíúåêòèâíîé ãðàíèöû ϕ, áóäåò ëè äëÿ íåãî ñóùåñòâîâàòü ëîêàëüíî ìèíè-

ìàëüíîå äåðåâî ΓG,ϕ è, åñëè äà, òî ñòðîèò ïîëîæåíèå âíóòðåííèõ âåðøèí äåðåâà ΓG,ϕ.

Åñëè ãðàô G íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, òî ðåçóëüòàòîì äåéñòâèÿ àëãîðèòìà Ìåëçàêà

áóäåì íàçûâàòü ðåçóëüòàò åãî ïðèìåíåíèÿ êî âñåì ïîëíûì êîìïîíåíòàì.

Ïàðà {e1, e2} ñìåæíûõ ðåáåð, èìåþùèõ îáùóþ âíóòðåííþþ âåðøèíó S è âûõîäÿ-

ùèõ èç ãðàíè÷íûõ âåðøèí P1 è P2 ïîëíîãî äåðåâà Øòåéíåðà G èëè ñîîòâåòñòâóþùåé

ñåòè Γ, íàçûâàåòñÿ óñàìè, à ïàðà {P1, P2} � âåðøèíàìè óñîâ {e1, e2}. Åñëè â ïîëíîì
äåðåâå Øòåéíåðà (ñîîòâåòñòâóþùåé ñåòè) áîëüøå äâóõ âåðøèí, òî èìååòñÿ ïî êðàé-

íåé ìåðå äâîå óñîâ. Êëàññè÷åñêèé àëãîðèòì Ìåëçàêà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: ïðÿìîãî

è îáðàòíîãî õîäîâ. Ïðÿìîé õîä ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåñòðàèâàåò èñõîäíîå äåðåâî, âû-

áèðàÿ ïðîèçâîëüíûå óñû, îòðåçàÿ èõ, è îòíîñÿ îáùóþ âåðøèíó ðåáåð óñîâ ê ãðàíè÷-

íîé âåðøèíå ðåçóëüòèðóþùåãî äåðåâà. Òàêæå ïðÿìîé õîä ïåðåñòðàèâàåò ãðàíè÷íîå

ìíîæåñòâî, çàìåíÿÿ ïàðó âåðøèí, â êîòîðóþ äîëæíû ïðèõîäèòü óñû, íà òðåòüþ âåð-

øèíó îäíîãî èç äâóõ ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, ïîñòðîåííûõ íà ýòèõ âåðøèíàõ.

Ïðè ýòîì îáùàÿ âåðøèíà óñîâ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ýòîé òðåòüåé âåðøèíå. Ïðÿ-

ìîé õîä îñòàíàâëèâàåòñÿ, êîãäà ïåðåñòðîåííîå äåðåâî ïðåâðàùàåòñÿ â îäíîðåáðíîå,

è, çíà÷èò, ãðàíè÷íîå îòîáðàæåíèå ïðîäîëæåíî íà âñå âåðøèíû èñõîäíîãî äåðåâà, ò.å.

ïîñòðîåíà íåêîòîðàÿ ñåòü Γ1. Îáðàòíûé õîä ïîñëåäîâàòåëüíî âîçâðàùàåò íà ìåñòî

îòðåçàííûå óñû, èçìåíÿÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì îòîáðàæåíèå Γ1 íà îáùåé âåðøèíå

ðàññìàòðèâàåìûõ óñîâ [2]. Ïðè ýòîì, âî âðåìÿ îáðàòíîãî õîäà ìîãóò âîçíèêàòü ñèòó-

àöèè, êîòîðûå àëãîðèòì Ìåëçàêà ðàññìàòðèâàåò êàê îøèáî÷íûå è îñòàíàâëèâàåòñÿ.

Ìû ìîäèôèöèðóåì àëãîðèòì Ìåëçàêà òàê, ÷òîáû â ñëó÷àå îøèáêè îí ïðîäîë-

æàë ðàáîòó è â ðåçóëüòàòå ñòðîèë íåêîòîðîå äåðåâî ñ òîé æå ãðàíèöåé. Òàê êàê

ìû èíòåðåñóåìñÿ êðàò÷àéøèìè äåðåâüÿìè, òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ äîïóñòèìà. Îïèñàíèå

ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà Ìåëçàêà óäîáíî ïðîäåëàòü íà ÿçûêå ñêîáî÷íûõ ñòðóêòóð,
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êîòîðûé, êðîìå âñåãî ïðî÷åãî, áóäåò ïîëåçåí íàì è â ðåàëèçàöèè êðàò÷àéøèõ ñåòåé

ñ ïîìîùüþ øàðíèðíûõ ìåõàíèçìîâ.

Èòàê, íàì äàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî M ⊂ R2, ñîñòîÿùåå èç m òî÷åê, ìíîæåñòâî

Tn äåðåâüåâ Øòåéíåðà, n ≥ m, è íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå ϕ ∈ Bn(M). Âûáåðåì ïðî-

èçâîëüíîå G ∈ Tn è îïðåäåëèì äëÿ íåãî ñêîáî÷íóþ ñòðóêòóðó. Ïóñòü F1, . . . , Fk �

ïîëíûå êîìïîíåíòû äåðåâà G. Íèæå ìû îïðåäåëèì ñêîáî÷íûå ñòðóêòóðû äëÿ ïîë-

íûõ êîìïîíåíò, à ñêîáî÷íóþ ñòðóêòóðó ïðîèçâîëíîãî äåðåâà Øòåéíåðà G ïîëîæèì

ðàâíîé îáúåäèíåíèþ ñêîáî÷íûõ ñòðóêòóð åãî ïîëíûõ êîìïîíåíò.

Ïóñòü G ∈ Tn � ïîëíîå äåðåâî Øòåéíåðà. Ïîñòðîèì ïî G ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

G0, G1 . . . , Gn−2 ïîëíûõ äåðåâüåâ Øòåéíåðà òàêèõ, ÷òî ãðàíèöà äåðåâà Gi ñîñòîèò èç

n − i âåðøèí. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì G0 = G, è åñëè äëÿ i < n − 2 îïðåäåëåíî äåðåâî

Gi, òî äåðåâî Gi+1 ïîñòðîèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáåðåì â äåðåâå Gi ïðîèçâîëü-

íûå óñû, è ïóñòü ïàðà {u, v} � âåðøèíû óñîâ, a w � îáùàÿ âåðøèíà óñîâ. Äåðåâî

Gi+1 ïîëó÷èì èç äåðåâà Gi îòðåçàíèåì âûáðàííûõ óñîâ, çàìåíîé ýëåìåíòà w íà ïà-

ðó {u, v}, è îòíåñåíèåì âåðøèíû {u, v} ê ãðàíè÷íûì âåðøèíàì äåðåâà Gi+1. Ïóñòü

{a, b} � ìíîæåñòâî âåðøèí äåðåâà Gn−2. Íåîðèåíòèðîâàííîé ñêîáî÷íîé ñòðóêòóðîé

ïîëíîãî äåðåâà G íàçîâåì ìíîæåñòâî ω(G) =
(
∪n−2i=0 ∂Gi

)
∪
{

[a, b]
}
, à åãî ïîäìíîæå-

ñòâî ∂G0 = ∂G � ãðàíèöåé ω(G), êîòîðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ∂ω(G). Ýëåìåíò

[a, b] ∈ ω(G) íàçîâåì ðåáåðíûì, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû èç ω(G) � âåðøèííûìè.

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, åñëè G � äåðåâî Øòåéíåðà îáùåãî âèäà ñ ïîëíûìè êîìïîíåí-

òàìè F1, . . . , Fk, òî íåîðèåíòèðîâàííîé ñêîáî÷íîé ñòðóêòóðîé äåðåâà G íàçîâåì ìíî-

æåñòâî ω(G) = ∪kj=1ω(Fj). Îïðåäåëèì ãðàíèöó ∂ω(G), ïîëîæèâ ∂ω(G) = ∪kj=1∂ω(Fj).

Ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèííûõ ýëåìåíòîâ èç ω(G) îáîçíà÷èì ÷åðåç ωv(G), à ìíîæåñòâî

âñåõ ðåáåðíûõ ýëåìåíòîâ èç ω(G) � ÷åðåç ωe(G).

Ïî ïîñòðîåíèþ, ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæ-

äó ìíîæåñòâîì âåðøèí äåðåâàG è ìíîæåñòâîì ωv(G): íàïîìíèì, ÷òî íà êàæäîì øàãå

ïîñòðîåíèÿ íåîðèåíòèðîâàííîé ñêîáî÷íîé ñòðóêòóðû ìû ôàêòè÷åñêè ïåðåèìåíîâû-

âàëè î÷åðåäíóþ âíóòðåííþþ âåðøèíó äåðåâà G íà ñëîâî, ñîñòàâëåííîå èç ôèãóðíûõ

ñêîáîê, çàïÿòûõ è íåêîòîðûõ ãðàíè÷íûõ âåðøèí. Ïîëó÷åííàÿ êîäèðîâêà òàêæå ìî-

æåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ñòðóêòóðû äåðåâà G, à èìåííî, äâà âåð-

øèííûõ ýëåìåíòà x è y ñêîáî÷íîé ñòðóêòóðû ω(G) ñîåäèíèì ðåáðîì, åñëè è òîëüêî

åñëè èëè [x, y] ∈ ω(G), èëè x ∈ y, èëè y ∈ x. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìåæäó äåðåâîì G è

ïîëó÷åííûì ãðàôîì èìååòñÿ èçîìîðôèçì, íåïîäâèæíûé íà ∂G. Îòìåòèì, ÷òî çíàÿ

ñêîáî÷íóþ ñòðóêòóðó, ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü äåðåâî G, íî îäíîìó è òîìó
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æå G ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåñêîëüêî íåóïîðÿäî÷íûõ ñêîáî÷íûõ ñòðóêòóð ω, òàê

êàê ìîæíî ðàçíûìè ñïîñîáàìè âûáèðàòü óñû ïðè ïîñòðîåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Gi.

Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî äåðåâüåâ G ∈ Tn ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íåîðèåíòèðîâàí-
íûå ñêîáî÷íûå ñòðóêòóðû ω(G), âûáðàâ äëÿ êàæäîãî G ëþáóþ îäíó òàêóþ ñòðóêòó-

ðó. Ìíîæåñòâî òàêèõ íåîðèåíòèðîâàííûõ ñêîáî÷íûõ ñòðóêòóð îáîçíà÷èì ÷åðåç Wn.

Ïðèìåð 1.1. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàí ïðèìåð äåðåâà Øòåéíåðà è ñîîòâåòñòâóþùåé åìó

íåîðèåíòèðîâàííîé ñêîáî÷íîé ñòðóêòóðû, à òàêæå ñîîòâåòñòâèå âñåõ ðåáåðíûõ è âåð-

øèííûõ ýëåìåíòîâ ñêîáî÷íîé ñòðóêòóðû ðåáðàì è âåðøèíàì äåðåâà.

Ðèñ. 1: ω =
{

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, {1, 2}, {4, 5}, {3, {4, 5}}, [{1, 2}, {3, {4, 5}}], {6, 7}, [5, {6, 7}]
}

Îïðåäåëèì òåïåðü îðèåíòèðîâàííóþ ñêîáî÷íóþ ñòðóêòóðó äåðåâà Øòåéíåðà

G ∈ Tn, ñîîòâåòñòâóþùóþ íåîðèåíòèðîâàííîé ñêîáî÷íîé ñòðóêòóðå ω(G). Äëÿ ýòî-

ãî çàìåíèì êàæäûé âåðøèííûé ýëåìåíò {u, v} ∈ ω(G) èëè íà (u, v), èëè íà (v, u), è

ïîëó÷åííóþ óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó ïî-ïðåæíåìó áóäåì îòíîñèòü ê âåðøèííûì ýëåìåí-

òàì. Òàêèì îáðàçîì, äàííîé íåîðèåíòèðîâàííîé ñêîáî÷íîé ñòðóêòóðå ñîîòâåòñòâóåò,

âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîãî îðèåíòèðîâàííûõ ñêîáî÷íûõ ñòðóêòóð. Ïóñòü ω+(G) � îäíà èç

íèõ, ω+
v (G) � ìíîæåñòâî åå âåðøèííûõ ýëåìåíòîâ, ω+

e (G) � ìíîæåñòâî åå ðåáåðíûõ

ýëåìåíòîâ, è ∂ω+(G) � åå ãðàíèöà. Ïîñòðîèì ïî ýòîé ñêîáî÷íîé ñòðóêòóðå ïðÿìîé

õîä àëãîðèòìà Ìåëçàêà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Äëÿ âñåõ âåðøèííûõ ýëåìåíòîâ w ∈ ω+
v (G) ââåäåì õàðàêòåðèñòèêó h(w), êî-

òîðóþ íàçîâåì âûñîòîé ýëåìåíòà w. Îïðåäåëèì åå èíäóêòèâíî. Ó âñåõ ýëåìåíòîâ

1, ..., n âûñîòà 0. Êàæäîå w, îòëè÷íîå îò 1, ..., n, èìååò âèä (w1, w2), è ìû ïîëîæèì

h(w) = max
{
h(w1), h(w2)

}
+1. Äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ k îïðåäåëèì ìíîæåñòâà Hk, êàæ-

äîå èç êîòîðûõ áóäåò ñîñòîÿòü èç âñåõ ýëåìåíòîâ âûñîòû k. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì,
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÷òî ω+(G) = tHk ∪ ω+
e (G). Çàäàäèì íóìåðàöèþ íà ìíîæåñòâå ω+(G). Îòìåòèì, ÷òî

H0 = {1, . . . , n} = ∂ω+(G) çàíóìåðîâàíî, è ìû ñîõðàíèì ýòîò ïîðÿäîê. Äàëåå áó-

äåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íóìåðîâàòü ýëåìåíòû èç ïîñëåäîâàòåëüíûõ Hi, i ≥ 1.

Çàêîí÷èâ íóìåðîâàòü Hi, ïðîäîëæèì íóìåðàöèþ íà âñå ðåáåðíûå ýëåìåíòû. Ïóñòü

w1, . . . , wp � ïîñëåäîâàòåëüíûå âåðøèííûå ýëåìåíòû â òîëüêî ÷òî çàäàííîé íóìåðà-

öèè, à wp+1, . . . , wp+q � îñòàâøèåñÿ ðåáåðíûå ýëåìåíòû.

Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå F âñåõ âåðøèííûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ω+(G) íà ïëîñ-

êîñòü. Îãðàíè÷åíèå F íà H0 = ∂ω+(G) = ∂G ïîëîæèì ðàâíûì ϕ. Ïóñòü äëÿ ïåðâûõ

s ≤ k ýëåìåíòîâ, âêëþ÷àÿ H0, îòîáðàæåíèå F ïîñòðîåíî è F (ws) = Ps. Îïðåäåëèì

F äëÿ wk+1. Ýëåìåíò wk+1 � ýòî íåêîòîðàÿ ïàðà (wi, wj), 1 ≤ i, j ≤ k, i 6= j. Åñëè

Pi = Pj, òî ïîëîæèì F (wk+1) = Pi. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïîñòðîèì íà îòðåçêå [Pi, Pj]

ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê 4Pi,jPiPj òàê, ÷òîáû áàçèñ Pi,jPi, Pi,jPj áûë îðèåíòèðîâàí

ïîëîæèòåëüíî (îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêîé îðèåíòàöèè ïëîñêîñòè R2), è ïîëîæèì

F (wk+1) = Pi,j. Ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå îòîáðàæåíèå F ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ïðÿ-

ìîé õîä àëãîðèòìà Ìåëçàêà.

Îïèøåì òåïåðü îáðàòíûé õîä àëãîðèòìà Ìåëçàêà, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðÿìîìó

õîäó F ; öåëü îáðàòíîãî õîäà � ïåðåîïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå F . Äëÿ êàæäîãî wi ∈
ω+
v (G) ïîëîæèì Pi = F (wi). Ñîãëàñíî íóìåðàöèè, ââåäåííîé íà ìíîæåñòâå ω+(G),

íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà áóäåì äâèãàòüñÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå è ïðîäåëûâàòü

ñëåäóþùåå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç wk ðàññìàòðèâàåìûé ýëåìåíò èç ω
+(G).

Ïóñòü h(wk) = 0 è k > 1, òîãäà ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ wk−1.

Ïóñòü wk � ðåáåðíûé ýëåìåíò âèäà [wi, wj], wi, wj ∈ ω+
v (G), òîãäà k > 1, è

ìû ïîñòóïèì òàê. Åñëè max
{
h(wi), h(wj)

}
= 0, òî ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ wk−1.

Èíà÷å âîçüìåì òîò èç wi, wj, ó êîòîðîãî âûñîòà áîëüøå íóëÿ. Ïóñòü ýòî wi (åñëè

îáà ýëåìåíòà èìåþò âûñîòó áîëüøå íóëÿ, òî ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îäèí, à ïîòîì �

äðóãîé).

Ýëåìåíò wi èìååò âèä (wr, ws). Ïåðåîïðåäåëèì òî÷êó F (wi).

(1) Åñëè Pr = Ps, òî, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ F , èìååì Pr = Ps = Pi =

F (wi), è ìû çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ F íà wi ìåíÿòü íå áóäåì.

(2) Åñëè Pr 6= Ps, òî Pr, Ps, Pi � âåðøèíû íåâûðîæäåííîãî ïðàâèëüíîãî òðåóãîëü-

íèêà, è ïóñòü C � îïèñàííàÿ âîêðóã ýòîãî òðåóãîëüíèêà îêðóæíîñòü. Èìååòñÿ

äâà âàðèàíòà.
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(a) Åñëè Pi = Pj, òî â êà÷åñòâå F (wi) áåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó èç C.

(b) Åñëè Pi 6= Pj, òî îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí ëó÷ `, âûõîäÿùèé èç Pi è ïðîõîäÿ-

ùèé ÷åðåç Pj. Åñëè ëó÷ ` ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü C òîëüêî ïî òî÷êå Pi, òî

ïî-ïðåæíåìó ïîëàãàåì F (wi) = Pi. Èíà÷å `∩C ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê, îäíà

èç êîòîðûõ � òî÷êà Pi, à äðóãóþ òî÷êó ìû è âîçüìåì â êà÷åñòâå F (wi).

Ïóñòü wk � âåðøèííûé ýëåìåíò âèäà (wi, wj), wi, wj ∈ ω+
v (G). Ïîñòóïèì ñ íèì

òàê æå, êàê è ñ ðåáåðíûì ýëåìåíòîì [wi, wj], çàìåíèâ â îïèñàííûõ âûøå ïîñòðîåíèÿõ

òî÷êó Pj íà òî÷êó Pk.

Íà ðèñ. 2 ïðîèëëþñòðèðîâàíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïåðåîïðåäåëåíèÿ òî÷êè F (wi).

Ðèñ. 2: Ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïåðåîïðåäåëåíèÿ òî÷êè F (wi).

Ïåðåñòðîåííîå â ðåçóëüòàòå îáðàòíîãî õîäà àëãîðèòìà Ìåëçàêà îòîáðàæåíèå

F = F
(
ω+(G), ϕ

)
çàäàåò íåêîòîðóþ ñåòü F : ω+

v (G) 7→ R2 òèïà (G,ϕ). Êàê áûëî

îïèñàíî âûøå, ïðè ïîñòðîåíèè ýòîé ñåòè èìååòñÿ íåîïåðäåëåííîñòü, ïîýòîìó, ÷òî-

áû ïîä÷åðêíóòü ñäåëàííûé âûáîð, ìû âìåñòî F áóäåì ïèñàòü Fα = Fα
(
ω+(G), ϕ

)
,

ãäå α ïðîáåãàåò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, çàâèñÿùåå îò ω+(G) è ϕ. Ìíîæåñòâî

âñåõ Fα ïðè ôèêñèðîâàííûõ ω+(G) è ϕ îáîçíà÷èì ÷åðåç [Fα] =
[
Fα
(
ω+(G), ϕ

)]
. Îò-

ìåòèì, ÷òî ýòà íåîïðåäåëåííîñòü íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàò, òàê êàê åñëè ìíîæåñòâî

[G,ϕ] ñîäåðæèò íåêîòîðóþ ëîêàëüíî ìèíèìàëüíóþ ñåòü, òî äëÿ îäíîé èç îðèåíòàöèé

ω+(G) ïðîèçâîëüíîé íåîðèåíòèðîâàííîé ñêîáî÷íîé ñòðóêòóðû ω(G) ñåòü Fα îïðå-

äåëåíà îäíîçíà÷íî è ñîâïàäàåò ñ ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîé ñåòüþ ΓG,ϕ: [Fα] = {ΓG,ϕ}.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå äåðåâà G ∈ Tn è îðèåíòèðîâàííîé ñêîáî÷íîé

ñòðóêòóðû ω+(G) ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñåòü Fα = ΓG,ϕ áóäåò êðàò÷àéøåé.

Èòàê, äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøåé ñåòè, ñîåäèíÿþùåé ìíîæåñòâî M ⊂ R2, ìîæ-

íî ïîñòóïèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ϕ ∈ Bn(M). Ïî êàæäîé

íåîðèåíòèðîâàííîé ñêîáî÷íîé ñòðóêòóðå ω ∈ Wn ïîñòðîèì âñåâîçìîæíûå îðèåíòè-

ðîâàííûå ñêîáî÷íûå ñòðóêòóðû ω+, è ìíîæåñòâî âñåõ òàê ïîëó÷åííûõ ω+ îáîçíà÷èì
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÷åðåç W+
n . Äëÿ êàæäîé ω+ ∈ W+

n è ϕ ïîñòðîèì íåêîòîðóþ ñåòü Fα(ω+, ϕ) è âû÷èñ-

ëèì åå äëèíó, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç `α(ω+, ϕ). Îñòàåòñÿ âûáðàòü ω+, äëÿ êîòîðîãî

`α(ω+, ϕ) � íàèìåíüøåå âîçìîæíîå. Îòìåòèì, ÷òî òàêèõ ω+ ìîæåò áûòü ìíîãî.

Â äàëüíåéøåì ìû èñïîëüçóåì îðèåíòèðîâàííûå ñêîáî÷íûå ñòðóêòóðû äëÿ ïî-

ñòðîåíèÿ øàðíèðíîãî ìåõàíèçìà, ñòðîÿùåãî êðàò÷àéøåé ñåòè íà ìíîæåñòâå M .

1.2 Ôîðìàëèçàöèÿ øàðíèðíûõ ìåõàíèçìîâ

Ïóñòü G = (V,E) � ïðîñòîé êîíå÷íûé ãðàô, ` : E 7→ R � ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ,

W ⊂ V è ψ : W 7→ Rd. Íàáîð L = (G, `, ψ) =
(
(V,E), `, ψ

)
áóäåì íàçûâàòü øàðíèðíûì

ìåõàíèçìîì â Rd. Ïðè ýòîì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà V íàçîâåì øàðíèðàìè, ýëåìåíòû

ìíîæåñòâà E � ñòåðæíÿìè, øàðíèðû èç W � ãðàíè÷íûìè èëè íåïîäâèæíûìè,

øàðíèðû èç V \W � âíóòðåííèìè èëè ïîäâèæíûìè; ìíîæåñòâî W áóäåì òàêæå

îáîçíà÷àòü ÷åðåç ∂L è íàçûâàòü ãðàíèöåé øàðíèðíîãî ìåõàíèçìà L, à îòîáðàæåíèå ψ

� ãðàíè÷íûì îòîáðàæåíèåì ìåõàíèçìà L. Ïðî êàæäûé ãðàíè÷íûé øàðíèð w òàêæå

áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îí çàêðåïëåí â òî÷êå ψ(w). Çíà÷åíèå ôóíêöèè ` íà ñòåðæíå e

íàçîâåì äëèíîé ñòåðæíÿ e.

Ïóñòü V = {v1, . . . , vn}. Îòîáðàæåíèå C : V 7→ Rd, C(vi) = pi, íàçîâåì ñîãëàñî-

âàííûì ñ ψ, åñëè âûïîëíåíî C|W = ψ; ñîãëàñîâàííûì ñ `, åñëè äëÿ ëþáîãî ðåáðà

vivj ∈ E âûïîëíåíî `(vivj) = |pipj|. Îòîáðàæåíèå C, îäíîâðåìåííî ñîãëàñîâàííîå

ñ ` è ψ, áóäåì íàçûâàòü êîíôèãóðàöèåé èëè ðåàëèçàöèåé øàðíèðíîãî ìåõàíèçìà

L = (G, `, ψ), à îáðàçû øàðíèðîâ ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè � èõ ïîëîæåíèÿìè. Ìíî-

æåñòâî âñåõ êîíôèãóðàöèé ìåõàíèçìà L = (G, `, ψ) îáîçíà÷èì ÷åðåç CL è íàçîâåì

êîíôèãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì ýòîãî øàðíèðíîãî ìåõàíèçìà.

Âàæíîå çàìå÷àíèå: äëÿ îïèñàíèÿ øàðíèðíîãî ìåõàíèçìà ñ íåïóñòûì êîíôè-

ãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì äîñòàòî÷íî îïèñàòü ïðîèçâîëüíóþ åãî êîíôèãóðàöèè

èëè àëãîðèòì ðåàëèçàöèè ýòîé êîíôèãóðàöèè.

Ïóñòü A ⊂ V � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî øàðíèðîâ. Òîãäà ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé

CL(A) =
{
C|A : C ⊂ CL

}
íàçîâåì êîíôèãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâà

øàðíèðîâ A. Îòîáðàæåíèå ϕ : A → Rd íàçîâåì äîïóñòèìûì, åñëè ϕ ∈ CL(A). Äëÿ

êàæäîãî äîïóñòèìîãî ϕ, ïîëîæèì CL(ϕ) =
{
C ∈ CL : C|A = ϕ

}
.

Äëÿ êðàòêîñòè íà ðèñóíêàõ äàëåå áóäåì ïîäïèñûâàòü ïîëîæåíèå êàæäîãî øàð-

íèðà íàçâàíèåì ñàìîãî øàðíèðà, êîòîðîìó îíî ñîîòâåòñòâóåò.
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Íàïîìíèì, ÷òî â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî øàðíèðíûå ìåõà-

íèçìû, èìåþùèå ðåàëèçàöèþ â Rd. Îïèøåì îïåðàöèþ ñêðåïëåíèÿ äâóõ ìåõàíèç-

ìîâ. Ðàññìîòðèì ìåõàíèçì L1 è L2, ìíîæåñòâà øàðíèðîâ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî

V1 è V2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò A1 ⊂ V1, A2 ⊂ V2 è íåêîòîðàÿ áèåêöèÿ

ν : A1 → A2 òàêèå, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ êîíôèãóðàöèé C1 ∈ CL1 , C2 ∈ CL2 âûïîëíÿ-

åòñÿ C1|A1 = C2|A2 ◦ ν. Áèåêöèÿ ν ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü A1 è A2, ïîýòîìó ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâà Vi, âìåñòî Ai, ñîäåðæàò îäíî è òî æå ìíîæåñòâî øàðíè-

ðîâ, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç A. Òîãäà ñêðåïëåíèåì ìåõàíèçìîâ L1 è L2 ïî áè-

åêöèè ν íàçîâåì øàðíèðíûé ìåõàíèçì, ãðàô êîòîðîãî ðàâåí îáúåäèíåíèþ ãðàôîâ

ìåõàíèçìîâ Li, à âñå îñòàëüíûå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè ñîîòâåòñòâó-

þùèõ îòîáðàæåíèé ýòèõ ìåõàíèçìîâ. Îòìåòèì, ÷òî êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî

ñêðåïëåíèÿ ìåõàíèçìîâ L1 è L2 íå ïóñòî. Êðîìå òîãî, äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ âìå-

ñòî îïèñàíèÿ áèåêöèè ν áóäåì ãîâîðèòü, êàêîé øàðíèð v ∈ A1 ñ êàêèì øàðíèðîì

ν(v) ∈ A2 ìû ñêðåïëÿåì.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñòðîèòü ñëîæíûå ìåõàíèçìû, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðè-

êðåïëÿÿ ê óæå ïîñòðîåííîìó ìåõàíèçìó íåêîòîðûå äðóãèå. Ïðè ýòîì íàì áóäåò òðå-

áîâàòüñÿ, ÷òîáû ïðèêðåïëÿåìûé ìåõàíèçì L íå îãðàíè÷èâàë âîçìîæíûå ïîëîæåíèÿ

â Rd íåêîòîðîãî íàáîðà A øàðíèðîâ èìåþùåãîñÿ ìåõàíèçìà L̄, ê êîòîðîìó L ïðè-

êðåïëÿåòñÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò r > 0, äëÿ êîòîðîãî â êàæäîé êîíôèãóðàöèè

ìåõàíèçìà L̄ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïîëîæåíèÿìè ëþáûõ äâóõ øàðíèðîâ èç ñåìåéñòâà

A íå ïðåâîñõîäèò r, ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìû áóäåì òðåáî-

âàòü âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ: äëÿ êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ f : A → Rd, ïðè

êîòîðîì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó f -îáðàçàìè ëþáûõ äâóõ øàðíèðîâ íå ïðåâîñõîäÿò r, ñó-

ùåñòâóåò C ∈ CL òàêîå, ÷òî îãðàíè÷åíèå C íà A ñîâïàäàåò ñ f . Åñëè òåïåðü L �

ïðîèçâîëüíûé ìåõàíèçì, è A � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî åãî øàðíèðîâ, äëÿ êîòîðî-

ãî ïðè íåêîòîðîì r > 0 âûïîëíÿåòñÿ îïèñàííîå âûøå óñëîâèå íà îòîáðàæåíèå f , òî

áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìåõàíèçì L íå îãðàíè÷èâàåò ïîëîæåíèÿ øàðíèðîâ ñåìåéñòâà

A. Ïðè ýòîì, âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ñëó÷àÿõ, åñëè òðåáóåòñÿ óâåëè÷èòü r,

òî ìû áóäåì ìîäèôèöèðîâàòü ìåõàíèçì L, óâåëè÷èâàÿ äëèíû âñåõ ñòåðæíåé â îäíî

è òî æå ÷èñëî ðàç, òî åñòü óìíîæàÿ âåñîâóþ ôóíêöèþ L íà îäíî è òî æå ÷èñëî.

Íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ �íå îãðàíè÷èâàåò ïîëîæåíèÿ øàð-

íèðîâ�. Âî ââåäåííûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ, ïóñòü P � íåêîòîðîå ñâîéñòâî, çàäàþùåå

ðÿä îãðàíè÷åíèé íà âîçìîæíûå ïîëîæåíèÿ øàðíèðîâ A ∈ A ìåõàíèçìà L (ñâîéñòâî

P ìîæåò áûòü òîæäåñòâåííûì è íå âíîñèòü íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé). Áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî ìåõàíèçì L òî÷íî ðåàëèçóåò ñâîéñòâî P , åñëè ïðè íåêîòîðîì r > 0, äëÿ êàæäî-
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ãî îòîáðàæåíèÿ f : A → Rd, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñâîéñòâó P è òàêîãî, ÷òî ðàññòîÿíèÿ

ìåæäó f -îáðàçàìè ëþáûõ äâóõ øàðíèðîâ íå ïðåâîñõîäÿò r, ñóùåñòâóåò C ∈ CL òàêîå,
÷òî îãðàíè÷åíèå C íà A ñîâïàäàåò ñ f . Îòìåòèì, ÷òî åñëè ñâîéñòâî P òîæäåñòâåííî,

òî òî÷íàÿ ðåàëèçàöèÿ ìåõàíèçìà L� ýòî ðåàëèçàöèÿ, íå îãðàíè÷èâàþùàÿ ïîëîæåíèé

øàðíèðîâ ñåìåéñòâà A.

2 Êëàññè÷åñêèå øàðíèðíûå ìåõàíèçìû

Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò îïèñàíû ïðîñòåéøèå èçâåñòíûå øàðíèðíûå ìåõàíèçìû.

Ìåõàíèçì 1 (Æåñòêèå êîíñòðóêöèè).

Áóäåì íàçûâàòü æåñòêèìè êîíñòðóêöèÿìè ìåõàíèçìû, ó êîòîðûõ ëþáûå äâå

êîíôèãóðàöèè ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà äâèæåíèåì îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïðèìåðîì ìîãóò ñëóæèòü ìåõàíèçìû, ó êîòîðûõ âñå øàðíèðû ïîïàðíî ñîåäèíåíû

ñòåðæíÿìè.

Æåñòêèé ïðÿìîóãîëüíèê � ýòî ìåõàíèçì, ó êîòîðîãî èìååòñÿ ÷åòûðå øàðíèðà,

êîòîðûå ïîïàðíî ñîåäèíåííûå ñòåðæíÿìè è ÿâëÿþùèåñÿ âåðøèíàìè ïðÿìîóãîëüíèêà

(ðèñ. 3).

Ðèñ. 3: Æåñòêèé ïðÿìîóãîëüíèê.

Æåñòêèé òðåóãîëüíèê � ýòî ìåõàíèçì, ðåàëèçîâàííûé êàê òðè øàðíèðà, ïî-

ïàðíî ñîåäèíåííûõ ñòåðæíÿìè.

Ìåõàíèçì 2 (Ïàðàëëåëîãðàìì è àíòèïàðàëëåëîãðàìì, èõ óêðåïëåíèå [10]).

Äàí ìåõàíèçì L, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé ÷åòûðåõçâåííîé ëîìàíîé, âåðøè-

íû êîòîðîé � øàðíèðû A, B, C, D, à ðåáðà � ñòåðæíè, ó êîòîðûõ äëèíû íå÷åòíûõ

ðåáåð è äëèíû ÷åòíûõ ðåáåð ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Ó òàêîãî ìåõàíèçìà â ëþáîé åãî
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êîíôèãóðàöèè âåðøèíû îáðàçóþò ëèáî ïàðàëëåëîãðàìì, ëèáî àíòèïàðàëëåëîãðàìì,

êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç ïàðàëëåëîãðàììà îòðàæåíèåì îäíîãî èç òðåóãîëüíèêîâ, íà

êîòîðûå äåëèò ïàðàëëåëîãðàìì äèàãîíàëü, îòíîñèòåëüíî ýòîé äèàãîíàëè. Òðåáóåòñÿ

ñäåëàòü òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáîé êîíôèãóðàöèè ìåõàíèçìà ïîëîæåíèÿ òî÷åê A, B, C,

D îáðàçîâûâàëè ëèáî òîëüêî ïàðàëëåëîãðàìì (âûðîæäåííûé èëè íåâûðîæäåííûé),

ëèáî òîëüêî àíòèïàðàëëåëîãðàìì (âûðîæäåííûé èëè íåâûðîæäåííûé). ×òîáû ýòîãî

äîáèòüñÿ, øàðíèðíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD íåîáõîäèìî óêðåïèòü.

Åñëè ê ïàðàëëåëîãðàììó ABCD äîáàâèòü åùå îäèí ñòåðæåíü, ñîâïàäàþùèé ñ

åãî ñðåäíåé ëèíèåé, òî êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî òî÷åê A, B, C,D òàêîãî øàð-

íèðíîãî ìåõàíèçìà ñîâïàäåò â òî÷íîñòè ñ ìíîæåñòâîì êîíôèãóðàöèé, îòâå÷àþùèõ

íàñòîÿùèì (âîçìîæíî, âûðîæäåííûì) ïàðàëëåëîãðàììàì (ðèñ. 4).

Ðèñ. 4: Óêðåïëåíèå ïàðàëëåëîãðàììà è àíòèïàðàëëåëîãðàììà

Óêðåïèòü àíòèïàðàëëåëîãðàìì íåñêîëüêî ñëîæíåå. ×òîáû ýòî ñäåëàòü, ê ñåðå-

äèíàì åãî ñòîðîí íóæíî ïðèêðåïèòü äîñòàòî÷íî äëèííûå ñòåðæíè [7], êàê íà ðèñ. 4,

è òîãäà áóäóò ðåàëèçîâàíû òîëüêî âñå òå åãî êîíôèãóðàöèè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àí-

òèïàðàëëåëîãðàììàìè.

Âî âñåõ ïîñëåäóþùèõ ìåõàíèçìàõ èñïîëüçîâàííûå ïàðàëëåëîãðàììû è àíòèïà-

ðàëëåëîãðàììû áóäóò ïî óìîë÷àíèþ óêðåïëåíû, åñëè íå ñêàçàíî èíîãî.

Ìåõàíèçì 3 (Ðåâåðñîð Êåìïå [6]). Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ìåõàíèçì L, ñîäåðæàùèé

òðè ñòåðæíÿ OA, OC è OZ ñ îáùèì êîíöîì O, ó êîòîðîãî, äëÿ ëþáîé êîíôèãóðà-

öèè, OC � áèññåêòðèñà óãëà ∠AOZ.

Ðàññìîòðèì äâà ïîäîáíûõ àíòèïàðàëëåëîãðàììà OABC è OCWZ. Ïðèêðåïèì

èõ äðóã ê äðóãó, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 5. Èç ñîîáðàæåíèé ïîäîáèÿ âûòåêàåò, ÷òî óãëû
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∠COA è ∠ZOC ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Åñëè ìåíÿòü ∠COA, òî îòðåçêè OA è OZ áóäóò

îáðàçîâûâàòü óãîë â äâà ðàçà áîëüøèé. Îïèñàííûé ìåõàíèçì íàçûâàåòñÿ ðåâåðñîðîì

Êåìïå. Îí ïîçâîëÿåò óäâàèâàòü íóæíûé óãîë èëè äåëèòü åãî ïîïîëàì, òàê êàê OC

� âñåãäà áèññåêòðèñà óãëà ∠AOZ (ðèñ. 5). Ïðè äâèæåíèè ðåâåðñîðà âîçìîæíî åãî

�âûâîðà÷èâàíèå�, òî åñòü ïåðåõîä ÷åðåç âûðîæäåííûå êîíôèãóðàöèè (ðèñ. 6), êîãäà

óãîë ∠AOC ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ êðàòíûå π. Òàê êàê ∠AOC � óãîë óêðåïëåííîãî àí-

òèïàðàëëåëîãðàììà, òî îí ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ è ñîîòíîøåíèå ìåæäó

óãëàìè áóäåò îñòàâàòüñÿ êîððåêòíûì.

Ðèñ. 5: Ðåâåðñîð Êåìïå.

Ðèñ. 6: Ïåðåõîä ÷åðåç âûðîæäåííûå ñîñòîÿíèÿ ðåâåðñîðà Êåìïå (∠AOZ = 2∠AOC).

Ìåõàíèçì 4 (Ñóììàòîð Êåìïå [6]). Äàíû ÷åòûðå ñòåðæíÿ OA, OB, OC è OZ,

ñêðåïëåííûõ â òî÷êå O. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ìåõàíèçì L, ó êîòîðîãî äëÿ ëþáîé

êîíôèãóðàöèè P ∈ CL âûïîëíåíî: ∠AOB = α, ∠AOC = β, ∠AOZ = α + β.

Ñíà÷àëà ïðè ïîìîùè ðåâåðñîðà Êåìïå ïîñòðîèì áèññåêòðèñó OY óãëà ∠BOC.

Òîãäà ∠BOC = |β − α|, ∠BOY = |β − α|/2, ïîýòîìó ∠AOY = (β + α)/2 è, çíà÷èò,

óäâîèâ ∠AOY , ïîëó÷èì óãîë, ðàâíûé α + β (ðèñ. 7). Òàê êàê ðåâåðñîð ïðèìåíèì

äëÿ ëþáûõ óãëîâ, òî è ñóììàòîð ìîæåò ñêëàäûâàòü ëþáûå óãëû.

Ìåõàíèçì 5 (Êëàññè÷åñêèé è ìîäèôèöèðîâàííûé èíâåðñîð Ïîñåëüå). Òðåáóåòñÿ

ïîñòðîèòü ìåõàíèçì, ïåðåâîäÿùèé äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè â äâèæåíèå ïî ïðÿ-

ìîé.
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Ðèñ. 7: Ñóììàòîð Êåìïå.

Ðèñ. 8: Êëàññè÷åñêèé è ìîäèôèöèðîâàííûé èíâåðñîðû Ïîñåëüå.

Ìåõàíèçì L, ðåàëèçàöèÿ êîòîðîãî èçîáðàæåíà íà ðèñ. 8 ñïðàâà � ìîäèôèöè-

ðîâàííûé èíâåðñîð Ïîñåëüå, OP = PT , A′P = PA = AT = TA′, OM = MA′,

OU = OV = OP + PA, MU = MV . Øàðíèðû O,M,U, V ïîïàðíî ñîåäèíåíû ñòåðæ-

íÿìè, ïîýòîìó ÷àñòü ìåõàíèçìà, ñîäåðæàùàÿ òîëüêî ýòè øàðíèðû è ñòåðæíè áóäåò

æåñòêîé. Â ìåõàíèçìå L òî÷êà A′ âñåãäà íàõîäèòñÿ íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â M ,

à òî÷êà A � îáðàç òî÷êè A′ ïðè èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé îêðóæíîñòè, à

çíà÷èò, ïðè äâèæåíèè òî÷êè A′ ïî îêðóæíîñòè, A áóäåò äâèãàòüñÿ ïî ïðÿìîé UV ,

à èìåííî, òàê êàê âûïîëíåíî ðàâåíñòâî OU = OV = OP + PA, êîíôèãóðàöèîííîå

ïðîñòðàíñòâî òî÷êè A ïðè ôèêñèðîâàííîì ïîëîæåíèè òî÷åê U è V , áóäåò îòðåçêîì

UV .

Êëàññè÷åñêèé èíâåðñîð Ïîñåëüå (ðèñ. 8 ñëåâà) îòëè÷àåòñÿ îò ìîäèôèöèðîâàííîãî

òåì, ÷òî â íåì íåò øàðíèðîâ U , V , M è âñåõ âûõîäÿùèõ èç íèõ ñòåðæíåé. Øàðíèðû

U , V è M íóæíû äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ êàæäîãî ïîëîæåíèÿ øàðíèðîâ U , O, V êîí-

ôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî òî÷êè A′ ñîâïàäàëî ñ äóãîé îêðóæíîñòè, ÿâëÿþùåéñÿ

èíâåðñèåé ïðÿìîé UV .
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2.1 Âñïîìîãàòåëüíûå øàðíèðíûå ìåõàíèçìû

Êðîìå õîðîøî èçâåñòíûõ ìåõàíèçìîâ èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå

ðÿä ìåõàíèçìîâ, êîòîðûå áóäóò îïèñàíû íèæå.

Ìåõàíèçì 6 (Çàêðåïëåíèå øàðíèðà íà ñòåðæíå). Äàí ñòåðæåíü AB. Òðåáóåòñÿ

çàôèêñèðîâàòü íà íåì øàðíèð C íà ðàññòîÿíèè a îò A.

Ïîìåñòèì øàðíèð C íà ñòåðæíå AB íà ðàññòîÿíèè a îò A è ñîåäèíèì åãî ñòåðæ-

íÿìè AC è BC ñ òî÷êàìè A è B.

Ìåõàíèçì 7 (Îãðàíè÷åíèå êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà m øàðíèðîâ èç R3

ïëîñêèì äèñêîì). Äëÿ äàííîãî r > 0, òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü øàðíèðíûé ìåõàíèçì

L â R3, ñîäåðæàùèé ìíîæåñòâî øàðíèðîâ A = {A1, . . . , Am}, à òàêæå ñîåäèíåííûå

ñòåðæíåì øàðíèðû O è N , óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: äëÿ êàæäîãî

äîïóñòèìîãî ϕ : {O,N} → R3, ìíîæåñòâî
{
C|A : C ∈ CL(ϕ)

}
ñîâïàäàåò ñ ñåìåé-

ñòâîì âñåõ îòîáðàæåíèé èç A â 2-ìåðíûé äèñê D ⊂ R3 ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â ϕ(O),

ïåðïåíäèêóëÿðíûé ϕ(O)ϕ(N).

Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . ,m, îáîçíà÷èì ÷åðåç ONCiDi è CiDiAiBi ðàâíûå æåñòêèå

ïðÿìîóãîëüíèêè (åñëè ó ðàçíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ øàðíèðû îáîçíà÷åíû îäèíàêîâî,

òî â ñîáèðàåìîì ìåõàíèçìå îíè ñêðåïëåíû) (ðèñ. 9).

Ðèñ. 9: Òî÷êè A1, . . . , Am ìîãóò äâèãàòüñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà âíóòðè äèñêà ñ

öåíòðîì â O, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ON .

Âñå ïîñëåäóþùèå ìåõàíèçìû, åñëè íå óòî÷íÿåòñÿ èíîãî, áóäóò ïëîñ-

êèìè. ×òîáû ýòî îñòàâàëîñü âåðíûì äëÿ âñåõ êîíôèãóðàöèé, ìåõàíèçìû

ìîæíî óêðåïèòü ñ ïîìîùüþ ìåõàíèçìà 7.
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Ìåõàíèçì 8 (Äâèæåíèå òî÷åê ïî ïðÿìîé). Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü øàðíèðíûé ìå-

õàíèçì L â R2, ñîäåðæàùèé ìíîæåñòâî øàðíèðîâ A = {A1, . . . , Am}, à òàêæå ñî-

åäèíåííûå ñòåðæíåì øàðíèðû U è V , óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: äëÿ

êàæäîãî äîïóñòèìîãî ϕ : {U, V } → R2, ìíîæåñòâî
{
C|A : C ∈ CL(ϕ)

}
ñîâïàäàåò ñ

ñåìåéñòâîì âñåõ îòîáðàæåíèé èç A â îòðåçîê
[
ϕ(U), ϕ(V )

]
.

Òî åñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ìåõàíèçì, ó êîòîðîãî â ëþáîé êîíôèãóðàöèè øàðíè-

ðû ìíîæåñòâà A ëåæàò íà îäíîé îäíîì îòðåçêå, ïîëîæåíèå êîòîðîãî ìîæåò ìåíÿòüñÿ

ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, íî äëèíà ïîñòîÿííà.

Ïóñòü åñòü íàáîð ìîäèôèöèðîâàííûõ èíâåðñîðîâ Ïîñåëüå: OUMV A′iP1AiT1,

1 6 i 6 m, ó êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííûå ñòåðæíè ðàâíû, è øàðíèðû, îáîçíà÷åííûå

îäèíàêîâûìè áóêâàìè, ñêðåïëåíû. Âñå èíâåðñèè, ïîñòðîåííûå òàêèì ìåõàíèçìîì

áóäóò îòíîñèòåëüíî îäíîé è òîé æå îêðóæíîñòè.

Íà ðèñ. 10 èçîáðàæåí ïðèìåð òàêîãî ìåõàíèçìà äëÿ äâóõ èíâåðñîðîâ.

Ðèñ. 10: Èíâåðñèÿ äâóõ òî÷åê.

Âñå òî÷êè Ai � îáðàçû èíâåðñèè òî÷åê A′i, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîé îêðóæíîñòè,

çíà÷èò, îíè âñå áóäóò ëåæàòü íà îäíîé ïðÿìîé.

Ìåõàíèçì 9 (Ïîñòðîåíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ). Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ìåõà-

íèçì L íà ïëîñêîñòè R2, ñîäåðæàùèé øàðíèðû A, B, C, D, O, íå îãðàíè÷èâàþùèé

ïîëîæåíèÿ øàðíèðîâ A, B, C, D, è òàêîé, ÷òî äëÿ êàæäîãî P ∈ CL, ïðè êîòîðîì

P (A) 6= P (B), P (C) 6= P (D), è ïðÿìûå P (A)P (B) è P (C)P (D) ïåðåñåêàþòñÿ ïî

îäíîé òî÷êå, P (O) ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ.

Ïðè ïîìîùè ìåõàíèçìà 8 ñîåäèíèì øàðíèðû A,B,O òàê, ÷òîáû îíè áûëè íà

16



îäíîé ïðÿìîé. Àíàëîãè÷íî, ñäåëàåì òàê, ÷òîáû øàðíèðû C, D, O îñòàâàëàñü íà

îäíîé ïðÿìîé. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé êîíôèãóðàöèè P øàðíèðîâ A,B,C,D,

êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî òî÷êè O áóäåò ïåðåñå÷åíèåì ïðÿìûõ P (A)P (B) è

P (C)P (D), òî åñòü � òî÷êîé, åñëè îòðåçêè íå ñîâïàäàþò. Åñëè æå òî÷êè P (A), P (B),

P (C) è P (D) ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî òî÷êè O

áóäåò íåêîòîðûì îòðåçêîì, ëåæàùèì íà ýòîé ïðÿìîé.

Ìåõàíèçì 10 (Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ îòðåçêà íåïîñòîÿííîé äëèíû). Òðåáóåòñÿ

ïîñòðîèòü ìåõàíèçì L íà ïëîñêîñòè R2, ñîäåðæàùèé øàðíèðû A, A′, B, B′, íå

îãðàíè÷èâàþùèé ïîëîæåíèÿ øàðíèðîâ A, A′, B, è òàêîé, ÷òî äëÿ êàæäîãî äîïó-

ñòèìîãî ϕ : {A,A′, B} → R2, ìíîæåñòâî
{
P (B′) ∈ CL

}
ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà

P , äëÿ êîòîðîãî
−−−−−−−→
ϕ(A)ϕ(B) =

−−−−−−−−→
ϕ(A′)P (B′).

Ðàññìîòðèì ìåõàíèçì AA1A
′C ′C1CBB1B

′, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 11. Îí ñîñòî-

èò èç ÷åòûðåõ óêðåïëåííûõ ïàðàëëåëîãðàììîâ, à âñå ñòåðæíè èìåþò îäèíàêîâóþ

äëèíó a. Â íåì îòðåçîê AB âñåãäà ðàâåí è ïàðàëëåëåí îòðåçêó A′B′ ïîòîìó, ÷òî

AC||A′C ′, BC||B′C ′, AC = A′C ′, BC = B′C ′, ñëåäîâàòåëüíî, 4ABC = 4A′B′C ′.

Äëÿ êàæäîé êîíôèãóðàöèè òî÷êè B êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî òî÷êè A

áóäåò çàìêíóòûì êðóãîì ðàäèóñà 2a ñ öåíòðîì â òî÷êåB, òî åñòü ìîæíî çàäàòü ëþáîé

âåêòîð
−→
AB äëèíû íå áîëüøå, ÷åì 2a. Äëÿ ëþáîé êîíôèãóðàöèè òî÷êè A êîíôèãó-

ðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî òî÷êè A′ � ýòî êðóã ðàäèóñà 2a ñ öåíòðîì â A. Ïîëîæåíèå

òî÷êè A′ çàäàåò âåêòîð ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà. Çíà÷èò, îí òîæå ìîæåò áûòü ëþ-

áûì, íå ïðåâûøàþùèì ïî äëèíå 2a. Ïðè âñåõ êîíôèãóðàöèÿõ ïîëó÷åííûé ìåõàíèçì

ñîâåðøàåò ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ îòðåçêà äëèíû íå áîëüøå 2a â ëþáîì íàïðàâëåíèè

íà ëþáîå ðàññòîÿíèå íå áîëüøå, ÷åì 2a (ðèñ. 11).

Ðèñ. 11: Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ îòðåçêà ïðîèçâîëüíîé äëèíû.
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Ìåõàíèçì 11 (Îãðàíè÷åíèå êîíôèãóðàöèîííîãî ìíîæåñòâà òî÷êè ïîëóïëîñêîñòüþ,

çàäàííîé ãðàíè÷íîé ïðÿìîé è âíåøíåé òî÷êîé). Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ìåõàíèçì

íà ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùèé øàðíèðû A1, A2, B, C, òî÷íî ðåàëèçóþùèé ñëåäóþùåå

ñâîéñòâî: äëÿ êàæäîé êîíôèãóðàöèè P ∈ CL, â êîòîðîé P (B) 6= P (C), òî÷êè P (A1)

è P (A2) íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé P (B)P (C).

Ñ ïîìîùüþ òàêîãî ìåõàíèçìà ìîæíî îãðàíè÷èâàòü êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàí-

ñòâî òî÷êè A2 ÷àñòüþ ïîëóïëîñêîñòè, çàäàííîé ïðÿìîé BC, êîòîðàÿ åå îãðàíè÷èâàåò,

è òî÷êîé A1, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèòñÿ â ýòîé ïîëóïëîñêîñòè.

Ðàññìîòðèì ìåõàíèçì 8, äâèãàþùèé íàáîð èç 4 òî÷åê ïî ïðÿìîé. Ïóñòü ýòî áóäóò

òî÷êè A1, A2, B, C. Çàìåíèì â ýòîì ìåõàíèçìå ñòåðæåíü MA′1 íà øàðíèðíûé ðîìá

MX1A
′
1Y1, ñòîðîíû êîòîðîãî ðàâíû ïîëîâèíå äëèíû MA′1 (ðèñ. 12). Äàëåå, çàìåíèì

ñòåðæåíüMA′2 íà øàðíèðíûé ïàðàëëåëîãðàììMX2A
′
2Y2 ñî ñòîðîíàìè a è b, ïðè÷åì

a− b = MA′2, a+ b <
√

(OP1)2 − (A′1P1)2 (ðèñ. 12).

Ðèñ. 12: Òî÷êè A′1 è A
′
2.

Â òàêîì ìåõàíèçìå äëÿ ëþáîãî P ∈ CL âåðíî, ÷òî P (A′1) íàõîäèòñÿ âíóòðè

îêðóæíîñòè, êîòîðàÿ ïðè èíâåðñèè ïåðåõîäèò â ïðÿìóþ P (B)P (C), à P (A′2) � ñíà-

ðóæè, à çíà÷èò, òî÷êè P (A1) è P (A2) áóäóò íàõîäèòüñÿ â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ

îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé P (B)P (C).

Ìåõàíèçì 12 (Îãðàíè÷åíèå êîíôèãóðàöèîííîãî ìíîæåñòâà òî÷êè ïîëóïëîñêîñòüþ,

çàäàííîé ãðàíè÷íîé ïðÿìîé è âíóòðåííåé òî÷êîé). Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ìåõàíèçì

íà ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùèé øàðíèðû A1, A2, B, C, òî÷íî ðåàëèçóþùèé ñëåäóþùåå

ñâîéñòâî: äëÿ êàæäîé êîíôèãóðàöèè P ∈ CL, â êîòîðîé P (B) 6= P (C), òî÷êè P (A1)

è P (A2) íàõîäÿòñÿ â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé P (B)P (C).
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Ñ ïîìîùüþ òàêîãî ìåõàíèçìà ìîæíî îãðàíè÷èâàòü êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàí-

ñòâî òî÷êè A2 ïîëóïëîñêîñòüþ, çàäàííîé ïðÿìîé BC, êîòîðàÿ åå îãðàíè÷èâàåò, è

òî÷êîé A1, âíóòðåííåé äëÿ ýòîé ïîëóïëîñêîñòè.

×òîáû ïîñòðîèòü òàêîé ìåõàíèçì, äîñòàòî÷íî âçÿòü â ìåõàíèçìå 11 âìåñòî ðîìáà

MX1A
′
1Y1 ïàðàëëåëîãðàìì, ñî ñòîðîíàìè a è b.

Ìåõàíèçì 13 (Ïîñòðîåíèå îêðóæíîñòè çàäàííîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â çàäàííîé

òî÷êå). Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ìåõàíèçì íà ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùèé øàðíèðû A,

B, C, O òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî ϕ : {A,B,O} → R2, ìíîæåñòâî âñåõ

ïîëîæåíèé
{
P (C), P ∈ CL(ϕ)

}
� îêðóæíîñòü ðàäèóñà |ϕ(A)ϕ(B)| ñ öåíòðîì â ϕ(O).

Äëÿ íà÷àëà ñ ïîìîùüþ ìåõàíèçìà 10 íóæíî ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñòè îòðåçîê AB

òàê, ÷òîáû òî÷êà A ïåðåøëà â O (ñîåäèíèì ñîîòâåòñòâåííî øàðíèðû ðàññìàòðèâàå-

ìîãî ìåõàíèçìà è ìåõàíèçìà 10 ñëåäóþùèì îáðàçîì: A ñ A, B ñ B, O ñ A′). Ñîåäèíèì

òî÷êè O è C ′ øàðíèðíûì ðîìáîì OH ′C ′K ′. Ïðèêðåïèì ê òî÷êå O åùå îäèí ðîìá

OHCK ñ òåìè æå äëèíàìè ñòîðîí. Íåîáõîäèìî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû îí ìîã âðàùàòüñÿ

âîêðóã òî÷êè O è îñòàâàòüñÿ ðàâíûì ðîìáó OH ′C ′K ′ (ðèñ. 13). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷-

íî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû óãîë ∠HOK áûë âñåãäà ðàâåí óãëó ∠H ′OK ′. Ýòî áóäåò

âûïîëíåíî, åñëè ∠HOK ′ áóäåò ðàâåí ∠H ′OK ′ + ∠KOK ′. Ïîñëåäíåå ìîæíî ñäåëàòü

ïðè ïîìîùè ñóììàòîðà Êåìïå (ìåõàíèçì 3), ñêðåïèâ íóæíûå ñòåðæíè ñóììàòîðà ñî

ñòåðæíÿìè ðàññìàòðèâàåìîãî ìåõàíèçìà (ìåõàíèçì 3).

Ðèñ. 13: Òî÷êà C ìîæåò äâèãàòüñÿ ïî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â O ðàäèóñà AB.

Ìåõàíèçì 14 (Ïîñòðîåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà èç òî÷êè ê ïðÿìîé). Òðåáóåòñÿ ïîñòðî-

èòü ìåõàíèçì íà ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùèé øàðíèðû A, B, C, H òàêîé, ÷òî äëÿ

ëþáîãî äîïóñòèìîãî ϕ : {A,B,C} → R2, ïðè êîòîðîì ϕ(B) 6= ϕ(C), ìíîæåñòâî

ïîëîæåíèé {P (H), P ∈ CL(ϕ)} ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà òàêîãî, ÷òî P (H) �

îñíîâàíèå âûñîòû, îïóùåííîé èç ϕ(A) íà ïðÿìóþ ϕ(B)ϕ(C).
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Âîçüìåì æåñòêèé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê MHK(ìåõàíèçì 1) ñ âåðøèíîé

ïðÿìîãî óãëà H. Ñîåäèíèì øàðíèðû B, C, M , H ñ øàðíèðàìè A1, . . . , A4 ìåõàíèç-

ìà 8. Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì ïîëîæåíèè øàðíèðû B, C,M , H áóäóò ðàñïîëàãàòüñÿ

íà îäíîé ïðÿìîé. Àíàëîãè÷íî ïðèêðåïèì ìåõàíèçì 8 ê øàðíèðàì H, A, K, ÷òîáû

îíè òîæå âñåãäà îñòàâàëèñü íà îäíîé ïðÿìîé. Â ïîëó÷åííîì ìåõàíèçìå äëÿ ëþáîãî

äîïóñòèìîãî ïîëîæåíèÿ ϕ : {A,B,C} → R2 ìíîæåñòâî ïîëîæåíèé {P (H), P ∈ CL(ϕ)}
ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà, äëÿ êîòîðîãî âåðíî ϕ(A)ϕ(H)⊥ϕ(A)P (H).

Ðèñ. 14: Ïîñòðîåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà èç òî÷êè ê ïðÿìîé.

Ìåõàíèçì 15 (Îãðàíè÷åíèå ìíîæåñòâà ïîëîæåíèé òî÷êè C çàäàííûì ëó÷îì AB).

Äàíî ÷èñëî R > 0. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ìåõàíèçì íà ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùèé

øàðíèðû A, B, C, C ′ òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî ϕ : {A,B,C} → R2, ïðè

êîòîðîì ϕ(A) 6= ϕ(B), ìíîæåñòâî ïîëîæåíèé {P (C ′), P ∈ CL(ϕ)} ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé îòðåçîê äëèíû R, ïðèíàäëåæàùèé ëó÷ó ϕ(A)ϕ(B), îäèí èç êîíöîâ êîòîðîãî

ðàâåí ϕ(A).

Ñîáåðåì ìåõàíèçì, â êîòîðîì òî÷êà C ìîæåò ëåæàòü íà ïåðåñå÷åíèè ïðÿìîé

AB è ïîëóïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé òî÷êó B, îãðàíè÷åííîé ïðÿìîé, ïåðïåíäèêóëÿð-

íîé AB è ñîäåðæàùåé òî÷êó A. Ïðè ïîìîùè ìåõàíèçìà 8 ñäåëàåì òàê, ÷òîáû òî÷êà

C ìîãëà íàõîäèòüñÿ òîëüêî íà ïðÿìîé AB (ñîîòâåòñòâåííî ñîåäèíèì øàðíèðû A, B,

C ′ ðàññìàòðèâàåìîãî ìåõàíèçìà ñ øàðíèðàìè A1, A2, A3 ìåõàíèçìà 8). Äàëåå, âîçü-

ìåì æåñòêèé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê 4U ′, V ′, B′ ñ ïðÿìûì óãëîì V ′. Ñêðåïèì

øàðíèðû A è V ′. Çàòåì ñîåäèíèì øàðíèðû A, B, B′ ñ øàðíèðàìè A1, A2, A3. Òåïåðü

â ëþáîì ïîëîæåíèè øàðíèðû A, B è B′ áóäóò ëåæàòü íà îäíîé ïðÿìîé. Ïðèêðåïèì

ê èìåþùèìñÿ øàðíèðàì U ′, V ′, C ′, B ñîîòâåòñòâåííî øàðíèðû B, C, A1, A2 ìåõà-

íèçìà 12 è ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî ϕ : {A,B,C} → R2, ïðè êîòîðîì

ϕ(A) 6= ϕ(B) òî÷êà P (C ′) íàõîäèòñÿ â íóæíîì íàì ïîëîæåíèè.

Ìåõàíèçì 16 (Ïîâîðîò òî÷êè C âîêðóã A, ïðè êîòîðîì îáðàç òî÷êè C ïîïàäàäåò

íà çàäàííûé ëó÷ AB). Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ìåõàíèçì íà ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùèé
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øàðíèðû A, B, C, C ′ òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî ϕ : {A,B,C} → R2, ïðè

êîòîðîì ϕ(A) 6= ϕ(B), ìíîæåñòâî ïîëîæåíèé {P (C ′), P ∈ CL(ϕ)} ñîñòîèò èç îä-

íîãî ýëåìåíòà òàêîãî, ÷òî P (C ′) ïðèíàäëåæèò ëó÷ó ϕ(A)ϕ(B) è íàõîäèòñÿ íà

ðàññòîÿíèè
∣∣ϕ(A)ϕ(C)

∣∣ îò òî÷êè ϕ(A).

Ðåàëèçóåì èäåþ òîãî, ÷òî òî÷êà C ′ ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì

â A ðàäèóñà AC, è ëó÷à AB. Ïðè ïîìîùè ìåõàíèçìà 13 îãðàíè÷èì êîíôèãóðàöèîí-

íîå ïðîñòðàíñòâî òî÷êè C ′ îêðóæíîñòüþ ñ öåíòðîì â A ðàäèóñà AC (ñîîòâåòñòâåííî

ñîåäèíèì øàðíèðû ðàññìàòðèâàåìîãî ìåõàíèçìà è ìåõàíèçìà 13 ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: A ñ O, C ñ C). Çàòåì ïðè ïîìîùè ìåõàíèçìà 15 ñäåëàåì òàê, ÷òîáû ýòà òî÷êà

òàêæå ìîãëà íàõîäèòüñÿ òîëüêî íà ëó÷å AB (ñîîòâåòñòâåííî ñîåäèíèì øàðíèðû A,

B, C ′ ðàññìàòðèâàåìîãî ìåõàíèçìà ñ øàðíèðàìè A, B, C ìåõàíèçìà 15).

Ðèñ. 15: Ïîâîðîò òî÷êè C âîêðóã A, ïðè êîòîðîì îáðàç C ′ òî÷êè C ïîïàäàäåò íà

çàäàííûé ëó÷ AB.

Ìåõàíèçì 17 (Ïîñòðîåíèå îòðåçêà, ðàâíîãî ïî äëèíå ìèíèìàëüíîìó èç äâóõ äàí-

íûõ). Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ìåõàíèçì, ñîäåðæàùèé øàðíèðû M , N , K, L, P ′,

H òàêîé, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïîëîæåíèÿ C ∈ CL âåðíî ñëåäóþùåå: |C(P ′)C(H)| =

min
{
|C(M)C(N)|, |C(K)C(L)|

}
.

Îïèøåì îñíîâíûå øàãè ïðåäëàãàåìîãî íàìè ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.

(1) Ïåðåíåñåì ïàðàëëåëüíî îòðåçîê KL òàê, ÷òîáû òî÷êà K ñîâïàëà ñ N . Îáðàç

òî÷êè L îáîçíà÷èì L′.

(2) Ïîâåðíåì ïåðåíåñåííûé îòðåçîê òàê, ÷òîáû óãîë ìåæäó îòðåçêàìè ñòàë ðàâåí

π/2. Ïîëó÷åííûé îòðåçîê îáîçíà÷èì NL′′.

(3) Ïóñòü NT � áèññåêòðèñà ∠MNL. Ïîñòðîèì òî÷êó P òàê, ÷òîáû ÷åòûðåõóãîëü-

íèê MNL′′P îêàçàëñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì. Äàëåå, ïîñòðîèì òî÷êó P ′, êîòîðàÿ

áóäåò ñîâïàäàòü ñ òî÷êîé P , åñëè îíà ëåæèò â óãëå ∠TNL′′, èíà÷å îíà áóäåò

îáðàçîì îòðàæåíèÿ òî÷êè P îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû NT .
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Ðèñ. 16: Ïëàí ðåøåíèÿ.

(4) Îïóñòèì âûñîòó P ′H íà ïðÿìóþ NL′′. Ýòà âûñîòà è áóäåò ðàâíà ìèíèìàëüíîìó

èç îòðåçêîâ.

Ïðèâåäåì òåïåðü ïîäðîáíîå îïèñàíèå ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî îòðåçêà. Ïåðâûé

ïóíêò ïëàíà âûïîëíèì ïðè ïîìîùè ìåõàíèçìà 10 (ñîåäèíÿåì A ñ K, B ñ L, N ñ

A′). Äëÿ âûïîëíåíèÿ âòîðîãî ïóíêòà âîçüìåì æåñòêèé ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëü-

íûé òðåóãîëüíèê 4ABC (ìåõàíèçì 1), ó êîòîðîãî òî÷êà T � ñåðåäèíà ãèïîòåíóçû.

Ñêðåïèì âåðøèíó ïðÿìîãî óãëà C ñ òî÷êîé N . Äàëåå, ïðè ïîìîùè ìåõàíèçìà 8 çà-

ôèêñèðóåì êàòåò AC íà ïðÿìîéMN (ñîåäèíèì A ñ A1,M ñ A2, N ñ A3). Òîãäà âòîðîé

êàòåò BC çàäàñò ëó÷, ïåðïåíäèêóëÿðíûéMN . Ïðè ïîìîùè ìåõàíèçìà 16 ìîæíî ïî-

âåðíóòü îòðåçîê NL′ òàê, ÷òîáû îí ëåã íà ýòîò ëó÷ (ñîåäèíèì N ñ A, L′ c C, B ñ B,

L′′ ñ C ′). Ïîëó÷èâøèéñÿ óãîë ∠MNL′′ áóäåò ðàâåí π
2
. Òî÷êà P èç ïóíêòà 3 ÿâëÿåòñÿ

îáðàçîì òî÷êè M ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå íà âåêòîð NL (ñ ïîìîùüþ ìåõàíèç-

ìà 10 ñîåäèíÿåì N ñ A, L′′ c B, M ñ A′, P ñ B′). Ïðèêðåïèì ê P øàðíèðíûé ðîìá

EPFP ′. Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ðîìá äîëæåí áûòü íåóêðåïëåííûì, òàê êàê íàì íóæíû

áóäóò êîíôèãóðàöèè, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ëîìàíóþ, êîãäà ïàðà ïðîòèâîïîëîæíûõ

âåðøèí ðîìáà ñîâïàäàåò. Âåðøèíû E è F ýòîãî ðîìáà ïðè ïîìîùè ìåõàíèçìà 8 ïî-

ìåñòèì íà áèññåêòðèñó NT óãëà ∠MNL (ñîåäèíÿåì N ñ A1, T c A2, E ñ A3, F ñ A4 ).

Äàëåå, îãðàíè÷èì êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî òî÷êè P ′ ïîëóïëîñêîñòüþ, îãðà-

íè÷åííîé ïðÿìîé NT è ñîäåðæàùåé òî÷êó L′′ (ïðè ïîìîùè ìåõàíèçì 12, ñîåäèíèâ

N ñ A, T c B, P ′ ñ A1, L
′′ ñ A2). Òî÷êà P

′ áóäåò íàõîäèòüñÿ âíóòðè óãëà MNL, è

åñëè îíà è òî÷êà M ëåæàò â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé NT , òî P ′

� åå îáðàç ïðè îòðàæåíèè îòíîñèòåëüíî NT ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, P ñîâïàäåò ñ P ′.

Ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè P ′ íà ïðÿìóþ NL, ïîñòðîåííûé ïðè ïîìîùè ìåõàíèçìà 14,
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äàñò òî÷êó H (ñîåäèíèì P ′ ñ A, N c B, L′′ ñ C, H ñ H), à îòðåçîê P ′H áóäåò ðàâåí

ìèíèìàëüíîìó èç äâóõ èñõîäíûõ îòðåçêîâ MN è KL.

Ìåõàíèçì 18 (Äâèæåíèå òðåõ òî÷åê ïî ïëîñêîñòè ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè). Íà

ïëîñêîñòè R2 äàíû òðè òî÷êè E1, E2, E3 è ÷èñëî R > 0. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü

øàðíèðíûé ìåõàíèçì L, ñîäåðæàùèé øàðíèðû A, B, C, K, M , N , ñ ãðàíè÷íûì

ìíîæåñòâîì {A,B,C} è ãðàíè÷íûì îòîáðàæåíèåì ψ : {A,B,C} → R2, ψ(A) = E1,

ψ(B) = E2, ψ(C) = E3, òî÷íî ðåàëèçóþùèé ñëåäóþùåå ñâîéñòâî. Øàðíèðû K, M ,

N ðàñïîëàãàþòñÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì â êðóãå ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â E1, íî äëÿ

êàæäîãî äîïóñòèìîãî ϕ : {M,N,K} → R2, ïðè êîòîðîì òî÷êè ϕ(M), ϕ(N), ϕ(K)

íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ìíîæåñòâî âñåõ
{
P ({M,N,K}), P ∈ CL(ϕ)

}
òàêîâî,

÷òî îðèåíòàöèè ðåïåðîâ P (N)P (K), P (N)P (M) è E1E2, E1E3 ñîâïàäàþò.

Âíà÷àëå ñ ïîìîùüþ ìåõàíèçìà 10 ñîâåðøèì ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ òðåóãîëü-

íèêà 4ABC, îáðàç êîòîðîãî îáîçíà÷èì 4A′B′C ′, òàê, ÷òîáû âåðøèíà C ′ ñîâïàëà

ñ òî÷êîé M . Çàòåì ñ ïîìîùüþ ñóììàòîðà Êåìïå ïðèáàâèì ê óãëó ∠A′C ′B′ óãîë

∠A′C ′N . Ïîëó÷åííûé óãîë îáîçíà÷èì ∠NMK ′. Äàëåå, ñîåäèíèì òî÷êè M , N , K, K ′

ñ ïîìîùüþ ìåõàíèçìà 12 òàê, ÷òîáû ïðÿìàÿ MN îãðàíè÷èâàëà êîíôèãóðàöèîííîå

ïðîñòðàíñòâî òî÷êè K ïîëóïëîñêîñòüþ, ñîäåðæàùåé òî÷êó K ′ (M ñ A, N c B, K ′ ñ

A1, K ñ A2). Òàêèì îáðàçîì, ðåïåð MN , NK áóäåò âñåãäà îðèåíòèðîâàí òàê æå, êàê

è CA, CB (ðèñ. 17).

Ðèñ. 17: Îðèåíòàöèÿ MN , MK ñîâïàäàåò ñ îðèåíòàöèåé CA, CB

.

Ìåõàíèçì 19 (Ïîñòðîåíèå ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ çàäàííîé ñòîðîíîé è îðèåí-

òàöèåé). Íà ïëîñêîñòè R2 äàíû òðè òî÷êè E1, E2, E3, R > 0. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü

øàðíèðíûé ìåõàíèçì L, ñîäåðæàùèé øàðíèðû A, B, C, K, M , N , ñ ãðàíè÷íûì

ìíîæåñòâîì {A,B,C} è ãðàíè÷íûì îòîáðàæåíèåì ψ : {A,B,C} → R2, ψ(A) = E1,

ψ(B) = E2, ψ(C) = E3, òî÷íî ðåàëèçóþùèé ñëåäóþùåå ñâîéñòâî. Øàðíèðû K,M , N
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ðàñïîëàãàþòñÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì â êðóãå ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â E1, íî äëÿ êàæ-

äîãî äîïóñòèìîãî ϕ : {M,N,K} → R2, ìíîæåñòâî âñåõ
{
P ({M,N,K}), P ∈ CL(ϕ)

}
òàêîâî, ÷òî îðèåíòàöèè ðåïåðîâ P (N)P (K), P (N)P (M) è E1E2, E1E3 ñîâïàäàþò,

à òî÷êè ϕ(M), ϕ(N), ϕ(K) ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

Ñîåäèíèì òî÷êè A è B øàðíèðíûì ðîìáîì AHBK. Ïðèêðåïèì ê òî÷êå B åùå

îäèí ðîìá BK ′CH ′, ïðè÷åì äëèíû åãî ñòåðæíåé äîëæíû áûòü òàêèå æå, êàê è ó

ðîìáà AHBK. Äàëåå, ñîåäèíèì ïîïàðíî ñòåðæíè BH, BH ′ è BK, BK ′, òàê, ÷òîáû

ïîëó÷èëèñü æåñòêèå òðåóãîëüíèêè ñ óãëàìè ∠HBH ′ = ∠KBK ′ = π
3
. Òàêèì îáðàçîì,

ðîìá AHBK ðàâåí ðîìáó BK ′CH ′. Çíà÷èò, AB = BC, ∠ABC = π
3
, è äëÿ ëþáîãî

ïîëîæåíèÿ òî÷åê A è B òðåóãîëüíèê 4ABC � ïðàâèëüíûé (ðèñ. 18). Òåïåðü ðàñ-

ñìîòðèì ìåõàíèçì 18 è ñîåäèíèì åãî øàðíèðûM , N , K ñ øàðíèðàìè A, B, C òîëüêî

÷òî ïîñòðîåííîãî ìåõàíèçìà. Ïîëó÷åííûé ìåõàíèçì è áóäåò ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé

çàäà÷è.

Ðèñ. 18: Ïîñòðîåíèå ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ çàäàííîé ñòîðîíîé.

3 Ðåàëèçàöèÿ ìèíèìàëüíûõ äåðåâüåâ Øòåéíåðà

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü D ⊂ R2 � íåêîòîðûé êðóã, n ∈ N è Φn � ìíîæåñòâî

âñåõ îòîáðàæåíèé ϕ : {1, . . . , n} → D. Òîãäà äëÿ êàæäîé îðèåíòèðîâàííîé ñêîáî÷íîé

ñòðóêòóðû ω+ ∈ W+
n ñóùåñòâóåò øàðíèðíûé ìåõàíèçì L = L(ω+) =

(
Hω+ , `ω+ , ψ

)
,

Hω+ = (V,E), òàêîé, ÷òî ω+
v ⊂ V è ïðè âñåõ ϕ ∈ Φn ìíîæåñòâî

CL(ω+
v , ϕ) :=

{
C ∈ CL(ω+

v ) : C|∂ω+
v

= ϕ
}
,

ñîñòîÿùåå èç âñåõ êîíôèãóðàöèé øàðíèðîâ ω+
v , â êîòîðûõ îãðàíè÷åíèå íà ãðàíèöó

∂ω+
v ñîâïàäàåò ñ ϕ, ðàâíî

[
Fα(ω+, ϕ)

]
� ìíîæåñòâó ñåòåé, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëü-
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òàòå ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà Ìåëçàêà ê ãðàíè÷íîìó îòîáðàæåíèþ ϕ è ñêîáî÷íîé

ñòðóêòóðå ω+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïèñàíèþ ìîäèôèöèðîâàííîãî àëãîðèòìà Ìåëçàêà, âñå

ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ω+
v ïðîíóìåðîâàíû. Ïóñòü n � êîëè÷åñòâî ãðàíè÷íûõ âåðøèí

ñêîáî÷íîé ñòðóêòóðû ω+
v . Íà÷íåì ñáîðêó ìåõàíèçìà L, â ìíîæåñòâî øàðíèðîâ êîòî-

ðîãî áóäåì ïîñòåïåííî âêëþ÷àòü ýëåìåíòû èç ω+
v . Äëÿ ýòîãî ïîøàãîâî áóäåì ñîáèðàòü

ìåõàíèçìû Lk, ïîëó÷àÿ êàæäûé ïîñëåäóþùèé èç ïðåäûäóùåãî. Íà÷íåì íóìåðàöèþ

ìåõàíèçìîâ ñ k = n. Âîçüìåì n øàðíèðíûõ ðîìáîâ ñ îáùåé âåðøèíîé, çàêðåïëåí-

íîé â öåíòðå äèñêà D, äëèíà ñòîðîíû êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíà ïîëîâèíå ðàäèóñà

äèñêà D. Âåðøèíû ýòèõ ðîìáîâ, ïðîòèâîïîëîæíûå îáùåé âåðøèíå, ñäåëàåì ýëåìåí-

òàìè ìíîæåñòâà ∂ω+
v . Ïîëó÷åííûé ìåõàíèçì îáîçíà÷èì Ln. Ïóñòü ïåðâûå p 6 k

ìåõàíèçìîâ Lp ïîñòðîåíû, à ïåðâûå p 6 k ýëåìåíòîâ ωp ñòàëè øàðíèðàìè. Îïèøåì

ïîñòðîåíèå Lk+1. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò ωk+1. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ïàðó

(wi, wj), 1 6 i, j 6 k, i 6= j. Ñ ïîìîùüþ ìåõàíèçìà 19 ñîåäèíèì øàðíèðû wi è wj

ìåõàíèçìà 19 òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáîé êîíôèãóðàöèè Ck+1 ∈ CLk+1 òî÷êè C(wi) è C(wj)

áûëè âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà, òðåòüÿ âåðøèíà êîòîðîãî áóäåò òî÷êîé

C(wk+1), ïðè÷åì áàçèñ C(wk+1)C(wi), C(wk+1)C(wj) îðèåíòèðîâàí ïîëîæèòåëüíî îò-

íîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêîé îðèåíòàöèè ïëîñêîñòè R2 (ñîåäèíÿåì ωr ñ øàðíèðîì A

ìåõàíèçìà 19, ωs ñ B, ωj ñ C, øàðíèðû A,B,C ìåõàíèçìà 19 çàêðåïèì ñîîòâåò-

ñòâåííî â òî÷êàõ E1, E2, E3, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîíöàìè íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíî

îðèåíòèðîâàííîãî áàçèñà E1E2, E1E3, çàêðåïëåííîãî íà ïëîñêîñòè).

Ïðîäîëæàÿ òàêèì îáðàçîì, áóäåì ñòðîèòü ìåõàíèçìû Li, ïîêà íå ïîëó÷èì ìå-

õàíèçì, ñîäåðæàùèé â ñâîåì ìíîæåñòâå øàðíèðîâ âñå ýëåìåíòû ω+
v . Äàëüøå áóäåì

ïðîäîëæàòü ïîñòðîåíèå ìåõàíèçìîâ Li ñîãëàñíî îáðàòíîìó õîäó àëãîðèòìà Ìåëçàêà.

Íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäíåãî ïðîíóìåðîâàííîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà ω+, áóäåì äâèãàòüñÿ â

îáðàòíîì ïîðÿäêå è ïðîäåëûâàòü ñëåäóþùåå. Ïóñòü èçâåñòåí ìåõàíèçì Lm−1. Îïè-

øåì, êàê èç íåãî ïîñòðîèòü Lm. Îáîçíà÷èì ÷åðåç wk ðàññìàòðèâàåìûé ýëåìåíò èç

ω+(G). Åñëè h(wk) = 0 è k > 1, òî ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ wk−1.

Åñëè wk � ðåáåðíûé ýëåìåíò âèäà [wi, wj], wi, wj ∈ ω+
v , òîãäà k > 1, òî ìû

ïîñòóïèì òàê. Åñëè max
{
h(wi), h(wj)

}
= 0, òî ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ wk−1. Èíà÷å

âîçüìåì òîò èç wi, wj, ó êîòîðîãî âûñîòà áîëüøå íóëÿ. Ïóñòü ýòî wi (åñëè îáà ýëåìåíòà

èìåþò âûñîòó áîëüøå íóëÿ, òî ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îäèí, à ïîòîì � äðóãîé).

Ýëåìåíò wi èìååò âèä (wr, ws). Îïèøåì îêðóæíîñòü âîêðóã òðåóãîëüíèêà

4wiwrws. Öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè áóäåì èñêàòü êàê òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò
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wiHi, wsHs. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì äâà ìåõàíèçìà 14. Ñîåäèíèì ñíà÷àëà øàðíèðû A, B,

C, H îäíîãî èç íèõ ñ øàðíèðàìè wi, wr, ws, Hi ñîîòâåòñòâåííî. À øàðíèðû A, B, C,

H äðóãîãî � ñîîòâåòñòâåííî ñ øàðíèðàìè ws, wr, wi, Hs. Çàòåì äîáàâèì øàðíèð O

è ïîìåñòèì åãî â òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ wiHi è wsHs (ñîåäèíèâ øàðíèðû wi, Hi,

ws, Hs, O ñîîòâåòñòâåííî ñ øàðíèðàìè A, B, C, D, O ìåõàíèçìà 9). Çíàÿ öåíòð îïè-

ñàííîé îêðóæíîñòè è ïîëîæåíèÿ âåðøèí, ñ ïîìîùüþ ìåõàíèçìà 13 ïîñòðîèì ñàìó

îêðóæíîñòü (ñîåäèíèì øàðíèðû A, B, C, O ìåõàíèçìà 13 ñ øàðíèðàìè wi, O, ws, O

ñîîòâåòñòâåííî). Îáîçíà÷èì ýòó îêðóæíîñòü ÷åðåç C. Äàëåå áóäåì ñòðîèòü øàðíèð

S, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì îêðóæíîñòè C è ëó÷à `1, ãäå ëó÷ `1 îïðåäåëåí

òàê, ÷òî åãî âåðøèíà � ïðîåêöèÿ öåíòðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè íà ïðÿìóþ wiwj, à

íàïðàâëåíèå âûáðàíî òàê, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ` è `1 � ëó÷.

Â êà÷åñòâå òî÷êè, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò ýòîìó ïåðåñå÷åíèþ è êîòîðàÿ çàäàåò

íóæíîå íàïðàâëåíèå, ìîæíî âçÿòü òî÷êó K, êîòîðàÿ ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè îêðóæ-

íîñòè ñ öåíòðîì â wi, ðàäèóñ êîòîðîé ðàâåí äèàìåòðó îïèñàííîé âîêðóã 4wiwrws
îêðóæíîñòè, è ëó÷à wiwj (ìåõàíèçì 14 è 12), (ðèñ. 19). Ñ ïîìîùüþ ìåõàíèçìà 10

ïîñòðîèì òî÷êó D òàêóþ, ÷òî îòðåçîê wiD ðàâåí äèàìåòðó îêðóæíîñòè C. Äëÿ ýòî-

ãî ïðèêðåïèì øàðíèðû A, B, A′, B′ ìåõàíèçìà 10 ê ðàññìàòðèâàåìûì øàðíèðàì

wi, O, O, D. Çàòåì ñîåäèíèì øàðíèðû A, B, O, C ìåõàíèçìà 13 ñîîòâåòñòâåííî ñ

øàðíèðàìè wi, D, wi, K. Òåì ñàìûì ïîëó÷èëè òî÷êó K, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ

ïî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â wi è ðàäèóñîì, ðàâíûì äèàìåòðó îêðóæíîñòè C.

Ðèñ. 19: Ïîñòðîåíèå òî÷êè S.

Òåïåðü íàéäåì âåðøèíó H ëó÷à `1 = HK. Äëÿ ýòîãî äîáàâèì øàðíèð H è
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ñîåäèíèì èìåþùèåñÿ øàðíèðû wi, wj, O, H ñîîòâåòñòâåííî ñ øàðíèðàìè B, C, A,

H ìåõàíèçìà 14. Äàëåå, äîáàâèì òî÷êó S è ïîìåñòèì åå íà ëó÷ HK (ìåõàíèçì 15),

è íà îêðóæíîñòü C (ñîåäèíèì øàðíèðû A, B, C, O ìåõàíèçìà 13 ñ èìåþùèìèñÿ

øàðíèðàìè wi, O, S, O). Ïîñòðîåííûé òàêèì îáðàçîì øàðíèð S áóäåò ïåðåñå÷åíèåì

ëó÷à `1 è îêðóæíîñòè C.

Åñëè wk � âåðøèííûé ýëåìåíò âèäà (wi, wj), wi, wj ∈ ω+
v (G), òî ïîñòóïèì ñ íèì

òàê æå, êàê è ñ ðåáåðíûì ýëåìåíòîì [wi, wj], çàìåíèâ â îïèñàííûõ âûøå ïîñòðîåíè-

ÿõ òî÷êó Pj íà òî÷êó Pk. Òåïåðü ïåðåèìåíóåì øàðíèðû wk è S, ïîìåíÿâ ìåñòàìè èõ

íàçâàíèÿ. Ïîëó÷åííûé ìåõàíèçì îáîçíà÷èì Lm è ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ Lm+1. Çà-

êîí÷èì ïîñòðîåíèå, êîãäà òàêèì îáðàçîì áóäóò ðåàëèçîâàíû âñå øàãè îáðàòíîãî õîäà

àëãîðèòìà Ìåëçàêà. Ïîñëåäíèé ïîñòðîåííûé ìåõàíèçì îáîçíà÷èì ÷åðåç L. Ýòîò ìå-

õàíèçì áóäåò ñîäåðæàòü ýëåìåíòû ñêîáî÷íîé ñòðóêòóðû ω+, à èõ êîíôèãóðàöèîííîå

ïðîñòðàíñòâî áóäåò ñîâïàäàòü ñ ìíîæåñòâîì ñåòåé
[
Fα(ω+, ϕ)

]
.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Äàí ïëîñêèé ìåõàíèçì L1(V1, E1, `1, ψ1), ó êîòîðîãî âûäåëåíî

ïîäìíîæåñòâî øàðíèðîâ V ′ ⊂ V1. Ïóñòü V
′ � ìíîæåñòâî âåðøèí íåêîòîðîãî ãðà-

ôà H = (V ′, E ′). Ñóùåñòâóåò øàðíèðíûé ìåõàíèçì, êîòîðûé íà çàäàííîì ëó÷å

îòêëàäûâàåò îò åãî íà÷àëà îòðåçîê lG, ðàâíûé ñóììàðíîé äëèíå ðåáåð ãðàôà G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàííûé â óñëîâèè ëó÷ îïðåäåëåí òî÷êîé D, êîòîðàÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ åãî íà÷àëîì, è òî÷êîé L, êîòîðàÿ ëåæèò íà ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé ëó÷, íî íå

ïðèíàäëåæèò ýòîìó ëó÷ó (ðèñ. 20). Ïðîíóìåðóåì âñå ðåáðà G. Íà âûáðàííîì ëó-

÷å áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî îòêëàäûâàòü îòðåçêè Kj−1Kj, äëèíà êàæäîãî èç êîòîðûõ

áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü äëèíå ðåáðà ej. Ïîëîæèì K0 = D (ðèñ. 20).

Ðèñ. 20: Ïîñòðîåíèå îòðåçêà ðàâíîãî äëèíå ñåòè.

Îïèøåì ïîñòðîåíèå òî÷êè Kj, çíàÿ Kj−1 (ðèñ. 21). Ïðè ïîìîùè ìåõàíèçìà 8

ñäåëàåì òàê, ÷òîáû Kj îñòàâàëàñü íà ïðÿìîé LD. Çàòåì, ïðè ïîìîùè ìåõàíèçìà 13

ñäåëàåì òàê, ÷òîáû îíà ëåæàëà íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà |ej| ñ öåíòðîì â òî÷êå Kj−1, à

òàêæå ïðèêðåïèì ê Kj ìåõàíèçì 11, ÷òîáû îíà íàõîäèëàñü òîëüêî â ïîëóïëîñêîñòè,
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Ðèñ. 21: Ïîñòðîåíèå òî÷êè Kj.

îãðàíè÷åííîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó Kj−1, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïðÿìîé LD

è íå ñîäåðæàùåé òî÷êó L. Òàêèì îáðàçîì,
∣∣Kj−1Kj

∣∣ = |ej|, è òî÷êà Kj ëåæèò íà

íóæíîì ëó÷å. Åñëè es � ïîñëåäíåå ðåáðî äåðåâà G, òî îòðåçîêK0Ks ðàâåí ñóììàðíîé

äëèíå ðåáåð ãðàôà G.

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïóñòü x, y, z � ñòàíäàðòíûå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â R3, è

D′ ⊂ R3 � íåêîòîðûé êðóã ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, ëåæàùèé â ïëîñêî-

ñòè z = 0. Ïóñòü G1, . . . , Gn � ïðîèçâîëüíûå ãðàôû, V (Gi) � ìíîæåñòâî âåðøèí

ãðàôà Gi, è V ′(Gi) � �êîïèÿ� ìíîæåñòâà V (Gi), òî åñòü ðàâíîìîùíîå ñ V (Gi)

ìíîæåñòâî, äëÿ êîòîðîãî çàäàíà áèåêöèÿ νi : V
′(Gi) → V (Gi). Òîãäà ñóùåñòâóåò

øàðíèðíûé ìåõàíèçì L â R3, ñîäåðæàùèé ñðåäè ìíîæåñòâà øàðíèðîâ ñåìåéñòâî(
tni=1V

′(Gi)
)
t
(
tni=1V (Gi)

)
, òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé êîíôèãóðàöèè C ∈ CL âûïîëíÿ-

åòñÿ ñëåäóþùåå.

(1) Ïðè êàæäîì i = 1, . . . , n èìååì C
(
V (Gi)

)
⊂ {z = 0}, òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷å-

íèå Γi îòîáðàæåíèÿ C íà V (Gi) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ñåòüþ íà êîîðäèíàòíîé

ïëîñêîñòè z = 0, è îïðåäåëåíà äëèíà ýòîé ñåòè `i = `(Γ). Ïîëîæèì c = mini `i.

(2) Îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ C íà V ′(Gi) ðàâíî (0, 0, `i − c) + Γi ◦ νi, ò.å. C ïîä-

íèìàåò êîïèè øàðíèðîâ èç ìíîæåñòâà V ′(Gi) íà âûñîòó `i − c.

Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé Γ′i : V (Gi) → D′ ñóùåñòâóåò C ∈
CL, äëÿ êîòîðîãî Γi = Γ′i ïðè âñåõ i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X � øàðíèð, çàêðåïëåííûé íà îñè x, Y � øàðíèð, çàêðåï-

ëåííûé íà îñè y. Ðàññìîòðèì øàðíèðíûå ðîìáû ñ îáùèì êîíöîì O, çàêðåïëåííûì

â íà÷àëå êîîðäèíàò, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ ðàâíî êîëè÷åñòâó ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà

ti
(
V (Gi)

)
. Ïðîòèâîïîëîæíûå çàêðåïëåííîìó êîíöó âåðøèíû ñäåëàåì ýëåìåíòàìè
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ìíîæåñòâà ti
(
V (Gi)

)
. Îáîçíà÷èì ïîëó÷èâøèéñÿ ìåõàíèçì L. Ñîãëàñíî ïðåäëîæå-

íèþ 3.2, ê êàæäîìó èç ìíîæåñòâ V (Gi) ìîæíî ïðèêðåïèòü ìåõàíèçì, êîòîðûé äëÿ

ëþáîãî âîçìîæíîãî ïîëîæåíèÿ C
(
V (Gi)

)
, C ∈ CL, ïðè êîòîðîì îáðàçû âåðøèí V (Gi)

ëåæàò âíóòðè êðóãà D, áóäåò ñòðîèòü íà ëó÷å OX îòðåçîê [O,Li], ðàâíûé äëèíå îáîá-

ùåííîé ñåòè C|(V (Gi). Ïðîäåëàåì òî æå ñàìîå äëÿ âñåõ íàáîðîâ âåðøèí V (Gi). Äà-

ëåå, ñ ïîìîùüþ ìåõàíèçìà 17 ïîñòðîèì îòðåçîê [O,L], äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå

ìèíèìàëüíîãî èç âñåõ [O,Li]. Òåïåðü âîçüìåì ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðå-

óãîëüíèê 4F0T0P0, óãîë T0 êîòîðîãî ðàâåí 2 arctan 1
2
, êîòîðûé çàêðåïèì â ïëîñêîñòè

OXZ òàê, ÷òîáû ñåðåäèíà ãèïîòåíóçû T ′0 ëåæàëà íà îñè OZ è èìåëà ïîëîæèòåëü-

íóþ êîîðäèíàòó, à âåðøèíó T0 ñêðåïèì ñ O. Ñ ïîìîùüþ ìåõàíèçìà 10 ïðèêðåïèì

ê íåìó æåñòêèé òðåóãîëüíèê 4FTP òàê, ÷òîáû ïðè ëþáîì ðàñïîëîæåíèè, 4FTP
ïîëó÷àëñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì â ïëîñêîñòè OXZ èç 4F0T0P0. Çàòåì ñäåëàåì

òàê, ÷òîáû øàðíèðû F , T è O âñåãäà îñòàâàëèñü íà îäíîé ïðÿìîé (ñ ïîìîùüþ ìå-

õàíèçì 8). Òàêæå ñîåäèíèì ìåõàíèçìîì 8 øàðíèðû T , P è L. Òåïåðü òðåóãîëüíèê

4FTP âñåãäà ðàñïîëîæåí â ïëîñêîñòè OXZ òàê, ÷òî åãî ñòîðîíà FP ïàðàëëåëü-

íà îñè OX, âåðøèíà T íàõîäèòñÿ íèæå FP , à ñòîðîíû FT è TP ñîäåðæàò êîíöû

îòðåçêà OL.

Òåïåðü áóäåì ïàðàëëåëüíî ïåðåíîñèòü îòðåçêè OLi òàê, ÷òîáû èõ êîíöû áûëè íà

ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà 4FTP . Ðàññìîòðè îòðåçîê OLi. Äîáàâèì øàðíèðû O′i è L
′
i

òàê, ÷òîáû îòðåçîê O′iL
′
i ïîëó÷àëñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì èç îòðåçêà OL (ìåõ 10),

è øàðíèð O′i íàõîäèëñÿ íà ëó÷å TF , à L′i � íà ëó÷å TP (ìåõàíèçì 15). Îáîçíà÷èì

÷åðåç Zi øàðíèð, ÿâëÿþùèéñÿ ïåðåñå÷åíèåì ïðÿìûõ OZ è O′iL
′
i. Ýòà òî÷êà áóäåò

çàäàâàòü âåêòîð ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà OZi. Ïðèêðåïèì êî âñåì øàðíèðàì V (Gi)

ìåõàíèçì, ñòðîÿùèé îáðàç ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ýòèõ øàðíèðîâ íà âåêòîð OZi.

Øàðíèðû, ÿâëÿþùèåñÿ îáðàçàìè òàêîãî ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà, ñäåëàåì ýëåìåíòà-

ìè ìíîæåñòâà V ′(Gi). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé êîíôèãóðàöèè C ∈ CL øàðíèðîâ,

ìíîæåñòâî C(V ′
(
Gi

)
) áóäåò ìíîæåñòâîì âåðøèí, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïàðàëëåëü-

íûì ïåðåíîñîì èç C(V ′
(
Gi

)
) íà âåêòîð, ïàðàëëåëüíûé îñè z. Ïîëîæåíèÿ øàðíèðîâ

ìíîæåñòâ V (Gi) îãðàíè÷èâàþòñÿ ïëîñêîñòüþ OXY è äëèíàìè ñòåðæíåé øàðíèðíî-

ãî ìåõàíèçìà, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî êðóãà D ìîæíî ïîäîáðàòü òàêèå äëèíû ñòåðæíåé

ìåõàíèçìà, ÷òîáû óñëîâèå òåîðåìû áûëî âåðíî.

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü x, y, z � ñòàíäàðòíûå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â R3, è D ⊂ R3

� íåêîòîðûé êðóã, ëåæàùèé â ïëîñêîñòè z = 0. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå n ∈ N, è
äëÿ êàæäîãî ω+ èç ìíîæåñòâà W+

n îðèåíòèðîâàííûõ ñêîáî÷íûõ ñòðóêòóð ÷åðåç

ω̄+
v îáîçíà÷èì �êîïèþ� ìíîæåñòâà ω+

v , òî åñòü ðàâíîìîùíîå ñ ω
+
v ìíîæåñòâî, äëÿ
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êîòîðîãî çàäàíà áèåêöèÿ ν : ω̄+
v → ω+

v . Òîãäà ñóùåñòâóåò øàðíèðíûé ìåõàíèçì L ∈
R3, ñîäåðæàùèé ñðåäè ñåìåéñòâà øàðíèðîâ äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ

ω+
v è ω̄+

v ïî âñåì ω+ ∈ W+
n , òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé êîíôèãóðàöèè C ∈ CL âûïîëíÿåòñÿ

ñëåäóþùåå.

(1) Ïðè êàæäîì ω+ ∈ W+
n èìååì C

(
ω+
v

)
⊂ {z = 0}, òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷åíèå

Γω+ Γ îòîáðàæåíèÿ C íà ω+
v ÿâëÿåòñÿ ñåòüþ íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè

z = 0, è îïðåäåëåíà äëèíà ýòîé ñåòè `(Γω+). Ïîëîæèì c = minω+∈W+
n
`(Γω+).

(2) Äëÿ êàæäîãî ω+ ∈ W+
n îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ C íà ìíîæåñòâî {1, . . . , n} �

îäíî è òî æå îòîáðàæåíèå, îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç ϕ.

(3) Ïðè êàæäîì ω+ ∈ W+
n îòîáðàæåíèå Γω+ � ýëåìåíò ìíîæåñòâà ñåòåé

Fα(ω+, ϕ), ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà Ìåëçàêà, ñîîò-

âåòñòâóþùåãî ω+ è ãðàíèöå ϕ.

(4) Îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ C íà ω̄+
v ðàâíî

(
0, 0, `(ω+

v ) − c
)

+ Γω+ ◦ ν, ò.å. C
ïîäíèìàåò êîïèè øàðíèðîâ èç ìíîæåñòâà ω+

v íà âûñîòó `(Γω+)− c.

Áîëåå òîãî, äëÿ êàæäîãî ϕ′ : {1, . . . , n} → D ñóùåñòâóåò êîíôèãóðàöèÿ C ∈ CL
òàêàÿ, ÷òî ϕ = ϕ′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî îðèåíòèðîâàííûõ ñêîáî÷íûõ ñòðóêòóð

W+
n . Ãðàíè÷íîå ìíîæåñòâî êàæäîé èç íèõ � ìíîæåñòâî {1, . . . , n}. Ñîãëàñíî ïðåäëî-

æåíèþ 3.1, äëÿ êàæäîé èç ω+ ∈ W+
n ìîæíî ïîñòðîèòü øàðíèðíûé ìåõàíèçì, ñîäåð-

æàùèé â ñåìåéñòâå øàðíèðîâ ìíîæåñòâî {1, . . . , n}, è äëÿ ëþáîé èõ êîíôèãóðàöèè ϕ
â äèñêå D ñòðîÿùèé ñåìåéñòâî ñåòåé Fα(ω+, ϕ). Äàëåå, ê ïîëó÷èâøåìóñÿ ìíîæåñòâó

ñåòåé ïî âñåâîçìîæíûì ω+ ïðèìåíèì ïðåäëîæåíèå 3.3 è ïîëó÷èì, ÷òî â ïëîñêîñòè

z = 0 áóäóò ïîñòðîåíû òå èç íèõ, êîòîðûå èìåþò íàèìåíüøóþ äëèíó.
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