
Ìîñêîâñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà

Ìåõàíèêî-Ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò

Êàôåäðà äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è ïðèëîæåíèé

Äèïëîìíàÿ ðàáîòà

Ìèíèìàëüíûå äåðåâüÿ Øòåéíåðà â

ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê ðèìàíîâûõ

ìíîãîîáðàçèé

Âûïîëíèë: ñòóäåíò 6-ãî êóðñà

×èêèí Âëàäèìèð,

íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü:

ïðîôåññîð Òóæèëèí À.À.

Ìîñêâà, 2017 ã.



Ñîäåðæàíèå

Ñîäåðæàíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1. Ââåäåíèå. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2. Íåïðåðûâíîñòü ðàññòîÿíèÿ è íåïðåðûâíîñòü äëèí êðèâûõ â ñëó÷àå ïðî-

èçâîëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

3. Íåïðåðûâíîñòü ðàññòîÿíèÿ â ñëó÷àå ãëàäêîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ . 8

4. Ìèíèìàëüíûå ñåòè: îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëü-

òàòû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

5. Òèïû ìèíèìàëüíûõ äåðåâüåâ Øòåéíåðà â ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê

ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

6. Ìèíèìàëüíûå äåðåâüÿ Øòåéíåðà äëÿ ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ íà

ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26



� 1. Ââåäåíèå

Âïåðâûå çàäà÷à î ïîèñêå ìèíèìàëüíîé ñåòè áûëà ïîñòàâëåíà Ôåðìà äî 1640

ãîäà. À èìåííî, Ôåðìà èíòåðåñîâàë îòâåò íà ñëåäóþùèé âîïðîñ: êàê ðàñïîëî-

æèòü íà ïëîñêîñòè òî÷êó F òàê, ÷òîáû ñóììà ðàññòîÿíèé îò íåå äî òðåõ

ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê A,B è C áûëà íàèìåíüøåé? Îáùàÿ çàäà÷à î ïîèñ-

êå ñâÿçíîé êðàò÷àéøåé ñåòè, ñîåäèíÿþùåé äàííîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê

ïëîñêîñòè, áûëà ïîñòàâëåíà ßðíèêîì è Êåññëåðîì â 1934. Â äàëüíåéøåì ýòà

êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à ïîëó÷èëà íàçâàíèå ïðîáëåìà Øòåéíåðà. Äëÿ íåêîòîðûõ

ìíîæåñòâ ñïåöèàëüíîãî âèäà íà ïëîñêîñòè ìèíèìàëüíûå äåðåâüÿ Øòåéíåðà

èçâåñòíû. Ê ïðèìåðó, êàê áûëî ïîêàçàíî ßðíèêîì è Êåññëåðîì [1], êàæäàÿ

êðàò÷àéøàÿ ñåòü, ñîåäèíÿþùàÿ ìíîæåñòâî âåðøèí ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà,

ïðè n > 13 ñîñòîèò èç âñåõ ñòîðîí ýòîãî n-óãîëüíèêà, çà èñêëþ÷åíèåì ëþáîé

îäíîé. Êðîìå òîãî, ßðíèê è Êåññëåð ïîñòðîèëè î÷åâèäíûå êðàò÷àéøèå ñåòè

äëÿ ñëó÷àåâ n, ðàâíîãî 3, 4 è 5. Ëèøü â 1987 Äó è Õâàíã [2] çàâåðøèëè îïèñà-

íèå êðàò÷àéøèõ ñåòåé, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ,

äîêàçàâ, ÷òî äëÿ n > 6 îòâåò òàêîé æå, êàê è äëÿ n > 13. Ðóáèíøòåéíîì è

Òîìàñîì [3] áûë ïîëó÷åí ðåçóëüòàò, îïèñûâàþùèé êðàò÷àéøèå ñåòè äëÿ äàí-

íîãî íàáîðà òî÷åê íà îêðóæíîñòè, à èìåííî: åñëè M � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî

òî÷åê ïëîñêîñòè, ëåæàùèõ íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà r, è ïðè ýòîì íå áîëåå îäíîé

ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà M èìååò ñòðîãî áîëüøóþ ÷åì r äëèíó, òî ìèíèìàëü-

íîå äåðåâî Øòåéíåðà äëÿ ìíîæåñòâà M ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå âñåõ

ñòîðîí ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà, çà èñêëþ÷åíèåì ñàìîé äëèííîé.

Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî M òî÷åê ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ çèãçàãîì, åñëè ñóùå-

ñòâóåò ëîìàíàÿ L, ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ M , à çâåíüÿ êîòî-

ðîé �ïîâîðà÷èâàþò â ðàçíûå ñòîðîíû�. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ôèêñè-

ðîâàòü íåêîòîðóþ îðèåíòàöèþ ëîìàíîé L, è êàæäîé ïàðå ïîñëåäîâàòåëüíûõ

âåêòîðîâ-çâåíüåâ ëîìàíîé L ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå çíàê îðèåíòèðîâàííîãî

óãëà îò ïåðâîãî çâåíà êî âòîðîìó, òî ïîëó÷èòñÿ çíàêîïåðåìåííàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü. Äó, Õâàíã è Âåíã [4] ïîëó÷èëè ðåçóëüòàòû, îïèñûâàþùèå êðàò÷àé-

øèå ñåòè äëÿ çèãçàãîâ îïðåäåëåííîãî òèïà. Ïîä ðóêîâîäñòâîì Ðóáèíøòåéíà

âûïîëíåí öèêë ðàáîò [5, 6, 7], îïèñûâàþùèõ ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà êðàò÷àéøèõ

ñåòåé, çàòÿãèâàþùèõ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî M âåðøèí ñòàíäàðòíîé êâàäðàòíîé

ðåøåòêè. Ýòè ðàáîòû ðàçâèâàþò ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â [8] è [9], â ïåðâîé èç

êîòîðûõ áûëè èññëåäîâàíû êðàò÷àéøèå ñåòè, çàòÿãèâàþùèå òàê íàçûâàåìûå

ëåñòíèöû, ò.å. âñå âåðøèíû ñ êîîðäèíàòàìè (m,n), ãäå 1 6 m 6 M, n = 1, 2, à

âî âòîðîé � âûñêàçàíà ãèïîòåçà î òîì, êàê óñòðîåíû êðàò÷àéøèå ñåòè äëÿ ðå-

øåòêè, ñîñòàâëåííîé èç âñåõ âåðøèí âèäà (m,n), ãäå 1 6 m 6 2k è 1 6 n 6 2k.

Ýòà ãèïîòåçà áûëà äîêàçàíà â [6].

Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ïðîáëåìû Øòåéíåðà ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïèñàíèÿ

ìèíèìàëüíûõ ñåòåé íà çàìêíóòûõ äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Íà íèõ âîçíè-

êàåò íîâûé òèï ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûõ ñåòåé � çàìêíóòûå ñåòè, ò.å. ñåòè, âñå

âåðøèíû êîòîðûõ èìåþò ñòåïåíü òðè è îòñóòñòâóþò ãðàíè÷íûå òî÷êè. Äëÿ

çàìêíóòûõ ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûõ ñåòåé Èâàíîâûì è Òóæèëèíûì [10, 11] áûë

ïîëó÷åí ðÿä ðåçóëüòàòîâ. Â ðàáîòå Heppes [12] îíè áûëè êëàññèôèöèðîâàíû

íà ñòàíäàðòíîé äâóìåðíîé ñôåðå. Êëàññèôèêàöèÿ çàìêíóòûõ ëîêàëüíî ìèíè-

ìàëüíûõ ñåòåé íà ïëîñêèõ òîðàõ áûëà ïîëó÷åíà â ðàáîòå Èâàíîâà, Ïòèöèíîé



è Òóæèëèíà [13]. Òàêæå Ïòèöèíîé [14, 15] áûëà ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ íà

ïëîñêèõ áóòûëêàõ Êëåéíà è ðàâíîãðàííûõ òåòðàýäðàõ. Èâàíîâûì è Òóæèëè-

íûì [16, 11], à òàêæå Âäîâèíîé è Ñåëèâàíîâîé [17] áûëè ïðèâåäåíû ïðèìåðû

çàìêíóòûõ ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûõ ñåòåé íà ïîâåðõíîñòÿõ ïîñòîÿííîé îòðè-

öàòåëüíîé êðèâèçíû. Ïðèìåðû òàêèõ ñåòåé íà ïîâåðõíîñòÿõ ìíîãîãðàííèêîâ

ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ Ñòðåëêîâîé [18, 19], Èâàíîâà è Òóæèëèíà [20].

Â îòëè÷èå îò åâêëèäîâà ñëó÷àÿ, íà ãëàäêèõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ìèíè-

ìàëüíûå äåðåâüÿ Øòåéíåðà äëÿ êîíêðåòíûõ ãðàíèö ïðàêòè÷åñêè íå èçâåñòíû.

Íàøà öåëü � îïðåäåëèòü òèïû ìèíèìàëüíûõ äåðåâüåâ Øòåéíåðà, ñîåäèíÿþ-

ùèõ âåðøèíû äîñòàòî÷íî ìàëîé ïðîèçâîëüíîé ãðàíèöû íà ðèìàíîâîì ìíîãî-

îáðàçèè. Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åí ðåçóëüòàò, îïèñûâàþùèé áèíàðíûå òèïû

ìèíèìàëüíûõ äåðåâüåâ Øòåéíåðà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìàëûõ ãðàíèö íà ðèìà-

íîâîì ìíîãîîáðàçèè. Â äàëüíåéøåì ìû îïðåäåëèì ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê

íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè, è îïèøåì êîíêðåòíûå áèíàðíûå òèïû, ðåàëèçóþ-

ùèå ìèíèìàëüíûå äåðåâüÿ Øòåéíåðà äëÿ âåðøèí äîñòàòî÷íî ìàëîãî ïðàâèëü-

íîãî ìíîãîóãîëüíèêà íà ìíîãîîáðàçèè. Êàê ñëåäñòâèå, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íà

ëþáîì ïîëíîì äâóìåðíîì ãëàäêîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè äëÿ êàæäîãî n > 7

ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè X0 íà íåé òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþ-

áîãî ëåæàùåãî â íåé ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà ñ öåíòðîì â X0 ìèíèìàëüíûì

äåðåâîì Øòåéíåðà ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöà ýòîãî n-óãîëüíèêà áåç åãî íàèáîëüøåé

ñòîðîíû.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ èçìåíå-

íèÿ ìåòðèê. Â õîäå ðàáîòû áûëî çàìå÷åíî, ÷òî èç íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè

èçìåíåíèÿ äëèí êðèâûõ ïðè âàðèàöèè ìåòðèêè íå âûòåêàåò íåïðåðûâíîñòü ðàñ-

ñòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè â ñîîòâåòñòâóþùåé âíóòðåííåé ìåòðèêå; ïîñòðîåí ñî-

îòâåòñòâóþùèé ïðèìåð. Âîçíèê âîïðîñ: ÷òî íóæíî ïîòðåáîâàòü äëÿ îáåñïå÷å-

íèÿ íåïðåðûâíîñòè ðàññòîÿíèÿ? Â ðàáîòå ñôîðìóëèðîâàíî íåêîòîðîå óñëîâèå

(∗), ÿâëÿþùååñÿ äîñòàòî÷íûì. Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåïðåðûâíîå èçìåíå-

íèå ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà ìíîãîîáðàçèè è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ìíîãîîáðà-

çèå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, òî óñëîâèå (∗) âûïîëíåíî, â ñëåäñòâèå ÷åãî ðàññòîÿíèå

ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî. Çàòåì, ïîëüçóÿñü ýòèì

âûâîäîì, ìû äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü äëèíû ìèíèìàëüíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî

äåðåâà çàäàííîãî òèïà äëÿ çàäàííîé ãðàíèöû íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè ïðè

íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè ðèìàíîâîé ìåòðèêè. Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ êëþ÷å-

âûì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû.

� 2. Íåïðåðûâíîñòü ðàññòîÿíèÿ è íåïðåðûâíîñòü äëèí

êðèâûõ â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî X è ñåìåéñòâî ìåòðèê ρt íà íåì, t ∈ [0, 1]. Ïóñòü âñå

îíè îïðåäåëÿþò îäíó è òó æå òîïîëîãèþ, ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè è âíóòðåííèìè.

Ïóñòü ïðè êàæäîì t ∈ [0, 1] ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, ρt) ëèíåéíî ñâÿçíî,

è êàæäàÿ êðèâàÿ ñïðÿìëÿåìà èëè íå ñïðÿìëÿåìà ïî îòíîøåíèþ êî âñåì ρt
îäíîâðåìåííî. Ïóñòü òàêæå äëÿ ëþáîé êðèâîé γ, ñïðÿìëÿåìîé ïî îòíîøåíèþ

êî âñåì ρt, åå äëèíà lt(γ) ïî îòíîøåíèþ ê ìåòðèêå ρt íåïðåðûâíî çàâèñèò îò t.
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Óñëîâèå (∗): ïóñòü Fa,t � ìíîæåñòâî êðèâûõ γ òàêèõ, ÷òî lt(γ) 6 a. Òîãäà

äëÿ ëþáîãî a > 0, ëþáîãî t0 ∈ [0, 1] è ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî

äëÿ âñåõ t, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó |t− t0| < δ, âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

Fa,t ⊂ F(1+ε)a,t0 .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû ïåðå÷èñëåííûå âûøå óñëîâèÿ. Òîãäà äëÿ ëþ-

áûõ A, B ∈ X ôóíêöèÿ ρt(A,B) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A è B íå ñîâïàäàþò (ñëó÷àé A = B

òðèâèàëüíûé). Ðàññìàòðèâàåìûå ìåòðèêè âíóòðåííèå, ñëåäîâàòåëüíî ρt(A,B) =

infγ lt(γ), ãäå òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì êðèâûì γ, ñîåäèíÿþùèì

A è B. Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü ρt(A,B) â íåêîòîðîé òî÷êå t0 ∈ [0, 1]. Äëÿ

ôèêñèðîâàííîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè A è B êðèâàÿ γ′, óäîâëå-

òâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó |lt0(γ′)−ρt0(A,B)| < ε/2. Â ñâîþ î÷åðåäü, èç òîãî, ÷òî

äëèíà lt(γ
′) ýòîé êðèâîé íåïðåðûâíî çàâèñèò îò t, ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå δ > 0

òàêîãî, ÷òî äëÿ âñåõ t, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó |t − t0| < δ, âûïîëíåíî

|lt(γ′)− lt0(γ′)| < ε/2. Â ðåçóëüòàòå èìååì:

ρt(A,B) = inf
γ
lt(γ) 6 lt(γ

′)

÷òî îçíà÷àåò ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñâåðõó.

Ïóñòü ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó íåò, òî åñòü ñóùåñòâóåò ε > 0 è ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {tn} ∈ [0, 1], ñõîäÿùàÿñÿ ê t0, òàêèå, ÷òî ρtn(A,B) < ρt0(A,B) − ε.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êðèâûõ {γn}, n ∈ N, ñîåäèíÿþùèõ A è B, òà-

êèõ, ÷òî ltn(γn)−ρtn(A,B) < ε/2, à, ñëåäîâàòåëüíî, ltn(γn) < ρt0(A,B)−ε/2 = q.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî γn ∈ Fq,tn . Ñîãëàñíî óñëîâèþ (∗), äëÿ
ε1 = ε

4q íàéäåòñÿ δ1 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ t′, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåí-

ñòâó |t′ − t0| < δ1, âûïîëíåíî Fq,t′ ⊂ F(1+ε1)q,t0 = Fρt0 (A,B)−ε/4,t0 . Îñòàëîñü

çàìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî m òàêîå, ÷òî |tm − t0| < δ1, òî

åñòü γm ∈ Fq,tm ⊂ Fρt0 (A,B)−ε/4,t0 , îòêóäà âûòåêàåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

lt0(γm) 6 ρt0(A,B)− ε/4 � ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðåäåëåíèåì âíóòðåííåé ìåòðèêè:

ρt0(A,B) = infγ lt0(γ). Ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1. Óñëîâèå (∗) íå âûòåêàåò èç îñòàëüíûõ óñëîâèé. Áîëåå òîãî,
åñëè âñå óñëîâèÿ, êðîìå óñëîâèÿ (∗) âûïîëíåíû, òî ðàññòîÿíèå ìîæåò áûòü

ðàçðûâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì ïðèìåð ìíîæåñòâà X è ñåìåéñòâà ìåòðèê ρt
íà íåì, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ, êðîìå (∗). Ðàññìîòðèì äâóìåð-

íóþ ñôåðó è äâå äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè A è B íà íåé. Âûäåëèì

íà íåé ñ÷åòíîå êîëè÷åñòâî ïîëîâèí áîëüøèõ îêðóæíîñòåé � äóã, ñîåäèíÿþùèõ

A è B, è îáîçíà÷èì èõ γk, k ∈ N. Ïóñòü X =
∞
∪
k=1

γk, à äëèíà íåïðåðûâíîé

êðèâîé γ′, îñóùåñòâëÿþùåé ãîìåîìîðôèçì ñ îáðàçîì, ëåæàùåé öåëèêîì íà

íåêîòîðîé äóãå γk, â ìåòðèêå ρt ðàâíà lt(γ
′) =

(
2 + cos(tk)

)
α
π , ãäå α � âåëè÷èíà

óãëà, ïîä êîòîðûì âèäíà γ′ èç öåíòðà ñôåðû (ÿñíî, ÷òî lt(γk) = 2 + cos(tk))

(ðèñ. 1).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè êàæäîì t0 ∈ [0, 1] ìû ïîëó÷àåì êîíå÷íóþ âíóòðåííþþ

ìåòðèêó íà X: ρt(C,D) = infγ lt(γ), ãäå òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì

êðèâûì γ, ñîåäèíÿþùèì C è D, ëåæàùèì â X (çàìåòèì, ÷òî â ýòîé ìåòðèêå



äëèíû êðèâûõ â òî÷íîñòè òàêèå, êàêèìè ìû èõ îïðåäåëèëè èçíà÷àëüíî). Ïðè

ýòîì, äëèíû êðèâûõ íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò t.

Ðèñ. 1. Ïðèìåð: íåâûïîëíåíèå óñëîâèÿ (∗) ïðè íàëè÷èè îñòàëüíûõ óñëîâèé.

Ðàññìîòðèì a = 2, ε = 1/4, t0 = 0. Òîãäà â ëþáîé δ-îêðåñòíîñòè t0 íàéäåòñÿ

tδ = π/m (ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì m ∈ N) òàêîå, ÷òî â ìåòðèêå ρtδ äëèíà

êðèâîé γm ðàâíà ltδ(γm) = 2 + cos(tδm) = 1 6 2 = a, â òî âðåìÿ êàê â ìåòðèêå

ρt0 åå äëèíà ðàâíà lt0(γm) = 2 + cos(t0m) = 3 > 5/2 = (1 + ε)a. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî γm ∈ Fa,tδ , íî γm 6∈ F(1+ε)a,t0 , òî åñòü ñóùåñòâóþò ñêîëü óãîäíî áëèçêèå ê

t0 ÷èñëà tδ òàêèå, ÷òî Fa,tδ 6⊂ F(1+ε)a,t0 � óñëîâèå (∗) íå âûïîëíåíî.
Ïîêàæåì, ÷òî ðàññòîÿíèå ρt(A,B) ìåæäó òî÷êàìè A è B ðàçðûâíî ïî t â

íóëå. Äåéñòâèòåëüíî, ρ0(A,B) = 3, òàê êàê l0(γk) = 3 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî

k, íî äëÿ êàæäîãî t ∈ (0, 1] íàéäåòñÿ k ∈ N òàêîå, ÷òî cos(tk) < 0, à çíà÷èò

ρt(A,B) 6 lt(γk) = 2 + cos(tk) < 2.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî X è ñåìåéñòâî ìåòðèê ρt íà íåì òàêîå, ÷òî

ðàññòîÿíèå ρt(A,B) ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè A è B íåïðåðûâíî çàâè-

ñèò îò ïàðàìåòðà t ∈ [0, 1]. Ïðîàíàëèçèðóåì íåîáõîäèìîñòü îãðàíè÷åíèé íà

ìåòðèêè.

Çàìå÷àíèå 2. 1) Ïðè ðàçíûõ t ìåòðèêè ρt ìîãóò îïðåäåëÿòü ðàçëè÷íûå

òîïîëîãèè.

2) Äàííîå îòîáðàæåíèå γ : [a, b]→ X ìîæåò áûòü íåïðåðûâíûì ïðè îäíèõ t

è ðàçðûâíûì ïðè äðóãèõ.

3) Ìåòðèêà ρt ìîæåò áûòü âíóòðåííåé ïðè îäíèõ t è íå áûòü ïðè äðóãèõ.

4) Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, ρt) ìîæåò áûòü ëèíåéíî ñâÿçíûì ïðè îäíèõ

t è íå áûòü òàêîâûì ïðè äðóãèõ.

Ïðèìåð. Ïóñòü X � ïëîñêîñòü, ρ0 � åâêëèäîâà ìåòðèêà íà íåé, ρ1(A,B) = 1

äëÿ ëþáûõ íåðàâíûõ A,B ∈ X, à ρt = tρ1 + (1 − t)ρ0. ßñíî, ÷òî ρt � ìåò-

ðèêà, è ρt(A,B) ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè A è B íåïðåðûâíî çàâèñèò

îò ïàðàìåòðà t. Îäíàêî, ìåòðè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ, ïîðîæäåííàÿ ρ1, äèñêðåòíà,
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à ïîðîæäåííàÿ ρ0 � íåò. Ôóíêöèÿ γ : [a, b] → X, íåïðåðûâíî (îòíîñèòåëüíî

ìåòðèêè ρ0) îòîáðàæàþùàÿ îòðåçîê [a, b] â íåêîòîðûé îòðåçîê ïëîñêîñòè, íå

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρ1: â ýòîé ìåòðèêå îäíîòî÷å÷íîå

ìíîæåñòâî îòêðûòî, íî åãî ïðîîáðàç îòêðûòûì íå ÿâëÿåòñÿ. ßñíî, ÷òî ìåò-

ðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, ρ0) � ëèíåéíî ñâÿçíîå ñî âíóòðåííåé ìåòðèêîé. Íî

ìåòðèêà ρ1 íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé, à ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, ρ1) � ëè-

íåéíî ñâÿçíûì, òàê êàê îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρ1 íå ñóùåñòâóåò êðèâûõ â X,

ñîåäèíÿþùèõ ðàçëè÷íûå òî÷êè.

Ïóñòü (X, ||·||t) � êîíå÷íîìåðíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ïðè ëþáîì t ∈
[0, 1], à íîðìà ||x||t ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ X íåïðåðûâíî çàâèñèò îò t. Ðàññòîÿíèå

ìåæäó ýëåìåíòàìè îïðåäåëÿåòñÿ êàê íîðìà èõ ðàçíîñòè: ρt(A,B) = ||A−B||t.
ßñíî, ÷òî âñå ìåòðèêè ρt çàäàþò îäíó òîïîëîãèþ. Â ýòîì ñëó÷àå äëèíû êðèâûõ

íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò t.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü γ : [a, b] → X � êðèâàÿ. Òîãäà åå äëèíà êîíå÷íà èëè

áåñêîíå÷íà îäíîâðåìåííî ïî îòíîøåíèþ êî âñåì ìåòðèêàì ñåìåéñòâà. Áîëåå

òîãî, åñëè äëèíà lt(γ) êðèâîé γ îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρt êîíå÷íà, òî ýòà

äëèíà íåïðåðûâíî çàâèñèò îò t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì åäèíè÷íóþ ñôåðó S0 â ìåòðèêå ρt0 . Îíà

êîìïàêòíà, òàê êàê ïðîñòðàíñòâî X � êîíå÷íîìåðíîå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ,

îïðåäåëåííóþ íà
(
X \ 0

)
× [0, 1]:

f(x, t) =
||x||t
||x||t0

.

Îíà íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå S0 × [0, 1], à, çíà÷èò, ïðèíèìàåò íà íåì íàèìåíü-

øåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ. Ïóñòü m = min
{
f(x, t) | x ∈ S0, t ∈ [0, 1]

}
è

M = max
{
f(x, t) | x ∈ S0, t ∈ [0, 1]

}
. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ x ∈ S0 è t ∈ [0, 1] âû-

ïîëíåíî íåðàâåíñòâî m||x||t0 6 ||x||t 6 M ||x||t0 . Ïîëîæèòåëüíàÿ îäíîðîäíîñòü

ðàñïðîñòðàíÿåò ýòî íåðàâåíñòâî íà âñå ïðîñòðàíñòâî. Òàê êàê äëèíà êðèâîé γ

åñòü òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü äëèí âïèñàííûõ â íåå ëîìàíûõ, à äëèíà ëîìàíîé

åñòü ñóììà ðàññòîÿíèé, òî äëÿ äëèíû êðèâîé γ âûïîëíåíî ñîîòâåòñòâóþùåå

íåðàâåíñòâî: mlt0(γ) 6 lt(γ) 6 M lt0(γ). Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî äëèíà êðè-

âîé γ êîíå÷íà èëè áåñêîíå÷íà îäíîâðåìåííî ïî îòíîøåíèþ êî âñåì ìåòðèêàì

ñåìåéñòâà.

Èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x, t) íà êîìïàêòå S0 × [0, 1] ñëå-

äóåò, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 , äëÿ êîòîðîãî ïðè âñåõ

t, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó |t − t0| < δ, âûïîëíåíî |f(x, t) − f(x, t0)| 6 ε

äëÿ ëþáûõ x ∈ S0. Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî f(x, t0) = 1, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

|f(x, t)− 1| 6 ε, òî åñòü

(1− ε)||x||t0 6 ||x||t 6 (1 + ε)||x||t0 .

Èç ïîëîæèòåëüíîé îäíîðîäíîñòè ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ε > 0 äàííîå

íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî ïðè x ∈ X è |t − t0| < δ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äëèíû

êðèâîé γ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (1−ε)lt0(γ) 6 lt(γ) 6 (1+ε)lt0(γ), èëè
∣∣lt0(γ)−

lt(γ)
∣∣6 εlt0(γ), èç êîòîðîãî âûòåêàåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè lt(γ) â ñëó÷àå åå

êîíå÷íîñòè.



� 3. Íåïðåðûâíîñòü ðàññòîÿíèÿ â

ñëó÷àå ãëàäêîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ

Ïóñòü äàíî n-ìåðíîå ñâÿçíîå ãëàäêîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèåMn ñ ìåòðèêîé

ds2
t , íåïðåðûâíî çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà t ∈ [0, 1]. Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ds2

t �

ðèìàíîâà ìåòðèêà ïðè êàæäîì t ∈ [0, 1], è â êàæäîé òî÷êå x ∈Mn êîìïîíåíòû

ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gtij(x) â êàæäûõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ íåïðåðûâíî çà-

âèñÿò îò t. Äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê A,B ∈Mn ðàññòîÿíèå ρt(A,B) ìåæäó íèìè

â ìåòðèêå ds2
t îïðåäåëÿåòñÿ êàê òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü äëèí lt(γ), ïîñ÷èòàííûõ

îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ds2
t , êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ γ, ñîåäèíÿþùèõ A è B.

Çàìåòèì, ÷òî âñå ìåòðèêè ρt îïðåäåëÿþò îäíó è òó æå òîïîëîãèþ, ÿâëÿþòñÿ

êîíå÷íûìè è âíóòðåííèìè.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü γ : [a, b] → Mn � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ. Òîãäà

lt(γ) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ïàðàìåòðà t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå êðèâîé γ íà ïîñëåäîâàòåëüíûå

êðèâûå γi, îáðàçû êîòîðûõ ëåæàò â íåêîòîðûõ êàðòàõ. Ïóñòü êðèâàÿ γk ëåæèò

â êàðòå ñ êîîðäèíàòàìè (u1, . . . , un). Äëèíà êðèâîé γk(s) =
(
u1(s), . . . , un(s)

)
â

ìåòðèêå ds2
t ðàâíà

lt(γk) =

b∫
a

√√√√ n∑
i,j=1

gti,j
(
u1(s), . . . , un(s)

)
u̇i(s)u̇j(s) ds.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé gti,j , ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå, à, ñëåäîâà-

òåëüíî, è çíà÷åíèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, íåïðåðûâíî çàâèñèò îò t. Òàêèì

îáðàçîì, äëèíà lt(γk) êðèâîé γk íåïðåðûâíî çàâèñèò îò t. Íåïðåðûâíîñòü äëè-

íû lt(γ) êðèâîé γ âûòåêàåò èç àääèòèâíîñòè ôóíêöèîíàëà äëèíû.

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè Mn � êîìïàêòíî, òî óñëîâèå (∗) âûïîëíåíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ||ξ||t � íîðìà âåêòîðà ξ, ïðèíàäëåæàùåãî êàñà-

òåëüíîìó ðàññëîåíèþ TM ê ìíîãîîáðàçèþ Mn, îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ds2
t . Â

ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (u1, . . . , un), îïðåäåëåííûõ â íåêîòîðîé êàðòå, ýòà íîð-

ìà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

||ξ||t =

√√√√ n∑
i,j=1

gti,j(u
1, . . . , un)ξiξj ,

ãäå x = (u1, . . . , un) � òî÷êà ïðèëîæåíèÿ âåêòîðà ξ = (ξ1, . . . , ξn), à, çíà÷èò, îíà

íåïðåðûâíî çàâèñèò îò x, ξ è t (òàê êàê gti,j íåïðåðûâíû ïî t). Çàôèêñèðóåì t0
è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà

(
TM \ T0

)
× [0, 1], ãäå T0 � íóëåâîå

ñå÷åíèå TM :

f(ξ, t) =
||ξ||t0
||ξ||t

.

Îíà íåïðåðûâíà, à, çíà÷èò, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå SM × [0, 1],

ãäå SM � ñôåðèçàöèÿ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ â ìåòðèêå ds2
t0 . Òàêèì îáðàçîì,

äëÿ ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ t, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó
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|t− t0| < δ, âûïîëíåíî |f(ξ, t)− f(ξ, t0)| < ε ïðè ëþáûõ ξ ∈ SM . Ó÷èòûâàÿ òî,

÷òî f(ξ, t0) = 1, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå |f(ξ, t)− 1| < ε, òî åñòü

1− ε < ||ξ||t0
||ξ||t

< 1 + ε.

Äàëåå, èç òîãî, ÷òî f(λξ, t) = f(ξ, t) ïðè λ 6= 0, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ε > 0 íàéäåòñÿ

δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ t, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó |t−t0| < δ, âûïîëíåíî

1− ε < ||ξ||t0
||ξ||t

< 1 + ε

ïðè ξ ∈ TM \ T0.

Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì t òàêîì, ÷òî |t−t0| < δ, êðèâàÿ γ(s) : [0, 1]→Mn ëåæèò

â Fa,t, òî åñòü

lt(γ) =

1∫
0

||γ̇(s)||tds 6 a.

Ðàññìîòðèì åå äëèíó â ìåòðèêå ds2
t0 :

lt0(γ) =

1∫
0

||γ̇(s)||t0ds 6
1∫

0

(1 + ε)||γ̇(s)||tds 6 (1 + ε)a,

òàê êàê íîðìû ||γ̇(s)||t0 è ||γ̇(s)||t ðàâíû èëè íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî, è,

ñëåäîâàòåëüíî, ||γ̇(s)||t0 6 (1 + ε)||γ̇(s)||t ïðè ëþáîì s ∈ [0, 1]. Ýòî â òî÷íîñòè

îçíà÷àåò, ÷òî γ ∈ F(1+ε)a,t0 . Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 1. ÏóñòüMn � êîìïàêòíî, A,B ∈Mn. Òîãäà ðàññòîÿíèå ρt(A,B)

íåïðåðûâíî çàâèñèò îò t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1 áûëè íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðå-

íû.

Ñëåäñòâèå 1 ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíî íà ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ áîëåå

îáùåãî âèäà, åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû êàæäûé çàìêíóòûé øàð áûë êîìïàêò-

íûì (òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàþòñÿ îãðàíè÷åííî êîìïàêòíûìè). Îòìåòèì,

÷òî îãðàíè÷åííàÿ êîìïàêòíîñòü ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ

åãî ïîëíîòû. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðåðûâíîñòè ðàññòîÿíèÿ â ýòîì ñëó÷àå

ïðîñòà � ìû ðàññìîòðèì äîñòàòî÷íî áîëüøîé êîìïàêòíûé øàð, ñîäåðæàùèé

òî÷êè A è B, è ñâåäåì ê ñëó÷àþ êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Äëÿ ýòîãî íàì ïî-

íàäîáèòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ìàëîì èçìåíåíèè ìåòðèêè ðàññìàòðèâàåìûé øàð

îñòàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì. Ïðîäåëàåì ýòî àêêóðàòíî ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ

(∗).

Òåîðåìà 3. Åñëè (Mn, ρt) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ïðè ëþáîì

t ∈ [0, 1], òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê A,B ∈ Mn ðàññòîÿíèå ρt(A,B) íåïðåðûâíî

çàâèñèò îò t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü ρt(A,B) â íåêîòîðîé òî÷êå t0 ∈
[0, 1]. Â ñèëó ñâÿçíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ, ñóùåñòâóåò êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ



γ1 : [0, 1]→Mn òàêàÿ, ÷òî γ1(0) = A, γ1(1) = B. Ôóíêöèÿ lt(γ1) íåïðåðûâíà ïî

ïåðåìåííîé t íà îòðåçêå [0, 1], â ñëåäñòâèå ÷åãî âåëè÷èíà m = maxt∈[0,1] lt(γ1)

êîíå÷íà. Ðàññìîòðèì çàìêíóòûé øàð K = {x ∈ Mn | ρt0(A, x) 6 m + 1}, êî-
òîðûé ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì, òàê êàê Mn � ïîëíîå. Çàìåòèì, ÷òî îáðàç êðèâîé

γ1 ïîëíîñòüþ ëåæèò â K. Ïóñòü γ � êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ A è B, îáðàç êîòî-

ðîé íå ëåæèò ïîëíîñòüþ â K. Ðàññìîòðèì òî÷êó D, ïðèíàäëåæàùóþ îáðàçó

êðèâîé γ, íî íå ëåæàùóþ â K: lt0(γ) > ρt0(A,D) > m + 1. Òàêèì îáðàçîì,

òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü äëèí âñåõ êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ A è B, â ìåòðèêå ds2
t0

ñîâïàäàåò ñ òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ äëèí êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ A è B, îáðàçû

êîòîðûõ ëåæàò â K, â ýòîé ìåòðèêå, òàê êàê íå ïðåâîñõîäèò m.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî êðèâûõ L, îáðàçû êîòîðûõ ëåæàò â K, îäèí êîíåö

êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ A, à äðóãîé ëåæèò íà ãðàíèöå ∂K. Åñëè γ ∈ L, è P � åå

êîíåö, ëåæàùèé íà ∂K, òî lt0(γ) > ρt0(A,P ) = m+1. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò

δ > 0 òàêîå, ÷òî ïðè |t− t0| < δ âûïîëíåíî lt(γ) > m äëÿ ëþáîé êðèâîé γ ∈ L.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, òî åñòü ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn},
ñõîäÿùàÿñÿ ê t0 ïðè n → ∞, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êðèâûõ γn èç L òàêèå, ÷òî

ltn(γn) 6 m, òî åñòü γn ∈ Fm,tn . Ïðè ýòîì γn 6∈ Fm+1/2,t0 , òàê êàê lt0(γn) > m+1,

èç ÷åãî âûòåêàåò, ÷òî Fm,tn 6⊂ Fm+1/2,t0 . Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî óñëîâèå (∗) íå
âûïîëíåíî � ïðîòèâîðå÷èå êîìïàêòíîñòè K.

Ðàññìîòðèì êðèâóþ γ : [a, b] → Mn, γ(a) = A, γ(b) = B, îáðàç êîòîðîé

íå ëåæèò â K. Ïóñòü s0 = inf
{
s|s ∈ [a, b], γ(s) 6∈ K

}
. Îãðàíè÷åíèå êðèâîé

γ íà îòðåçîê [a, s0] � ýòî êðèâàÿ èç L, à, ñëåäîâàòåëüíî, lt
(
γ
∣∣
[a,s0]

)
> m ïðè

|t − t0| < δ. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî lt(γ) > lt
(
γ
∣∣
[a,s0]

)
> m ïðè |t − t0| < δ.

Òàêèì îáðàçîì, òàê êàê òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü äëèí âñåõ êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ

A è B, â ìåòðèêå ds2
t íå ïðåâîñõîäèò m, òî îíà ñîâïàäàåò ñ òî÷íîé íèæíåé

ãðàíüþ äëèí êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ A è B, îáðàçû êîòîðûõ ëåæàò âK, â òîé æå

ìåòðèêå ds2
t ïðè |t−t0| < δ. Îïðåäåëèì ρKt (A,B) = inf lt(γ), ãäå òî÷íàÿ íèæíÿÿ

ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì êóñî÷íî-ãëàäêèì êðèâûì γ, ñîåäèíÿþùèì A è B, îáðàçû

êîòîðûõ ëåæàò â K. Èç äîêàçàííîãî ðàíåå ñëåäóåò, ÷òî ρKt (A,B) íåïðåðûâíî

ïî t, òàê êàê K � êîìïàêò. Ïðè ýòîì ìû ïîêàçàëè, ÷òî ρKt (A,B) = ρt(A,B)

ïðè |t− t0| < δ, à, çíà÷èò, ρt(A,B) íåïðåðûâíî â òî÷êå t0.

� 4. Ìèíèìàëüíûå ñåòè: îñíîâíûå

îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Ãðàíèöåé ãðàôà áóäåì íàçûâàòü íåêîòîðîå âûäåëåííîå ìíîæåñòâî åãî âåð-

øèí. Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå ãðàôû ñâÿçíûå

è èìåþò ãðàíèöû, èíîãäà ïóñòûå. Áèíàðíûì äåðåâîì áóäåì íàçûâàòü äåðåâî ñ

ãðàíèöåé, âåðøèíû êîòîðîãî èìåþò ñòåïåíè 1 è 3, à ãðàíèöà ñîâïàäàåò ñ ìíî-

æåñòâîì âåðøèí ñòåïåíè 1. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âñåâîçìîæíûå áèíàðíûå äå-

ðåâüÿ Gi = (Z,Ei) ñ îäíèì è òåì æå ìíîæåñòâîì âåðøèí Z = {1, 2, . . . , 2n− 2},
M = {1, 2, . . . , n} ⊂ Z � ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ âåðøèí (ñòåïåíè 1) êàæäî-

ãî èç ðàññìàòðèâàåìûõ äåðåâüåâ. Ïóñòü (X, ρt) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

ïðè êàæäîì t ∈ [0, 1], ϕ : M → X � ôèêñèðîâàííîå ãðàíè÷íîå îòîáðàæåíèå,

à {v1, . . . , vn} ⊂ X, vi = ϕ(i), i = 1, . . . , n, � åãî îáðàç. Ñåòüþ Γ òèïà Gi ñ

ãðàíèöåé ϕ áóäåì íàçûâàòü ïàðó (Gi, f : Z → X) òàêóþ, ÷òî f |M = ϕ (òèï
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� ýòî áèíàðíîå äåðåâî ñ äàííûì ìíîæåñòâîì âåðøèí). Äëÿ ñåòè Γ ïîëàãàåì

si = f(n + i), i = 1, ..., n − 2, � ïîëîæåíèÿ åå âíóòðåííèõ âåðøèí. Çàìåòèì,

÷òî ìíîæåñòâî òèïîâ êîíå÷íî � îáîçíà÷èì èõ G1, G2, . . . , Gm. Áóäåì íàçû-

âàòü ñåòü Γ = (Gi, f) ðåàëèçàöèåé áèíàðíîãî äåðåâà Gi. Îïðåäåëèì äëèíó

ρt(Γ) ñåòè Γ = (Gi, f) â ìåòðèêå ρt: ρt(Γ) =
∑
vw∈E ρt

(
f(v), f(w)

)
� ñóììà

ðàññòîÿíèé ìåæäó îáðàçàìè ñìåæíûõ âåðøèí. Çàìåòèì, ÷òî äëèíà ρt(Γ) ñå-

òè Γ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò îáðàçîâ âåðøèí, ïàðàìåòðà t ∈ [0, 1], è òèïà Gi:

ρt(Γ) = l(t, v1, . . . , vn, s1, . . . , sn−2, Gi) (äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ, ìû îòîæäå-

ñòâèì âåðøèíû ãðàôà G è èõ îáðàçû ïðè ðåàëèçàöèè). Ïåðåïèøåì âåëè÷è-

íó l(t, v1, . . . , vn, s1, . . . , sn−2, G) â âèäå l(t, V, S,G), ãäå S = (s1, . . . , sn−2), V =

(v1, . . . , vn). Ïóñòü lmin
t (V,G) = infS∈Xn−2 l(t, V, S,G) � òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü

äëèí òàêèõ ñåòåé îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρt. Òàì, ãäå ãðàíè÷íûå âåðøèíû áó-

äåì ñ÷èòàòü ôèêñèðîâàííûìè, âåëè÷èíó lmin
t (V,G) áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå

lmin
t (G).

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü X è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, Y � êîì-

ïàêòíî, à f : X × Y → R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ôóíêöèè g(x) =

infy∈Y f(x, y) è h(x) = supy∈Y f(x, y) � íåïðåðûâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ g(x) ðàçðûâíà â òî÷êå x∗. Ðàññìîòðèì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xi ∈ X, i ∈ N, xi → x∗ ïðè i → ∞, òàêóþ, ÷òî äëÿ íåêî-

òîðîãî ε > 0 âûïîëíåíî |g(xi) − g(x∗)| > ε äëÿ ëþáîãî i ∈ N. Äàëåå, â ñèëó

êîìïàêòíîñòè Y , ðàññìîòðèì òî÷êó y∗ ∈ Y è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yi ∈ Y, i ∈ N,
òàêèå, ÷òî g(x∗) = f(x∗, y∗) è g(xi) = f(xi, yi), è â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yi, i ∈ N,
âûäåëèì ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå y′ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (áåç îãðà-

íè÷åíèÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî yi → y′ ïðè i → ∞). Òàêèì îáðà-

çîì, |f(x∗, y′) − f(x∗, y∗)| > ε, à â ñèëó òîãî, ÷òî g(x∗) = f(x∗, y∗), èìååì

f(x∗, y′) > f(x∗, y∗) + ε, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè i > I1 äëÿ íåêîòîðîãî I1 ∈ N
âûïîëíåíî f(xi, yi) > f(x∗, y∗) + ε/2. Ïðè ýòîì, ïðè i > I2 äëÿ íåêîòîðîãî

I2 ∈ N âûïîëíåíî f(xi, y
∗) < f(x∗, y∗) + ε/2. Â èòîãå, ïðè i > max(I1, I2) âû-

ïîëíÿåòñÿ f(xi, y
∗) < f(xi, yi), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó yi. Òàêèì îáðàçîì,

g(x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü h(x).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ρt � íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî ìåòðèê íà X (äëÿ ëþáûõ

x, y ∈ X ôóíêöèÿ ρt(x, y) íåïðåðûâíà ïî t ∈ [0, 1]). Ïóñòü ïðè âñåõ t ïðî-

ñòðàíñòâî (X, ρt) îãðàíè÷åííî êîìïàêòíî. Òîãäà äëèíà êàæäîé ìèíèìàëüíîé

ïàðàìåòðè÷åñêîé ñåòè lmin
t (V,G) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî l(t, V, S,G) íåïðåðûâíà ïî ïå-

ðåìåííûì V, S è ïî ïåðåìåíîé t. Ïðè ýòîì lmin
t (V,G) = infS∈Xn−2 l(t, V, S,G),

è äàííàÿ òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî X � îãðàíè÷åííî

êîìïàêòíî ïðè âñåõ t ∈ [0, 1]. Èñêîìûé ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 3.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãëàäêîå ñâÿçíîå ïîëíîå ðèìàíîâî ìíî-

ãîîáðàçèå Mk ðàçìåðíîñòè k. Ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå íåïðåðûâíîå

ïî t ñåìåéñòâî ds2
t ðèìàíîâûõ ìåòðèê íà Mk, t ∈ [0, 1], òàêîå, ÷òî ïðè ëþáîì t

ðàññìàòðèâàåìîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. ×åðåç ρt(A,B)

áóäåì îáîçíà÷àòü ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A,B ∈ Mk îòíîñèòåëüíî ìåòðè-

êè ds2
t . Èç ïðåäûäóùèõ ðåçóëüòàòîâ (óòâåðæäåíèÿ 1 è òåîðåìû 3) ñëåäóåò,



÷òî äëèíà lt(γ) ëþáîé êóñî÷íî-ãëàäêîé ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé γ è ðàññòîÿíèå

ρt(A,B) çàâèñÿò îò t íåïðåðûâíî. Òàêèì îáðàçîì, èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû

âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 2. Âåëè÷èíà lmin
t (V,G) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò t â ñëó÷àå ïîë-

íîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ.

Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü lc(t, S,G) � äëèíà ðåàëèçàöèè ãðàôà G îòíîñè-

òåëüíî ìåòðèêè c2 ·ds2
t , c > 0. Îáîçíà÷èì lmin

c,t (G) = infS∈Mn−2
k

lc(t, S,G). Òîãäà

lmin
c,t (G) = c · lmin

t (G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè γ(t) : [a, b]→Mk � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ, à lc,t(γ)

� åå äëèíà îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè c2 · ds2
t , òî

lc,t(γ) =

b∫
a

c|γ̇(t)|ds2t dt = c · lt(γ).

Ïðè ýòîì, ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè � ýòî òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü äëèí êóñî÷íî-ãëàäêèõ

êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ ýòè òî÷êè, à äëèíà ðåàëèçàöèè ãðàôà � ýòî ñóììà ðàñ-

ñòîÿíèé ìåæäó îïðåäåëåííûìè âåðøèíàìè, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî lc(t, S,G) =

c · l(t, S,G). Òàêèì îáðàçîì,

lmin
c,t (G) = inf

S∈Mn−2
k

lc(t, S,G) = inf
S∈Mn−2

k

c · l(t, S,G) = c · lmin
t (G),

Èç ÷åãî ñëåäóåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî lmin
c,t (G) = c · lmin

t (G).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç dt(D) äèàìåòð ïîäìíîæåñòâà D ⊂ Mk îòíîñèòåëüíî ìåò-

ðèêè ds2
t .

Óòâåðæäåíèå 5. Åñëè D � êîìïàêò, òî âåëè÷èíà dt(D) íåïðåðûâíî çà-

âèñèò îò t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ dt(D) = supx,y∈D{ρt(x, y)}. Ïðè ýòîì,

ρt(x, y) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ñâîèõ ïåðåìåííûõ. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè

D òðåáóåìîå âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ 3.

Òàêèì îáðàçîì, êîððåêòíî îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíà dmax(D) = maxt∈[0,1] dt(D),

êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ìàêñèìàëüíûì äèàìåòðîì êîìïàêòà D.

Óòâåðæäåíèå 6. Ïóñòü D ⊂ Mk, D � êîìïàêò. Òîãäà äëÿ ôèêñèðîâàí-

íûõ t, t0 ∈ [0, 1] ñóùåñòâóåò C > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê x, y ∈ D

âûïîëíåíî ρt(x, y) < Cρt0(x, y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî ìåòðèêè ρt0 è ρt çàäàþò îäíó è òó æå òî-

ïîëîãèþ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

f : (D, ρt0) → (D, ρt), ïåðåâîäÿùåå âñå òî÷êè â ñåáÿ, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðîîáðàç îòêðûòîãî îòíîñèòåëüíî ρt ìíîæåñòâà U îòêðûò îò-

íîñèòåëüíî ρt0 , òàê êàê ñîâïàäàåò ñ U . Ïîñêîëüêó D � êîìïàêò, òî îòîáðàæå-

íèå f ÿâëÿåòñÿ C−ëèïøèöåâûì äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C, òî åñòü ρt(x, y) <

Cρt0(x, y) äëÿ ëþáûõ òî÷åê x, y ∈ D.
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Óòâåðæäåíèå 7. Ïóñòü D ⊂Mk, D � êîìïàêò, X ∈ D. Òîãäà äëÿ çàäàí-
íîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò êîìïàêò D0, ñîäåðæàùèé òî÷êó X è ëåæàùèé â D,

òàêîé, ÷òî dmax(D0) < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì t0 ∈ [0, 1]. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíè-

åì 6 äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ [0, 1] íàéäåòñÿ C > 0 òàêîå, ÷òî ρt(x, y) < Cρt0(x, y) äëÿ

ëþáûõ òî÷åê x, y ∈ D. Ïóñòü Br � êîìïàêòíûé øàð ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷-

êåX îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρt0 , ëåæàùèé âD. Çàìåòèì, ÷òî dt(Br) 6 Cdt0(Br),

ñëåäîâàòåëüíî, âûáðàâ r òàêèì, ÷òîáû dt0(Br) <
ε

2C , ïîëó÷èì, ÷òî dt(Br) < ε.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî t′ ∈ [0, 1] ñóùåñòâóåò êîìïàêò Dt′ , ñîäåðæàùèé

òî÷êó X è ëåæàùèé â D, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî dt′(Dt′) < ε. Ñëåäîâàòåëüíî,

â ñèëó íåïðåðûâíîñòè dt(Dt′) ïî ïåðåìåííîé t, ó êàæäîãî t
′ ñóùåñòâóåò îêðåñò-

íîñòü U(t′) ⊂ [0, 1] òàêàÿ, ÷òî ïðè t ∈ U(t′) âûïîëíåíî dt(Dt′) < ε. Â ñèëó

êîìïàêòíîñòè îòðåçêà [0, 1] âûäåëèì åãî êîíå÷íîå ïîêðûòèå ýòèìè îêðåñòíî-

ñòÿìè U1, . . . , Ul. Ïåðåñå÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì îêðåñòíîñòÿì êîìïàêòîâ

D1, . . . , Dl ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì, ñîäåðæàùèì òî÷êó X. Íàçîâåì åãî D0. Êàæ-

äîå t ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Ui èç êîíå÷íîãî ïîêðûòèÿ îòðåçêà,

à, çíà÷èò, dt(D0) 6 dt(Di) < ε. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, 1] äèàìåòð

dt(D0) < ε, èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî dmax(D0) < ε.

� 5. Òèïû ìèíèìàëüíûõ äåðåâüåâ Øòåéíåðà â

ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé

Ïóñòü O ∈ Mk è x
1, . . . , xk � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â íåêîòîðîé îêðåñòíî-

ñòèW òî÷êè O, òàêèå, ÷òî O = (0, . . . , 0), è â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ìíîæåñòâîW �

çâåçäíî, ò.å. äëÿ ëþáîé òî÷êè (x1
∗, x

2
∗, . . . , x

k
∗) ∈W è äëÿ ëþáîãî C ∈ [0, 1] òî÷êà

(C x1
∗, C x

2
∗, . . . , C x

k
∗) êîððåêòíî îïðåäåëåíà è ëåæèò â W . Ïóñòü ìåòðèêà ìíî-

ãîîáðàçèÿ ds2
1, çàäàííàÿ íà êàðòå W , â äàííûõ êîîðäèíàòàõ çàäàåòñÿ ìàòðèöåé

g1
ij(x

1, x2, . . . , xk). Ïóñòü òàêæå â êàðòå W çàäàíû n ãðàíè÷íûõ òî÷åê.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êîìïàêòíûé øàð D îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ds2
1 c

öåíòðîì â O, ñîäåðæàùèéñÿ â W . Ïóñòü S � åãî ãðàíèöà, êîòîðàÿ, â ñâîþ

î÷åðåäü, òîæå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì. Äëÿ êîìïàêòà D′, ñîäåðæàùåãîñÿ â D,

ðàññìîòðèì âåëè÷èíó L(D′) = inf{dt(x, y)

∣∣∣∣x ∈ D′, y ∈ S, t ∈ [0, 1]}. Çàìåòèì,

÷òî åñëè D1 ⊂ D2, òî L(D1) > L(D2). Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé êîìïàêò D′, äëÿ

êîòîðîãî L(D′) > 0. Èç óòâåðæäåíèÿ 7 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò êîìïàêò D0,

âëîæåííûé â D′, òàêîé, ÷òî (n − 1)dmax(D0) < L(D′) 6 L(D0). Ïóñòü äàííûå

n ãðàíè÷íûõ òî÷åê ëåæàò â D0.

Çàìåòèì, ÷òî äëèíà ëþáîãî ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà, ñîåäèíÿþùåãî

äàííóþ ãðàíèöó, îòíîñèòåëüíî ëþáîé ìåòðèêè ñåìåéñòâà ds2
t , t ∈ [0, 1] íå ïðå-

âîñõîäèò (n − 1)dmax(D0), ïðè ýòîì äëèíà ëþáîé ñåòè, ñîåäèíÿþùåé äàííóþ

ãðàíèöó è âûõîäÿùåé çà ïðåäåëû D, áîëüøå L(D0). Òàêèì îáðàçîì, êðàò÷àé-

øèå ñåòè, ñîåäèíÿþùåãî äàííóþ ãðàíèöó, ñîäåðæàòñÿ ñðåäè ñåòåé, ëåæàùèõ

ïîëíîñòüþ â D. Ýòî çàêëþ÷åíèå ïîçâîëÿåò â äàëüíåéøåì ïåðåéòè ê ðàññìîò-

ðåíèþ ñåòåé, ïîëíîñòüþ ëåæàøèõ â êàðòå W , è ïðîâåñòè äîêàçàòåëüñòâî òåî-

ðåìû 5 â êîîðäèíàòàõ ýòîé êàðòû.



Ðàññìîòðèì íà W åâêëèäîâó ìåòðèêó. ßñíî, ÷òî äëÿ åâêëèäîâîé ìåòðèêè

ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ïîäîáèÿ ãðàíèöû òèïû ìèíèìàëüíûõ äåðåâüåâ Øòåéíåðà

íå ìåíÿþòñÿ. Ïóñòü ìèíèìàëüíûå äåðåâüÿ Øòåéíåðà äëÿ äàííîé ãðàíèöû â åâ-

êëèäîâîé ìåòðèêå èçâåñòíû, àG1, . . . , Gp � èõ òèïû (èõ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî).

Îïåðàöèåé ñæàòèÿ â C ðàç íàçîâåì èçìåíåíèå äàííîé ãðàíèöû, òî÷êè êîòî-

ðîé èìåëè êîîðäèíàòû (x1
i , x

2
i , . . . , x

k
i ), i = 1, . . . , n, íà ãðàíèöó, òî÷êè êîòîðîé

èìåþò êîîðäèíàòû (x1
i , x

2
i , . . . x

k
i )/C, i = 1, . . . , n.

Òåîðåìà 5. Ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U òî÷êè O òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæ-

äîãî ãðàíè÷íîãî ìíîæåñòâà èç n òî÷åê, ñîäåðæàùåãîñÿ â U , íàéäåòñÿ C0 > 0

òàêîå, ÷òî äëÿ ýòîãî ãðàíè÷íîãî ìíîæåñòâà, ñæàòîãî â C ðàç ïðè êàæäîì

C > C0, òèïû ìèíèìàëüíûõ äåðåâüåâ Øòåéíåðà îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ds2
1

ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó {G1, . . . , Gp}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îêðåñòíîñòü U ñîâïàäàåò ñ âíóòðåííîñòüþ ïîñòðî-

åííîãî âûøå êîìïàêòà D0. Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ ïî t ãîìîòîïèþ ìåòðèêè

gtij(x
1, x2, . . . , xk) = g1

ij(tx
1, tx2, . . . , txk), t ∈ [0, 1]. (5.1)

Ïðè t = 1 � ýòî èñõîäíàÿ ìåòðèêà ds2
1. Ìåòðèêà g0

ij(x
1, x2, . . . , xk) çàäàåò-

ñÿ ïîñòîÿííîé ìàòðèöåé Q0, ðàâíîé ìàòðèöå ìåòðèêè ìíîãîîáðàçèÿ â òî÷êå

O. Ìàòðèöà Q0 � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, ñèììåòðè÷åñêàÿ, íåâûðîæ-

äåííàÿ, à, çíà÷èò, ìåòðèêà g0
ij(x

1, x2, . . . , xk) � åâêëèäîâà. Òàêèì îáðàçîì, â

ðàññìàòðèâàåìîé ìåòðèêå, ïðè t = 0, G1, . . . , Gp � òèïû ìèíèìàëüíûõ äåðåâüåâ

Øòåéíåðà äëÿ äàííîé ãðàíèöû. Â ðåçóëüòàòå, äëÿ äàííîé ãðàíèöû âûïîëíåíî

lmin
0 (G1) = lmin

0 (G2) = . . . lmin
0 (Gp) < lmin

0 (G′),

äëÿ ëþáîãî òèïà G′, îòëè÷íîãî îò G1, . . . , Gp.

Òàê êàê ôóíêöèÿ lmin
t (G) íåïðåðûâíà ïî t, òî ñóùåñòâóåò t0 > 0 òàêîå, ÷òî

ïðè t < t0, ïðè êàæäîì i = 1, . . . , p, è êàæäîì áèíàðíîì òèïå G′ 6∈ {Gi}pi=1

âûïîëíÿåòñÿ lmin
t (Gi) < lmin

t (G′), òàê êàê òàêèõ áèíàðíûõ òèïîâ � êîíå÷íîå

êîëè÷åñòâî.

Ïîëîæèì C0 = 1/t0. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè C > C0 äëÿ äàííîé ãðàíèöû, ñæàòîé

â C ðàç, âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ïîëîæèì t = 1/C è çàìåòèì, ÷òî

t = 1/C < 1/C0 = t0.

Ïóñòü (x1
i , x

2
i , . . . , x

k
i ), i = 1, . . . , n, � êîîðäèíàòû òî÷åê èñõîäíîé ãðàíèöû.

ßñíî, ÷òî (x1
i , x

2
i , . . . x

k
i )/C, i = 1, . . . , n, � êîîðäèíàòû òî÷åê ñæàòîé ãðàíèöû.

Ââåäåì íîâûå êîîðäèíàòû (u1, u2, . . . , uk) : uj = C xj , j = 1, . . . , k.

Çàìåòèì, ÷òî â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàòû òî÷åê ñæàòîé ãðàíèöû ðàâíû

(u1
i , u

2
i , . . . , u

k
i ) = (C · x1

i , C · x2
i , . . . , C · xki )/C = (x1

i , x
2
i , . . . , x

k
i ), à ìåòðèêà ds2

1 â

íîâûõ êîîðäèíàòàõ ïðèìåò âèä

ds2
1 =

k∑
i,j=1

g1
i j(x) dxi dxj = t2

k∑
i,j=1

g1
i j(t u) dui duj =

= t2
k∑

i,j=1

gtij(u) dui duj = t2ds2
t .
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òî åñòü ñîâïàäåò ñ ìåòðèêîé t2 ·ds2
t . Èòàê, â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìû èìååì

ãðàíèöó ñ èñõîäíûìè êîîðäèíàòàìè è ìåòðèêó t2 · ds2
t ïðè t < t0. Êàê áûëî

îòìå÷åíî ðàíåå, äëÿ ýòîé ãðàíèöû ïðè òàêèõ t âûïîëíåíî

lmin
t (Gi) < lmin

t (G′), i = 1, . . . , p, òîãäà ïðè a > 0

a · lmin
t (Gi) < a · lmin

t (G′), i = 1, . . . , p, ÷òî ðàâíîñèëüíî

lmin
a,t (Gi) < lmin

a,t (G′), i = 1, . . . , p, ïðè a > 0, â ÷àñòíîñòè, ïðè a = t.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî â ñòàðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò äëÿ ñæàòîé ãðàíèöû è ìåò-

ðèêè ds2
1 âûïîëíåíî

lmin
1 (Gi) < lmin

1 (G′), i = 1, . . . , p,

òàê êàê ýòî � îäíî è òî æå ñîîòíîøåíèå, çàïèñàííîå â ðàçíûõ ñèñòåìàõ êî-

îðäèíàò. Çíà÷èò, ïðè C > C0 äëÿ äàííîé ãðàíèöû, ñæàòîé â C ðàç, òèïû

ìèíèìàëüíûõ äåðåâüåâ Øòåéíåðà ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó {G1, . . . , Gp}.

Ïóñòü ds2
0 � åâêëèäîâà ìåòðèêà â êàðòåW , à F � ñåìåéñòâî ãðàíè÷íûõ ìíî-

æåñòâ, ëåæàùèõ â êàðòå W , ïîëó÷åííûõ èç ôèêñèðîâàííîé n-òî÷å÷íîé ãðàíè-

öû B0 âñåâîçìîæíûìè âðàùåíèÿìè âîêðóã òî÷êè O = (0, . . . , 0) è ãîìîòåòèÿìè

ñ öåíòðîì â O â êîîðäèíàòàõ x1, . . . , xk, îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ds2
0 (âñå ãðàíèöû

èç F �ïîäîáíû� îòíîñèòåëüíî åâêëèäîâîé ìåòðèêè).

Òåîðåìà 6. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè O, ÷òî äëÿ ëþáîé

ãðàíèöû B ⊂ U,B ∈ F , ìíîæåñòâî òèïîâ êðàò÷àéøèõ (â ìåòðèêå ìíîãîîáðàçèÿ)

äåðåâüåâ, ñîåäèíÿþùèõ B, ñîäåðæèòñÿ ñðåäè òèïîâ êðàò÷àéøèõ (â åâêëèäî-

âîé ìåòðèêå) äåðåâüåâ, ñîåäèíÿþùèõ ìíîæåñòâî B ∈ F â åâêëèäîâîé ìåòðè-

êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ãîìîòîïèþ ìåòðèêè 5.1. Ïóñòü D ⊂ W �

çàìêíóòûé øàð ñ öåíòðîì â íóëå îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ds2
0, à F0 ⊂ F � ñå-

ìåéñòâî ãðàíè÷íûõ ìíîæåñòâ âW , ïîëó÷åííûõ èç ãðàíèöû B0 âñåâîçìîæíûìè

âðàùåíèÿìè âîêðóã òî÷êè O îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ds2
0. Ïóñòü Ω � ìíîæåñòâî

òèïîâ êðàò÷àéøèõ äåðåâüåâ, ñîåäèíÿþùèõ B0 â ìåòðèêå ds
2
0. Ìîæåì ñ÷èòàòü,

÷òî B0 ∈ Dn (à, çíà÷èò, è B ∈ Dn äëÿ ëþáîãî B ∈ F0). Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó

ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè lmin
t (V,G) íà êîìïàêòå [0, 1]×Dn, äëÿ çà-

äàííîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè |t| < δ0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∣∣lmin
t (V,G)− lmin

0 (V,G)
∣∣< ε äëÿ ëþáîãî òèïà G è ëþáîé ãðàíèöû V = B, B ∈ F0

(òàê êàê áèíàðíûõ òèïîâ G � êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî). Çàìåòèì, ÷òî Ω � ìíîæå-

ñòâî òèïîâ êðàò÷àéøèõ äåðåâüåâ (â åâêëèäîâîé ìåòðèêå), ñîåäèíÿþùèõ ãðàíè-

öó B äëÿ ëþáîé B ∈ F , à äëèíû ìèíèìàëüíûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåòåé îäíîãî

è òîãî æå òèïà (â åâêëèäîâîé ìåòðèêå) äëÿ âñåõ ãðàíèö B ∈ F0 ðàâíû. Ïóñòü

ε0 = minG∈Ω, G′ 6∈Ω

∣∣lmin
0 (B0, G′)− lmin

0 (B0, G)
∣∣. Âûáåðåì ε = ε0/3, òîãäà äëÿ ñîîò-

âåòñòâóþùåãî δ > 0 ïðè |t| < δ ïîëó÷èì, ÷òî â ìåòðèêå ds2
t äëÿ ëþáîé ãðàíèöû

B ∈ F0, ìíîæåñòâî òèïîâ êðàò÷àéøèõ äåðåâüåâ, ñîåäèíÿþùèõ B, ñîäåðæèòñÿ â

Ω. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 5, äëÿ êàæäîé ãðàíèöû B ∈ F0, ñæàòîé â C ðàç ïðè

C > C0 = 1/δ, òèïû ìèíèìàëüíûõ äåðåâüåâ Øòåéíåðà (îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè

ds2
1) ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Ω. Ýòî è îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå îêðåñòíîñòè



U òî÷êè O òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé ãðàíèöû B ⊂ U,B ∈ F , ìíîæåñòâî òèïîâ

êðàò÷àéøèõ äåðåâüåâ, ñîåäèíÿþùèõ B, ñîäåðæèòñÿ ñðåäè òèïîâ êðàò÷àéøèõ

äåðåâüåâ, ñîåäèíÿþùèõ ìíîæåñòâî B ∈ F â åâêëèäîâîé ìåòðèêå.

� 6. Ìèíèìàëüíûå äåðåâüÿ Øòåéíåðà äëÿ ïðàâèëüíûõ

ìíîãîóãîëüíèêîâ íà ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ

Ðàññìîòðèì êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ìíîãîîáðàçèþ Mk â òî÷êå O è âû-

áåðåì â íåì äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü Π. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî âåðøèí ïðàâèëü-

íîãî n-óãîëüíèêà ñ öåíòðîì â O íà ìíîãîîáðàçèè Mk êàê îáðàç ìíîæåñòâà

âåðøèí ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà ñ öåíòðîì â O, ëåæàùåãî â ïëîñêîñòè Π,

ïðè ýêñïîíåíöèàëüíîì îòîáðàæåíèè (òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëÿåì ïðàâèëü-

íûé ìíîãîóãîëüíèê íà ìíîãîîáðàçèè ëèøü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè O;

ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü â ýòîé îêðåñòíîñòè

åâêëèäîâó ìåòðèêó). Ðàäèóñîì ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà íà ìíîãîîáðàçèè

áóäåì íàçûâàòü ðàññòîÿíèå îò ëþáîé åãî âåðøèíû äî åãî öåíòðà.

Ïóñòü A1, A2, . . . , An � âåðøèíû ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà íà ìíîãîîáðà-

çèè, O � åãî öåíòð. Ðàññìîòðèì ñåòü, ñîåäèíÿþùóþ A1, A2, . . . , An, òèï êîòî-

ðîé � áèíàðíîå äåðåâî ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí {A1, A2, . . . , An, B1, B2, . . . , Bn−2}
(Bi � âíóòðåííèå âåðøèíû ñåòè) è ìíîæåñòâîì ðåáåð

{
(Bi, Bi+1), i = 1, . . . , n−

3, (Bj , Aj+1), j = 1, . . . , n − 2, (B1, A1), (Bn−2, An)
}
. Îáîçíà÷èì ýòîò òèï ÷åðåç

G1 (ðèñ. 2). Çàìåòèì, ÷òî ãðàíèöà ìíîãîóãîëüíèêà áåç ñòîðîíû A1An � ñåòü

áèíàðíîãî òèïà G1 (íåêîòîðûå ðåáðà âûðîæäåíû). Òîãäà êðàò÷àéøåå äåðåâî

â êëàññå ñåòåé áèíàðíîãî òèïà G1 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì äåðåâîì Øòåéíå-

ðà îòíîñèòåëüíî åâêëèäîâîé ìåòðèêè. Â ñëó÷àÿõ n = 3, 4, 5 ýòî ïðîâåðÿåòñÿ

íåïîñðåäñòâåííî. Ñëó÷àé n > 6 âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Ðèñ. 2. Ãðàô G1.

Òåîðåìà 7. (Jarnik, K�ossler [1], Du, Hwang, Weng [2]) Ïðè n > 6 ìèíèìàëü-

íûì äåðåâîì Øòåéíåðà äëÿ âåðøèí ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà íà åâêëèäîâîé

ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ åãî ãðàíèöà áåç ëþáîé ñòîðîíû.
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Çàìåòèì, ÷òî ïðè n > 6 ñóùåñòâóåò åùå n − 1 áèíàðíîå äåðåâî, èçîìîðô-

íîå G1 (îáîçíà÷èì èõ G2, . . . , Gn), òàêîå, ÷òî ãðàíèöà ìíîãîóãîëüíèêà áåç ñòî-

ðîíû AiAi+1 åñòü êðàò÷àéøåå äåðåâî â êëàññå ñåòåé áèíàðíîãî òèïà Gi+1,

i = 1, . . . , n − 1, îòíîñèòåëüíî åâêëèäîâîé ìåòðèêè (ïðè n = 3 òèï, ðåàëèçó-

þùèé ìèíèìàëüíîå äåðåâî Øòåéíåðà, åäèíñòâåííûé; ïðè n = 4 èõ äâà; ïðè

n = 5 èõ 5, íî â ýòèõ ñëó÷àÿõ ìèíèìàëüíûå äåðåâüÿ Øòåéíåðà íå ÿâëÿþòñÿ

ãðàíèöàìè áåç ñòîðîíû). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωn ìíîæåñòâî òèïîâ, ðåàëèçóþùèõ

ìèíèìàëüíûå äåðåâüÿØòåéíåðà äëÿ âåðøèí ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà â åâêëè-

äîâîé ìåòðèêå (Ωn = {G1, . . . , Gn}). Èç òåîðåì 6 è 7 ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé

âûâîä.

Ñëåäñòâèå 3. Äëÿ äàííîãî n ñóùåñòâóåò r0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âåðøèí

ëþáîãî ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà ñ öåíòðîì â O è ðàäèóñîì r < r0 íà ðèìà-

íîâîì ìíîãîîáðàçèè Mk òèïû ìèíèìàëüíûõ äåðåâüåâ Øòåéíåðà ïðèíàäëåæàò

ìíîæåñòâó Ωn.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâóìåðíîå ïîëíîå ãëàäêîå ðèìàíîâî

ìíîãîîáðàçèå M2. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðè n > 7 äëÿ êàæäîé òî÷êè O ∈ M2

ñóùåñòâóåò r0 > 0 òàêîå, ÷òî êðàò÷àéøåé ñåòüþ, ñîåäèíÿþùåé âåðøèíû ëþáî-

ãî ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà ñ öåíòðîì â O è ðàäèóñîì r < r0 ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöà

ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà áåç íàèáîëüøåé åãî ñòîðîíû. Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷-

êàìè A, B ∈ M2 áóäåì îáîçíà÷àòü ρ(A,B). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî

V òî÷åê ìíîãîîáðàçèÿ âûïóêëî, åñëè êàæäàÿ ïàðà åãî òî÷åê ñîäåðæèòñÿ â V

âìåñòå ñ ëþáîé êðàò÷àéøåé êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé ýòè òî÷êè. Âûïóêëîé îáîëî÷-

êîé conv V ìíîæåñòâà V áóäåì íàçûâàòü íàèìåíüøåå ïî âêëþ÷åíèþ âûïóêëîå

ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå V .

Â ïåðâóþ î÷åðåäü, çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè X ∈ M2 ñóùåñòâóåò

rX > 0 òàêîå, ÷òî ïðè r < rX îêðåñòíîñòü U(X, r) = {Y ∈ M2

∣∣ρ(X,Y ) <

r} ãîìåîìîðôíà R2 è ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé, ïðè÷åì ëþáûå äâå òî÷êè A, B ∈
U(X, r) ñîåäèíåíû åäèíñòâåííîé ãåîäåçè÷åñêîé, ëåæàùåé â U(X, r), è åå äëèíà

ðàâíà ρ(A,B). Äàííûé ðåçóëüòàò ìîæíî íàéòè â [21; § 3, òåîðåìà 3.6]. Ýòó

ãåîäåçè÷åñêóþ áóäåì íàçûâàòü îòðåçêîì, ñîåäèíÿþùèì A è B. Äëÿ êàæäîé

òî÷êè X ∈M2 áóäåì îáîçíà÷àòü U(X) = U(X, r) ïðè íåêîòîðîì 0 < r < rX .

Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ êðèâóþ γ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé, îáðàç êîòîðîé íàõî-

äèòñÿ â U(X). Ïî òåîðåìå Æîðäàíà, êðèâàÿ γ äåëèò U(X) íà äâå îáëàñòè.

Îáëàñòüþ, îãðàíè÷åííîé êðèâîé γ, áóäåì íàçûâàòü òó èç íèõ, ÷òî íå ïðèëå-

ãàåò ê ∂U(X). Ìíîãîóãîëüíèêîì â U(X) áóäåì íàçûâàòü çàìûêàíèå îáëàñòè,

îãðàíè÷åííîé íåêîòîðîé êóñî÷íî-ãåîäåçè÷åñêîé çàìêíóòîé êðèâîé áåç ñàìîïå-

ðåñå÷åíèé.

Óòâåðæäåíèå 8. Ïóñòü γ � çàìêíóòàÿ êðèâàÿ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé â U(X),

è â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êðèâîé γ, ëåæèò âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê T0 (åãî

âåðøèíû è ñòîðîíû ìîãóò ïðèíàäëåæàòü îáðàçó êðèâîé γ). Òîãäà ïåðèìåòð

ìíîãîóãîëüíèêà T0 íå ïðåâîñõîäèò äëèíû êðèâîé γ, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòè-

ãàåòñÿ ëèøü òîãäà, êîãäà ãðàíèöà ìíîãîóãîëüíèêà ñîâïàäàåò ñ îáðàçîì ýòîé

êðèâîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè îáõîäå âäîëü ãðàíèöû ìíîãîóãîëüíèêà T0 íàçîâåì

åãî âåðøèíû A1, A2, . . . , An (ðèñ. 3). Ïðîäîëæèì îòðåçîê A1A2 çà âåðøèíó



Ðèñ. 3. Ïåðèìåòð T0 íå áîëüøå äëèíû êðèâîé γ.

A1, à îòðåçîê An−1An çà âåðøèíó An. Â ñèëó âûïóêëîñòè T0, ðàññìàòðèâà-

åìûå ïðîäîëæåíèÿ ëèáî ïåðåñåêóòñÿ äðóã ñ äðóãîì (â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó-

÷èì âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê ñ n − 1 âåðøèíîé, ïåðèìåòð êîòîðîãî áîëüøå

ïåðèìåòðà T0, òàê êàê ñòîðîíà A1An ìíîãîóãîëüíèêà T0 � êðàò÷àéøàÿ; ïðî-

äåëàåì ñ íèì òî æå ñàìîå), ëèáî êàæäîå ïåðåñå÷åò êðèâóþ γ. Ïåðâîå ïåðå-

ñå÷åíèå ïðîäîëæåíèÿ îòðåçêà A1A2 ñ êðèâîé γ íàçîâåì B1, à ïåðâîå ïåðåñå-

÷åíèå ïðîäîëæåíèÿ îòðåçêà An−1An ñ êðèâîé γ íàçîâåì Bn. Òî÷êè B1 è Bn
äåëÿò êðèâóþ γ íà äâå ÷àñòè. Òó ÷àñòü, êîòîðàÿ â îáúåäèíåíèè ñ îòðåçêà-

ìè B1A2, A2A3, . . . , An−2An−1, An−1Bn ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé êðèâîé (áåç ñàìî-

ïåðåñå÷åíèé), îãðàíè÷åâàþùåé îáëàñòü, â êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ T0, íàçîâåì γ1

(âûðîæäåííûé ñëó÷àé � B1 ñîâïàäàåò ñ Bn, è γ1 âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó). Ôè-

ãóðó, ãðàíèöåé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ýòà çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, à T0 ëåæèò âíóòðè

íåå, íàçîâåì T1. Äëèíà ãðàíèöû T1 íå ìåíüøå ïåðèìåòðà T0, òàê êàê ñòîðîíà

A1An ìíîãîóãîëüíèêà T0 � êðàò÷àéøàÿ, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ëèøü

òîãäà, êîãäà êðèâàÿ γ1 ñîâïàäàåò ñî ñòîðîíîé A1An ìíîãîóãîëüíèêà T0. Äàëåå,

ïðîäîëæèì îòðåçîê A2A3 çà âåðøèíó A2 äî ïåðâîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ êðèâîé γ,

êîòîðîå íàçîâåì B2. Àíàëîãè÷íî, ðàññìîòðèì ôèãóðó T2, ñîäåðæàùóþ ôèãóðó

T1, ãðàíèöà êîòîðîé îòëè÷àåòñÿ îò ãðàíèöû T1 òåì, ÷òî îòðåçîê A2B1 çàìåíåí

íà îáúåäèíåíèå îòðåçêà A2B2 è ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè êðèâîé γ, ñîåäèíÿþ-

ùåé B1 è B2. Äëèíà ãðàíèöû T2 íå ìåíüøå äëèíû ãðàíèöû T1, òàê êàê îòðåçîê

A2B1, ïðèíàäëåæàùèé ∂T1, ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ,

íà n − 1 øàãå ìû ðàññìîòðèì ôèãóðó Tn−1, ãðàíèöà êîòîðîé � îáúåäèíåíèå

÷àñòè êðèâîé γ è îòðåçêà Bn−1Bn (äëèíà ýòîé ãðàíèöû íå ìåíüøå äëèí ãðàíèö

ôèãóð Tk ïðè k < n − 1). Òàê êàê ýòîò îòðåçîê � êðàò÷àéøàÿ, òî äëèíà âñåé

êðèâîé γ íå ìåíüøå äëèíû ãðàíèöû Tn−1. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî

äëèíà êðèâîé γ íå ìåíüøå ïåðèìåòðà T0, è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ëèøü òîãäà,

êîãäà ãðàíèöà ìíîãîóãîëüíèêà T0 ñîâïàäàåò ñ îáðàçîì ýòîé êðèâîé.

Óòâåðæäåíèå 9. Ïóñòü V � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê â U(X). Òîãäà

âûïóêëàÿ îáîëî÷êà conv V ýòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîãîóãîëü-

íèêîì (âîçìîæíî, âûðîæäåííûì).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé, â êîòîðîì âñå òî÷êè ìíîæåñòâà V ëåæàò íà îä-

íîé ãåîäåçè÷åñêîé, ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì. Ïóñòü âñå òî÷êè ìíîæåñòâà V íå

ëåæàò íà îäíîé ãåîäåçè÷åñêîé. Ðàññìîòðèì èíòåðâàë ãåîäåçè÷åñêîé, êîíöû êî-

òîðîãî ëåæàò íà ∂U(X). Îí äåëèò U(X) íà äâå îáëàñòè. Îáúåäèíåíèå îäíîé

îáëàñòè ñ ýòèì èíòåðâàëîì ãåîäåçè÷åñêîé áóäåì íàçûâàòü ïîëóîêðåñòíîñòüþ.

Çàìåòèì, ÷òî ïîëóîêðåñòíîñòü ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ïà-

ðó òî÷åê èç V , áóäåì íàçûâàòü ãðàíè÷íûì, åñëè îí íå ïðîõîäèò ÷åðåç äðóãèå

òî÷êè ìíîæåñòâà V , è âñå òî÷êè ìíîæåñòâà V ëåæàò â îäíîé èç äâóõ ïîëó-

îêðåñòíîñòåé, îáðàçîâàííûõ ãåîäåçè÷åñêîé, ÿâëÿþùåéñÿ ïðîäîëæåíèåì ýòîãî

îòðåçêà.

Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà V ëèáî íå ÿâëÿåòñÿ êîíöîì íèêà-

êîãî ãðàíè÷íîãî îòðåçêà, ëèáî ÿâëÿåòñÿ êîíöîì ðîâíî äâóõ ãðàíè÷íûõ îòðåç-

êîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü AB � ãðàíè÷íûé îòðåçîê, A, B ∈ V . Ðàññìîòðèì
íåêîòîðóþ òî÷êó C ∈ V . Åñëè îòðåçîê AC íå ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì, òî â ïî-

ëóîêðåñòíîñòè, îáðàçîâàííîé ïðîäîëæåíèåì ýòîãî îòðåçêà, è íå ñîäåðæàùåé

òî÷êó B, ëåæèò íåêîòîðàÿ òî÷êà C1 ìíîæåñòâà V . Ïåðåéäåì ê åå ðàññìîòðå-

íèþ è ïðîäåëàåì òó æå ïðîöåäóðó. Çàìåòèì, ÷òî â ïîëóîêðåñòíîñòè, îáðàçî-

âàííîé ïðîäîëæåíèåì îòðåçêà AC1, è ñîäåðæàùåé òî÷êó B, ëåæèò òî÷êà C.

Òàê êàê ìíîæåñòâî V êîíå÷íî, ÷åðåç êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî øàãîâ ìû ïðèäåì

ê ðàññìîòðåíèþ íåêîòîðîé òî÷êè C0 òàêîé, ÷òî îòðåçîê AC0 ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷-

íûì, B 6= C0. Ïðè ýòîì ÿñíî, ÷òî òî÷êà A íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ êîíöîì òðåõ

ãðàíè÷íûõ îòðåçêîâ. Äåéñòâèòåëüíî, â òàêîì ñëó÷àå ïðîäîëæåíèå îäíîãî èç

íèõ ðàçäåëÿëî áû ðàçëè÷íûå êîíöû äâóõ äðóãèõ.

Ðàññìîòðèì ãðàíè÷íûé îòðåçîê A0A1 è ïîëóîêðåñòíîñòü Q0, îáðàçîâàííóþ

ïðîäîëæåíèåì ýòîãî îòðåçêà, ñîäåðæàùóþ âñå òî÷êè ìíîæåñòâà V . Ïóñòü A1A2

� âòîðîé ãðàíè÷íûé îòðåçîê, êîíöîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òî÷êà A1. Äîáàâèì ê

îòðåçêó A0A1 îòðåçîê A1A2, è íàçîâåì γ1 êóñî÷íî-ãåîäåçè÷åñêóþ êðèâóþ, îá-

ðàçîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ èõ îáúåäèíåíèå. Ïåðåñå÷åíèå Q0 è ïîëóîêðåñòíîñòè,

îáðàçîâàííîé ïðîäîëæåíèåì îòðåçêà A1A2, ñîäåðæàùåé âñå òî÷êè ìíîæåñòâà

V , íàçîâåì Q1. Ïðîäîëæàÿ äàííóþ ïðîöåäóðó, íà íåêîòîðîì øàãå ìû ïîëó÷èì

çàìêíóòóþ êóñî÷íî-ãåîäåçè÷åñêóþ êðèâóþ γk áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé, è ìíîæå-

ñòâî Qk, ÿâëÿþùååñÿ âûïóêëûì êàê ïåðåñå÷åíèå âûïóêëûõ ïîëóîêðåñòíîñòåé.

Ïðè ýòîì Qk ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé γk. Òàêèì îáðàçîì,

Qk ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîãîóãîëüíèêîì ñ ãðàíèöåé γk, âåðøèíû êîòîðîãî �

íåêîòîðûå òî÷êè ìíîæåñòâà V , è âñå òî÷êè èç V ñîäåðæàòñÿ â Qk. Èç ýòîãî

ñëåäóåò, ÷òî conv V ⊆ Qk. Ïðè ýòîì, îáðàç γk ëåæèò â conv V , òàê êàê ÿâëÿåòñÿ

îáúåäèíåíèåì îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè èç V . Ëþáàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà

F ∈ Qk òàêæå ëåæèò â conv V , òàê êàê ëåæèò íà íåêîòîðîì îòðåçêå, êîíöû

êîòîðîãî ëåæàò íà γk. Òàêèì îáðàçîì, Qk ⊆ conv V . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Qk
ñîâïàäàåò ñ conv V .

Òåîðåìà 8. Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ n ∈ N è òî÷êè X ∈ M2 ñóùåñòâóåò åå

îêðåñòíîñòü U0(X) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà èç n òî÷åê V , ñîäåð-

æàùåãîñÿ â U0(X), êðàò÷àéøàÿ ñåòü, ñîåäèíÿþùàÿ V , ëåæèò â âûïóêëîé

îáîëî÷êå conv V ìíîæåñòâà V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü U(X), èñïîëüçóåìóþ â óòâåð-

æäåíèè 8. Îáîçíà÷èì åå ðàäèóñ ÷åðåç r. Ðàññìîòðèì òàêæå îêðåñòíîñòü



U0(X, r0) = {Y ∈ M2

∣∣ρ(X,Y ) < r0} ïðè íåêîòîðîì r0, óäîâëåòâîðÿþùåì íåðà-

âåíñòâó (2n − 3) r0 < r. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà V , ñîñòîÿùåãî èõ n òî÷åê è

ñîäåðæàùåãîñÿ â U0(X), äëèíà ëþáîãî ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà, ñîåäè-

íÿþùåãî V , íå ïðåâîñõîäèò 2 (n− 1) r0, ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ r0, îíà

ìåíüøå, ÷åì r − r0. Òàêèì îáðàçîì, äëèíà ëþáîãî ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî

äåðåâà, ñîåäèíÿþùåãî V , ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì äëèíà ëþáîé ñåòè, ñîåäèíÿþùåé

V , îáðàç êîòîðîé íå ñîäåðæèòñÿ ïîëíîñòüþ â U(X), òàê êàê ýòà äëèíà áîëüøå

èëè ðàâíà r − r0. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî îáðàç êðàò÷àéøåé ñåòè, ñîåäèíÿþùåé

ëþáîå n−òî÷å÷íîå ìíîæåñòâî V , ñîäåðæàùååñÿ â U0(X), ïîëíîñòüþ ëåæèò â

U(X). Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñåòè, îáðàçû êîòîðûõ ëåæàò

â U(X).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 9 âûïóêëàÿ îáîëî÷êà conv V ìíîæåñòâà V

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîãîóãîëüíèêîì, îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç M . Ïóñòü H �

ñåòü òèïà äåðåâî, ñîåäèíÿþùàÿ ìíîæåñòâî V , íå ëåæàùàÿ â M , ðåáðà êîòî-

ðîé � îòðåçêè. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò áîëåå êîðîòêàÿ ñåòü. Äëÿ óäîáñòâà

èçëîæåíèÿ áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñåòü è åå îáðàç íà ìíîãîîáðàçèè.

Ïóñòü H öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â U(X). Ïóñòü Q � âåðøèíà ñåòè H, íå ëå-

æàùàÿ â M . Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïåðâîãî âõîäà â M ïóòåé èç Q ê âåðøèíàì

V ïî ðåáðàì ñåòè H îáîçíà÷èì E. Èç Q âûõîäèò íå ìåíåå äâóõ ðåáåð ñåòè H,

à, çíà÷èò, ñóùåñòâóþò äâå ðàçëè÷íûå âåðøèíû ìíîæåñòâà V òàêèå, ÷òî ïóòè

äî íèõ îò âåðøèíû Q ñîäåðæàò ýòè ðåáðà ñîîòâåòñòâåííî, ñëåäîâàòåëüíî, ìíî-

æåñòâî E ñîäåðæèò õîòÿ áû äâå òî÷êè. Ïóñòü K, N ∈ E. Êðèâóþ, êîòîðàÿ

ñîåäèíÿåò òî÷êè K è N è ëåæèò â ñåòè H (òàêàÿ êðèâàÿ åäèíñòâåííà, òàê êàê

òèï ñåòè � äåðåâî), íàçîâåì γ. Çàìåòèì, ÷òî ýòà êðèâàÿ ïîëíîñòüþ íå ëåæèò â

M . Òî÷êè K è N ðàçáèâàþò ãðàíèöó M íà äâå ëîìàíûõ. Òó èç íèõ, ÷òî â îáú-

åäèíåíèè ñ êðèâîé γ äàåò çàìêíóòóþ êðèâóþ, íå ðàçäåëÿþùóþ âíóòðåííîñòü

M è ãðàíèöó ∂U(X), íàçîâåì γ0. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êðèâàÿ γ0, ëåæàùàÿ íà

∂M , ñîîòâåòñòâóåò ïàðå K, N ∈ E (ðèñ. 4).

Ðèñ. 4. êðèâàÿ γ0, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðå K, N ∈ E.
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Ðàññìîòðèì òî÷êó K ∈ E. Ïóñòü îíà ëåæèò íà ðåáðå AB ìíîãîóãîëüíèêàM

è íå ñîâïàäàåò ñ B. Ïåðåñå÷åíèå ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè K, íå ñîäåðæàùåé

äðóãèõ òî÷åê èç E, ñ îòðåçêîì KB íàçîâåì l. Ïóñòü E1 � ìíîæåñòâî òî÷åê

Ni ∈ E òàêèõ, ÷òî êðèâûå, ëåæàùèå íà ∂M è ñîîòâåòñòâóùèå ïàðàì K, Ni,

ñîäåðæàò îòðåçîê l, à E2 = E \E1. Äëÿ ëþáûõ äâóõ êðèâûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ïàðàì K, Ni è K, Nj ïðè Ni, Nj ∈ E1, îáðàç îäíîé èç íèõ ñîäåðæèò â ñåáå

îáðàç äðóãîé. Àíàëîãè÷íîå âåðíî äëÿ E2. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó êîíå÷íîñòè

E, âûáåðåì â E1 òî÷êó N1 òàêóþ, ÷òî îáðàç êðèâîé, ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðå

K, N1, ñîäåðæèò â ñåáå îáðàçû êðèâûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåì ïàðàì K, Ni
ïðè Ni ∈ E1. Âûáåðåì òî÷êó N2 ∈ E2 ñ àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì. Åñëè E1

ïóñòî, òî âìåñòî N1 âûáåðåì K, ïðè÷åì K 6= N2, òàê êàê E ñîäåðæèò õîòÿ áû

äâå òî÷êè. Òàêèì îáðàçîì, îáðàç êðèâîé, ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðå N1, N2 ∈ E,
ñîäåðæèò â ñåáå îáðàç ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîé äëÿ ëþáîé äðóãîé ïàðû òî÷åê

èç E. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî K è N , ðàññìîòðåííûå ðàíåå � è åñòü ïàðà òî÷åê

N1, N2 ∈ E .

Çàìåòèì, ÷òî ó êàæäîãî ïóòè îò òî÷êè Q äî íåêîòîðîé òî÷êè ìíîæåñòâà V

ïî ñåòè H òî÷êà ïåðâîãî âõîäà â M ëåæèò íà γ0, òàê êàê ëåæèò íà íåêîòîðîé

ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîé, îáðàç êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ â îáðàçå γ0. Òàêèì îáðà-

çîì, â ñåòè H ó÷àñòîê γ ñ âûõîäÿùèìè èç íåãî ïóòÿìè äî γ0 ìîæíî çàìåíèòü íà

êðèâóþ γ0, è ïîëó÷èòñÿ áîëåå êîðîòêàÿ ñåòü. Äåéñòâèòåëüíî, â îáëàñòè, îãðà-

íè÷åííîé êðèâîé γ∪KN , ëåæèò âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê ñ ãðàíèöåé γ0∪KN .

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 8, åãî ïåðèìåòð ìåíüøå äëèíû êðèâîé γ ∪KN (îíà ëå-

æèò â U(X)). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëèíà γ áîëüøå äëèíû γ0. Òàêèì îáðàçîì,

ïîñëå îïèñàííîé âûøå çàìåíû äåéñòâèòåëüíî ïîëó÷èòñÿ áîëåå êîðîòêàÿ ñåòü,

è ýòà ñåòü ñîåäèíÿåò âåðøèíû V .

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü ìíîãîîáðàçèå M2 ãîìåîìîðôíî R2, ëþáûå äâå òî÷-

êè A,B ∈ M2 ñîåäèíåíû åäèíñòâåííîé ãåîäåçè÷åñêîé, äëèíà êîòîðîé ðàâíà

ρ(A,B), à V � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê èç M2. Òîãäà êðàò÷àéøàÿ ñåòü, ñî-

åäèíÿþùàÿ V , ëåæèò â âûïóêëîé îáîëî÷êå conv V ìíîæåñòâà V .

Çàìå÷àíèå 3. Ïðèìåðîì òàêèõ ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿþòñÿ åâêëèäîâà ïëîñ-

êîñòü è ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî.

Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê äâóìåðíîé ñôåðû V ñî-

äåðæèòñÿ â îòêðûòîé ïîëóñôåðå S. Òîãäà êðàò÷àéøàÿ ñåòü, ñîåäèíÿþùàÿ V ,

ëåæèò â âûïóêëîé îáîëî÷êå conv V ìíîæåñòâà V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëóñôåðà S ÿâëÿåòñÿ øàðîâîé îêðåñòíîñòüþ íåêîòî-

ðîé òî÷êè X, è ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà â êà÷åñòâå U(X). Äîñòàòî÷íî ïîêà-

çàòü, ÷òî îáðàç êðàò÷àéøåé ñåòè, ñîåäèíÿþùåé V , ïîëíîñòüþ ëåæèò â S.

Ïóñòü ñåòü H, ñîåäèíÿþùàÿ V , íå ëåæèò öåëèêîì â S. ×àñòü ýòîé ñåòè,

ëåæàùóþ â äîïîëíåíèè S, çàìåíèì íà åå îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ∂S, â ðå-

çóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì ñåòü H1 òîé æå äëèíû, ëåæàùóþ â çàìûêàíèè S. Ïðè

ýòîì, âñå âåðøèíû ñåòè H1, ëåæàùèå íà ∂S � ëèáî âåðøèíû ñòåïåíè 2 (ñîåäè-

íèâ äâóõ ñîñåäåé êàæäîé òàêîé âåðøèíû ñôåðè÷åñêèì îòðåçêîì, è óáðàâ ýòè

âåðøèíû è âûõîäÿùèå èç íåå ðåáðà, ìû ïåðåéäåì ê íå áîëåå äëèííîé ñåòè áåç



âåðøèí ñòåïåíè 2 íà ∂S), ëèáî âåðøèíû ñòåïåíè 3, ïðè÷åì ñðåäè ðåáåð, âûõî-

äÿùèõ èç òàêîé âåðøèíû, íàéäåòñÿ ïàðà ðåáåð, óãîë ìåæäó êîòîðûìè ìåíüøå
2π
3 , à ýòî çíà÷èò, ÷òî ýòó ñåòü ìîæíî ñäåëàòü êîðî÷å.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé, äîêà-

çàííîé Àëåêñàíäðîâûì.

Òåîðåìà 9. (Àëåêñàíäðîâ [22]) Åñëè êðèâèçíà ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ Rm
ðàçìåðíîñòè m íå áîëüøå k, òî óãëû òðåóãîëüíèêà â Rm íå áîëüøå ñîîò-

âåòñòâóþùèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà ñ òåìè æå äëèíàìè ñòîðîí â ïëîñêîñòè

ïîñòîÿííîé êðèâèçíû k.

Ïîëîæèì Cl(X) = {Y ∈ M2

∣∣ρ(X,Y ) = l}. ßñíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ

l > 0 ìíîæåñòâî Cl(X) ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì çàìêíóòîé êðèâîé áåç ñàìîïåðåñå-

÷åíèé. Â òàêîì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü Cl(X) îêðóæíîñòüþ ñ öåíòðîì â X

è ðàäèóñîì l, à Dl(X) = {Y ∈ M2

∣∣ρ(X,Y ) 6 l} � êðóãîì ñ öåíòðîì â X è

ðàäèóñîì l. Êðèâèçíó ìíîãîîáðàçèÿ â òî÷êå Y ∈M2 áóäåì îáîçíà÷àòü K(Y ).

Óòâåðæäåíèå 10. Ïóñòü X ∈ M2. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò

lX > 0 òàêîå, ÷òî ïðè ëþáîì l < lX äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê A, B ∈ Cl(X) óãëû

∠XAB è ∠XBA òðåóãîëüíèêà AXB îòëè÷àþòñÿ îò π−∠AXB
2 ìåíüøå, ÷åì

íà ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ øàðîâóþ îêðåñòíîñòü Ũ(X) òî÷-

êè X, â êîòîðîé êðèâèçíà îãðàíè÷åíà: |K(Y )| < K0 ïðè íåêîòîðîì K0 > 0 äëÿ

ëþáîé òî÷êè Y ∈ M2. ßñíî, ÷òî ñóùåñòóåò l0 òàêîå, ÷òî ïðè ëþáîì l < l0
âûïîëíåíî Dl(X) ⊂ Ũ(X).

Ðàññìîòðèì äâå òî÷êè A, B ∈ Cl(X). Âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ñ òåìè æå

äëèíàìè ñòîðîí, ÷òî è ó òðåóãîëüíèêà XAB, íî ëåæàùåãî â ïëîñêîñòè ïîñòî-

ÿííîé êðèâèçíû K0 (íà ñôåðå êðèâèçíû K0, êîòîðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

SK0
), íàçîâåì X1, A1 è B1 ñîîòâåòñòâåííî. Òðåóãîëüíèê XAB ëåæèò â Ũ(X),

çíà÷èò, ïî òåîðåìå Àëåêñàíäðîâà, åãî óãëû íå áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâ

òðåóãîëüíèêà X1A1B1. Ïðè ýòîì, óãëû ∠A1 è ∠B1 òðåóãîëüíèêà X1A1B1 ðàâ-

íû, òàê êàê ýòî � ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê íà ñôåðå.

Äàëåå, äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ε > 0 âûáåðåì ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî lX < l0 òàê,

÷òîáû ïðè ëþáîì l < lX ïëîùàäü S êðóãà Dl(X) è ïëîùàäü S1 êðóãà ðàäèóñà l

íà SK0
áûëè ìåíüøå ε

2K0
. Ïî òåîðåìå Ãàóññà-Áîííå, äëÿ òðåóãîëüíèêîâ XAB

è X1A1B1 âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

π +

∫
4XAB

Kdσ = ∠X + ∠A+ ∠B,

π +

∫
4X1A1B1

K0dσ1 = ∠X1 + ∠A1 + ∠B1,

ãäå dσ è dσ1 � ôîðìû ïëîùàäè íà Ũ(X) è SK0
ñîîòâåòñòâåííî.

Â ñèëó âûáîðà lX , èìååì:∣∣∣∣∣
∫

4XAB

Kdσ

∣∣∣∣∣ 6
∫

4XAB

|K|dσ < K0S < ε/2, è, àíàëîãè÷íî,

∣∣∣∣∣
∫

4X1A1B1

K0dσ1

∣∣∣∣∣ < ε/2.
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Òàêèì îáðàçîì, |π − ∠X − ∠A − ∠B| < ε/2 è |π − ∠X1 − ∠A1 − ∠B1| <
ε/2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóììà ∠X + ∠A + ∠B îòëè÷àåòñÿ îò ñóììû ∠X1 +

∠A1 + ∠B1 íå áîëåå, ÷åì íà ε. Ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî ∠X1 > ∠X, ∠A1 >
∠A, ∠B1 > ∠B è ∠A1 = ∠B1, ïîëó÷èì, ÷òî óãëû ∠A è ∠B îòëè÷àþòñÿ äðóã

îò äðóãà íå áîëåå, ÷åì íà ε. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óãëû ∠A è ∠B îòëè÷àþòñÿ

îò âåëè÷èíû ∠A+∠B
2 íå áîëåå, ÷åì íà ε/2. Â ñâîþ î÷åðåäü, âåëè÷èíà ∠A+∠B

2

îòëè÷àåòñÿ îò π−∠X
2 íà âåëè÷èíó 1

2

∫
4XAB

Kdσ, àáñîëþòíîå çíà÷åíèå êîòîðîé,

êàê íàì èçâåñòíî, ìåíüøå ε/4. Òàêèì îáðàçîì, óãëû ∠A è ∠B òðåóãîëüíèêà

AXB îòëè÷àþòñÿ îò π−∠AXB
2 ìåíüøå, ÷åì íà ε. ×òî è òðåáîâàëîñü.

Ñëåäñòâèå 6. Ïóñòü X ∈ M2. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò r′ > 0

òàêîå, ÷òî ïðè n > 3 è ëþáîì r < r′ âñå óãëû ëþáîãî ïðàâèëüíîãî n−óãîëüíèêà
ñ öåíòðîì â X è ðàäèóñîì r îòëè÷àþòñÿ îò (n−2)π

n ìåíüøå, ÷åì íà ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 10, äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ε âûáå-

ðåì r′ > 0 òàê, ÷òîáû ïðè ëþáîì r < r′ äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê A, B ∈ Cr(X)

óãëû ∠XAB è ∠XBA òðåóãîëüíèêà AXB îòëè÷àëèñü îò π−∠AXB
2 ìåíüøå, ÷åì

íà ε/2.

Ïóñòü A1, A2, . . . , An � âåðøèíû ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ öåíòðîì âX

è ðàäèóñîì r < r′, n > 3. Óãëû ∠A1XA2 è ∠A2XA3 ðàâíû
2π
n ïî îïðåäåëåíèþ

ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Òàêèì îáðàçîì, óãëû ∠A1A2X è ∠XA2A3 îòëè-

÷àþòñÿ îò (n−2)π
2n ìåíüøå, ÷åì íà ε/2, ñëåäîâàòåëüíî, óãîë ∠A1A2A3 îòëè÷àåòñÿ

îò (n−2)π
n ìåíüøå, ÷åì íà ε. Àíàëîãè÷íî, êàæäûé óãîë äàííîãî ïðàâèëüíîãî

ìíîãîóãîëüíèêà îòëè÷àåòñÿ îò (n−2)π
n ìåíüøå, ÷åì íà ε.

Òåîðåìà 10. Äëÿ òî÷êè O ∈ M2 è äàííîãî n > 7 ñóùåñòâóåò òàêîå

r0 > 0, ÷òî äëÿ âåðøèí ëþáîãî ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà ñ öåíòðîì â O è ðà-

äèóñîì r < r0 íà ïîëíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè M2 ìèíèìàëüíûì äåðåâîì

Øòåéíåðà ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöà ýòîãî n-óãîëüíèêà áåç åãî íàèáîëüøåé ñòîðîíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäñòâèåì 3 è òåîðåìîé 8, ñóùåñòâó-

åò r1 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âåðøèí ïðàâèëüíîãî n−óãîëüíèêà ñ öåíòðîì â O è

ðàäèóñîì r < r1 ìèíèìàëüíûå äåðåâüÿ Øòåéíåðà, ñîåäèíÿþùèå èõ, ëåæàò â

âûïóêëîé îáîëî÷êå ýòèõ âåðøèí, à èõ òèïû ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Ωn. Ïðè

ýòîì, â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäñòâèåì 6, ñóùåñòâóåò r2 > 0 òàêîå, ÷òî âñå óãëû ëþ-

áîãî ïðàâèëüíîãî n−óãîëüíèêà ñ öåíòðîì â O è ðàäèóñîì r < r2 îòëè÷àþòñÿ îò
(n−2)π

n ìåíüøå, ÷åì íà 1
42 π. Çàìåòèì, ÷òî ïðè n > 7 âûïîëíåíî (n−2)π

n > 5
7 π,

è, çíà÷èò, âåëè÷èíà êàæäîãî óãëà ïðàâèëüíîãî n−óãîëüíèêà ñ öåíòðîì â O è

ðàäèóñîì r < r2 áîëüøå
5
7 π −

1
42 π = 29

42 π >
2
3 π. Òàêèì îáðàçîì, ãðàíèöà òàêî-

ãî ìíîãîóãîëüíèêà áåç ëþáîé ñòîðîíû � äåéñòâèòåëüíî ëîêàëüíî-ìèíèìàëüíàÿ

ñåòü. Â ðåçóëüòàòå, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò r0 < min{r1, r2} òàêîå,
÷òî íå ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ äåðåâüåâ áèíàðíûõ òèïîâ èç

Ωn, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû ïðàâèëüíîãî n−óãîëüíèêà ñ öåíòðîì â O è ðàäè-

óñîì r < r0, îòëè÷íûõ îò ãðàíèö ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà áåç ñîîòâåòñòâóþùèõ

ñòîðîí.

Ïóñòü, êàê è ðàíåå, A1, A2, . . . , An � âåðøèíû ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà

ñ öåíòðîì â O, r � åãî ðàäèóñ, r < min{r1, r2}. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ðàñ-

ñìîòðèì òèï G1 ∈ Ωn. Ðàññìàòðèâàåìûé ïðàâèëüíûé n−óãîëüíèê îáîçíà÷èì



÷åðåç M , à ñåòü, ñîâïàäàþùóþ ñ ãðàíèöåé M áåç ñòîðîíû A1An, ÷åðåç H0.

Ðàññìîòðèì ëîêàëüíî-ìèíèìàëüíóþ ñåòü H òèïà G1, ñîåäèíÿþùóþ âåðøèíû

M . Åå âíóòðåííèå âåðøèíû, êàê è ðàíåå, îáîçíà÷èì ÷åðåç B1, B2, . . . , Bn−2.

Ïóñòü âíóòðåííèå âåðøèíû ñåòè H ëåæàò â ìíîãîóãîëüíèêå M (ðèñ. 5), ò.å. â

âûïóêëîé îáîëî÷êå åãî âåðøèí (ëèøü â ýòîì ñëó÷àå ñåòü H ìîæåò îêàçàòüñÿ

êðàò÷àéøåé). Ïîêàæåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ðàäèóñå ýòà ñåòü îáÿçàòåëü-

íî ñîâïàäàåò ñ H0 (äðóãèõ ëîêàëüíî-ìèíèìàëüíûõ ñåòåé òèïà G1 íåò).

Ðèñ. 5. Ñåòü òèïà G1, ñîåäèíÿþùàÿ âåðøèíû ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà.

Ìíîãîóãîëüíèê A1B1B2 . . . Bn−3Bn−2An îáîçíà÷èì ÷åðåç T . Âåðøèíó Ai
ìíîãîóãîëüíèêàM áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíåBi−1 ìíîãîóãîëü-

íèêà T ïðè i = 2, . . . , n−1, âåðøèíå A1 ïðè i = 1 è An ïðè i = n. Åñëè âåðøèíà

Bi íå ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé Ai+1, òî óãîë ìíîãîóãîëüíèêà T ïðè âåðøèíå Bi ðà-

âåí 2π
3 , òàê êàê H � ëîêàëüíî-ìèíèìàëüíàÿ ñåòü, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìåíüøå

óãëà ìíîãîóãîëüíèêà M ïðè âåðøèíå Ai+1, òàê êàê åãî óãëû áîëüøå 2π
3 . Åñëè

âåðøèíà Bi ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé Ai+1, òî óãîë ìíîãîóãîëüíèêà T ïðè âåðøèíå

Bi íå áîëüøå óãëà M ïðè âåðøèíå Ai+1, òàê êàê âñå âíóòðåííèå âåðøèíû ñåòè

H ëåæàò ëèáî âî âíóòðåííîñòè, ëèáî íà ãðàíèöå M . Åñëè ñåòü H îòëè÷àåòñÿ

îò H0, òî íåêîòîðàÿ âåðøèíà Bk íå ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé Ak+1.

Êàê èçâåñòíî, êðèâèçíà ïîëíîãî ìíîãîîáðàçèÿ â êàæäîì êðóãå îãðàíè÷åíà.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò K0 > 0 òàêîå, ÷òî |K(X)| < K0 äëÿ X ∈ Dr2(X).

Ïî òåîðåìå Ãàóññà-Áîííå, äëÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ M è T âûïîëíåíû ñëåäóþùèå

ñîîòíîøåíèÿ:

(n− 2)π +

∫
M

Kdσ =

n∑
i=1

∠Ai,

(n− 2)π +

∫
T

Kdσ =

n−2∑
i=1

∠Bi + ∠B1A1An + ∠Bn−2AnA1,

ãäå dσ � ôîðìà ïëîùàäè íà M2.
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Âû÷òåì èç ïåðâîãî âûðàæåíèÿ âòîðîå (ìíîãîóãîëüíèê T ëåæèò âíóòðè ìíî-

ãîóãîëüíèêà M), è ïîëó÷èì:∫
M\T

Kdσ =
( n∑
i=1

∠Ai
)
−
(n−2∑
i=1

∠Bi + ∠B1A1An + ∠Bn−2AnA1

)
.

Çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü åñòü ñóììà ðàçíîñòåé ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâ ìíî-

ãîóãîëüíèêîâ M è T ñîîòâåòñòâåííî. Âñå ýòè ðàçíîñòè íåîòðèöàòåëüíûå, à òàê

êàê âñå óãëû ìíîãîóãîëüíèêàM áîëüøå 29
42 π, òî ðàçíîñòü óãëà ìíîãîóãîëüíèêà

M ïðè âåðøèíå Ak+1 è óãëà ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèòå Bk ìíîãîóãîëüíèêà

T áîëüøå âåëè÷èíû 29
42 π −

2
3 π = 1

42 π. Òàêèì îáðàçîì,∫
M\T

Kdσ >
1

42
π.

Ïðè ýòîì ÿñíî, ÷òî

K0 SM >

∫
M\T

Kdσ,

ãäå SM � ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêàM . Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïðè ðàäèóñå r <

r0 ïðè íåêîòîðîì r0 ïëîùàäü SM ìíîãîóãîëüíèêà M ìåíüøå 1
42K0

π, à, çíà÷èò,

ïðè r < r0 åäèíñòâåííîé ëîêàëüíî-ìèíèìàëüíîé ñåòüþ òèïà G1 ÿâëÿåòñÿ H0,

òàê êàê âñå âíóòðåííèå âåðøèíû Bi äîëæíû ñîâïàäàòü ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè

âåðøèíàìè Ai+1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî H0 � ýòî ìèíèìàëüíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå

äåðåâî òèïà G1, è äðóãèõ ìèíèìàëüíûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ äåðåâüåâ íåò. ×òî è

òðåáîâàëîñü.

ÏóñòüMk � ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ïîñòîÿííîé êðèâèçíû. Ðàññìîòðèì øà-

ðîâóþ îêðåñòíîñòü U òî÷êè O. Ëþáîå îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå êàñàòåëü-

íîãî ïðîñòðàíñòâà ê Mk â ýòîé òî÷êå îïðåäåëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå îêðåñòíîñòè

U , ñîõðàíÿþùåå ìåòðèêó ìíîãîîáðàçèÿ (à, çíà÷èò, è ìåòðèêó 5.1 ïðè ëþáîì

t ∈ [0, 1]). Â ÷àñòíîñòè, ïðåîáðàçîâàíèÿ îêðåñòíîñòè U , ïåðåâîäÿùèå ìíîæå-

ñòâî âåðøèí ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ öåíòðîì â O â ñåáÿ, ñîîòâåòñòâó-

þùèå âðàùåíèþ â ïëîñêîñòè Π, ÿâëÿþòñÿ èçîìåòðèÿìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

íà ìíîãîîáðàçèÿõ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû âñå óãëû è âñå ñòîðîíû ïðàâèëüíîãî

ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Òàêèìè èçîìåòðèÿìè ìîæíî ïåðåâåñòè

ìèíèìàëüíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå äåðåâî ëþáîãî òèïà èç Ωn â ìèíèìàëüíîå ïàðà-

ìåòðè÷åñêîå äåðåâî ëþáîãî äðóãîãî òèïà èç Ωn. Ïðè ýòîì, äâà ïðàâèëüíûõ ìíî-

ãîóãîëüíèêà îäíîãî ðàäèóñà ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà ñ ïîìîùüþ èçîìåòðèé,

â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîñëåäóþùèå îöåíêè íå çàâèñÿò îò òî÷êè O ìíîãîîáðàçèÿ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíêà ðàäèóñà áûëà íåçàâèñèìà îò òî÷êè, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû

äëÿ íåêîòîðîãî r′ â êàæäîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ êîððåêòíî îïðåäåëÿëèñü ïðà-

âèëüíûå n-óãîëüíèêè ðàäèóñîâ ìåíüøå r′ ñ öåíòðàìè â ýòèõ òî÷êàõ. Äëÿ ýòîãî

ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèÿ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû, ðàäèóñ èíúåêòèâíîñòè ri êî-

òîðûõ ïîëîæèòåëåí. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ øàðîâàÿ

îêðåñòíîñòü ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå è ðàäèóñîì r < ri äèôôåîìîðôíà ñîîòâåò-

ñòâóþùåé øàðîâîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà



â ýòîé òî÷êå òîãî æå ðàäèóñà (äèôôåîìîðôèçì çàäàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì

îòîáðàæåíèåì). Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 7. Äëÿ äàííîãî n ñóùåñòâóåò r0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âåðøèí ëþ-

áîãî ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà è ðàäèóñîì r < r0 íà ïîëíîì ðèìàíîâîì ìíîãî-

îáðàçèè ïîñòîÿííîé êðèâèçíû Mk ñ ïîëîæèòåëüíûì ðàäèóñîì èíúåêòèâíîñòè

ìíîæåñòâî òèïîâ ìèíèìàëüíûõ äåðåâüåâ Øòåéíåðà ñîâïàäàåò ñ Ωn.

Òàêèì îáðàçîì, èç ñëåäñòâèÿ 7 è òåîðåìû 10 âûòåêàþò ñëåäóþùèå ðåçóëü-

òàòû.

Ñëåäñòâèå 8. Äëÿ äàííîãî n > 7 ñóùåñòâóåò òàêîå r0 > 0, ÷òî äëÿ âåðøèí

ëþáîãî ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà ðàäèóñà r < r0 íà äâóìåðíîé ñôåðå ìèíè-

ìàëüíûì äåðåâîì Øòåéíåðà ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöà ýòîãî n-óãîëüíèêà áåç ëþáîé åå

ñòîðîíû.

Ñëåäñòâèå 9. Äëÿ äàííîãî n > 7 ñóùåñòâóåò òàêîå r0 > 0, ÷òî äëÿ âåðøèí

ëþáîãî ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà ðàäèóñà r < r0 íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ìè-

íèìàëüíûì äåðåâîì Øòåéíåðà ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöà ýòîãî n-óãîëüíèêà áåç ëþáîé

åå ñòîðîíû.

Çàìå÷àíèå 4. Íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ïðè n < 7 ãðàíèöà ïðàâèëüíî-

ãî n−óãîëüíèêà áåç êàêîé-ëèáî ñòîðîíû íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî-ìèíèìàëüíîé

ñåòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî

ðàâíà π − s, ãäå s � åãî ïëîùàäü, çíà÷èò, ñóììà óãëîâ n−óãîëüíèêà ðàâíà

(n− 2)π − S, ãäå S � ïëîùàäü ýòîãî n−óãîëüíèêà. Òàê êàê óãëû ïðàâèëüíîãî

n−óãîëüíèêà ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî ïðè n < 7 îíè âñåãäà ìåíüøå 2π
3 .

Òåì íå ìåíåå, íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ïðè n < 7 ìèíèìàëüíûå ïàðàìåò-

ðè÷åñêèå äåðåâüÿ â êëàññàõ ñåòåé áèíàðíûõ òèïîâ èç Ωn ÿâëÿþòñÿ êðàò÷àé-

øèìè ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ðàäèóñå ìíîãîóãîëüíèêà. Â ñèëó ïîëíîòû ïëîñ-

êîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ôóíêöèè äëèíû ñåòè äîñòèãàåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíûìè äåðåâüÿìè Øòåéíåðà ÿâëÿþòñÿ ñåòè òèïîâ èç

Ωn, âíóòðåííèå ðåáðà êîòîðûõ íå âûðîæäàþòñÿ, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ñåòü ñîäåðæèò âåðøèíû ñòåïåíè áîëüøåé 3. Íåêîòîðûå ãðàíè÷íûå ðåáðà ýòèõ

ñåòåé ìîãóò áûòü âûðîæäåíû.
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