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1 Ââåäåíèå

1.1 Èñòîðèÿ âîïðîñà

Çàäà÷à î äâèæåíèè òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé
ïëîñêîñòè - ýòî îäíà èç êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ ìåõàíèêè. Îíà â îïðåäåëåí-
íîì ñìûñëå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå çàäà÷è î äâèæåíèè òÿæåëîãî
òâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò
âîïðîñ îá èññëåäîâàíèè âîçìîæíûõ èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àåâ. Èçâåñòíî,
÷òî â ýòîé çàäà÷å ñóùåñòâóþò àíàëîãè ñëó÷àåâ Ýéëåðà è Ëàãðàíæà.
Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü èçâåñòíî ìíîãî ñëó÷àåâ èíòåãðèðóåìîñòè: Êîâà-
ëåâñêàÿ-ßõüÿ, ñëó÷àé Êîâàëåâñêîé â äâîéíîì ïîëå ñèë è äðóãèå. Ðàçðà-
áîòàí áîãàòûé àïïàðàò èññëåäîâàíèÿ ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè òàêèõ ñè-
ñòåì, ñîçäàíà òåîðèÿ òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ñëó÷àåâ èíòåãðè-
ðóåìîñòè ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Íà îñíîâå ýòîé òåîðèè óäàëîñü îáíàðóæèòü ïàðû ñèñòåì, ñ÷èòàâøèåñÿ
äî ýòîãî ðàçëè÷íûìè, îäíàêî, îêàçàâøèìèñÿ òîïîëîãè÷åñêè (ëèóâèëëå-
âî) ýêâèâàëåíòíûìè. Ñðåäè ðàáîò, èñïîëüçóþùèõ òåîðèþ êëàññèôèêà-
öèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, íàõîäèòñÿ ðàáîòà Èâî÷êèíà [2].

1.2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìîòðèì ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ, äâèæóùèéñÿ ïî
ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè. Ðàñ-
ïðåäåëåíèå ìàññ òàêîâî, ÷òî òåëî îáëàäàåò îñüþ äèíàìè÷åñêîé ñèììåò-
ðèè, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ îñüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ñèììåòðèè, ïðè÷åì öåíòð
ìàññ ëåæèò íà ýòîé îñè (àíàëîã âîë÷êà Ëàãðàíæà) íà ðàññòîÿíèè s îò
öåíòðà òåëà.

1.3 Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Â òåêñòå ïðåäñòàâëåí ðàçáîð è âîññòàíîâëåíèå íåêîòîðûõ äîêàçàòåëüñòâ
äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû Ì.Þ Èâî÷êèíà [2], à òàêæå èõ îáîáùåíèå íà
ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ïàðàìåòðà s.
Ïî áèôóðêàöèîííûì äèàãðàììàì, ïîëó÷åííûì â ðàáîòå [2], ïîñòðîåíû
ìîëåêóëû, òî åñòü èíâàðèàíò ãðóáîé ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñì.
Áîëñèíîâ, Ôîìåíêî [1].
Â ðàçáèðàåìîé ðàáîòå âîïðîñ îá îïðåäåëåíèè ëèóâèëëåëà òèïà ýòîãî ñå-
ìåéñòâà ñèñòåì (s=0 è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî s) ðåøåí íå áûë. Â íàñòîÿùåì
èññëåäîâàíèè ìû âû÷èñëÿåì èíâàðèàíò Ôîìåíêî-Öèøàíãà (ìå÷åíàÿ ìî-
ëåêóëà) äëÿ s=0.
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2 Òîïîëîãè÷åñêèé àíàëèç

2.1 Ââåäåíèå

Â ýòîé ÷àñòè ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó î äâèæåíèè òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà
âðàùåíèÿ, äâèæóùåãîñÿ ïî ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, ïîä äåé-
ñòâèåì ñèëû òÿæåñòè. Èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå àíàëîãèè ìåæäó ýòîé çàäà÷åé
è çàäà÷åé î äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Â ÷àñòíî-
ñòè, â îáåèõ çàäà÷àõ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû óðàâ-
íåíèÿ äâèæåíèÿ îáëàäàþò òðåìÿ íå çàâèñèìûìè èíòåãðàëàìè, è, òàêèì
îáðàçîì, äëÿ èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òðåáóåòñÿ åùå îäèí
íåçàâèñèìûé èíòåãðàë, íàëè÷èå êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè íà ïà-
ðàìåòðû ñèñòåìû.
Îäíàêî, â îòëè÷èå îò çàäà÷è î òåëå ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé, ãäå ãåîìåò-
ðè÷åñêàÿ ôîðìà òåëà íåñóùåñòâåííà, â çàäà÷å î äâèæåíèè òåëà ïî ïëîñ-
êîñòè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü âèä ïîâåðõíîñòè òåëà. Îáû÷íî íà ôîðìó
ïîâåðõíîñòè íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå âûïóêëîñòè è óñëîâèå, ÷òî êàñàíèå
ïîâåðõíîñòè ñ ïëîñêîñòüþ ïðîèñõîäèò â îäíîé òî÷êå.
Íà äàííûé ìîìåíò, â çàäà÷àõ î äâèæåíèè òåë ïî ãëàäêîé ïëîñêîñòè ñó-
ùåñòâîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà äîêàçàíî äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ:
1) êîãäà òåëî ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíûì øàðîì, öåíòð ìàññ êîòîðîãî ñîâ-
ïàäàåò ñ ãåîìåòðè÷åñêèì öåíòðîì, à ìîìåíòû èíåðöèè ïðîèçâîëüíû,
2) äëÿ äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òåëà âðàùåíèÿ [6].
Â ïåðâîì ñëó÷àå çàäà÷à àíàëîãè÷íà çàäà÷å î âîë÷êå Ýéëåðà. Â äàííîé
ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âòîðîé ñëó÷àé: â êà÷åñòâå ïîâåðõíîñòè áåðåò-
ñÿ äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íûé ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ, ïðè ýòîì óðàâíå-
íèÿ äâèæåíèÿ, ôàêòè÷åñêè, ñõîäíû ñ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ äëÿ âîë÷êà
Ëàãðàíæà.
Ñëåäóÿ îðèãèíàëüíîé ðàáîòå Èâî÷êèíà, ìû âñå æå ñäåëàåì ðÿä çàìåí â
ñèñòåìå óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé äâèæåíèå òåëà, êîòîðûå íà íàø âçãëÿä
ïîçâîëÿò óïðîñòèòü äàëüíåéøèé àíàëèç. Ýêâèâàëåíòíîñòü çàìåí áóäåò
äîêàçàíà.
Òàêæå â ýòîé ÷àñòè ìû äàäèì íåêîòîðûå êîììåíòàðèè, êîòîðûå, ïî ìíå-
íèþ àâòîðà, äîïîëíÿþò äîêàçàòåëüñòâà èç âòîðîé ãëàâû ðàáîòû [2].

2.2 Ñèñòåìû óðàâíåíèé è ïåðâûå èíòåãðàëû

Ñâîáîäíîå òâåðäîå òåëî èìååò øåñòü ñòåïåíåé ñâîáîäû: òðåìÿ êîîðäèíà-
òàìè çàäàåòñÿ ïîëîæåíèå íåêîòîðîé åãî òî÷êè, íàïðèìåð öåíòðà ìàññ,
â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò è åùå òðè íåîáõîäèìû äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ îðèåíòàöèè ãëàâíûõ îñåé. Ïîäðîáíåå ïðî ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû
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ñì. [7, 8]

Â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå èìååòñÿ îäíà ãîëîíîìíàÿ ñâÿçü: âû-
ñîòà öåíòðà ìàññ íàä ïëîñêîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ îðèåíòàöèåé öåíòðàëü-
íûõ ãëàâíûõ îñåé. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ïîíèæàåòñÿ
äî ïÿòè.

Ðàññìîòðèì íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàòOxyz , ñâÿçàííóþ ñ ãëàä-

êîé ïëîñêîñòüþ, èSe1e2e3 - ãëàâíûå öåíòðàëüíûå îñè. Ââåäåì íåêîòîðûå
îáîçíà÷åíèÿ:
v̄ = (vx, vy, vz) - ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ â ñèñòåìå Oxyz ,

ω̄ = (ω1, ω2, ω3) - âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè â îñÿõ Se1e2e3 ,
γ̄ = (γx, γy, γz) - åäèíè÷íûé âåêòîð âîñõîäÿùåé íîðìàëè â Se1e2e3 ,
(b1, b1, b3) - ãëàâíûå ïîëóîñè ýëëèïñîèäà,m - ìàññà òåëà,

A = diag(A1, A1, A3) - äèàãîíàëüíûé òåíçîð èíåðöèè, r̄(γ̄) -

ðàäèóñ-âåêòîð èç öåíòðà ìàññ â òî÷êó êàñàíèÿ ñ ïëîñêîñòüþ, N̄ = Nγ̄.

Èç âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà ñëåäóåò m ˙̄v = N̄ − mgγ̄. Ñïðî-
åöèðóåì ýòî óðàâíåíèå íà îñè Ox è Oy, ïîëó÷èì v̇x = v̇y = 0,
çíà÷èò, ñóùåñòâóåò èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â öåíòðå
ìàññ, äâèæóùàÿñÿ âäîëü Oxy. À ïðîåêöèÿ íà Oz äàåò íàì vz = ż
è mv̇ = N − mg ⇒ N = m(v̇ + g), ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå

N â çàêîí ñîõðàíåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî òî÷êè S è
ó÷èòûâàÿ ïîñòîÿíñòâî åäèíè÷íîãî îðòà γ, èìååì:{

A ˙̄ω + [ω̄;Aω̄] = [r̄;m(v̇z + g)γ̄],
˙̄γ + [ω̄; γ̄] = 0

(1)

Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ, íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà-Ïóàññîíà.
Ñèñòåìà, çàïèñàííàÿ â êîîðäèíàòàõ (ω̄; γ̄), îáëàäàåò ðÿäîì ïåðâûõ èí-
òåãðàëîâ:

1) Γ = γ2 - ãåîìåòðè÷åñêèé èíòåãðàë, âûðàæàåò ïîñòîÿíñòâî ñóììû
êâàäðàòîâ ïðîåêöèé åäèíè÷íîãî âåêòîðà.
2) G = (Aω̄, γ̄) - "èíòåãðàë ïëîùàäåé ïðîåêöèÿ êèíåòè÷åñêîãî ìî-
ìåíòà íà âåðòèêàëüíóþ îñü ñâÿçàíà ñ èíâàðèàíòíîñòüþ âðàùåíèé òåëà
îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëè.

3) E = 1
2(Aω̄; ω̄) + U - èíòåãðàë ýíåðãèè, ãäå U - ïîòåíöèàë.
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Çàïèøåì óðàâíåíèå â ôîðìå Ýéëåðà èñïîëüçóÿ ḟ = {f ;H}, ãäå
H - ãàìèëüòîíèàí íà e(3)∗. Òîãäà â ñèñòåìå êîîðäèíàò (S,R) èìååì

Ṡi = {Si, H}, Ṙi = {Ri, H} (2)

∂H

∂S
= (

∂H

∂S1
,
∂H

∂S2
,
∂H

∂S3
),
∂H

∂R
= (

∂H

∂R1
,
∂H

∂R2
,
∂H

∂R3
) (3)

Òîãäà èç (1) ñëåäóþò óðàâíåíèÿ Êèðõãîôà:{
Ṡ = [∂H∂S ;S] + [∂H∂R ;R],

Ṙ = [∂H∂S ;R]
(4)

Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ : R6(ω, γ)→ R6(S,R) çàäàíîå
ôîðìóëàìè {

Si = −Aiωi,
Ri = γi

(5)

óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçì (1) è (4) ñ ãàìèëüòîíèàíîì:

H =
1

2A1
S2

1 +
1

2A1
S2

2 +
1

2A3
S2

3 + U, (6)

U = mg(
√
b2

1 + (b2
3 − b2

1)R2
3 + sR3)ïðè äàííîì

èçîìîðôèçìå èíòåãðàëû γ èG ïåðåõîäÿò â

Γ = R2
1 + R2

2 + R2
3 èG = S1R1 + S2R2 + S3R3,

à èíòåãðàë ýíåðãèè â ãàìèëüòîíèàí.
Äàííûå èíòåãðàëû åñòåñòâåííû äëÿ çàäà÷è î äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà,
îíè ïîëó÷àþòñÿ áåç îãðàíè÷åíèé íà ôîðìó è äèíàìèêó ðàññìàòðèâàå-
ìîãî îáúåêòà. Îäíàêî, äëÿ ïîëíîé èíòåãðèðóåìîñòè íàì íåäîñòàåò îä-
íîãî íåçàâèñèìîãî èíòåãðàëà, êîòîðûé â äàííîé ïîñòàíîâêå ñóùåñòâóåò
K = S3 - èíòåãðàë Ëàãðàíæà.

2.3 Ïîñòðîåíèå áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû

Îòîáðàæåíèå ìîìåíòà ïåðåâîäèò êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ê ñôåðå Ïóàñ-

ñîíà íà ïëîñêîñòü F = H × K : TS2 → R2(h; k). Îáðàç
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êðèòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà åñòü áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà Σ îòîáðàæå-
íèÿF . Ïî òåîðåìå Ñàðäà Σ èìååò ìåðó íóëü íà ïëîñêîñòè, à ïî òåîðåìå

î íåÿâíîé ôóíêöèè íàä êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòîéR2\Σ îòîáðàæå-
íèå ìîìåíòà ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì. Åñëè âñå ñëîè ñëîåíèÿ êîìïàêòíû, òî
òèï èíòåãðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîæåò èçìåíèòüñÿ ëèøü ïðè ïåðåõîäå
÷åðåç Σ. Â ýòèõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíòàõ èíòåãðàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ, êàê
èçâåñòíî èç òåîðåìû Ëèóâèëëÿ, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáúåäèíåíèå äâó-
ìåðíûõ òîðîâ, êàê âñÿêîå ñâÿçíîå, îðèåíòèðóåìîå, êîìïàêòíîå äâóìåð-
íîå ìíîãîîáðàçèå, äîïóñêàþùåå êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå áåç îñîáûõ
òî÷åê (ò.ê. îñîáûå òî÷êè ëåæàò íà îñîáûõ ñëîÿõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ).
Íàéäåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè ýòîãî îòîáðàæåíèÿ (ìû ïðîäåëàåì ýòî ëèøü
äëÿ ãàìèëüòîíèàíà ñ ôèêñèðîâàííîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé, îáùèé
àíàëèç åñòü â [1, 14]).

Ðàññìîòðèì P 3
k,g = {K = k,G = g,Γ = 1} - íåîñîáàÿ ïðè

k 6= ±g èM 4
1,g = {Γ = 1, G = g}. Òî÷êà x0 ∈ M 4

1,g êðèòè-

÷åñêàÿ äëÿH|P 3 , åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå µ1, µ2, µ3, ÷òî âûïîëíÿòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ:{

gradH = µ1gradΓ + µ2gradG + µ3gradK,
K = k,G = g,Γ = 1 (7)

Äëÿ ïðîñòîòû âû÷èñëåíèé îáåçðàçìåðèì ýëëèïñîèä èíåðöèèA1=1,A3=A.
Ðàñïèøåì (7) ïî êîîäèíàòàì:

R1 =
√

1−R2
3cost, R2 =

√
1−R2

3sint,

S1 = g−kR3√
1−R2

3

cost, S2 = g−kR3√
1−R2

3

sint, S3 = k

Ïàðàìåòðû ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ òàêèå:

µ1 = −(g−kR3)
2

2(1−R2
3)2
, µ2 = g−kR3

1−R2
3
, µ3 = k

A3
− R3(g−kR3)

1−R2
3
.

R3 âû÷èñëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿU ′+ (g−kR3)(gR3−k)

(1−R2
3)2

= 0, ãäå ïðî-

èçâîäíàÿ áåðåòñÿ ïî R3. Òàê êàê Γ = 1, òî |R3| < 1.
Ïðè ôèêñèðîâàííîìR3 óðàâíåíèÿ (7) çàäàþò îäíó êðèòè÷åñêóþ îêðóæ-

íîñòü ôóíêöèèH|P 3, ïðîèíòåãðèðóåì âûðàæåíèå äëÿ R3:
(g−kR3)

2

2(1−R3)
+ k2

2 + U = W (R3), W (R3) ∈ [−1; 1] òåì ñàìûì

ïîëó÷èì çíà÷åíèå îãðàíè÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà íà êðèòè÷åñêîé îêðóæíî-
ñòè. È â ñèëó îáîçíà÷åíèé óñëîâèå ïîëó÷àåòñÿ â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå
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W ′(R3) = 0.
Ôóíêöèþ W íàçûâàþò ïðèâåäåííûì (ýôôåêòèâíûì) ïîòåíöèàëîì.
Ðàññìîòðèì ìàòðèöóGµ = GH − µ1GΓ − µ2GG − µ3GK , ãäå

Gf - ãåññèàí ôóíêöèè f , îãðàíè÷èìñÿ íà ïðîñòðàíñòâî îðòîãîíàëüíîå
ê ãðàäèåíòàì òðåõ èíòåãðàëîâ Γ, G,K èìååì:

Gλ =


1 0 0 −µ2 0 0
0 1 0 0 −µ2 0
0 0 1

J 0 0 −µ2
−µ2 0 0 −2µ1 0 0

0 −µ2 0 0 −2µ1 0
0 0 −µ2 0 0 U ′′ − 2µ1


Â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ ãðàäèåíòû Γ, G,K òîãäà çàïèñûâàþòñÿ òàê:

gradΓ = (0, 0, 0, 2X cos t, 2X sin t, 2R3),
gradG = (X cos t,X sin t, R3,

g−kR3

X cos t, g−kR3

X sin t, k),
gradK = (0, 0, 1, 0, 0, 0).

ÃäåX =
√

1−R2
3. Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîñòðàíñòâî îðòî-

ãîíàëüíîå ãðàäèåíòàì èíòåãðàëîâ, òî âûáåðåì â íåì áàçèñ:
e1 = (sin t,− cos t, 0, 0, 0, 0),
e2 = (0, 0, 0, sin t,− cos t, 0),
e3 = (g−kR3

X cos t, g−kR3

X sin t, 0, R3 cos t, R3 sin t,−X)
Çíà÷åíèÿGλ íà (ei, ej) çàïèñàííû â âèäå ìàòðèöû: 1 kR3−g

X 0
kR3−g
X

(
kR3−g
X

)2
0

0 0 XW ′′(R3)


Íàéäåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ò.ê. ìàòðèöà áëî÷íî äèàãîíàëüíîãî òèïà,
òî λ1 = XW ′′(R3), â ñèëó ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ïåðâîé è âòîðîé

ñòðîê ìàòðèöû λ2 = 0, íàêîíåö λ3 = 1 +
(
kR3−g
X

)2
.

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿX èìååì:

λ1 =
√

1−R2
3W

′′(R3), λ2 = 0, λ3 = 1 +

(
kR3−g√

1−R2
3

)2

.
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Òðåòüå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå âñåãäà ïîëîæèòåëüíî, ðàâåíñòâî âòîðîãî
íóëþ ãîâîðèò î âûðîæäåíèè ãåññèàíà ôóíêöèè H|P 3 âäîëü êàñàòåëü-
íûõ ê êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè, à çíàê ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà òà-
êîé æå, êàê è çíàê âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïðèâåäåííîãî ïîòåíöèàëà. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ó H|P 3 êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè èëè ñåäëîâûå èëè ìè-
íèìàëüíûå. Ñåäëîâûì ñîîòâåòñòâóþò ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû ôóíêöèè
W ′′(R3), à ìèíèìàêñíûì - ìèíèìóìû, ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè

êàæäîì R3 îïðåäåëÿåìûì óðàâíåíèåìW ′(R3) = 0 ñèñòåìà (7) çà-
äàåò îäíó êðèòè÷åñêóþ îêðóæíîñòü.
Â ðàáîòå Àíäðåÿ Àëåêñàíäðîâè÷à Îøåìêîâà [14] ðàññìîòðåí ñëó÷àé

V ′′ ≥ 0, äëÿ íåãî õàðàêòåðíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî W ′′ > 0 ñëåäîâà-
òåëüíî óW ðîâíî îäèí ëîêàëüíûé ìèíèìóì è íå èìååò íè îäíîãî ëî-
êàëüíîãî ìàêñèìóìà. Ò.å. ∀k 6= ±g H|P 3 èìååò îäíó ìèíèìàëüíóþ
êðèòè÷åñêóþ îêðóæíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî íà ïëîñêîñòè îáðàçà îòîáðà-
æåíèÿ ìîìåíòà ïðÿìûå âèäà k = const ïåðåñåêàþò áèôóðêàöèîííóþ
äèàãðàììó ðîâíî â îäíîé òî÷êå, ïðîîáðàçîì ýòîé ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ ïî-

âåðõíîñòü P 3.

2.4 Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà

Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà áûëà ïîëó÷åííà Ì.Þ. Èâî÷êèíûì [2]
Ñäåëàåì íåáîëüøîå îòñòóïëåíèå äëÿ ïîÿñíåíèÿ âàæíîñòè áèôóðêà-

öèîííîé äèàãðàììû äëÿ çàäà÷ ìåõàíèêè.
Äèàãðàììà íà ðèñ. 1 ñíàáæåíà ñòðåëêàìè ñ óêàçàíèåì òèïà áèôóðêàöèè
(àòîìà) íà äóãàõ äèàãðàììû. Ýòà èíôîðìàöèÿ âåñüìà âàæíàÿ. Êàê èç-
âåñòíî èç îáùèõ òåîðåì [1] àòîì À ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì, à ñåäëîâîé
àòîìÂ - íåóñòîé÷èâûì. Çíà÷èò, ðàññìîòðåâ èçîýíåðãåòè÷åñêèé óðîâåíü
ìû ìîæåì òî÷íî îïðåäåëèòü ñêîëüêî áóäåò óñòîé÷èâûõ ïîëîæåíèé ðàâ-
íîâåñèÿ è ñêîëüêî íåóñòîé÷èâûõ. Òàêæå ðàññìàòðèâàÿ ýâîëþöèþ áèôóð-
êàöèîííîé äèàãðàììû (â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû îíà óêàçàíà ñòðåëêàìè)
ìû ìîæåì ïðîñëåäèòü, êàê ìåíÿåòñÿ ÷èñëî ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ è èõ
õàðàêòåð.
Íàïðèìåð, åñëè îñü âðàùåíèÿ òåëà ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè è öåíòð
ìàññ íàõîäèòñÿ íèæå öåíòðà êðèâèçíû, òî òàêîå ïîëîæåíèå äîëæíî áûòü
óñòîé÷èâûì. Ñîãëàñíî ñäåëàííûì ïðåäïîëîæåíèÿì ìàëàÿ ïîëóîñü ýë-
ëèïñîèäà èìååò äëèíó 1, à áîëüøàÿ b. Çíà÷èò, ðàäèóñ êðèâèçíû â òî÷êå

ìàêñèìàëüíî óäàëåííîé îò öåíòðà ρ = 12

b , âûñîòà öåíòðà ìàññ â îïè-
ñûâàåìîì ñëó÷àå b − s, òàêèì îáðàçîì ñëó÷àé b − s < ρ îòâå÷àåò
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Ðèñ. 1: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äëÿ ñëó÷àÿ s 6= 0
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óñòîé÷èâîìó ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ, ò.å. s > b − 1
b = c√

(c+1)
. Òà-

êîìó äâèæåíèþ îòâå÷àåò ýâîëþöèÿ 1 → 6, êàê ìîæíî çàìåòèòü íè â
îäíîé èç ýòèõ äèàãðàìì íåò ñåäëîâîãî àòîìà B, ò.å. íåò íåóñòîé÷èâûõ
ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì.

Êàê áûëî îòìå÷åíî â êíèãå Áîëñèíîâà, Ôîìåíêî [1] (òîì 2, ñòð.238, òåî-
ðåìà 5.4):
Èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû äëÿ ñëó÷àÿ
ãàìèëüòîíèàíà Ëàãðàíæà (â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îíà èìååòñÿ, ò.å. ïðè

g2 < 4) îòâå÷àåò åäèíñòâåííîé îñîáåííîñòè òèïà ôîêóñ-ôîêóñ âM 4
1,g,

êîîðäèíàòû ýòîé îñîáîé òî÷êè (0, 0, g, 0, 0, 1). Å¼ êðóãîâàÿ ìîëåêóëà
èìååò ìàòðèöó ìîíîäðîìèè

(
1 0
1 1

)
. Ïðè ýòîì, åå òèï ñëåäóåò èç íåâû-

ðîæäåííîñòè îñîáåííîñòè. Íà îñîáîì ñëîå îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà ëåæèò
ðîâíî îäíà êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà. À ò.ê. ó íàñ âñåãî äâå êðèòè÷åñêèå òî÷-
êè ñîîòâåòñòâóþùèå ±g, íî îíè ëåæàò íà ðàçíûõ óðîâíÿõ èíòåãðàëà
K = S3 = ±g. Îäíàêî åñëè g = ±2, òî èçîëèðîâàííàÿ òî÷-
êà ïîïàäàåò íà ãðàíèöó áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû è ñòàíîâèòñÿ âû-
ðîæäåííîé, à êîãäà |g| > 2 òî÷êà ìåíÿåò ñâîé òèï ñ ôîêóñ-ôîêóñ íà
öåíòð-öåíòð.
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Ðèñ. 2: Ëàñòî÷êèí õâîñò

2.5 Òåîðåìà 3.

Åñëè öåíòð ìàññ íå ñìåùåí (s = 0), òî â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
Σk,h,ω çàäàåò ëàñòî÷êèí õâîñò ñ äâóìÿ äîïîëíèòåëüíûìè ïîâåðõíîñòÿ-
ìè ïðè −1 < c < 0, è ïîâåðõíîñòü ñ äâóìÿ ëó÷àìè ïðè c > 0

Êîììåíòàðèè1 ê äîêàçàòåëüñòâó2:
Ðàâåíñòâî íóëþ îïðåäåëèòåëÿ, ñîñòàâëåííîãî èç êîýôôèöèåíòîâ òðåõ
ïðîèçâîäíûõ ïðèâåäåííîãî ïîòåíöèàëà, â ñëó÷àå s 6= 0 âûãëÿäèò òàê:
2c2x4 + 5cx2 + c + 4 + 2s

cx(cx2 + 1)2,5 = 0, áåç s ìû äåéñòâèòåëüíî
èìååì äåëî ñ áèïàðàáîëîé, íî åñëè s 6= 0 êà÷åñòâåííî â äîêàçàòåëü-
ñòâå Èâî÷êèíà íè÷åãî íå ìåíÿåòñÿ. Ïðè c > 0 "âîçìóùåííàÿ áèïàðà-
áîëà"òàêæå ïîëîæèòåëüíà íà èíòåðâàëå (0;1). ×åòâåðòàÿ ïðîèçâîäíàÿ
òàêæå îòëè÷íà îò íóëÿ. Ìàòðèöà ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ áóäåò òàêîé æå,
ò.ê. â ïðèâåäåííîì ïîòåíöèàëå s íå ÿâëÿåòñÿ ìíîæèòåëåì íè ïðè k íè
ïðè ω. Ðÿä Ëîðàíà äëÿ ôóíêöèè çàäàþùåé ãðàôèê "âîçìóùåííîé áèïà-
ðàáîëû"â îêðåñòíîñòè íóëÿ âûãëÿäèò òàê:
2s
c+x + c + 4 + 5sx + 5cx2 + 15

4 csx
3 + o(x4) Â ñòàòüå Êóäðÿâöåâîé

è Ëàêøòàíîâà [4] ðàññìîòðåíû îñîáåííîñòè òèïà An, êîòîðûå òàì íàçû-
âàþòñÿ êàóñòèêàìè. Ëàñòî÷êèí õâîñò â òåðìèíîëîãèè ýòîé ñòàòüè èìååò
òèï A4.
Îïðåäåëåíèå: êàóñòèêîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïàðàìåò-
ðîâ, ïðè êîòîðûõ F (x, λ̄) èìååò âûðîæäåííóþ (êðàòíóþ) êðèòè÷åñêóþ

òî÷êó. Ò.å. F́ (x, λ̄) = 0 ×òîáû A4 áûëà âåðñàëüíîé äåôîðìàöèåé â

1Äàäèì áîëåå ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî, ò.ê. â ðàáîòå Èâî÷êèíà îíî áûëî ïðåäëî-

æåíî âêðàòöå.
2Ðàçáîð òåîðåìû ïðîâåäåí ïîä ðóêîâîäñòâîì Å.À.Êóäðÿâöåâîé
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ñìûñëå ñòàòüè [4] íåîáõîäèìà ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñëåäóþùåé ñè-

ñòåìû: {∂(V−h)∂λi
}3i=1, {

∂2(V−h)
∂x∂λi

}3i=1, {
∂3(V−h)
∂2x∂λi

}3i=1, ãäå V - ïðèâåäåííûé
ïîòåíöèàë

Íàïîìíèì: Vk,ω = (k−Jωx)2
2(1−x2) + J2ω

2 +
√
cx2 + 1 + sx

Ïîñ÷èòàåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:
∂(V−h)
∂ω = J2ωx2−Jkx

1−x2 + J2

2 ,
∂(V−h)
∂k = k−Jωx

1−x2 ,
∂(V−h)
∂h = 1.

∂2(V−h)
∂x∂ω = J

(1−x2)2 (2Jωx− k − kx
2), ∂

2(V−h)
∂x∂k = 2kx−Jω

(1−x2)2 ,
∂2(V−h)
∂x∂h = 0

∂3(V−h)
∂2x∂ω = 2J(ω−2kx)

(1−x2)3 , ∂
3(V−h)
∂x2∂h = 2(k−Jωx)

(1−x2)3 ,
∂3(V−h)
∂x2∂h = 0.

Ïîñëå íåêîòîðûõ óïðîùåíèé ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ïðàâûõ ÷àñòåé
ïðèìåò òàêîé âèä:

det

 J2ωx2−Jkx
1−x2 + J2

2
k−Jωx
1−x2 1

J(2Jωx− k − kx2) 2kx− Jω 0
J(ω − 2kx) (k − Jωx) 0

 =

= J · det

 Jωx2−kx
1−x2 + J

2
k−Jωx
1−x2 1

(2Jωx− k − kx2) 2kx− Jω 0
(ω − 2kx) (k − Jωx) 0

 =

= −J((Jωkx−k2)(1+x2)+Jω2(1−2Jx2)+2kx(2kx−ω)) 6= 0
Òàêèì îáðàçîì, ìû äåéñòâèòåëüíî èìååì îñîáåííîñòü òèïà A4 - "ëà-
ñòî÷êèí õâîñò". Òàê æå, êàê áûëî çàìå÷åíî, èçìåíåíèå ïàðàìåòðà s íà
êà÷åñòâåííûé âèä äîêàçàòåëüñòâà íå âëèÿåò. Ò.å. ìû áóäåì íàáëþäàòü
"ëàñòî÷êèí õâîñò"ñî ñìåùåíèåì.
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3 Èíâàðèàíòû Ôîìåíêî äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèç-

âîëüíîãî s

Â ýòîé ÷àñòè ìû ïîñòðîèì ìîëåêóëû (èíâàðèàíòû ãðóáîé ëèóâèëëåâîé
ýêâèâàëåíòíîñòè) äëÿ äèàãðàìì ïðèâåäåííûõ â ðàáîòå Èâî÷êèíà [2]. Íà
ðèñóíêàõ 1-6 ïðåäñòàâëåíû âñå òèïû áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì, âîç-
íèêàþùèõ â äàííîé çàäà÷å, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíûì ïàðàìåòðàì ýë-
ëèïñîèäà. Íàìè áûëè ðàññìîòðåíû èçîýíåðãåòè÷åñêèå ìîëåêóëû, îíè
ïðåäñòàâëåíû ïîä áèôóðêàöèîííûìè äèàãðàììàìè. Ïóíêòèðîì îòìå÷å-
íû ðàçäåëÿþùèå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè, òî åñòü îáëàñòè ìåæäó ñîñåäíèìè
ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè ñîîòâåòñòâóþò ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèÿì ýíåðãèè.

13



Ðèñ. 3: Ìîëåêóëû.
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4 Èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà

4.1 Èíâàðèàíòû äëÿ ñëó÷àÿ s = 0

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîñòðîèì ïîëíûé èíâàðèàíò Ëèóâèëëåâîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ìå÷åíóþ ìîëåêóëó Ôîìåíêî-Öèøàíãà. Îïðåäåëåíèå ìåòîê îïè-
ñàíî â êíèãå "Èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû"[1].
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìåòîê áóäåò èñïîëüçîâàí ìåòîä êðóãîâûõ ìîëåêóë, îïè-
ñàíèå åãî ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [1, 5]. Ïîñëå òîãî, êàê ìåòêè äëÿ êðó-
ãîâûõ ìîëåêóë áóäóò íàéäåíû áóäåò ïðîèçâåäåíà ñêëåéêà. Òàê êàê ïðè
c > 0, k2 > 4c√

c+1
, à òàêæå ïðè −1 < c < 0 äëÿ ñëó÷àÿ íåñìåùåííîãî

öåíòðà ìàññ òî÷êè γ3 = ±1 èìåþò îñîáåííîñòü òèïà öåíòð-öåíòð, òî,
ñîãëàñíî òåîðåìå 9.1 êíèãè [1], êðóãîâàÿ ìîëåêóëà èìååò ìåòêó r = 0.
Òàêèì îáðàçîì, íà äèàãðàììàõ, ãäå ïðèñóòñòâóåò ëèøü îäíà îñîáàÿ òî÷-
êà òèïà öåíòð-öåíòð, èçîýíåðãåòè÷åñêèå ìîëåêóëû òèïà A − A èìåþò
r-ìåòêó ðàâíóþ íóëþ. Òî åñòü, ïî ïðåäëîæåíèþ 4.3 èç [1], 3-ìíîãîîáðàçèå
ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíîé ñôåðîé S 3 .
Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 5 ðàáîòû Èâî÷êèíà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû èçî-
ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé ìîãóò áûòü òîëüêî âèäà: S 3 ,RP3 , S 1 × S 2 ,
òàêæå â òàì ïðèâåäåíû áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû íà ïëîñêîñòè (h, k)
äëÿ ñëó÷àÿ −1 < c < 0, J > 1 îíà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 4 ñïðà-
âà. Çíà÷èò, äèàãðàìì íà ïëîñêîñòè (h, ω) èìååò ìåñòî ïåðåõîä îò S 3 ê
RP 3.

Ðèñ. 4: ñëó÷àé -1<ñ<0

Çíàÿ ýòî, èç ïðåäëîæåíèÿ 4.3 êíèãè [1] çàêëþ÷àåì, ÷òî ìåòêè r = 0, ε =
±1 è r = 1

2 , ε = ±1.
Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ c > 0, 0 < J < 1 ïðèâîäÿò
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íàñ ê ñëåäóþùèì âûâîäàì. Ðàññìîòðèì áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû íà
ðèñóíêå 5, ïðè äâèæåíèè ïî âîçðàñòàíèþ çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà ýíåðãèè,
èìååò ìåñòî ïåðåõîä îò S 1 × S 2 ê RP 3. Òîãäà äëÿ ìåòîê ìîëåêóë õà-
ðàêòåðíû äâå âîçìîæíîñòè: r = ∞, ε = −1 è r = 1

2 , ε = ±1. Âî
âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ äëÿ ìíîãîîáðàçèé S 3 , RP 3 çíàê s-ìåòêè
çàâèñèò îò îðèåíòàöèè ìíîãîîáðàçèÿ, òàê ÷òî ìîæíî âûáðàòü ε = +1.

Ðèñ. 5: ñëó÷àé ñ>0

Ñîîòâåòñòâóþùèå ìåòêè ïðèâåäåíû íà ðèñóíêàõ 6 è 7, ñïîñîá èçîá-
ðàæåíèÿ àíàëîãè÷åí ñïîñîáó, ïðèìåíåííîìó â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.
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Ðèñ. 6: ïåðâûé ñëó÷àé

Ðèñ. 7: âòîðîé ñëó÷àé
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4.2 Èíâàðèàíòû äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîãî s

Ñôîðìóëèðóåì äâà ïðåäëîæåíèÿ, äîêàçàííûõ Ìîðîçîâûì [13] ñòð. 57:
Ïðåäëîæåíèå 1: Íà ðåáðàõ, ñîåäèíÿþùèõ äâà ñåäëîâûõ àòîìà êðó-
ãîâîé ìîëåêóëû âûðîæäåííîé îäíîìåðíîé îðáèòû ìåòêè r ðàâíû ∞.
Íà ðåáðàõ, ñîåäèíÿþùèõ àòîì À ñ ñåäëîâûì, ìåòêè r êîíå÷íû. Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ ìåòêè ε ðàâíû +1.
Ñëåäñòâèå: Ìàòðèöà ñëåéêè íà ðåáðàõ "ñåäëî-ñåäëî"êðóãîâîé ìîëå-
êóëû âûðîæäåííîé êðóãîâîé îðáèòû âñåãäà ðàâíà K, ãäå k ∈ Z

K =

(
1 0
k −1

)
Ïðåäëîæåíèå 2: Ïóñòü òî÷êà z ñîîòâåòñòâóåò âûðîæäåííîé îä-

íîìåðíîé îðáèòå, à å¼ îêðåñòíîñòè áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ãëàäêóþ êðèâóþ ñ òî÷êîé âîçâðàòà â z, ìåíÿþùóþ ïðè ýòîì
òèï 3-àòîìà ñ B íà A. Òîãäà íà ðåáðå êðóãîâîé ìîëåêóëû B−A ìåòêà
r = 0.

Ïðèïèøåì ðåáðàì áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû ñëåäóþùèå èíäåêñû:
α1, α2, α3, β1, β2, θ1, θ2, θ3, θ4 - îòâå÷àþò áèôóðêàöèÿì òèïà , γ1, γ2 -
îòâå÷àþò áèôóðêàöèÿì òèïà B.K1, K2 - âûðîæäåííûå äâóìåðíûå òî÷-
êè.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ìîëåêóëà òèïà A − A âáëèçè îñîáûõ òî÷åê òèïà
öåíòð-öåíòð èìååòr = 0, êàê ìîëåêóëà íèçêèõ ýíåðãèé, ò.ê. ÿâëÿåòñÿ
S3.
Çà r[x− y] óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü r-ìåòêó ìåæäó x è y.
Òîãäà r[α1 − β1] = 0 ïî 1, r[α2 − β2] = 0 ïî 2, r[β1 − α3] = 0.
Àíàëîãè÷íî ìîëåêóëàA−A áîëüøèõ ýíåðãèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéRP 3,
ò.å. å¼ r-ìåòêà ðàâíà 1

2 .
Ñîãëàñíî òåîðåìå Ìîðîçîâà êðóãîâàÿ ìîëåêóëà âáëèçè òî÷åê âîçâðàòà
èìååò âèä êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 9, òàì æå óêàçàíû ìåòêè r è ε.
Òàêèì îáðàçîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìåòîê îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðà-
âèëîì ñëîæåíèÿ ìåòîê ñôîðìóëèðîâàííûì â êíèãå Áîëñèíîâà, Ôîìåíêî
Èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû [1].

Óòâåðæäåíèå 1: r−ìåòêè äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ìîëåêóë èçîáðà-
æåíû íà ðèñ. 11
Äîêàçàòåëüñòâî:
Ïðè íèçêèõ ýíåðãèÿõ èçîýíåðãåòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå S3, åìó ñîîòâåò-
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Ðèñ. 8: Íàçâàíèÿ

Ðèñ. 9: Êðóãîâàÿ ìîëåêóëà òî÷êè âîçâðàòà

ñòâóåò ìîëåêóëà A−A è êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå äëÿ íåå r-ìåòêà ðàâ-
íà 0. Àíàëîãè÷íî áîëüøèì çíà÷åíèÿì ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóþò ìîëåêóëû
A−A ñ r-ìåòêîé 1/2, ò.ê.äàííûå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ RP 3. Íà ðèñ.
11.7 ïîÿâëÿåòñÿ ìåòêà∞, ò.ê. äëÿ äàííîé ìîëåêóëû A− A ãðàíè÷íûå
òîðû ïðèíàäëåæàò îäíîé è òîé æå äóãå. Çíàÿ ìåòêó, ìîæíî îïðåäåëèòü,
÷òî èçîýíåðãåòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ â äàííîé îáëàñòè ÿâëÿþòñÿ ïðîèç-
âåäåíèåì S1 × S2. Äâèãàÿñü ïî óâåëè÷åíèþ ýíåðãèè òðåõìåðíîå ìíîãî-
îáðàçèå ïåðåñòðàèâàåòñÿ â S3, ò.ê. âñòðå÷àåò íà ñâîåì ïóòè ôîêóñíóþ
îñîáåííîñòü (òî÷êà ôîêóñ-ôîêóñ îáëàäàåò ìàòðèöåé ìîíîäðàìèè

(
10
k1

)
,

êàê ýòî îòìå÷àëîñü âûøå), ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì ñëîæåíèÿ, èìååì ìåòêó
ðàâíóþ 0.
Òàêèì îáðàçîì íåðàññìîòðåííûìè îñòàëèñü ëèøü ìîëåêóëû, ñîäåðæà-
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Ðèñ. 10: Êðóãîâàÿ ëàñòî÷êèíà õâîñòà

ùèå àòîìû B è "ñðåäíÿÿ"ìîëåêóëà íà ÷åòâåðòîé äèàãðàììå. Ìåòêè íà
êîðîòêèõ ðåáðàõ A−B ðàâíû íóëþ ïî ïðåäïîëîæåíèþ 2 è íà äëèííûõ
îíè òàêæå ðàâíû íóëþ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïðàâèëîì
ñëîæåíèÿ ìåòîê. Ðàññìîòðèì ðèñ.10 ïðàâûé, òàì âèäíî, ÷òî äëèííîå ðåá-
ðîA−B ïîëó÷àåòñÿ ñëèÿíèåì äâóõ êðóãîâûõ ìîëåêóë, îäíà èç êîòîðûõ
èìååò r-ìåòêó 0, à âòîðàÿ áåñêîíå÷íîñòü, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì r-ìåòêó
ðàâíóþ íóëþ.
Íà ðåáðå B −B ìåòêà ðàíà áåñêîíå÷íîñòè, ò.ê. ãðàíè÷íûå òîðû ñîâïà-
äàþò ñëåäîâàòåëüíî ìàòðèöà ïåðåõîäà - åäèíè÷íàÿ. Äëÿ îñòàâøåéñÿ ìî-
ëåêóëû r-ìåòêà îïðåäåëÿåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè: ðàññìîòðèì ïåðåõîä îò
äèàãðàììû 4 ê äèàãðàììå 5, êàê ìû ìîæåì çàìåòèòü "ñðåäíÿÿ"ìîëåêóëà
íà ÷åòâåðòîé äèàãðàììå ïåðåõîäèò â ìîëåêóëó áîëüøèõ ýíåðãèé íà ïÿ-
òîé, ò.ê. ìàëûé òðåóãîëüíèê, îòäåëèâøèñü îò áîëüøîãî (ñì. äèàãðàììó
3), óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü è òàì ïðîïàäàåò.

Óòâåðæäåíèå 2: ε−ìåòêè äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ìîëåêóë èçîáðà-
æåíû íà ðèñ. 12
Äîêàçàòåëüñòâî:
Êàê áûëî ïîêàçàíî â êíèãå Áîëñèíîâà, Ôîìåíêî [1] ε−ìåòêà äëÿ òåõ ñëó-
÷àåâ, êîãäà èçîýíåðãåòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Q3

h ÿâëÿåòñÿ S3 èëè RP 3

çàâèñèò îò âûáîðà îðèåíòàöèè, ïî ýòîìó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæ-
íî ïîëàãàòü ε−ìåòêó ðàâíóþ +1.
À äëÿ ìíîãîîáðàçèé S1 × S2 ðàâíà -1.
Íà ðåáðàõ A−B ìåòêà ðàâíà +1 ïî ïðåäëîæåíèþ 1.
Óòâåðæäåíèå 3: n-ìåòêè ñóùåñòâóåò òîëüêî äëÿ òåõ èçîýíåðãåòè÷å-
ñêèõ ìîëåêóë, ìíîãîîáðàçèå êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé RP 3
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Ðèñ. 11: r-ìåòêè äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ
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Ðèñ. 12: ε-ìåòêè äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ
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Ðèñ. 13: n-ìåòêè äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ

Äîêàçàòåëüñòâî:
Ïî îïðåäåëåíèþ n-ìåòêè ñóùåñòâóþò äëÿ ñåìåé, ò.å. òàêèõ ìîëåêóë, ãäå
r-ìåòêà íà ðåáðàõ A − B ðàâíà íóëþ, à ìåòêà íà ðåáðå B − B, åñëè
òàêîå èìååòñÿ, ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè.
Ìåòêà ñ÷èòàåòñÿ ïî ôîðìóëå Òîïàëîâà, äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ îíà ðàâíà 2.

Òàêèì îáðàçîì ïîñòðîåíû âñå èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà, òåïåðü
âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè è óêàæåì íåñêîëü-
êî ñèñòåì ýêâèâàëåíòíûõ íàøåé.

5 Èçâåñòíûå ñëó÷àè ýêâèâàëåíòíîñòè

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïîñòàðàëèñü ñîáðàòü âñå èçâåñòíûå íàì ñèñòåìû,
êîòîðûå ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû íàøåé. Ñðàâíåíèå ïðîâîäèëîñü ñ ïðè-
ìåðàìè, ñîäåðæàùèìèñÿ â êíèãå Èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû
[1], à òàêæå â ðàáîòàõ ó÷åíèêîâ Àíàòîëèÿ Òèìîôååâè÷à Ôîìåíêî. Âåñü-
ìà âåðîÿòíî, ÷òî ñïèñîê äîëæåí áûòü êóäà áîëüøå ïðèâåäåííîãî çäåñü.
Æóêîâñêèé îáíàðóæèë îáîáùåíèå èíòåãðèðóåìîãî ñëó÷àÿ Ýéëåðà, ñ ãà-

ìèëüòîíèàíîì H = Σ (Si+λi)
2

2Ai
, i ∈ 1, 2, 3. Äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë
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òàêîé æå, êàê è â ñëó÷àå Ýéëåðà K = S2
1 + S2

2 + S2
3 . À.À. Îøåìêîâ

ïîñòðîèë áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû [14], à Ï.É. Òîïàëîâ ïîñ÷èòàë èí-
âàðèàíòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â êíèãå À.Â. Áîëñè-
íîâà è À.Ò. Ôîìåíêî [1].
Òåîðåìà 1: Ñèñòåìà îäíîðîäíîãî äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ýëëèï-
ñîèäà íà ãëàäêîé ïëîñêîñòè ïîëíîñòüþ âêëàäûâàåòñÿ, â ñìûñëå ëèóâèë-
ëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè, â ñèñòåìó òÿæåëîãî ãèðîñòàòà Æóêîâñêîãî. Ò.å.
äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è ýëëèïñîèäà ñóùåñòâóåò òàêèå
ïàðàìåòðû ñèñòåìû Æóêîâñîãî äëÿ êîòîðûõ èíâàðèàíòû ñîâïàäàþò.
Äëÿ ïðîâåðêè äàííîé òåîðåìû ïðåäëàãàåì âçãëÿíóòü íà ñïèñîê òîïîëî-
ãèè ëèóâèëëåâûõ ñëîåíèé äëÿ ñëó÷àÿ Æóêîâñêîãî (ñì. [1] òîì 2, ãëàâà 5,
ñïð 281-283, òàáëèöà 5.6) è ñðàâíèòü åãî ñ ïðèâåäåííûì â äàííîé ðàáîòå.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ â
R3, îíà ÿâëÿåòñÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ. Ôóíêöèÿ r cosφ
ïîñòîÿííà âäîëü êàæäîé ãåîäåçè÷åñêîé, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðà-
ëîì.
Å.Êàíòîíèñòîâà îïðåäåëèëà èíâàðèàíòû äëÿ ñèñòåìû íà ïîâåðõíîñòè
âðàùåíèÿ, çàäàííîé ïàðîé ôóíêöèé (f(r), V (r)), ãäå V (r) = r,
f(r) =

√
(1− r2)(0.3 + 20r2).

Òåîðåìà 2: Ñèñòåìà ýëëèïñîèäà íà ãëàäêîé ïëîñêîñòè ïðè íåêîòîðûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå ãåîäåçè÷åñêèõ
ïîòîêîâ, ðàññìîòðåííûõ Åëåíîé Êàíòîíèñòîâîé.
Çàìå÷àíèå: Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìû íå âêëàäûâàþòñÿ äðóã â äðóãà, ò.å.
ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ îíè ýêâèâàëåíòíû, íî äëÿ êàæäîé
ñèñòåìû åñòü "óíèêàëüíûå"óðîâíè - òàêèå, êîòîðûõ íåò â äðóãîé ñèñòå-
ìå.
Èç òåîðåì 1 è 2 ïî òðàíçèòèâíîñòè èìååì:
Ñëåäñòâèå: Ñèñòåìà ãåîäåçè÷åñêèõ íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ïðè íåêî-
òîðûõ çíà÷åíèÿõ èíòåãðàëîâ ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå ãèðîñòà-
òà Æóêîâñêîãî.
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6 Âûâîäû

Ïîäâåäåì èòîãè ïðîäåëàííîé ðàáîòû. Áûëè ðàçîáðàíû è óòî÷íåíû òåî-
ðåìû èç êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè Ì.Þ.Èâî÷êèíà [2]. Ïî âñåì ïîëó-
÷åííûì Èâî÷íèíûì áèôóðêàöèîííûì äèàãðàììàì ïîñòðîåíû ìîëåêóëû.
Ïîñòðîåíû èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà, à òàêæå îáíàðóæåíû ñèñòå-
ìû ëèóâóëëåâî ýêâèâàëåíòíûå íàøåé.

7 Ïðîãðàììà äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé

Íåîáõîäèìû èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè áèôóðêàöèè Õîïôà, êîòîðàÿ
íàáëþäàåòñÿ â çàäà÷å. Òàêæå ñëåäóåò ðàññìîòðåòü ñâÿçü çàäà÷è ñ äðó-
ãèìè ìåõàíè÷åñêèìè ïðîáëåìàìè, â òîì ÷èñëå, è íåèíòåãðèðóåìûìè,
íàïðèìåð, ñ äâèæåíèåì ýëëèïñîèäà ïî øåðîõîâàòîé ïëîñêîñòè (ñëó÷àé
íåãîëîíîìíûõ ñâÿçåé). Ïðîôåññîð Àëåêñåé Âèêòîðîâè÷ Áîëñèíîâ ãîâî-
ðèë îá îòñóòñòâèè òîïîëîãè÷åñêèõ ðàçëè÷èé â ýòèõ çàäà÷àõ. Ôèíàëüíûì
ýòàïîì èññëåäîâàíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü ñîñòàâëåíèå ñïèñêà óñòîé÷èâûõ è
íåóñòîé÷èâûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, à òàêæå èõ ìåõàíè÷åñêàÿ èíòåð-
ïðåòàöèÿ.
Èíòåðåñíî áóäåò ïîíÿòü â ñâÿçè ñ ÷åì ñèñòåìà, ðàññìîòðåííàÿ íàìè,
âêëàäûâàåòñÿ â çàäà÷ó î äâèæåíèè ãèðîñòàòà Æóêîâñêîãî. Âîçìîæíî,
óäàñòñÿ îáíàðóæèòü îáúÿñíåíèå ýòîìó ôàêòó, à òàêæå êðàñèâûå ñëåä-
ñòâèÿ èç íåãî.
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Áëàãîäàðíîñòè
Õî÷ó âûðàçèòü ãëóáî÷àéøóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîèì íàó÷íûì ðóêîâîäèòå-
ëÿì Àíàòîëèþ Òèìîôååâè÷ó è Àëåêñàíäðó Âëàäèëåíîâè÷ó çà ïîñòàâëåí-
íóþ çàäà÷ó, ìíîãî÷àñîâûå îáñóæäåíèÿ, ïîäáîð ëèòåðàòóðû, ïðîÿâëåííîå
âíèìàíèå, à òàêæå çà ìîðàëüíóþ ïîääåðæêó.
Åëåíå Àëåêñàíäðîâíå Êóäðÿâöåâîé çà âàæíûå êîììåíòàðèè, ïîìîùü â
ðàçáîðå äîêàçàòåëüñòâ.
Àíäðåþ Àëåêñàíäðîâè÷ó Îøåìêîâó çà ïîìîùü â ïîäáîðå ëèòåðàòóðû, à
òàêæå çà öåííûå çàìå÷àíèÿ.
Àíòîíó Ìèõàéëîâè÷ó Èçîñèìîâó çà ïîìîùü â ïîäáîðå ëèòåðàòóðû, â òîì
÷èñëå íà èíîñòðàííûõ ÿçûêàõ.
Ñîòðóäíèêàì êàôåäð Äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è Òåîðåòè÷åñêîé
ìåõàíèêè çà îáñóæäåíèÿ è êîììåíòàðèè.
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