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1 Ââåäåíèå

Öåëü ýòîé ðàáîòû � ðàçðàáîòêà è ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà
ïîñòðîåíèÿ êîììóòèðóþùèõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðà-
òîðîâ ïî íåêîòîðûì ãåîìåòðè÷åñêèì (ñïåêòðàëüíûì) äàííûì.

Ïîñòðîåíèå ÿâíûõ ïðèìåðîâ êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ � ñëîæ-
íàÿ çàäà÷à. Åå âàæíîñòü îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû òàêèõ
îïåðàòîðîâ äàþò ÿâíûå ðåøåíèÿ èçâåñòíûõ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, òàêèõ êàê óðàâíåíèå Êàäîìöåâà-Ïåòâèàøâèëè (ÊÏ),
Êîðòåâåãà-äå-Ôðèçà (ÊäÂ), sin-Gordon, è ò. ä. (ñì. íàïðèìåð [9], [4], [12]).
Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ïðèìåðû êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ ñ
ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè: èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ òàêèõ îïåðàòî-
ðîâ ìîæåò ïîìî÷ü â ðåøåíèè èçâåñòíîé ïðîáëåìû Äèêñìüå. Íàïîìíèì,
÷òî ãèïîòåçà Äèêñìüå óòâåðæäàåò, ÷òî âñÿêèé ýíäîìîðôèçì àëãåáðû
Âåéëÿ D1 = C[x][∂x] ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì. Êàê èçâåñòíî (ñì. [1]), ãè-
ïîòåçà Äèêñìüå äëÿ àëãåáð Dn ýêâèâàëåíòíà äðóãîé íå ìåíåå èçâåñòíîé
ãèïîòåçå î ÿêîáèàíå, óòâåðæäàþùåé, ÷òî ïîëèíîìèàëüíîå îòîáðàæåíèå
èç Cn â Cn, ÿêîáèàí êîòîðîãî � íåíóëåâàÿ êîíñòàíòà, � îáðàòèìî.

Íàïîìíèì, ÷òî êîììóòàòèâíûå àëãåáðû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ îïåðàòîðîâ ñîîòâåòñòâóþò òàê íàçûâàåìûì ñïåêòðàëüíûì äàí-
íûì. Òàê, åñëè èìååòñÿ êîëüöî êîììóòèðóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïå-
ðàòîðîâ, ïîðîæäåííîå íàä ïîëåì k õàðàêòåðèñòèêè 0 äâóìÿ îáûêíîâåí-
íûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè

P1 = ∂nx +un−1(x)∂
n−1
x + . . .+u0(x), P2 = ∂mx + vm−1(x)∂

m−1
x + . . .+ v0(x),

òî, êàê ýòî áûëî çàìå÷åíî åùå Áåð÷íàëëîì è ×àóíäè â [3], ñóùåñòâóåò
íåíóëåâîé ïîëèíîì Q(λ, µ), òàêîé ÷òî Q(P1, P2) = 0. Ïîïîëíåíèå C êðè-
âîé Q(λ, µ) = 0 íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíîé êðèâîé. Â îáùåé òî÷êå (λ, µ)
ïðîñòðàíñòâî ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ψ (ôóíêöèè Áåéêåðà-Àõèåçåðà):

P1ψ = λψ, P2ψ = µψ

èìååò ðàçìåðíîñòü r, è ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ñå÷åíèÿìè ïó÷êà áåç êðó-
÷åíèÿ F ðàíãà r íà ñïåêòðàëüíîé êðèâîé (äëÿ áîëåå òî÷íûõ óòâåðæäå-
íèé è äàëüíåéøèõ äåòàëåé ñì. ðàáîòû ïðîöèòèðîâàííûå âûøå). Ïîïîë-
íåíèå êðèâîé Q(λ, µ) = 0, ïîëó÷åííîå äîáàâëåíèåì íåîñîáîé òî÷êè P (íå
îáÿçàòåëüíî ïðîåêòèâíîå çàìûêàíèå â P2!), è òðîéêà (C,P,F) ÿâëÿþòñÿ
÷àñòüþ òàê íàçûâàåìûõ ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ.

Êðè÷åâåð ([9], [10]) äàë ãåîìåòðè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ àëãåáð "îá-
ùåãî ïîëîæåíèÿ"ðàíãà r â òåðìèíàõ ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ (êîãäà
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ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ � ãëàäêàÿ). Äðèíôåëüä [8] ïðåäëîæèë àëãåáðî-
ãåîìåòðè÷åñêóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó ðåçóëüòàòîâ Êðè÷åâåðà, êîòîðàÿ áû-
ëà âïîñëåäñòâèè óñîâåðøåíñòâîâàíà Ìàìôîðäîì [21] è Ìóëàñå [19].

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíî äîâîëüíî ìíîãî ïðèìåðîâ êîììóòèðóþ-
ùèõ îïåðàòîðîâ. Â ñëó÷àå äàííûõ ðàíãà îäèí ÿâíûå ôîðìóëû ñîáñòâåí-
íûõ ôóíêöèé êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ (ôóíêöèè Áåéêåðà-àõèåçåðà)
áûëè íàéäåíû Êðè÷åâåðîì. Äëÿ äàííûõ ðàíãà îäèí, â êîòîðûõ ñïåê-
òðàëüíàÿ êðèâàÿ ðàöèîíàëüíà, ÿâíûå ôîðìóëû áûëè òàêæå äàíû Âèë-
ñîíîì ([23]). Â ñëó÷àå äàííûõ ðàíãà áîëüøå 1 çàäà÷à ñóùåñòâåííî óñëîæ-
íÿåòñÿ, è óíèâåðñàëüíûõ ôîðìóë äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé èëè äëÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ ïîêà íå ñóùåñòâóåò. Òåì íå
ìåíåå, ñóùåñòâóåò ðÿä ïðèìåðîâ. Òàê, îïåðàòîðû ðàíãà äâà, ñîîòâåòñòâó-
þùèå ýëëèïòè÷åñêèì ñïåêòðàëüíûì êðèâûì, áûëè íàéäåíû Êðè÷åâåðîì
è Íîâèêîâûì â [11]. Â ðàáîòå [6] ïðèâîäÿòñÿ ÿâíûå ôîðìóëû îáùåãî âèäà
äëÿ êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ ïîðÿäêà 4 è 6. Òàêèå îïåðàòîðû òîæå
ñîîòâåòñòâóþò ãåîìåòðè÷åñêèì äàííûì ðàíãà 2 (ñì. ïîäðîáíûå îïðåäåëå-
íèÿ â ïàðàãðàôàõ 2, 4). Äèêñìüå â [7] ïîñòðîèë ïðèìåð êîììóòèðóþùèõ
îïåðàòîðîâ ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýë-
ëèïòè÷åñêèì ñïåêòðàëüíûì êðèâûì. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðåçóëüòàòîì è ðå-
çóëüòàòàìè Êðè÷åâåðà è Íîâèêîâà èíòåðåñíî îòìåòèòü òåîðåìó Ãðèíå-
âè÷à ([5]), êîòîðàÿ äàåò êðèòåðèé ðàöèîíàëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ êîì-
ìóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëëèïòè÷åñêèì ñïåêòðàëü-
íûì êðèâûì. Îïåðàòîðû ðàíãà 3, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëèèïòè÷åñêèì ñïåê-
òðàëüíûì êðèâûì, áûëè íàéäåíû Ìîõîâûì ([17]). Â ðàáîòàõ [13], [14],
[15], [16] áûëè íàéäåíû ïðèìåðû îïåðàòîðîâ ðàíãà r > 1, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ñïåêòðàëüíûì êðèâûì ðîäà g > 1, ïðè÷åì â ðàáîòå [13] áûëè íàéäå-
íû ïðèìåðû îïåðàòîðîâ ðàíãà 2 ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè,
ñîîòâåòñòâóþùèå ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì êðèâûì. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî
äðóãèõ ðàáîò íà ýòó òåìó, ññûëêè íà êîòîðûå ìû çäåñü íå ïðèâîäèì
ââèäó áîëüøîãî îáúåìà.

Ìåæäó òåì, âñå âûøåïåðå÷èñëåííûå ïðèìåðû áûëè íàéäåíû ïðàê-
òè÷åñêè áåç èñïîëüçîâàíèÿ çíàíèÿ î ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ èç òåîðåìû
êëàññèôèêàöèè Êðè÷åâåðà. Òàê, ñïåêòðàëüíûå äàííûå äëÿ îïåðàòîðîâ
Êðè÷åâåðà-Íîâèêîâà áûëè íàéäåíû äëÿ ñëó÷àÿ ãëàäêèõ êðèâûõ ïîçäíåå
â ðàáîòå [22], à äëÿ îñîáûõ êðèâûõ - ëèøü â ðàáîòå [2].

Â ýòîé ðàáîòå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðîâ êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ
ìû ñòàðòóåì ñî ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ è äàëåå èñïîëüçóåì êîíñòðóêòèâ-
íóþ òåîðèþ Ñàòî (ñì. îáçîð â [4] èëè [18]), à òàêæå íåêîòîðûå íîâûå
ñîîáðàæåíèÿ è ðåçóëüòàòû èç ðàáîòû [2]. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì òåî-
ðåòè÷åñêèé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðîâ êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ
ëþáîãî ðàíãà ïî çàäàííûì íà÷àëüíûì ñïåêòðàëüíûì äàííûì â ñëó÷àå,
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êîãäà ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ ðàöèîíàëüíà. Àëãîðèòì ñîñòîèò èç äâóõ ÷à-
ñòåé: ñíà÷àëà ïî ñïåêòðàëüíûì äàííûì ñòðîèòñÿ òî÷êà â ãðàññìàíèàíå
Ñàòî (èëè ïàðà Øóðà, ñì. ïàðàãðàô 3). Çàòåì ïî íåé ñòðîÿòñÿ êîììó-
òèðóþùèå îïåðàòîðû. Ìû ïðèâîäèì â ýòîé ðàáîòå ïðîãðàììíóþ ðåàëè-
çàöèþ âòîðîé ÷àñòè àëãîðèòìà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïàðà Øóðà îïðåäå-
ëÿåò îïåðàòîðû ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè (òàêèå ïàðû Øóðà
èùóòñÿ ñ ïîìîùüþ àíàëîãà êðèòåðèÿ Ãðèíåâè÷à). À èìåííî, ðåàëèçîâàí
ïàêåò ïðîãðàìì, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðèè Ñàòî: íàõîæäå-
íèå îïåðàòîðà Ñàòî ïî ïàðå Øóðà, ðàáîòà ñ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíû-
ìè îïåðàòîðàìè è ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè, êîýôôèöèåíòû
êîòîðûõ � ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè, ïðîãðàììà âîññòàíîâëåíèÿ ðàöèî-
íàëüíîé ôóíêöèè ïî åå ðÿäó Òåéëîðà. Ïåðâàÿ ÷àñòü àëãîðèòìà (òåîðå-
òè÷åñêàÿ) îïèñàíà â [2], ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè åå ïîêà íåò. Â áóäóùåì
ïàêåò ïðîãðàìì ìîæíî óñîâåðøåíñòâîâàòü äëÿ ïîèñêà ïðèìåðîâ äëÿ ëþ-
áûõ ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ, è äàæå, âîçìîæíî, íå ðàöèîíàëüíûõ.

Ñòðóêòóðà ðàáîòû òàêîâà. Â ïàðàãðàôàõ 1-4 ìû íàïîìèíàåì íåîáõî-
äèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè Ñàòî.

Â ïàðàãðàôå 5 ïðåäëàãàåòñÿ èäåÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà âîññòàíîâ-
ëåíèÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè ïî åå ðÿäó Òåéëîðà.

Â ïàðàãðàôå 6 ìû ïðèâîäèì îïèñàíèå àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ êîììó-
òèðóþùèõ îïåðàòîðîâ.

Â ïàðàãðàôå 7 ìû ïðèâîäèì îïèñàíèå ïàêåòà ïðîãðàìì.
Â ïàðàãðàôå 7 ìû ïðèâîäèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ êîíêðåòíûõ âû÷èñ-

ëåíèé è êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ.

2 Ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

Îïðåäåëåíèå 1. Äèôôåðåíöèàëüíûìè êîëüöàìè, ïîëÿìè è àëãåáðàìè
íàçûâàþòñÿ êîëüöà, ïîëÿ è àëãåáðû, ñíàáæ¼ííûå äèôôåðåíöèðîâàíèåì
� óíàðíîé îïåðàöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé ïðàâèëó Ëåéáíèöà, äèñòðèáó-
òèâíîé ïî ñëîæåíèþ.

Åñòåñòâåííûé ïðèìåð äèôôåðåíöèàëüíîãî ïîëÿ � ïîëå ðàöèîíàëü-
íûõ ôóíêöèé îäíîé êîìïëåêñíîé/âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé C[x] / R[x],
îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî x.

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå êîëüöî A (àññîöèàòèâíîå, êîììóòà-
òèâíîå, ñ åäèíèöåé) îáîçíà÷èì ÷åðåç ∂ - îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ. Âûÿñíèì, êàê êîììóòèðóþò îïåðàòîðû ∂ è îïåðàòîð óìíîæåíèÿ
íà ôóíêöèþ èç A

a, f ∈ A
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(∂(∗f))a = ∂(f ∗ a) = (∂f) ∗ a+ f ∗ (∂a) (1)

((∗f)∂)a = f ∗ ∂a

ïåðåïèøåì (1) â áåçèíäåêñíîì âèäå

∂(∗f) = ∗(∂f) + (∗f)∂

(∂n)f áóäåì îáîçíà÷àòü f (n)

Íà÷èíàÿ îòñþäà âìåñòî ∗f áóäåì ïèñàòü ïðîñòî f , ïîñêîëüêó áóäåì
ãîâîðèòü òîëüêî îá îïåðàòîðàõ. Òîãäà (1) ïåðåïèøåòñÿ êàê :

∂f = f ′ + f∂

ïðèìåíÿÿ ýòó ôîðìóëó ìíîãîêðàòíî, ïîëó÷èì:

∂nf =
n∑

k=0

Ck
nf

(k)∂n−k

Ââåäåì ôîðìàëüíî îïåðàòîð ∂−1, îáðàòíûé ê ∂

∂∂−1 = ∂−1∂ = 1

Ðàññìîòðèì, êàê îí äîëæåí êîììóòèðîâàòü ñ îïåðàòîðàìè óìíîæå-
íèÿ íà ôóíêöèè èç A

∂f = f ′ + f∂

∂−1∂f∂−1 = ∂−1f ′∂−1 + ∂−1f∂∂−1

f∂−1 = ∂−1f ′∂−1 + ∂−1f

îòñþäà
∂−1f = f∂−1 − ∂−1f ′∂−1

ïðèìåíÿÿ ýòî ìíîãîêðàòíî, ïîëó÷èì

∂−1f = f∂−1 − f ′∂−1 + ∂−1f ′′∂−1 = ... =
∞∑
k=0

(−1)kf (k)∂−1−k

Îïðåäåëåíèå 2. Ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì(ÏÄÎ) ñ êîýô-
ôèöèåíòàìè èç êîëüöà A íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíûé ëîðàíîâñêèé ðÿä

p =
n∑

i=−∞

ai∂
i, a ∈ A, n ∈ Z
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Íàèáîëüøàÿ ñòåïåíü ∂ ñ íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì íàçûâàåòñÿ ïî-
ðÿäêîì ÏÄÎ, îáîçíà÷àåòñÿ ord p. Îïðåäåëèì óìíîæåíèå ìîíîìîâ ôîð-
ìóëîé

∂na =
∞∑
k=0

Ck
na

(k)∂n−k, n ∈ Z, a ∈ A

è ðàñïðîñòðàíèì ïî ëèíåéíîñòè

Òåîðåìà 1. ([20, ch.III, �11]) Ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñ ââå-
äåííûì âûøå óìíîæåíèåì îáðàçóþò àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó.

Äàëåå êîëüöî ïñâåäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íàä êîëüöîì
Òåéëîðîâñêèõ ðÿäîâ (íàä ïîëåì K) áóäåì îáîçíà÷àòü E, à êîëüöî äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ - D. Òàêæå ýòè êîëüöà ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàìè íàä
K. Åùå îäèí âàæíûé ïðèìåð - àëãåáðà ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïå-
ðàòîðîâ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ÿâëÿþùàÿñÿ ïîäàëãåáðîé E.
Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç E′. Î÷åâèäíî, E′ ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé àëãåáðîé.

E′ = {p, p =
n∑

i=−∞

ci∂
i, ci ∈ K}

Îïðåäåëåíèå 3. Êîëüöî ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ðàñêëà-
äûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó êîëüöà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ(E+

èëè D) è êîëüöà îïåðàòîðîâ îòðèöàòåëüíîãî ïîðÿäêà.

E = E+ + E−

E− =
n∑

i=−∞

ai∂
i, a ∈ A, n ∈ Z, n < 0

Îïðåäåëåíèå 4. Êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà B ∈ D íàçûâàåòñÿ ýë-
ëèïòè÷åñêîé åñëè ñîäåðæèò ýëåìåíò P ïîðÿäêà áîëüøå íóëÿ ñ åäèíè÷-
íûì ñòàðøèì ÷ëåíîì. Äëÿ ýëèïòè÷åñêîé ïîäàëãåáðû B ìîæíî îïðåäå-
ëèòü ðàíã

rk B = gcd(ordQ,Q ∈ B)

Îáîçí÷èì ÷åðåç Br ìíîæåñòâî âñåõ ýëèïòè÷åñêèõ êîììóòàòèâíûõ ïî-
äàëãåáð D ðàíãà r.

Àëãåáðû B è B′ íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò îá-
ðàòèìûé ðÿä f ,òàêîé ÷òî

B′ = fB′f−1
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Îïðåäåëèì ÷åðåç Bp-ìíîæåñòâî äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, êîì-
ìóòèðóþùèõ ñ P . Òî åñòü Bp = {Q ∈ D, [Q,P ] = 0}

Òåîðåìà 2. (Øóð, ñð. [18, Lemma 7.5]) Äëÿ ëþáîãî äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî îïåðàòîðà P ïîëîæèòåëüíîãî ïîðÿäêà ñ åäèíè÷íûì ñòàðøèì ÷ëå-
íîì, ñóùåñòâóåò îáðàòèìûé ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð íóëå-
âîãî ïîðÿäêà S òàêîé, ÷òî ìíîæåñòâî Ap = S−1BpS ñîñòîèò èç ïñåâ-
äîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ap = S−1BpS ⊆ E′

Bp ⊆ S · E′ · S−1 = C((P−1/n))

Îïðåäåëåíèå 5. Îáðàòèìûé îïåðàòîð íóëåâîãî ïîðÿäêà S íàçûâàåòñÿ
äîïóñòèìûì, åñëè S∂S−1 - ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ïîñòî-
ÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Âñå äîïóñòèìûå îïåðàòîðû îáðàçóþò ãðóïïó
Ga.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ãðóïïîâûå ñâîéñòâà. Òàê êàê Ga ⊆ E îñòà-
åòñÿ ïðîâåðèòü òîëüêî çàìêíóòîñòü

S1∂S
−1
1 ∈ E′

(S1∂S
−1
1 )n = S1∂

nS−11 ∈ E′

(S1S2)∂(S1S2)
−1 = S1S2∂S

−1
2 S−11 = S1(

n∑
i=−∞

ci∂
i)S−11 =

n∑
i=−∞

ci(S1∂
iS−11 ) ∈ E′

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü

3 Ïàðû Øóðà

Ïóñòü V - ïðîñòðàíñòâî Ëîðàíîâñêèõ ðÿäîâ íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì K.
Äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî èíîå, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî K = Q

V : {
∞∑
i=n

aiz
i}, n ∈ Z, ai ∈ K

Ïóñòü E - êîëüöî ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ êîýôôèöèåí-
òàìè èç êîëüöà òåéëîðîâñêèõ ðÿäîâ.

E : {
n∑

i=−∞

ai(∂x)
i}, n ∈ Z, ai =

∞∑
j=0

aijx
j
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Îïðåäåëåíèå 6 (îòîáðàæåíèå Ñàòî).

ρ : E −→ V

e ∈ E, e =
n∑

i=−∞

ei(∂x)
i,

ρ(e) =
n∑

i=−∞

(ei mod x)z−i =
∞∑

i=−n

(e−i mod x)zi

Îïðåäåëèì òàêæå îòîáðàæåíèå ρ′

Îïðåäåëåíèå 7.

ρ′ : V −→ E

v ∈ V, v =
∞∑
i=n

viz
i

ρ′(v) =
−n∑

i=−∞

v−i(∂x)
i

Îòîáðàæåíèÿ ρ è ρ′ çàäàþò áèåêöèþ ìåæäó ýëåìåíòàìè èç V è E ′.
Äàëåå â òåêñòå, óìíîæàÿ ýëåìåíòû èç V è E, ìû áóäåì îïóñêàòü ρ() è
ρ′(), ïîäðàçóìåâàÿ ÷òî óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ ïðîèñõîäèò â E. Çàìåòèì
òàêæå, ÷òî ρ(ρ′(a) · ρ′(b)) = a · b

Îïðåäåëåíèå 8. ÏóñòüW - ïîäïðîñòðàíñòâî â V . Íàçîâåì íîñèòåëåì
W ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå ñòàðøèìè ìîíîìàìè âñåõ ýëåìåíòîâ
W.

suppW =< aNz
N , a =

∞∑
i=N

aiz
i ∈ W >

Îïðåäåëåíèå 9. Íàçîâåì ïðîñòðàíñòâîW1 âïîëíå ñîèçìåðèìûì ñW2,
åñëè suppW1 = suppW2

Ïóñòü W0 - ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå ìîíîìàìè z
i, i ≤ 0

W0 = K[z−1]

Îïðåäåëåíèå 10. Íàçîâåì áàçèñ ïðîñòðàíñòâà âïîëíå ñîèçìåðèìîãî ñ
W0 äîïóñòèìûì, åñëè îí èìååò âèä

wk = z−k +
∞∑
i=1

aiz
i, i ∈ N ∪ {0}
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Òåîðåìà 3. (Ñàòî, [18, Th.7.4]) Äëÿ ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà W , âïîëíå
ñîèçìåðèìîãî ñ W0, ñóùåòñâóåò åäèíñòâåííûé îïåðàòîð S ∈ E, íàçû-
âàåìûé ñîïðÿãàþùèì, ÷òî W = W0 · S

Òåîðåìà 4. ([18, Lemma 7.2]) Ïóñòü P ∈ E. Åñëè W0 · P ⊆ W0, òî
P ∈ D

Îïðåäåëåíèå 11. Ñòàáèëèçàòîðîì ïðîñòðàíñòâà W ⊆ V íàçûâàåòñÿ
ïðîñòðàíñòâî A ⊆ V , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∀a ∈ A, ∀w ∈ W,a · w ∈ W

Ëåììà 1. Ñòàáèëèçàòîð ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî.

Îïðåäåëåíèå 12 (Ïàðû Øóðà). Ïàðó ïðîñòðàíñòâî-ñòàáèëèçàòîð
(A,W ) íàçûâàþò ïàðîé Øóðà.

A ·W ⊆ W

Òåîðåìà 5. Ïóñòü W - ïðîñòðàíñòâî, âïîëíå ñîèçìåðèìîå ñ W0, A -
ñòàáèëèçàòîð W , S - ñîïðÿãàþùèé îïåðàòîð. Òîãäà SAS−1 ⊆ D, ãäå D
- êîëüöî äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. W = W0 · S ïî òåîðåìå Ñàòî

W · A ⊆ W =⇒ W0 · SA ⊆ W0 · S =⇒ W0 · SAS−1 ⊆ W0

Ïî òåîðåìå 4, SAS−1 - äèôôåðåíöèàëüíûé.

Îïðåäåëåíèå 13. Ïîðÿäêîì ýëåìåíòà ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ
ñòåïåíü åãî ñòðàøåãî ìîíîìà. a =

∑∞
i=N aiz

i, ord a = N

Îïðåäåëåíèå 14. Ðàíãîì ïàðû (A,W ) íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèé îáùèé
äåëèòåëü ïîðÿäêîâ ýëåìåíòîâ ñòàáèëèçàòîðà.

rk(A,W ) = gcd(ord a, a ∈ A)

Îïðåäåëåíèå 15. Ðàíãîì ïðîñòðàíñòâà W íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèé
îáùèé äåëèòåëü ïîðÿäêîâ ýëåìåíòîâ åãî ìàêñèìàëüíîãî ñòàáèëèçàòî-
ðà.

rkW = gcd(ord a, a ∈ A)

Ãðóïïà äîïóñòèìûõ îïåðàòîðîâ Ga äåéñòâóåò íà ïàðû Øóðà ñëåäó-
ùèì îáðàçîì

T (A,W ) = (TAT−1, TW ), T ∈ Ga
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Îïðåäåëåíèå 16. Ïàðû Øóðà (A,W ) è (A′,W ′) íàçûâàþòñÿ èçîìîðô-
íûìè, åñëè ñóùåñòâóåò äîïóñòèìûé îïåðàòîð T ∈ Ga òàêîé, ÷òî
T (A,W ) = (A′,W ′)

Òåîðåìà 6. ([18, Th.5.6, Cor.5.7]) Ñóùåñòâóåò âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñî-
îòâåòñâèå ìåæäó êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè êîììóòàòèâíûõ ýëëèï-
òè÷åñêèõ àëãåáð ðàíãà r è êëàññàìè èçîìîðôíûõ ïàð Øóðà ðàíãà r

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñîîòâåòñâèå ìîæíî ïîñòðîèòü êîíñòðóêòèâíî

B −→ (A,W ), A = S−1BS,W = ρ(S−1D) = S−1W0

ãäå S - îïåðàòîð èç òåîðåìû Øóðà.
Â îáðàòíóþ ñòîðîíó:

(A,W ) −→ B = SAS−1,W = S−1W0

ãäå S îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òåîðåìîé Ñàòî

4 Ãåîìåòðè÷åñêèå äàííûå

Îïðåäåëåíèå 17. Ãåîìåòðè÷åñêèå äàííûå ðàíãà r � ýòî íàáîð

(C,P,F , ρ, φ),

ãäå

• C � ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ íàä ïîëåì k õàðàêòåðèñòèêè íîëü.

• P ∈ C � íåîñîáàÿ òî÷êà.

• ρ : ÔC → k[[z]] � èçîìîðôèçì ëîêàëüíûõ k-àëãåáð.

• F � êîãåðåíòíûé ïó÷îê áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà r.

• φ : F → Ô⊕rC � èçîìîðôèçì ïó÷êîâ ÔC-ìîäóëåé.

Íåòðóäíî ââåñòè ïîíÿòèå èçìîðôèçìà ãåîìåòðè÷åñêèõ äàííûõ (ñì.
[19]). Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 7. ([18, Th.3.7]) Ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå ìåæäó êëàññàìè èçîìîðôíûõ ïàð Øóðà ðàíãà r è êëàññàìè èçî-
ìîðôíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ äàííûõ ðàíãà r.
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Ýòî ñîîòâåòñòâèå ìîæíî çàäàòü êîíñòðóêòèâíî (ñì. [19] èëè [2]). Èç
ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [2] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïó÷êà áåç êðó÷åíèÿ íà
ðàöèîíàëüíîé êðèâîé íàä ïîëåì Q ñóùåñòâóåò òðèâèàëèçàöèÿ φ, òàêàÿ
÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðà Øóðà áóäåò îïðåäåëåíà òîæå íàä ïîëåì Q.
Áîëåå òîãî, ðàíã ïðîñòðàíñòâà â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ðàâåí 1. Ýòî ïîç-
âîëÿåò ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ ñ
ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè (ñì. íèæå ðàçäåë 6). Îòìåòèì, ÷òî âñå
òðèâèàëèçàöèè φ îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íà àâòîìîðôèçì ïðîñòðàí-
ñòâà k[[z]]⊕r, çàäàâàåìûé ìàòðèöåé èç ãðóïïû GL(r, k[[z]]).

Â ðàáîòå [2] òàêæå áûëè îïèñàíû âñå ïó÷êè áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 2 íà
ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ ðîäà 1 (ò.å. íà êðèâûõ, çàäàâàåìûõ óðàâíåíèåì
zy2 − 4x3 − g2xz

2 − g3z
3 = 0 â P2, ãäå äèñêðèìèíàíò g32 + 27g23 = 0), è

íàéäåíû ïàðû Øóðà äëÿ íåêîòîðûõ òðèâèàëèçàöèé, óïîìÿíóòûå âûøå.
Ýòè ïðèìåðû ïîñëóæèëè â êà÷åñòâå òåñòîâûõ ïðèìåðîâ äëÿ ïðîâåðêè
ðàáîòû ïðîãðàìì.

5 Âîññòàíîâëåíèå äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé

ôóíêöèè ïî åå ðÿäó Òåéëîðà

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Çäåñü è äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðÿäû Òåéëîðà íàä ïîëåì ðàöè-

îíàëüíûõ ÷èñåë. Ïóñòü èìååòñÿ àëãîðèòì ïîçâîëÿþùèé âû÷èñëèòü
ñêîëü óãîäíî ìíîãî ÷ëåíîâ ðÿäà Òåéëîðà íåêîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè
P (x)/Q(x), deg P, deg Q < c, c = const. Òðåáóåòñÿ íàéòè êîýôôèöèåíòû
ìíîãî÷ëåíîâ P (x), Q(x)

Îïðåäåëåíèå 18. Íàçîâåì ðÿä w îáðàòíûì r, åñëè w · r = 1

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîãî ðÿäà r, r0 6= 0 ñóùåñòâóåò îáðàòíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì òðåáóåìûé ðÿä

w0 = 1/r0

wi = −1/r0
i−1∑
j=0

wj · ri−j

Äîêàæåì ÷òî r · w = 1 ïóñòü r · w = u òîãäà u0 = w0 · r0 = 1

ui =
i∑

j=0

(wj · ri−j) =
i−1∑
j=0

(wj · ri−j) + wi · r0 = 0
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Äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ äàåò íàì àëãîðèòì äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáðàòíîãî ðÿäà
ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ.

Ïóñòü èìååòñÿ ôóíêöèÿ F , ðàçëîæèìàÿ â ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå x = 0.
Áóäåì ãîâîðèòü ÷òî ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü R = P/Q, q0 6= 0 ïðèáëèæàåò
çàäàííóþ ôóíêöèþ ñ òî÷íîñòüþ n, åñëè ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè F − R
íà÷èíàåòñÿ ñ ÷ëåíà ñòåïåíè áîëüøå n

Òåîðåìà 8. Ïóñòü èìååòñÿ äâå ðàöèîíàëüíûå äðîáè R = P/Q è R′ =
P ′/Q′ òàêèå, ÷òî deg P, deg Q, deg P ′, deg Q′ ≤ n è îíè ïðèáëèæàþò F
ñ òî÷íîñòüþ 2n. Òîãäà R = R′

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R 6= R′

R−R′ = P ·Q′ − P ′ ·Q
Q ·Q′

6= 0

P ·Q′ − P ′ ·Q 6= 0

deg(P ·Q′ − P ′ ·Q) ≤ 2n

Òîãäà ÷èñëèòåëü äåëèòñÿ íà x â ñòåïåíè íå áîëåå ÷åì 2n. Òîãäà â ðàçëî-
æåíèå R−R′ â ðÿä Òåéëîðà íà÷èíàåòñÿ ñ ÷ëåíà ñòåïåíè íå áîëåå ÷åì 2n.
Íî, ïî-ñêîëüêó ðÿäû ôóíêöèé R , R′ è F ñîâïàäàþò ïî êðàéíåé ìåðå â
ïåðâûõ 2n ÷ëåíàõ, ðÿä, ïðåäñòàâëÿþùèé R−R′, äîëæåí äåëèòñÿ íà x â
ñòåïåíè íå ìåíåå ÷åì 2n+ 1. Ïðîòèâîðå÷èå

Ëåììà 3 (Ñëåäñòâèå). Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè êîýôôèöèåíòû ðàöè-
îíàëüíîé äðîáè P/Q, deg P, deg Q ≤ n äîñòàòî÷íî âçÿòü 2n ÷ëåíîâ åå
ðÿäà Òåéëîðà.

Ïóñòü èìååòñÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ R = P (x)/Q(x), q0 6= 0, deg P ≤
n, deg Q ≤ m è åå ðÿä Òåéëîðà ri.

Åñëè m > n è r0 6= 0, âû÷èñëèì îáðàòíûé ðÿä r−1 è ñâåäåì çàäà÷ó ê
âîññòàíîâëåíèþ äðîáè R = Q(x)/P (x). Èñõîäíàÿ äðîáü âû÷èñëÿåòñÿ êàê
1/R

Åñëè m ≤ n èëè r0 = 0,

R = (R− r0)/x, deg P ≤ n− 1, deg Q ≤ m

Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ äðîáè R. R = R · x+ r0.
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6 Îïèñàíèå àëãîðèòìà

Àëãîðèòì ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé ÷àñòè, îïèñàííîé â [2], ïî
çàäàííûì ãåîìåòðè÷åñêèì äàííûì (C,P,F , ρ, φ) ðàíãà r íàä ïîëåì Q,
ãäå C � ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ, ñòðîèòñÿ ïàðà Øóðà (A,W ). Ïðîñòðàí-
ñòâî A � ýòî ïîäêîëüöî êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé, è
îíî ìîæåò áûòü çàäàíî êàê ïîäàëãåáðà êîíå÷íûì ÷èñëîì îáðàçóþùèõ.
Ïðîñòðàíñòâî W áåñêîíå÷íîìåðíî, ïîýòîìó ïåðâàÿ ÷àñòü àëãîðèòìà íà
âûõîäå âûäàåò ëþáîå íàïåðåä çàäàííîå ÷èñëî îáðàçóþùèõ ýòîãî ïðî-
ñòðàíñòâà (òî÷íåå, ïåðâûå ýëåìåíòû äîïóñòèìîãî áàçèñà). Ïðè ýòîì êî-
ëè÷åñòâî îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïðîäóöèðîâàíèÿ n ýëåìåíòîâ áàçè-
ñà, ëèíåéíî ïî n. Åùå èçâåñòíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ òðèâèàëèçàöèé âñå
êîýôôèöèåíòû ñîïðÿãàþùåãî îïåðàòîðà S, à òàêæå âñå êîýôôèöèåíòû
êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ � ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè.

Âòîðàÿ ÷àñòü àëãîðèòìà � ïîñòðîåíèå êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ
ïî ïàðå Øóðà. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùåå ñîîáðàæåíèå:
åñëè èçâåñòíî äîñòàòî÷íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî êîýôôèöèåíòîâ îïåðàòîðà
S (ðàâíîå ñòåïåíè îïåðàòîðà, êîòîðûé ìû èùåì, èëè, ÷òî àíàëîãè÷íî,
ïîðÿäêó ýëåìåíòà â êîëüöå A), òî èñêîìûé îïåðàòîð ìîæíî íàéòè ïî
ôîðìóëå

(SaS−1)+ (2)

ãäå a ∈ A � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, èëè ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Pψ = aψ,

ãäå P � èñêîìûé îïåðàòîð, à ψ = S(exp(xz−1)) � ôóíêöèÿ, ïîëó÷àþùà-
ÿñÿ ïðèìåíåíèåì îïåðàòîðà S ê ýêñïîíåíòå (exp(xz−1)).

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû íàéòè äîñòàòî÷íîå êî-
ëè÷åñòâî êîýôôèöèåíòîâ îïåðàòîðà S. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà
Ñàòî. Åå äîêàçàòåëüñòâî êîíñòðóêòèâíî, è ïîòîìó ìîæåò áûòü çàïðî-
ãðàììèðîâàíî. Ïðè ýòîì íà âõîäå àëãîðèòìà çàäàåòñÿ íåêîòîðîå êîëè-
÷åñòâî ïåðâûõ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà W , à íà âûõîäå âûâî-
äÿòñÿ êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ Òåéëîðà ïåðâûõ êîýôôèöèåíòîâ îïåðàòîðà
S. Êîëè÷åñòâî âûâîäèìûõ êîýôôèöèåíòîâ çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà áàçèñ-
íûõ ýëåìåíòîâ íà âõîäå. Ñëîæíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà îïÿòü ëèíåéíàÿ.

Åñëè èçâåñòíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà S � ðàöèîíàëüíûå
ôóíêöèè, òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ ðàöèîíàëü-
íîé ôóíêöèè ïî åå ðÿäó Òåéëîðà.

Àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ òîãäà, êîãäà ïîëó÷åííûå ïî ôîðìóëå (2)
îïåðàòîðû ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè êîììóòèðóþò. Âàæíî, ÷òî
ïðîâåðêà êîììóòèðîâàíèÿ äâóõ îïåðàòîðîâ � òî÷íîå (íå çàâèñÿùåå îò
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òî÷íîñòè êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé) âû÷èñëåíèå, òàê êàê ïîëå îïðåäå-
ëåíèÿ � Q.

7 Îïèñàíèå ïàêåòà ïðîãðàìì

Äëÿ ðàáîòû ñ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè â ýòîé ðàáîòå
íàïèñàíà áèáëèîòåêà Ñ++, ðåàëèçóþùàÿ íåêîòîðûå îñíîâíûå îïåðàöèè.

• óìíîæåíèå

• ñëîæåíèå

• âû÷èñëåíèå àðèôìåòè÷åñêîãî êîðíÿ ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà (ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ Ln = P )

• âû÷èñëåíèå îáðàòíîãî îïåðàòîðà (äëÿ îïåðàòîðîâ ñî ñòàðøèì ìî-
íîìîì ∂n)

• âû÷èñëåíèå ñîïðÿãàþùåãî îïåðàòîðà äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòî-
ðîâ (ðåøåíèå óðàâíåíèÿ S · ∂n · S−1 = P )

• âîññòàíîâëåíèå îïåðàòîðà ïî ïðîñòðàíñòâó (òåîðåìà Ñàòî)

• âîññòàíîâëåíèå äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè ïî ðÿä Òåéëîðà

Òåîðåìà Ñàòî ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü îïåðàòîð ñ êîýôôèöèåíòàìè
â âèäå ðÿäîâ (ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ). Äàííàÿ ïðîöåäóðà íóæíà
÷òîáû âîññòàíîâèòü îïåðàòîð ñ êîýôôèöèåíòàìè â âèäå äðîáíî-
ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé.

Âñå âû÷èñëåíèÿ èñïîëüçóþò ïàêåò òî÷íûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ïî-
ýòîìó ëþáûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî òî÷íûìè è íå íóæäàþòñÿ
â îöåíêå ïîãðåøíîñòè.

7.1 Ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû.
DPolynom.cpp, DPolynom.h

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ èñïîëüçóåòñÿ
øàáëîííûé êëàññ DPolynom<T>. Øàáëîí T ïðåäñòàâëÿåò òèï äàííûõ,
èñïîëüçóåìûé â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ. Ïðåäóñìîòðåíî èñïîëüçîâàíèå
ìíîãî÷ëåíîâ, ðÿäîâ Òåéëîðà è ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, ðåàëèçîâàííûõ
ñîîòâåòñâóþùèìè êëàññàìè. Äàëåå ïðèâåäåíû çàãîëîâêè è îïèñàíèå ÷ëå-
íîâ è ìåòîäîâ êëàññà. Ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð õðàíèòñÿ â
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âèäå ìàññèâà êîýôôèöèåíòîâ ìîíîìîâ ñî ñòåïåíè n ïî ñòåïåíü m. Ìî-
íîìû ñòåïåíè o è ìëàäøå ìû ñ÷èòàåì íåèçâåñòíûìè. Åñëè îïåðàòîð
ïðåäñòàâëåí òî÷íî o = n + 1. Ýòî ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâûâàòü êàê äèô-
ôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, òàê è ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû,
íå èìåþùèå êîíå÷íîãî ÿâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

template <typename T>
class DPolynom
{
private:
....
public:
int n;
int m;
int o;
T* a; //Ìàññèâ êîýôôèöèåíòîâ
......
DPolynom(const T& b); //êîíñòðóêòîð, ñîçäàþùèé îïåðàòîð íóëåâîé

ñòåïåíè ñ çàäàííûì êîýôôèöèåíòîì b
//Ñëîæåíèå, óìíîæåíèå, âû÷èòàíèå, óíàðíûé ìèíóñ
DPolynom operator+ (const DPolynom&) const;
DPolynom operator- (const DPolynom&) const;
DPolynom operator* (const DPolynom&) const;
DPolynom operator- () const;
static DPolynom D(); //Ñîçäàåò îïåðàòîð ∂
static DPolynom D(int); Ñîçäàåò îïåðàòîð ∂n

//Äàëåå, àðãóìåíò - ñòåïåíü ìîíîìà ñ òî÷íîñòüþ äî êîòîðîé íóæ-
íî ïðîèçâåñòè âû÷èñëåíèå

DPolynom sopr(int) const; //Âû÷èñëåíèå ñîïðÿãàþùåãî îïåðàòîðà
DPolynom obr(int) const; //Âû÷èñëåíèå îáðàòíîãî îïåðàòîðà
DPolynom sqr(int) const; //Âû÷èñëåíèå êîðíÿ
};

7.2 Óìíîæåíèå(DPolynom.cpp)

.....
for (int i = n; i >= m;i�)
for (int j = b.n; j >= b.m; j�) {
big_int Cni = 1; // áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò
big_int ir = 0;
dBj = b[j]; //dBj - äèíàìè÷åñêè âû÷èñëÿåìàÿ ïðîèçâîäíàÿ êîýôôèöè-

åíòà bj
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for (int p = i + j; p >= c.m; p�) {
c[p] = c[p] + ((*this)[i] * dBj) *(Cni); // ñ - ðåçóëüòàòèðóþùèé îïå-

ðàòîð
if (p > c.m) dBj = dBj.d(); //äèíàìè÷åñêîå âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé
Cni *= (i-ir);
ir++;
Cni /= ir;
}
}
Ïðè óìíîæåíèè ÏÄÎ
an∂

n1 + an1−1∂
n1−1 + ...+ am∂

m1 + ...
bn∂

n2 + bn2−1∂
n2−1 + ...+ bm∂

m2 + ...
Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà :
êîëè÷åñòâî öèêëîâ: (n1−m1 +1) ∗ (n2−m2 +1) ∗ (n1 + n2−min(n1 +

m2, n2 + m1))/2 = O(n3) ãäå n - êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ â ðåçóëüòèðóþùåì
îïåðàòîðå

Âíóòðè öèêëà äèíàìè÷åñêè ñ÷èòàþòñÿ ïðîèçâîäíûå è áèíîìèàëü-
íûå êîýôôèöèåíòû. Ñëîæíîñòü îäíîãî öèêëà îïðåäåëÿåòñÿ óìíîæåíèåì
äâóõ êîýôôèöèåíòîâ è äèôôåðåíöèðîâàíèåì êîýôôèöèåíòà.

7.3 Èçâëå÷åíèå êîðíÿ(DPolynom.cpp)

Áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèå Ln = P , ãäå n - ïîðÿäîê îïåðàòîðà P
Ïðåäïîëàãàåì ÷òî P [n] = 1
Ïóñòü íàì èçâåñòíû êîýôôèöèåíòû ñ 1 ïî j+1 îïåðàòîðà P;
Lj - îïåðàòîð, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ñ 1 ïî j+1 ñîâïàäàþò ñ êîýô-

ôèöèåíòàìè L;
Pj = Ln

j

ñîñòàâèì óðàâíåíèå íà j-é êîýôôèöèåíò îïåðàòîðà L

(Lj + L[j]∂j)n = (∂ + L[0] + L[−1]∂−1 + ...+ L[j + 1]∂j+1 + L[j]∂j)n = P

P [n+ j − 1] = Pj[n+ j − 1] + nL[j]

L[j] = (P [n+ j − 1]− Pj[n+ j − 1])/n

Òàêèì îáðàçîì, êîýýôèöèåíòû îïåðàòîðà L ìîæíî âû÷èñëÿòü ïîñëåäî-
âàòåëüíî. Êîä, ðåàëèçóþùèé èçâëå÷åíèå êîðíÿ:

.............
for (int m = 1; m >= accuracy; m�) {
L[m] = T::id_add();
DPolynom<T> Pj(L);
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for (int i = 1; i < n; i++) Pj = Pj * L;
T k;
k = ((*this)[n + m - 1] - Pj[n + m - 1]);
if (m < 1) k = k / n;
L[m] = k;
}
Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà: Ïðè âû÷èñëåíèè êàæäîãî êîýôôèöèåíòà îïå-

ðàòîðà L íóæíî âîçâåñòè â n-þ ñòåïåíü Lj , ïðîèçâåñòè âû÷èòàíèå êîýô-
ôèöèåíòîâ. Åñëè ìû ñ÷èòàåì ñ òî÷íîñòüþ äî - m -ãî ÷ëåíà êîëè÷åñòâî
óìíîæåíèé O(m ∗n) Ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ O(m3) Èòîãî O(n ∗m4) ïðî-
èçâäåíèé è äèôôåðåíöèðîâàíèé êîýôôèöèåíòîâ.

7.4 Âû÷èñëåíèå îáðàòíîãî îïåðàòîðà(DPolynom.cpp)

Ïóñòü ñòàðøèé ìîíîì S ñòåïåíè íîëü è ðàâåí åäèíèöå. Èäåÿ àëãîðèòìà
òà æå, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèå

S−1S = 1
Ïóñòü S−1j - îïåðàòîð, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî äî j+1 ñîâïàäàþò ñ

êîýôôèöèåíòàìè S−1;
Ñîñòàâèì óðàâíåíèå íà jé êîýôôèöèåíò S−1

(S−1j + S−1[j]∂j) · S = 1

S−1[j] = −(S−1j S)[j]
Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿòü êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà S−1

.......
for (int k= -1; k>= accuracy; k�) {
S[k] = (*this)[k];
S1[k] = T::id_add();
S1[k] = -(S1 * S)[k];
}
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êàæäîãî ñëåäóþùåãî êîýôôèöèåíòà, òðåáóåòñÿ âû-

ïîëíèòü îäíî óìíîæåíèå. Ýòî äàåò ñëîæíîñòü O(n4) ãäå n - êîëè÷åñòâî
÷ëåíîâ èñõîäíîãî îïåðàòîðà.

7.5 Âû÷èñëåíèå ñîïðÿãàþùåãî îïåðàòî-
ðà(DPolynom.cpp)

Êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ, áóäåì âû÷èñëÿòü êîýôôèöèåíòû S ïîñëå-
äîâàòåëüíî. Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûé îïåðàòîð Sx

Êîýôôèöèåíòû áóäåì âû÷èñëÿòü ïî ðåêóðåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì
S[0] = 1, Sx[0] = 0
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S−1[k + 1] = −(S−1S)[k + 1]
Sx[k] = L[k]− (S−1Sx)[k]
S[k] =

∫
Sx[k]

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êàæäîãî ñëåäóþùåãî êîýôôèöèåíòà, òðåáóåòñÿ âû-
ïîëíèòü äâà óìíîæåíèÿ. Ýòî äàåò ñëîæíîñòü O(n4) ãäå n - êîëè÷åñòâî
÷ëåíîâ èñõîäíîãî îïåðàòîðà.

7.6 Âîññòàíîâëåíèå äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè

Ðÿä Òåéëîðà áóäåì õðàíèòü â âèäå ðàöèîíàëüíîé äðîáè r, ýòî ïîçâîëÿåò
âû÷èñëÿòü îáðàòíûé ðÿä çà âðåìÿ O(1) à âû÷èòàòü êîíñòàíòó çà O(n) è
äåëèòü íà x çà O(1). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ r0 íóæíî ïðîñòî ðàçäåëèòü íóëåâîé
÷ëåí ÷èñëèòåëÿ íà íóëåâîé ÷ëåí çíàìåíàòåëÿ. Çàâåäåì äâà ãëîáàëüíûõ
ìàññèâà - êîýôôèöèåíòîâ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ, äëÿ âû÷èñëåíèÿ îá-
ðàòíîé äðîáè èëè äåëåíèÿ íà x, äîñòàòî÷íî ïðîñòî ñäâèíóòü óêàçàòå-
ëè íà÷àëà ìàññèâà. Äëÿ âû÷èòàíèÿ êîíñòàíòû èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà
minus_c(rational< >) êîòîðàÿ íà âõîä ïîëó÷àåò ÷èñëî, êîòîðîå íóæíî
âû÷åñòü èç äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè, ïðåäñòàâëÿþùåé èñõîäíûé
ðÿä Òåéëîðà.

Ñäåëàåì ðåêóðñèâíóþ ôóíêöèþ MakeRat(int k), êîòîðàÿ íà âõîä ïî-
ëó÷àåò îäèí ïàðàìåòð - k = n−m, ãäå n è m - îöåíêè êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ
÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ èñêîìîé äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè.

Åñëè k < 0 è r0 6= 0, âû÷èñëèì îáðàòíóþ äðîáíî-ðàöèîíàëüíóþ ôóíê-
öèþ r−1 è ñâåäåì çàäà÷ó ê âîññòàíîâëåíèþ äðîáè R = Q(x)/P (x). Èñ-
õîäíàÿ äðîáü âû÷èñëÿåòñÿ êàê 1/R

Åñëè 0 ≤ k èëè r0 = 0,

R = (R− r0)/x, deg P ≤ n− 1, deg Q ≤ m

Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ äðîáè R. R = R · x+ r0.
Èñïîëíÿåìûé êîä:
RatFunc MakeRat(int k)
if (n < 1)
return RatFunc(rational< >(rn[0]) / rational< >(rd[0]));
RatFunc res;
rational< > tmp;
Polynom<big_int> x(1);
x[1] = 1;
if (rn[0] == 0){
rn = &(rn[1]);
n -= 1;
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res = MakeRat(k-1);
res = res * x;
}
else {
if (k >= 0) {
tmp = rational< >(rn[0]) / rational< > (rd[0]);
minus_c(tmp);
res = (MakeRat(k) + RatFunc(tmp.numerator())) /

RatFunc(tmp.denominator());
}
if (k<0) {
sw = rn;
rn = rd;
rd = sw;
res = MakeRat(-k);
res = RatFunc::id_mult() / res;
}
}
return res;
}
Ïóñòü ñòåïåíè ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ èñêîìîé äðîáíî-

ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè íå áîëåå ÷åì n. Òîãäà íàì ïîòðåáóåòñÿ íå
áîëåå ÷åì 2n âû÷èòàíèé. Êàæäîå âû÷èòàíèå ðàáîòàåò ëèíåéíîå ïî n
âðåìÿ. Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ïîëó÷àåòñÿ O(n2)

8 Ïðèìåðû

Ïóñòü ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ C � ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ zy2 − x3 = 0 â
P2 ñ îäíîé îñîáåííîñòüþ â íóëå â âèäå "êàñïà òî÷êà P = (0 : 1 : 0).
Äëÿòàêîé êðèâîé â [2] áûëè âû÷èñëåíû âñå ïðåäñòàâèòåëè ïàð Øóðà
äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ïó÷êîâ áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 2. Âñå òàêèå ïó÷êè ÿâ-
ëÿþòñÿ ëèáî ðàçëîæèìûìè, ò.å. ïðÿìûìè ñóììàìè äâóõ ïó÷êîâ ðàíãà
1, ëèáî íåðàçëîæèìûìè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå åñòü äâà îäíîïàðàìåòðè÷å-
ñêèõ ñåìåéñòâà ïó÷êîâ-ñå÷åíèé âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé (ñåìåéñòâî Àòüè è
äîïîëíèòåëüíîå ñåìåéñòâî), è îäèí âûäåëåííûé íå ëîêàëüíî ñâîáîäíûé
ïó÷îê.

Ïðèìåð 1. Ïðèìåð ðàáîòû àëãîðèòìà

• Âõîäíûå äàííûå (ìàòðèöà ïðîñòàíñòâà äëÿ ïó÷êà èç äîïîëíè-
òåëüíîãî ñåìåéñòâà):
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0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 −4 0 −2
0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 2 0 1

Ðàíã ïàðû Øóðà - 2.

• Ñîïðÿãàþùèé îïåðàòîð â âèäå ðÿäîâ, âîññòàíîâëåíûé ïî òåîðåìå
Ñàòî

1 + o(x21)

∂−1 : 10/11907x19 − 1216/5103x18 + 4096/243x17 + 17/47628x16 −
256/1701x15 + 1024/81x14 + 1/9072x13 − 52/567x12 + 256/27x11 −
10/189x9 + 64/9x8 − 1/36x6 + 16/3x5 + 4x2 + o(x20)

....

∂−2 : −100424/35721x18 + 13141/31752x17 − 28648/1701x16 −
100397/47628x15+160/567x14−796/63x13−14339/9072x12+4/21x11−
3583/378x10− 32/27x9+8/63x8− 64/9x7− 8/9x6+1/12x5− 16/3x4−
2/3x3 − 4x1 + o(x19)

....

∂−3 : 14342/1701x17 − 50173/95256x16 − 8/189x15 + 1195/189x14 −
32/81x13 − 4/189x12 + 7169/1512x11 − 8/27x10 − 1/126x9 + 32/9x8 −
2/9x7 + 8/3x5 − 1/6x4 + 2x2 + o(x18)

....

∂−4 −14342/1701x16 + 50173/95256x15 + 8/189x14 − 1195/189x13 +
32/81x12 + 4/189x11 − 7169/1512x10 + 8/27x9 + 1/126x8 − 32/9x7 +
2/9x6 − 8/3x4 + 1/6x3 − 2x1 + o(x17) +O(∂−5)

• Ñîïðÿãàþùèé îïåðàòîð ñ êîýôôèöèåíòàìè â âèäå ðàöèîíàëüíûõ
äðîáåé

1 + −7x6+1008x2

x7−336x3+252
∂−1 + 21x5−168x3−1008x

x7−336x3+252
∂−2 + −42x4+504x2

x7−336x3+252
∂−3 +

42x3−504x
x7−336x3+252

∂−4

Ñîîòâåòñòâóþùèå êîììóòèðóþùèå îïåðàòîðû ñëèøêîì ãðîìîçäêè,
ïîýòîìó ìû èõ çäåñü íå ïðèâîäèì.

Ïðèìåð 2. Ïðîñòðàíñòâî W äëÿ îäíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ ñåìåéñòâà
Àòüè âûãëÿäèò òàê:

W = 〈−1 + z − z2, z−1 + 1 + z2, z−2, z−3, . . .〉.
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Ñîïðÿãàþùèé îïåðàòîð:

S = 1− 4
x3 + 3

x4 + 12x+ 12
∂−1 +

6x2 + 12

x4 + 12x+ 12
∂−2.

Êîììóòèðóþùèå îïåðàòîðû:

P4 = ∂4 − 16
x6 − 12x3 − 36x2 + 36

(x4 + 12x+ 12)2
∂2

+32
x9 + 6x7 − 54x6 − 144x5 + 90x4 − 288x3 + 216x2 + 648x+ 648

(x4 + 12x+ 12)3
∂

+8
5x12 − 60x10 + 708x9 + 1692x8 − 864x7 − 5040x6

(x4 + 12x+ 12)4

−11232x5 − 19440x4 − 8640x3 − 25920x− 25920

(x4 + 12x+ 12)4

P6 = ∂6 − 24
x6 − 12x3 − 36x2 + 36

(x4 + 12x+ 12)2
∂4

+96
x9 + 3x7 − 54x6 − 144x5 + 45x4 + 252x3 + 216x2 + 540x+ 540

(x4 + 12x+ 12)3
∂3

−363x
12 + 60x10 − 1140x9 − 3100x8 + 864x7 + 10800x6 + 24672x5 + 37488x4+

15552x3 − 9216x2 + 28224x+ 37440

(x4 + 12x+ 12)4
∂2

−144x
15 − 64x13 + 1047x12 + 3188x11 − 720x10 − 21924x9 − 68868x8 − 91536x7+

9936x6 + 135648x5 + 106128x4 + 94464x3 + 70848x2 − 171072x− 188352

(x4 + 12x+ 12)5
∂

+72
7x18 − 238x16 + 3168x15 + 11200x14 − 1056x13 − 131640x12 − 494016x11−

639264x10 + 496800x9 + 2575808x8 + 4008960x7 + 3489408x6 + 214272x5−

4060800x4 − 2889216x3 − 725760x2 − 4271616x− 3815424

(x4 + 12x+ 12)6
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Ïðèìåð 3. Ïðîñòðàíñòâî W äëÿ âûäåëåííîãî ïó÷êà áåç êðó÷åíèÿ âû-
ãëÿäèò òàê:

W = 〈1, z−1, z−2, z−3 + z2, z−4, z−5, . . .〉.

Ñîïðÿãàþùèé îïåðàòîð:

S = 1− 5
x4

x5 + 30
∂−1 + 5

x3

x5 + 30
∂−2.

Êîììóòèðóþùèå îïåðàòîðû:

P4 = ∂4−20x
3(x5 − 120)

(x5 + 30)2
∂2−3000x

2(7x5 − 90)

(x5 + 30)3
∂+18000

x(3x10 − 145x5 + 450)

(x5 + 30)4

P6 = ∂6 − 30
x3(x5 − 120)

(x5 + 30)2
∂4 + 60

x2(x10 − 1065x5 + 12150

(x5 + 30)3
∂3+

9000
x(59x10 − 2535x5 + 5850

(x5 + 30)4
∂2−

18000
128x15 − 13755x10 + 145350x5 − 54000

(x5 + 30)5
∂+

90000
x4(49x15 − 10515x10 + 283050x5 − 972000)

(x5 + 30)6
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