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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîìïëåêñíûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû íà C×
(C \ {0}) ñî ñòàíäàðòíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ωC = dz ∧ dw è
ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà f = az2 +Pn(w)+Qm(1/w), ãäå Pn è Qm � ìíîãî-
÷ëåíû ñòåïåíåé n ≥ 0 è m > 0 ñîîòâåòñòâåííî. Òàêîé ãàìèëüòîíèàí íà-
çûâàåòñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì ëîðàíîâñêèì ãàìèëüòîíèàíîì ñòåïåíè
(m,n). Èçó÷åíû íåêîòîðûå âîïðîñû C-âûïðÿìëÿåìîñòè èíòåãðàëüíûõ
òðàåêòîðèé âåêòîðíûõ ïîëåé sgradCf . Ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ, ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ãàìèëüòîíîâîé ýêâèâàëåíòíîñòè, C-ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, çà-
äàâàåìûõ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì ëîðàíîâñêèì ãàìèëüòîíèàíîì ñïåöèàëü-
íîãî âèäà: f = az2+b/w+cwn+d, n = 0, 1, 2. Óñòàíàâëèâàåòñÿ, êàê òîïî-
ëîãè÷åñêè óñòðîåíû ôàêòîðïðîñòðàíñòâà, ïîëó÷åííûå îòîæäåñòâëåíèåì
ýêâèâàëåíòíûõ ñèñòåì, â êàæäîì èç ðàññìîòðåííûõ êëàññîâ (n = 0, 1, 2).
Òàêæå â ðàáîòå óñòàíîâëåíî, ÷åìó ãîìåîìîðôåí áèôóðêàöèîííûé êîì-
ïëåêñ ïðîèçâîëüíîé C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, çàäàííîé ãèïåðýëëèïòè-
÷åñêèì ëîðàíîâñêèì ãàìèëüòîíèàíîì è ïîëó÷åíà ïîëóëîêàëüíàÿ êëàñ-
ñèôèêàöèÿ áîëåå îáùåãî êëàññà C-ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, çàäàííûõ ãà-
ìèëüòîíèàíîì f = az2 +R(w), ãäå R � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ.
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1. Ââåäåíèå

1.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Äèïëîìíàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ ðÿäà çàäà÷ â òåîðèè ãàìèëüòîíî-
âûõ ñèñòåì, êîòîðûå âîçíèêàþò â ñâÿçè ñ ïðîáëåìîé èõ êëàññèôèêàöèè (ñ
òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè). Â êà÷åñòâå îáú-
åêòà íàøåãî èññëåäîâàíèÿ áóäåò âûñòóïàòü êëàññ êîìïëåêñíûõ ãàìèëüòî-
íîâûõ ñèñòåì, çàäàííûõ â C2 ãîëîìîðôíûì ãàìèëüòîíèàíîì f ñïåöèàëü-
íîãî âèäà: f = az2+R(w), ãäå a ∈ C\{0}, R(w) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ
ïåðåìåííîé w (ò.å. îòíîøåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ). Çäåñü ïîä êîìïëåêñíîé
ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé (èëè C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé) (ñì. [8]) ìû
ïîíèìàåì òðîéêó (MC, ωC, f), ãäå MC = M2N

C � ìíîãîîáðàçèå êîìïëåêñ-
íîé ðàçìåðíîñòè 2N , ωC � çàìêíóòàÿ íåâûðîæäåííàÿ ãîëîìîðôíàÿ 2-
ôîðìà íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè, à f : MC → C � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ,
íàçûâàåìàÿ ãàìèëüòîíèàíîì. Â ñëó÷àå, êîãäà f = az2+R(w), ãàìèëüòî-
íèàí f áóäåò íàçûâàòüñÿ (ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì) ðàöèîíàëüíûì ãàìèëü-
òîíèàíîì. Â áîëåå ÷àñòíîì ñëó÷àå f = az2 + Pn(w) +Qm(1/w), ãäå Pn è
Qm � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíåé n ≥ 0 è m > 0, ãàìèëüòîíèàí f áóäåò íàçû-
âàòüñÿ (ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì) ëîðàíîâñêèì ãàìèëüòîíèàíîì (ñòåïåíè
(m,n)). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ â êà÷åñòâå ñèìïëåêòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ MC
áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ C × (C \ {d1, . . . , dm}), ãäå d1, . . . , dm, m ≥ 0, �
ïîëþñà ôóíêöèè R(w), ñî ñòàíäàðòíîé êîìïëåêñíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé
ñòðóêòóðîé ωC = dz ∧ dw.

Èíòåðåñ ê êîìïëåêñíûì ãàìèëüòîíîâûì ñèñòåìàì â C2 îáùåãî âèäà
âîçíèê â ñâÿçè ñî ñëåäóþùèì çàìå÷àíèåì. Ðàññìîòðèì â C2 = C2(z, w)
îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî U è àññîöèèðîâàííóþ ñ (U, dz ∧ dw, f = f(z, w))
âåùåñòâåííóþ ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó (U,Re(dz ∧ dw), H = Ref). Îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî âåùåñòâåííàÿ ñèñòåìà (â ñëó÷àå, êîãäà ãîëîìîðôíàÿ ôóíê-
öèÿ f 6= const) èíòåãðèðóåìà ñ äîïîëíèòåëüíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì
F = Imf . Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíêöèè F è H ôóíêöèîíàëüíî íåçàâè-
ñèìû íà U , èõ ñêîáêà Ïóàññîíà {F,H} = ωR(sgradF, sgradH), ò.å. çíà-
÷åíèå ôîðìû ωR = Re(dz ∧ dw) íà ïàðå ãàìèëüòîíîâûõ âåêòîðíûõ ïî-
ëåé sgradF = ω−1R (dF ), sgradH = ω−1R (dH), ðàâíà íóëþ. Ýòî âûòåêàåò
èç óñëîâèé Êîøè-Ðèìàíà äëÿ ôóíêöèè f . Èç ýòèõ óñëîâèé òàêæå âû-
òåêàåò ðàâåíñòâî sgradH = sgradCf := (−fw, fz). Çàìåòèì, ÷òî, âîîáùå
ãîâîðÿ, íàøà âåùåñòâåííàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà íå áóäåò âïîëíå èíòå-
ãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ, òàê êàê åå ïîòîêè ìîãóò îêàçàòüñÿ íåïîëíûìè
(âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð íà èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèÿõ âåêòîðíîãî ïî-
ëÿ sgradH ìîæåò îêàçàòüñÿ îïðåäåëåííûì íå íà âñåé ïðÿìîé). Òàêèì
îáðàçîì, ê êîìïëåêñíûì ãàìèëüòîíîâûì ñèñòåìàì â C2 íåïðèìåíèìà
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êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Ëèóâèëëÿ. Âîçíèêàåò çàäà÷à, ïîñòàâëåííàÿ À.Ò.
Ôîìåíêî, îá îáîáùåíèè òåîðåìû Ëèóâèëëÿ íà ñëó÷àé òàêèõ ñèñòåì.

Íåêîòîðûå ñìåæíûå ñ ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå çàäà÷åé âîïðîñû èçó-
÷åíû â ðàáîòàõ [2-5] è [8] Ò.À. Ëåïñêèì è Å. À. Êóäðÿâöåâîé. Îíè ðàñ-
ñìàòðèâàëè C-ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû âèäà (C2, dz∧dw, f), ãäå f = f(z, w)
� ìíîãî÷ëåí äâóõ ïåðåìåííûõ. Â [2,5] èññëåäóåòñÿ óñëîâèå ïîëíîòû ïî-
òîêîâ äëÿ òàêèõ ñèñòåì (ñ ìíîãî÷ëåíîì f , íåâûðîæäåííûì îòíîñèòåëüíî
ñâîåãî ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà), äàåòñÿ àíàëîã òåîðåìû Ëèóâèëëÿ. Â
ðàáîòàõ [3,4] ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå óçêèé êëàññ C-ãàìèëüòîíîâûõ ñè-
ñòåì: ãàìèëüòîíèàí f ïðåäïîëàãàåòñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì ïîëèíîìè-
àëüíûì, ò.å. èìåþùèì âèä f(z, w) = az2 +P (w), a ∈ C \ {0}, ãäå P (w) �
ìíîãî÷ëåí. Äëÿ òàêèõ ñèñòåì ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î òîïîëîãèè ëàãðàí-
æåâûõ ñëîåíèé, äîêàçàíà êîìïëåêñíàÿ òåîðåìà Ëèóâèëëÿ.

Óïîìÿíåì òàêæå ðàáîòû [6,7,11,15,18]. Â íèõ èçó÷àþòñÿ âîïðîñû òî-
ïîëîãèè íåîñîáûõ ñëîåâ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì è èõ
ñèììåòðèé.

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè äèïëîìíîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå
(îïðåäåëåíèÿ ñì. íèæå):

1 Èçó÷åíû íåêîòîðûå âîïðîñû C-âûïðÿìëÿåìîñòè èíòåãðàëüíûõ òðà-
åêòîðèé àíàëèòè÷åñêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà êîìïëåêñíûõ ìíîãîîá-
ðàçèÿõ.

2 Ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ C-ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì â C2, çàäàííûõ
ëîðàíîâñêèì ãàìèëüòîíèàíîì f = az2 + b/w+ cwn + d, ab 6= 0, n =
0, 1, 2, ñ òî÷íîñòüþ äî ãàìèëüòîíîâîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

3 Óñòàíîâëåíî, ÷åìó ãîìåîìîðôåí áèôóðêàöèîííûé êîìïëåêñ äëÿ
ïðîèçâîëüíîé C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû â C2, çàäàííîé ãàìèëüòî-
íèàíîì f = az2 + Pn(w) +Qm(1/w), a ∈ C \ {0}, n ≥ 0, m ≥ 0.

4 Ïîëó÷åíà ïîëóëîêàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ C-ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì
âèäà (C× (C \ {d1, . . . , dm}), dz ∧ dw, f) ñ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì ðà-
öèîíàëüíûì ãàìèëüòîíèàíîì f .

Âñå îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, èñïîëüçóåìûå â íàñòîÿøåé ðàáîòå, ìîæíî
íàéòè â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå èëè â �4.1 (�4.1 â äîñòàòî÷íîé ñòåïåíè
íåçàâèñèì îò îñíîâíîãî òåêñòà, è íîñèò îáçîðíûé õàðàêòåð). Áàçîâûå
ïîíÿòèÿ è óòâåðæäåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ âåùåñòâåííûìè ãàìèëüòîíîâûìè
ñèñòåìàìè, ìîæíî íàéòè â [1].
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1.2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1.1. C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé íàçûâàåòñÿ òðîéêà (MC, ωC, f),
ãäåMC � êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå, ωC � çàìêíóòàÿ íåâûðîæäåííàÿ ãî-
ëîìîðôíàÿ 2-ôîðìà íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè, à f : MC → C� ãîëîìîðôíàÿ
ôóíêöèÿ, íàçûâàåìàÿ ãàìèëüòîíèàíîì.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü MN
C � N -ìåðíîå êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå,

v � âåêòîðíîå ïîëå íà íåì. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èíòåãðàëüíûå òðàåêòî-
ðèè ýòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ C-âûïðÿìëÿþòñÿ íà èíâàðèàíòíîì d-ìåðíîì
êîìïëåêñíîì ïîäìíîãîîáðàçèè Ud ⊂ MN

C , åñëè ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿ
λ = λ(w) 6= 0 (äëÿ âñåõ w ∈ Ud) è ïîãðóæåíèå h : Ud → Cd/Γ äëÿ íåêîòî-
ðîé äèñêðåòíîé ïîäãðóïïû Γ ⊂ Cd, ÿâëÿþùèåñÿ C-äèôôåðåíöèðóåìûìè
îòîáðàæåíèÿìè, è òàêèå, ÷òî h ïåðåâîäèò v â âåêòîðíîå ïîëå h∗(v) =
λv0, v0 = const. Â ñëó÷àå d = 1 äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáóåì λ ≡ 1.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Âåêòîðíûì ïîëåì êîñîé ãðàäèåíò ôóíêöèè f : MC →
C îòíîñèòåëüíî ôîðìû ωC íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ïîëå sgradCf íàMC òà-
êîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ v íàMC âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ωC(v,
sgradCf) = v(f), ãäå v(f) � ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f ïî íàïðàâëåíèþ v.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè MC = M2N
C èìååò êîìïëåêñíóþ ðàçìåð-

íîñòü 2N , à ωC = dz∧dw = dz1∧dw1+ . . .+dzN ∧dwN , ãäå z = (z1, . . . , zN)
è w = (w1, . . . , wN) � ëîêàëüíûå êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû íà ìíîãîîá-
ðàçèè, òî sgradCf = (−fw, fz) = (−fw1 , . . . ,−fwN , fz1 , . . . , fzN ).

Îïðåäåëåíèå 1.4. Óðàâíåíèåì Ãàìèëüòîíà C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû
(MC, ωC, f) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå ż(t) = sgradCf |z(t), ãäå t ∈ I � ïàðàìåòð
â íåêîòîðîì èíòåðâàëå I ⊂ R, z = (z1, . . . , z2N) � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû
íà ìíîãîîáðàçèè. Åñëè sgradCf èìååò â ýòèõ êîîðäèíàòàõ êîìïîíåíòû
(v1, . . . , v2N), òî óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòå-
ìó 4N óðàâíåíèé: {

ẋk = Re vk,

ẏk = Im vk,

ãäå zk = xk + iyk, k = 1, . . . , 2N.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ h íàçûâàåòñÿ ïåðâûì èíòå-
ãðàëîì C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (MC, ωC, f), åñëè sgradCf(h) = 0.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïóñòü äàí ìíîãî÷ëåí f(z, w) = az2 + bnw
n + . . .+ b0,

n ∈ N, a, bn, . . . , b0 ∈ C, abn 6= 0. Îí íàçûâàåòñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì
ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n (ýëëèïòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ïðè n ≤ 4). Ñîîò-
âåòñòâóþùóþ C-ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó (C2, dz ∧ dw, f(z, w)) â äàëüíåé-
øåì áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Hn(a, bn, . . . , b0).
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Îïðåäåëåíèå 1.7. C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé c (ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì)
ëîðàíîâñêèì ãàìèëüòîíèàíîì ñòåïåíè (m,n) íàçîâåì òðîéêó (C× (C \
{0}), dz ∧ dw, f), ãäå f(z, w) = az2 +

m∑
i=1

bi
wi

+
n∑
j=0

cjw
j, m ∈ N, n ∈

N ∪ {0}, a, bi, cj ∈ C, abm 6= 0 è cn 6= 0 ïðè n > 0. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé

ñëó÷àé, êîãäà ãàìèëüòîíèàí f(z, w) = az2 + b/w +
n∑
k=0

ckw
k. Òàêîé âèä

ãàìèëüòîíèàíà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ
ïîëèíîìèàëüíûõ ãàìèëüòîíèàíîâ (ñì. îïðåäåëåíèå âûøå), ðàññìîòðåí-
íûõ â ðàáîòàõ [1-3], íà ñëó÷àé ïîëþñà ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äëÿ óäîáñòâà
ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó íàçîâåì ñèñòåìîé ñ ëîðàíîâñêèì ãàìèëüòî-
íèàíîì ñòåïåíè n è îáîçíà÷èì ÷åðåç Ln(a, b, cn, . . . , c0).

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ f(z, w) = az2 +R(w) äâóõ êîì-
ïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ (z, w) ∈ C × (C \ {d1, . . . , dm}), òàêàÿ, ÷òî a 6=
0,

d

dw
R(w) 6≡ 0. Çäåñü R = R(w) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé

w, à dj, j = 1, . . . ,m, � åå ïîëþñà. Íàçîâåì åå (ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì) ðà-
öèîíàëüíûì ãàìèëüòîíèàíîì ñèñòåìû (C×(C\{d1, . . . , dm}), dz∧dw, f).

Çàìåòèì, ÷òî êëàññ C-ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ (ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì)
ðàöèîíàëüíûì ãàìèëüòîíèàíîì ñîäåðæèò â ñåáå êëàññû ñèñòåì èç îïðå-
äåëåíèé 2.6 è 2.7, îäíàêî êëàññ ñèñòåì èç îïðåäåëåíèÿ 2.7 íå ñîäåðæèò â
ñåáå êëàññ ñèñòåì èç îïðåäåëåíèÿ 2.6, òàê êàê ëîðàíîâñêèé ãàìèëüòîíèàí
îáÿçàòåëüíî èìååò ïîëþñ â íóëå (îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé w).

Îïðåäåëåíèå 1.9. Ïóñòü äàíà C-ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (M2N
C , ωC, f) ñN

ïåðâûìè èíòåãðàëàìè f1, . . . , fN (f = f1, dimCM
2N
C = 2N). Òîãäà îòîáðà-

æåíèå F = (f1, . . . , fN) : M2N
C → CN íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì ìîìåí-

òà.
Ñëîåì (èëè ëèñòîì) Tξ ⊂M2N

C óðîâíÿ ξ ôóíêöèé f1, . . . , fN , à òàêæå
ñîîòâåòñòâóþùåé C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíàÿ ïî-
âåðõíîñòü óðîâíÿ ýòèõ ôóíêöèé, ò.å. Tξ = F−1(ξ). Çäåñü ξ = (ξ1, . . . , ξN),
ξk ∈ C. Ñëîé Tξ íàçûâàåòñÿ íåîñîáûì, åñëè â êàæäîé åãî òî÷êå ðàíã
ìàòðèöû ßêîáè (∂jfi) ìàêñèìàëåí.

Îïðåäåëåíèå 1.10. Áèôóðêàöèîííûì êîìïëåêñîì C-ãàìèëüòîíîâîé ñè-
ñòåìû (M2N

C , ωC, f) ñ N ïåðâûìè èíòåãðàëàìè f1, . . . , fN íàçûâàåòñÿ ôàê-
òîðïðîñòðàíñòâî ìíîãîîáðàçèÿM2N

C ïî ðàçáèåíèþ íà ñâÿçíûå êîìïîíåí-
òû ïðîîáðàçîâ òî÷åê CN ïðè îòîáðàæåíèè ìîìåíòà.

Îïðåäåëåíèå 1.11. Ïóñòü äàí ðàöèîíàëüíûé ãàìèëüòîíèàí f(z, w) =
az2 +R(w) ñèñòåìû (C×(C\{d1, . . . , dm}), dz∧dw, f). Ïóñòü R(w) ïðèíè-
ìàåò çíà÷åíèå ξ â òî÷êå w0 ñ êðàòíîñòüþ k, k ≥ 1, ò.å. (R(w)−ξ)(j)|w0 = 0
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ïðè j = 0, . . . , k − 1, R(k)(w0) 6= 0. Ïðè k ≥ 2 òî÷êó P = (0, w0) íàçîâåì
îñîáîé òî÷êîé êðàòíîñòè k ñëîÿ Tf(P ), à ïðè k = 1 ïðîñòîé òî÷êîé
ýòîãî ñëîÿ.

Çàìåòèì, ÷òî îñîáûå òî÷êè (íåêîòîðîé êðàòíîñòè) ñëîÿ Tξ � ýòî â
òî÷íîñòè òå òî÷êè ñëîÿ, â êîòîðûõ gradf = 0, à çíà÷èò, ñëîé Tξ áóäåò
íåîñîáûì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îí èìååò ëèøü ïðîñòûå
òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå 1.12. Ïóñòü äàíû äâå C-äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè
f1 : M1 → C è f2 : M2 → C. Îíè íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè (ñîîòâåò-
ñòâåííîòîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè), åñëè ñóùåñòâóåò C-äèôôåîìîðôèçì
(ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì) h : M1 →M2 òàêîé, ÷òî f1 =
f2 ◦ h.

Îïðåäåëåíèå 1.13. Ïóñòü Dξ0,ε � îòêðûòûé äâóìåðíûé äèñê ðàäèóñà
ε > 0 âîêðóã ξ0 ∈ C. Ðàññìîòðèì äâà ðàöèîíàëüíûõ ãàìèëüòîíèàíà f1
è f2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f1 è f2 (à òî÷íåå, ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñëîå-
íèÿ, ò.å. ðàçáèåíèÿ íà ñëîè f−1j (ξ), j = 1, 2), ïîëóëîêàëüíî òîïîëîãè÷å-
ñêè ýêâèâàëåíòíû îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ ξ0, åñëè äëÿ ëþáîãî δ > 0
ñóùåñòâóåò òàêîå ε ∈ (0, δ), ÷òî ôóíêöèè f1|f−1

1 (Dξ0,ε)
è f2|f−1

2 (Dξ0,ε)
òîïî-

ëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f1 è f2 ëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû

îòíîñèòåëüíî òî÷åê P1 è P2, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ñêîëü óãîäíî ìàëûå
îêðåñòíîñòè U1 è U2 ýòèõ òî÷åê, ÷òî ôóíêöèè f1|U1 è f2|U2 òîïîëîãè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíû.

Îïðåäåëåíèå 1.14. Äâå C-ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû (MC,1, ωC,1, f1) è (MC,2, ωC,2, f2)
íàçûâàþòñÿ ãàìèëüòîíîâî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò áèãîëî-
ìîðôíîå îòîáðàæåíèå h : MC,1 →MC,2 òàêîå, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
äâà óñëîâèÿ:

1) ωC,1 = h∗(ωC,2);
2) f1 = f2 ◦ h+ c, ãäå c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

2. C-âûïðÿìëÿåìîñòü èíòåãðàëüíûõ òðàåêòî-

ðèé âåêòîðíûõ ïîëåé íà êîìïëåêñíûõ ìíî-

ãîîáðàçèÿõ

Òåîðåìà 2.1. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå âåêòîðíîå ïîëå v = (v1, . . . , vN),
çàäàííîå íà MN

C , N ≥ 2, ãîëîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè v1, . . . , vN ëîêàëü-
íûõ êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàò íà MN

C . Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå v èìååò
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îñîáûå òî÷êè (ò.å. íóëè) P1, . . . , Pk, ïðèíàäëåæàùèå èíâàðèàíòíîìó
d-ìåðíîìó, d ≥ 2, êîìïëåêñíîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ Ud ⊂MN

C . Ïóñòü ñó-
ùåñòâóåò òî÷êà P ∈ {P1, . . . , Pk}, íå ÿâëÿþùàÿñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé
ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê âåêòîðíîãî ïîëÿ v|Ud. Ðàññìîòðèì èíâàðè-
àíòíîå ïîäìíîãîîáðàçèå Ud \ {P1, . . . , Pk}. Òîãäà èíòåãðàëüíûå òðàåê-
òîðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ v íå C-âûïðÿìëÿþòñÿ íà Ud \ {P1, . . . , Pk}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü U � äîñòàòî÷íî ìàëàÿ øàðîâàÿ îêðåñòíîñòü
òî÷êè P â Ud. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè âåêòîðíî-
ãî ïîëÿ v âûïðÿìëÿþòñÿ íà Ud \ {P1, . . . , Pk}. Òîãäà ñóùåñòâóþò ôóíê-
öèè ui = ui(w), i = 1, . . . , d, è λ = λ(w) 6= 0 ëîêàëüíûõ êîîìïëåêñ-
íûõ êîîðäèíàò w = (w1, . . . , wd), ãîëîìîðôíûå â U \ {P}, òàêèå, ÷òî(
∂ui
∂wj

)
vj = λ(w)vi0, ïðè÷åì âåêòîð êîíñòàíò v0 6= 0 (èíà÷å P ÿâëÿåòñÿ

âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê âåêòîðíîãî ïîëÿ v|U).
Ïî ëåììå îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé

ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, ôóíêöèè ui è λ ìîæíî ñ÷èòàòü ãîëîìîðôíûìè âñþ-
äó íà U . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òàê êàê òî÷êà P � îñîáàÿ òî÷êà âåêòîðíî-
ãî ïîëÿ v, òî λ(P ) = 0. Íî òàêîãî íå ìîæåò áûòü. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê
ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü U \ {P} îäíîñâÿçíà, â íåé îïðåäåëåíà îäíîçíà÷-
íàÿ âåòâü ëîãàðèôìà g = lnλ ôóíêöèè λ(w). Ñíîâà ïîëüçóÿñü ëåììîé
îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíîå ïðî-
äîëæåíèå g â U c íåêîòîðûì çíà÷åíèåì g(P ) ∈ C, ïðè ýòîì âñþäó â U
èìååì λ(w) = exp(g(w)), à çíà÷èò λ(P ) 6= 0.

Ïðèìåð 2.1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà f ñèñòåìû H2(a, b, c, d).
Èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ sgradCf íå C-âûïðÿìëÿþòñÿ
íà C2 \ {(0,− c

2b
)}.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå âåêòîðíîå ïîëå v, çàäàííîå íà ñâÿçíîì ìíî-
ãîîáðàçèè MC, dimMC = 1, ãîëîìîðôíîé ôóíêöèåé v = v(z) ëîêàëü-
íîé êîìïëåêñíîé êîîðäèíàòû z íà MC. Ïóñòü P1, . . . , Pk � îñîáûå òî÷-
êè âåêòîðíîãî ïîëÿ v. Ðàññìîòðèì èíâàðèàíòíîå ïîäìíîãîîáðàçèå MC \
{P1, . . . , Pk} è 1-ôîðìó α =

dz

v(z)
íà íåì. Ðàññìîòðèì îáðàçóþùèå γj ôóí-

äàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(MC \ {P1, . . . , Pk}). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ij =
∫
γj

α

èíòåãðàëû ôîðìû α ïî öèêëàì γj. Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 2.2. Èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ v C-âûïðÿìëÿþòñÿ
íà MC \{P1, . . . , Pk} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ij ëåæàò â íåêîòîðîé
äèñêðåòíîé ïîäãðóïïå Γ ⊂ C.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ij ëåæàò â íåêîòîðîé äèñêðåòíîé ïîäãðóïïå Γ ⊂
C. Ôèêñèðóåì íåêîòîðóþ îòìå÷åííóþ òî÷êó z0 ∈MC\{P1, . . . , Pk}. Îïðå-

äåëèì (ìíîãîçíà÷íóþ) ôóíêöèþ h òàê: h(z) =
z∫
z0

α. Çíà÷åíèå h(z) â òî÷-

êå z, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî z0 è z. Â ñèëó çà-
ìêíóòîñòè ôîðìû α, äëÿ äâóõ ãîìîëîãè÷íûõ ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ z0
è z, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ h(z) ñîâïàäàþò. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
h : MC \ {P1, . . . , Pk} → C/Γ êîððåêòíî îïðåäåëåííîå îäíîçíà÷íîå ïî-
ãðóæåíèå, ïðè÷åì dh = α, è, ñëåäîâàòåëüíî, dh(v) = 1. Òåì ñàìûì h
îñóùåñòâëÿåò èñêîìîå C-âûïðÿìëåíèå.

Â îáðàòíóþ ñòîðîíó, ïóñòü èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè âåêòîðíîãî ïî-
ëÿ v C-âûïðÿìëÿþòñÿ íàMC \{P1, . . . , Pk}. Òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ
1.2, ñóùåñòâóåò ïîãðóæåíèå h : MC \ {P1, . . . , Pk} → C/Γ′ äëÿ íåêîòîðîé
äèñêðåòíîé ïîäãðóïïû Γ′ ⊂ C òàêîå, ÷òî dh(v) = v0 6= 0. Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè, v0 = 1. Ðàññìîòðèì h : MC \ {P1, . . . , Pk} → C êàê ìíîãîçíà÷-

íîå îòîáðàæåíèå. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî dh = α, ò.å. h(z) =
z∫
z0

α + const,

ãäå const íå çàâèñèò îò z. Îòñþäà ïîëó÷àåì óñëîâèå íà Ij, òðåáóåìîå â
òåîðåìå.

Ïðèìåð 2.2.

1) Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà f ñèñòåìû H2(a, b, c, d). Èíòå-
ãðàëüíûå òðàåêòîðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ sgradCf C-âûïðÿìëÿþòñÿ íà êàæ-
äîì íåîñîáîì ñëîå (è äàæå íà äîïîëíåíèè ê åäèíñòâåííîìó îñîáîìó ñëîþ
Tξ0 , ãäå ξ0 = c2

4b
+ d, ñì. [8]).

2) Èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ v(z) =
2πz(z − 1)

(2π + 1)z − 2π
íå C-âûïðÿìëÿþòñÿ íà C \ {0, 1, 2π

2π+1
}.

3. Ãàìèëüòîíîâà ýêâèâàëåíòíîñòü è ôàêòîð-

ïðîñòðàíñòâà

3.1. Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î ãàìèëüòîíîâîé ýêâèâà-

ëåíòíîñòè

C-ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ ýëëèïòè÷åñêèì ãàìèëü-

òîíèàíîì

Ðàññìîòðèì C-ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó Hn(a, bn, . . . , b0) ñ ãàìèëüòîíèàíîì
f(z, w) = az2 + bnw

n + . . .+ b0. ßñíî, ÷òî îíà èìååò íå áîëåå n− 1 îñîáûõ
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ñëîåâ, è ñëîé Tξ îñîáûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ξ � êðèòè÷åñêîå
çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà bnw

n+ . . .+b0. Ñèñòåìà Hn(a, bn, . . . , b0) íàçûâàåòñÿ
íåâûðîæäåííîé, åñëè ó ìíîãî÷ëåíà bnw

n+ . . .+b0 êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé
ðîâíî n− 1.

Òåîðåìà 3.1. (Ò. Ëåïñêèé [8]). Ïóñòü äàíà C-ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà
(C2, dz∧dw, fn(z, w)) ñ ýëëèïòè÷åñêèì ãàìèëüòîíèàíîì ñòåïåíè n, n =
1, 2, 3, 4. Òîãäà:

1) Êàæäàÿ C-ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà H1(a, b, c) ãàìèëüòîíîâî ýêâè-
âàëåíòíà êàíîíè÷åñêîé �ëèíåéíîé� C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå (C2(u, v), du∧
dv, f1(u, v) = u). Âñå ñëîè C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû H1(a, b, c) ÿâëÿþò-
ñÿ íåîñîáûìè, áèãîëîìîðôíûìè ïëîñêîñòè C, è îáðàçóþò òðèâèàëüíîå
ðàññëîåíèå ñ áàçîé C.

2) Êàæäàÿ C-ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà H2(a, b, c, d) ãàìèëüòîíîâî ýê-
âèâàëåíòíà ñèñòåìå
H2(a1, 1, 0, 0), äëÿ a1 = ab ∈ C \ {0}, è èìååò îäèí îñîáûé ñëîé Tξ1 , ξ1 =
c2−4bd
−4b . Îãðàíè÷åíèå ñèñòåìû íà C2 \ Tξ1 ãàìèëüòîíîâî ýêâèâàëåíòíî

�ëèíåéíîé� ñèñòåìå ((C \ {0})× (C/2πZ), du ∧ dv, f2(u, v) = 2
√
a1u). Âñå

íåîñîáûå ñëîè C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû H2(a, b, c, d) áèãîëîìîðôíû öè-
ëèíäðó C/2πZ è îáðàçóþò òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå ñ áàçîé C \ {0}.

3) Êàæäàÿ íåâûðîæäåííàÿ C-ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà H3(a, b, c, d, e)
ãàìèëüòîíîâî ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìåH3(r, s, s, 0, 0), äëÿ íåêîòîðûõ r, s ∈
C, rs 6= 0, è èìååò äâà îñîáûõ ñëîÿ Tξj , j = 1, 2. Âñå íåîñîáûå ñëîè C-
ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû H3(a, b, c, d, e) áèãîëîìîðôíû T2

λ \{p} äëÿ íåêî-
òîðîãî λ = λ(ξ) ∈ C \R, çàâèñÿùåãî îò ñëîÿ Tξ, ãäå T2

λ = C/(2πZ+ λZ)
� äâóìåðíûé òîð, p ∈ T2

λ.
4) Êàæäàÿ íåâûðîæäåííàÿ C-ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìàH4(a, b, c, d, e, k)

ãàìèëüòîíîâî ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå H4(r, s, s(p+ 1), sp, 0, 0), äëÿ íåêî-
òîðûõ r, s, p ∈ C, rs 6= 0, è èìååò òðè îñîáûõ ñëîÿ Tξj , j = 1, 2, 3. Âñå
íåîñîáûå ñëîè C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû H4(a, b, c, d, e, k) áèãîëîìîðô-
íû T2

λ \{p1, p2} äëÿ íåêîòîðîãî λ = λ(ξ) ∈ C\R, çàâèñÿùåãî îò ñëîÿ Tξ,
ãäå p1, p2 ∈ T2

λ, p1 6= p2.

Â ðàáîòå [8] ïîëó÷åíû òàêæå êðèòåðèè ãàìèëüòîíîâîé ýêâèâàëåíòíî-
ñòè ïàð ñèñòåìH2(a1, 1, 0, 0) èH2(a2, 1, 0, 0),H3(r1, s1, s1, 0, 0) èH3(r2, s2, s2, 0, 0),
H4(r1, s1, s1(p1 + 1), s1p1, 0, 0) è H4(r2, s2, s2(p2 + 1), s2p2, 0, 0).

3.2. Ñëó÷àé ïîëþñà ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì C-ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó L0(a, b, c) ñ ëîðàíîâñêèì ãàìèëüòî-
íèàíîì ñòåïåíè íóëü.
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Òåîðåìà 3.2. Êàæäàÿ ñèñòåìà L0(a, b, c) ãàìèëüòîíîâî ýêâèâàëåíò-
íà ñèñòåìå L0(γ, γ, 0) ïðè γ = b2/a. Ëþáûå äâå ñèñòåìû L0(γ1, γ1, 0) è
L0(γ2, γ2, 0) ãàìèëüòîíîâî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
γ1 = γ2. Âñå ñëîè Tξ ÿâëÿþòñÿ íåîñîáûìè, áèãîëîìîðôíûìè ïëîñêîñòè
C ñ äâóìÿ ïðîêîëàìè ïðè ξ 6= c è ñ îäíèì ïðîêîëîì ïðè ξ = c.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàåì çàìåíó êîîðäèíàò â C × (C \ {0})(z, w) ïî
ôîðìóëàì : u = az/b, v = bw/a. Ïîëîæèì γ = b2/a. Òîãäà, î÷åâèäíî,
du ∧ dv = dz ∧ dw è γu2 + γ/v = az2 + b/w.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâó-
åò ãàìèëüòîíîâà ýêâèâàëåíòíîñòü ìåæäó L0(γ1, γ1, 0) è L0(γ2, γ2, 0) ñ áè-
ãîëîìîðôíûì îòîáðàæåíèåì h = (u, v) : C × (C \ {0}) → C × (C \ {0}),
u = u(z, w), v = v(z, w). Âûâåäåì îòñþäà, ÷òî γ1 = γ2.

Ïî îïðåäåëåíèþ ãàìèëüòîíîâîé ýêâèâàëåíòíîñòè èìååì

γ1z
2 +

γ1
w

+ C = γ2u
2 +

γ2
v
, (1)

ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ñëîé T1
ξ óðîâíÿ

ξ ñèñòåìû L0(γ1, γ1, 0). Îí ãîìåîìîðôåí äâóìåðíîé ñôåðå ñ 3 ïðîêîëàìè
ïðè ξ 6= 0 è ñôåðå ñ äâóìÿ ïðîêîëàìè ïðè ξ = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
�íóëåâîé� ñëîé T1

0 ñèñòåìû L0(γ1, γ1, 0) îáÿçàí ïåðåéòè ïðè ãàìèëüòîíî-
âîé ýêâèâàëåíòíîñòè â �íóëåâîé� ñëîé T2

0 ñèñòåìû L0(γ2, γ2, 0). Çíà÷èò,

C = 0 â (1). Ïóñòü f1(z, w) = γ1z
2 +

γ1
w
, à f2(u, v) = γ2u

2 +
γ2
v
. Íåòðóäíî

âèäåòü, ÷òî sgradCf1 = (γ1/w
2, 2γ1z), sgradCf2 = (γ2/v

2, 2γ2u).
Ðàññìîòðèì ξ 6= 0. Òîãäà h(T1

ξ) = T2
ξ , ïðè÷åì �âûêîëîòûå òî÷êè�

ïåðâîãî ñëîÿ ïåðåéäóò â �âûêîëîòûå òî÷êè� âòîðîãî ñëîÿ (ïîä âûêî-
ëîòûìè òî÷êàìè ñëîåâ Tjξ, j = 1, 2, ìû ïîäðàçóìåâàåì èõ ãðàíè÷íûå

òî÷êè â C2
, ãäå C � ïîïîëíåííàÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü, ãîìåîìîðô-

íàÿ äâóìåðíîé ñôåðå). Â ñëîå T1
ξ âûêîëîòûå òî÷êè èìåþò âèä P±ξ,1 =

(±
√

ξ
γ1
,∞), Pξ,1 = (∞, 0), à â ñëîå T2

ξ , ñîîòâåòñòâåííî, P
±
ξ,2 = (±

√
ξ
γ2
,∞),

Pξ,2 = (∞, 0). Ïîêàæåì, ÷òî h(Pξ,1) = Pξ,2. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì íà ñëîå
T1
ξ ãîëîìîðôíóþ 1-ôîðìó ∆1

ξ òàêóþ, ÷òî ∆1
ξ(sgradCf1|T1

ξ

) = 1 (àíàëîãè÷-

íî îïðåäåëèì ôîðìó ∆2
ξ). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî çàìûêàíèå T1

ξ ñëîÿ

T1
ξ â C2

ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé êðèâîé, áèãîëîìîðôíîé C, ïðè÷åì ïðîåê-

öèÿ Prz : T1
ξ → C, (z, w) 7→ z, ÿâëÿåòñÿ áèãîëîìîðôíûì îòîáðàæåíèåì, è

÷òî â êîîðäèíàòå z ôîðìà ∆1
ξ çàïèøåòñÿ â âèäå ∆1

ξ =
dz

γ1(ξ/γ1 − z2)2

∣∣∣∣
T1

ξ

.

Â òî÷êå Pξ,1 ýòà ôîðìà èìååò óñòðàíèìóþ îñîáåííîñòü � íóëü âòîðîãî
ïîðÿäêà (÷òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ, íóæíî ñäåëàòü çàìåíó z 7→ 1/z), à â
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òî÷êàõ P±ξ,1 íåóñòðàíèìóþ îñîáåííîñòü � ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà. Àíàëî-
ãè÷íî ôîðìà ∆2

ξ èìååò óñòðàíèìóþ îñîáåííîñòü â òî÷êå Pξ,2 è íåóñòðà-
íèìóþ îñîáåííîñòü â òî÷êàõ P±ξ,2. Çàôèêñèðóåì ìàëîå ε > 0 è ïîñ÷èòàåì
èíòåãðàëû

1

2πi

∫
|z∓

√
ξ
γ1
|=ε

∆1
ξ è

1

2πi

∫
|u∓

√
ξ
γ2
|=ε

∆2
ξ . (2)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ èñïîëüçóåì ôîðìóëó äëÿ ïîäñ÷åòà âû÷åòà
ïðîèçâîëüíîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè g â ïîëþñå a ïîðÿäêà k :

resag(z) =
1

(k − 1)!
lim
z→a

dk−1

dzk−1
(
g(z)(z − a)k

)
.

Òàê êàê èíòåãðàëû â (2) ñóòü âû÷åòû ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé (òî÷íåå,
1-ôîðì) â òî÷êàõ P±ξ,1 è P

±
ξ,2, ïðÿìîé ïîäñ÷åò äàåò

1

2πi

∫
|z∓

√
ξ
γ1
|=ε

∆1
ξ =

∓1

4γ1(
√
ξ/γ1)3

,

1

2πi

∫
|u∓

√
ξ
γ2
|=ε

∆2
ξ =

∓1

4γ2(
√
ξ/γ2)3

.

(3)

Ïîëó÷åííûå ÷èñëà îòëè÷íû îò íóëÿ, à çíà÷åíèÿ àíàëîãè÷íûõ èíòåãðà-
ëîâ, âçÿòûõ âîêðóã òî÷åê Pξ,1 è Pξ,2, ðàâíû íóëþ. Òåì ñàìûì, h(Pξ,1) =
Pξ,2, îòêóäà h(P±ξ,1) = P±ξ,2 èëè h(P±ξ,1) = P∓ξ,2. Çíà÷èò, èç ðàâåíñòâà èíòå-

ãðàëîâ â (3) ñëåäóåò, ÷òî γ1(
√
ξ/γ1)

3 = ±γ2(
√
ξ/γ2)

3. Âîçâîäÿ ïîëó÷åííîå
ðàâåíñòâî â êâàäðàò, ïîëó÷àåì γ1 = γ2.

Ñëåäñòâèå 3.1. Ëþáûå äâå ñèñòåìû L0(a1, b1, c1) è L0(a2, b2, c2) ãàìèëü-
òîíîâî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a2b

2
1 = a1b

2
2.

Ðàññìîòðèì C-ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó L1(a, b, c, d) ñ ëîðàíîâñêèì ãà-
ìèëüòîíèàíîì ñòåïåíè îäèí.

Òåîðåìà 3.3. Êàæäàÿ ñèñòåìà L1(a, b, c, d) ãàìèëüòîíîâî ýêâèâàëåíò-
íà ñèñòåìå L1(r, γ, γ, 0) ïðè r = ac

b
è γ =

√
bc. Ëþáûå äâå ñèñòåìû

L1(r1, γ1, γ1, 0) è L1(r2, γ2, γ2, 0) ãàìèëüòîíîâî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà r1 = r2 è γ1 = ±γ2. Ñèñòåìà èìååò äâà îñîáûõ ñëîÿ
Tξ± , ξ± = d± 2

√
bc. Âñå íåîñîáûå ñëîè Tξ ãîìåîìîðôíû äâóìåðíîìó òî-

ðó T2 ñ äâóìÿ ïðîêîëàìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàåì çàìåíó êîîðäèíàò â (C× (C\{0}))(z, w) : u =√
b
c
z, v =

√
c
b
w. Ïîëîæèì r = ac

b
, γ =

√
bc. Òîãäà, î÷åâèäíî, du ∧ dv =

dz ∧ dw è ru2 + γ/v + γv = az2 + b/w + cw.
Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ïóñòü èìååòñÿ ãàìèëüòîíî-

âà ýêâèâàëåíòíîñòü h ìåæäó L1(r1, γ1, γ1, 0) è L1(r2, γ2, γ2, 0). Ðàññìîò-
ðèì îñîáûå òî÷êè (ò.å. íóëè) âåêòîðíûõ ïîëåé sgradCfj â C× (C \ {0}),
ãäå fj � ãàìèëüòîíèàíû ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì, j = 1, 2. Êàê íåòðóä-
íî âèäåòü, ýòî áóäóò òî÷êè (0,±1). Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç P±. Ïðè ãà-
ìèëüòîíîâîé ýêâèâàëåíòíîñòè îñîáûå òî÷êè ïåðåõîäÿò â îñîáûå, çíà÷èò
f1(P

+)−f1(P−) = ±(f2(P
+)−f2(P−)), îòêóäà γ1 = ±γ2 è îñîáûå çíà÷åíèÿ

ñóòü ξ± = f1(P
±) = ±2γ1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà r1 = r2 ðàññìîòðèì ëèíåéíûå îïåðàòî-
ðû � ëèíåàðèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé â îñîáûõ òî÷êàõ.
Îíè èìåþò âèä

A±j =

(
0 ∓2γj

2rj 0

)
.

Ïóñòü îñîáûå òî÷êè P± ïåðåõîäÿò â ñåáÿ. Òîãäà A±1 = ((dh)|P±)−1 ◦ A±2 ◦
(dh)|P± . À çíà÷èò, detA±1 = detA±2 . Åñëè æå îñîáûå òî÷êè ìåíÿþòñÿ ìå-
ñòàìè, òî áóäåì èìåòü detA±1 = detA∓2 . Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì r1γ1 = r2γ2
è γ1 = γ2, à âî âòîðîì r1γ1 = −r2γ2 è γ1 = −γ2. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ r1 = r2.
Òî, ÷òî ñèñòåìû L1(r, γ, γ, 0) è L1(r,−γ,−γ, 0) ãàìèëüòîíîâî ýêâèâàëåíò-
íû, î÷åâèäíî.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî âñå
íåîñîáûå ñëîè ãîìåîìîðôíû òîðó ñ äâóìÿ ïðîêîëàìè. Ðàññìîòðèì êîì-
ïàêòèôèêàöèþ T̃ξ ëþáîãî íåîñîáîãî ñëîÿ Tξ (�çàêëåèâàþùóþ� ïðîêîëû
íåîñîáîãî ñëîÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííûìè òî÷êàìè) è åãî ïðîåêöèþ íà ïî-

ïîëíåííóþ ïëîñêîñòü Prw : T̃ξ → C, (z, w) 7→ w. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü,
÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ äâóëèñòíûì ðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì ñ
÷åòûðüìÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ èíäåêñà äâà (íàä òî÷êàìè w = 0 è w =∞
ïîïîëíåííîé ïëîñêîñòè åñòü âåòâëåíèå, ïîýòîìó â êà÷åñòâå êîìïàêòèôè-

êàöèè T̃ξ ñëîÿ Tξ ìîæíî âçÿòü åãî çàìûêàíèå â C
2
). Ïî ôîðìóëå Ðèìàíà-

Ãóðâèöà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî êîìïàêòèôèêàöèÿ T̃ξ íåîñîáîãî ñëîÿ ãîìåî-
ìîðôíà äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè ðîäà g = 1

2

∑
(ki−1)− (m−1) = 1. Çäåñü

ki � èíäåêñû âåòâëåíèé â îñîáûõ òî÷êàõ, à m � ÷èñëî ëèñòîâ. Îòñþäà
íåîñîáûé ñëîé Tξ ãîìåîìîðôåí òîðó ñ äâóìÿ ïðîêîëàìè.

Ñëåäñòâèå 3.2. Ëþáûå äâå ñèñòåìû L1(a1, b1, c1, d1) è L1(a2, b2, c2, d2)
ãàìèëüòîíîâî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a2b

2
1 = a1b

2
2 è

b1c1 = b2c2.
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Ðàññìîòðèì C-ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó L2(a, b, c, 0, d) c ëîðàíîâñêèì ãà-
ìèëüòîíèàíîì ñòåïåíè äâà.

Òåîðåìà 3.4. Êàæäàÿ ñèñòåìà L2(a, b, c, 0, d) ãàìèëüòîíîâî ýêâèâàëåíò-
íà ñèñòåìå L2(r, γ, γ, 0, 0) ïðè r = a( c

b
)2/3 è γ =

3
√
cb2. Ëþáûå äâå ñè-

ñòåìû L2(r1, γ1, γ1, 0, 0) è L2(r2, γ2, γ2, 0, 0) ãàìèëüòîíîâî ýêâèâàëåíòíû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà r1γ1 = r2γ2 è γ

3
1 = γ32 , ò.å. êîãäà âûïîëíåíî

îäíî èç ñëåäóþùèõ òðåõ óñëîâèé (çäåñü εk = e
2πi(k−1)

3 , k = 1, 2, 3 � êîðíè
òðåòüåé ñòåïåíè èç åäèíèöû)

1) r2 = r1 è γ1 = γ2,

2) r2 = ε3r1 è γ1 = ε3γ2,

3) r2 = ε2r1 è γ1 = ε2γ2.

Ñèñòåìà èìååò òðè îñîáûõ ñëîÿ Tξj , ξ
3
j = 27

4
cb2, j = 1, 2, 3. Âñå íåîñî-

áûå ñëîè Tξ ãîìåîìîðôíû äâóìåðíîìó òîðó T2 ñ òðåìÿ ïðîêîëàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàåì çàìåíó êîîðäèíàò â C × (C \ {0})(z, w) : u =
3

√
b
c
z, v = 3

√
c
b
w. Ïîëîæèì r = a( c

b
)2/3, γ =

3
√
cb2. Òîãäà, î÷åâèäíî, du ∧

dv = dz ∧ dw è ru2 + γ/v + γv2 = az2 + b/w + cw2.
Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ïóñòü èìååòñÿ ãàìèëüòîíîâà

ýêâèâàëåíòíîñòü ìåæäó
L2(r1, γ1, γ1, 0, 0) è L2(r2, γ2, γ2, 0, 0). Ðàññìîòðèì îñîáûå òî÷êè âåêòîð-
íûõ ïîëåé sgradCfj, ãäå fj � ãàìèëüòîíèàíû ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì,
j = 1, 2. Êàê íåòðóäíî âèäåòü, ýòî áóäóò òî÷êè (0, εk), k = 1, 2, 3. Âñåãî
èìååòñÿ 6 âîçìîæíîñòåé �ïåðåìåøèâàíèÿ� îñîáûõ òî÷åê. Ïðè÷åì â äåé-
ñòâèòåëüíîñòè ðåàëèçóþòñÿ òîëüêî 3: ëèáî âñå îñîáûå òî÷êè îñòàþòñÿ íà
ìåñòå, ëèáî íè îäíà íå îñòàåòñÿ íà ìåñòå. Äîêàæåì ýòî. Ïðåäïîëîæèì
ñíà÷àëà, ÷òî òî÷êà (0, ε1) îñòàåòñÿ íà ìåñòå. Òàê êàê ãàìèëüòîíîâà ýê-
âèâàëåíòíîñòü ñîõðàíÿåò ðàçíîñòü ôóíêöèè f1 â îñîáûõ òî÷êàõ, â ýòîì
ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî îñòàâøèåñÿ òî÷êè òàêæå îñòàþòñÿ íà ìåñòå.
Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå γ1 − γ1ε3 = γ2 − γ2ε2 è γ1ε2 − γ1ε3 =
γ2ε3−γ2ε2. Ïóñòü òåïåðü òî÷êà (0, ε1) ïåðåõîäèò â (0, εk), à òî÷êà (0, εk) â
(0, ε1), k = 2, 3. Òîãäà òî÷êà (0, ε5−k) ïåðåõîäèò â ñåáÿ, îòêóäà ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî: (1 − εk)/(εk − 1) = (1 − ε5−k)/(εk − ε5−k), êîòî-
ðîå, î÷åâèäíî, íå ìîæåò èìåòü ìåñòî. Òåì ñàìûì, îñòàþòñÿ ñëåäóþùèå
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âîçìîæíûå óñëîâèÿ íà γj :

1) γ1 = γ2,

2) γ1 =
ε3 − ε2
1− ε3

γ2,

3) γ1 =
ε2 − ε3
1− ε2

γ2.

Ýòè òðè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû ñëó÷àÿì, îïèñàííûì â òåîðåìå. ×òîáû
ïîëó÷èòü óñëîâèÿ íà rj, ìîæíî ðàññìîòðåòü ëèíåàðèçàöèè âåêòîðíûõ
ïîëåé â îñîáûõ òî÷êàõ:

Aj =

(
0 −3γj

2rj 0

)
.

Òàê êàê ìàòðèöû Aj îäíè è òå æå äëÿ âñåõ îñîáûõ òî÷åê, àíàëîãè÷íî
äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.2 ïîëó÷àåì, ÷òî r1γ1 = r2γ2, îòêóäà ñëåäóþò
óñëîâèÿ íà rj.

Åùå íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå òðè ñëó÷àÿ, îïèñàííûå â òåîðåìå, ðå-
àëèçóþòñÿ. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé 2). Ïóñòü èìåþòñÿ äâå ñè-
ñòåìû L2(r, γ, γ, 0, 0) è L2(ε3r, ε2γ, ε2γ, 0, 0). Ñäåëàåì çàìåíó êîîðäèíàò â
C× (C \ {0})(z, w) : u = ε3z, v = ε2w. Òîãäà, î÷åâèäíî, du ∧ dv = dz ∧ dw
è rz2 + γ/w + γw2/2 = ε3ru

2 + ε2γ/v + ε2γv
2/2.

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.3, ðàññìîòðèì êîìïàêòèôèêà-
öèþ T̃ξ ëþáîãî íåîñîáîãî ñëîÿ Tξ (�çàêëåèâàþùóþ� ïðîêîëû íåîñîáîãî
ñëîÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííûìè òî÷êàìè) è åãî ïðîåêöèþ íà ïîïîëíåííóþ

ïëîñêîñòü Prw : T̃ξ → C, (z, w) 7→ w. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî îòîá-
ðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ äâóëèñòíûì ðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì ñ ÷åòûðüìÿ
òî÷êàìè âåòâëåíèÿ èíäåêñà äâà (íàä òî÷êîé w = 0 â ïîïîëíåííîé ïëîñ-
êîñòè åñòü âåòâëåíèå, à íàä òî÷êîé w = ∞ åãî íåò, ïîýòîìó â êà÷åñòâå

êîìïàêòèôèêàöèè T̃ξ ñëîÿ Tξ ìîæíî âçÿòü åãî çàìûêàíèå â C
2
ñ �ðàñêëå-

åííîé� áåñêîíå÷íîñòüþ). Ïî ôîðìóëå Ðèìàíà-Ãóðâèöà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

êîìïàêòèôèêàöèÿ T̃ξ íåîñîáîãî ñëîÿ ãîìåîìîðôíà äâóìåðíîé ïîâåðõíî-
ñòè ðîäà g = 1. Îòñþäà íåîñîáûé ñëîé Tξ ãîìåîìîðôåí òîðó ñ òðåìÿ
ïðîêîëàìè.

Ñëåäñòâèå 3.3. Ëþáûå äâå ñèñòåìû L2(a1, b1, c1, 0, d1) è L2(a2, b2, c2, 0, d2)
ãàìèëüòîíîâî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà c1b

2
1 = c2b

2
2 è

a1c1 = a2c2.
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3.3. Ïðîñòðàíñòâà ãàìèëüòîíîâî íåýêâèâàëåíòíûõ ñè-

ñòåì è áèôóðêàöèîííûé êîìïëåêñ

Ïîä ïðîñòðàíñòâîì ãàìèëüòîíîâî íåýêâèâàëåíòíûõ ñèñòåì äàííîãî êëàñ-
ñà L C-ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ôàêòîðïðîñòðàí-
ñòâî ìíîæåñòâà L ïî ðàçáèåíèþ íà ãàìèëüòîíîâî ýêâèâàëåíòíûå ìåæäó
ñîáîé ñèñòåìû. Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû âèäà L0(a, b, c), L1(a, b, c, d) è
L2(a, b, c, 0, d). Îíè èìåþò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó êîìïëåêñíûõ ìíîãî-
îáðàçèé, áèãîëîìîðôíûõ, ñîîòâåñòâåííî, (C \ {0})2 × C, (C \ {0})3 ×
C è (C \ {0})3 × C. Èçó÷èì òîïîëîãèþ ïðîñòðàíñòâ ãàìèëüòîíîâî íåýê-
âèâàëåíòíûõ ñèñòåì ýòèõ êëàññîâ. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäå-
ëåíèå. Ïóñòü èìååòñÿ êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå X è åãî ðàçáèåíèå E.
Ñêàæåì, ÷òî ôàêòîðïðîñòðàíñòâî X/E èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòó-
ðó êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, åñëè íà íåì ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòðóêòóðà
êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåê-
öèÿ p : X → X/E ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíî äèôôåðåíöèðóåìîé ñóáìåðñèåé
(ò.å. êîìïëåêñíî äèôôåðåíöèðóåìûì îòîáðàæåíèåì, äèôôåðåíöèàë êî-
òîðîãî ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì â êàæäîé òî÷êå). Çàìåòèì, ÷òî ïî òåîðå-
ìå î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ, ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òîX/E ÿâëÿåò-
ñÿ ìíîãîîáðàçèåì (îòíîñèòåëüíî ôàêòîðòîïîëîãèè) è íà íåì ñóùåñòâóåò
òàêîé êîìïëåêñíûé àòëàñ {(Uα;φα)} ñ êîîðäèíàòíûìè ãîìåîìîðôèçìàìè
φα : Uα → Vα, ÷òî åãî ìîæíî ïðîäîëæèòü äî íåêîòîðîãî êîìïëåêñíîãî àò-
ëàñà {(Uα,β; Φα,β)} íà X, ñ êîîðäèíàòíûìè îêðåñòíîñòÿìè Uα,β ⊂ p−1(Uα)
è êîîðäèíàòíûìè ãîìåîìîðôèçìàìè âèäà Φα,β = (φα ◦ p, ψα,β) : Uα,β →
Vα ×Wα,β, ãäå Vα ⊂ Ck è Wα,β ⊂ Cl � îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàòíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Òåîðåìà 3.5. Ïðîñòðàíñòâà ãàìèëüòîíîâî íåýêâèâàëåíòíûõ ñèñòåì
âèäà L0(a, b, c), L1(a, b, c, d) è L2(a, b, c, 0, d) èìåþò åñòåñòâåííóþ ñòðóê-
òóðó êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé, áèãîëîìîðôíûõ, ñîîòâåòñòâåííî, C \
{0}, (C \ {0})2 è (C \ {0})2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êëàññ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì âèäà L0(a, b, c)
è îòîáðàæåíèå α0 : (C \ {0})2 × C→ C \ {0}, ãäå α0(a, b, c) = b2/a. Ïóñòü
E0 � ðàçáèåíèå X0 = (C \ {0})2 × C íà ñëîè α−10 (ξ1), ξ1 ∈ C \ {0}. Ñî-
ãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.1, ôàêòîðïðîñòðàíñòâî X0/E0 � ýòî â òî÷íîñòè ïðî-
ñòðàíñòâî ãàìèëüòîíîâî íåýêâèâàëåíòíûõ ñèñòåì âèäà L0(a, b, c). Òàê êàê
ôóíêöèÿ α0 ñþðúåêòèâíà, âñþäó àíàëèòè÷íà è èìååò âñþäó îòëè÷íûé îò
íóëÿ äèôôåðåíöèàë, òî îíà ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ñóáìåðñèåé.

Ðàññìîòðèì êëàññ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì âèäà L1(a, b, c, d) è îòîáðà-
æåíèå α1 : (C\{0})3×C→ (C\{0})2, ãäå α1(a, b, c, d) = (ac/b, bc). Ïóñòü E1

� ðàçáèåíèå X1 = (C \ {0})3 ×C íà ñëîè α−11 (ξ1, ξ2), (ξ1, ξ2) ∈ (C \ {0})2.
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Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.2, ôàêòîðïðîñòðàíñòâî X1/E1 � ýòî â òî÷íîñòè
ïðîñòðàíñòâî ãàìèëüòîíîâî íåýêâèâàëåíòíûõ ñèñòåì âèäà L1(a, b, c, d).
Òàê êàê îòîáðàæåíèå α1 ñþðúåêòèâíî, âñþäó àíàëèòè÷íî è åãî ìàòðèöà
ßêîáè èìååò âñþäó ìàêñèìàëüíûé ðàíã, òî îíî ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ñóá-
ìåðñèåé.

Ðàññìîòðèì îñòàâøèéñÿ ñëó÷àé. Ïóñòü h(r, γ) = (r, rγ) � áèãîëîìîð-
ôèçì èç (C\{0})2 â ñåáÿ. Îí ïåðåâîäèò âñå òðåõòî÷èÿ âèäà {(r, γ), (ε2r, ε3γ), (ε3r, ε2γ)}
â òðåõòî÷èÿ âèäà {(r′, γ′), (ε2r

′, γ′), (ε3r
′, γ′)}. Çäåñü ïåðåìåííûå (r, γ) è

êîðíè èç åäèíèöû εj, j = 1, 2, 3, êàê â òåîðåìå 3.4. Èñïîëüçóÿ íîâûå ïå-
ðåìåííûå (r′, γ′) â (C\{0})2, îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå α2 : (C\{0})3×C→
(C \ {0})2 ôîðìóëîé α2(a, b, c, d) = (r′3, γ′) = (a3c2/b2, ac). Íåòðóäíî âè-
äåòü, ÷òî, ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèìè ñëó÷àÿìè, ìû ïîëó÷èì óòâåðæäå-
íèå ñëåäñòâèÿ.

Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíûé ëîðàíîâñêèé ãàìèëüòîíèàí ñòåïåíè (1, n),
ò.å. ïóñòü f(z, w) = az2 + Pn(w) + b/w.

Òåîðåìà 3.6. Áèôóðêàöèîííûé êîìïëåêñ ñèñòåìû (C× (C \ {0}), ωC, f)
ãîìåîìîðôåí C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì ñëåäóþùåå. Ïóñòü èìååòñÿ íåïðå-
ðûâíîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y òîïîëîãè÷åñêèõ T1 (òî
åñòü âñå òî÷êè çàìêíóòû) ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü E � ðàçáèåíèå X íà ñëîè
f−1(y). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ g : X/E → Y ÿâëÿåòñÿ
îòêðûòûì îòîáðàæåíèåì. Òîãäà ôàêòîðïðîñòðàíñòâî X/E ãîìåîìîðôíî
Y , è g ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî îòêðûòîñòü îòîáðàæåíèÿ g ðàâíîñèëüíà òîìó,
÷òî äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî â X îáúåäèíåíèÿ ñëîåâ p−1(U) îáðàç f ◦p−1(U)
îòêðûò â Y . Çäåñü p : X → X/E � êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ.

Â íàøåì ñëó÷àå X = C × (C \ {0}), à Y = C. Äîêàæåì, ÷òî ïðî-
îáðàç f−1(ξ) ñâÿçåí â X äëÿ ëþáîãî ξ ∈ C. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé ñëîé
Tξ = f−1(ξ) äâóëèñòíî ðàçâåòâëåííî íàêðûâàåò ïëîñêîñòü C îòîáðàæå-
íèåì Prw(z, w) 7→ w, (z, w) ∈ Tξ. Çíà÷èò, Tξ ñîñòîèò íå áîëåå ÷åì èç äâóõ
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Íî, äåëàÿ îáõîäû âîêðóã íóëÿ â ïëîñêîñòè ïåðå-
ìåííîé w, ìû áóäåì ïåðåõîäèòü ñ âåòâè íà âåòâü âñåãäà, åñëè w áëèçêî
ê íóëþ, â ñèëó íàëè÷èÿ ïîëþñà ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó òîãî, ÷òî áèôóðêàöèîííûé êîìïëåêñ ñèñòåìû ñ
ãàìèëüòîíèàíîì f � ýòî â òî÷íîñòèX/E, îñòàëîñü ëèøü äîêàçàòü îòêðû-
òîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî îòîáðàæåíèÿ g. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì îòêðûòîå
ìíîæåñòâî U ⊂ X/E è åãî ïðîîáðàç p−1(U) ïðè êàíîíè÷åñêîé ïðîåêöèè.
Ïðîâåðèì, ÷òî ìíîæåñòâî f(p−1(U)) îòêðûòî â Y . Ïóñòü y0 ∈ f(p−1(U)).
Òîãäà ñëîé f−1(y) ⊂ p−1(U) ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî îñîáûõ òî-
÷åê è áåñêîíå÷íî ìíîãî íåîñîáûõ òî÷åê. Ïóñòü (z0, w0) � íåîñîáàÿ òî÷êà
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íà ýòîì ñëîå. Òîãäà (fz(z0, w0), fw(z0, w0)) 6= (0, 0). Ïî òåîðåìå î íåÿâíûõ
ôóíêöèÿõ óðàâíåíèå f(z, w) − y = 0 â ìàëîé îêðåñòíîñòè O(z0,w0) òî÷-
êè (z0, w0) ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî îäíîé èç ïåðåìåííûõ z, w. Ïóñòü,
äëÿ îïðåäåëåííîñòè, z = z(w, y) â ýòîé îêðåñòíîñòè. Ðàññìîòðèì ôóíê-
öèþ z(w0, y). Îíà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé â íåêîòîðîé ìàëîé
îêðåñòíîñòè Oy0 òî÷êè y0, ïðè÷åì, (z(w0, Oy0), w0) ⊂ O(z0,w0). Î÷åâèäíî,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî O(z0,w0) ⊂ p−1(U). Òåì ñàìûì, Oy0 ⊂ f(p−1(U)) è,
çíà÷èò, îòîáðàæåíèå g îòêðûòî.

Çàìå÷àíèå 3.1. Ïóñòü f � ëîðàíîâñêèé ãàìèëüòîíèàí ñòåïåíè (m,n).
Ðàçðåøèì m ïðèíèìàòü çíà÷åíèå 0. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïðîîáðàç f−1(ξ)
áûë ñâÿçåí â C × (C \ {0}) äëÿ ëþáîãî ξ ∈ C. Òîãäà, êàê âèäíî èç äî-
êàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.6, áèôóðêàöèîííûé êîìïëåêñ ñèñòåìû (C× (C \
{0}), ωC, f) áóäåò òàêæå ãîìåîìîðôåí C. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò òàêîå ξ ∈ C, ÷òî ïðîîáðàç f−1(ξ) íåñâÿçåí â C×(C\{0}). Òàêîå
âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f = az2 + b/w2k + c äëÿ íåêîòîðûõ
k ∈ N∪{0}, a, b, c ∈ C è ab 6= 0. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî áèôóðêàöèîííûé
êîìïëåêñ ñèñòåìû (C×(C\{0}), ωC, f), ãäå f = az2+b/w2k+c, ãîìåîìîð-
ôåí ôàêòîðïðîñòðàíñòâó íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ CtC äâóõ ýêçåìïëÿ-
ðîâ äâóìåðíîé ïëîñêîñòè ïî ðàçáèåíèþ, ñêëåèâàþùåìó äâóõòî÷èÿ âèäà
(ξ, ξ) ∈ C t C, ξ 6= c, ïðè k 6= 0, è îäíî äâóõòî÷èå (c + b, c + b) ∈ C t C
ïðè k = 0.

4. Òîïîëîãèÿ îêðåñòíîñòè ñëîÿ ðàöèîíàëüíî-

ãî ãàìèëüòîíèàíà

4.1. Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î òîïîëîãèè ñëîåíèé

À. Ãîìîòîïè÷åñêèé òèï ñëîÿ â òåðìèíàõ ÷èñåë Ìèëíîðà

Ïóñòü f = f(z) � ìíîãî÷ëåí n + 1 êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ z =
(z1, . . . , zn+1). Ïóñòü òî÷êà z0 ∈ f−1(0) ÿâëÿåòñÿ åãî èçîëèðîâàííîé îñî-
áîé òî÷êîé. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Γ: S2n+1

ε → S2n+1 ôîðìóëîé Γ(z) =
gradf(z)

|gradf(z)|
. Çäåñü S2n+1

ε � ñôåðà ðàçìåðíîñòè 2n + 1 ðàäèóñà ε > 0

ñ öåíòðîì â òî÷êå z0, à S2n+1 � ñòàíäàðòíàÿ (2n + 1)-ìåðíàÿ ñôåðà
åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Ïóñòü K = f−1(0) ∩ S2n+1

ε . Ââåäåì îòîáðàæåíèå

ϕ : S2n+1
ε \K → S1 ôîðìóëîé ϕ(z) =

f(z)

|f(z)|
. Èìååò ìåñòî òåîðåìà

Òåîðåìà 4.1. (Äæ. Ìèëíîð, [9]). Åñëè ε > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî, òî
ïîñòðîåííîå âûøå îòîáðàæåíèå ϕ(z) ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé íåêîòîðîãî
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ëîêàëüíî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ (ðàññëîåíèå Ìèëíîðà).
Êàæäûé ñëîé ϕ−1(eiθ) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì 2n-ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì,

è èìååò ãîìîòîïè÷åñêèé òèï áóêåòà Sn ∨ Sn ∨ . . .∨ Sn n-ìåðíûõ ñôåð,
ïðè÷åì êîëè÷åñòâî ñôåð â ýòîì áóêåòå µ0 (÷èñëî Ìèëíîðà) ðàâíî ñòå-
ïåíè îòîáðàæåíèÿ Γ.

Â ñâÿçè ñ ýòîé òåîðåìîé âîçíèêàåò âîïðîñ: ÷òî ìîæíî ñêàçàòü î òî-
ïîëîãèè ñëîåâ f−1(ξ), ξ ∈ C, çíàÿ êàê óñòðîåíû ðàññëîåíèÿ Ìèëíîðà
â îêðåñòíîñòÿõ îñîáûõ òî÷åê f? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ (äëÿ íåêîòîðûõ
ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ ìíîãî÷ëåíîâ) ïîëó÷åí â ðàáîòàõ [16], [17]. Ñôîð-
ìóëèðóåì ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ìíîãî÷ëåí f íàçûâàåòñÿ ðó÷íûì, åñëè ñóùåñòâóåò
δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé zi ñ |zi| → ∞ âûïîëíåíî
|gradf(zi)| ≥ δ äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i.

Ïóñòü µ � ñóììà ÷èñåë Ìèëíîðà, âçÿòàÿ ïî âñåì îñîáûì òî÷êàì f .
Ïóñòü µξ, ξ ∈ C, ñóììà ÷èñåë Ìèëíîðà, âçÿòàÿ ïî âñåì îñîáûì òî÷êà f ,
ïîïàâøèì â ñëîé f−1(ξ).

Òåîðåìà 4.2. (ñì. [16]). Ïóñòü f � ðó÷íîé ìíîãî÷ëåí. Òîãäà äëÿ âñåõ
ξ ∈ C ñëîé f−1(ξ) ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí áóêåòó èç µ−µξ n-ñôåð.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ìíîãî÷ëåí f íàçûâàåòñÿ GI-ìíîãî÷ëåíîì, åñëè äëÿ
ëþáîãî ξ ∈ C êîìïàêòèôèêàöèÿ ñëîÿ f−1(ξ) â CPn (îñóùåñòâëÿåìàÿ ñ
ïîìîùüþ ïåðåìåííîé ζ) òðàíñâåðñàëüíà ãèïåðïëîñêîñòè ζ = 0.

Òåîðåìà 4.3. (ñì. [17]). Îáùèé ñëîé GI-ìíîãî÷ëåíà f ñòåïåíè d ãîìî-
òîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí áóêåòó èç (d− 1)n+1 n-ñôåð.

Ïðèìåð 4.1. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí f = z2 +w2. Îí ÿâëÿåòñÿ êàê ðó÷-
íûì, òàê è GI-ìíîãî÷ëåíîì. Ïîýòîìó åãî íóëåâîé ñëîé ãîìîòîïè÷åñêè
ýêâèâàëåíòåí òî÷êå, à ëþáîé íåíóëåâîé ñëîé ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåí-
òåí îêðóæíîñòè S1.

Á. Òîïîëîãèÿ ñëîÿ â òåðìèíàõ ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ôóíêöèè f(z, w) ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí Ëî-
ðàíà äâóõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ (íàïðèìåð, ëîðàíîâñêèé ãàìèëüòî-
íèàí íåêîòîðîé ñòåïåíè). Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 4.3. Ïóñòü f(z, w) =
∑
l,m∈Z

al,mz
lwm � ëîðàíîâñêèé ìíîãî-

÷ëåí îò äâóõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà òî÷åê (l,m) ∈
Z2 òàêèõ, ÷òî al,m 6= 0 íàçûâàåòñÿ ìíîãîóãîëüíèêîì Íüþòîíà ëîðàíîâ-
ñêîãî ìíîãî÷ëåíà f è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Pf .
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Äëÿ êàæäîé ãðàíè (ðàçìåðíîñòè 0,1,2) ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà Pf
îïðåäåëåí óñå÷åííûé ìíîãî÷ëåí, ñîñòîÿùèé èç òåõ ñëàãàåìûõ al,mz

lwm

ìíîãî÷ëåíà f(z, w), äëÿ êîòîðûõ òî÷êà (l,m) ýòîé ãðàíè ïðèíàäëåæèò.
Äëÿ óäîáñòâà, óñå÷åííûå ìíîãî÷ëåíû áóäåì êîäèðîâàòü âåêòîðàìè íà
ïëîñêîñòè (ëþáûì âåêòîðîì ñîîòâåòñòâóùåãî âåðõíåãî êîíóñà äëÿ ãðàíåé
ðàçìåðíîñòè íóëü, âåêòîðàìè âíåøíåé íîðìàëè äëÿ ãðàíåé ðàçìåðíîñòè
1 è íóëåâûì âåêòîðîì äëÿ ðàçìåðíîñòè 2) è îáîçíà÷àòü ÷åðåç f η.

Îïðåäåëåíèå 4.4. Ãðàíü (èëè ñîîòâåñòâóþùèé åé óñå÷åííûé ìíîãî-
÷ëåí) Pf íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé (íåâûðîæäåííûì), åñëè äëÿ ñîîò-
âåñòâóþùåãî óñå÷åííîãî ìíîãî÷ëåíà f η âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:
äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ (z, w) óðàâíåíèÿ f η(z, w) = 0, ëåæàùåãî â (C\{0})2,
äèôôåðåíöèàë dfη(z, w) 6= 0. Ëîðàíîâñêèé ìíîãî÷ëåí f(z, w) íàçûâàåò-
ñÿ íåâûðîæäåííûì îòíîñèòåëüíî ñâîåãî ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà Pf ,
åñëè ëþáàÿ åãî ãðàíü íåâûðîæäåíà.

Îïðåäåëåíèå 4.5. Ïóñòü Ωk(M) � ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ k-ôîðì íà êîìïàêòíîì àíàëèòè÷åñêîì ïðîåêòèâíîì ìíî-
ãîîáðàçèè M . Àðèôìåòè÷åñêèì ðîäîì χ(M) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî χ(M) =∑

(−1)kdimCΩk(M).

Â ñëó÷àå, êîãäà M � êîìïàêòíàÿ ñâÿçíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü, â
ñèëó çàìå÷àíèÿ èç [12, �17.10], èìååì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ àðèôìå-
òè÷åñêîãî ðîäà: χ(M) = 1− g, ãäå g � ÷èñëî ðó÷åê íà M .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B+(Pf ) ÷èñëî öåëûõ òî÷åê, âíóòðåííèõ äëÿ Pf (â òî-
ïîëîãèè ìèíèìàëüíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîäåðæàùåãî Pf ). Ïóñòü
M � äîñòàòî÷íî ïîëíàÿ (ñì. [13]) êîìïàêòèôèêàöèÿ äëÿ Pf . Ñîãëàñíî
òåîðåìå 1 èç [14, �1.3], èìååì χ(M) = 1−(−1)dimPfB+(Pf ). Èç ñêàçàííîãî
âûøå, à òàêæå èç [14, �2.1] è òåîðåìû èç [14, �4.1] âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f èìååò íåíóëåâîé ñâî-
áîäíûé ÷ëåí, à dimPf = 2. Òîãäà íóëåâîé ñëîé f−1(0) ÿâëÿåòñÿ íåîñîáûì
äëÿ ôóíêöèè f . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòîò ñëîé ñâÿçåí. Òîãäà îí ãîìåî-
ìîðôíûì ñôåðå ñ g = B+(Pf ) ðó÷êàìè è k ïðîêîëàìè, ãäå k � ýòî ÷èñëî
öåëûõ òî÷åê, ëåæàùèõ íà ãðàíèöå ìíîãîóãîëüíèêà Pf .

Ïðèìåð 4.2. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí f(z, w) = z2+w+1/w+c, c 6= 0. Îí
ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì îòíîñèòåëüíî ñâîåãî ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà
Pf òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà c 6= ±2. Òàê êàê dimPf = 2, ïðè c 6= ±2,
íóëåâîé ñëîé f−1(0) ãîìåîìîðôåí äâóìåðíîìó òîðó ñ îäíèì ïðîêîëîì.

Â. Òîïîëîãèÿ îêðåñòíîñòè ñëîÿ
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Èçëîæåíèå â ýòîì ïóíêòå áóäåò êîíñïåêòèâíûì. Áîëåå ïîäðîáíóþ
èíôîðìàöèþ (îïðåäåëåíèÿ, ïîëíûå ôîðìóëèðîâêè òåîðåì è èõ äîêàçà-
òåëüñòâà) ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [1], [3], [10] è [19].

Îäíèì èç îòïðàâíûõ ðåçóëüòàòîâ î òîïîëîãèè îêðåñòíîñòè ñëîÿ èíòå-
ãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìàÿ íèæå òåîðåìà
Ëèóâèëëÿ. Ðàññìîòðèì âïîëíå èíòåãðèðóåìóþ âåùåñòâåííóþ ãàìèëüòî-
íîâó ñèñòåìó (M,ω,H), dimRM = 2N , ñ N ïåðâûìè èíâîëþòèâíûìè
èíòåãðàëàìè H = H1, . . . , HN . Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 4.4. (Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ). Ëþáàÿ ñâÿçíàÿ ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü óðîâíÿ èíòåãðàëîâ Hi, i = 1, . . . , N, äèôôåîìîðôíà ïðÿìîìó ïðî-
èçâåäåíèþ Rk × TN−k, ãäå TN−k � (N − k)-ìåðíûé òîð, 0 ≤ k ≤ N .
Â ñëó÷àå k = 0 ïîëó÷àåì N-ìåðíûé òîð (òîð Ëèóâèëëÿ). Ñëîåíèå â
îêðåñòíîñòè òîðà Ëèóâèëëÿ òðèâèàëüíî, ò.å. äèôôåîìîðôíî ïðÿìîìó
ïðîèçâåäåíèþ òîðà TN íà äèñê DN .

Òàêèì îáðàçîì, ñôîðìóëèðîâàííàÿ âûøå òåîðåìà ãîâîðèò, ÷òî ìà-
ëûå îêðåñòíîñòè òîðîâ Ëèóâèëëÿ ñèñòåì ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì ñòåïåíåé
ñâîáîäû �óñòðîåíû îäèíàêîâî�. Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê ýôôåêòèâíî êëàñ-
ñèôèöèðîâàòü ìàëûå îêðåñòíîñòè îñîáûõ ñëîåâ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñ
òî÷íîñòüþ äî ïîëóëîêàëüíîé Ëèóâèëëåâîé (ïîëóëîêàëüíîé òîïîëîãè÷å-
ñêîé) ýêâèâàëåíòíîñòè? Ïðèâåäåì íåñêîëüêî èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Òåîðåìà 4.5. (ñì. [10]). Äâå ñåäëîâûå îñîáåííîñòè âïîëíå èíòåãðèðóå-
ìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ N ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ïîëóëîêàëüíî Ëè-
óâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå
èì fN -ãðàôû ýêâèâàëåíòíû.

Òåîðåìà 4.6. (ñì. [19]). Äâå òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâûå ôîêóñíûå îñî-
áåííîñòè âïîëíå èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ êîìïàêò-
íûìè ñëîÿìè è 2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ïîëóëîêàëüíî Ëèóâèëëåâî ýêâè-
âàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå èì îñîáûå
ñëîè èìåþò îäèíàêîâóþ ñëîæíîñòü (ò.å. îäèíàêîâîå ÷èñëî îñîáåííî-
ñòåé òèïà ôîêóñ-ôîêóñ).

Òåîðåìû 4.5 è 4.6 èìåþò äåëî ñ âïîëíå èíòåãðèðóåìûìè ñèñòåìàìè, ó
êîòîðûõ îñîáåííîñòè íåâûðîæäåíû. Â ðàáîòå [3] ðàññìàòðèâàëñÿ êëàññ
èíòåãðèðóåìûõ (íî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íå âïîëíå èíòåãðèðóåìûõ)
ñèñòåì Hn(a, bn, . . . , b0), ó êîòîðûõ îñîáåííîñòè èìåþò òèï Ak, k ∈ N, è,
òåì ñàìûì, ëèáî âûðîæäåíû ëèáî èìåþò òèï ôîêóñ-ôîêóñ.

Òåîðåìà 4.7. (ñì. [3]). Äâå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû Hn1(a
1, b1n1

, . . . , b10)
è Hn2(a

2, b2n2
, . . . , b20) ïîëóëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû îòíî-

ñèòåëüíî ξ0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n1 = n2, è ñîîòâåòñòâóþùèå
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ñëîè óðîâíÿ ξ0 ýòèõ ñèñòåì èìåþò îäèíàêîâûå íàáîðû êðàòíîñòåé îñî-
áûõ òî÷åê.

Â [3] òàêæå äîêàçàíî, ÷òî ñëîåíèå â îêðåñòíîñòè ëþáîãî íåîñîáîãî
ñëîÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà óñòðîåíî òðèâèàëüíî, ò.å. äèô-
ôåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ñëîÿ íà äâóìåðíûé äèñê. Îòìåòèì,
÷òî â ñëó÷àå ðàöèîíàëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà ýòî íå âñåãäà òàê (ìû ïî-
êàæåì â �4.2 (ñì. ñëåäñòâèå 4.2), ÷òî ñëîåíèå â îêðåñòíîñòè íåîñîáîãî
ñëîÿ ðàöèîíàëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà òðèâèàëüíî òîëüêî ïðè íåêîòîðîì
�óñëîâèè íåâûðîæäåííîñòè� â áåñêîíå÷íîñòè).

4.2. Âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû è óòâåðæäåíèÿ

Ðàññìîòðèì ðàöèîíàëüíûé ãàìèëüòîíèàí f(z, w) = az2 + R(w) ñèñòåìû

(C× (C \ {d1, . . . , dm}), dz ∧ dw, f). Ïóñòü R(w) =
An(w)

Bm(w)
, ãäå A = An(w)

è B = Bm(w) � âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíåé n ≥ 0 è m ≥
0, R(w) 6≡ const. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè äàëüíåéøèõ ðàññìîòðåíèé,
ñ÷èòàåì a = 1 è n 6= m (äîñòàòî÷íî ïîäåëèòü R(w) íà a è ïðèáàâèòü,
åñëè ïîòðåáóåòñÿ, êîíñòàíòó). Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ξ0 ∈ C. Íà ñëîå Tξ0
èìååòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî sP ≥ 0 îñîáûõ òî÷åê P1, . . . , PsP ñ êðàòíîñòÿìè
l1, . . . , lsP è êîíå÷íîå ÷èñëî sQ ≥ 0 ïðîñòûõ òî÷åê Q1, . . . , QsQ (÷èñëà
sP , sQ, Pj è Qk çàâèñÿò îò ξ0). Ïðè ýòîì

∑
lj+s

Q = max(m,n), ïðè ξ 6= 0,
è
∑
lj + sQ = n, åñëè ξ = 0, ò.ê. Pj è Qk � âñå òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå

ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ f(0, w) = ξ0.

Ëåììà 4.1. Äëÿ êàæäîé òî÷êè Pj, j = 1, . . . , sP , ñóùåñòâóåò òàêàÿ
åå ÷åòûðåõìåðíàÿ îêðåñòíîñòü UP

j , ÷òî â íåé ôóíêöèÿ f(z, w) ýêâè-
âàëåíòíà ôóíêöèè gPj : Vε,lj → C, ãäå gPj (z′, w′) = z′2 + w′lj + ξ0, Vε,lj =

{(z′, w′) ∈ C2 | |z′2 + w′lj | < ε, |w′| < (2ε)1/lj}. Äëÿ êàæäîé òî÷êè
Qk, k = 1, . . . , sQ, ñóùåñòâóåò òàêàÿ åå ÷åòûðåõìåðíàÿ îêðåñòíîñòü
UQ
k , ÷òî â íåé ôóíêöèÿ f(z, w) ýêâèâàëåíòíà ôóíêöèè gQk : Vε,1 → C, ãäå

gQk (z′, w′) = z′2 + w′ + ξ0. Çäåñü ε > 0 ìîæåò áûòü âûáðàíî åäèíûì äëÿ

âñåõ òî÷åê Pj è Qk, à âñå UP
j è UQ

k ìîãóò áûòü ñäåëàíû ïîïàðíî íå
ïåðåñåêàþùèìèñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóÿ äîêàçàòåëüñòâó [3, �2, Ëåììà 4], ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó Pj = (0, wj). Â íåêîòîðîé åå îêðåñòíîñòè f(z, w) =
z2 +g(w)(w−wj)lj +ξ0, ãäå g = g(w) � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî
g(wj) 6= 0. Ðàññìîòðèì ñòîëü ìàëóþ îêðåñòíîñòü Uw òî÷êè wj (â ïëîñêî-
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ñòè ïåðåìåííîé w), ÷òîáû äëÿ íåêîòîðîé âåòâè êîðíÿ lj
√

îòîáðàæåíèå

φP,j : w 7→ w′ = (w − wj) lj

√
g(w) (4)

áûëî äèôôåîìîðôèçìîì Uw íà φP,j(U
w). Ïîëîæèì hP,j = idC × φP,j.

Âîçüìåì ñòîëü ìàëîå ε > 0, ÷òîáû Vε,lj ⊂ hP,j(C × Uw) = C × φ(Uw),
è ïîëîæèì UP

j = h−10,j(Vε,lj). Îòîáðàæåíèå hP,j : UP
j → Vε,lj îñóùåñòâëÿåò

òðåáóåìóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ôóíêöèé f |UPj è gPj . Àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì

ñ ïðîñòûìè òî÷êàìè Qk. Óìåíüøàÿ, åñëè ïîòðåáóåòñÿ, ε > 0, ïîëó÷èì
óòâåðæäåíèå ëåììû.

Çàìå÷àíèå 4.1. Òàêèì îáðàçîì, îñîáåííîñòè C-ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì
ñ ðàöèîíàëüíûì ãàìèëüòîíèàíîì èìåþò òèï Ak, k ∈ N. Â ÷àñòíîñòè,
îñîáåííîñòè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì Hn(a, bn, . . . , b0) (ñì. �4.1, ïóíêò Â)
èìåþò òèï Ak.

Ðàññìîòðèì îòêðûòûé äâóìåðíûé äèñê Dξ0,ε âîêðóã (îñîáîãî) çíà÷å-
íèÿ ξ0 ðàöèîíàëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà f = z2 +R(w). Ïóñòü, êàê è âûøå,
P1, . . . , PsP � îñîáûå òî÷êè ñëîÿ Tξ0 ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàòíîñòåé lj, à
Q1, . . . , QsQ � ïðîñòûå òî÷êè ýòîãî ñëîÿ. Ïîä îêðåñòíîñòüþ êîíå÷íîãî
íàáîðà òî÷åê âñþäó â äàëüíåéøåì áóäåì èìåòü ââèäó îáúåäèíåíèå ïî-
ïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ (âìåñòå ñ çàìûêàíèÿìè) ñâÿçíûõ îêðåñòíîñòåé
ýòèõ òî÷åê.

Ëåììà 4.2. Ïóñòü ξ0 6= R(∞) := lim
w→∞

R(w) ∈ C. Òîãäà äëÿ ëþáîé ÷å-

òûðåõìåðíîé îêðåñòíîñòè U ′ íàáîðà òî÷åê Pj è Qk ñóùåñòâóþò ε > 0
è ÷åòûðåõìåðíàÿ îêðåñòíîñòü U ⊂ U ′ íàáîðà òî÷åê Pj è Qk, òàêèå,
÷òî ôóíêöèÿ f |f−1(Dξ0,ε)\U

ýêâèâàëåíòíà ôóíêöèè Pr1 : Dξ0,ε×L→ Dξ0,ε,

ãäå L = Tξ0 \ U, Pr1(ξ, η) = ξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìàëóþ �êðóãîâóþ� îêðåñòíîñòü Uw íàáîðà
òî÷åê Pj è Qk â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé w (ñ ïðîêîëàìè, îòâå÷àþùèìè
ïîëþñàì ôóíêöèè R = R(w)). Ïóñòü ε > 0 òàêîâî, ÷òî ïðè ξ ∈ Dξ0,ε è w /∈
Uw ôóíêöèÿ u(ξ, w) = ξ−R(w) îòäåëåíà îò íóëÿ. Òàêîå ε > 0 ñóùåñòâóåò,
òàê êàê ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ R − ξ0 = R(w) − ξ0 ïðîäîëæàåòñÿ äî
ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ êîìïàêòà C→ C, íóëÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
â òî÷íîñòè òî÷êè (ðàññìàòðèâàåìûå â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé w) Pj è Qk

èç Uw â ñèëó óñëîâèÿ R(∞)− ξ0 6= 0. Ïîëîæèì

U := {(±
√
ξ −R(w), w) ∈ C2 | ξ ∈ Dξ0,ε, w ∈ Uw}. (5)

Óìåíüøàÿ, åñëè íóæíî îêðåñòíîñòü Uw è ε > 0, ïîëó÷èì U ⊂ U ′. Äîêà-
æåì, ÷òî U ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ÷åòûðåõìåðíîé îêðåñòíîñòüþ òî÷åê Pj, Qk.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìíîãîîáðàçèå Tξ0 \U ëèíåéíî ñâÿçíî. Ôèêñè-
ðóåì íåêîòîðóþ òî÷êó (z0, w0) ∈ Tξ0 \ U . Âûáåðåì âåòâü êîðíÿ òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû z0 =
√
ξ0 −R(w0), è ïðîäîëæèì åå îäíîçíà÷íî â íåêîòî-

ðóþ îêðåñòíîñòü. Î÷åâèäíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè w, áëèçêèõ ê w0, è
âñåõ ξ ∈ Dξ0,ε îïðåäåëåíî çíà÷åíèå

√
u(ξ, w) =

√
ξ −R(w), ãëàäêî çàâè-

ñÿùåå îò ξ è w.
Çàìåòèì, ÷òî (

√
ξ −R(w), w) ∈ Tξ \ U äëÿ âñåõ w /∈ Uw, ξ ∈ Dξ0,ε.

Ïîýòîìó, äëÿ êàæäîãî ξ ∈ Dξ0,ε, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ðîñòîê êîð-

íÿ
√
u(ξ, w0) è àíàëèòè÷åñêè åãî ïðîäîëæèòü (íåîäíîçíà÷íûì îáðàçîì)

íà ñëîé Tξ ñ ïîìîùüþ ïåðåìåííîé w /∈ Uw, ìåíÿþùåéñÿ íà áàçå íà-
êðûòèÿ Pr2 : Tξ \ U → C, Pr2(z, w) = w. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ïóòü
γ â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé w, íå ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ïîëþñà R(w) è Uw.
Îí èíäóöèðóåò ïóòü u(ξ, γ) â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé u. Çíà÷åíèå êîðíÿ√
u(ξ, w) çàâèñèò îò ÷åòíîñòè ÷èñëà îáîðîòîâ u(ξ, γ) âîêðóã íóëÿ (â ïëîñ-

êîñòè ïåðåìåííîé u) ïðè àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè. Òàê êàê u(ξ, w)
îòäåëåíî îò íóëÿ, ýòî ÷èñëî îáîðîòîâ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì îáîðîòîâ ïóòè
u(ξ, γ) + ξ0 − ξ. Ïîñëåäíåå, â ñâîþ î÷åðåäü, åñòü u(ξ0, γ).

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå µ : f−1(Dξ0,ε) \ U → Tξ0 , îïðåäåëåííîå ñî-
îòíîøåíèåì µ(z, w) = (v(z, w), w), ãäå v2(z, w) + R(w) = ξ0. Ôóíê-
öèÿ v(z, w) ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü (z, w) ∈ Tξ, òîãäà z =

±
√
u(ξ, w). Ïóñòü ïóñòü γ âûáðàí òàê, ÷òî z =

√
u(ξ, w). Ïîëàãàåì

v(z, w) :=
√
u(ξ0, w), ãäå çíà÷åíèå êîðíÿ

√
u(ξ0, w) îïðåäåëÿåòñÿ òåì æå

ïóòåì γ. Ïî ïîñòðîåíèþ U , àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè
√
u(ξ, w), à òàêæå

â ñèëó ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè Tξ0 \ U , ôóíêöèÿ v îïðåäåëåíà êîððåêòíî íà
f−1(Dξ0,ε) \ U . Òåì ñàìûì, êîððåêòíî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå µ(z, w),
òîæäåñòâåííîå íà ñëîå Tξ0 è òàêîå, ÷òî µ(z, w)|Tξ\U

ÿâëÿåòñÿ áèãîëîìîð-

ôèçìîì Tξ \ U → Tξ0 \ U ïðè êàæäîì ξ ∈ Dξ0,ε.
Îïðåäåëèì òåïåðü îòîáðàæåíèå h1 : f−1(Dξ0,ε) \ U → Dξ0,ε × L ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:

h1(z, w) = (f(z, w), µ(z, w)) (çäåñü µ(z, w) � òî÷êà íà ñëîå Tξ0). (6)

Ïóñòü H1 = i◦h1, ãäå i : Dξ0,ε×L→ Dξ0,ε×C2 � îòîáðàæåíèå âêëþ÷åíèÿ.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ðàíã ìàòðèöû ßêîáè îòîáðàæåíèÿ H1 ìàêñèìàëåí
â êàæäîé òî÷êå. Äåéñòâèòåëüíî, ìàòðèöà ßêîáè èìååò âèä:(

fz vz 0
fw vw 1

)
,

ïðè÷åì íà ìíîæåñòâå f−1(Dξ0,ε) \ U âåðíî íåðàâåíñòâî fz 6= 0. Òàê êàê
îòîáðàæåíèå h1 ïî ïîñòðîåíèþ âçàèìíî îäíîçíà÷íî, C-äèôôåðåíöèðóåìî
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è åãî äèôôåðåíöèàë ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì â êàæäîé òî÷êå, òî îíî
ÿâëÿåòñÿ áèãîëîìîðôèçìîì. Î÷åâèäíî, f = Pr1 ◦h1, îòêóäà è ñëåäóåò
óòâåðæäåíèå ëåììû â ñëó÷àå ñâÿçíîãî Tξ0 \ U .

Åñëè Tξ0 \ U ñîñòîèò èç äâóõ ëèíåéíî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, òî ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0 âñå ñëîè Tξ \ U, ξ ∈ Dξ0,ε, òàêæå ñîñòîÿò èç
äâóõ ëèíåéíî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå
âûøå, äëÿ êàæäîé èç äâóõ ëèíåéíî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, ìû ïîëó÷àåì
óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ëåììà 4.3. Ïóñòü ξ0 6= R(∞). Òîãäà äëÿ ëþáîé ÷åòûðåõìåðíîé îêðåñò-
íîñòè V ′ íàáîðà òî÷åê Pj ñóùåñòâóþò ε > 0 è ÷åòûðåõìåðíàÿ îêðåñò-
íîñòü V ⊂ V ′ íàáîðà òî÷åê Pj, òàêèå, ÷òî ôóíêöèÿ f |f−1(Dξ0,ε)\V òî-

ïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ôóíêöèè Pr1 : Dξ0,ε × L → Dξ0,ε, ãäå L =
Tξ0 \ V, Pr1(ξ, η) = ξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì âñå ïîñòðîåíèÿ, îïèñàííûå â äîêàçàòåëüñòâå
ëåììû 4.2. Åñëè íà ñëîå Tξ0 îòñóòñòâóþò ïðîñòûå òî÷êè Qk, òî âñå äî-
êàçàíî. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî îíè åñòü, è ðàññìîòðèì îäíó èç íèõ
� òî÷êó Q = (0, wξ0). Â îêðåñòíîñòè òî÷êè Q, ñîãëàñíî ëåììå 4.1, ñóùå-
ñòâóþò êîîðäèíàòû (z, w′) òàêèå, ÷òî â íèõ f(z, w′) = z2 +w′+ ξ0. Â ýòèõ
êîîðäèíàòàõ (z, w′)(Q) = (0, 0) � ïðîñòàÿ òî÷êà íà ñëîå Tξ0 . Äëÿ êàæäîãî
ξ ∈ Dξ0,ε áóäåì èìåòü ïðîñòûå òî÷êè Qξ = (0, wξ) íà ñëîÿõ Tξ, áëèçêèå ê
òî÷êå Q, ïðè÷åì ìîæíî ñ÷èòàòü (â ñèëó ëåììû 4.2), ÷òî ñâÿçíàÿ êîìïî-
íåíòà îêðåñòíîñòè U èç ëåììû 4.2, ñîäåðæàùàÿ Q, ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò (z, w′), è âñå òî÷êè Qξ ïðè ξ ∈ Dξ0,ε ïðèíàäëå-
æàò ýòîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå. Â ÷àñòíîñòè, (z, w′)(Qξ) = (0, ξ − ξ0), è â
óêàçàííîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå äðóãèõ îñîáûõ èëè ïðîñòûõ òî÷åê íåò.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ξ ∈ Dξ0,ε è ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó Uw
Q îêðåñòíî-

ñòè Uw èç ëåììû 4.2, ñîäåðæàùóþ òî÷êó wξ0 . Ðàññìîòðèì ãîìåîìîðôèçì
γξ ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé w, êîòîðûé îñòàâëÿåò íåïîäâèæíûìè C \Uw

Q è
ìàëóþ îêðåñòíîñòü ãðàíèöû ∂Uw

Q îáëàñòè Uw
Q , à òàêæå ñîâïàäàåò ñ îòîá-

ðàæåíèåì w′ 7→ w′+ ξ0− ξ â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè wξ (â íàøåé íîâîé
êîîðäèíàòå w′). Òàêîé ãîìåîìîðôèçì ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ñäâèãîì âäîëü
èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé âåêòîðíîãî ïîëÿ Xξ, êîòîðîå ñòðîèòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé w îêðåñòíîñòü W1

òî÷êè wξ0 , ñîäåðæàùóþ òî÷êè wξ ïðè ëþáîì ξ ∈ Dξ0,ε, è îêðåñòíîñòü W2

òàêèå, ÷òî W 1 ⊂ W2 ⊂ W 2 ⊂ Uw
Q , à òàêæå ãëàäêóþ âåùåñòâåííîçíà÷íóþ

ôóíêöèþ α = α(w), òîæäåñòâåííî ðàâíóþ åäèíèöå â W1 è òîæäåñòâåí-

íî ðàâíóþ íóëþ âíå W2. Ïîëîæèì Xξ = α(w)(ξ0 − ξ)
d

dw′
. Çàìåòèì, ÷òî

ôóíêöèþ α ìîæíî âûáðàòü åäèíîé äëÿ âñåõ ξ ∈ Dξ0,ε. Òîãäà îòîáðàæåíèå
γξ áóäåò ãëàäêî çàâèñåòü îò ξ.
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Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå h2 : O(Q) → Dξ0,ε × Tξ0 , ãäå O(Q) � ìàëàÿ
÷åòûðåõìåðíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè Q, â êîòîðîé ââåäåíû êîîðäèíàòû
èç ëåììû 4.1 (ñ, âîîáùå ãîâîðÿ, äðóãèì ε′ â ôîðìóëèðîâêå), è êîòîðàÿ
ñîäåðæèò ñîîòâåòñòâóþùóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó îêðåñòíîñòè U èç (5).
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ h2 ââåäåì ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé gξ : Tξ ∩
O(Q)→ Tξ0 , ξ ∈ Dξ0,ε,ôîðìóëîé (z, w′)(gξ(z, w)) =

(√
−w′(γξ(w)), w′(γξ(w))

)
,

ãäå âåòâü êîðíÿ âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îòîáðàæåíèå gξ0 áû-
ëî îòîáðàæåíèåì âêëþ÷åíèÿ Tξ0 ∩ O(Q) → Tξ0 , è ïîëîæèì h2(z, w) =
(f(z, w), gf(z,w)(z, w)).

Îñòàëîñü �îáúåäèíèòü� îòîáðàæåíèå h1 èç (6) ñ îòîáðàæåíèÿìè âè-
äà h2, ïîñòðîåííûìè äëÿ êàæäîé òî÷êè Qk. Ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå
f−1(Dξ0,ε) \ V → Dξ0,ε ×

(
Tξ0 \ V

)
, ãäå V � îáúåäèíåíèå ñâÿçíûõ êîì-

ïîíåíò îêðåñòíîñòè U èç (5), ñîäåðæàùèõ îñîáûå òî÷êè Pj, îïðåäåëåíî
êîððåêòíî è, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìåîìîðôèçìà

h3 : f−1(Dξ0,ε) \ V → Dξ0,ε × (Tξ0 \ V ) , (7)

îñóùåñòâëÿþùåãî òðåáóåìóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ôóíêöèé
f è Pr1, ðàññìàòðèâàåìûõ íà ìíîæåñòâàõ f

−1(Dξ0,ε) \ V è Dξ0,ε×L ñîîò-
âåòñòâåííî.

Ñëåäñòâèå 4.2. Ïóñòü ξ0 6= R(∞), è ñëîé Tξ0 íå ñîäåðæèò îñîáûõ
òî÷åê. Òîãäà ñëîåíèå, çàäàâàåìîå ôóíêöèåé f(z, w) = z2 + R(w) âáëèçè
ñëîÿ Tξ0 òðèâèàëüíî, ò.å. ãîìåîìîðôíî (è äàæå äèôôåîìîðôíî) ïðÿ-
ìîìó ïðîèçâåäåíèþ ñëîÿ íà äâóìåðíûé äèñê. Åñëè æå ξ0 6= R(∞), òî
ñîîòâåòñòâóþùåå ñëîåíèå íå òðèâèàëüíî, ò.ê. ñëîè Tξ, áëèçêèå ê Tξ0,
åìó íå ãîìåîìîðôíû.

Çàìå÷àíèå 4.2. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ îñîáóþ òî÷êó Pj è ñîîòâåò-
ñòâóþùåå åé îòîáðàæåíèå φP,j èç (4). Òîãäà â êà÷åñòâå ñîäåðæàùåé åå
(â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé w) ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà Uw (â äîêà-
çàòåëüñòâå ëåììû 4.2) ìîæíî âçÿòü φ−1P,j(D0,(2ε)1/lj

). Ïîñòðîèì ïî ìíîæå-

ñòâó Uw îêðåñòíîñòü V êàê ýòî îïèñàíî âûøå. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òà-
êàÿ ÷åòûðåõìåðíàÿ îêðåñòíîñòü V íàáîðà îñîáûõ òî÷åê Pj óäîâëåòâîðÿåò
óòâåðæäåíèþ ëåììû 4.3. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà R(w) = wlj ,
à ξ0 = 0, îêðåñòíîñòü V â òî÷íîñòè ñîâïàäåò ñ îêðåñòíîñòüþ Vε,lj èç ëåì-
ìû 4.1.

Ñîãëàñíî ëåììû 4.3, ïðè ξ0 6= R(∞) è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0 âñå
ìíîãîîáðàçèÿ Tξ \V ñ êðàåì, ξ ∈ Dξ0,ε, ïîïàðíî ãîìåîìîðôíû, à â ñëó÷àå
íåîñîáîñòè ñëîÿ Tξ0 , âñå ñëîè Tξ, ξ ∈ Dξ0,ε, ïîïàðíî ãîìåîìîðôíû. Çäåñü
(è âñþäó â äàëüíåéøåì) V � ìàëàÿ ÷åòûðåõìåðíàÿ îêðåñòíîñòü íàáîðà
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îñîáûõ òî÷åê Pj èç çàìå÷àíèÿ 4.2. Áîëåå òîãî, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì
ε > 0, âñå ñëîè Tξ, ξ ∈ Dξ0,ε, ξ 6= ξ0, íåîñîáû è ïîïàðíî ãîìåîìîðôíû.
Ïóñòü M g

h,k � äâóìåðíàÿ ñôåðà ñ g ðó÷êàìè, h äûðêàìè è k ïðîêîëàìè.

Ïóñòü, êàê è âûøå, lj, j = 1, . . . , sP , îáîçíà÷àþò êðàòíîñòè îñîáûõ òî÷åê
Pj íà ñëîå Tξ0 , à s

Q îáîçíà÷àåò ÷èñëî ïðîñòûõ òî÷åê íà ýòîì ñëîå. Ââåäåì
êðàòíîñòè ïîëþñîâ (â êîíå÷íîé ÷àñòè ïëîñêîñòè) ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè

R = R(w) =
An(w)

Bm(w)
, êîòîðûå îáîçíà÷èì ÷åðåç ldk, k = 1, . . . , sD. Çàìåòèì,

÷òî lj âñåãäà áîëüøå åäèíèöû, à ldk, âîîáùå ãîâîðÿ, áîëüøå èëè ðàâíû

åäèíèöå,
∑sD

k=1 l
d
k = m.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îïèñûâàåò, ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîðôèçìà,
òîïîëîãèþ ìíîãîîáðàçèé Tξ \ V ñ êðàåì, à òàêæå òîïîëîãèþ ñëîåâ Tξ.

Ñëåäñòâèå 4.3.

1) Ïóñòü ìíîãîîáðàçèå Tξ0 \V ñ êðàåì ñâÿçíî (ýòî âûïîëíåíî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ïðîñòàÿ òî÷êà íà
ñëîå Tξ0, èëè êîãäà õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë lj, l

d
k íå÷åòíî) . Òîãäà îíî

ãîìåîìîðôíî ìíîãîîáðàçèþ M g
h,k ñ êðàåì, ãäå

g =
1

2

(
L− 3 + (−1)L

2

)
,

h = p+ sP ,

k = M +
3 + (−1)L

2
.

Çäåñü ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

L = sQ + (sP − p) + (2sD −M),

p =
sP∑
j=1

1 + (−1)lj

2
,

M =
sD∑
k=1

3 + (−1)l
d
k

2
.

Ïóñòü J = max{m,n} + 2sD −M . Òîãäà âñå ìíîãîîáðàçèÿ Tξ, ξ ∈

Dξ0,ε, ξ 6= ξ0, ãîìåîìîðôíû ñôåðå ñ
1

2

(
J − 3 + (−1)J

2

)
ðó÷êàìè è M +

3 + (−1)J

2
ïðîêîëàìè. Ñëîé Tξ0 ãîìåîìîðôåí ñôåðå ñ g ðó÷êàìè, p ïàðà-

ìè ñêëååííûõ òî÷åê è k ïðîêîëàìè.
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2) Ïóñòü ìíîãîîáðàçèå Tξ0 \ V ñ êðàåì íåñâÿçíî. Òîãäà ýòî ìíîãî-
îáðàçèå ãîìåîìîðôíî íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ M g

h,k

⊔
M g

h,k, ãäå

g = 0, h = sP , k = sD + 1.

Ïðè sP ≥ 1 ñëîé Tξ0 ïîëó÷åí èç äâóõ ýêçåìïëÿðîâ ñôåðû ñ k ïðîêîëàìè è
sP îòìå÷åííûìè òî÷êàìè ñêëåèâàíèåì sP ïàð ñîîòâåòñâóþùèõ îòìå-
÷åííûõ òî÷åê. Ïðè sP = 0 ñëîé Tξ0 íåñâÿçåí è ãîìåîìîðôåí M

0
0,k

⊔
M0

0,k.
×èñëî ðó÷åê è ïðîêîëîâ ó ìíîãîîáðàçèé Tξ, ξ ∈ Dξ0,ε, ξ 6= ξ0, (âñå îíè
ñâÿçíû) ñ÷èòàåòñÿ ïî òåì æå ôîðìóëàì, ÷òî è â 1).

Çàìåòèì, ÷òî ñëåäñòâèå îñòàåòñÿ âåðíûì è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ξ0 =
R(∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êîìïàêòèôèêàöèþ T̃ξ0 ñëîÿ Tξ0 , çàêëåè-
âàþùóþ ïðîêîëû �áåñêîíå÷íî óäàëåííûìè òî÷êàìè�. Ïîëó÷èì êîíå÷íûé
äâóìåðíûé êëåòî÷íûé êîìïëåêñ � ñôåðó ñ ðó÷êàìè è �ïåðåòÿæêàìè�. Èç
ðàññóæäåíèé, ïðîâåäåííûõ â ëåììàõ 4.1 � 4.3, à òàêæå èç ñïåöèàëüíîãî
âûáîðà îêðåñòíîñòè V ñëåäóåò, ÷òî T̃ξ0 ïîëó÷àåòñÿ èç êëåòî÷íîãî êîì-

ïëåêñà T̃ξ0 \ V ñëåäóþùåé îïåðàöèåé. Áåðåòñÿ îñîáàÿ òî÷êà P ∈ V ∩ Tξ0
êðàòíîñòè l è ñîäåðæàùàÿ åå ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà VP îêðåñòíîñòè V . Åñ-
ëè l íå÷åòíî, òî ãðàíèöà ∂(VP ∩Tξ0) åñòü îêðóæíîñòü, è ìû ïðèêëåèâàåì
âäîëü íåå êîìïëåêñ VP∩Tξ0 , ãîìåîìîðôíûé äâóìåðíîìó çàìêíóòîìó äèñ-
êó, ïî îáùåé ãðàíèöå. Åñëè l ÷åòíî, òî ãðàíèöà ∂(VP ∩Tξ0) åñòü íåñâÿçíîå
îáúåäèíåíèå äâóõ îêðóæíîñòåé, è ìû ïðèêëåèâàåì âäîëü íåãî êîìïëåêñ
VP∩Tξ0 , ãîìåîìîðôíûé äâóìåðíîìó çàìêíóòîìó öèëèíäðó, ó êîòîðîãî
îäèí öèêë ñòÿíóò â òî÷êó.

Èñïîëüçóÿ ýòî íàáëþäåíèå, à òàêæå ôîðìóëó Ðèìàíà-Ãóðâèöà äëÿ
äâóëèñòíûõ ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé T̃ξ → C, ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè
ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ.

Ïóñòü ε > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî è lj � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî,
çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà j. Ïóñòü îíî ÷åòíî. Îïðåäåëèì ÷åòûðåõìåðíîå
ìíîãîîáðàçèå N4

ε,lj
:= ([0, ε]× S1 × S1 × [−1, 0−]

⊔
[0+, 1])/ ∼ ñ êðàåì (ñì.

[3, �3, óòâåðæäåíèå 1]). Çäåñü ∼ ïîðîæäåíî ñëåäóþùèìè îòíîøåíèÿìè:{
(r, ϕ mod 2π, ϕ+t+2πk

lj
mod 2π, 0−) ∼ (r, ϕ mod 2π, −ϕ+t−2πk

lj
mod 2π, 0+),

(0, ϕ mod 2π, ψ mod 2π, h) ∼ (0, 0, ψ mod 2π, h),

ãäå 0 ≤ k < lj, r ∈ [0, ε], ϕ ∈ [0, 2π], ψ ∈ [0, 2π], t ∈ [−π, π], h ∈
[−1, 0−]

⊔
[0+, 1]. Ïîëîæèì qj : N4

ε,lj
→ C, qj(r, ϕ, ψ, h) = reiϕ + ξ0.
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Ïóñòü lj íå÷åòíî. Îïðåäåëèì ÷åòûðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå N4
ε,lj

:=

([0, ε] × S1 × S1 × [−1, 0])/ ∼ ñ êðàåì (ñì. [3, �3, óòâåðæäåíèå 2]). Çäåñü
∼ ïîðîæäåíî ñëåäóþùèìè îòíîøåíèÿìè:{

(r, ϕ mod 2π, ϕ+t+2πk
lj

mod 4π, 0) ∼ (r, ϕ mod 2π, ϕ−t+2πk
lj

+ 2π mod 4π, 0),

(0, ϕ mod 2π, ψ mod 4π, h) ∼ (0, 0, ψ mod 4π, h),

ãäå 0 ≤ k < lj, r ∈ [0, ε], ϕ ∈ [0, 2π], ψ ∈ [0, 4π], t ∈ [−π, π], h ∈ [−1, 0].
Ïîëîæèì qj : N4

ε,lj
→ C, qj(r, ϕ, ψ, h) = reiϕ + ξ0.

Èíäåêñ j íóìåðóåò îñîáûå òî÷êè Pj ∈ Tξ0 , j = 1, . . . , sP , à lj îáîçíà-

÷àþò èõ êðàòíîñòè. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ q :
sP⊔
j=1

N4
ε,lj
→ C ñëåäóþùèì

îáðàçîì: q|N4
ε,lj

(r, ϕ, ψ, h) = qj(r, ϕ, ψ, h). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì ôóíê-

öèþ g :
sP⊔
j=1

V ε,lj → C ôîðìóëîé g|V ε,lj (z
′, w′) = z′2 + w′lj + ξ0.

Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç V ìû îáîçíà÷àåì ìàëóþ ÷åòûðåõìåðíóþ îêðåñò-
íîñòü íàáîðà îñîáûõ òî÷åê Pj èç çàìå÷àíèÿ 4.2.

Ñëåäñòâèå 4.4. Ñóùåñòâóåò ε > 0, òàêîå, ÷òî ôóíêöèÿ f |V òîïîëî-
ãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ôóíêöèÿì g è q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó îêðåñòíîñòè V , ñî-
äåðæàùóþ íåêîòîðóþ îñîáóþ òî÷êó Pj êðàòíîñòè lj. Ïî ïîñòðîåíèþ V , â
êîîðäèíàòàõ èç ëåììû 4.1, ýòà êîìïîíåíòà ñîâïàäàåò ñ Vε,lj . Èç ëåììû 4.1

ïîëó÷àåì ãîìåîìîðôèçì h4 : V →
⊔sP

j=1 V ε,lj , ãäå h4|UPj (z, w) = hP,j(z, w),

îñóùåñòâëÿþùèé òðåáóåìóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ôóíêöèé
f |V è g. Òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ôóíêöèé g è q ñëåäóåò èç [3,
�3, óòâåðæäåíèÿ 1 è 2].

Ëåììà 4.4. Ïóñòü X, X ′1, X
′
2 � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, X1

è X2 � çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà X òàêèå, ÷òî X1 ∪
X2 = X. Ïóñòü Hj : Xj → X ′j, j = 1, 2, � ãîìåîìîðôèçìû. Ñêëåèì X ′1
è X ′2 ïî îòîáðàæåíèþ H12 : H1(X1 ∩X2)→ H2(X1 ∩X2), ãäå H12 = H2 ◦
H−11 |H1(X1∩X2). Îáîçíà÷èì ýòó ñêëåéêó ÷åðåç ∼12. Òîãäà îòîáðàæåíèå
H : X → (X ′1 t X ′2)/ ∼12, îïðåäåëåííîå ïðàâèëîì H|Xj = Hj, j = 1, 2,
ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê îòîáðàæåíèå H ïî ïîñòðîåíèþ âçàèìíî îä-
íîçíà÷íî è îòêðûòî, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü åãî íåïðåðûâíîñòü. Ïóñòü
O � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â (X ′1 t X ′2)/ ∼12. Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî
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ìíîæåñòâî H−1(O) = H−11 (O|X1) ∪H−12 (O|X2) îòêðûòî â X. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ H−11 (O|X1)∪H−12 (O|X2). Ïóñòü x ∈ X1 ∩X2. Òî-
ãäà ñóùåñòâóþò òàêàÿ åå îêðåñòíîñòü V1 â X1 è òàêàÿ åå îêðåñòíîñòü V2 â
X2, ÷òî H1(V1) ⊂ O|X′1 è H2(V2) ⊂ O|X′2 . Ðàññìîòðèì îòêðûòûå â X ìíî-
æåñòâà U1 è U2 òàêèå, ÷òî U1|X1 = V1, U2|X2 = V2. Ïîëîæèì U = U1 ∩ U2.
Ìíîæåñòâî U ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x â ïðîñòðàíñòâåX, öåëèêîì
ñîäåðæàùåéñÿ â H−1(O). Ïóñòü òî÷êà x /∈ X1 ∩X2. Òîãäà äëÿ íåå òàêæå
íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü â X, öåëèêîì ñîäåðæàùàÿñÿ â H−1(O), ââèäó òî-
ãî, ÷òî H1 è H2 ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôèçìàìè, à òàêæå ââèäó çàìêíóòîñòè
ìíîæåñòâ X1 è X2 â X.

4.3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î ïîëóëîêàëüíîé êëàññèôè-

êàöèè îñîáåííîñòåé

Ââåäåì ìíîæåñòâî ∂+Vε,lj = {(z, w) ∈ C2 | |z2 + wlj | < ε, |w| = (2ε)1/lj}.
Êàê â ëåììå 4.3, ïîëîæèì L = Tξ0 \ V . Ïóñòü µ(z, w) � îòîáðàæåíèå,
òàêîå æå êàê â ôîðìóëå (6), è ïóñòü z′ = z, w′ = φP,j(w). Ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî îïðåäåëåíî çíà÷åíèå µ(z′, φ−1P,j(w
′)) =

(√
−w′lj , φ−1P,j(w′)

)
ïðè âñåõ

(z′, w′) ∈ ∂+Vε,lj äëÿ íåêîòîðîé âåòâè êîðíÿ
√
−w′lj . Ðàññìîòðèì îòîáðà-

æåíèÿ νj : ∂+Vε,lj → Dξ0,ε×∂L, ãäå νj(z′, w′) =
(
z′2 + w′lj + ξ0, µ(z′, φ−1P,j(w

′))
)

=(
z′2 + w′lj + ξ0,

√
−w′lj , φ−1P,j(w′)

)
. Îòîáðàæåíèÿ νj ãîìåîìîðôíî îòîáðà-

æàþò ∂+Vε,lj íà ñâîé îáðàç.

Ïðîèçâåäåì ñêëåéêó ìíîæåñòâ
sP⊔
j=1

(Vε,lj ∪ ∂+Vε,lj) è Dξ0,ε × L ïî âñåì

îòîáðàæåíèÿì νj. Îáîçíà÷èì ýòó ñêëåéêó ÷åðåç ∼. Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 4.8. Ïóñòü ξ0 6= f(0,∞). Òîãäà ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå,
÷òî ôóíêöèÿ f |f−1(Dξ0,ε)

: f−1(Dξ0,ε) → C òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà

ôóíêöèè G : M4 → C, ãäå

M4 =
(
Dξ0,ε × L

)
t

 sP⊔
j=1

(Vε,lj ∪ ∂+Vε,lj)

 / ∼,

íà ìíîæåñòâå Dξ0,ε × L ôóíêöèÿ G åñòü ïðîåêöèÿ: G = Pr1, à íà ìíî-
æåñòâàõ Vε,lj ∪ ∂+Vε,lj çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè G(z′, w′) = z′2 + w′lj + ξ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ G îïðåäåëåíà êîððåêòíî, òàê êàê äëÿ ëþáîãî
j ïðè (z′, w′) ∈ ∂+Vε,lj âûïîëíåíî ðàâåíñòâî G(z′, w′) = Pr1 ◦νj(z′, w′). Ïî-
ñòðîèì ãîìåîìîðôèçì h : f−1(Dξ0,ε)→M4, îñóùåñòâëÿþùèé òðåáóåìóþ
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òîïîëîãè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ôóíêöèé f |f−1(Dξ0,ε)
è G. Ïðåäñòàâèì

f−1(Dξ0,ε) êàê (f−1(Dξ0,ε) \ V )
⋃(

V ∩ f−1(Dξ0,ε)
)
. Ñîãëàñíî ëåììå 4.3 è

ñëåäñòâèþ 4.4, îïðåäåëèì h(z, w) òàê:

h(z, w) =

{
h3(z, w) ïðè (z, w) ∈ f−1(Dξ0,ε) \ V,
h4(z, w) = (z′, w′) ïðè (z, w) ∈ V ∩ f−1(Dξ0,ε).

Îòîáðàæåíèå h îïðåäåëåíî êîððåêòíî. Äåéñòâèòåëüíî, νj ◦ h4(z, w) =
νj(z

′, w′) = (z′2 + w′lj + ξ0, µ(z, w)) = (f(z, w), µ(z, w)) = h3(z, w) ïðè
(z, w) ∈ ∂V ∩ f−1(Dξ0,ε).

Ïîëîæèì X = f−1(Dξ0,ε), X
′
1 =

sP⊔
j=1

(Vε,lj ∪ ∂+Vε,lj), X ′2 = Dξ0,ε × L,

H1 = h4, H2 = h3. Òîãäà èç ëåììû 4.4 ïîëó÷àåì, ÷òî h � ãîìåîìîðôèçì.
Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî h îñóùåñòâëÿåò òîïîëîãè÷åñêóþ ýêâèâàëåíò-

íîñòü ôóíêöèé f |f−1(Dξ0,ε)
èG. Èìååì: íà ìíîæåñòâå V ∩f−1(Dξ0,ε) êîìïîçèöèÿ G◦

h(z, w) = z′2+w′lj+ξ0 = f(z, w), à íà ìíîæåñòâå f−1(Dξ0,ε)\V êîìïîçèöèÿ G◦
h(z, w) = ξ, ãäå ξ = f(z, w) ïî îïðåäåëåíèþ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 4.4, ìíîãîîáðàçèå
sP⊔
j=1

V ε,lj ñ êðàåì ìîæíî îòîæäå-

ñòâèòü ñ
sP⊔
j=1

N4
ε,lj
, à ôóíêöèè g|V ε,lj ñ ôóíêöèÿìè qj ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé

òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè (ÿâíûå ôîðìóëû êîòîðîé ìîæíî íàéòè
â [3, �3, óòâåðæäåíèÿ 1 è 2]). Ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèå ýòîãî îòîæäåñòâëå-
íèÿ íà ∂+Vε,lj îáðàòíî ãîìåîìîðôèçìó ([0, ε)× S1 × S1 × {−1, 1}/ ∼) →
∂+Vε,lj , çàäàâàåìîìó ôîðìóëîé (r, ϕ, ψ,±1) 7→ (±

√
reiϕ − 2ε eiljψ, (2ε)

1
lj eiψ).

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

Ñëåäñòâèå 4.5. Ïóñòü ξ0 6= f(0,∞). Òîãäà ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå,
÷òî ôóíêöèÿ f : f−1(Dξ0,ε) → C òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ôóíêöèè
Q : N4 → C, ãäå

N4 =
(
Dξ0,ε/2 × L

)
t

(⊔
j

N4
ε,lj

)
/ ∼′ .

Çäåñü ÷åðåç ∼′ îáîçíà÷åíà ñêëåéêà, èíäóöèðîâàííàÿ ñêëåéêîé ∼ è óêàçàí-
íûìè âûøå îòîæäåñòâëåíèÿìè. Íà ìíîæåñòâå Dξ0,ε×L îòîáðàæåíèå
Q åñòü ïðîåêöèÿ: Q = Pr1, à íà ìíîæåñòâàõ N4

ε,lj
çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè

Q(r, ϕ, ψ, h) = reiϕ + ξ0. �
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Îïèñàííàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîñòðîåíèÿ ïî çàäàííûì ãèïåðýëëèïòè÷å-
ñêîìó ðàöèîíàëüíîìó ãàìèëüòîíèàíó f = f(z, w), óðîâíþ ξ0 è ÷èñëó
ε > 0 ïðîñòðàíñòâà M4 ñ ôóíêöèåé G íà íåì (ñîîòâåñòâåííî, N4 ñ ôóíê-
öèåé Q) îñóùåñòâëÿëàñü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî f(0,∞) 6= ξ0. Àíàëîãè÷-
íîå ïîñòðîåíèå ìîæíî ïðîâåñòè è â ñëó÷àå, êîãäà f(0,∞) = ξ0. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè äëÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîãî ðàöèîíàëüíîãî ãàìèëüòîíè-
àíà f = z2 + R(w) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî f(0,∞) = ξ0, òî, íåïðåìåí-
íî, R(w) èìååò ïîëþñà â êîíå÷íîé ÷àñòè ïëîñêîñòè. Ðàññìîòðèì îäèí
èç ýòèõ ïîëþñîâ è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç w0. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåí-
íûõ w → w′ = 1

w−w0
. Îíà óñòàíàâëèâàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ôóíêöèé f =

f(z, w) è g = g(z, w′) = f(z, w0 + 1
w′

), ãäå òî÷êè (z, w′) ñ w′ = 0 ñ÷èòàþòñÿ
âûêîëîòûìè èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè g. Äëÿ ôóíêöèè g óæå
âåðíî íåðàâåíñòâî g(0,∞) 6= ξ0, çíà÷èò, äëÿ íåå ìîæåò áûòü îñóùåñòâ-
ëåíî ïîñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâà M4 èç òåîðåìû 4.8, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé,
÷òî â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé w′ íóæíî ñäåëàòü äîïîëíèòåëüíûé ïðîêîë
â íóëå (õîòÿ òî÷êà w′ = 0 íå ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ôóíêöèè g(0, w′) ââèäó
g(0, 0) = ξ0 = f(0,∞) 6= ∞). Ýòà âûêîëîòàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ óñòðàíè-
ìîé îñîáåííîñòüþ äëÿ ôóíêöèè g(0, w′), çíà÷èò, êîððåêòíî ãîâîðèòü î
êðàòíîñòè (îñîáîé) òî÷êè (0,∞) ñëîÿ f−1(ξ0).

Ðàññìîòðèì äâà (ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ) ðàöèîíàëüíûõ ãàìèëüòîíèàíà
f1 è f2. Ïóñòü îíè íå èìåþò �âûêîëîòûõ� (îñîáûõ) òî÷åê â ñëîÿõ T1

ξ0
=

f−11 (ξ0) è T2
ξ0

= f−12 (ξ0), îòëè÷íûõ îò (0,∞). Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 4.9. Ïóñòü f1(0,∞) 6= ξ0 è f2(0,∞) 6= ξ0 èëè f1(0,∞) =
f2(0,∞) = ξ0. Òîãäà ôóíêöèè f1 è f2 ïîëóëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêè ýê-
âèâàëåíòíû îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ ξ0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñëîè T1

ξ0
è T2

ξ0
ãîìåîìîðôíû è èìåþò îäèíàêîâûå íàáîðû êðàòíîñòåé

îñîáûõ òî÷åê (âêëþ÷àÿ êðàòíîñòü (îñîáîé) òî÷êè (0,∞) ïðè fj(0,∞) =
ξ0, j = 1, 2). Â ñëó÷àå, êîãäà f1(0,∞) 6= f2(0,∞) = ξ0, ôóíêöèè f1 è f2
ïîëóëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêè íå ýêâèâàëåíòíû îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ
ξ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ëåììû 4.3,
òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùåå ëåììå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ôóíêöèè f1 è
íåâåðíî äëÿ ôóíêöèè f2 (äëÿ ëþáîé ÷åòûðåõìåðíîé îêðåñòíîñòè V îñî-
áûõ òî÷åê ñëîÿ T2

ξ0
è äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0 ïðîñòðàíñòâà T2

ξ \ V è

T2
ξ0
\ V íå ãîìåîìîðôíû ïðè ξ ∈ Dξ0,ε, ξ 6= ξ0). Äîêàæåì ïåðâîå óòâåð-

æäåíèå.
Ñïåðâà ðàññìîòðèì ñëó÷àé f1(0,∞) 6= ξ0 è f2(0,∞) 6= ξ0.

Íåîáõîäèìîñòü. Óñëîâèå íà ãîìåîìîðôíîñòü ñëîåâ T1
ξ0

è T2
ξ0

âûòåêà-
åò èç îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèé. Âûâåäåì
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óñëîâèå íà ñîâïàäåíèå êðàòíîñòåé. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè
gk = z2 + wk è gl = z2 + wl ëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû îò-
íîñèòåëüíî òî÷åê Pk è Pl, Pk = Pl = (0, 0), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
k = l. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü
h : U1 → U2 ôóíêöèé gk è gl, ãäå U1 è U2 � ìàëûå îêðåñòíîñòè òî÷êè
(0, 0).

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Γk : U1 \ {0, 0} → S3 ôîðìóëîé Γk(z, w) =
(∂gk
∂z
, ∂gk
∂w

)

|(∂gk
∂z
, ∂gk
∂w

)|
. Çäåñü S3 � òðåõìåðíàÿ ñôåðà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Àíàëîãè÷-

íî îïðåäåëèì Γl : U2\{0, 0} → S3. Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ Γl◦h|h−1(S3
ε )

: h−1(S3
ε )→

S3, ãäå S3
ε � òðåõìåðíàÿ ñôåðà äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà ε > 0. Íåòðóä-

íî âèäåòü, ÷òî deg
(
Γl ◦ h′|h′−1(S3

ε )

)
= deg

(
Γl ◦ h|h−1(S3

ε )

)
= deg Γl|S3

ε
, ãäå h′

áëèçêî ê h. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè h′ ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, ìàòðèöà
ßêîáè êîòîðîãî âñþäó èìååò ïîëîæèòåëüíûé îïðåäåëèòåëü, â ñèëó èíâà-
ðèàíòíîñòè ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî äåôîðìàöèé, èìååì deg

(
Γl ◦ h′|h′−1(S3

ε )

)
=

deg Γk|S3
ε
. Íî ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñòåïåíü deg Γk|S3

ε
= k−1, à deg Γl|S3

ε
=

l − 1, îòêóäà k = l. Â îáðàòíóþ ñòîðîíó óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
Äîñòàòî÷íîñòü. Çàíóìåðóåì íàáîðû îñîáûõ òî÷åê ñëîåâ T1

ξ0
è T2

ξ0
÷å-

ðåç P 1
j è P

2
j , j = 1, . . . , sP

1
= sP

2
, òàê, ÷òîáû êðàòíîñòè îñîáûõ òî÷åê P 1

j

è P 2
j ñîâïàäàëè. Îáîçíà÷èì ýòè êðàòíîñòè ÷åðåç lj. Äëÿ êàæäîé ôóíê-

öèè f1 è f2 è íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0 ïðîâåäåì ïîñòðîåíèÿ
ïðîñòðàíñòâ

M4
1 =

(
Dξ0,ε × L1

)
t

sP
1⊔

j=1

(Vε,lj ∪ ∂+Vε,lj)

 / ∼1 è

M4
2 =

(
Dξ0,ε × L2

)
t

sP
2⊔

j=1

(Vε,lj ∪ ∂+Vε,lj)

 / ∼2

èç òåîðåìû 4.8, ãäå L1 =T1
ξ0
\ V 1 è L2 = T2

ξ0
\ V 2. Îáîçíà÷èì ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ôóíêöèè èç òåîðåìû 4.8, òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå f1 è
f2, ÷åðåç G1 è G2. Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè G1 è G2 òîïîëîãè÷åñêè ýêâè-
âàëåíòíû.

Â ñèëó ãîìåîìîðôíîñòè ñëîåâ T1
ξ0
è T2

ξ0
è ñîâïàäåíèÿ íàáîðîâ êðàò-

íîñòåé èõ îñîáûõ òî÷åê, ãîìåîìîðôíû ìíîãîîáðàçèÿ T1
ξ0
\V 1 è T2

ξ0
\V 2 ñ

êðàåì. Ðàññìîòðèì äëÿ êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà Dξ0,ε ×
∂(T1

ξ0
\ V 1) åå íåáîëüøîå ðàçäóòèå â Dξ0,ε × (T1

ξ0
\ V 1), ãîìåîìîðôíîå

ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ äâóìåðíîãî äèñêà Dξ0,ε íà êîëüöî [0, 1] × S1, è
äîáàâèì ýòè ðàçäóòèÿ ê ìíîæåñòâó

⊔
j Vε,lj ≈ V 1. Ïîëó÷èì çàìêíóòîå â
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M4
1 ìíîæåñòâî Ṽ

1. Àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì ñî ñëîåì T2
ξ0
è ïîëó÷èì çàìêíó-

òîå â M4
2 ìíîæåñòâî Ṽ 2. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ñîõðàíÿþùèé

îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì id×hL : Dξ0,ε× (T1
ξ0
\ Ṽ 1)→ Dξ0,ε× (T2

ξ0
\ Ṽ 2).

Íà ìíîæåñòâàõ Vε,lj ∪ ∂+Vε,lj ðàññìîòðèì ãîìåîìîðôèçì hV , çàäàâàåìûé
ôîðìóëîé (z, w) 7→ (z, w). Ðàññìîòðèì ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó ìíîæåñòâà

Ṽ 1\
⊔
j Vε,lj , ãîìåîìîðôíóþ Dξ0,ε× [0, 1]×S1, è îãðàíè÷åíèÿ îòîáðàæåíèé

hL è hV íà ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòè ãðàíèöû ∂(Ṽ 1 \
⊔
j Vε,lj) (ãîìåîìîðô-

íûå ïîëíîòîðèÿì Dξ0,ε × S1). Ïî ïîñòðîåíèþ ñêëååê ∼1 è ∼2, èíäóöèðî-

âàííûå îðèåíòàöèè íà äâóõ �ãðàíè÷íûõ ïîëíîòîðèÿõ� èç ∂(Ṽ 2 \
⊔
j Vε,lj)

ñîãëàñîâàíû äðóã ñ äðóãîì. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîð-
ôèçì, ïåðåâîäÿùèé Ṽ 1 \

⊔
j Vε,lj â Ṽ

2 \
⊔
j Vε,lj òàêîé, ÷òî îí �ñêëåèâàåò�

ãîìåîìîðôèçìû hL è hV â åäèíûé ãîìåîìîðôèçì hM : M4
1 → M4

2 (äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì ôàêòîì,
÷òî ïðîñòðàíñòâî ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçìîâ îêðóæíî-
ñòè â ñåáÿ ëèíåéíî ñâÿçíî). Ïî ïîñòðîåíèþ, ãîìåîìîðôèçì hM îñóùåñòâ-
ëÿåò òðåáóåìóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ôóíêöèé G1 è G2.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé f1(0,∞) = ξ0 è f2(0,∞) = ξ0.
Íåîáõîäèìîñòü. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ξ0 =

0, f1(z, w) = z2 +
A1(w)

B1(w)
, f2(z, w) = z2 +

A2(w)

B2(w)
, ãäå Aj, Bj, j = 1, 2 �

âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû, ñòåïåíè êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåí-
ñòâàì degA1 < degB1, degA2 < degB2. Èç ñêàçàííîãî âûøå âûòåêàåò,
÷òî ñëîè T1

0 è T2
0 äîëæíû áûòü ãîìåîìîðôíû è èìåòü îäèíàêîâûå íà-

áîðû êðàòíîñòåé îñîáûõ òî÷åê (íå âêëþ÷àÿ êðàòíîñòü (îñîáîé) òî÷êè
(0,∞)). Ìû õîòèì ïîëó÷èòü óñëîâèå íà ñîâïàäåíèå êðàòíîñòåé (îñîáîé)
òî÷êè (0,∞) äëÿ ôóíêöèé f1 è f2. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû õîòèì äîêàçàòü
ðàâåíñòâî degB1 − degA1 = degB2 − degA2. Ïóñòü degB2 = degB1 + k,
k ∈ N ∪ {0}. Ðàññìîòðèì ñëîè T1

δ è T2
δ , ãäå δ > 0 ìàëî. Îíè çàäàþòñÿ

óðàâíåíèÿìè z = ±

√
δB1(w)− A1(w)

B1(w)
è z = ±

√
δB2(w)− A2(w)

B2(w)
ñîîòâåò-

ñòâåííî. Òàê êàê δ > 0 ìàëî, ñëîè T1
δ è T

2
δ íåîñîáû, à ïî îïðåäåëåíèþ ïî-

ëóëîêàëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè äîëæíû áûòü ãîìåîìîðô-
íû, ò.å. èìåòü îäèíàêîâîå ÷èñëî ðó÷åê è ïðîêîëîâ. Èñïîëüçóÿ ýòî çàìå-
÷àíèå, à òàêæå ñêàçàííîå âûøå çàêëþ÷àåì, ÷òî degA2 = degA1 + k, à
çíà÷èò degB1 − degA1 = degB2 − degA2.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ââåäåì ôóíêöèè g1 = g1(z, w
′) è g1 = g2(z, w

′), ýêâè-
âàëåíòíûå f1 è f2 è èìåþùèå ïðîêîë â íóëå â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé w′,
êàê ýòî îïèñàíî ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû 4.9. Èìåÿ óñëîâèå ñîâ-
ïàäåíèÿ êðàòíîñòåé îñîáûõ òî÷åê (âêëþ÷àÿ êðàòíîñòü (îñîáîé) òî÷êè
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(0,∞)), ìû ìîæåì ïðîâåñòè äîêàçàòåëüñòâî òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíò-
íîñòè ôóíêöèé g1 è g2 ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è âûøå, äëÿ ñëó÷àÿ ôóíêöèé
f1 è f2 ñ f1(0,∞) 6= ξ0 è f2(0,∞) 6= ξ0. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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