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Îáçîð ðàáîòû:
Â ñòàòüå 2001 ãîäà À.Áåí-Òààë, À.Íåìèðîâñêèé è Ê.Ðîñ äîêàçàëè, ÷òî äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà

(x1, x2, . . . , xn) åäèíè÷íîé äëèíû x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n = 1 è âñÿêèõ íåçàâèñèìûõ â ñîâîêóïíîñòè ñëó-

÷àéíûõ áåðíóëëèåâñêèõ âåëè÷èí a1, a2, . . . , an (ò.å. P (ai = 1) = P (ai = −1) = 1
2 ) âåðíî íåðàâåíñòâî

P (|
n∑

i=1

aixi| 6 1) > 1
3

è âûäâèíóëè ãèïîòåçó P (|
n∑

i=1

aixi| 6 1) > 1
2
.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíû:
Òåîðåìà 1 � ãèïîòåçà äëÿ n = 4, 5, 6.
Òåîðåìà 2 � ãèïîòåçà äëÿ x1 = x2 = · · · = xn = 1√

n
äëÿ ëþáîãî n > 3.

Ïðèâåäåíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ãèïîòåçû è òåîðåì.
Ê ñîæàëåíèþ, ìåòîä ëèíåéíûõ è êâàäðàòè÷íûõ îöåíîê â Ò.1 è àíàëîã öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé

òåîðåìû â Ò.2 äàëüíåéøèõ ïðîäâèæåíèé â ãèïîòåçå íå äàþò.

Ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà:
Òåîðåìà 1. Ïóñòü n = 4, 5 èëè 6. Ïóñòü a1, a2, . . . , an � íåçàâèñèìûå â ñîâîêóïíîñòè ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì P (ai = 1) = P (ai = −1) = 1
2 , ãäå i = 1, 2, . . . n. Òîãäà äëÿ âñÿêèõ

÷èñåë x1, x2, . . . , xn ñî ñâîéñòâîì x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n = 1 âåðíî íåðàâåíñòâî

P (|
n∑

i=1

aixi| 6 1) > 1
2
.

¤ Ïðè n = 4, 5 äîáàâèì ôèêòèâíûå ÷èñëà x5 = x6 = 0, x6 = 0 è ñâåäåì Ò.1 ê ñëó÷àþ n = 6. Çàìå-
íèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íà âñåâîçìîæíûå íàáîðû èç 6 ÷èñåë +1 èëè -1 êàæäîå. Ñôîðìóëèðóåì,
ê ÷åìó ñâåëàñü Ò.1:

Óòâåðæäåíèå 1.Äëÿ âñÿêèõ 6 ÷èñåë x1, x2, x3, x4, x5, x6 ñî ñâîéñòâîì x2
1+x2

2+x2
3+x2

4+x2
5+x2

6 = 1
êîëè÷åñòâî N(x) íàáîðîâ 6 ÷èñåë a1, . . . , a6, êàæäîå èç êîòîðûõ +1 èëè -1, íå ïðåâîñõîäèò 16.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1 ñîñòîèò â ôèêñèðîâàíèè è óïîðÿäî÷èâàíèè ÷èñåë x1 > x2 > x3 >
x4 > x5 > x6, è â ïîñëåäîâàòåëüíîì ðàññìîòðåíèè òðåõ ñëó÷àåâ:

Ñëó÷àé à). Âåðíî −x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 6 1, òîãäà äëÿ âñÿêîãî íàáîðà a1, . . . , a6, ÷òî∑6
i=1 aixi > 1 âåðíî a1 = 1 è x1+

∑6
i=2(−ai)xi < 1, ò.ê. 2 > 2x1 =

(∑6
i=1 aixi

)
+

(
x1 +

∑6
i=2(−ai)xi

)
.

Ïîýòîìó ÷èñëî N(x) íå ïðåâîñõîäèò ïîëîâèíû îò êîëè÷åñòâà âñåâîçìîæíûõ íàáîðîâ èç 5 ÷èñåë +1
èëè -1 êàæäîå, ò.å. N(x) 6 16.

Òåïåðü, èñõîäÿ èç −x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 > 1, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà.
Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî äëÿ ÷èñåë x1, x2, x3, x4 : x1+x2+x3+x4

4 6
√

x2
1+x2

2+x2
3+x2

4
4 6 1

2 ,
ïîýòîìó x1 + x2 + x3 + x4 6 2 è x2 + x4 6 1. Ïðåäïîëîæèâ x1 + x2 − x3 + x4 − x5 − x6 > 1 è ñëîæèâ
ñ −x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 > 1, ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ x2 + x4 6 1, îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî
x1 + x2 − x3 + x4 − x5 − x6 < 1 è ÷òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî íàáîðà a1, . . . , a6, ñîñòîÿùåãî èç íå
ìåíåå ÷åì òðåõ -1, òàêîãî ÷òî

∑6
i=1 aixi > 1. Îòìåòèì, ÷òî òàêèõ íàáîðîâ ai ñ íå áîëåå, ÷åì îäíîé

-1, ðîâíî 7, è äëÿ îöåíêè N(x) îñòàëîñü ðàññìîòðåòü íàáîðû ñ äâóìÿ -1.
Ñëó÷àé á). Âåðíî −x1 +x2 +x3 +x4 +x5 +x6 > 1 è −x1 +x2 +x3 +x4 +x5−x6 6 1. Ïðåäïîëîæèâ

äîïîëíèòåëüíî x1−x2 +x3−x4 +x5 +x6 > 1 è îãðóáèâ ïðåäïîëîæåííîå äî x1 +x6 > 1, ïåðåìíîæèì
äâà íåðàâåíñòâà, x6 > 1− x1 è x2 + x3 + x4 + x5 + x6 > 1 + x1 :

1− x2
1 = x2

2 + · · ·+ x2
6 > x6(x2 + · · ·+ x6) > 1− x2

1.

Ïðîòèâîðå÷èå ïðèâåëî ê ñîâîêóïíîñòè −x1+x2+x3+x4+x5−x6 6 1 è x1−x2+x3−x4+x5+x6 6 1,
îòêóäà èñêîìûõ íàáîðîâ ai ñ äâóìÿ -1 íå áîëåå 8, è òîãäà N(x) 6 7 + 8 + 1 = 16.

Ñëó÷àé â). Âåðíî −x1 +x2 +x3 +x4 +x5 +x6 > 1 è −x1 +x2 +x3 +x4 +x5−x6 > 1. Ïðåäïîëîæèâ
x1 + x2 − x3 + x4 − x5 + x6 > 1 è ñëîæèâ ñ −x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 > 1, ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå
ñ x2 + x4 6 1. Ïîýòîìó èñêîìûõ íàáîðîâ ai ñ äâóìÿ -1 íå áîëåå 6, è òîãäà N(x) 6 7 + 6 + 1 = 14 ¥

Òåîðåìà 2. Ïóñòü n > 3 íàòóðàëüíîå ÷èñëî è x1 = x2 = · · · = xn = 1√
n
. Ïóñòü a1, a2, . . . , an

íåçàâèñèìûå â ñîâîêóïíîñòè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì P (ai = 1) = P (ai = −1) = 1
2 ,

ãäå i = 1, 2, . . . n. Òîãäà âåðíî íåðàâåíñòâî
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P (|
n∑

i=1

aixi| 6 1) > 1
2
.

¤ Çàìåíèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íà âñåâîçìîæíûå íàáîðû ai èç n ÷èñåë +1 èëè -1 êàæäîå. Åñëè
â íàáîðå ai ðîâíî k ÷èñåë -1 è

∑n
i=1 ai >

√
n, òî (n−k)−k >

√
n, ò.å. k < n−√n

2 . Êîëè÷åñòâî íàáîðîâ
ai ñ ðîâíî k ÷èñëàìè -1 ðàâíî Ck

n, ïîýòîìó

2n · P (
n∑

i=1

ai >
√

n) =
∑

06i< n−√n
2

Ci
n.

Ñôîðìóëèðóåì, ê ÷åìó ñâåëàñü Ò.2:
Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n > 3 âåðíî íåðàâåíñòâî:

∑

06i< n−√n
2

Ci
n < 2n−2

Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 2: Äëÿ 3 6 n 6 15 âû÷èñëèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà ÿâíî.
Äëÿ n > 16 ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî ÷åðåç ñóììó ”öåíòðàëüíûõ” Ck

n, îöåíèì ïîñëåäíèå ïî ôîðìóëå
Ñòèðëèíãà, à èõ ñóììó ÷åðåç

∫
e−

t2

2 dt.
Øàã 1. Ñîñòàâèì òàáëèöó èç îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà è êîëè÷åñòâà ó÷àñòâóþùèõ â ñóììèðî-

âàíèè Ci
n äëÿ 3 6 n 6 15 :




n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
dn−√n

2 e 1 1 2 2 3 3 3 4 4 5 5 6 6∑
Ci

n 1 1 6 7 29 37 46 176 232 794 1093 3473 4944
2n−2 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192




Äëÿ n > 16 ïîëüçóÿñü Ci
n = Cn−i

n è n− dn−√n
2 e = bn+

√
n

2 c, ïåðåïèøåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî:

bn+
√

n
2 c∑

i=dn−√n
2 e

Ci
n > 2n−1

Øàã 2. Îöåíèì Ci
n, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ñòèðëèíãà n! = (n

e )n · (√2πne
θn

12n ), ãäå 0 6 θn 6 1, è
ôóíêöèþ ýíòðîïèè H(x) = −x log2 x− (1− x) log2 (1− x) :

Ci
n =

n!
i!(n− i)!

=
(

nn

ii · (n− i)(n−i)

)
·
(√

2πn

2πi2π(n− i)
· e

θn

12n−
θi

12i−
θn−i

12(n−i)

)
>

>
(

2nH
(

i
n

))
·
(√

2
π
·
√

n

4i(n− i)
· e−

1
3

(
n

4i(n−i)

))
.

Ââåäåì âåëè÷èíó t = i
n − 1

2 , âûðàçèì ÷åðåç íåå

4i(n− i)
n

=
4

(
n
2 + nt

) (
n
2 − nt

)

n
= n(1− 4t2) è îöåíêó Ci

n > 2nH
(

t+
1
2

)√
2
π
· e

− 1
3n(1−4t2)

√
n(1− 4t2)

.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f(t) := 2nH
(

t+
1
2

)
−n · e

2nt2− 1
3n(1−4t2)

√
1− 4t2

íà îòðåçêå |t| 6 1
2
√

n
,

îòðåçîê ïîëó÷èëñÿ èç |i− n
2 | 6

√
n

2 . Ïðåîáðàçóåì

2nH
(

t+
1
2

)
−n = 2n

(
−

(
1
2+t

)
log2(1+2t)−

(
1
2−t

)
log2(1−2t)

)
= e

−n
2 ln(1−4t2)−ntln

(
1+2t
1−2t

)
, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè
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h(t) := ln(f(t)) = 2nt2 − 1
3n(1− 4t2)

− ntln

(
1 + 2t

1− 2t

)
− n + 1

2
ln(1− 4t2), ïðè |t| 6 1

2
√

n
.

Ôóíêöèÿ h(t) ÷åòíàÿ è h(0) = − 1
3n , ïîêàæåì h′(t) > 0 ïðè 0 6 t 6 1

2
√

n
, ñãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå

è ðàçëîæèâ âòîðóþ ãðóïïó â ðÿä ïî ñòåïåíÿì 2t :

h′(t) =
(

2t

1− 4t2
− 8t

3n(1− 4t2)2

)
+

(
2t

1− 4t2
+ 4nt− nln(

1 + 2t

1− 2t
)
)

=

(
2t

1− 4t2
(1− 4

3n(1− 4t2)
)
)

+

( ∞∑

k=0

(2t)2k+1 − 2n

∞∑

l=1

(2t)2l+1

2l + 1

)
>

(
2t

1− 4t2
41
45

)
+

( ∞∑

k=0

(2t)2k+1

(
1− 2n(2t)2

2k + 3

))
> 0,

òàê êàê n > 16, 0 6 t 6 1
8 è n(2t)2 6 1. Èç ÷åòíîñòè h(t) è íåîòðèöàòåëüíîñòè h′(t), 0 6 t 6 1

2
√

n

ïîëó÷èì h(t) > h(0) = − 1
3n è f(t) > f(0) = e−

1
3n äëÿ |t| 6 1

2
√

n
, îòêóäà ñëåäóåò

Ci
n > 2n

√
2

πn
e−2nt2− 1

3n , ïðè n|t| = |i− n

2
| 6

√
n

2
.

Øàã 3. Èç (e−
x2

2 )′′ = (x2 − 1)e−
x2

2 ïîëó÷èì âûïóêëîñòü ââåðõ ôóíêöèè e−
x2

2 ïðè |x| < 1. Äëÿ

ëþáîãî îòðåçêà [a, b], ãäå −1 6 a < b 6 1, âåðíî
b∫

a

e−
x2

2 dx 6 (b−a)e−
(a+b)2

8 , ïîñêîëüêó êðèâîëèíåéíàÿ

òðàïåöèÿ
(

(x, y)|a 6 x 6 b, 0 6 y 6 e−
x2

2

)
â ñèëó âûïóêëîñòè ñîäåðæèòñÿ â òðàïåöèè, îòñåêàåìîé

êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó y = e−
x2

2 â òî÷êå
(

a+b
2 , e−

(a+b)2

8

)
îò ïîëóïîëîñû (a 6 x 6 b, 0 6 y) . Àíà-

ëîãè÷íî ïîëó÷èì äëÿ −1 6 a < a+b
2 < 1 < b íåðàâåíñòâî

∫ 1

a
e−

x2

2 dx 6 (b − a)e−
(a+b)2

8 . Îáîçíà÷èì
ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë îòðåçêà [dn−√n

2 e, bn+
√

n
2 c] çà In è äëÿ êàæäîãî i ∈ In îáîçíà÷èì ÷èñëî

2
√

n( i
n − 1

2 ) çà xi, òîãäà ïî øàãó 2 ïîëó÷èì:

∑

i∈In

Ci
n > 2n

√
2

πn
e−

1
3n

∑

i∈In

e−
x2

i

2 .

Îöåíèâàÿ e−
x2

i

2 ñíèçó ÷åðåç
√

n

2

min(xi+
1√
n

,1)∫

max(xi− 1√
n

,−1)

e−
x2

2 dx, çàìå÷àÿ maxi∈Inxi > 1− 2√
n

,mini∈Inxi < 1+
2√
n

:

∑

i∈In

Ci
n > 2n

√
1
2π

e−
1
3n

1− 1√
n∫

−1+ 1√
n

e−
x2

2 dx.

Øàã 4. Èñïîëüçóÿ e−x > 1− x ïðè 0 > x > 1, π < 22
7 è n > 16 ïîëó÷èì: e−

1
3n > 1− 1

3n > 44
45 è

1− 1√
n∫

−1+ 1√
n

e−
x2

2 dx >

3
4∫

− 3
4

1− x2

2
dx =

87
64

è 1√
2π

> 1
2

√
7
11 , ïîýòîìó

∑
i∈In

Ci
n > 2n−1

√
77
81

87
80 > 2n−1 ¥

Çàìå÷àíèå 1. Ïðè n →∞ âåðíî

2−n
∑

06i< n−√n
2

Ci
n →

1√
2π

−1∫

−∞
e−

t2

2 dt ≈ 0.158 < 0.25
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Çàìå÷àíèå 2. Â êíèãå À.Í. Øèðÿåâà ”Âåðîÿòíîñòü” òîì 1, ïàð. 11 çàäà÷à 2: Ïóñòü ak íåçàâè-
ñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ Eak = 0, Dak = σ2, E|ak|3 < ∞. Òîãäà

∣∣∣∣∣∣
P (

a1 + · · ·+ an

σ
√

n
)− 1√

2π

x∫

−∞
e−

t2

2 dt

∣∣∣∣∣∣
6 cE|a1|3

σ3
√

n(1 + |x|)3

×òî äîêàçûâàåò òåîðåìó 2 ïðè óñëîâèè ìàëîé êîíñòàíòû c.

Ïåðåôîðìóëèðîâêà ãèïîòåçû:
Îïðåäåëåíèå. Äàí n-ìåðíûé êóá ñ êîîðäèíàòàìè âåðøèí (±1,±1, . . . ,±1) ∈ Rn è âïèñàííàÿ â

íåãî åäèíè÷íàÿ ñôåðà x2
1 +x2

2 + · · ·+x2
n = 1. Áóäåì ïèñàòü, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ê ñôåðå ãèïåðïëîñêîñòü

α îòñåêàåò âåðøèíó A êóáà, åñëè òî÷êà A è öåíòð ñôåðû íàõîäÿòñÿ ñòðîãî ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò
ãèïåðïëîñêîñòè α.

Ïðèìåð. Ãèïåðïëîñêîñòü x1 + x2 =
√

2, êàñàþùàÿñÿ ñôåðû â òî÷êå (
√

2
2 ,

√
2

2 , 0, . . . , 0), îòñåêàåò
2n−2 âåðøèíû, â òî÷íîñòè òå, ó êîòîðûõ ïåðâûå äâå êîîðäèíàòû ðàâíû 1.

Óòâåðæäåíèå 1(Ôîëüêëîð). Äàíà òî÷êà x = (x1, . . . , xn) íà åäèíè÷íîé ñôåðå ‖x‖ = 1.
Ïóñòü ai íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì P (ai = 1) = P (ai = −1) = 1

2 , ãäå
i = 1, 2, . . . , n. Òîãäà P (|∑n

i=1 aixi| 6 1) > 1
2 ýêâèâàëåíòíî óòâåðæäåíèþ, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ãèïåð-

ïëîñêîñòü â òî÷êå x âïèñàííîé ñôåðû îòñåêàåò íå áîëåå ÷åì 2n−2 âåðøèí n-ìåðíîãî êóáà.

¤ Óñëîâèå îòñå÷åíèÿ èìååò âèä
∑n

i=1 aixi > 1, ãäå ai � êîîðäèíàòû îòñåêàåìîé âåðøèíû. Èç
ñèììåòðèè ìíîæåñòâà âåðøèí êóáà îòíîñèòåëüíî çàìåíû çíàêà âñåõ êîîðäèíàò âåðøèíû, ïîëó÷èì

P (|
n∑

i=1

aixi| 6 1) = 1− 2P (
n∑

i=1

aixi > 1).

Îòñå÷åíèå íå áîëåå ÷åì 2n−2 âåðøèí n-ìåðíîãî êóáà ðàâíîñèëüíî 2P (
∑n

i=1 aixi > 1) 6 1
2 ¥

Ñëåäñòâèå 1(óòâåðæäåíèÿ 1). Ïóñòü ai, ãäå i = 1, . . . , n íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ
ðàñïðåäåëåíèåì P (ai = 1) = P (ai = −1) = 1

2 , ãäå i = 1, 2, . . . , n. Òîãäà óñëîâèå P (|∑n
i=1 aixi| 6 1) >

1
2 äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x òàêîãî, ÷òî ‖x‖ = 1, ýêâèâàëåíòíî óòâåðæäåíèþ, ÷òî ëþáàÿ êàñàòåëüíàÿ
ãèïåðïëîñêîñòü ê âïèñàííîé ñôåðå îòñåêàåò íå áîëåå ÷åì 2n−2 âåðøèí n-ìåðíîãî êóáà.

Ñëåäñòâèå 2(òåîðåì 1,2).
à) Ëþáàÿ êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ê âïèñàííîé â 6-ìåðíûé êóá ñôåðå îòñåêàåò íå áîëåå 16

åãî âåðøèí.
á) Ãèïåðïëîñêîñòü x1 +x2 + · · ·+xn =

√
n, êàñàþùàÿñÿ ñôåðû â òî÷êå ( 1√

n
, 1√

n
, . . . , 1√

n
), îòñåêàåò

íå áîëåå, ÷åì 2n−2 âåðøèí êóáà.

Óòâåðæäåíèå 2(Äèëüìàí Ãëåá). Ãèïåðïëîñêîñòü x1 + x2 + · · · + xn =
√

n, êàñàþùàÿñÿ âïè-
ñàííîé â êóá åäèíè÷íîé ñôåðû â òî÷êå ( 1√

n
, 1√

n
, . . . , 1√

n
), îòñåêàåò ðîâíî

∑
i< n−√n

2
Ci

n âåðøèí êóáà.

¤ Ïóñòü êîîðäèíàòû îòñåêàåìîé âåðøèíû êóáà ñîñòîÿò èç k åäèíèö è n−k ìèíóñ åäèíèö, òîãäà
k − (n − k) >

√
n, òî åñòü n − k < n−√n

2 . Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò Cn−k
n âåðøèí êóáà ñ

ðîâíî n− k îòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè. ¥
Òàêèì îáðàçîì, ãèïîòåçà è òåîðåìû 1 è 2 èìåþò ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ.
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