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Ââåäåíèå:

Êëàññèôèêàöèè òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ïîêà íåò, ïîýòîìó åñòåñòâåííî ñîð-
òèðîâàòü ìíîãîîáðàçèÿ ïî èõ ñëîæíîñòè. Ñëîæíîñòü 3-ìíîãîîáðàçèÿ îïðåäåëÿåò-
ñÿ êàê ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî âåðøèí äâóìåðíîãî ñêåëåòà (ñïàéíà) ìíîãî-
îáðàçèÿ, îêðåñòíîñòü ëþáîé òî÷êè êîòîðîãî ãîìåîìîðôíà êîíóñó íàä ïîäãðàôîì
ïîëíîãî 4-âåðøèííèêà, ñì. ðèñ. 1. Îêðåñòíîñòü âåðøèíû ãîìåîìîðôíà êîíóñó íàä
4-âåðøèííèêîì. Ïðè ïîëåçíûõ ñâîéñòâàõ ñëîæíîñòè (ñëîæíîñòü ñâÿçíîé ñóììû
åñòü ñóììà ñëîæíîñòåé) òî÷íûé ïîäñ÷åò è äàæå îöåíêà ñíèçó � òðóäíûå çàäà÷è.
Äî ñèõ ïîð èç îöåíîê ñëîæíîñòè ñíèçó èçâåñòíû ðàáîòû Ñ. Â. Ìàòâååâà, Å. À.
Ïåðâîâîé, C. Petronio, À. Þ. Âåñíèíà, À. Á. Ñêîïåíêîâà: ÷åðåç H1 äëÿ çàìêíó-
òûõ îðèåíòèðóåìûõ íåïðèâîäèìûõ ìíîãîîáðàçèé ([1], Åñëè M3 6= S3, RP 3, L3,1,
òî c(M) ≥ 2log5|Tor(H1(M))|+ rk(H1(M))− 1); ÷åðåç rk(π1) äëÿ ãîìîëîãè÷åñêèõ
ñôåð ([2], ò. 4b, ÷èñëî âåðøèí ëîæíîé ïîâåðõíîñòè íå ìåíåå rk(π1)

8 ); ÷åðåç îáú-
åìû äëÿ çàìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ([3], ïðåäë.
2.8, vol(M) < c(M) · v3, ãäå v3 = 1.014 . . . ); åñòü îöåíêè äëÿ êîíêðåòíûõ ñåðèé �
çàìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé Ëîáåëëà è Ôèáîíà÷÷è
([3], c(Ln) > 10n, c(Mn) > 2n, n � 1). Äëÿ íåçàìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèé ñëîæíîñòü
íàéäåíà äëÿ äâóõ ñåðèé: äëÿ íàêðûòèé íàä äîïîëíåíèåì ê óçëó "âîñüìåðêå"èëè
åãî "áëèçíåöó"[4, 5], è ê ìíîãîîáðàçèÿì ñ ãðàíèöåé èç k òîðîâ è ïîâåðõíîñòè ðîäà
g ≥ 2, äîïóñêàþùèì èäåàëüíóþ òðèàíãóëÿöèþ èç g + k òåòðàýäðîâ [6, 7]. Â íà-
ñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåíî óñèëåíèå òåîðåìû 4b èç [2] äî rk(π1)− 1, ñ ïîìîùüþ
äîêàçàííîé ëåììû î ãðàôàõ ïðåäúÿâëåíà îöåíêà ñëîæíîñòè ÷åðåç ãðàíèöó äëÿ
íåçàìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèé èç íåêîòîðîãî êëàññà, ñîäåðæàùåãî
ìíîãîîáðàçèÿ èç [6], óëó÷øåíà îöåíêà êîëè÷åñòâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé
èç [6] ñ 6n äî (6

√
2)n−5 (ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî ãðàôà), ïî ñïàéíàì ýòèõ ìíî-

ãîîáðàçèé ñîâìåñòíî ñ À. Ò. Ôîìåíêî ïîñòðîåíà ñåðèÿ ïîëèýäðîâ, îáîáùàþùàÿ
ïðèìåð Àäàìñà � íå ìíîãîîáðàçèÿ, ðåòðàãèðóþùåãîñÿ íà ñâîþ ãðàíèöó.
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Îöåíêà ñëîæíîñòè ÷åðåç ðàíã ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû

Äâóìåðíûé êîíå÷íûé ïîëèýäð P íàçûâàåòñÿ ëîæíîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè äëÿ
êàæäîé òî÷êè èç P ñóùåñòâóåò åå îêðåñòíîñòü â P , ãîìåîìîðôíàÿ êîíóñó èëè
íàä îêðóæíîñòüþ, èëè íàä îêðóæíîñòüþ ñ äèàìåòðîì, èëè íàä îêðóæíîñòüþ ñ
3 ðàäèóñàìè, ñì. ðèñ. 2. Òî÷êè òðåòüåãî òèïà íàçîâåì âåðøèíàìè ïîëèýäðà P .
Òî÷êè âòîðîãî è òðåòüåãî òèïîâ íàçîâåì îñîáûì ãðàôîì ïîëèýäðà P .

Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îáðàçóþùèõ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ïîëèýäðà P íàçî-
âåì ðàíãîì π1(P ) è îáîçíà÷èì çà rk(π1(P )).

Íàïîìíèì ðåçóëüòàò À. Îíèùåíêî, D. Repovs, À. Ñêîïåíêîâà 2002 ãîäà:
Òåîðåìà ([2], 4b). Åñëè P � ëîæíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ n âåðøèíàìè èH1(P,Z) =

0, òî âåðíî íåðàâåíñòâî: n ≥ rk(π1(P ))
8 .

Ïîëüçóÿñü òî÷íî òåìè æå ðàññóæäåíèÿìè, à èìåííî ôàêòîì î ðàíãå ñâîáîä-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï è òåîðåìîé Âàí Êàìïåíà, óñèëèì íåðàâåíñòâî:

Òåîðåìà 1. Åñëè P � ëîæíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ n âåðøèíàìè è H1(P,Z) = 0, òî
âåðíî íåðàâåíñòâî: n ≥ rk(π1(P ))− 1.

� Â îñîáîì ãðàôå ïîëèýäðà P îòêèíåì êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, íå ñîäåðæàùèå
òî÷åê òðåòüåãî òèïà, è ïîëó÷èì ãðàô G =

⊔l
i=1 Gi èç l êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

Ðàññìîòðèì U � ðåãóëÿðíóþ îêðåñòíîñòü ãðàôà G â ïîëèýäðå P . Ïóñòü ∂U =
Cl(U)

⋂
(P \ U) ñîñòîèò èç N îêðóæíîñòåé. Ïðèêëåèì ê P íàáîð D =

⊔N
i=1 Di

èç N äèñêîâ ãðàíèöàìè ê ýòèì îêðóæíîñòÿì è ïîëó÷èì ïîëèýäð P̃ . Çíàåì, ÷òî
H1(P̃ , Z) = 0 è H1(D,Z) = 0, è èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ìàéåðà-Âèåòîðèñà äëÿ
ïðîñòðàíñòâ U

⋃
D è (P \ U)

⋃
D ïîëó÷èì H1((P \ U)

⋃
D,Z) = 0. Èç ðàáîòû

Lasheras [8] ñëåäóåò, ÷òî åñëè ëîæíàÿ ïîâåðõíîñòü R = (P \ U)
⋃

D íå èìååò
òî÷åê òðåòüåãî òèïà è H1(R,Z) = 0, òî è π1(R) = 0. Òåïåðü ïðèêëåèì ê P íàáîð

I =
⊔N−1

i=1 Ii èç N − 1 îòðåçêà, ñîåäèíÿþùèõ îäíó èç N ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòåé
ñ îñòàëüíûìè, ñì. ðèñ 3. Âñå îáðàçóþùèå π1((P \ U)

⋃
I) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç I è

÷åðåç N ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòåé ∂U .
Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì èç òåîðåìû Ãðóøêî ([9], ãë. 10, ïàð. 39): ðàíã

ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ãðóïï ðàâåí ñóììå ðàíãîâ ñî-
ìíîæèòåëåé. Ïîëó÷èì rk(π1(P

⋃
I)) = rk(π1(P )) + N − 1. Ïðèìåíèì òåîðåìó

Âàí Êàìïåíà äëÿ ïðîñòðàíñòâ Cl(U)
⋃

I è (P \ U)
⋃

I, ïîëó÷èì rk(π1(P
⋃

I)) ≤
rk(π1(U

⋃
I)). Åñëè ãðàô Gi èìååò ni âåðøèí, òî rk(π1(Gi)) = ni + 1, ïîýòîìó,

ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Ãðóøêî ïîëó÷èì rk(π1(U
⋃

I)) =
∑l

i=1 ni + 1 +
(N − 1)− (l − 1) = n + N . Èòàê rk(π1(P )) + N − 1 ≤ n + N . �

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñïåöèàëüíûõ ñïàéíîâ (îïðåäåëåíèå ñì. íèæå) óòâåðæäåíèå
òåîðåìû òðèâèàëüíî è áåç H1 = 0.

Òåîðåìó 1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îöåíêó ñëîæíîñòè íåêîòîðîãî êëàññà
ìíîãîîáðàçèé.
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Îöåíêà ñëîæíîñòè ÷åðåç êðàé ìíîãîîáðàçèÿ

Ëîæíàÿ ïîâåðõíîñòü P íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíûì ñïàéíîì íåçàìêíóòîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ M3 åñëè âûïîëíåíî 2 óñëîâèÿ:

à)P âëîæåíà â M3 è M3 \ P ãîìåîìîðôíî ∂M3 × [0, 1).
á) P áåç îñîáîãî ãðàôà ãîìåîìîðôíà íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ äèñêîâ è îñî-

áûé ãðàô áåç ñâîèõ âåðøèí ãîìåîìîðôåí íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ èíòåðâàëîâ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü êðàé êîìïàêòíîãî îðèåíòèðóåìîãî íåçàìêíóòîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ M3 ñîñòîèò èç N ñôåð ñ gi ðó÷êàìè, òî åñòü ∂M3 =

⊔N
i=1 S2

gi
. Òîãäà ÷èñëî

âåðøèí n â ñïåöèàëüíîì ñïàéíå M3 (åñëè îíî íå ðàâíî 1 èëè 2) îöåíèâàåòñÿ

ñíèçó: n ≥ |
∑N

i=1(1− gi)− 1|
Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò èç ëåììû è ïîäñ÷åòà ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè χ(M).
Ëåììà. Äàí ñâÿçíûé ãðàô G ñ n âåðøèíàìè ñòåïåíè 4 êàæäàÿ (âîçìîæíî ñ

ïåòëÿìè è êðàòíûìè ðåáðàìè). Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåìåéñòâî öèêëîâ C íà ãðàôå ñ
ñâîéñòâîì:

Êàæäîå ðåáðî ãðàôà ïðèíàäëåæèò ðîâíî òðåì öèêëàì è ýòè òðè öèêëà ïðè
ïîäõîäå ê âåðøèíå ïåðåõîäÿò íà òðè âûõîäÿùèå èç íåå ðåáðà, òî åñòü êàæäûé
öèêë ïåðåõîäèò íà ñâîå ðåáðî, ñì. ðèñ 4. Òîãäà

à) ÷èñëî öèêëîâ â ëþáîì ñåìåéñòâå íå ïðåâîñõîäèò 2n + 1 ïðè n ≥ 3 è íå
ïðåâîñõîäèò 2n + 2 ïðè n = 1, 2.

á) Äëÿ ãðàôîâ ñ ðèñ 5à åñòü ñåìåéñòâî èç 2n + 1 öèêëà ïðè n ≥ 3 è èç 2n + 2
öèêëà ïðè n = 1, 2.

� Ðèñ 5á åñòü äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà á) ëåììû.
Äîêàæåì ïóíêò à):
Ðàññìîòðèì îñòîâíîå äåðåâî ãðàôà G è åãî îêðåñòíîñòü D â ãðàôå G, ñì. ðèñ

6. Ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå ñåìåéñòâà öèêëîâ ñ ãðàôîì D � ýòî ñåìåéñòâî I èç
3n + 3 îòðåçêà. Ðàññìîòðèì òðîéêó öèêëîâ, èìåþùèõ îáùóþ âèñÿ÷óþ âåðøèíó
îñòîâíîãî äåðåâà. Õîòÿ áû 2 èç íèõ ñîäåðæàò ïî êðàéíåé ìåðå ïî 2 îòðåçêà
èç ñåìåéñòâà I. Ïóñòü a � ÷èñëî öèêëîâ, ñîäåðæàùèõ ðîâíî îäèí îòðåçîê èç
ñåìåéñòâà I, òîãäà a ≤ n+1. Îöåíèì îáùåå ÷èñëî öèêëîâ: a+ 3n+3−a

2 = 3n+3+a
2 ≤

2n + 2. Ïåðåáðàâ íåñêîëüêî âàðèàíòîâ (ñì. ðèñ 7) ïîëó÷èì, ÷òî ïðè n ≥ 3 ÷èñëî
öèêëîâ íå ïðåâîñõîäèò 2n + 1. �

Òåïåðü âûâåäåì òåîðåìó, íàéäÿ χ(M3): Ðàññìîòðèì ïîëíûå ñôåðû ñ gi ðó÷êà-
ìè S3

gi
. Òàê êàê ñôåðà S3 äîïóñêàåò ðàçáèåíèå Õåãîðà ëþáîãî ðîäà, òî χ(S3

gi
) =

χ(S2
gi

)

2 = 1−gi. Çàêëåèì ãðàíèöó M3 ïîëíûìè ñôåðàìè, ìíîãîîáðàçèå M3
⋃N

i=1 S3
gi

çàìêíóòî, ïîýòîìó χ(M3) =
∑N

i=1(1−gi). Ñïåöèàëüíûé ñïàéí M3 ãîìîòîïè÷åñêè
ýêâèâàëåíòåí M3, à çíà÷èò χ(M3) = n − 2n + c, ãäå c � êîëè÷åñòâî äâóìåðíûõ
ãðàíåé ó ñïàéíà, îíî æå êîëè÷åñòâî öèêëîâ è ïî ëåììå 1 ≤ c ≤ 2n + 1, ïîýòîìó
1− n ≤ χ(M3) ≤ n + 1, îòêóäà è ñëåäóåò òåîðåìà.

×èñëî âåðøèí â ñïåöèàëüíîì ñïàéíå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîâïàäàåò ñî ñëîæíî-
ñòüþ ìíîãîîáðàçèÿ, íî äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ìíîãîîáðàçèé, ñîäåðæàùåãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ èç [6], ýòî âåðíî, è äëÿ íèõ îöåíêà â Òåîðåìå 2 ïîëó÷àåòñÿ òî÷íîé.
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Îöåíêà êîëè÷åñòâà ìíîãîîáðàçèé çàäàííîé ñëîæíîñòè

Äëÿ îöåíêè ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ñëîæíîñòè n îöåíèì êîëè-
÷åñòâî ñïàéíîâ ñ çàäàííûì êîëè÷åñòâîì âåðøèí n:

Ñïåöèàëüíûé ñïàéí íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìûì, åñëè îí ìîæåò áûòü óòîë-
ùåí äî îðèåíòèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Ìíîãîîáðàçèå îäíîçíà÷íî óòîëùàåòñÿ ïî ñâîåìó ñïåöèàëüíîìó ñïàéíó.
Äëÿ ÷åòíîãî n ≥ 2 ïîñòðîèì íà ïëîñêîñòè R2 ãðàô Gn èç n âåðøèí ñòåïåíè

4, ñì. ðèñ 8. Ðàññìîòðèì n
2 + 2 îêðóæíîñòåé åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðàìè â

òî÷êàõ (2k, 0), ãäå k = 1, 2, . . . , n
2 + 2 è n

2 − 1 îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1
2 ñ öåíòðàìè â

òî÷êàõ (2k + 4, 3
2 ), ãäå k = 1, 2, . . . , n

2 − 1.

Ëåììà. Äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî n ≥ 4 ñóùåñòâóåò êàê ìèíèìóì 3 · (6
√

2)n−4

îðèåíòèðóåìûõ ñïàéíîâ ñ îñîáûì ãðàôîì Gn è ñ îäíîé äâóìåðíîé êëåòêîé.
� Äîêàæåì ëåììó èíäóêöèåé ïî n. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íå ñàìè ñïàéíû,

à îêðåñòíîñòè èõ îñîáîãî ãðàôà Gn, ò.å. ïðîêîëåì äâóìåðíóþ êëåòêó. Íà ðèñ
9 èçîáðàæåíà îêðåñòíîñòü G2. Äëÿ G2 âîçüìåì ïîëó÷åííóþ ãðàíè÷íóþ îêðóæ-
íîñòü è åå òðè îòðåçêà, ïðîõîäÿùèõ âäîëü äóãè (5, 0) → (6,−1) → (7, 0). Ïåðåéäåì
ê n = 4, òî åñòü äîáàâèì ê G2 åùå 2 îêðóæíîñòè. Ïðîäîëæèì ýòè òðè îòðåçêà
ãðàíè÷íîé S1 âäîëü äîáàâëåííûõ îêðóæíîñòåé: íà êàæäóþ èç íèõ îäèí ïðîäîë-
æåííûé îòðåçîê íàìîòàåòñÿ 2 ðàçà, è åùå îäèí íàìîòàåòñÿ 1 ðàç, ñì ðèñ 10. Íà
êàæäóþ äîáàâëåííóþ îêðóæíîñòü îêðåñòíîñòü ãðàôà ïðîäîëæàåòñÿ 6 ñïîñîáàìè
(ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòèðóåìîñòè è åäèíñòâåííîñòè äâóìåðíîé êëåòêè.) Âûáîð
òðåõ îòðåçêîâ íåîäíîçíà÷åí (èõ ìîæíî ïåðåñòàâèòü ìåæäó ñîáîé 6 ñïîñîáàìè, è
äóãó (5, 0) → (6,−1) → (7, 0) ìîæíî ïåðåïóòàòü ñ äóãîé (5, 0) → (6, 1)), ïîýòîìó
äëÿ n = 4 íàéäåíî 6·6

6·2 = 3 ñïàéíà. Ïîëó÷åííûå ñïàéíû íå ãîìåîìîðôíû äðóã
äðóãó, òàê êàê åñëè ó ãîìåîìîðôíûõ ñïàéíîâ âûäåëåííûå îòðåçêè ñîâïàäóò, òî
äàëüøå âñå ïðîäîëæåíèÿ ñîâïàäóò.

Ïåðåéäåì òåïåðü îò n ê n + 2: äîáàâëåíèå åùå äâóõ îêðóæíîñòåé äàåò 6 · 6
âàðèàíòîâ ïðîäîëæåíèÿ îêðåñòíîñòè áûâøåãî îñîáîãî ãðàôà íà íîâûé îñîáûé
ãðàô (àíàëîãè÷íî ïåðåõîäó G2 → G4). Îäíàêî íà ïðîøëîì øàãå n − 2 → n
äîáàâëÿåìûå îêðóæíîñòè áûëè îäèíàêîâû, à òåïåðü íà îäíîé èç íèõ âèñÿò åùå
2 îêðóæíîñòè, çíà÷èò íà øàãå n − 2 → n ïîëó÷àåì óäâîåíèå ÷èñëà âàðèàíòîâ
îò òîãî, íà êàêóþ èç 2 íåñèììåòðè÷íûõ îêðóæíîñòåé áóäåò íà÷àòî ïðîäîëæåíèå
îêðåñòíîñòè îñîáîãî ãðàôà. �

Â ñëó÷àå íå÷åòíîãî n íàäî íà÷èíàòü ñ öåïî÷êè ÷åòûðåõ êàñàþùèõñÿ îêðóæ-
íîñòåé (ñì. ðèñ 11) è äîáàâëÿòü îêðóæíîñòè àíàëîãè÷íî ÷åòíîìó ñëó÷àþ. Â èòîãå
ïîëó÷èòñÿ 3 · (6

√
2)n−5 îðèåíòèðóåìûõ ñïàéíîâ ñ îäíîé äâóìåðíîé êëåòêîé ïðè

n ≥ 5.

Ñëåäñòâèå ëåììû è òåîðåì èç [6]: Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 5 ñóùåñòâó-
åò êàê ìèíèìóì 3 · (6

√
2)n−5 êîìïàêòíûõ íåçàìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ ãèïåðáî-

ëè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ñëîæíîñòè n ñ ãåîäåçè÷åñêîé ãðàíèöåé.
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Òåîðåìà 3. Ðàññìîòðèì ðåãóëÿðíûå îêðåñòíîñòè îñîáûõ ãðàôîâ G â ñïàé-
íàõ, èìåþùèõ îäíó äâóìåðíóþ êëåòêó. Âñå ýòè îêðåñòíîñòè ðåòðàãèðóþòñÿ íà
ñâîþ ãðàíè÷íóþ îêðóæíîñòü S1

0 (òî åñòü íà ãðàíèöó äèñêà, âûáðîøåííîãî èç
äâóìåðíîé êëåòêè).

�Èñïîëüçóåì òåîðèþ ïðåïÿòñòâèé: åñëè ãðàíèöà äèñêà îòîáðàæàåòñÿ íà îêðóæ-
íîñòü S1

0 ñî ñòåïåíüþ 0, òî îòîáðàæåíèå ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ âñåãî
äèñêà.

Ñæèìàÿ P � îêðåñòíîñòü G, ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå f : S1
0 → G. Âûáåðåì

êàêóþ-íèáóäü âåðøèíó ãðàôà G, òîãäà íà õîòÿ áû îäíî èç 4 âûõîäÿùèõ èç íåå
ðåáåð (ïóñòü íà e) îêðóæíîñòü S1

0 îòîáðàæàåòñÿ ñî ñòåïåíüþ +1 èëè -1, ñì. ðèñ 12.
Òåïåðü âñå G \ e îòîáðàæàåì â òî÷êó x0 ∈ S1

0 , à ðåáðî e îòîáðàæàåì ñî ñòåïåíüþ
+1 èëè -1 íà S1

0 ñîîòâåòñòâåííî. À S1
0 îòîáðàçèì íà S1

0 òîæäåñòâåííî. Ñîåäèíèì
x0 ñ òî÷êîé èç G\e ïóòåì m è îòîáðàçèì m â òî÷êó x0, ñì. ðèñ 13. Òåïåðü ãðàíèöà
äèñêà ∂(P \ (G ∪ S1

0 ∪m) = (S1
0 − e) + G \ e îòîáðàæàåòñÿ ñî ñòåïåíüþ 0 íà S1

0 ,
ïîýòîìó îòîáðàæåíèå ìîæíî ïðîäîëæèòü íà âåñü ñïàéí. �

Àäàìñ ðàññìàòðèâàë òðîéíîé ëèñò Ìåáèóñà, ñîåäèíåííûé ëåíòî÷êîé ñ îáû÷-
íûì ëèñòîì (òî åñòü ëîæíóþ ïîâåðõíîñòü) è ðåòðàãèðîâàë åå íà ãðàíèöó.

Åñëè êîìïàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ îñîáåííîñòÿìè ðåòðàãèðóåòñÿ íà ñâîþ ãðàíè-
öó � ïîäìíîãîîáðàçèå, òî ïðè ðåòðàêöèè îñîáåííîñòè îòîáðàçÿòñÿ íà ãðàíèöó
ñþðüåêòèâíî. Ïîýòîìó âñå äâóìåðíûå àíàëîãè ïðèìåðà Àäàìñà äîëæíû èìåòü
êàêîé-òî ãðàô îñîáåííîñòåé.
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