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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.
Ïóñòü g � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè íàä R, à g∗ � äâîéñòâåííîå ê íåé ïðîñòðàí-

ñòâî (êîàëãåáðà). Òîãäà íà ìíîæåñòâå ãëàäêèõ ôóíêöèé íà g∗ ìîæíî ââåñòè ñòðóêòó-
ðó áåñêîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû Ëè, çàäàâ ñêîáêó Ïóàññîíà ñëåäóþùèé îáðàçîì. Ïóñòü
f, g : g∗ → R äâå ïðîèçâîëüíûå ãëàäêèå ôóíêöèè, òîãäà

{f, g}(x) =< x, [df(x), dg(x)] >,

çäåñü x � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò êîàëãåáðû, äèôôåðåíöèàëû ôóíêöèé f è g â òî÷êå
x ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíòû àëãåáðû g, êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè îáîçíà÷åí
êîììóòàòîð, à òðåóãîëüíûìè � çíà÷åíèå êîâåêòîðà íà âåêòîðå. Îòìåòèì, ÷òî ñêîá-
êà Ïóàññîíà äâóõ ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé íà g∗ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé
ôóíêöèåé. Â äàëüíåéøåì íàì áóäåò óäîáíî ïîëèíîìû íà g∗ ñ÷èòàòü ïîëèíîìàìè îò
ýëåìåíòîâ àëãåáðû g. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîëèíîìîâ îò ýëåìåíòîâ àëãåáðû g ñ ââåäåííîé
âûøå ñêîáêîé Ïóàññîíà îáðàçóþò áåñêîíå÷íîìåðíóþ àëãåáðó Ëè, êîòîðóþ ìû áóäåì
íàçûâàòü àëãåáðîé Ïóàññîíà � Ëè è îáîçíà÷àòü P (g).

Ó àëãåáðû Ëè g åñòü äâå õàðàêòåðèñòèêè: åå ðàçìåðíîñòü dimg è èíäåêñ indg.
Îïðåäåëåíèå. Íàáîð ïîëèíîìîâ f1, . . . , fk ∈ P (g) íàçûâàåòñÿ ïîëíûì êîììóòà-

òèâíûì, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) {f, g} = 0 äëÿ ∀i, j ∈ 1, . . . , k

2) f1, . . . , fk � ïî÷òè âñþäó ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû

3) k = 1
2 (dimg+indg).

Ïîëíûå êîììóòàòèâíûå íàáîðû ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé èíòåðåñ, ïîñêîëüêó èç ñó-
ùåñòâîâàíèÿ òàêîãî íàáîðà ñëåäóåò, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå äâîéñòâåííîì ê àëãåáðå Ëè
ñóùåñòâóåò âïîëíå èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ñ ïîëèíîìè-
àëüíûìè ïåðâûìè èíòåãðàëàìè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âçÿòü îäèí ïîëèíîì èç ïîëíîãî
êîììóòàòèâíîãî íàáîðà â êà÷åñòâå ãàìèëüòîíèàíà, òî îñòàâøèåñÿ ïîëèíîìû áóäóò ÿâ-
ëÿòüñÿ ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûìè ïåðâûìè èíòåãðàëàìè.

Àïðèîðè íåèçâåñòíî, íà êàæäîé ëè êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðå Ëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû
îäèí ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð ïîëèíîìîâ. Â ðàáîòå [4] À.Ò. Ôîìåíêî è À.Ñ. Ìè-
ùåíêî áûëà âûäâèíóòà ñëåäóþùàÿ ãèïîòåçà.

Ãèïîòåçà. Ïóñòü g � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ âåùåñòâåííàÿ èëè êîìïëåêñ-
íàÿ àëãåáðà Ëè, òîãäà íà g∗ ñóùåñòâóåò ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð ïîëèíîìîâ.

Àâòîðàìè ãèïîòåçà áûëà äîêàçàíà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà àëãåáðà Ëè g � ïîëóïðîñòàÿ.
Ïîçæå Ñ.Ò. Ñàäýòîâ äîêàçàë äàííóþ ãèïîòåçó äëÿ ïðîèçâîëüíîé àëãåáðû [1].
Òåîðåìà (Ñàäýòîâ, 2004). Ïóñòü g � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè íàä

ïîëåì K íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè, òîãäà íà g∗ ñóùåñòâóåò ïîëíûé êîììóòàòèâíûé
íàáîð ïîëèíîìîâ.

Äîêàçàòåëüñòâîì äàííîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì, êîòîðûé çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ
ïîëíîãî êîììóòàòèâíîãî íàáîðà íà êîíêðåòíîé àëãåáðå Ëè ñâîäèò ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ
ïîëíîãî êîììóòàòèâíîãî íàáîðà íà àëãåáðå Ëè ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè äî òåõ ïîð, ïîêà
ìû íå ïðèäåì ê êîììóòàòèâíîé èëè ïîëóïðîñòîé àëãåáðå. Äëÿ êîììóòàòèâíîé àëãåá-
ðû ïîñòðîåíèå ïîëíîãî êîììóòàòèâíîãî íàáîðà òðèâèàëüíî, à â ñëó÷àå ïîëóïðîñòîé
àëãåáðû ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð ìîæíî ïîëó÷èòü ìåòîäîì ñäâèãà àðãóìåíòà,
ïðåäëîæåííûì À.Ò. Ôîìåíêî è À.Ñ. Ìèùåíêî â ðàáîòå [4].

Î÷åâèäíî, ÷òî ìîãóò ñóùåñòâîâàòü äâà ðàçëè÷íûõ ïîëíûõ êîììóòàòèâíûõ íàáîðà,
ãðàäèåíòû êîòîðûõ çàäàþò îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå íà êîàëãåáðå. Ïîýòîìó ñ ãåî-
ìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âàæíû íå ñòîëüêî ñàìè ïîëèíîìû, ñêîëüêî ðàñïðåäåëåíèÿ,
çàäàâàåìûå èõ ãðàäèåíòàìè. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ î ïîñòðîåíèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ãðàäèåíòîâ ïîëèíîìîâ, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì Ñàäýòîâà. Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åí
àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. ñòð. 9 � 10).
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Òàêæå â äàííîé ðàáîòå ïîñòðîåíû ïîëíûå êîììóòàòèâíûå íàáîðû ïîëèíîìîâ äëÿ
âñåõ âåùåñòâåííûõ àëãåáð Ëè ðàçìåðíîñòè 3, 4, 5 è íèëüïîòåíòíûõ ðàçìåðíîñòè 6 ìå-
òîäîì Ñàäýòîâà (ñì. òàáëèöû íà ñòð. 17 � 34).

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàäèåíòîâ.
Íà÷íåì ñ áîëåå ïîäðîáíîãî îïèñàíèÿ ìåòîäà Ñàäýòîâà, à êîíêðåòíî ñ ëåììû, êî-

òîðàÿ èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â äàííîì ìåòîäå. Ïóñòü g � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè
íàä ïîëåì K íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. Òîãäà äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñëåäóþùèõ
âîçìîæíîñòåé.

Ëåììà ([1], [2]). Ëþáàÿ àëãåáðà Ëè g íàä ïîëåì K õàðàêòåðèñòèêè íóëü óäîâëå-
òâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) g èìååò êîììóòàòèâíûé èäåàë h, íå ÿâëÿþùèéñÿ îäíîìåðíûì öåíòðîì àëãåáðû
g;

2) g èìååò èäåàë hm, èçîìîðôíûé àëãåáðå Ãåéçåíáåðãà, è ïðè ýòîì öåíòð g ñîâïà-
äàåò ñ öåíòðîì èäåàëà hm;

3) g = L⊕K, ãäå àëãåáðà L ïîëóïðîñòà;

4) g ïîëóïðîñòà.

Â ñëó÷àÿõ 3) è 4) èñêîìûé êîììóòàòèâíûé íàáîð ïîëó÷àåòñÿ ìåòîäîì ñäâèãà àðãó-
ìåíòà, à â ñëó÷àÿõ 1) è 2) óäàåòñÿ ñäåëàòü èíäóêòèâíûé ïåðåõîä ê àëãåáðå Ëè ìåíüøåé
ðàçìåðíîñòè. Ïðîñëåäèì, êàê áóäóò ìåíÿòüñÿ ãðàäèåíòû ïîëèíîìîâ ïðè èíäóêòèâíûõ
ïåðåõîäàõ â ñëó÷àÿõ 1) è 2).

Ñëó÷àé 1.
Àëãåáðà g èìååò êîììóòàòèâíûé èäåàë h íå ñîâïàäàþùèé ñ îäíîìåðíûì öåíòðîì.

Ïóñòü dimg = n, à dimh = k. Âûáåðåì â àëãåáðå g áàçèñ e1, . . . , ek, fk+1, . . . , fn òàê, ÷òîáû
âåêòîðà e1, . . . , ek îáðàçîâûâàëè áàçèñ â èäåàëå h. Òîãäà â äàííîì áàçèñå ñòðóêòóðíûå
êîíñòàíòû àëãåáðû g áóäóò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

e1 . . . ek

...
e1

ek

fk+1 . . . fn

fk+1

fn

...

0 ap
ijep

ap
jiep bp

ijep + cq
ijfq

òåíçîðû ap
ij , b

p
ij , c

q
ij � êîñîñèììåòðè÷íû ïî íèæíèì èíäåêñàì, è èìè çàäàåòñÿ êîììóòà-

òîð â àëãåáðå g. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî èíäåêñ p ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 1 äî k, à èíäåêñ
q ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò k + 1 äî n. Äëÿ òåíçîðà ap

ij : 1 ≤ i ≤ k è k + 1 ≤ j ≤ n èëè
k + 1 ≤ i ≤ n è 1 ≤ j ≤ k. Äëÿ òåíçîðîâ bp

ij è cq
ij : k + 1 ≤ i ≤ n è k + 1 ≤ j ≤ n.

Òàê êàê h � èäåàë, òî ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå ad ìîæíî îãðàíè÷èòü íà èäåàë
h. Îáîçíà÷èì îãðàíè÷åíèå: ad|h. Ïðè òàêîì ïðåäñòàâëåíèè êàæäîìó ýëåìåíòó àëãåáðû
g ñîïîñòàâèì ëèíåéíûé îïåðàòîð íà h. Ïîñìîòðèì, êàêèå îïåðàòîðû ïðè ýòîì ñîîòâåò-
ñòâóþò áàçèñíûì ýëåìåíòàì. Òàê êàê èäåàë h êîììóòàòèâíûé, òî ýëåìåíòàì e1, . . . , ek
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ñîîòâåòñòâóþò òîæäåñòâåííî íóëåâûå îïåðàòîðû íà h. À êàæäîìó ýëåìåíòó fm ñîîò-
âåòñòâóåò îïåðàòîð, êîòîðûé â äàííîì áàçèñå çàäàåòñÿ ìàòðèöåé (ai

mj).
Ïóñòü ξ1, . . . , ξk, ηk+1, . . . , ηn áàçèñ â êîàëãåáðå g∗, äâîéñòâåííûé ê áàçèñó e1, . . . , ek, fk+1, . . . , fn.

Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå (ad|h)∗ äâîéñòâåííîå ê ïðåäñòàâëåíèþ ad|h. Ïðè òàêîì ïðåä-
ñòàâëåíèè êàæäîìó ýëåìåíòó àëãåáðû áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îïåðàòîð íà h∗. Êàêèå
îïåðàòîðû áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü áàçèñíûì ýëåìåíòàì àëãåáðû g? Ýëåìåíòàì e1, . . . , ek

áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü íóëåâûå îïåðàòîðû íà h∗. À êàæäîìó ýëåìåíòó fm áóäåò ñîîò-
âåòñòâîâàòü îïåðàòîð, êîòîðûé â áàçèñå ξ1, . . . , ξk áóäåò çàäàâàòüñÿ ìàòðèöåé (ai

mj)
∗.

Òåïåðü ñîãëàñíî ìåòîäó Ñàäýòîâà (ñì. [2]) íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî âñåõ
ðàöèîíàëüíûõ ñå÷åíèé Ψ : h∗ → g, òàêèõ ÷òî Ψ(h) ∈ St(ad|h)∗(h) äëÿ êàæäîãî h ∈ h∗.
Çäåñü St(ad|h)∗(h) � ñòàáèëèçàòîð ýëåìåíòà h îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ (ad|h)∗.

Ôèêñèðóåì íåêîòîðûé ýëåìåíò h ∈ h∗ è íàéäåì åãî ñòàáèëèçàòîð. Ïóñòü h =
k∑

i=1

hiξi.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x ∈ g, ïóñòü x =
k∑

i=1

xiei +
n∑

i=k+1

xifi. Íàéäåì äåé-

ñòâèå îáðàçà ýëåìåíòà x íà h ïðè ïðåäñòàâëåíèè (ad|h)∗. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ax � îïåðà-
òîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòó x ïðè ïðåäñòàâëåíèè (ad|h)∗. Òîãäà

x ∈ St(ad|h)∗(h) ⇐⇒ Ax(h) = 0 ∈ h∗

òî åñòü < Ax(h), y >= 0 äëÿ ëþáîãî y ∈ h. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî < Ax(h), ei >= 0,
ãäå i = 1, . . . , k. Òåïåðü ïðèøëî âðåìÿ íàéòè ñòàáèëèçàòîð St(ad|h)∗(h):

< Ax(h), ei >=
k∑

j=1

xj < Aej (h), ei > +
n∑

j=k+1

xj < Afj (h), ei >=
n∑

j=k+1

xj < Afj (h), ei >

òàê êàê h =
k∑

p=1
hpξp, òî

n∑

j=k+1

xj < Afj (h), ei >=
n∑

j=k+1

xj

k∑
p=1

hp < Afj (ξp), ei > .

Âûøå îòìå÷àëîñü, ÷òî Afm = (ai
mj)

∗, ïîýòîìó

< Afj (ξp), ei >=< ξp, A
∗
fj

(ei) >=< ξp, a
s
jies >= ap

ji.

Çíà÷èò ñòàáèëèçàòîð ýëåìåíòà h =
k∑

p=1
hpξp çàäàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî

xj-ûõ :
n∑

j=k+1

k∑
p=1

xjhpa
p
ji = 0, i = 1, . . . , k. (∗)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â äàííîé ñèñòåìå îòñóòñòâóþò íåèçâåñòíûå x1, . . . , xk, ïîýòî-
ìó ðàçìåðíîñòü ñòàáèëèçàòîðà ëþáîãî ýëåìåíòà h, âñåãäà áîëüøå èëè ðàâíà k. Ïóñòü
dimK St(h) = l (l ≥ k). Òîãäà l íåèçâåñòíûõ (áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ýòî x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xl) îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé, ïîýòîìó
îñòàëüíûå íåèçâåñòíûå: xl+1, . . . , xn âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íèõ ëèíåéíûì ñïîñîáîì:





xl+1 = cl+1,k+1xk+1 + · · ·+ cl+1,lxl

...
xn = cn,k+1xk+1 + · · ·+ cn,lxl

(∗∗)

çäåñü ci,j � ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè îò h1, . . . , hk.
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Òåïåðü áîëåå ïîäðîáíî ðàññìîòðèì ðàöèîíàëüíûå ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ
ïîäàëãåáð, òî åñòü òàêèå ðàöèîíàëüíûå îòîáðàæåíèÿ Ψ : h∗ → g, ÷òî Ψ(h) ∈ St(h).
Êàæäîå òàêîå ñå÷åíèå ñóòü íàáîð èç n ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé x1, . . . , xn:

(h1, h2, . . . , hk) Ψ7−→ (x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xl︸ ︷︷ ︸
ïðîèçâîëüíûå

, xl+1, . . . , xn)︸ ︷︷ ︸
èç ñèñòåìû (∗∗)

ïðè÷åì, â êà÷åñòâå ôóíêöèé x1, . . . , xl ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîëüíûå ðàöèîíàëüíûå ôóíê-
öèè îò h1, . . . , hk, à ôóíêöèè xl+1, . . . , xn áóäóò èõ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñ êîýôôè-
öèåíòàìè ci,j ñîãëàñíî ñèñòåìå (∗∗). Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, êîýôôèöèåíòû ci,j â ñèñòåìå
(∗∗) ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè îò h1, . . . , hk, ïîýòîìó xl+1, . . . , xn òàêæå áóäóò ðàöèîíàëü-
íûìè ôóíêöèÿìè îò h1, . . . , hk. Çàôèêñèðóåì ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ñå÷åíèå, äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî çàäàòü ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè:

x1 = R1(h1, . . . , hk)
...

xl = Rl(h1, . . . , hk)

çíàÿ x1, . . . , xl, íàõîäèì:

xl+1 = Ll+1(Rk+1, . . . , Rl)
...

xn = Ln(Rk+1, . . . , Rl)

îïðåäåëåíèå ëèíåéíûõ ôóíêöèé Ll+1, . . . , Ln ñîäåðæèòñÿ â ñèñòåìå (∗∗).
Ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ïîäàëãåáð åñòå-

ñòâåííûì îáðàçîì íàäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé àëãåáðû Ëè, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü ïî-
òî÷å÷íûé êîììóòàòîð: [Ψ1, Ψ2](h) = [Ψ1(h), Ψ2(h)]. Òåïåðü, ñîãëàñíî îáùåé êîíñòðóê-
öèè, íóæíî ïî êàæäîìó ðàöèîíàëüíîìó ñå÷åíèþ ïîñòðîèòü ôóíêöèþ íà g∗ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

fΨ(ζ) =< Ψ(πh∗(ζ)), ζ >, ζ ∈ g∗

Êàê èçâåñòíî, âñå ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè íà g∗ ñî ñêîáêîé Ïóàññîíà îáðàçóþò Ïóàñ-
ñîíîâó àëãáåðó. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îïèñàííîå âûøå îòîáðàæåíèå Ψ → fΨ ÿâëÿåòñÿ
ãîìîìîðôèçìîì: {fΨ1 , fΨ2}(ζ) =< [Ψ1, Ψ2](πh∗(ζ)), ζ >= f[Ψ1,Ψ2](ζ) àëãåáðû ðàöèîíàëü-
íûõ ñå÷åíèé â àëãåáðó Ïóàññîíà. Èçó÷èì àëãåáðó a � îáðàç äàííîãî ãîìîìîðôèçìà.
Íàä ïåðâîíà÷àëüíûì ïîëåì K àëãåáðà a áåñêîíå÷íîìåðíà, íî åå òàêæå ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê àëãåáðó íàä K(h) � ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íà h. Íàä íîâûì ïîëåì
îíà ñòàíîâèòñÿ êîíå÷íîìåðíîé, ïðè÷åì èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå:

Óòâåðæäåíèå([2]). dimK(h) a = dimK St(h)− dimK h + 1

Äîêàçàòåëüñòâî: Â ââåäåííûõ íàìè îáîçíà÷åíèÿõ: dimK(h) a = l − k + 1. Äåéñòâè-

òåëüíî, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ζ ∈ g∗, ïóñòü ζ =
k∑

i=1

ζiξi +
n∑

i=k+1

ζiηi. Òîãäà

πh∗(ζ) =
k∑

i=1

ζiξi.

Ψ(πh∗(ζ)) = (R1(ζ1, . . . , ζk), . . . , Rl(ζ1, . . . , ζk), Ll+1(Rk+1, . . . , Rl), . . . , Ln(Rk+1, . . . , Rl))

fΨ(ζ) =< Ψ(πh∗(ζ)), ζ >=

= R1(ζ1, . . . , ζk)ζ1+· · ·+Rl(ζ1, . . . , ζk)ζl+Ll+1(Rk+1, . . . , Rl)ζl+1+· · ·+Ln(Rk+1, . . . , Rl)ζn

òåïåðü, ïîëüçóÿñü ñèñòåìîé (∗∗) ðàñïèøåì ôóíêöèè Li ÷åðåç ci,j , ïîëó÷èì:

fΨ(ζ) =< Ψ(πh∗(ζ)), ζ >=
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R1ζ1 + · · ·+Rlζl +(cl+1,k+1Rk+1 + · · ·+ cl+1,lRl)ζl+1 + · · ·+(cn,k+1Rk+1 + · · ·+ cn,lRl)ζn =

= R1ζ1+· · ·+Rkζk+Rk+1(ζk+1+cl+1,k+1ζl+1+· · ·+cn,k+1ζn)+· · ·+Rl(ζl+cl+1,lζl+1+· · ·+cn,lζn)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî ðàöèîíàëüíîìó ñå÷åíèþ, ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ýëåìåíòà ïîëÿ K(h) (ïåðâûå k ñëàãàåìûõ) è ëèíåéíîé êîìáè-
íàöèè ñ êîýôôèöèåíòàìè èç K(h) áàçèñíûõ ôóíêöèé ϕi = ζi + cl+1,iζl+1 + · · · + cn,iζn,
ãäå k + 1 ≤ i ≤ l. Òåì ñàìûì, ðàçìåðíîñòü àëãåáðû a ðàâíà l − k + 1. ¥

Ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ïîäàëãåáð çàäàåòñÿ íàáîðîì
ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé x1, . . . , xn íà h∗, êîòîðûå äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü îïèñàííûì
âûøå óñëîâèÿì. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñå÷åíèÿ:

Ψ0 :





x1 = 1
x2 = 0
...
xk = 0

Ψi :





x1 = 0
...
xk = 0





xk+1 = 0
...
xn = 0





xk+1 = 0
...
xi = 1
...
xl = 0




xl+1 = cl+1,i

...
xn = cn,i

i = k + 1, . . . , l

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè ãîìîìîðôèçìå Ψ → fΨ ñå÷åíèå Ψ0 ïåðåõîäèò â ýëåìåíò
ïîëÿ K(h), êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì ϕ0, à ñå÷åíèÿ Ψi ïåðåõîäÿò â ôóíêöèè ϕi. Ôóíêöèé
ϕ0, ϕk+1, . . . , ϕl îáðàçóþò áàçèñ â àëãåáðå a.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ àëãåáðû a íàéäåí ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð ïî-
ëèíîìîâ P̃α, α ∈ I. Òåì ñàìûì íàéäåíî ðàñïðåäåëåíèå ãðàäèåíòîâ ïîëèíîìîâ èç ïîëíîãî
íàáîðà. Âåêòîðíîå ïîëå, çàäàâàåìîå ãðàäèåíòîì îäíîãî ïîëèíîìà, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
âåêòîð äëèíû l−k+1 (ðàçìåðíîñòü àëãåáðû a), ñîñòîÿùèé èç ïîëèíîìîâ îò ïåðåìåííûõ
ϕ0, ϕk+1, . . . , ϕl ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ K(h).

Ïî ìåòîäó Ñàäýòîâà, ÷òîáû èç ïîëíîãî êîììóòàòèâíîãî íàáîðà P̃α, α ∈ I íà àëãåáðå
a ïîëó÷èòü ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð íà ïåðâîíà÷àëüíîé àëãåáðå g íåîáõîäèìî â
êàæäîì ïîëèíîìå P̃α çàìåíèòü ϕ0, ϕk+1, . . . , ϕl íà ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

ϕ0 → e1

ϕi → fi + cl+1,ifl+1 + · · ·+ cn,ifn, k + 1 ≤ i ≤ l.
(∗ ∗ ∗)

Â ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèÿõ èçáàâèòüñÿ îò ðàöèîíàëüíîñòè äîìíîæåíèåì íà îáùèé
çíàìåíàòåëü. Ïîëó÷èì íàáîð ïîëèíîìîâ Pα, α ∈ I. Òåïåðü äîáàâèâ ê íåìó ïîëèíîìû
e1, . . . , ek ïîëó÷èì èñêîìûé ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð íà àëãåáðå g.

Òåïåðü íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå, çàäàâàåìîå ãðàäèåíòàìè ïîëíîãî êîììóòàòèâíîãî íà-
áîðà íà àëãåáðå g. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî íàéòè ∂Pα

∂fi
, α ∈ I, k + 1 ≤ i ≤ n. Îòìåòèì, ÷òî

ïðîèçâîäíûå ∂Pα

∂ei
, α ∈ I, 1 ≤ i ≤ k íå âëèÿþò íà èñêîìîå ðàñïðåäåëåíèå, ïîñêîëüêó â

ïîëíûé íàáîð âõîäÿò ïîëèíîìû e1, . . . , ek. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

∂Pα

∂fi
=

∂P̃α

∂ϕi

∣∣∣
ϕi

k + 1 ≤ i ≤ l

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè â ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ϕi � ûå çàìåíåíû ñîãëàñíî (∗∗∗). Àíàëîãè÷íî

∂Pα

∂fi
=

( ∂P̃α

∂ϕk+1
ci,k+1 + · · ·+ ∂P̃α

∂ϕl
ci,l

)∣∣∣
ϕi

l + 1 ≤ i ≤ n
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Çíà÷èò äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå ãðàäèåíòîâ ïîëíîãî íàáîðà íà àë-
ãåáðå g íåîáõîäèìî âçÿòü ãðàäèåíòû ïîëíîãî íàáîðà íà àëãåáðå a, îòáðîñèòü ó íèõ
ïåðâóþ êîìïîíåíòó (òî åñòü ïðîèçâîäíóþ ∂P̃α

∂ϕ0
), â îñòàâøèõñÿ êîìïîíåíòàõ ϕ0, ϕk+1, . . . , ϕl

çàìåíèòü ñîãëàñíî (∗ ∗ ∗), ïîëó÷åííûå âåêòîðà äîìíîæèòü ñïðàâà íà ìàòðèöó âèäà:

(
∂P̃α

∂ϕk+1

∣∣
ϕi

, . . . , ∂P̃α

∂ϕl

∣∣
ϕi

)

1

1 p p p p p0

0 cl+1,k+1 . . . cn,k+1

cl+1,l . . . cn,l

...
...

Ýòî áóäåò ïðîåêöèÿ èñêîìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âäîëü ïåðâûõ k áàçèñíûõ âåêòîðîâ.
Òåïåðü äîáàâèâ ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ãðàäèåíòîâ ïîëèíîìîâ e1, . . . , ek ïîëó÷èì íóæíîå
íàì ðàñïðåäåëåíèå.

Ñëó÷àé 2.
Àëãåáðà g ñîäåðæèò èäåàë hm èçîìîðôíûé àëãåáðå Ãåéçåíáåðãà, ïðè÷åì öåíòð hm

ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì âñåé àëãåáðû. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå àëãåáðû Ãåéçåíáåðãà.
Îïðåäåëåíèå. Àëãåáðà hm íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Ãåéçåíáåðãà, åñëè âûïîëíåíû ñëå-

äóþùèå óñëîâèÿ:

1) êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî hm ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé îäíîìåðíîãî ïîäïðî-
ñòðàíñòâà è 2m � ìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà: hm =< z > ⊕V 2m

2) íà V 2m çàäàíà ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ω

3) z ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì öåíòðîì

4) äëÿ ∀v1, v2 ∈ V 2m [v1, v2] = ω(v1, v2)z.

Ïóñòü dimg = n, à dimhm = 2m+1. Âûáåðåì â àëãåáðå g áàçèñ z, v1, . . . , v2m, f1, . . . , fk

(ãäå k = n−2m−1), òàê ÷òîáû âåêòîðà z, v1, . . . , v2m îáðàçîâûâàëè áàçèñ â èäåàëå hm, à z
áûë îäíîìåðíûì öåíòðîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ω â äàííîì
áàçèñå çàäàåòñÿ ìàòðèöåé Ω = (ωij). Òîãäà ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû àëãåáðû g áóäóò
âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

z v1 . . . v2m f1 . . . fk

...
v1

v2m

z

f1

fk

...

0 0 0. . . 0 0. . .

0

0
0

0

...

...

ωijz ap
ijvp + bijz

ap
jivp+

+bjiz
∗

çäåñü ap
ij , bij � òåíçîðû êîñîñèììåòðè÷íûå ïî íèæíèì èíäåêñàì, èíäåêñ p ìåíÿåòñÿ â

ïðåäåëàõ îò 1 äî 2m, çâåçäî÷êîé îáîçíà÷åíû ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû ïðîèçâîëüíîãî
âèäà.

Ëåììà ([2]). Ñóùåñòâóåò ïîäàëãåáðà b ⊂ g, òàêàÿ ÷òî b + hm = g è b ∩ hm =<
z >. Ïðè ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâî V ⊂ hm èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèíåííîãî
äåéñòâèÿ b, è b äåéñòâóåò íà V ñèìïëåêòè÷åñêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè.
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×òîáû â äàííîì ñëó÷àå ïîñòðîèòü ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð íà àëãåáðå g íåîá-
õîäèìî âçÿòü ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð íà àëãåáðå b, çàòåì â íåì çàìåíèòü âñå
ýëåìåíòû àëãåáðû b íà êâàäðàòè÷íûå ïîëèíîìû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè äàííûõ
ýëåìåíòîâ ïðè îòîáðàæåíèè

ρβ(x) =< β, x >< z, x > +
1
2

< ω−1((adβ)∗π(x)), x >

ãäå x ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç g∗, β � ýëåìåíò ïîäàëãåáðû b, ρβ(x) ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé åìó êâàäðàòè÷íûé ïîëèíîì, π : g∗ → V ∗ ïðîåêöèÿ, (adβ)∗ : V ∗ → V ∗ îïåðàòîð,
äâîéñòâåííûé ê îïåðàòîðó adβ : V → V , ω � ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà V , ðàñ-
ñìàòðèâàåìàÿ êàê îòîáðàæåíèå èç V â V ∗, ω−1 : V ∗ → V � îáðàòíûé îïåðàòîð.

Ïîñëå ýòîãî ê ïîëó÷åííîìó íàáîðó íóæíî äîáàâèòü ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð
íà hm, íàïðèìåð ìîæíî âçÿòü z, u1, . . . , um, ãäå u1, . . . , um � áàçèñ íåêîòîðîãî ëàãðàí-
æåâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà â V . Ïîýòîìó íàøåé áëèæàéøåé öåëüþ áóäåò îïèñàíèå ïîäàë-
ãåáðû b.

Â ñòàòüå À.Â. Áîëñèíîâà [2] ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ïîäàëãåáðû
b. Ïóñòü ξ = ξ0z +

2m∑
i=1

ξivi +
n−1∑

i=2m+1

ξifi−2m ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò àëãåáðû g. Ïóñòü

u =
2m∑
i=1

uivi ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç V . Òîãäà êîììóòàòîð [ξ, u] ∈ hm ìîæíî ðàçëîæèòü
ïî ïîäïðîñòðàíñòâàì < z > è V :

[ξ, u] = η1 + η2, η1 ∈ V, η2 ∈< z > .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

η2 =
2m∑

i=1

2m∑

j=1

ξiujωijz +
( n−1∑

i=2m+1

2m∑

j=1

ξiuj [fi−2m, vj ]
)∣∣∣ïðîåêöèÿ íà z =

=
( 2m∑

i=1

2m∑

j=1

ξiujωij +
n−1∑

i=2m+1

2m∑

j=1

ξiujbij

)
z.

Òàê êàê < z > îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, òî ýëåìåíò η2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå η2 = lξ(u)z, ãäå lξ(u) ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà V ñî çíà÷åíèÿìè â ïîëå K. Òàê êàê
íà V åñòü íåâûðîæäåííàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
âåêòîð uξ ∈ V , îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûé ïî ξ, òàêîé ÷òî lξ(u) = ω(uξ, u). Íàéäåì ýòîò
âåêòîð uξ.

lξ(u) = (ξ1, . . . , ξn−1)




Ω

− − −

B







u1

·
·
·
·

u2m




çäåñü B = (bij) ìàòðèöà ðàçìåðà k × 2m. Òåïåðü èç òîãî ÷òî lξ(u) = ω(uξ, u) âåðíî äëÿ
âñåõ u íàõîäèì

(ξ1, . . . , ξn−1)




Ω

− − −

B




= (uξ1 , . . . , uξ2m)


 Ω



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


uξ1

...
uξ2m


 =


 E

∣∣∣ −Ω−1BT




Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå ξ → ξ − uξ ñóòü ïðîåêöèÿ àëãåáðû g íà íåêîòîðîå
ïîäïðîñòðàíñòâî, áîëåå òîãî, ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî è ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ïîäàëãåáðîé b.
Ïóñòü M = (mij) = Ω−1BT , òîãäà îïåðàòîð ïðîåêöèè â ôèêñèðîâàííîì íàìè áàçèñå
ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

ξ − uξ =

1 0 0. . . 0 0. . .

0

0
0

0

...

...

0 M

0
p p p p p

1

1
0

0




ξ0

ξ1

...
ξ2m

ξ2m+1

...
ξn−1




Âûáåðåì â àëãåáðå b áàçèñ z, f̃1 = f1−uf1 , . . . , f̃k = fk−ufk
. Íàéäåì îáðàç áàçèñíûõ

ýëåìåíòîâ àëãåáðû b ïðè îòîáðàæåíèè ρ. Òàê êàê ρβ(x) =< β, x >< z, x > + 1
2 <

ω−1((adβ)∗π(x)), x >, òî íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
ρz = z2

ρf̃i
= z

(
fi+

2m∑

j=1

mjivj

)
+

1
2
(v1, . . . , v2m)


 Ω−1(ap

iq)
∗







v1

...
v2m


 , 1 ≤ i ≤ k (∗ ∗ ∗∗)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P̃α, α ∈ I ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð ïîëèíîìîâ íà àëãåáðå
b (îòìåòèì, ÷òî ýòî ïîëèíîìû îò z, f̃1, . . . , f̃k ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïðåæíåãî ïîëÿ K).
Òîãäà ñîãëàñíî ìåòîäó Ñàäýòîâà, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íà-
áîð íà àëãåáðå g íåîáõîäèìî â ïîëèíîìàõ P̃α, α ∈ I çàìåíèòü f̃1, . . . , f̃k íà êâàäðàòè÷íûå
ïîëèíîìû îò z, v1, . . . , v2m, f1, . . . , fk ñîãëàñíî (∗ ∗ ∗∗). Çàòåì ê ïîëó÷åííûì ïîëèíîìàì
Pα, α ∈ I äîáàâèòü ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð íà hm, òî åñòü íàïðèìåð z, u1, . . . , um

(ãäå u1, . . . , um áàçèñ íåêîòîðîãî ëàãðàíæåâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà â V ).
Òåïåðü íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå, çàäàâàåìîå ãðàäèåíòàìè ïîëíîãî êîììóòàòèâíîãî íà-

áîðà íà g, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî íàéòè ∂Pα

∂vi
, ∂Pα

∂fj
, α ∈ I, 1 ≤ i ≤ 2m, 1 ≤ j ≤ k. Îòìåòèì,

÷òî ïðîèçâîäíûå ∂Pα

∂z , α ∈ I íå âëèÿþò íà ðàñïðåäåëåíèå, òàê êàê â ïîëíûé êîììóòà-
òèâíûé íàáîð âõîäèò z. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

∂Pα

∂vi
=

( k∑
s=1

∂P̃α

∂f̃s

(
zmis +

1
2
( 2m∑

p=1

2m∑
q=1

ωip(ap
sq)

∗vq +
2m∑
p=1

2m∑
q=1

ωqp(a
p
si)
∗vq

))

︸ ︷︷ ︸
∂ρ

f̃s
∂vi

)∣∣∣
ρ
, 1 ≤ i ≤ 2m

∂Pα

∂fj
=

(∂P̃α

∂f̃j

z
)∣∣∣

ρ
, 1 ≤ j ≤ k

â ïðàâûõ ÷àñòÿõ âìåñòî z, f̃i ïîäñòàâëåíû ρz, ρf̃i
èç (∗ ∗ ∗∗). Ïóñòü G =

(
∂ρf̃i

∂vj

)
ìàòðèöà

èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, åå ðàçìåðû k × 2m. Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà G ÿâíî âûðàæà-
åòñÿ ÷åðåç ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû àëãåáðû g (ñîáñòâåííî ýòî âûðàæåíèå íàïèñàíî â
ôîðìóëå âûøå).
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Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå ãðàäèåíòîâ ïîëíîãî íàáîðà íà àëãåáðå g
íåîáõîäèìî âçÿòü ãðàäèåíòû ïîëíîãî íàáîðà íà àëãåáðå b, îòáðîñèòü ó íèõ ïåðâóþ
êîìïîíåíòó (òî åñòü ïðîèçâîäíóþ ∂P̃α

∂z ), â îñòàâøèõñÿ êîìïîíåíòàõ z, f̃1, . . . , f̃k çàìåíèòü
ñîãëàñíî (∗ ∗ ∗∗) íà ρz, ρf̃1

, . . . , ρf̃k
, ïîëó÷åííûå âåêòîðà äîìíîæèòü ñïðàâà íà ìàòðèöó

âèäà:
(

∂P̃α

∂f̃1

∣∣
ρ
, . . . , ∂P̃α

∂f̃k

∣∣
ρ

)

z

z p p p p p0

0
G

Ýòî áóäåò ïðîåêöèÿ èñêîìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âäîëü âåêòîðà z. Òåïåðü äîáàâèâ ëèíåé-
íóþ îáîëî÷êó ãðàäèåíòîâ ïîëèíîìîâ z, u1, . . . , uk ïîëó÷èì íóæíîå íàì ðàñïðåäåëåíèå.

Òåîðåìà. Ðàñïðåäåëåíèå ãðàäèåíòîâ ïîëíîãî êîììóòàòèâíîãî íàáîðà ïîëèíîìîâ,
ïîëó÷åííîãî ìåòîäîì Ñàäýòîâà, ñòðîèòñÿ ÿâíûì àëãîðèòìîì, ïðè÷åì àëãîðèòì ñâî-
äèòñÿ ê ðåøåíèþ ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé.

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàäèåíòîâ.
Ìåòîä Ñàäýòîâà â êîíå÷íîì èòîãå ìîæåò ïðèéòè ëèáî ê êîììóòàòèâíîé àëãåáðå,

ëèáî ê ïîëóïðîñòîé.

à) Â ñëó÷àå êîììóòàòèâíîé àëãåáðû ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð ñîñòîèò èç ëè-
íåéíûõ ïîëèíîìîâ (áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû) è ðàñïðåäåëåíèå ãðàäèåíòîâ ïî-
ëèíîìîâ â êàæäîé òî÷êå ñîâïàäàåò ñî âñåì êîêàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì.

á) Â ñëó÷àå ïîëóïðîñòîé àëãåáðû ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð ïîëó÷àåòñÿ ìåòî-
äîì ñäâèãà àðãóìåíòà è èñêîìîå ðàñïðåäåëåíèå ãðàäèåíòîâ åñòü ðàñïðåäåëåíèå
ãðàäèåíòîâ äàííûõ ïîëèíîìîâ.

Òåïåðü ñ÷èòàåì, ÷òî â ìåòîäå Ñàäýòîâà áûë ñîâåðøåí èíäóêòèâíûé ïåðåõîä îäíî-
ãî èç äâóõ âèäîâ: 1) êîììóòàòèâíûé èäåàë, 2) èäåàë Ãåéçåíáåðãà. Ïóñòü íà àëãåáðå
t, ê êîòîðîé ìû ïåðåøëè, ðàñïðåäåëåíèå ãðàäèåíòîâ ïîëíîãî êîììóòàòèâíîãî íàáîðà
óæå èçâåñòíî, íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå ãðàäèåíòîâ ïîëíîãî êîììóòàòèâíîãî íàáîðà íà
èñõîäíîé àëãåáðå g:

1) Â èñõîäíîé àëãåáðå g áûë êîììóòàòèâíûé èäåàë h íå ÿâëÿþùèéñÿ îäíîìåðíûì
öåíòðîì. Çíà÷èò äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå ãðàäèåíòîâ ïîëíîãî íà-
áîðà íà àëãåáðå g íåîáõîäèìî âçÿòü ãðàäèåíòû ïîëíîãî íàáîðà íà àëãåáðå t, îòáðî-
ñèòü ó íèõ ïåðâóþ êîìïîíåíòó (òî åñòü ïðîèçâîäíóþ ∂P̃α

∂ϕ0
), â îñòàâøèõñÿ êîìïî-

íåíòàõ ϕ0, ϕk+1, . . . , ϕl çàìåíèòü ñîãëàñíî (∗ ∗ ∗), ïîëó÷åííûå âåêòîðà äîìíîæèòü
ñïðàâà íà ìàòðèöó âèäà:

(
∂P̃α

∂ϕk+1

∣∣
ϕi

, . . . , ∂P̃α

∂ϕl

∣∣
ϕi

)

1

1 p p p p p0

0 cl+1,k+1
. . . cn,k+1

cl+1,l . . . cn,l

...
...

ïîëó÷èì ïðîåêöèþ èñêîìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âäîëü ïåðâûõ k áàçèñíûõ âåêòîðîâ,
äîáàâèâ ê ïîëó÷åííîìó ðàñïðåäåëåíèþ ðàñïðåäåëåíèå, çàäàâàåìîå ãðàäèåíòàìè
ïîëèíîìîâ e1, . . . , ek ïîëó÷èì èñêîìîå ðàñïðåäåëåíèå.
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2) Â èñõîäíîé àëãåáðå g áûë èäåàë hm èçîìîðôíûé àëãåáðå Ãåéçåíáåðãà, ïðè÷åì
öåíòð èäåàëà ñîâïàäàë ñ öåíòðîì âñåé àëãåáðû. Ïîýòîìó äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü
ðàñïðåäåëåíèå ãðàäèåíòîâ ïîëíîãî êîììóòàòèâíîãî íàáîðà íà àëãåáðå g íåîáõî-
äèìî âçÿòü ãðàäèåíòû ïîëíîãî êîììóòàòèâíîãî íàáîðà íà àëãåáðå t, îòáðîñèòü
ó íèõ ïåðâóþ êîìïîíåíòó (òî åñòü ïðîèçâîäíóþ ∂P̃α

∂z ), â îñòàâøèõñÿ êîìïîíåí-
òàõ z, f̃1, . . . , f̃k çàìåíèòü ñîãëàñíî (∗ ∗ ∗∗) íà ρz, ρf̃1

, . . . , ρf̃k
, ïîëó÷åííûå âåêòîðà

äîìíîæèòü ñïðàâà íà ìàòðèöó âèäà:

(
∂P̃α

∂f̃1

∣∣
ρ
, . . . , ∂P̃α

∂f̃k

∣∣
ρ

)

z

z p p p p p0

0
G

ïîëó÷èì ïðîåêöèþ èñêîìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âäîëü âåêòîðà z, äîáàâèâ ê ïîëó÷åí-
íîìó ðàñïðåäåëåíèþ ðàñïðåäåëåíèå, çàäàâàåìîå ãðàäèåíòàìè ïîëèíîìîâ z, u1, . . . , uk

ïîëó÷èì èñêîìîå ðàñïðåäåëåíèå.

Êîíåö àëãîðèòìà.
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Ïîëíûå êîììóòàòèâíûå íàáîðû ïîëèíîìîâ íà
àëãåáðàõ Ëè ìàëîé ðàçìåðíîñòè.

Â ðàáîòå áûëà èñïîëüçîâàíà êëàññèôèêàöèÿ âåùåñòâåííûõ àëãåáð Ëè ðàçìåðíîñòåé
òðè, ÷åòûðå, ïÿòü è íèëüïîòåíòíûõ ðàçìåðíîñòè øåñòü, êîòîðàÿ ïðèâåäåíà â ñòàòüå J.
Patera, R.T. Sharp, P. Winternitz [3]. Äëÿ êàæäîé èç ýòèõ àëãåáð áûë ïîñòðîåí ïîëíûé
êîììóòàòèâíûé íàáîð ïîëèíîìîâ ìåòîäîì Ñàäýòîâà.

Ïðèäåðæèâàÿñü îáîçíà÷åíèé â ñòàòüå [3] ìû êàæäîé àëãåáðå ïîñòàâèì â ñîîòâåò-
ñòâèå ñèìâîë An,m, ãäå n � ðàçìåðíîñòü àëãåáðû, à m � åå ïîðÿäêîâûé íîìåð â êëàñ-
ñèôèêàöèè àëãåáð òîé æå ðàçìåðíîñòè.

Ðåçóëüòàò ïîñòðîåíèÿ ïîëíûõ êîììóòàòèâíûõ íàáîðîâ íà äàííûõ àëãåáðàõ ïðèâå-
äåí â âèäå òàáëèö íà ñòðàíèöàõ 17 � 34. Êàæäàÿ òàáëèöà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ñòîëáöîâ.
Â ïåðâîì ñòîëáöå ïðèâåäåíà òàáëèöà óìíîæåíèÿ àëãåáðû, çàäàþùàÿ êîììóòàòîð. Âî
âòîðîì ñòîëáöå óêàçàíû îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòð (åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ íå îäíà àë-
ãåáðà, à ñðàçó öåëîå ñåìåéñòâî, çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà) è íàáîð èíâàðèàíòîâ äàííîé
àëãåáðû. Âñå íàáîðû èíâàðèàíòîâ áûëè òàêæå ïîëó÷åíû â ðàáîòå [3]. Â òðåòüåì ñòîëáöå
óêàçàí ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð ïîëèíîìîâ, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ïðèìåíå-
íèÿ ìåòîäà Ñàäýòîâà. Â ïîñëåäíåì ÷åòâåðòîì ñòîëáöå óêàçàí ñèìâîë äàííîé àëãåáðû.

Àëãåáðû Ëè ìàëîé ðàçìåðíîñòè ìîæíî ðàçáèòü íà øåñòü êëàññîâ, òàêèõ ÷òî äëÿ
âñåõ àëãåáð èç îäíîãî êëàññà ìåòîä Ñàäýòîâà óñòðîåí îäèíàêîâî (ìåòîä Ñàäýòîâà ïî
ñóòè ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìîì, è íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà åñòü íåñêîëüêî âîçìîæíîñòåé,
ìû ãîâîðèì, ÷òî ìåòîä Ñàäýòîâà äëÿ äâóõ àëãåáð óñòðîåí îäèíàêîâî, åñëè íà êàæäîì
øàãå ó ýòèõ àëãåáð âûáèðàþòñÿ îäèíàêîâûå âîçìîæíîñòè). Äëÿ êàæäîãî èç øåñòè êëàñ-
ñîâ ìû ïåðå÷èñëèì âñå àëãåáðû â íåãî âõîäÿùèå è äëÿ îäíîé èç ýòèõ àëãåáð ïîäðîáíî
ïðèâåäåì ìåòîä Ñàäýòîâà.

Ïîëóïðîñòûå àëãåáðû.
Ñðåäè ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè àëãåáð åñòü äâå ïîëóïðîñòûå, à èìåííî A3,8 (ýòî â

òî÷íîñòè àëãåáðà su(1, 1)) è A3,9 (ýòî â òî÷íîñòè àëãåáðà su(2)). Äëÿ ïîëóïðîñòðûõ àë-
ãåáð ìåòîä Ñàäýòîâà ñîâïàäàåò ñ ìåòîäîì ñäâèãà àðãóìåíòà, ïîýòîìó çäåñü ìû íå áóäåì
ïðèâîäèòü ïîñòðîåíèå ïîëíîãî êîììóòàòèâíîãî íàáîðà.

Àëãåáðû, â êîòîðûõ ñóùåñòâóåò áîëüøîé êîììóòàòèâíûé èäåàë.
Ñðåäè ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè àëãåáð åñòü ñåìüäåñÿò àëãåáð, â êîòîðûõ ñóùåñòâóåò

áîëüøîé êîììóòàòèâíûé èäåàë, òî åñòü òàêîé êîììóòàòèâíûé èäåàë, ÷òî åãî áàçèñ
(ðàññìàòðèâàåìûé êàê íàáîð ëèíåéíûõ ïîëèíîìîâ) îáðàçóåò ïîëíûé êîììóòàòèâíûé
íàáîð íà âñåé àëãåáðå. Ýòî àëãåáðû: A3,1−A3,7; A4,1−A4,7; A4,9; A4,11; A4,12; A5,1; A5,2;
A5,4 − A5,24; A5,27 − A5,35; A5,38; A5,39; A6,1; A6,2; A6,4 − A6,20. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì
àëãåáðó A3,4:

0

0

0

0

−e1

0

e2

e1

−e2A3,4 :

Åå ðàçìåðíîñòü dimA3,4 = 3, à èíäåêñ indA3,4 = 1, ïîýòîìó ïîëíûé êîììóòàòèâíûé
íàáîð äîëæåí ñîñòîÿòü èç k = 1

2 (3 + 1) = 2 ïîëèíîìîâ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â äàííîé
àëãåáðå ñóùåñòâóåò êîììóòàòèâíûé èäåàë, îí íàòÿíóò íà âåêòîðà e1 è e2. Â ñèëó òîãî,
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÷òî èäåàë äîñòàòî÷íî áîëüøîé, ïîëèíîìîâ e1, e2 õâàòàåò äëÿ ïîëíîãî êîììóòàòèâíîãî
íàáîðà.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè â äàííîì ñëó÷àå ïðîâåñòè "ôàêòîðèçàöèþ"ïî êîììóòàòèâíîìó
èäåàëó, òî åñòü ðàññìîòðåòü àëãåáðó ðàöèîíàëüíûõ ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ
ïîäàëãåáð íàä ðàñøèðåííûì ïîëåì, òî îíà ïðîñòî áóäåò îäíîìåðíîé.

Àëãåáðû, â êîòîðûõ ñóùåñòâóåò êîììóòàòèâíûé èäåàë, à àëãåáðà ðàöèî-
íàëüíûõ ñå÷åíèé äâóìåðíà.

Ñëåäóþùèé êëàññ àëãåáð, ê ðàññìîòðåíèþ êîòîðîãî ìû ïåðåõîäèì, ñîñòîèò èç àë-
ãåáð, â êîòîðûõ ñóùåñòâóåò êîììóòàòèâíûé èäåàë (íå ÿâëÿþùèéñÿ îäíîìåðíûì öåí-
òðîì), à àëãåáðà ðàöèîíàëüíûõ ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ïîäàëãåáð íàä ðàñ-
øèðåííûì ïîëåì äâóìåðíà. Ýòîò êëàññ ñîñòîèò èç ñåìè àëãåáð: A4,8; A5,3; A5,36; A5,40;
A6,3; A6,21; A6,22.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, àëãåáðó A4,8:

0

0

0

0

0

0

0

0

−e1

−e2

0

e1

e3

0

e2

−e3

A4,8 :

Åå ðàçìåðíîñòü ðàâíà dimA4,8 = 4, à èíäåêñ indA4,8 = 2, ïîýòîìó ïîëíûé êîì-
ìóòàòèâíûé íàáîð äîëæåí ñîäåðæàòü k = 1

2 (4 + 2) = 3 ïîëèíîìà. Â äàííîé àëãåáðå
ñóùåñòâóåò êîììóòàòèâíûé èäåàë, îí íàòÿíóò íà âåêòîðà e1 è e2.

Ñîãëàñíî ìåòîäó Ñàäýòîâà òåïåðü íåîáõîäèìî ïåðåéòè ê àëãåáðå ðàöèîíàëüíûõ ñå-
÷åíèé ðàññëîåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ïîäàëãåáð íàä ðàñøèðåííûì ïîëåì, äëÿ ýòîãî íåîáõî-
äèìî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé íà ñòàáèëèçàòîð ýëåìåíòà îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Íèæå áóäåì èñïîëüçîâàòü ââåäåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ. Ñèñòåìà íà ñòàáèëèçà-
òîð îáùåãî ïîëîæåíèÿ èìååò âèä

4∑
j=3

2∑
p=1

xjhpa
p
ji = 0, i = 1, 2. Íàïîìíèì, ÷òî h =

(h1, h2) ýëåìåíò îáùåãî ïîëîæåíèÿ èç ïðîñòðàíñòâà äâîéñòâåííîãî ê èäåàëó, à x =
(x1, x2, x3, x4) ýëåìåíò àëãåáðû A4,8. Ïðè ôèêñèðîâàííîì h ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ñè-
ñòåìû è áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñòàáèëèçàòîðîì ýëåìåíòà h. Â íàøåì ñëó÷àå ñèñòåìà ñîñòîèò
èç îäíîãî óðàâíåíèÿ è èìååò âèä

x3h1 + x4h2 = 0.

Ïîýòîìó ðàçìåðíîñòü ñòàáèëèçàòîðà ýëåìåíòà îáùåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíà dimSt(h) =
4 − 1 = 3, îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî ðàçìåðíîñòü àëãåáðû ðàöèîíàëüíûõ ñå÷åíèé íàä ðàñ-
øèðåííûì ïîëåì ðàâíà dimR(e1,e2) a = 3− 2+1 = 2. Ñëåäóþùèå ðàöèîíàëüíûå ñå÷åíèÿ
îáðàçóþò áàçèñ â àëãåáðå ðàöèîíàëüíûõ ñå÷åíèé:

Ψ0 : x1 = 1 Ψ1 : x1 = 0
x2 = 0 x2 = 0
x3 = 0 x3 = 1
x4 = 0 x4 = −h1

h2

Ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïîëèíîìû â àëãåáðå a èìåþò âèä:

fΨ0 = e1

fΨ1 = e2e3 − e1e4.
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Âûøå ìû óñòàíîâèëè, ÷òî àëãåáðà a äâóìåðíà, íî â àëãåáðå ðàöèîíàëüíûõ ñå÷åíèé
ðàññëîåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ïîäàëãåáð âñåãäà ñóùåñòâóåò öåíòð, ïîýòîìó àëãåáðà a êîì-
ìóòàòèâíà, à çíà÷èò â êà÷åñòâå ïîëíîãî êîììóòàòèâíîãî íàáîðà íà íåé ìîæíî âçÿòü
ïðîñòî ëèíåéíûå ïîëèíîìû fΨ0 è fΨ1 .

×òîáû ïîëó÷èòü ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð íà ïåðâîíà÷àëüíîé àëãåáðå A4,8

íåîáõîäèìî ê ïîëèíîìàì, ñîîòâåòñòâóþùèì ïîëíîìó íàáîðó íà àëãåáðå a äîáàâèòü áà-
çèñ â èäåàëå (ëèíåéíûå ïîëèíîìû). Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî e1, e2, e2e3− e1e4 � ïîëíûé
êîììóòàòèâíûé íàáîð íà àëãåáðå A4,8.

Àëãåáðû, â êîòîðûõ ñóùåñòâóåò êîììóòàòèâíûé èäåàë, à àëãåáðà ðàöèî-
íàëüíûõ ñå÷åíèé òðåõìåðíà.

Åùå îäèí êëàññ ñîñòîèò èç äâóõ àëãåáð A5,25 è A5,26. Â ýòèõ àëãåáðàõ ñóùåñòâóåò
êîììóòàòèâíûé èäåàë íå ÿâëÿþùèéñÿ îäíîìåðíûì öåíòðîì, òàêîé ÷òî àëãåáðà ðàöè-
îíàëüíûõ ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ïîäàëãåáð íàä ðàñøèðåííûì ïîëåì òðåõ-
ìåðíà.

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì àëãåáðó A5,25:

0
0

0
0

0

0
0
0

-2pe1

0

−e1

0
-pe2-e3

0
e1

0
-pe3+e2

0
0
0

-be4

2pe1

pe2+e3

pe3-e2

be4

A5,25 :

Îòìåòèì, ÷òî ýòî íå îäíà àëãåáðà, à öåëîå ñåìåéñòâî àëãåáð çàâèñÿùåå îò äâóõ
ïàðàìåòðîâ b è p, ïðè÷åì íà ïàðàìåòðû íàëîæåíî åäèíñòâåííîå óñëîâèå b 6= 0.

Ðàçìåðíîñòü àëãåáðû A5,25 ðàâíà dimA5,25 = 5, à èíäåêñ indA5,25 = 1. Ïîýòîìó
ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð äîëæåí ñîäåðæàòü k = 1

2 (5 + 1) = 3 ïîëèíîìà. Â äàííîé
àëãåáðå ñóùåñòâóåò êîììóòàòèâíûé èäåàë, îí íàòÿíóò íà âåêòîðà e1 è e4.

Òåïåðü ñîãëàñíî ìåòîäó Ñàäýòîâà íóæíî ïåðåéòè ê àëãåáðå ðàöèîíàëüíûõ ñå÷åíèé
ðàññëîåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ïîäàëãåáð íàä ðàñøèðåííûì ïîëåì, äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî
ðåøèòü ñèñòåìó íà ñòàáèëèçàòîð îáùåãî ïîëîæåíèÿ, â íàøåì ñëó÷àå îíà áóäåò èìåòü
âèä: { −2ph1x5 = 0

−bh4x5 = 0.

Òàê êàê h ýëåìåíò îáùåãî ïîëîæåíèÿ, òî ñòàáèëèçàòîð áóäåò çàäàâàòüñÿ îäíèì óðàâ-
íåíèåì x5 = 0. Ïîýòîìó ðàçìåðíîñòü ñòàáèëèçàòîðà îáùåãî ïîëîæåíèÿ áóäåò ðàâíà
dimSt(h) = 5− 1 = 4, à ðàçìåðíîñòü àëãåáðû ðàöèîíàëüíûõ ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ ñòàöè-
îíàðíûõ ïîäàëãåáð íàä ðàñøèðåííûì ïîëåì dimR(e1,e4) a = 4 − 2 + 1 = 3. Ñëåäóþùèå
ðàöèîíàëüíûå ñå÷åíèÿ îáðàçóþò áàçèñ â àëãåáðå ðàöèîíàëüíûõ ñå÷åíèé:

Ψ0 : x1 = 1 Ψ1 : x1 = 0 Ψ2 : x1 = 0
x2 = 0 x2 = 1 x2 = 0
x3 = 0 x3 = 0 x3 = 1
x4 = 0 x4 = 0 x4 = 0
x5 = 0 x5 = 0 x5 = 0

Ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïîëèíîìû â àëãåáðå a áóäóò èìåòü âèä:

fΨ0 = e1

fΨ1 = e2

fΨ2 = e3
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàáëèöà óìíîæåíèÿ àëãåáðû a â áàçèñå fΨ0 , fΨ1 , fΨ2 èìååò âèä:

0

0

0

0

0

0

−fΨ0

0

fΨ0
a :

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòî àëãåáðà íàä ïîëåì R(e1, e4). Òàê êàê dima = 3, à inda = 1,
òî ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð íà àëãåáðå a äîëæåí ñîñòîÿòü èç k̃ = 1

2 (3 + 1) = 2
ïîëèíîìîâ. Íî â àëãåáðå a ñóùåñòâóåò áîëüøîé êîììóòàòèâíûé èäåàë, îí íàòÿíóò íà
âåêòîðà fΨ0 è fΨ1 , ïîýòîìó â êà÷åñòâå ïîëíîãî êîììóòàòèâíîãî íàáîðà ìîæíî âçÿòü
ëèíåéíûå ïîëèíîìû (áàçèñíûå âåêòîðà äàííîãî èäåàëà).

Òåïåðü äîáàâèì ê ïîëó÷åííûì ïîëèíîìàì áàçèñíûå âåêòîðà êîììóòàòèâíîãî èäåà-
ëà â àëãåáðå A5,25. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî e1, e2, e4 ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð
ïîëèíîìîâ íà èñõîäíîé àëãåáðå A5,25.

Àëãåáðà A4,10.
Â ýòîì ïóíêòå ìû ðàçáåðåì êëàññ ñîñòîÿùèé èç îäíîé àëãåáðû � A4,10.

0

0

0

0

0

0

0

0

−e1

e3

0

e1

−e2

0

−e3

e2

A4,10 :

Ðàçìåðíîñòü ýòîé àëãåáðû ðàâíà dimA4,10 = 4, à èíäåêñ indA4,10 = 2, ïîýòîìó ïîë-
íûé êîììóòàòèâíûé íàáîð äîëæåí ñîñòîÿòü èç k = 1

2 (4 + 2) = 3 ïîëèíîìîâ. Â äàííîé
àëãåáðå íå ñóùåñòâóåò êîììóòàòèâíîãî èäåàëà íå ñîâïàäàþùåãî ñ îäíîìåðíûì öåíòðîì
àëãåáðû, çàòî åñòü èäåàë èçîìîðôíûé àëãåáðå Ãåéçåíáåðãà h1, ïðè÷åì öåíòð èäåàëà ñîâ-
ïàäàåò ñ öåíòðîì àëãåáðû. Èäåàë íàòÿíóò íà áàçèñíûå âåêòîðà e1, e2, e3, ãäå e1 ÿâëÿåòñÿ
öåíòðîì êàê èäåàëà, òàê è àëãåáðû A4,10.

Ñîãëàñíî ìåòîäó Ñàäýòîâà òåïåðü íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ïðîåêöèþ àëãåáðû A4,10

íà íåêîòîðóþ ïîäàëãåáðó b. Â äàííîì ñëó÷àå ïîäàëãåáðà b íàòÿíóòà íà e1 è e4. Äëÿ
äàííîé àëãåáðû b ñóùåñòâóåò âëîæåíèå â P (A4,10), êîòîðîå óñòðîåíî ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

ρβ(x) =< β, x >< e1, x > +
1
2

< ω−1((adβ)∗π(x)), x >

ãäå β ∈ b ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò àëãåáðû b, fβ îáðàç âëîæåíèÿ (êâàäðàòè÷íûé ïîëèíîì
íà A∗4,10), x ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç A∗4,10.

Äàëåå íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð ïîëèíîìîâ íà àëãåá-
ðå b è âçÿòü îáðàç ïîëíîãî êîììóòàòèâíîãî íàáîðà ïðè îïèñàíîì âûøå âëîæåíèè. Ê
ïîëó÷åííûì ïîëèíîìàì äîáàâèòü ïîëíûé íàáîð íà h1.

Â íàøåì ñëó÷àå ïîäàëãåáðà b äâóìåðíà è êîììóòàòèâíà, ïîýòîìó â êà÷åñòâå ïîë-
íîãî êîììóòàòèâíîãî íàáîðà íà íåé äîñòàòî÷íî âçÿòü áàçèñíûå ýëåìåíòû (ëèíåéíûå
ïîëèíîìû), òî åñòü e1 è e4. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè âëîæåíèè èõ îáðàçàìè áóäóò
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ñëåäóþùèå ïîëèíîìû:
fe1 = e2

1

fe4 = e1e4 + 1
2 (e2

2 + e2
3)

Äîáàâëÿÿ ê íèì e1, e2 � ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð íà h1, ïîëó÷àåì, ÷òî ïîëèíî-
ìû e1, e2, e1e4 + 1

2 (e2
2 + e2

3) îáðàçóþò ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð íà èñõîäíîé àëãåáðå
A4,10.

Àëãåáðà A5,37.
Ìû ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ ïîñëåäíåãî èç øåñòè êëàññîâ, êîòîðûé ñîñòîèò èç

îäíîé àëãåáðû A5,37.

0
0

0
0

0

0
0

-2e1

0

0

−e1

−e2

e3

0
e1

−e3

−e2

2e1

e2

e3

0

0
−e3

e2

0

A5,37 :

Ðàçìåðíîñòü äàííîé àëãåáðû ðàâíà dimA5,37 = 5, à èíäåêñ indA5,37 = 1, ïîýòîìó
ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð äîëæåí ñîñòîÿòü èç k = 1

2 (5 + 1) = 3 ïîëèíîìîâ.
Â äàííîé àëãåáðå ñóùåñòâóåò îäíîìåðíûé êîììóòàòèâíûé èäåàë íå ÿâëÿþùèéñÿ

îäíîìåðíûì öåíòðîì. Îí íàòÿíóò íà âåêòîð e1. Ïåðåõîäÿ ê àëãåáðå ðàöèîíàëüíûõ ñå-
÷åíèé ðàññëîåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ïîäàëãåáð, íàõîäèì ñòàáèëèçàòîð îáùåãî ïîëîæåíèÿ,
êîòîðûé çàäàåòñÿ ñèñòåìîé:

−2h1x4 = 0.

Òàê êàê h ýëåìåíò îáùåãî ïîëîæåíèÿ, òî ñòàáèëèçàòîð îáùåãî ïîëîæåíèÿ çàäàåòñÿ
óðàâíåíèåì: x4 = 0. Ïîýòîìó dimSt(h) = 5 − 1 = 4, à dimR(e1) a = 4 − 1 + 1 = 4.
Ñëåäóþùèå ðàöèîíàëüíûå ñå÷åíèÿ îáðàçóþò áàçèñ â àëãåáðå ðàöèîíàëüíûõ ñå÷åíèé:

Ψ0 : x1 = 1 Ψ1 : x1 = 0 Ψ2 : x1 = 0 Ψ3 : x1 = 0
x2 = 0 x2 = 1 x2 = 0 x2 = 0
x3 = 0 x3 = 0 x3 = 1 x3 = 0
x4 = 0 x4 = 0 x4 = 0 x4 = 0
x5 = 0 x5 = 0 x5 = 0 x5 = 1

Ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïîëèíîìû â àëãåáðå a èìåþò âèä:

fΨ0 = e1

fΨ1 = e2

fΨ2 = e3

fΨ3 = e5.

Ïîýòîìó òàáëèöà óìíîæåíèÿ àëãåáðû a â áàçèñå fΨ0 , fΨ1 , fΨ2 , fΨ3 áóäåò ñëåäóþùåé:

0

0

0

0

0

0

0

0

−fΨ0

fΨ2

0

fΨ0

−fΨ1

0

−fΨ2

fΨ1

a :
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Òàê êàê èíäåêñ inda = 2, à dima = 4, òî ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð äîëæåí ñî-
ñòîÿòü èç k̃ = 1

2 (4 + 2) = 3 ïîëèíîìîâ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî àëãåáðà a íàä ïîëåì R(e1),
åå ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû â äàííîì áàçèñå ïðèíàäëåæàò R è ñîâïàäàþò ñî ñòðóêòóð-
íûìè êîíñòàíòàìè àëãåáðû A4,10. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ïîëíîãî êîììóòàòèâíîãî íàáî-
ðà íà àëãåáðå a ìîæíî âçÿòü ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð íà àëãåáðå A4,10. Äîáàâ-
ëÿÿ ê íåìó áàçèñíûé âåêòîð îäíîìåðíîãî èäåàëà (ëèíåéíûé ïîëèíîì) ïîëó÷àåì, ÷òî
e1, e2, e1e5 + 1

2 (e2
2 + e2

3) îáðàçóþò ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð ïîëèíîìîâ íà èñõîäíîé
àëãåáðå A5,37.

Âñå âûøåñêàçàííîå ðåçþìèðóåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà.

1) Íà êàæäîé òðåõìåðíîé âåùåñòâåííîé íå ïîëóïðîñòîé àëãåáðå Ëè ñóùåñòâóåò
ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð ëèíåéíûõ ïîëèíîìîâ.

2) Íà àëãåáðå ñ êîììóòàòîðîì: [e2, e3] = e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = −e3 ïîëíûé êîì-
ìóòàòèâíûé íàáîð ïîëèíîìîâ: y1, y2, y2y3 − y1y4. Íà àëãåáðå ñ êîììóòàòîðîì:
[e2, e3] = e1, [e2, e4] = −e3, [e3, e4] = e2 ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð ïîëèíîìîâ:
y1, y2, y1y4 + 1

2 (y2
2 + y2

3). Íà îñòàëüíûõ ÷åòûðåõìåðíûõ âåùåñòâåííûõ àëãåáðàõ
Ëè ñóùåñòâóåò ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð ëèíåéíûõ ïîëèíîìîâ.

3) Íà àëãåáðå ñ êîììóòàòîðîì: [e3, e4] = e2, [e3, e5] = e1, [e4, e5] = e3 ïîëíûé êîììó-
òàòèâíûé íàáîð: y1, y2, y3, y1y4−y2y5. Íà àëãåáðå ñ êîììóòàòîðîì: [e2, e3] = e1,
[e1, e4] = e1, [e2, e4] = e2, [e2, e5] = −e2, [e3, e5] = e3 ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íà-
áîð: y1, y2, y2y3 + y1y5. Íà àëãåáðå ñ êîììóòàòîðîì: [e2, e3] = e1, [e1, e4] = 2e1,
[e2, e4] = e2, [e3, e4] = e3, [e2, e5] = −e3, [e3, e5] = e2 ïîëíûé êîììóòàòèâíûé
íàáîð: y1, y2, y1y5 + 1

2 (y2
2 + y2

3). Íà àëãåáðå ñ êîììóòàòîðîì: [e1, e2] = 2e1,
[e1, e3] = −e2, [e2, e3] = 2e3, [e1, e4] = e5, [e2, e4] = e4, [e2, e5] = −e5, [e3, e5] = e4

ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð: y2y4y5−y1y
2
4 +y3y

2
5, y4, y5. Íà îñòàëüíûõ ïÿòè-

ìåðíûõ âåùåñòâåííûõ àëãåáðàõ Ëè ñóùåñòâóåò ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð
ëèíåéíûõ ïîëèíîìîâ.

4) Íà àëãåáðå ñ êîììóòàòîðîì: [e1, e2] = e6, [e1, e3] = e4, [e2, e3] = e5 ïîëíûé êîì-
ìóòàòèâíûé íàáîð: y3, y4, y5, y6, y2y4 − y1y5. Íà àëãåáðå ñ êîììóòàòîðîì:
[e1, e2] = e3, [e1, e5] = e6, [e2, e3] = e4, [e2, e4] = e5, [e3, e4] = e6 ïîëíûé êîììóòà-
òèâíûé íàáîð: y4, y5, y6, y2y6 − y3y5. Íà àëãåáðå ñ êîììóòàòîðîì: [e1, e2] = e3,
[e1, e3] = e5, [e1, e5] = e6, [e2, e3] = e4, [e2, e4] = e5, [e3, e4] = e6 ïîëíûé êîììóòà-
òèâíûé íàáîð: y4, y5, y6, y2y6−y3y5. Íà îñòàëüíûõ øåñòèìåðíûõ âåùåñòâåííûõ
íèëüïîòåíòíûõ àëãåáðàõ Ëè ñóùåñòâóåò ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð ëèíåé-
íûõ ïîëèíîìîâ.
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