
Âîïðîñû ïî êóðñó
�Êëàññè÷åñêàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ.�

ëåêòîð À. À. Òóæèëèí

(1) Ïðîìåæóòêè, ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè, ïðèõîäÿ-
ùàÿ â òî÷êè, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè, çàìêíóòàÿ, íåçàìêíóòàÿ), çàìåíà ïàðàìåòðà, îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà
ïàðàìåòðè÷åñêèõ êðèâûõ, íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ.

(2) Ëîìàíàÿ â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, äëèíà ëîìàíîé, äëèíà ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå, íåçàâèñèìîñòü äëèíû îò ïàðàìåòðèçàöèè, ñïðÿìëÿåìûå êðèâûå, ëèïøèöåâû îòîáðàæåíèÿ, êîí-
ñòàíòà Ëèïøèöà, ðàñòÿæåíèå, ñïðÿìëÿåìîñòü ëèïøèöåâîé êðèâîé, îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.

(3) Ôóíêöèîíàë äëèíû, îïåðàöèè íàä êðèâûìè (îãðàíè÷åíèå, ñêëåéêà, çàìåíà ïàðàìåòðà), ñâîéñòâà ôóíê-
öèîíàëà äëèíû (àääèòèâíîñòü, íåïðåðûâíîñòü, íåçàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà, ñîãëàñîâàííîñòü ñ òîïîëîãèåé).

(4) Íàòóðàëüíàÿ è ðàâíîìåðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé, ñêîðîñòü ðàâíîìåðíîé ïàðàìåòðèçàöèè, áåçîñòàíî-
âî÷íûå êðèâûå, ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîìåðíîãî è íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðîâ íà áåçîñòàíîâî÷íîé êðèâîé.

(5) Êðèâûå â àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, èõ êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü, ãëàäêèå êðèâûå, âåêòîð ñêîðîñòè
ãëàäêîé êðèâîé, âîçìîæíîñòü ãëàäêîé ïàðàìåòðèçàöèè óãëà, îñîáûå è ðåãóëÿðíûå òî÷êè ãëàäêîé êðèâîé, ðåãó-
ëÿðíûå êðèâûå.

(6) Òðè ñïîñîáà çàäàíèÿ ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, èõ ëîêàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü,
ïðèìåðû.

(7) Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà äëèíû ãëàäêîé êðèâîé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, çàäàíèå íàòóðàëüíîãî ïàðà-
ìåòðà ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû, êðèòåðèé òîãî, ÷òî ïàðàìåòð ðåãóëÿðíîé êðèâîé � íàòóðàëüíûé,
îïèñàíèå âñåõ çàìåí ïàðàìåòðà, ñîõðàíÿþùèõ ðàâíîìåðíîñòü (íàòóðàëüíîñòü).

(8) p-ðåãóëÿðíûå êðèâûå, áèðåãóëÿðíûå êðèâûå, áàçèñ Ôðåíå äëÿ (n− 1)-ðåãóëÿðíîé êðèâîé â Rn, ôîðìóëû
Ôðåíå è êðèâèçíû êðèâîé â Rn (ôîðìóëèðîâêà).

(9) Äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóë Ôðåíå è ÿâíîãî âèäà êðèâèçí êðèâîé â Rn.
(10) Êðèâèçíû êðèâîé â Rn â ïðîèçâîëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè, ñîõðàíåíèå êðèâèçí ïðè àôôèííûõ ïðåîáðà-

çîâàíèÿõ, âûðàæåíèå êðèâèçí ÷åðåç êîýôôèöèåíòû îðòîãîíàëèçàöèè.
(11) Êðèâûå íà ïëîñêîñòè: êðèâèçíà è îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâèçíà, ãëàâíàÿ íîðìàëü, îðèåíòèðîâàííûå è

íåîðèåíòèðîâàííûå ôîðìóëû Ôðåíå; êðèâûå â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå: ãëàâíàÿ íîðìàëü è áèíîðìàëü, êðè-
âèçíà è êðó÷åíèå, ôîðìóëû Ôðåíå; âûâîä ñòàíäàðòíûõ ôîðìóë êðèâèçíû è îðèåíòèðîâàííîé êðèâèçíû ïëîñêèõ
êðèâûõ, à òàêæå êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ êðèâûõ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èç îáùèõ ôîðìóë Ôðåíå.

(12) Âîññòàíîâëåíèå êðèâîé ïî êðèâèçíàì, íàòóðàëüíûå óðàâíåíèÿ.
(13) Âîññòàíîâëåíèå ïëîñêîé êðèâîé ïî îðèåíòèðîâàííîé êðèâèçíå, êëàññèôèêàöèÿ ïëîñêèõ êðèâûõ ïîñòî-

ÿííîé êðèâèçíû.
(14) Ãåîìåòðèÿ ïëîñêèõ êðèâûõ: ðàäèóñ êðèâèçíû, îðèåíòèðîâàííûé ðàäèóñ êðèâèçíû, öåíòð êðèâèçíû,

ýâîëþòà èëè êàóñòèêà, îñîáåííîñòè ýâîëþòû, ýâîëüâåíòà, âîññòàíîâëåíèå èñõîäíîé êðèâîé èç åå ýâîëþòû.
(15) Ïîðÿäîê êàñàíèÿ êðèâûõ, îêðóæíîñòü êðèâèçíû èëè ñîïðèêàñàþùàÿñÿ îêðóæíîñòü, ïîðÿäîê êàñàíèÿ

êðèâîé è îêðóæíîñòè êðèâèçíû.
(16) Îãèáàþùàÿ ñåìåéñòâà ïëîñêèõ êðèâûõ, çàäàíèå îãèáàþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé.
(17) Íåïðåðûâíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü, êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü îòîáðàæåíèÿ, ãëàäêàÿ, ðåãóëÿðíàÿ,

âëîæåííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü.
(18) Èíâàðèàíòíîñòü îáëàñòè ïðè ðåãóëÿðíîì îòîáðàæåíèè, çàìåíà êîîðäèíàò â îáëàñòè, êðèâîëèíåéíûå

êîîðäèíàòû â îáëàñòè, êîîðäèíàòíûå ëèíèè è êîîðäèíàòíûå ïîâåðõíîñòè, ïðèìåðû êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò
(ïîëÿðíûå, öèëèíäðè÷åñêèå, ñôåðè÷åñêèå).

(19) Íåïàðàìåòðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè, çàäàíèå ïîâåðõíîñòè ãðàôèêîì îòîáðàæåíèÿ è íåÿâíûì îòîáðàæåíè-
åì, ëîêàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü òðåõ ïðåäñòàâëåíèé ïîâåðõíîñòè, ïðèìåðû.

(20) Ôîðìàëèçàöèÿ ïîíÿòèÿ ïîâåðõíîñòè: ìíîæåñòâî òî÷åê ïîâåðõíîñòè, ïàðàìåòðèçàöèÿ èëè ââåäåíèå êî-
îðäèíàò, àòëàñ, îáúåìëþùåå ïðîñòðàíñòâî, ïîãðóæåíèå, êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü ïîãðóæåíèÿ, çàäàíèå òîïîëîãèè
íà ìíîæåñòâå òî÷åê ïîâåðõíîñòè, óïðîùåíèå ôîðìàëèçàöèè äëÿ âëîæåííîé ïîâåðõíîñòè, ðàñøèðåíèå ïîíÿòèÿ
ïîâåðõíîñòè â îäíîìåðíîì ñëó÷àå.

(21) Îòîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòåé, åãî êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü, íåïðåðûâíîå è ãëàäêîå îòîáðàæåíèÿ, äèôôåîìîð-
ôèçì, ðàçíèöà ìåæäó ïîâåðõíîñòüþ è ïðîìåæóòêîì èëè îáëàñòüþ, (ãëàäêèå) êðèâûå è ôóíêöèè íà ïîâåðõíîñòè.

(22) Çàïèñü êðèâîé âî âíåøíèõ è âíóòðåííèõ êîîðäèíàòàõ, êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ïîâåðõíîñòè, åãî íåçàâèñè-
ìîñòü îò ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè, âíóòðåííèå êîîðäèíàòû êàñàòåëüíîãî âåêòîðà, çàâèñèìîñòü âíóòðåííèõ
êîîðäèíàò êàñàòåëüíîãî âåêòîðà îò ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè.
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(23) Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî, åãî ëèíåéíàÿ ñòðóêòóðà è ðàçìåðíîñòü, êàíîíè÷åñêèé áàçèñ êàñàòåëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà, çàêîí èçìåíåíèÿ âíóòðåííèõ êîîðäèíàò êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ïðè çàìåíå ïàðàìåòðèçàöèè ïî-
âåðõíîñòè, êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê îáëàñòè, êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ïîâåðõíîñòè êàê ïîäïðîñòðàíñòâî
êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ê îáúåìëþùåìó ïðîñòðàíñòâó.

(24) Äèôôåðåíöèàë ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé, åãî êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü, ëèíåéíîñòü äèôôåðåí-
öèàëà, èçìåíåíèå êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äèôôåðåíöèàëà ïðè çàìåíå ïàðàìåòðèçàöèé ïîâåðõíîñòåé.

(25) Äèôôåðåíöèàë ãëàäêîé ôóíêöèè íà ïîâåðõíîñòè êàê êîâåêòîð, îòëè÷èå îòîáðàæåíèÿ â ïîâåðõíîñòü
(èëè èç íåå) è â ïðîìåæóòîê èëè îáëàñòü (èëè èç íèõ), äèôôåðåíöèàëû êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé êàê äâîéñòâåí-
íûé áàçèñ êîêàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, çàïèñü äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè � ðàçëîæåíèå ïî äâîéñòâåííîìó
áàçèñó.

(26) Ïåðâàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè èëè èíäóöèðîâàííàÿ íà ïîâåðõíîñòè ìåòðèêà, ïðèìåðû
âû÷èñëåíèÿ, âû÷èñëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû (äëèíû êðèâûõ è óãëû ìåæäó êðèâûìè).

(27) Èçîìåòðè÷íîå îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, èçîìåòðèÿ è ëîêàëüíàÿ èçîìåòðèÿ ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ, èçîìåòðè÷íîñòü ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ, êóñî÷íî ãëàäêèå êðèâûå è
âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà ïîâåðõíîñòè, äèôôåðåíöèàë ãëàäêîãî èçîìåòðè÷íîãî îòîáðàæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé.

(28) Ïðèìåð íåèçîìåòðè÷íîãî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé ñ èçîìåòðè÷íûì äèôôåðåíöèàëîì, áè-
åêòèâíîå îòîáðàæåíèå ñ èçîìåòðè÷íûì äèôôåðåíöèàëîì, ïðèìåð èçîìåòðè÷íîãî áèåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ.

(29) Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå, áèëèíåéíîñòü òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, òåíçîðíàÿ çàïèñü áèëèíåéíîé ôîðìû,
òåíçîðíàÿ çàïèñü åâêëèäîâîé ìåòðèêè â Rn è ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè.

(30) Íåñèììåòðè÷íîñòü òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, îïðåäåëåíèå îïåðàöèè ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ (íà êîâåêòîðàõ), åãî áèëèíåéíîñòü, çàïèñü ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôîðìû ÷åðåç ñèììåòðè÷íîå
òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå, çàïèñü åâêëèäîâîé ìåòðèêè è ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ÷åðåç ñèììåòðè÷íîå
òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå.

(31) Âû÷èñëåíèå ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè ÷åðåç òåíçîðíóþ çàïèñü: êîîðäèíàòíàÿ çà-
ïèñü îãðàíè÷åíèÿ êîâåêòîðà è åå ïðèìåíåíèå ê âû÷èñëåíèþ ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû, ïðèìåðû, áåñêî-
íå÷íî ìàëàÿ äëèíà äóãè èëè ýëåìåíò äóãè (îáîñíîâàíèå òåðìèíîëîãèè).

(32) Àëãåáðà (ãëàäêèõ) ôóíêöèé íà ïîâåðõíîñòè, ýêâèâàëåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå ýòîé àëãåáðû â âèäå êîëü-
öà, äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèé íà ïîâåðõíîñòè âäîëü êðèâîé è êàñàòåëüíîãî âåêòîðà, ñâîéñòâà îïåðàöèè
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

(33) Ìîäóëü âåêòîðíûõ ïîëåé âäîëü ïîâåðõíîñòè íàä êîëüöîì ãëàäêèõ ôóíêöèé, ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ è
ôóíêöèîíàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðíûõ ïîëåé, îãðàíè-
÷åíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ íà êðèâóþ, ïðîèçâîäíàÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ âîëü êðèâîé è âäîëü êàñàòåëüíîãî âåêòîðà,
ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé âåêòîðíîãî ïîëÿ âäîëü êàñàòåëüíîãî âåêòîðà.

(34) Íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ïîâåðõíîñòè â äàííîé òî÷êå, ïîäìîäóëè íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ ïîëåé
âäîëü ïîâåðõíîñòè, êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå êàñàòåëüíîãî è íîðìàëüíîãî âåêòîðíûõ ïîëåé, êîâàðèàíòíàÿ
ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè.

(35) Ñâîéñòâà êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé, äîêàçàòåëüñòâî ïðàâèëà Ëåéáíèöà äëÿ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé
îò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ êàñàòåëüíûõ (íîðìàëüíûõ) ïîëåé.

(36) Ëîêàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ, ïðîäîëæåíèå êàñàòåëüíîãî âåêòîðà äî êàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ, ïðî-
äîëæåíèå íîðìàëüíîãî âåêòîðà äî íîðìàëüíîãî ëîêàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ.

(37) Âûðàæåíèå êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé êàñàòåëüíûõ ïîëåé ÷åðåç ïåðâóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó, ñèì-
âîëû Êðèñòîôôåëÿ, ñèììåòðè÷íîñòü ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ ïî íèæíèì èíäåêñàì, ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ ñèì-
âîëîâ Êðèñòîôôåëÿ.

(38) Âåêòîðíûå ïîëÿ âäîëü êðèâûõ, êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ïîëåé âäîëü êðèâûõ, çàïèñü êîâàðèàíòíîé
ïðîèçâîäíîé âåêòîðíîãî ïîëÿ âäîëü êðèâîé ÷åðåç ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ.

(39) Ïàðàëëåëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ, ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ, óðàâíåíèÿ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà, òåîðåìà
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà äàííîãî âåêòîðà âäîëü äàííîé êðèâîé, ïðèìåð âû-
÷èñëåíèÿ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà.

(40) Ñîõðàíåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå, èçîìåòðè÷íîñòü ïàðàëëåëüíîãî ïåðå-
íîñà, åâêëèäîâû êîîðäèíàòû è åâêëèäîâà ìåòðèêà, ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ â åâêëèäîâûõ êîîðäèíàòàõ, ïðèìåðû
öèëèíäðà è êîíóñà.

(41) Êàñàþùèåñÿ ïîâåðõíîñòè, ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü êðèâîé êàñàíèÿ ïîâåðõíîñòåé, âû÷èñëåíèå ïà-
ðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà âäîëü ïàðàëëåëåé íà ñòàíäàðòíîé äâóìåðíîé ñôåðå.

(42) Îïðåäåëåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ, óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ, ïîñòîÿíñòâî äëèíû âåêòîðà ñêîðîñòè, ñóùåñòâî-
âàíèå è îäíîçíà÷íàÿ îïðåäåëåííîñòü ãåîäåçè÷åñêîé, âûõîäÿùåé èç äàííîé òî÷êè ñ äàííûì âåêòîðîì ñêîðîñòè,
ñîõðàíåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ ïðè àôôèííûõ çàìåíàõ ïàðàìåòðà.
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(43) Ñóùåñòâîâàíèå è îäíîçíà÷íàÿ îïðåäåëåííîñòü ãåîäåçè÷åñêîé, âûõîäÿùåé èç äàííîé òî÷êè â äàííîì íà-
ïðàâëåíèè, ñîõðàíåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ ïðè èçîìåòðèè, ñîõðàíåíèå óãëà ìåæäó âåêòîðîì ñêîðîñòè ãåîäåçè÷åñêîé
è âåêòîðîì ïàðàëëåëüíîãî ïîëÿ.

(44) Îïåðàöèè íàä ïîâåðõíîñòÿìè, ïåðåõîä ê ïîäîáëàñòè, ïðîèçâåäåíèå ïîâåðõíîñòåé, êàñàòåëüíîå ðàññëîå-
íèå, êàñàòåëüíûé âåêòîð êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ.

(45) Òåîðåìà î çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ,
åå ïðèìåíåíèå ê ñëó÷àþ îòîáðàæåíèÿ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ïîâåðõíîñòè íà ñàìó ïîâåðõíîñòü, çàäàííîãî ñ
ïîìîùüþ ãåîäåçè÷åñêèõ, ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå.

(46) Ëîêàëüíàÿ äèôôåîìîðôíîñòü ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ, íîðìàëüíûå îêðåñòíîñòè, ðàäèàëüíûå
ãåîäåçè÷åñêèå.

(47) �Êîíñòðóêöèÿ� îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ðàäèàëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ è åå ñâîéñòâà, ëåììà Ãàóññà
î ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ãåîäåçè÷åñêîé ñîîòâåòñòâóþùåé ãåîäåçè÷åñêîé ñôåðå.

(48) Ëåììà îá îöåíêå äëèíû êðèâîé, ëåæàùåé â íîðìàëüíîé îêðåñòíîñòè, ñëåäñòâèå ïðî ðàäèàëüíóþ ãåîäå-
çè÷åñêóþ.

(49) ε-âïîëíå íîðìàëüíûå îêðåñòíîñòè, òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ îêðåñòíîñòåé, ñóùåñòâîâàíèå è åäèí-
ñòâåííîñòü êðàò÷àéøèõ ãåîäåçè÷åñêèõ â ε-âïîëíå íîðìàëüíîé îêðåñòíîñòè, îïðåäåëåíèå âûïóêëîé îêðåñòíîñòè.

(50) Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Õîïôà�Ðèíîâà, ïëàí äîêàçàòåëüñòâà.
(51) Òåîðåìû Õîïôà�Ðèíîâà, ïðåäâàðèòåëüíûå ëåììû.
(52) Òåîðåìû Õîïôà�Ðèíîâà, äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî (1) âëå÷åò (5').
(53) Òåîðåìû Õîïôà�Ðèíîâà, äîêàçàòåëüñòâî èìïëèêàöèé (1) => (2) => (3) => (4) => (1).
(54) Êîììóòàòîð âåêòîðíûõ ïîëåé, êîììóòàòîð êàñàòåëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, ñâîéñòâà êîììóòàòîðà.
(55) Âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà, åå ñèììåòðè÷íîñòü, âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà îòíîñèòåëüíî

íîðìàëüíîãî âåêòîðà.
(56) Îïåðàòîð Âåéíãàðòåíà, ñâÿçü îïåðàòîðà Âåéíãàðòåíà ñî âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé, ôîðìóëû

Ãàóññà è Âåéíãàðòåíà, âû÷èñëåíèå â êîîðäèíàòàõ âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû è îïåðàòîðà Âåéíãàðòåíà.
(57) Ïðèìåð: âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà è îïåðàòîð Âåéíãàðòåíà äëÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè, çàäàííîé

ãðàôèêîì ôóíêöèè.
(58) Òåîðåìà î ïðèâåäåíèè ïàðû êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ è ãëàâíûå

êðèâèçíû äëÿ âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû îòíîñèòåëüíî íîðìàëüíîãî âåêòîðà, ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ.
(59) Ñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè àôôèííûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè, íîðìàëüíûå ñå÷åíèÿ, îáîñíîâàíèå ïåðåõîäà ê

ãèïåðïîâåðõíîñòÿì.
(60) Îäíîìåðíûå ñå÷åíèÿ ãèïåðïîâåðõíîñòåé, íàïðàâëåíèå ñå÷åíèÿ, íîðìàëü ê ñå÷åíèþ, îñíàùåííîå ñå÷åíèå,

óãîë íàêëîíà ñå÷åíèÿ, êàñàþùèåñÿ ñå÷åíèÿ, îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâèçíà ñå÷åíèÿ è îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâèçíà
êàñàþùåãîñÿ íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ, òåîðåìà Ìåíüå.

(61) Òåîðåìà îá îòíîøåíèè ïàðû ôîðì, ôîðìóëà Ýéëåðà, ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ, ãëàâíûå êðèâèçíû, èíâà-
ðèàíòû ïàðû ôîðì, ñðåäíÿÿ è ãàóññîâû êðèâèçíû ãèïåðïîâåðõíîñòè.

(62) Âû÷èñëåíèå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñèììåòðè÷íîãî îïåðàòîðà ÷åðåç ìèíèìàêñ, ýêñòðåìàëüíîñòü íàèìåíü-
øåãî è íàèáîëüøåãî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, ïðèìåíåíèå ïðåäûäóùåãî ðåçóëüòàòà äëÿ îïðåäåëåíèÿ áåç âû÷èñëåíèé
ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, ïðèìåð òàêîãî âû÷èñëåíèÿ ãëàâíûõ íàïðàâëåíèÿ è
ãëàâíûõ êðèâèçí äëÿ äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

(63) Ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè, êàòåíîèä êàê ïðèìåð ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè, óðàâíåíèå Ëàãðàíæà äâó-
ìåðíîé ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé ãðàôèêîì ôóíêöèè.

(64) Ñðåäíÿÿ êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè, âåêòîð ñðåäíåé êðèâèçíû è ôóíêöèÿ
ñðåäíåé êðèâèçíû, ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè è ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû ïðîèçâîëüíîé êî-
ðàçìåðíîñòè, òîð Êëèôôîðäà êàê ïðèìåð ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé êðèâèçíû.

(65) Óðàâíåíèÿ Ãàóññà è óðàâíåíèÿ Ïåòåðñîíà�Ìàéíàðäè�Êîäàööè äëÿ ãèïåðïîâåðõíîñòåé.
(66) Òåíçîð Ðèìàíà è åãî ñâîéñòâà, ñóùåñòâåííûå êîìïîíåíòû òåíçîðà Ðèìàíà, êîëè÷åñòâî ñóùåñòâåííûõ

êîìïîíåíò òåíçîðà Ðèìàíà äëÿ äâóìåðíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé, óðàâíåíèÿ Ãàóññà äëÿ äâóìåðíûõ ãèïåðïîâåðõ-
íîñòåé.

(67) Ñèììåòðèè óðàâíåíèé Ïåòåðñîíà�Ìàéíàðäè�Êîäàööè, ñóùåñòâåííûå óðàâíåíèÿ Ïåòåðñîíà�Ìàéíàðäè�
Êîäàööè äëÿ äâóìåðíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé, áëèñòàòåëüíàÿ òåîðåìà Ãàóññà, ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Áîííå.
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