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Êðèâûå. Ëîêàëüíûå ñâîéñòâà è ãëîáàëüíûå èíâàðèàíòû.
Êëàññèôèêàöèÿ çàìêíóòûõ êðèâûõ ñ òî÷íîñòüþ äî ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè
Íàïîìèíàíèå îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé (êîòîðûå óæå îáñóæäàëèñü ðàíüøå).
Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü γ0 : [0, 1] → R2 è γ1 : [0, 1] → R2 � çàìêíóòûå ðåãóëÿðíûå êðèâûå íà ïëîñêîñòè (ò.å.

γi(0) = γi(1) è γ′i(t) 6= 0 ïðè âñåõ t). Îíè íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíî ãîìîòîïíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå F : [0, 1]× [0, 1] → R2, ÷òî

1) F (0, t) = γ0(t) è F (1, t) = γ1(t) ïðè âñåõ t.
2) F (s, 0) = F (s, 1) ïðè âñåõ s.
3) F ′t (s, t) 6= 0 ïðè âñåõ s è t.
Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, F � ýòî ñåìåéñòâî êðèâûõ, �íà÷èíàþùååñÿ� â γ1 è �çàêàí÷èâàþùååñÿ� â γ2, â êîòîðîì âñå êðèâûå

çàìêíóòûå è ðåãóëÿðíûå (ïðè ýòîì F íåïðåðûâíà êàê ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ � ïàðàìåòðà ãîìîòîïèè s è ïàðàìåòðà
íà êðèâîé t).

Çàìå÷àíèå. Â îïðåäåëåíèÿõ ðåãóëÿðíîé êðèâîé è ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè ïëîñêîñòü R2 ìîæíî çàìåíèòü íà äâóìåð-
íóþ ïîâåðõíîñòü. Ïðè ýòîì óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè äîëæíû áûòü âûïîëíåíû ê íåêîòîðûõ (à òîãäà è â ëþáûõ) ëîêàëüíûõ
êîîðäèíàòàõ.

Îïðåäåëåíèå 2. ×èñëî âðàùåíèÿ K(γ) çàìêíóòîé ðåãóëÿðíîé êðèâîé γ(t) � ýòî ÷èñëî îáîðîòîâ, êîòîðîå äåëàåò
âåêòîð ñêîðîñòè êðèâîé ïðè äâèæåíèè òî÷êè âäîëü êðèâîé. Áîëåå òî÷íî: âåêòîð ñêîðîñòè êðèâîé (íà ïëîñêîñòè ñ äå-
êàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè) èìååò êîîðäèíàòû (ρ(t) cos ϕ(t), ρ(t) sin ϕ(t)), ãäå a ≤ t ≤ b, ρ(t) > 0, à ϕ(t) � íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ; òàê êàê êðèâàÿ çàìêíóòà, òî ϕ(b) = ϕ(a) mod 2π; òîãäà ÷èñëî âðàùåíèÿ K(γ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê 1

2π |ϕ(b)−ϕ(a)|.
Îïðåäåëåíèå 3. ×èñëî Óèòíè W (γ) � ....... (ñì. êàðòèíêó).

Çàäà÷à 1. Äëÿ ðåãóëÿðíîé êðèâîé γ íà ïëîñêîñòè:
∣∣ ×èñëî âðàùåíèÿ K(γ)

∣∣ − ∣∣ ×èñëî Óèòíè W (γ)
∣∣ = ±1

Òåîðåìà 1 (Òåîðåìà Óèòíè íà ïëîñêîñòè). Äâå çàìêíóòûå ðåãóëÿðíûå êðèâûå íà ïëîñêîñòè ðåãóëÿðíî ãîìîòîïíû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ÷èñëà âðàùåíèÿ ðàâíû.

Òåîðåìà 2 (Òåîðåìà Óèòíè íà ñôåðå). Ëþáàÿ çàìêíóòàÿ ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ íà ñôåðå ðåãóëÿðíî ãîìîòîïíà îêðóæ-
íîñòè èëè �âîñüìåðêå�.
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Êðèâûå. Ëîêàëüíûå ñâîéñòâà è ãëîáàëüíûå èíâàðèàíòû. (ïðîäîëæåíèå)
Çàìêíóòûå ðåãóëÿðíûå êðèâûå íà ïðîñòåéøèõ äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòÿõ
Äëÿ çàìêíóòûõ ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè åäèíñòâåííûì èíâàðèàíòîì (ïðè ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè) ÿâëÿåòñÿ

÷èñëî âðàùåíèÿ. Ýòî òåîðåìà Óèòíè (ñì. ïðåäûäóùèé ëèñòîê).
Êàê èçìåíèòñÿ òåîðåìà Óèòíè, åñëè ðàññìàòðèâàòü òó æå çàäà÷ó íå íà ïëîñêîñòè, à íà êàêîé-íèáóäü äâóìåðíîé

ïîâåðõíîñòè?
Õî÷åòñÿ, ÷òîáû ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû î êëàññèôèêàöèè êðèâûõ íà ïîâåðõíîñòè M áûëà ïðèìåðíî òàêîé æå, êàê

è äëÿ ïëîñêîñòè: Äâå çàìêíóòûå ðåãóëÿðíûå êðèâûå íà ïîâåðõíîñòè M ðåãóëÿðíî ãîìîòîïíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà èõ ¾èíâàðèàíòû¿ ..., ... ñîâïàäàþò.

Íàäî ïîíÿòü, ÷òî òàêîå çäåñü ¾èíâàðèàíòû¿. Îòâåò áóäåò ðàçíûì äëÿ ðàçíûõ ïîâåðõíîñòåé. Ðàññìîòðèì îòäåëüíî
íåêîòîðûå ïðîñòûå ïîâåðõíîñòè.

ñôåðà
Ñëó÷àé ñôåðû ñàìûé ïðîñòîé. Ìû åãî óæå îáñóæäàëè (ñì. ïðåäûäóùèé ëèñòîê). Çäåñü êàæäàÿ êðèâàÿ ðåãóëÿðíî

ãîìîòîïíà ëèáî �îêðóæíîñòè�, ëèáî �âîñüìåðêå�. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñôåðû: ¾èíâàðèàíò¿ ïðèíèìàåò âñåãî äâà çíà÷åíèÿ.
öèëèíäð
Ïðåäûäóùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ êðèâûõ íà ñôåðå íåò ÷åãî-òî ïîõîæåãî íà �÷èñëî âðàùåíèÿ�. Ïî êðàéíåé

ìåðå, íåò íèêàêîãî ÷èñëîâîãî ¾èíâàðèàíòà¿ (ò.å. ÷èñëà, ñîïîñòàâëÿåìîãî êðèâîé, êîòîðîå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ðåãóëÿðíîé
ãîìîòîðèè), ïðèíèìàþùåãî ðàçëè÷íûå öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ (êàê áûëî äëÿ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè).

×òîáû ïîíÿòü, ïî÷åìó òàê ïðîèñõîäèò, íàäî åùå ðàç ïîäóìàòü î òîì, êàê îïðåäåëÿëîñü ÷èñëî âðàùåíèÿ íà ïëîñêîñòè.
Ïðè äâèæåíèè òî÷êè âäîëü êðèâîé (íà ïëîñêîñòè) ìû ñëåäèëè çà èçìåíåíèåì óãëà ìåæäó âåêòîðîì ñêîðîñòè êðèâîé è
íåêîòîðûì ôèêñèðîâàííûì íàïðàâëåíèåì (îñüþ x), ò.å., ôàêòè÷åñêè, ìû èñïîëüçîâàëè òî, ÷òî íà ïëîñêîñòè ýòî ôèê-
ñèðîâàííîå íàïðàâëåíèå çàäàíî âî âñåõ òî÷êàõ ïëîñêîñòè. Íà ñôåðå ýòîãî ñäåëàòü íåëüçÿ. Ýòî íå î÷åâèäíàÿ òåîðåìà
(îíà áóäåò äîêàçûâàòüñÿ â êóðñå äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè). Åå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: åñëè â êàæäîé òî÷êå
äâóìåðíîé ñôåðû âûáðàòü êàñàòåëüíûé âåêòîð òàê, ÷òîáû îí íåïðåðûâíî çàâèñåë îò òî÷êè, òî â íåêîòîðîé òî÷êå îí
áóäåò ðàâåí íóëþ.

Íà öèëèíäðå âûáðàòü òàêîå �ôèêñèðîâàííîå íàïðàâëåíèå� âî âñåõ òî÷êàõ ìîæíî. Íàïðèìåð, ìîæíî ïðåäñòàâèòü
öèëèíäð êàê ÷àñòü ïëîñêîñòè (çäåñü, êîíå÷íî, �öèëèíäð� ìû ïîíèìàåì êàê ÷òî-òî ãîìåîìîðôíîå öèëèíäðó � íàïðèìåð,
êîëüöî íà ïëîñêîñòè).

Çàäà÷à 2. Îïðåäåëèòå �÷èñëî âðàùåíèÿ� äëÿ êðèâîé íà öèëèíäðå.
Çàäà÷à 3. Íàðèñóéòå íà öèëèíäðå äâå êðèâûå áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíî ãîìîòîïíûìè.

Êàêèì ¾èíâàðèàíòîì¿ îíè ðàçëè÷àþòñÿ?
Çàäà÷à 4. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîã òåîðåìû Óèòíè äëÿ êðèâûõ íà öèëèíäðå.
ëèñò Ì¼áèóñà
Íà ëèñòå Ì¼áèóñà, êàê è íà öèëèíäðå, ìîæíî âûáðàòü �ôèêñèðîâàííîå íàïðàâëåíèå� âî âñåõ òî÷êàõ. Íî, íà ñàìîì

äåëå, äëÿ îïðåäåëåíèÿ �÷èñëî âðàùåíèÿ� ýòîãî ìàëî.
Çàäà÷à 5. Ïîäóìàéòå, ÷òî åùå íåîáõîäèìî (êðîìå âûáîðà �ôèêñèðîâàííîãî íàïðàâëåíèÿ� âî âñåõ òî÷êàõ), ÷òîáû

�÷èñëî âðàùåíèÿ� áûëî êîððåêòíî îïðåäåëåíî.
Çàäà÷à 6. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû êðèâûõ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé íà ëèñòå Ì¼áèóñà, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíî

ãîìîòîïíûìè. Ñêîëüêî òàêèõ êðèâûõ ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ (ò.å. ÿâëÿþùèõñÿ ðåãóëÿðíî ãîìîòîïíûìè) ñóùå-
ñòâóåò?

Çàäà÷à 7. Ðàññìîòðèì êðèâóþ γ1 íà ëèñòå Ì¼áèóñà, êîòîðàÿ èäåò âäîëü åãî îñè è èìååò îäíó �ìàëåíüêóþ ïåòåëü-
êó�. Ïóñòü γ2 � òàêàÿ æå êðèâàÿ, íî ñ ïåòåëüêîé â äðóãóþ ñòîðîíó. Áóäóò ëè ýòè êðèâûå ðåãóëÿðíî ãîìîòîïíû?

Çàäà÷à 8. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó êëàññèôèêàöèè êðèâûõ (ñ òî÷íîñòüþ äî ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè)
íà ëèñòå Ì¼áèóñà.

òîð
Â ñëó÷àå òîðà ïîëåçíî ñíà÷àëà ïîëó÷èòü îòâåò íà ñëåäóþùèé âîïðîñ: êîãäà äâå çàìêíóòûå êðèâûå íà òîðå ãîìîòîïíû

(áåç óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè!)?.
∗Çàäà÷à 1. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó êëàññèôèêàöèè êðèâûõ (ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè � íå îáÿçà-

òåëüíî ðåãóëÿðíîé) íà òîðå. ¾Èíâàðèàíòîì¿ çäåñü ÿâëÿþòñÿ äâà öåëûõ ÷èñëà � èõ è íàäî îïðåäåëèòü.
Çàäà÷à 9. Îïðåäåëèòå ÷èñëî âðàùåíèÿ äëÿ ðåãóëÿðíîé êðèâîé íà òîðå.
∗Çàäà÷à 2. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó êëàññèôèêàöèè êðèâûõ ñ òî÷íîñòüþ äî ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè

íà òîðå.
ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü
Ïðîäóìàéòå ñëåäóþùèå äâà ñïîñîáà êëàññèôèêàöèè êðèâûõ íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè (ñ òî÷íîñòüþ äî ðåãóëÿðíîé

ãîìîòîïèè).
I. Ìîæíî, êàê è â ñëó÷àå òîðà, ñíà÷àëà ðàçîáðàòüñÿ ñ êðèâûìè, ðàññìàòðèâàÿ èõ ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè (íå

îáÿçàòåëüíî ðåãóëÿðíîé), à çàòåì �ó÷åñòü ìàëåíüêèå ïåòåëüêè�.
II. Ìîæíî, êàê è â ñëó÷àå ñôåðû, èñïîëüçîâàòü òî, ÷òî ìû çíàåì îòâåò äëÿ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè áåç òî÷êè (âñïîì-

íèòå, ÷åìó ãîìåîìîðôíà ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü ñ âûáðîøåííîé òî÷êîé).
∗Çàäà÷à 3. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó êëàññèôèêàöèè êðèâûõ ñ òî÷íîñòüþ äî ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè

íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè.


