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Ââåäåíèå

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ ñåòåé (ýòî ¾ðàçâåòâë¼í-
íûé¿ àíàëîã ãåîäåçè÷åñêèõ) � îäíîìó èç àêòèâíî ðàçâèâàþùèõñÿ ðàçäåëîâ
ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè. Èññëåäóþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà çàìêíóòûõ
ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûõ ñåòåé íà ïîâåðõíîñòÿõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ
è çàäà÷à îïèñàíèÿ êëàññà âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ, íà ïîâåðõíîñòè êî-
òîðûõ ñóùåñòâóþò òàêèå ñåòè (ãëàâà 3). Ïðè èçó÷åíèè çàìêíóòûõ ëîêàëü-
íî ìèíèìàëüíûõ ñåòåé íà ìíîãîãðàííèêàõ âîçíèê åñòåñòâåííûé âîïðîñ
îá óñòîé÷èâîñòè òàêèõ ñåòåé. Îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ óäàëîñü â ãîðàç-
äî áîëüøåé îáùíîñòè � â äèññåðòàöèè äîêàçàíà òåîðåìà îá óñòîé÷èâîñòè
ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûõ ñåòåé â ïðîñòðàíñòâàõ íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû
â ñìûñëå À.Ä. Àëåêñàíäðîâà (ãëàâà 2). Â äàëüíåéøåì çàìêíóòûå ëîêàëü-
íî ìèíèìàëüíûå ñåòè íà ìíîãîãðàííèêàõ ìû áóäåì, äëÿ êðàòêîñòè, ÷àñòî
íàçûâàòü ïðîñòî ìèíèìàëüíûìè ñåòÿìè.

Ñåòüþ ìû íàçûâàåì ãåîìåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ (àáñòðàêòíîãî)
ãðàôà, ò. å. ïðåäñòàâëåíèå âåðøèí ãðàôà òî÷êàìè íåêîòîðîãî ïðîñòðàí-
ñòâà, à ðåáåð � êðèâûìè, ñîåäèíÿþùèìè ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè. Ëîêàëü-
íî ìèíèìàëüíûå ñåòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäèí èç âàðèàíòîâ îáîáùåíèÿ
ïîíÿòèÿ ãåîäåçè÷åñêîé íà ¾ðàçâåòâë¼ííûé¿ ñëó÷àé. À èìåííî, íåôîðìàëü-
íî ãîâîðÿ, ñåòü íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîé, åñëè ëþáîé å¼ äîñòà-
òî÷íî ìàëûé ôðàãìåíò ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé ñåòüþ. Ëîêàëüíî ìèíèìàëü-
íûå ñåòè ñ ãðàíèöåé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå âîçíèêàþò ïðè èçó÷åíèè
êðàò÷àéøèõ ñåòåé (íàçûâàåìûõ òàêæå ìèíèìàëüíûìè äåðåâüÿìè Øòåé-
íåðà).

Êðàò÷àéøèå è ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûå ñåòè. Ïîèñê êðàò÷àé-
øåé ñåòè, ñîåäèíÿþùåé äàííîå ìíîæåñòâî òî÷åê â íåêîòîðîì ïðîñòðàí-
ñòâå � îäíà èç êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ ñåòåé, ñì., íà-
ïðèìåð, îáçîð â [29], [7] èëè [5]. Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ðå÷ü èä¼ò î ïîèñêå
êðàò÷àéøåé ñâÿçíîé ñèñòåìû äîðîã, ñîåäèíÿþùåé äàííûå ãîðîäà, íàçû-
âàåìûå ¾ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè¿ äëÿ èñêîìîé êðàò÷àéøåé ñåòè. Ïðè ýòîì
äîðîãè íå îáÿçàíû íà÷èíàòüñÿ è çàêàí÷èâàòüñÿ â äàííûõ ãîðîäàõ, ò.å. ñè-
ñòåìà äîðîã ìîæåò ñîäåðæàòü ïîìèìî èñõîäíûõ ãîðîäîâ (ãðàíè÷íûõ òî-
÷åê) äîïîëíèòåëüíûå ïåðåêð¼ñòêè (âíóòðåííèå âåðøèíû ñåòè). Çàäà÷à ïî-
ñòðîåíèÿ êðàò÷àéøåé ñåòè â Rd, ñîåäèíÿþùåé äàííûå n òî÷åê, ÿâëÿåòñÿ
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NP -òðóäíîé äëÿ âñåõ d ≥ 2; ñì. [24] èëè [25]. Î÷åâèäíî, ÷òî êðàò÷àéøàÿ
ñåòü íå èìååò öèêëîâ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì. Íåñëîæíî äîêàçàòü ñëåäóþ-
ùèå ëîêàëüíûå ñâîéñòâà êðàò÷àéøèõ ñåòåé â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ:
(1) ð¼áðà ÿâëÿþòñÿ îòðåçêàìè, (2) âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü 1, 2 èëè 3, (3)
â âåðøèíàõ ñòåïåíè 3 ð¼áðà ñòûêóþòñÿ ïîä óãëàìè ïî 120◦, à â âåðøèíàõ
ñòåïåíè 2 � ïîä óãëàìè íå ìåíüøå 120◦ [26]. Ýòè ëîêàëüíûå ñâîéñòâà ëåã-
êî ïðîâåðèòü äëÿ äàííîé ñåòè è ëåãêî ñòðîèòü ñåòè ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè,
íî âûïîëíåíèå ýòèõ ñâîéñòâ íå ãàðàíòèðóåò, ÷òî ñåòü ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àé-
øåé. Ìîæíî óòâåðæäàòü ëèøü, ÷òî ñåòü, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè (1)�(3),
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîé. Ñóùåñòâóþùèå àëãîðèòìû òî÷íîãî ïî-
ñòðîåíèÿ êðàò÷àéøåé ñåòè â Rd îñíîâàíû íà ïîñòðîåíèè âñåâîçìîæíûõ ëî-
êàëüíî ìèíèìàëüíûõ äåðåâüåâ, ñîåäèíÿþùèõ äàííîå ìíîæåñòâî òî÷åê, è
âûáîðå ñðåäè íèõ äåðåâà íàèìåíüøåé äëèíû. Ïðè ýòîì ýêñïîíåíöèàëüíàÿ
ñëîæíîñòü ýòèõ àëãîðèòìîâ îáóñëîâëåíà ïåðåáîðîì âñåâîçìîæíûõ êîì-
áèíàòîðíûõ ñòðóêòóð ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûõ äåðåâüåâ. À äëÿ çàäàííîé
êîìáèíàòîðíîé ñòðóêòóðû ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîå äåðåâî â Rd ñ äàííîé
ãðàíèöåé åñëè ñóùåñòâóåò, òî åäèíñòâåííî [26], è â ñëó÷àå ïëîñêîñòè åãî
ïîñòðîåíèå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî çà ëèíåéíîå âðåìÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäëî-
æåííîãî Õâàíãîì àëãîðèòìà [28], ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé óëó÷øåíèå àë-
ãîðèòìà Ìåëçàêà [32].

Ðèñ. 1: Äâå ëîêàëüíî ìèíè-

ìàëüíûå ñåòè, çàòÿãèâàþùèå

âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíèêà.

Íàïðèìåð, äëÿ âåðøèí ïðÿìîóãîëüíèêà,
èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñ. 1, ñóùåñòâóþò äâå ëîêàëü-
íî ìèíèìàëüíûå ñåòè. Ïóíêòèðíàÿ ñåòü � êîðî÷å,
îíà è ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé ñåòüþ, ñîåäèíÿþùåé
÷åòûðå äàííûå òî÷êè.

Êðàò÷àéøèå ñåòè, à â ñâÿçè ñ íèìè è ëî-
êàëüíî ìèíèìàëüíûå ñåòè, âîçíèêàþò â ïðèëîæå-
íèÿõ è àêòèâíî èññëåäóþòñÿ íå òîëüêî â Rd, íî è â
äðóãèõ ïðîñòðàíñòâàõ (ñì., íàïðèìåð, îáçîð [29]),
â òîì ÷èñëå íà ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ (íàïðèìåð, ñì. [7]) è â ïðîñòðàí-
ñòâàõ îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû â ñìûñëå À.Ä. Àëåêñàíäðîâà [30], [18]. Èìååò
ìåñòî ñëåäóþùèé êðèòåðèé.

Òåîðåìà (ñì. [7, òåîðåìà 3.1]). Ñåòü Γ íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè ëî-
êàëüíî ìèíèìàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà (âîçìîæíî, ïîñëå
ïåðåïàðàìåòðèçàöèè) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

• âñå ðåáðà � ãåîäåçè÷åñêèå,
• óãëû ìåæäó ñîñåäíèìè ðåáðàìè íå ìåíüøå 120◦,
• âñå âåðøèíû ñòåïåíè 1 � ãðàíè÷íûå,
• âî âñåõ âíóòðåííèõ âåðøèíàõ ñòåïåíè 2 óãîë ìåæäó ðåáðàìè ðàâåí

180◦.
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Â ñòàòüå [4] ïîêàçàíî, ÷òî òå æå ñàìûå óñëîâèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì ÷åò-
âåðòîãî, íåîáõîäèìû äëÿ ëîêàëüíîé ìèíèìàëüíîñòè ñåòè â ïðîñòðàíñòâàõ
À.Ä.Àëåêñàíäðîâà îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû.

Óñòîé÷èâîñòü ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûõ ñåòåé. Â ãëàâå 2 äèñ-
ñåðòàöèè äîêàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûõ ñåòåé â ïðî-
ñòðàíñòâàõ À.Ä. Àëåêñàíäðîâà íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. Òàê æå, êàê è
â ñëó÷àå ãåîäåçè÷åñêèõ, ëîêàëüíî ìèíèìàëüíàÿ ñåòü âîîáùå ãîâîðÿ ìîæåò
äîïóñêàòü ãëîáàëüíóþ äåôîðìàöèþ, óìåíüøàþùóþ åå äëèíó (ïðèìåð �
íåêðàò÷àéøàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ íà ñôåðå). Îäíàêî èçâåñòíî, ÷òî íà ðèìà-
íîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ íåïîëîæèòåëüíîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû (è âîîáùå â
ïðîñòðàíñòâàõ À.Ä.Àëåêñàíäðîâà íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû) äëèíà ãåî-
äåçè÷åñêîé íå ìîæåò áûòü óìåíüøåíà íèêàêîé äåôîðìàöèåé. Ìû äîêàæåì,
÷òî òåì æå ñàìûì ñâîéñòâîì âî âñåõ ïðîñòðàíñòâàõ À.Ä.Àëåêñàíäðîâà
íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû îáëàäàþò è ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûå ñåòè. Ýòîò
ðåçóëüòàò, ñ îäíîé ñòîðîíû, îáîáùàåò ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû î ãåîäå-
çè÷åñêèõ â òàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, ñ äðóãîé ñòîðîíû, òåñíî ñâÿçàí ñ òåîðåìîé
î åäèíñòâåííîñòè ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûõ ñåòåé íà ðèìàíîâûõ ìíîãîîá-
ðàçèÿõ îòðèöàòåëüíîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû, äîêàçàííîé Ïðîíèíûì [10].
Â ñëó÷àå åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé äîêàçûâàåìîìó â
äèññåðòàöèè, áûë óñòàíîâëåí â [6].

Ïîìèìî ðàññìàòðèâàâøèõñÿ Ïðîíèíûì [10] ïàðàìåòðè÷åñêèõ äå-
ôîðìàöèé, ñîõðàíÿþùèõ êîìáèíàòîðíóþ ñòðóêòóðó ñåòè, ìû áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü è äåôîðìàöèè, â ïðîöåññå êîòîðûõ êîìáèíàòîðíàÿ ñòðóêòóðà
ìîæåò ìåíÿòüñÿ, è äîêàæåì, ÷òî ó ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîé ñåòè â ïðîñòðàí-
ñòâå À.Ä.Àëåêñàíäðîâà íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ñóùåñòâóåò îêðåñò-
íîñòü, â êîòîðîé åå íåëüçÿ óêîðîòèòü è äåôîðìàöèÿìè ýòîãî âòîðîãî âèäà.
Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå À.Ä.Àëåêñàíäðîâà íåïîëîæèòåëü-
íîé êðèâèçíû âñÿêîå ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîå äåðåâî ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì
ñðåäè ñåòåé, ñîäåðæàùèõñÿ â íåêîòîðîé åãî ìàëîé îäíîñâÿçíîé îêðåñòíî-
ñòè.

Çàìêíóòûå ëîêàëüíûå ìèíèìàëüíûå ñåòè. Ãëàâíàÿ öåëü äèñ-
ñåðòàöèè � èçó÷åíèå ñâîéñòâ çàìêíóòûõ ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûõ ñåòåé íà
ïîâåðõíîñòÿõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Ñëîâî ¾çàìêíóòàÿ¿ â ýòîì íà-
çâàíèè èìååò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â ñëîâîñî÷åòàíèè ¾çàìêíóòàÿ ãåîäå-
çè÷åñêàÿ¿, ò.å. â îòëè÷èå îò êðàò÷àéøèõ ñåòåé è ïðîèçâîëüíûõ ëîêàëüíî
ìèíèìàëüíûõ ñåòåé, ðàññìàòðèâàâøèõñÿ â ãëàâå 2, çàìêíóòàÿ ëîêàëüíî
ìèíèìàëüíàÿ ñåòü íå èìååò ãðàíè÷íûõ òî÷åê. Èç öèòèðîâàâøåãîñÿ âûøå
êðèòåðèÿ ëîêàëüíîé ìèíèìàëüíîñòè ñåòè íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè âû-
òåêàåò, ÷òî çàìêíóòàÿ ëîêàëüíî ìèíèìàëüíàÿ ñåòü íà ìíîãîîáðàçèè (à òàê
æå è íà ïîâåðõíîñòè âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà) � ýòî ñåòü, âñå âåðøèíû
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êîòîðîé èìåþò ñòåïåíü 3, à ð¼áðà ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè è ñòûêóþòñÿ
â âåðøèíàõ ïîä óãëàìè ðîâíî â 120 ãðàäóñîâ.

Çàìêíóòûå ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûå ñåòè íà ñôåðå âîçíèêàþò ïðè
èçó÷åíèè îñîáåííîñòåé ìûëüíûõ ïë¼íîê. À èìåííî, ïðè äîêàçàòåëüñòâå
ïðèíöèïîâ Ïëàòî, îïèñûâàþùèõ ýòè îñîáåííîñòè [34], èñïîëüçóåòñÿ êëàñ-
ñèôèêàöèÿ çàìêíóòûõ ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûõ ñåòåé íà ñôåðå, ïðåäñòàâëÿ-
þùàÿ ñîáîé ÷àñòü êëàññèôèêàöèè ¾ãåîäåçè÷åñêèõ ñåòåé ñ îäèíàêîâî óñòðî-
åííûìè âåðøèíàìè¿ íà ñôåðå, ñäåëàííîé â ðàáîòå [27].

Ïîìèìî ñôåðû, çàìêíóòûå ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûå ñåòè áûëè êëàñ-
ñèôèöèðîâàíû íà ïîâåðõíîñòÿõ ïëîñêèõ òîðîâ [14]. Ñ ïîìîùüþ äâóëèñò-
íûõ íàêðûòèé êëàññèôèêàöèÿ ñåòåé ñî ñôåðû è ïëîñêèõ òîðîâ ïåðåíîñèòñÿ
íà ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü [8], ïîâåðõíîñòè ðàâíîãðàííûõ òåòðàýäðîâ [15]
è íà áóòûëêè Êëåéíà ñ ïëîñêîé ìåòðèêîé [8]. Èçâåñòíû òàêæå ïðèìåðû
çàìêíóòûõ ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûõ ñåòåé íà ïîâåðõíîñòÿõ ïîñòîÿííîé îò-
ðèöàòåëüíîé êðèâèçíû è íà ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêàõ (ïîâåðõíîñòÿõ
ïëàòîíîâûõ òåë) [8].

Ðåçóëüòàòû ãëàâû 2 ïîêàçûâàþò, ÷òî çàìêíóòàÿ ëîêàëüíî ìèíèìàëü-
íàÿ ñåòü íà ïîâåðõíîñòè âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà èìååò ñëåäóþùèé ôè-
çè÷åñêèé ñìûñë. Å¼ ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê ñåòü, ñäåëàííóþ èç ýëà-
ñòè÷íîãî ìàòåðèàëà, äîïóñêàþùåãî ðàñùåïëåíèÿ â âåðøèíàõ, è íàòÿíóòóþ
íà ìíîãîãðàííèê òàê, ÷òî îíà ¾íå ñîñêàëüçûâàåò¿ ñ åãî ïîâåðõíîñòè.

Ðåçóëüòàòû î ñâîéñòâàõ çàìêíóòûõ ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûõ ñåòåé
íà ïðîèçâîëüíûõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêàõ, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè,
ÿâëÿþòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèÿ òàêèõ ñåòåé â
ëîêàëüíî ïëîñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññìàòðèâàåìàÿ çà-
äà÷à ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì çàäà÷è î çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ è êâàçèãåî-
äåçè÷åñêèõ íà âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòÿõ [2], [11], [23].

Îòìåòèì, ÷òî îäèí èç îñíîâíûõ âîïðîñîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ â äèñ-
ñåðòàöèè � î ñóùåñòâîâàíèè çàìêíóòîé ìèíèìàëüíîé ñåòè íà äàííîì ìíî-
ãîãðàííèêå � îòêðûò óæå â ñëó÷àå, êîãäà â êà÷åñòâå çàìêíóòîé ëîêàëüíî
ìèíèìàëüíîé ñåòè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàìêíóòàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ, à â êà÷åñòâå
ìíîãîãðàííèêà � (íåðàâíîãðàííûé) òåòðàýäð [13].

Ñ êîìáèíàòîðíîé òî÷êè çðåíèÿ çàìêíóòàÿ ëîêàëüíî ìèíèìàëüíàÿ
ñåòü íà âûïóêëîì ìíîãîãðàííèêå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 3-âàëåíòíûé ïëîñêèé
ãðàô, âñå ãðàíè êîòîðîãî íå áîëåå ÷åì øåñòèóãîëüíûå. Ñóùåñòâóåò áîãà-
òàÿ ëèòåðàòóðà, ïîñâÿù¼ííàÿ èçó÷åíèþ (ñ êîìáèíàòîðíîé òî÷êè çðåíèÿ)
òàêèõ ãðàôîâ íà ñôåðå, è äâîéñòâåííûõ ê íèì ãðàôîâ, ò.å. òðèàíãóëÿöèé
ñôåðû, à òàêæå âëîæåíèé ðàçëè÷íûõ ðåãóëÿðíûõ (ò.å. ñ çàäàííûìè îãðà-
íè÷åíèÿìè íà ñòåïåíè âåðøèí è ãðàíåé) ãðàôîâ â äðóãèå ïîâåðõíîñòè, ñì.
íàïðèìåð [19], [20]. Èíòåðåñ ê ýòîé òåìå ñâÿçàí â òîì ÷èñëå è ñ áîëüøèì
÷èñëîì ïðèëîæåíèé â õèìèè, êðèñòàëëîãðàôèè è äðóãèõ åñòåñòâåííûõ íà-
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óêàõ. Óïîìÿíåì îäèí èç íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ ñëó÷àåâ: 3-âàëåíòíûå ãðàôû
íà ñôåðå, èìåþùèå òîëüêî ïÿòè- è øåñòèóãîëüíûå ãðàíè, â õèìèè íàçû-
âàþòñÿ ôóëëåðåíàìè è èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ìîëåêóëÿðíûõ
ñòðóêòóð [22].

Äëÿ íàñ èíòåðåñíî, ÷òî ïðè èçó÷åíèè è êëàññèôèêàöèè (ñ êîìáè-
íàòîðíîé òî÷êè çðåíèÿ) âëîæåíèé ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ â ïîâåðõíîñòè ÷à-
ñòî èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ãåîìåòðè÷åñêèå ðåàëèçàöèè òàêèõ ãðàôîâ.
Íàïðèìåð, Ò¼ðñòîí [35] äëÿ êëàññèôèêàöèè êîìáèíàòîðíûõ òðèàíãóëÿöèé
ñôåðû èñïîëüçóåò ëîêàëüíî ïëîñêèå êîìïëåêñû, ñêëååííûå èç îäèíàêîâûõ
ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ïî ïðàâèëàì, çàäàâàåìûì äàííîé òðèàíãóëÿ-
öèåé ñôåðû, è â ðåçóëüòàòå ïàðàìåòðèçóåò òðèàíãóëÿöèè ñôåðû íàáîðàìè
èç 20 öåëûõ ÷èñåë. Öåëûé ðÿä ïàðàìåòðèçàöèé ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ (â òîì
÷èñëå îáîáùåíèÿ èäåé Ò¼ðñòîíà) îïèñàíû â ðàáîòå [21]. À óïîìèíàâøàÿñÿ
âûøå êëàññèôèêàöèÿ çàìêíóòûõ ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûõ ñåòåé íà ïëîñêèõ
òîðàõ ïî÷òè íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò êîìáèíàòîðíîé êëàññèôèêàöèè âëî-
æåíèé 3-âàëåíòíûõ 6-ðåãóëÿðíûõ (ò.å. òîëüêî ñ øåñòèóãîëüíûìè ãðàíÿìè)
ãðàôîâ â òîð, ñäåëàííîé íåçàâèñèìî â [16] è [33]: ëþáîé òàêîé ãðàô ìîæåò
áûòü ðåàëèçîâàí êàê çàìêíóòàÿ ëîêàëüíî ìèíèìàëüíàÿ ñåòü íà íåêîòîðîì
ïëîñêîì òîðå, òîëüêî â ñëó÷àå ñåòåé ïîÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î òîì, íà êàêèõ
èìåííî (ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåòðèêè) ïëîñêèõ òîðàõ ðåàëèçóåòñÿ ìèíèìàëü-
íàÿ ñåòü äàííîé êîìáèíàòîðíîé ñòðóêòóðû.

Â äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ðåàëèçàöèè ïëîñêèõ ãðàôîâ êàê
çàìêíóòûõ ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûõ ñåòåé íà âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêàõ
è ïîëíîñòüþ îïèñàíû âñåâîçìîæíûå êîìáèíàòîðíûå ñòðóêòóðû è äëèíû
ð¼áåð, êîòîðûå ìîæåò èìåòü òàêàÿ ñåòü.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà âñå ð¼áðà ñåòè èìåþò îäíó è òó æå äëèíó,
çàìíóòûå ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûå ñåòè äâîéñòâåííû òðèàíãóëÿöèÿì âû-
ïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ íà ïðàâèëüíûå òðåóãîëüíèêè, ðàññìàòðèâàâøèì-
ñÿ Ò¼ðñòîíîì [35]. Ñóùåñòâåííî, ÷òî èçó÷åíèå ìèíèìàëüíûõ ñåòåé íå ñâî-
äèòñÿ ê èçó÷åíèþ òàêèõ òðèàíãóëÿöèé, â ÷àñòíîñòè ïîòîìó, ÷òî íà ìíî-
ãîãðàííèêå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ìèíèìàëüíàÿ ñåòü, íî íå ñóùåñòâîâàòü
ìèíèìàëüíîé ñåòè ñ ðàâíûìè äëèíàìè ð¼áåð.

Ñòðóêòóðà ðàáîòû.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òð¼õ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.
Â ïåðâîé ãëàâå ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ñåòè, ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîé ñåòè

è ôîðìóëèðóþòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû, íåîáõîäèìûå äëÿ ðàáîòû
ñ ýòèìè îáúåêòàìè.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûì ñåòÿì â ïðîñòðàí-
ñòâàõ À.Ä. Àëåêñàíäðîâà íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. Â ðàçäåëå 2.1 ñôîð-
ìóëèðîâàíû è ïðîêîììåíòèðîâàíû äâå òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè ëîêàëüíî

8



ìèíèìàëüíûõ ñåòåé â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ, à â ðàçäåëå 2.2 ïðèâåäåíû äî-
êàçàòåëüñòâà ýòèõ äâóõ òåîðåì.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà çàìêíóòûì ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûì ñåòÿì
íà ïîâåðõíîñòÿõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ, êîòîðûå ìû äëÿ êðàòêîñòè
íàçûâàåì ìèíèìàëüíûìè ñåòÿìè. Â ðàçäåëå 3.1 äàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ è
ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû, íåîáõîäèìûå äëÿ ðàáîòû ñ âíóòðåííåé ãåî-
ìåòðèåé íà ïîâåðõíîñòè âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ.

Â ðàçäåëå 3.2 ôîðìóëèðóþòñÿ âñå ðåçóëüòàòû òðåòüåé ãëàâû. Òàì
æå ïðèâîäÿòñÿ êîììåíòàðèè è êîðîòêèå äîêàçàòåëüñòâà. Áîëåå äëèííûå
äîêàçàòåëüñòâà âûíåñåíû â ðàçäåë 3.3.

Áèáëèîãðàôèÿ ñîäåðæèò 39 íàèìåíîâàíèé. Òåêñò äèññåðòàöèè èçëî-
æåí íà 84 ñòðàíèöàõ.

Ñïèñîê îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû

ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

1. Äîêàçàíà óñòîé÷èâîñòü ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûõ ñåòåé â ïðîñòðàíñòâàõ
Àëåêñàíäðîâà íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû (òåîðåìà 3).

2. Ïîëó÷åíî íîâîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ çàìêíóòîé ëî-
êàëüíî ìèíèìàëüíîé ñåòè íà ìíîãîãðàííèêå. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòî óñëî-
âèå ñèëüíåå èçâåñòíîãî ðàíåå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ, íî ïî-ïðåæíåìó
íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì (òåîðåìû 17, 18, 19).

3. Îïèñàíû âñåâîçìîæíûå êîìáèíàòîðûå ñòðóêòóðû è äëèíû ð¼áåð ìè-
íèìàëüíûõ ñåòåé íà âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêàõ (òåîðåìû 7 è 8).

4. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ïðîñòûõ çàìêíóòûõ ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûõ
ñåòåé íà îòêðûòîì âñþäó ïëîòíîì ïîäìíîæåñòâå ïðîñòðàíñòâà âû-
ïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñ êðèâèçíàìè âåðøèí, êðàòíûìè 60 ãðàäóñàì
(òåîðåìà 21).

Äëÿ êðàòêîãî çíàêîìñòâà ñ ðåçóëüòàòàìè äèññåðòàöèè ïðåäíàçíà÷å-
íû ðàçäåëû 2.1 è 3.2.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Â äèññåðòàöèè ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè. Èñ-
ïîëüçóåòñÿ òåõíèêà ðàáîòû ñ âíóòðåííåé ãåîìåòðèåé íà ïîâåðõíîñòè âû-
ïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ è ìåòîäû òåîðèè ïðîñòðàíñòâ À.Ä. Àëåêñàíäðîâà
íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû.

Àâòîðîì äèññåðòàöèè ââîäèòñÿ íîâûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ çà-
ìêíóòûõ ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûõ ñåòåé íà âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêàõ,
îñíîâàííûé íà ðàññìîòðåíèè ñèñòåìû ðàçðåçîâ è ïðèìåíåíèè òåîðåì
À.Ä. Àëåêñàíäðîâà î âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêàõ.
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Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ è
êîíôåðåíöèÿõ:

• ñåìèíàðå ¾Ñîâðåìåííûå ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì
àêàä. À.Ò. Ôîìåíêî, ïðîô. À.Ñ. Ìèùåíêî, ïðîô. À.Â. Áîëñèíîâà, äîö.
À.À. Îøåìêîâà, äîö. Å.À. Êóäðÿâöåâîé (ÌÃÓ, 11 íîÿáðÿ 2009 ãîäà)
• íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ìåòðè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ ïîâåðõíî-
ñòåé è ìíîãîãðàííèêîâ¿, ïîñâÿùåííàÿ 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ
Í.Â. Åôèìîâà, (Ìîñêâà, 20 àâãóñòà 2010 ãîäà)
• íà Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìî-
ëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ-2011¿ (ÌÃÓ, 12 àïðåëÿ 2011 ãîäà)
• íà ñåìèíàðå ¾Óçëû è òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì
Â.Î. Ìàíòóðîâà, Ä.Ï. Èëüþòêî, È.Ì. Íèêîíîâà (ÌÃÓ, 13 äåêàáðÿ 2011
ãîäà)
• íà íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ¿ (ÌÃÓ, 16 íîÿáðÿ
2011 ãîäà)
• íà ñåìèíàðå ¾Ïî ãåîìåòðèè â öåëîì¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. È.Õ. Ñà-
áèòîâà (ÌÃÓ, 20 àïðåëÿ 2012 ãîäà)
• íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Àëåêñàíäðîâñêèå ÷òåíèÿ¿ (ÌÃÓ, 23
ìàÿ 2012 ãîäà)
• íà ñåìèíàðå ëåòíåé øêîëû Ìåæäóíàðîäíîé ëàáîðàòîðèè ¾Äèñêðåòíàÿ
è âû÷èñëèòåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ¿ èì. Á.Í. Äåëîíå (ßðîñëàâëü�Êðàñíûé
õîëì, 30 èþëÿ 2012 ãîäà)
• ñåìèíàðå ¾Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ è ïðèëîæåíèÿ¿ ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì àêàäåìèêà À.Ò. Ôîìåíêî (ÌÃÓ, 11 ìàðòà 2013 ãîäà)
• íà ñåìèíàðå ¾Ýêñòðåìàëüíûå ñåòè¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà À.Î.
Èâàíîâà è ïðîôåññîðà À.À. Òóæèëèíà (ÌÃÓ, 2008�2013 ãã.)

Ïóáëèêàöèè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [36]�
[39], èç íèõ ïåðâûå òðè � â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ.

Áëàãîäàðíîñòè.

Àâòîð áëàãîäàðèò ñâîåãî íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ, ïðîôåññîðà
À. À. Òóæèëèíà, è ïðîôåññîðà À. Î. Èâàíîâà çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ïîñòî-
ÿííóþ ïîääåðæêó è âíèìàíèå ê ðàáîòå, à òàêæå âåñü êîëëåêòèâ êàôåäðû
äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è ïðèëîæåíèé çà ò¼ïëóþ àòìîñôåðó è êîí-
ñòðóêòèâíûå îáñóæäåíèÿ.
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Ãëàâà 1

Ñåòè: îïðåäåëåíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå

ðåçóëüòàòû

1.1 Ïîíÿòèå ñåòè.

Ëþáàÿ èç íàøèõ ñåòåé âûãëÿäèò ïðîñòî êàê îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà
ñïðÿìëÿåìûõ êðèâûõ, è ÷àñòî áûâàåò óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ñåòü èìåííî
êàê êîíå÷íîå ñåìåéñòâî êðèâûõ.

Îïðåäåëåíèå. Îáûêíîâåííîé ñåòüþ áóäåì íàçûâàòü îáúåäèíåíèå îáðà-
çîâ êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà âëîæåííûõ ñïðÿìëÿåìûõ êðèâûõ, ïîïàðíî íå
èìåþùèõ îáùèõ òî÷åê, çà èñêëþ÷åíèåì îáùèõ êîíöîâ. Êðèâûå áóäåì íà-
çûâàòü ð¼áðàìè ñåòè, à èõ êîíöû � âåðøèíàìè ñåòè. Ñåòè Γ ñîîòâåòñòâó-
åò (àáñòðàêòíûé) ãðàô G = (V,E), â êîòîðîì ð¼áðà èç E ñîîòâåòñòâóþò
êðèâûì, çàäàþùèì ñåòü, à âåðøèíû èç V ñîîòâåòñòâóþò êîíöàì êðèâûõ.
Òàêîé ãðàô G ìû íàçûâàåì òèïîì ñåòè Γ. Îáûêíîâåííàÿ ñåòü � ýòî ìíî-
æåñòâî òî÷åê, ò.å. ñåòè, îòëè÷àþùèåñÿ çàìåíîé ïàðàìåòðà íà êðèâîé, à
òàêæå äîáàâëåíèåì èëè óäàëåíèåì âåðøèí ñòåïåíè 2, ìû íå ðàçëè÷àåì.

Òàêîå ïðîñòåéøåå îïðåäåëåíèå ñåòè áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðàáî-
òå ñ ìèíèìàëüíûìè ñåòÿìè íà ìíîãîãðàííèêàõ âî âñåõ ðàçäåëàõ ãëàâû 3,
êðîìå ðàçäåëà 3.3.5. Èíòóèòèâíî òàêèì îáðàçîì îïðåäåë¼ííàÿ ñåòü � ýòî
êàðòèíêà, íàðèñîâàííàÿ íà êàêîé-òî ïîâåðõíîñòè. Òèï ñåòè (àáñòðàêòíûé
ãðàô) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî êàðòèíêå (îáúåäèíåíèþ îáðàçîâ ñåìåé-
ñòâà êðèâûõ) òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êðèâûå
ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì òîëüêî â îáùèõ êîíöàõ, íå èìåþò ñàìîïå-
ðåñå÷åíèé, â ñåòè íåò âåðøèí ñòåïåíè 2 è âûðîæäåííûõ êðèâûõ (òîæäå-
ñòâåííî îòîáðàæàþùèõ îòðåçîê â òî÷êó). Íî âîîáùå ãîâîðÿ, îäíî è òî æå
ìíîæåñòâî òî÷åê ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê îáúåäèíåíèå ðàçíûõ ñåìåéñòâ
êðèâûõ. Èíîãäà ñåòè, îäèíàêîâûå êàê ìíîæåñòâà òî÷åê, õî÷åòñÿ ñ÷èòàòü
îäèíàêîâûìè, èíîãäà � ðàçëè÷íûìè. Íàïðèìåð, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñå-
áå ñåòü, ñäåëàííóþ èç íåñêîëüêèõ ýëàñòè÷íûõ íèòåé. Ïåðåìåùàÿ êîíöû
íèòåé, ìîæíî äåôîðìèðîâàòü ñåòü, è â êàêîé-òî ìîìåíò ìîãóò âîçíèêíóòü
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ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ñåòè, èëè ìîãóò ñîâïàñòü äâà ðåáðà ñåòè � äâå íèòè ìîãóò
èäòè ïàðàëëåëüíî ðÿäîì äðóã ñ äðóãîì. Ñ òî÷êè çðåíèÿ êàðòèíêè âìåñòî
äâóõ ð¼áåð ìû ïîëó÷èëè îäíî. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñåòè, ñîòêàííîé èç íèòåé �
èìååòñÿ ïî-ïðåæíåìó äâà ðåáðà, è ïðè ìàëîé äåôîðìàöèè ñåòè èõ ñíîâà
ìîæíî áóäåò ðàçëè÷èòü.

Âî âòîðîé ãëàâå è ðàçäåëå 3.3.5 ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ íåïðåðûâíûìè
äåôîðìàöèÿìè ñåòè, è ïîòîìó íàì áóäåò óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü ñåòü êàê
ãåîìåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ íåêîòîðîãî ãðàôà, ò.å. ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåæäå
âñåãî çàäàí àáñòðàêòíûé ãðàô, à çàòåì ýòîò ãðàô îòîáðàæàåòñÿ â íåêîòî-
ðîå ïðîñòðàíñòâî. Çäåñü âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ãîâîðèòü î ïàðàìåòðè-
çóþùåì ãðàôå ñåòè, ïåðåïàðàìåòðèçàöèè ñåòè è ò.ä. Îäèí èç âîçìîæíûõ
ïîäõîäîâ ê ðàáîòå ñ ýòèìè ïîíÿòèÿìè � òåîðèÿ òàê íàçûâàåìûõ ñåòåé-
ñëåäîâ � áûë ðàçðàáîòàí Èâàíîâûì è Òóæèëèíûì, ñì. íàïðèìåð [8]. Ìû
÷àñòè÷íî çàèìñòâóåì èõ òåðìèíîëîãèþ, íî ââîäèì òàêæå è ñâîè îïðåäåëå-
íèÿ.

Ñåòü êàê îòîáðàæåíèå. Ïóñòü äàí ãðàô G (ïî óìîë÷àíèþ � ñâÿç-
íûé, âîçìîæíî � ñ êðàòíûìè ðåáðàìè è ïåòëÿìè). Äëÿ êàæäîãî åãî ðåáðà
ðàññìîòðèì îòðåçîê, à çàòåì ðàññìîòðèì òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî TG,
ïîëó÷åííîå èç äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ ýòèõ îòðåçêîâ îòîæäåñòâëåíèåì
èõ êîíöîâ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðóêòóðîé ãðàôà G. Ïðîñòðàíñòâî TG ìû áó-
äåì íàçûâàòü òîïîëîãè÷åñêèì ãðàôîì, îòðåçêè � ðåáðàìè, à èõ êîíöû �
âåðøèíàìè òîïîëîãè÷åñêîãî ãðàôà.

Ñåòüþ òèïà G â ïðîñòðàíñòâå X ìû áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâîëü-
íîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Γ: TG → X. Ãðàô G áóäåì íàçûâàòü ïà-
ðàìåòðèçóþùèì ãðàôîì ñåòè Γ. Îáðàç îòîáðàæåíèÿ Γ áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç Im(Γ). Îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ Γ íà âåðøèíû è ðåáðà ãðàôà áó-
äåì íàçûâàòü âåðøèíàìè è ðåáðàìè ñåòè. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå ðåáðî �
ýòî íåêîòîðàÿ êðèâàÿ. Ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü ñåòè, îòëè÷àþùèåñÿ ìîíî-
òîííîé çàìåíîé ïàðàìåòðà íà îäíîì èëè íåñêîëüêèõ ðåáðàõ ñåòè. Áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ëèøü ñåòè, â êîòîðûõ âñå ðåáðà � ñïðÿìëÿåìûå êðèâûå.
Äëèíîé `(Γ) ñåòè Γ áóäåì íàçûâàòü ñóììó äëèí âñåõ åå ðåáåð.

Ñåòè ÷àñòî âîçíèêàþò â çàäà÷àõ ñëåäóþùåãî òèïà: äàíî êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî òî÷åê, òðåáóåòñÿ íàéòè ñåòü, ñîåäèíÿþùóþ ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê
è îáëàäàþùóþ íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè, íàïðèìåð, èìåþùóþ íàèìåíüøóþ
âîçìîæíóþ äëèíó. Âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàññìàòðèâàòü êëàññ ñåòåé,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííîå ìíîæåñòâî òî÷åê, è â ñâÿçè ñ ýòèì ïîëåçíî ñëå-
äóþùåå ïîíÿòèå. Ñåòü ñ ãðàíèöåé � ýòî ñåòü, â ïàðàìåòðèçóþùåì ãðàôå
êîòîðîé ôèêñèðîâàíî íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî âåðøèí, íàçûâàåìûõ ãðà-
íè÷íûìè. Èçîìîðôèçìîì ìåæäó äâóìÿ (àáñòðàêòíûìè) ãðàôàìè áóäåì
íàçûâàòü áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâàìè èõ âåðøèí ïðè óñëîâèè, ÷òî äâå
âåðøèíû â îäíîì ãðàôå ñîåäèíåíû ðåáðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
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èõ îáðàçû ñîåäèíåíû ðåáðîì âî âòîðîì ãðàôå. Äâå ñåòè ñ ãðàíèöåé èìå-
þò îäèí òèï, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ìåæäó èõ ïàðàìåòðèçóþùèìè
ãðàôàìè, ñîõðàíÿþùèé ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ âåðøèí è òàêîé, ÷òî îáðàçû
ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ âåðøèí îáåèõ ñåòåé ñîâïàäàþò. Âñå ñåòè ìû
áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ñåòè ñ ãðàíèöåé, äîïóñêàÿ, ÷òî ãðàíèöà ìîæåò
áûòü ïóñòîé.

1.2 Äåôîðìàöèè è ïåðåïàðàìåòðèçàöèÿ ñåòè.

Ïàðàìåòðè÷åñêîé äåôîðìàöèåé ñåòè (ñ ãðàíèöåé) Γ áóäåì íàçûâàòü ñå-
ìåéñòâî ñåòåé Γt = D(·, t), t ∈ [0, t0], ãäå Γ0 = Γ è D : TG × [0, t0] → X �
ïðîèçâîëüíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, ïîñòîÿííîå ïî t íà ãðàíèöå ãðà-
ôà, ò. å. òî÷êà D(v, t), ãäå v � ãðàíè÷íàÿ âåðøèíà, íå çàâèñèò îò t. ßñíî,
÷òî âñå ñåòè Γt áóäóò ñåòÿìè òîãî æå òèïà, ÷òî è Γ, è ñ òîé æå ãðàíèöåé.

Ïàðàìåòðè÷åñêèå äåôîðìàöèè ìîæíî îïðåäåëèòü è äëÿ îáûêíîâåí-
íûõ ñåòåé, íå ïåðåõîäÿ ê ñåòÿì-îòîáðàæåíèÿì. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ýòî îïðå-
äåëåíèå â ðàçäåëå 3.2.3. Ïàðàìåòðè÷åñêîé äåôîðìàöèåé îáûêíîâåííîé ñå-
òè Γ òèïà G áóäåì íàçûâàòü ñåìåéñòâî îáûêíîâåííûõ ñåòåé Γt, t ∈ [0, t0]
òîãî æå òèïà G òàêîå, ÷òî Γ0 = Γ è äëÿ êàæäîãî ðåáðà a ãðàôà G ñåìåé-
ñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâûõ Γt(a) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé äåôîðìàöèåé
êðèâîé Γ0(a), ò.å. ðåáðà ñåòè Γ.

Êðîìå ïàðàìåòðè÷åñêèõ, íàì ïîíàäîáÿòñÿ è áîëåå îáùèå äåôîðìà-
öèè ñåòåé, ïðè êîòîðûõ òèï ñåòè ìîæåò ìåíÿòüñÿ.

Âî-ïåðâûõ, îïðåäåëèì îïåðàöèþ ïîäðàçáèåíèÿ ðåáðà. Çàìåíèì â
ãðàôå G ëþáîå ðåáðî ab íà ïàðó ðåáåð ac, cb, äîáàâèâ íîâóþ âíóòðåííþþ
âåðøèíó c ñòåïåíè 2, è ïîëó÷åííûé ãðàô îáîçíà÷èì ÷åðåç G′. Çàìåòèì, ÷òî
TG′ = TG (êàê òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ò. å. ðàâåíñòâî îçíà÷àåò ãîìåî-
ìîðôèçì). Ïîýòîìó ëþáóþ ñåòü Γ: TG → X òèïà G ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ñåòü òèïà G′, è íàîáîðîò. Òàêàÿ çàìåíà ïàðàìåòðèçóþùåãî ãðàôà ñåòè
â äàëüíåéøåì áóäåò íàçûâàòüñÿ ïîäðàçáèåíèåì ðåáðà.

Òåïåðü ââåäåì ïîíÿòèå ïåðåïàðàìåòðèçàöèè. Ïóñòü Γ: TG → X,
H � ñâÿçíûé ïîäãðàô â G, ïðè÷åì âñå ðåáðà ãðàôà H ðåàëèçîâàíû â ñå-
òè Γ òî÷å÷íûìè êðèâûìè, ò. å. îáðàç âñåãî ïîäãðàôà TH � îäíà òî÷êà.
Ðàññìîòðèì ôàêòîð-ãðàô G/H, ñîîòâåòñòâóþùèé òîïîëîãè÷åñêèé ãðàô è
ñòàíäàðòíóþ ïðîåêöèþ π : TG → TG/H = TG/TH è îïðåäåëèì ñåòü ΓG/H
êàê ôàêòîð-îòîáðàæåíèå ΓG/H : TG/TH → X, ò. å. ΓG/H(π(x)) = Γ(x) äëÿ
ëþáîãî x ∈ TG. Ãðàíèöà ôàêòîð-ãðàôà îïðåäåëÿåòñÿ êàê π-îáðàç ãðàíèöû
èñõîäíîãî ãðàôà. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå ñåòè îòëè÷àþòñÿ íà ïåðåïà-
ðàìåòðèçàöèþ, åñëè îíè ëèáî ïîëó÷àþòñÿ îäíà èç äðóãîé îïèñàííîé îïå-
ðàöèåé (òàê æå, êàê ΓG/H ïîëó÷èëàñü èç Γ), ëèáî ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû
êîíå÷íîé öåïî÷êîé ñåòåé, â êîòîðîé êàæäûå äâå ñîñåäíèå ñåòè ïîëó÷àþòñÿ
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îäíà èç äðóãîé òàêîé îïåðàöèåé èëè îïåðàöèåé ïîäðàçáèåíèÿ ðåáðà.
Ïðè ïåðåïàðàìåòðèçàöèè îáðàç ñåòè íå ìåíÿåòñÿ � ìû ìåíÿåì ëèøü

ïðîîáðàçû îáðàçîâ âåðøèí ñåòè, êîå-ãäå äîáàâëÿÿ, à êîå-ãäå óäàëÿÿ ðåáðà
íóëåâîé äëèíû (âûðîæäåííûå). Ñ ïîìîùüþ ïåðåïàðàìåòðèçàöèè âñåãäà
ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò âûðîæäåííûõ ðåáåð. Îòìåòèì, ÷òî â [8] äëÿ êëàñ-
ñà ñåòåé, îòëè÷àþùèõñÿ ëèøü ïåðåïàðàìåòðèçàöèåé, èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí
ñåòü-ñëåä; íàì îí íå ïîíàäîáèòñÿ.

Äåôîðìàöèåé ñåòè âñþäó íèæå ìû áóäåì íàçûâàòü ïàðàìåòðè÷å-
ñêóþ äåôîðìàöèþ ëþáîé ñåòè, ïîëó÷åííîé èç äàííîé ñåòè ïåðåïàðàìåò-
ðèçàöèåé.

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ê ñåòè ïðèìåíèëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äå-
ôîðìàöèé, åñëè áûëà âûïîëíåíà êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåïàðà-
ìåòðèçàöèé è ïàðàìåòðè÷åñêèõ äåôîðìàöèé.

Ïóñòü α : [a, b] → TG � íåêîòîðûé ïóòü. Òîãäà ïóòü Γ ◦ α : [a, b] →
Im(Γ) áóäåì íàçûâàòü ïóòåì â ñåòè Γ. Åñëè ïóòü α � âëîæåííûé (ò.å.
ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå èíúåêòèâíî), òî ïóòü Γ ◦ α áóäåì íàçûâàòü
ïðîñòûì. Åñëè ïóòü α � çàìêíóòûé, òî ïóòü Γ◦α áóäåì íàçûâàòü öèêëîì
â ñåòè Γ. Åñëè α(a) è α(b) � ãðàíè÷íûå âåðøèíû òîïîëîãè÷åñêîãî ãðàôà,
òî ïóòü Γ ◦ α áóäåì íàçûâàòü ãðàíè÷íûì.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà, íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþùàÿ
èç îïðåäåëåíèé.

Ëåììà 1.1. Åñëè îäíà ñåòü ïîëó÷åíà èç äðóãîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
äåôîðìàöèé, òî äëÿ ëþáîãî öèêëà èëè ãðàíè÷íîãî ïóòè â ïåðâîé ñåòè
íàéäåòñÿ ãîìîòîïíûé åìó öèêë èëè ãðàíè÷íûé ïóòü âî âòîðîé ñåòè.

1.3 Îáûêíîâåííûå ñåòè è ñåòè-îòîáðàæåíèÿ

Ñåòü Γ áóäåì íàçûâàòü íåñàìîïåðåñåêàþùåéñÿ, åñëè ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè
x ∈ Im(Γ) ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì îòîáðàæåíèè Γ: TG → X � ýòî ëèáî
îäíà òî÷êà, ëèáî ñâÿçíûé ïîäãðàô â TG (ò. å. TH äëÿ íåêîòîðîãî ñâÿçíîãî
ïîäãðàôà H ⊂ G).

Åñëè îòîáðàæåíèå Γ: TG → X áèåêòèâíî, ñåòü áóäåì íàçûâàòü âëî-
æåííîé. ßñíî, ÷òî ëþáîé îáûêíîâåííîé ñåòè îäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî
ìîíîòîííîé çàìåíû ïàðàìåòðîâ íà ð¼áðàõ) ñîîòâåòñòâóåò âëîæåííàÿ ñåòü.
Îáðàòíî, ëþáîé íåñàìîïåðåñåêàþùåéñÿ ñåòè (ñåòè-îòîáðàæåíèþ) ìîæíî
îäíîçíà÷íî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå îáûêíîâåííóþ ñåòü, ïðè ýòîì ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ýòîé îáûêíîâåííîé ñåòè âëîæåííàÿ ñåòü áóäåò îòëè÷àòüñÿ
îò èñõîäíîé íåñàìîïåðåñåêàþùåéñÿ ñåòè íà ïåðåïàðàìåòðèçàöèþ. Âîîáùå,
ñåòÿì, îòëè÷àþùèìñÿ íà ïåðåïàðàìåòðèçàöèþ, ñîîòâåòñòâóåò îäíà è òà æå
îáûêíîâåííàÿ ñåòü.
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Åñëè â ñàìîïåðåñåêàþùåéñÿ ñåòè ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êîíå÷íî,
òî åé òîæå îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò îáûêíîâåííàÿ ñåòü, îäíàêî â ýòîì
ñëó÷àå ïðè ïåðåõîäå ê îáûêíîâåííîé ñåòè, ðàçóìååòñÿ, òåðÿåòñÿ èíôîðìà-
öèÿ � î òîì, êàêèå ¾íèòè¿ è êàê áûëè ñîåäèíåíû â ñåòè-îòîáðàæåíèè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàáîòå ñ âëîæåííûìè ñåòÿìè íåâàæíî, êàê îò-
íîñèòüñÿ ê ñåòè � êàê ê îòîáðàæåíèþ èëè êàê ê îáûêíîâåííîé ñåòè, ò.å.
ìíîæåñòâó òî÷åê. È ìû â òàêèõ ñëó÷àÿõ (âî âñåé ãëàâå 3, çà èñêëþ÷åíè-
åì ðàçäåëà 3.3.5) íå áóäåì îïðåäåëÿòü îòîáðàæåíèÿ è áóäåì èñïîëüçîâàòü
îïðåäåëåíèå îáûêíîâåííîé ñåòè.

1.4 Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòåé.

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòåé Γn îäíîãî òèïà â ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, d) ñõîäèòñÿ ê ñåòè Γ òîãî æå òèïà, åñëè
ìîæíî âûáðàòü ïàðàìåòðèçàöèè ðåáåð ýòèõ ñåòåé òàê, ÷òî îòîáðàæåíèÿ
Γn : TG → X ñõîäÿòñÿ ê îòîáðàæåíèþ Γ: TG → X â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå,
ò. å. supx∈TG d(Γn(x),Γ(x)) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→∞.

Ëåììà 1.2. Ïóñòü Γn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòåé îäíîãî òèïà â ïðî-
ñòðàíñòâå X, ïðè÷åì äëèíû ñåòåé îãðàíè÷åíû ñâåðõó íåêîòîðîé êîí-
ñòàíòîé, à îáðàçû ñåòåé ñîäåðæàòñÿ â íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì êîì-
ïàêòå K. Òîãäà ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü Γnk ,
ïðè÷åì äëèíà ïðåäåëüíîé ñåòè íå ïðåâîñõîäèò lim infk `(Γnk).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïàðàìåòðèçóåì êàæäîå ðåáðî êàæäîé ñåòè îòðåçêîì
[0, 1] ïðîïîðöèîíàëüíî íàòóðàëüíîìó ïàðàìåòðó. Â ñêëååííîì èç îòðåç-
êîâ ïðîñòðàíñòâå TG ðàññìîòðèì åñòåñòâåííóþ ìåòðèêó. Ïîëó÷àåì ñåìåé-
ñòâî îòîáðàæåíèé Γn èç ìåòðè÷åñêîãî êîìïàêòà TG â ìåòðè÷åñêèé êîì-
ïàêò K. Èç îãðàíè÷åííîñòè äëèíû ñåòåé ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü äëèí ðå-
áåð, è ïîòîìó ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé áóäåò ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûì,
à çíà÷èò èç ýòîãî ñåìåéñòâà ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (ýòî ñëåäñòâèå îáîáùåííîé òåîðåìû Àðöåëà, ñì. [9, ãë. 2, � 7,
òåîð. 7; � 8, òåîð. 1]), ïðè÷åì äëÿ äëèíû ïðåäåëüíîé ñåòè âûïîëíåíà óêà-
çàííàÿ â òåîðåìå îöåíêà, ò.ê. ñîîòâåòñòâóþùàÿ îöåíêà âåðíà äëÿ êàæäîãî
ðåáðà ñåòè [9, ãë. 2, � 8, òåîð. 2].

Ëåììà 1.3. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòåé Γn ñõîäèòñÿ ê ñåòè Γ â ëî-
êàëüíî îäíîñâÿçíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X ñ âíóòðåííåé ìåò-
ðèêîé, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò n0 òàêîå, ÷òî ïðè n > n0

ñåòü Γn ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñåòè Γ ïàðàìåòðè÷åñêîé äåôîðìàöèåé
âíóòðè Bε(Γ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òàêîå ε > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Im(Γ)
øàðB2ε(x) îäíîñâÿçåí (ýòî âîçìîæíî â ñèëó ëîêàëüíîé îäíîñâÿçíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà è êîìïàêòíîñòè Im(Γ)). Ðàññìîòðèì n0 òàêîå, ÷òî äëÿ n > n0

ñåòü Γn : TG → X óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó supu∈TG d(Γn(u),Γ(u)) < ε
(ñì. îïðåäåëåíèå ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûøå). Âûáåðåì êîíå÷-
íóþ ñèñòåìó òî÷åê {ui} ⊂ TG, ñîäåðæàùóþ âñå âåðøèíû ãðàôà è òàêóþ,
÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ òî÷åê ui è uj âûïîëíåíî `(Γn(uiuj)) < ε
è `(Γ(uiuj)) < ε, ãäå ÷åðåç uiuj îáîçíà÷åí ó÷àñòîê ðåáðà òîïîëîãè÷å-
ñêîãî ãðàôà, çàêëþ÷åííûé ìåæäó âûáðàííûìè òî÷êàìè. Â ñèëó âûáîðà
n > n0 äëÿ êàæäîãî i ñóùåñòâóåò ïóòü γi äëèíû íå áîëåå ε è òàêîé, ÷òî
γi(0) = Γ(ui), γi(1) = Γn(ui). Èòàê, åñëè ui, uj � ñîñåäíèå, òî êàæäûé èç
ïóòåé γi, Γn(uiuj), γj, Γ(uiuj) íå äëèííåå ε, à çíà÷èò, âñå îíè ñîäåðæàòñÿ
â øàðå B2ε(Γ(ui)). Ýòîò øàð îäíîñâÿçåí ïî ïðåäïîëîæåíèþ, çíà÷èò, ñóùå-
ñòâóåò ãîìîòîïèÿ Γijt : [0, 1] → B2ε(Γ(ui)), t ∈ [0, 1] êðèâîé Γij0 = Γ(uiuj) â
êðèâóþ Γij1 = Γn(uiuj) òàêàÿ, ÷òî Γijt (0) = γi(t), Γijt (1) = γj(t). Âûïîëíèâ
òàêóþ ãîìîòîïèþ îäíîâðåìåííî äëÿ âñåõ ó÷àñòêîâ ñåòè Γ, çàêëþ÷åííûõ
ìåæäó ñîñåäíèìè îòìå÷åííûìè òî÷êàìè, ìû ïîëó÷èì ïàðàìåòðè÷åñêóþ
äåôîðìàöèþ ñåòè Γ â ñåòü Γn (âíóòðè B2ε(Γ)), ÷òî è òðåáîâàëîñü.

1.5 Âèäû ýêñòðåìàëüíûõ ñåòåé.

Êðàò÷àéøèå ñåòè. Êðàò÷àéøåé ñåòüþ äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà òî÷åê
M ⊂ X íàçûâàåòñÿ ñâÿçíàÿ ñåòü Γ, ñîåäèíÿþùàÿ ìíîæåñòâî M (ò. å. M ⊂
Im(Γ)), åñëè Γ íå äëèííåå ëþáîé ñâÿçíîé ñåòè, ñîåäèíÿþùåé M .

Ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûå ñåòè.Ëîêàëüíî ìèíèìàëüíàÿ ñåòü �
ýòî, íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ñåòü, ëþáàÿ äîñòàòî÷íî ìàëàÿ ÷àñòü êîòîðîé ÿâ-
ëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé ñåòüþ äëÿ ñâîåé åñòåñòâåííîé ãðàíèöû. Äëÿ àêêóðàò-
íîãî îïðåäåëåíèÿ íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ëîêàëüíîé ñåòè. Ïóñòü TG �
òîïîëîãè÷åñêèé ãðàô, P ∈ TG � äàííàÿ òî÷êà. Ïóñòü U � îêðåñòíîñòü
òî÷êè P â òîïîëîãè÷åñêîì ãðàôå, íå ñîäåðæàùàÿ ïåòåëü è âåðøèí ãðà-
ôà TG, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè P (åñëè P � âåðøèíà). Ýòà îêðåñòíîñòü
åñòåñòâåííûì îáðàçîì íàäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé òîïîëîãè÷åñêîãî ãðàôà, êî-
òîðûé ìû áóäåì íàçûâàòü ëîêàëüíûì ãðàôîì â òî÷êå P è îáîçíà÷àòü ÷åðåç
GU . Åãî ãðàíèöà ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíà ∂GU = ∂U ∪ (∂TG ∩ {P}), ãäå ÷å-
ðåç ∂TG îáîçíà÷åíà ãðàíèöà ãðàôà TG. Ëîêàëüíîé ñåòüþ â äàííîé òî÷êå
P ∈ TG íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå ñåòè íà ëîêàëüíûé ãðàô, ñ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ãðàíèöåé. Äëÿ äàííîé ñåòè Γ ðàññìîòðèì ïàðàìåòðèçàöèþ, â êîòîðîé
íåò ðåáåð íóëåâîé äëèíû, è îáîçíà÷èì ïàðàìåòðèçóþùèé òîïîëîãè÷åñêèé
ãðàô ÷åðåç TG. Åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè â ãðàôå TG íàéäåòñÿ ëîêàëüíàÿ ñåòü,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé, òî ñåòü Γ íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ìèíèìàëü-
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íîé. Â äèññåðòàöèè áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî íåñàìîïåðåñåêàþùèåñÿ
ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûå ñåòè.

ε-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà è óñòîé÷èâûå ñåòè. ×åðåç Bε(M) áó-
äåì îáîçíà÷àòü çàìêíóòóþ ε-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà M ⊂ X â ñìûñëå
âíóòðåííåé ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà X, ò. å. ìíîæåñòâî òî÷åê, êîòîðûå ìîæ-
íî ñîåäèíèòü ñ òî÷êàìè ìíîæåñòâà M ïóòåì äëèíû íå áîëåå ε. Åñëè Γ �
ñåòü, òî ïîëîæèì Bε(Γ) = Bε(Im(Γ)).

Ñåòü Γ ìû áóäåì íàçûâàòü ε-óñòîé÷èâîé, åñëè ëþáàÿ ñåòü, ïîëó-
÷åííàÿ èç Γ äåôîðìàöèåé âíóòðè Bε(Γ), èìååò íå ìåíüøóþ äëèíó, ÷åì
ñåòü Γ. Ïðè çàìåíå ñëîâ ¾íå ìåíüøóþ¿ íà ñëîâî ¾áîëüøóþ¿ ïîëó÷àåòñÿ
îïðåäåëåíèå ñòðîãî ε-óñòîé÷èâîé ñåòè. Ñåòü (ñòðîãî) óñòîé÷èâà, åñëè
îíà (ñòðîãî) ε-óñòîé÷èâà äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0.

1.6 Êðèòåðèè ëîêàëüíîé ìèíèìàëüíîñòè ñåòåé è çà-

ìêíóòûå ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûå ñåòè íà ïîâåðõ-

íîñòè âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ

Òåîðåìà 1 (ñì. [7, òåîðåìà 3.1]). Ñåòü Γ íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè
ëîêàëüíî ìèíèìàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà (âîçìîæíî, ïîñëå
ïåðåïàðàìåòðèçàöèè) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

• âñå ð¼áðà � ãåîäåçè÷åñêèå,
• óãëû ìåæäó ñîñåäíèìè ð¼áðàìè íå ìåíüøå 120◦,
• âñå âåðøèíû ñòåïåíè 1 � ãðàíè÷íûå,
• âî âñåõ âíóòðåííèõ âåðøèíàõ ñòåïåíè 2 óãîë ìåæäó ð¼áðàìè ðàâåí

180◦.

Â ñòàòüå [4] ïîêàçàíî, ÷òî òå æå ñàìûå óñëîâèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì ÷åò-
âåðòîãî, íåîáõîäèìû äëÿ ëîêàëüíîé ìèíèìàëüíîñòè ñåòè â ïðîñòðàíñòâàõ
À.Ä.Àëåêñàíäðîâà îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû.

Ñåòü íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè å¼ ãðàíèöà ïóñòà. Çàìêíóòàÿ ëî-
êàëüíî ìèíèìàëüíàÿ ñåòü, î÷åâèäíî, íå ìîæåò èìåòü âåðøèí ñòåïåíè 1.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñåòü íå ìîæåò ïðîõîäèòü ÷åðåç âåðøèíû âûïóêëîãî
ìíîãîãðàííèêà, è èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé êðèòåðèé.

Òåîðåìà 2 ([8, òåîð. 5.30, ñë. 5.41]). Ñåòü íà ïîâåðõíîñòè âûïóêëîãî ìíî-
ãîãðàííèêà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

• âñå ð¼áðà � ãåîäåçè÷åñêèå,
• êàæäàÿ âåðøèíà èìååò ñòåïåíü 2 èëè 3,
• óãîë ìåæäó ñìåæíûìè ð¼áðàìè â âåðøèíàõ ñòåïåíè 3 ðàâåí 120◦, à
â âåðøèíàõ ñòåïåíè 2 � 180◦.
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Õîòÿ çàìêíóòûå ãåîäåçè÷åñêèå åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ÷àñòíûì ñëó÷à-
åì ìèíèìàëüíûõ ñåòåé, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü ñåòè, îòëè÷íûå îò
çàìêíóòîé ãåîäåçè÷åñêîé. Ìû áóäåì íàçûâàòü çàìêíóòûå ëîêàëüíî ìèíè-
ìàëüíûå ñåòè íà ìíîãîãðàííèêàõ êðàòêîìèíèìàëüíûìè ñåòÿìè. Âñþäó
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèí ñòåïåíè 2 â ìèíèìàëüíîé ñåòè íåò. ßñíî, ÷òî
ýòî íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè.

Â ðàçäåëå 3.1.2 ìû ïîäðîáíî îáñóäèì, êàê óñòðîåíû ãåîäåçè÷åñêèå
íà ïîâåðõíîñòè âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà.

Äîïîëíåíèå ê îáðàçó ìèíèìàëüíîé ñåòè íà ìíîãîãðàííèêå ñîñòîèò
èç íåñêîëüêèõ êîìïîíåò ñâÿçíîñòè, êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü ÿ÷åéêàìè
ñåòè.

Îïðåäåëåíèå. Ìèíèìàëüíóþ ñåòü áóäåì íàçûâàòü ïðîñòîé, åñëè êàæäàÿ
å¼ ÿ÷åéêà ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà. Îñòàëüíûå
ìèíèìàëüíûå ñåòè áóäåì íàçûâàòü íåïðîñòûìè.

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå ñåòè Γ1,Γ2 â ïðîñòðàíñòâàõ X1, X2 ãî-
ìåîìîðôíû, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâ X1 è X2, ïåðåâî-
äÿùèé ñåòè äðóã â äðóãà. Åñëè äëèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðè ãîìåîìîðôèç-
ìå ð¼áåð äâóõ ñåòåé îäèíàêîâû, òî äâå ñåòè áóäåì íàçûâàòü èçîìåòðè÷íû-
ìè. Çäåñü äëÿ îáûêíîâåííûõ ñåòåé ñëîâà �ïåðåâîäÿùèé ñåòè äðóã â äðóãà�
ïîíÿòü ñîâñåì ëåãêî � äâà ìíîæåñòâà ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïðè ãîìåî-
ìîðôèçìå. Â ñëó÷àå ñåòåé-îòîáðàæåíèé ðå÷ü èä¼ò î òîì, ÷òî Γ1 : TG → X1,
Γ2 : TG → X2 è ãîìåîìîðôèçì h : X1 → X2 òàêîâ, ÷òî Γ2 = h ◦ Γ1.

Ïëîñêèé ãðàô � ýòî âëîæåííàÿ ñåòü íà ñôåðå, ðàññìàòðèâàåìàÿ ñ
òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîðôèçìà ñôåðû. ß÷åéêàì ñåòè ñîîòâåòñòâóþò ãðàíè
ïëîñêîãî ãðàôà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåòü íà ìíîãîãðàííèêå ðåàëèçóåò
ïëîñêèé ãðàô G, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâèòåëåì ýòîãî ïëîñêîãî ãðàôà
êàê êëàññà ãîìåîìîðôíûõ ñåòåé.

Âçâåøåííûì ãðàôîì (G,w) áóäåì íàçûâàòü ïàðó, ñîñòîÿùóþ èç ãðà-
ôà G = (V,E) è ïîëîæèòåëüíîé âåñîâîé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå åãî ð¼áåð
w : E → R+.
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Ãëàâà 2

Óñòîé÷èâîñòü ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûõ

ñåòåé

Îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè è ëîêàëüíîé ìèíèìàëüíîñòè ñåòåé áûëè ñôîð-
ìóëèðîâàíû â ðàçäåëå 1.5.

2.1 Ðåçóëüòàòû

2.1.1 Óñòîé÷èâîñòü ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûõ ñåòåé â ïðîñòðàí-
ñòâàõ íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû

Âñÿêàÿ óñòîé÷èâàÿ ñåòü â ëîêàëüíî îäíîñâÿçíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîé (ýòî ëåãêî äîêàçàòü, êðîìå òîãî, ýòî
òðèâèàëüíîå ñëåäñòâèå òåîðåìû 4, êîòîðàÿ áóäåò ñôîðìóëèðîâàíà â ðàç-
äåëå 2.1.2 è äîêàçàíà â ðàçäåëå 2.3). Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå â îáùåì ñëó-
÷àå íåâåðíî, íàïðèìåð, âñÿêàÿ íåêðàò÷àéøàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ íà ñôåðå íå
óñòîé÷èâà. Ìû äîêàæåì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû â
ñìûñëå À.Ä.Àëåêñàíäðîâà âñÿêàÿ ëîêàëüíî ìèíèìàëüíàÿ ñåòü óñòîé÷èâà.
Ñëîâà ¾â ñìûñëå À.Ä.Àëåêñàíäðîâà¿ ìû áóäåì äëÿ êðàòêîñòè îïóñêàòü.
Îïðåäåëåíèå òàêèõ ïðîñòðàíñòâ ìîæíî íàéòè â êíèãå [3], íåêîòîðûå èõ
ñâîéñòâà ìû ñôîðìóëèðóåì â ðàçäåëå 2.2. Îòìåòèì, ÷òî êëàññ ïðîñòðàíñòâ
íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ñîäåðæèò, â ÷àñòíîñòè, ðèìàíîâû ìíîãîîáðà-
çèÿ íåïîëîæèòåëüíîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû, â òîì ÷èñëå åâêëèäîâû ïðî-
ñòðàíñòâà è ëîêàëüíî åâêëèäîâû ìíîãîîáðàçèÿ.

Òåîðåìà 3. Ëîêàëüíî ìèíèìàëüíàÿ ñåòü â ïîëíîì ïðîñòðàíñòâå íåïî-
ëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ∞-óñòîé÷èâà, à â ïðîñòðàíñòâå ñòðîãî îòðè-
öàòåëüíîé êðèâèçíû � ñòðîãî ∞-óñòîé÷èâà. Ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîå äå-
ðåâî ñòðîãî∞-óñòîé÷èâî â ëþáîì ïðîñòðàíñòâå íåïîëîæèòåëüíîé êðè-
âèçíû.

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå àíàëîãè÷íîãî
ôàêòà äëÿ ãåîäåçè÷åñêèõ â ïðîñòðàíñòâàõ íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû, ñì.
ëåììû â íà÷àëå ðàçäåëà 2.2.
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Ïðîíèí [10] â ñëó÷àå ïîëíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ñòðîãî îòðè-
öàòåëüíîé êðèâèçíû äîêàçàë, ÷òî ñðåäè ñåòåé, ïîëó÷àþùèõñÿ ïàðàìåòðè-
÷åñêîé äåôîðìàöèåé èç äàííîé ñåòè, ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé ëîêàëüíî
ìèíèìàëüíîé. Íàøå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 î÷åíü âî ìíîãîì ïîâòîðÿåò
ðàññóæäåíèÿ Ïðîíèíà [10]. Ïî ñóòè ìû èñïîëüçóåì âñå òå æå ñîîáðàæå-
íèÿ âûïóêëîñòè ìåòðèêè, íî äëÿ ïðîñòðàíñòâ áîëåå îáùåãî âèäà. Îäíàêî
íàø ðåçóëüòàò è òåîðåìà èç ñòàòüè [10] îòëè÷àþòñÿ íå òîëüêî âèäîì ïðî-
ñòðàíñòâ, íî è äîêàçûâàåìûìè ñâîéñòâàìè. Îïðåäåëèì äëÿ êîìïàêòíûõ
ëîêàëüíî îäíîñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ äâà ñâîéñòâà.
Ñâîéñòâî A. Âñå ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûå ñåòè â äàííîì ïðîñòðàíñòâå
ñòðîãî ∞-óñòîé÷èâû.
Ñâîéñòâî B. Â äàííîì ïðîñòðàíñòâå íèêàêàÿ ëîêàëüíî ìèíèìàëüíàÿ ñåòü
íå ìîæåò áûòü äåôîðìàöèåé ïåðåâåäåíà â äðóãóþ ëîêàëüíî ìèíèìàëüíóþ
ñåòü.

Íàøà òåîðåìà 3 óòâåðæäàåò, ÷òî âñå ïðîñòðàíñòâà ñòðîãî îòðèöà-
òåëüíîé êðèâèçíû îáëàäàþò ñâîéñòâîì A, à ðåçóëüòàò Ïðîíèíà [10] ïî ñóòè
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âñå ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ñòðîãî îòðèöàòåëüíîé
ñåêöèîííîé êðèâèçíû îáëàäàþò ñâîéñòâîì B.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî èç ñâîéñòâà A âñåãäà âûòåêàåò ñâîéñòâî B (ñì.
ëåììó 2.1 íèæå). Âîçìîæíî, îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ òîæå âåðíà è ñâîéñòâà
A è B ðàâíîñèëüíû, îäíàêî àâòîðó äèññåðòàöèè äîêàçàòü ýòîò ôàêò íå
óäàëîñü.

Ëåììà 2.1. Åñëè êîìïàêòíîå ëîêàëüíî îäíîñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî X îá-
ëàäàåò ñâîéñòâîì A, òî îíî îáëàäàåò è ñâîéñòâîì B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â äàííîì ïðîñòðàíñòâå X, îáëàäàþùåì ñâîé-
ñòâîì A, ëîêàëüíî ìèíèìàëüíàÿ ñåòü Γ2 ïîëó÷åíà äåôîðìàöèåé èç ëî-
êàëüíî ìèíèìàëüíîé ñåòè Γ1, ò. å., ïî îïðåäåëåíèþ äåôîðìàöèè, ê Γ1 ïðè-
ìåíèëè ïåðåïàðàìåòðèçàöèþ, ïîëó÷èëè ïðè ýòîì íåêóþ ñåòü Γ′1, à çàòåì
ïàðàìåòðè÷åñêîé äåôîðìàöèåé ïåðåâåëè Γ′1 â Γ2. Òîãäà â ñèëó ñâîéñòâà A
äëÿ ñåòè Γ1 âûïîëíåíî `(Γ1) > `(Γ2). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñåòü Γ′1 ñâÿçàíà
ñ ñåòüþ Γ2 ïàðàìåòðè÷åñêîé äåôîðìàöèåé, ò. å. Γ′1 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà
äåôîðìàöèåé èç ñåòè Γ2, ïîýòîìó `(Γ2) > `(Γ′1). Íî `(Γ

′
1) = `(Γ1), ò. å.

îäíîâðåìåííî `(Γ1) > `(Γ2) è `(Γ2) > `(Γ1), ïðîòèâîðå÷èå.

2.1.2 ¾Óñòîé÷èâîñòü¿ îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåôîð-
ìàöèé

Ðàññìîòðèì ε-óñòîé÷èâîå äåðåâî. Óñòîé÷èâîñòü ãàðàíòèðóåò, ÷òî äëèíó
ýòîãî äåðåâà íåëüçÿ óêîðîòèòü (ε-ìàëîé) äåôîðìàöèåé. Íî, ìîæåò áûòü,
äëèíó ýòîãî äåðåâà ìîæíî óêîðîòèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äåôîðìàöèé?
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Íà ðèñ. 1 ìîæíî óâèäåòü ïðèìåð äâóõ äåðåâüåâ, êîòîðûå ìîæíî ñîåäèíèòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äåôîðìàöèé, íî íåëüçÿ ñîåäèíèòü äåôîðìàöèåé.

Äëÿ äàííîé ñåòè Γ ÷åðåç Oε(Γ) ìû îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî ñåòåé,
êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ñåòè Γ êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
äåôîðìàöèé âíóòðè Bε(Γ).

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ìû ðàññìàòðèâàåì ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé (ò. å. ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ðàâíî òî÷íîé íèæ-
íåé ãðàíè äëèí ñîåäèíÿþùèõ èõ ïóòåé) è íàêëàäûâàåì óñëîâèÿ ëîêàëüíîé
îäíîñâÿçíîñòè è ëîêàëüíîé êîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî ýòîé
ìåòðèêè (äëÿ êàæäîé òî÷êè âñå äîñòàòî÷íî ìàëûå øàðû ñ öåíòðîì â íåé
êîìïàêòíû è îäíîñâÿçíû). Íàøå äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ñóùåñòâåííî èñ-
ïîëüçîâàòü âñå ýòè ñâîéñòâà, õîòÿ âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî òåîðåìà âåðíà è
â áîëåå îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü Γ � ε0-óñòîé÷èâàÿ ñåòü â ëîêàëüíî êîìïàêòíîì ëî-
êàëüíî îäíîñâÿçíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé.
Òîãäà:

1) ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî `(Γ) = minD∈Oε(Γ) `(D);
2) åñëè ïðè ýòîì ñåòü Γ ñòðîãî ε0-óñòîé÷èâà, òî åå äëèíà ñòðîãî ìåíü-

øå, ÷åì äëèíà ëþáîé äðóãîé ñåòè èç Oε(Γ);
3) åñëè U � îòêðûòàÿ îäíîñâÿçíàÿ îêðåñòíîñòü îáðàçà ñåòè Γ, ñîäåð-

æàùàÿñÿ â Bε(Γ) (ò. å. Im(Γ) ⊂ U ⊂ Bε(Γ)), òî ñåòü Γ � êðàò÷àé-
øàÿ ñðåäè ñåòåé, ëåæàùèõ â U è ñîåäèíÿþùèõ ãðàíèöó ñåòè Γ.

Íåëüçÿ íå çàìåòèòü, ÷òî ðåçóëüòàòû, çàêëþ÷åííûå â ïóíêòàõ 1) è
2) òåîðåìû, � î÷åíü îæèäàåìûå, âåäü ìàëàÿ îêðåñòíîñòü ñåòè î÷åíü íà-
ïîìèíàåò ñàìó ñåòü, è ïîòîìó ¾ñóùåñòâåííîå¿ èçìåíåíèå êîìáèíàòîðíîé
ñòðóêòóðû ñåòè, ñêîðåå âñåãî, òîëüêî óäëèíèò ñåòü, à èìåííî òàêîå èçìå-
íåíèå è îòëè÷àåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåôîðìàöèé îò ïðîñòî äåôîðìàöèè.
Òàê ÷òî ðàç ñåòü óñòîé÷èâà è åå (ïî îïðåäåëåíèþ óñòîé÷èâîñòè) íåëüçÿ
óêîðîòèòü îáû÷íîé äåôîðìàöèåé, òî åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ïðè ¾ñó-
ùåñòâåííîì¿ èçìåíåíèè êîìáèíàòîðíîé ñòðóêòóðû ñåòü òåì áîëåå íåëüçÿ
óêîðîòèòü.

Ðåçóëüòàò 3) èíòåðåñåí äëÿ äåðåâüåâ. ßñíî, ÷òî â ëþáîì äîñòàòî÷íî
õîðîøåì ïðîñòðàíñòâå ó íåñàìîïåðåñåêàþùåãîñÿ äåðåâà åñòü ìàëàÿ îäíî-
ñâÿçíàÿ îêðåñòíîñòü. Íàïðèìåð, î÷åâèäíî, ÷òî â ëþáîì åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå óæå Bε(Γ) áóäåò îäíîñâÿçíîé ïðè ìàëûõ ε. Îäíàêî àâòîð íå
óìååò äîêàçûâàòü ñóùåñòâîâàíèå U â ïðîèçâîëüíîì ëîêàëüíî êîìïàêòíîì
ëîêàëüíî îäíîñâÿçíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

Ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 2.3.
Ñ ó÷åòîì òåîðåìû 3 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå äëÿ ïðîñòðàíñòâ íåïî-
ëîæèòåëüíîé êðèâèçíû.
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Ñëåäñòâèå 1. Â ëîêàëüíî êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå íåïîëîæèòåëü-
íîé êðèâèçíû â ñìûñëå À.Ä.Àëåêñàíäðîâà âñÿêàÿ ëîêàëüíî ìèíèìàëüíàÿ
ñåòü Γ äëÿ íåêîòîðîãî ε ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé â êëàññå Oε(Γ). Ëîêàëüíî
ìèíèìàëüíîå äåðåâî Γ äëÿ íåêîòîðîãî ε ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé êðàò-
÷àéøåé ñåòüþ â êëàññå Oε(Γ), è äëÿ ëþáîé îäíîñâÿçíîé îêðåñòíîñòè U
òàêîé, ÷òî Im(Γ) ⊂ U ⊂ Bε(Γ), ñåòü Γ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé êðàò-
÷àéøåé ñåòüþ ñðåäè ñåòåé, ñîåäèíÿþùèõ ãðàíèöó Γ è ëåæàùèõ â U . Â
ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà ñòðîãî îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû ëþáàÿ ëîêàëüíî
ìèíèìàëüíàÿ ñåòü Γ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé êðàò÷àéøåé â Oε(Γ).

2.2 Óñòîé÷èâîñòü ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûõ ñåòåé â ïðî-

ñòðàíñòâàõ íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû â ñìûñëå

À.Ä.Àëåêñàíäðîâà

Ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû è êîììåíòàðèé ñì. â ðàçäåëå 2.1.1. Äëÿ íà÷àëà
ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå íàì ðåçóëüòàòû î ïðîñòðàíñòâàõ íåïîëîæèòåëüíîé
êðèâèçíû.

Ëåììà 2.2 ((ñì. [3, òåîðåìà 9.2.2])). Â ïîëíîì îäíîñâÿçíîì ïðîñòðàíñòâå
íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ëþáûå äâå òî÷êè ñîåäèíèìû åäèíñòâåííîé
ãåîäåçè÷åñêîé. Êàæäûé ãåîäåçè÷åñêèé îòðåçîê ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé.

Ëåììà 2.3 ((ñì. [3, çàìå÷àíèå 9.1.18, ðàçäåë 9.2])). Âñÿêîå ïîëíîå ïðî-
ñòðàíñòâî íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ëîêàëüíî îäíîñâÿçíî, è ïîòîìó
èìååò ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íîå óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå, ïðè÷åì íàêðû-
âàþùåå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì îäíîñâÿçíûì ïðîñòðàíñòâîì
íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû.

Ñëåäñòâèå 2. Â ïîëíîì ïðîñòðàíñòâå íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû â
êàæäîì ãîìîòîïè÷åñêîì êëàññå êðèâûõ ñ äàííûìè êîíöàìè ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ. Îíà ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé â ýòîì êëàññå.

Ëåììà 2.4 ((ñì. [3, ïðåäëîæåíèå 9.2.13])). Ïóñòü (X, d) � ïîëíîå îäíî-
ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû, α(s), β(s) � ãåîäåçè-
÷åñêèå, ïàðàìåòðèçîâàííûå ïðîïîðöèîíàëüíî íàòóðàëüíîìó ïàðàìåòðó,
èëè ïîñòîÿííûå êðèâûå. Òîãäà ôóíêöèÿ d(α(s), β(s)) � âûïóêëà.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü X � ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî íåïîëîæèòåëüíîé êðè-
âèçíû, α(s), β(s) � ãåîäåçè÷åñêèå, ïàðàìåòðèçîâàííûå ïðîïîðöèîíàëüíî
íàòóðàëüíîìó ïàðàìåòðó, èëè ïîñòîÿííûå êðèâûå, σs � íåïðåðûâíîå ñå-
ìåéñòâî ãåîäåçè÷åñêèõ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè α(s) è β(s). Òîãäà ôóíêöèÿ
`(σs) � âûïóêëà.
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Çàìå÷àíèå 1. Åñëè X � ïðîñòðàíñòâî ñòðîãî îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû,
òî ôóíêöèÿ `(σs) èç ñëåäñòâèÿ 3 ñòðîãî âûïóêëà äëÿ ëþáîé íåïîñòîÿííîé
äåôîðìàöèè σs.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ ðàññìîòðèì óíèâåðñàëü-
íîå ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íîå íàêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X è ïîäíÿòèå ãîìîòî-
ïèè σs êðèâîé σ0. Â íàêðûâàþùåì ïðîñòðàíñòâå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðîîá-
ðàçàìè òî÷åê α(s), β(s) áóäåò â òî÷íîñòè ðàâíî äëèíå åäèíñòâåííîé ñîåäè-
íÿþùåé èõ ãåîäåçè÷åñêîé, ò. å. äëèíå ïðîîáðàçà ïóòè σs (ñì. ëåììó 2.3).
Íî ïðè ïðîåêöèè äëèíû ïóòåé ñîõðàíÿþòñÿ, ïîýòîìó ýòî ðàññòîÿíèå ðàâíî
äëèíå êðèâîé σs. Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ëåììó 2.4.

Ãåîäåçè÷åñêîé ñåòüþ áóäåì íàçûâàòü ñåòü, êàæäîå ðåáðî êîòîðîé �
èëè íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ, èëè ïîñòîÿííàÿ (òî÷å÷-
íàÿ) êðèâàÿ. Èçâåñòíî (ñì. [8]), ÷òî íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè âñÿêàÿ
ëîêàëüíî ìèíèìàëüíàÿ ñåòü ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé, ò. å. ÷òî äëÿ ëþáîé
äåôîðìàöèè Γt ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîé ñåòè Γ0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
d
dt`(Γt)

∣∣
t=0
> 0, åñëè ýòà ïðîèçâîäíàÿ ñóùåñòâóåò. Ñëåäóþùàÿ ëåììà � ýòî

íåêîòîðûé àíàëîã ýòîé òåîðåìû äëÿ ïðîñòðàíñòâ íåïîëîæèòåëüíîé êðè-
âèçíû.

Ëåììà 2.5. Ïóñòü Ht, t ∈ [0, 1], � ïàðàìåòðè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ â êëàñ-
ñå ãåîäåçè÷åñêèõ ñåòåé ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîé ñåòè H0 â ïðîñòðàíñòâå
íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû, ïðè÷åì äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ïàðàìåòðè-
çóþùåãî ãðàôà êðèâàÿ Ht(v) � èëè òî÷å÷íàÿ, èëè ãåîäåçè÷åñêàÿ, ïàðà-
ìåòðèçîâàííàÿ ïðîïîðöèîíàëüíî íàòóðàëüíîìó ïàðàìåòðó. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò è íåîòðèöàòåëüíà ïðàâàÿ ïðîèçâîäíàÿ äëèíû ñåòè:

d

dt
`(Ht)

∣∣∣∣
t=0

> 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � ãðàô, ïàðàìåòðèçóþùèé íàøè ñåòè. Òîãäà

`(Ht) =
∑

e∈E(G)

`(Ht(e)).

Ðàññìîòðèì
d

dt
`(Ht(e))

∣∣∣∣
t=0

äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ðåáðà e ñ êîíöàìè v1, v2. Åñëè ðåáðî H0(e) � íå òî-
÷å÷íîå, òî ìîæíî íàïðÿìóþ ïðèìåíèòü ôàêò, ïðèâåäåííûé â [3, òåîðåìà
4.5.6, óïðàæíåíèå 4.5.10], è ïîëó÷èòü, ÷òî ïðàâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñóùåñòâóåò
è ðàâíà

d

dt
`(Ht(e))

∣∣∣∣
t=0

= −k1 cosα1 − k2 cosα2,
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ãäå kj = `(Ht(vj)) (äëèíà êðèâîé, îíà æå ðàâíà ¾ñêîðîñòè¿, ò. å. êîýôôè-
öèåíòó ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó íàøèì ïàðàìåòðîì íà êðèâîé è íàòó-
ðàëüíûì ïàðàìåòðîì), à αj � óãîë ìåæäó ãåîäåçè÷åñêèìè H0(e) è Ht(vj)
â òî÷êå H0(vj).

Åñëè æå H0(e) � òî÷å÷íàÿ êðèâàÿ, òî íàì äîñòàòî÷íî òîãî ôàêòà,
÷òî ïðîèçâîäíàÿ

d

dt
`(Ht(e))

∣∣∣∣
t=0

ñóùåñòâóåò. Äîêàæåì ýòî. Ïóñòü e = v1v2. Åñëè õîòÿ áû îäíà èç êðèâûõ
Ht(v1), Ht(v2) � òî÷å÷íàÿ, òî íàøå ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîé î÷åâèäíî
(ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ëèíåéíà). Ïóñòü òåïåðü Ht(v1), Ht(v2) � íåâûðîæäåí-
íûå ãåîäåçè÷åñêèå, òîãäà îïðåäåëåíà âåëè÷èíà ϕ óãëà ìåæäó íèìè, ðàâíàÿ
ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëó âåëè÷èí ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâ â òðåóãîëüíèêàõ
ñðàâíåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, îíà ðàâíà ïðåäåëó âåëè÷èí óãëîâ ïëîñêèõ òðå-
óãîëüíèêîâ ñ äëèíàìè ñòîðîí `(Ht(e)), k1t, k2t (îáîçíà÷åíèÿ òå æå, ÷òî è
âûøå), à óãëû ïëîñêèõ òðåóãîëüíèêîâ ëåãêî ïîñ÷èòàòü ïî òåîðåìå êîñèíó-
ñîâ. Òîãäà

cosϕ = lim
t→0+

(k1t)
2 + (k2t)

2 − (`(Ht(e)))
2

2k1k2t2
,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåë

lim
t→0+

`(Ht(e))

t

ñóùåñòâóåò (è ðàâåí
√
k2

1 + k2
2 − 2k1k2 cosϕ).

Äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ V (G) ðàññìîòðèì ïðîîáðàç

H−1
0 (H0(v)).

Ýòî íåêîòîðûé ñâÿçíûé ïîäãðàô ãðàôàG, âñå ðåáðà êîòîðîãî ðåàëèçîâàíû
òî÷å÷íûìè êðèâûìè â ñåòè H0, â òîì ÷èñëå ýòîò ïîäãðàô ìîæåò îêàçàòü-
ñÿ ñàìîé âåðøèíîé v. Êàæäûé òàêîé ïîäãðàô áóäåì íàçûâàòü òî÷å÷íîé
êîìïîíåíòîé.

Èòàê, ïðîèçâîäíàÿ äëèíû ñåòè ñóùåñòâóåò è ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóì-
ìó ïðîèçâîäíûõ äëèí ðåáåð. Ïðè÷åì ïðîèçâîäíàÿ ðåáðà íåíóëåâîé äëèíû
åñòü ñóììà äâóõ ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ çàâèñèò îò îäíîãî èç êîí-
öîâ ýòîãî ðåáðà. Ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå:

d

dt
`(Ht(e))

∣∣∣∣
t=0

=
∑
τ

∆(τ),

ãäå τ ïðîáåãàåò âñåâîçìîæíûå òî÷å÷íûå êîìïîíåíòû ñåòè H0, à ∆(τ) �
ñóììà ïðîèçâîäíûõ íóëåâûõ ðåáåð êîìïîíåíòû τ è ñëàãàåìûõ âèäà

24



−k cosα, ñîîòâåòñòâóþùèõ ëåæàùèì â τ êîíöàì íåâûðîæäåííûõ ðåáåð
ñåòè H0.

Òåïåðü áóäåì äîêàçûâàòü íàøó ëåììó îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî

d

dt
`(Ht(e))

∣∣∣∣
t=0

< 0,

òîãäà íàéäåòñÿ íåêîòîðàÿ òî÷å÷íàÿ êîìïîíåíòà τ òàêàÿ, ÷òî ∆(τ) < 0.
Âðåìåííî ñäåëàåì ïåðåïàðàìåòðèçàöèþ ñåòè H0 òàê, ÷òîáû â íåé íå áûëî
ðåáåð íóëåâîé äëèíû. Òîãäà â òó òî÷êó, â êîòîðóþ îòîáðàæàëàñü òî÷å÷íàÿ
êîìïîíåíòà τ , áóäåò îòîáðàæàòüñÿ ðîâíî îäíà âåðøèíà ñåòè, îáîçíà÷èì åå
÷åðåç v. Ïî îïðåäåëåíèþ ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîé ñåòè íåêîòîðàÿ ëîêàëüíàÿ
ñåòü Γloc ñ öåíòðîì â âåðøèíå v ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé. Ñäåëàåì ïåðåïàðà-
ìåòðèçàöèþ ñåòè Γloc òàê, ÷òîáû âìåñòî âåðøèíû v ñíîâà áûëà òî÷å÷íàÿ
êîìïîíåíòà τ , è ñäåëàåì ïàðàìåòðè÷åñêóþ äåôîðìàöèþ Γloc t ýòîé ñåòè,
ïðè êîòîðîé âåðøèíû êîìïîíåíòû τ äâèæóòñÿ ïî òåì æå êðèâûì, ÷òî è â
ñëó÷àå èñõîäíîé äåôîðìàöèè ñåòè H0, ãðàíè÷íûå âåðøèíû ñåòè Γloc íåïî-
äâèæíû, à âñå ðåáðà â ïðîöåññå äåôîðìàöèè ðåàëèçóþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè
èç íóæíîãî ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà (òàêèå ãåîäåçè÷åñêèå îïðåäåëåíû îä-
íîçíà÷íî, ñì. ñëåäñòâèå 2). Òîãäà èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé ÿñíî,
÷òî

d

dt
`(Γloc t)

∣∣∣∣
t=0

= ∆(τ),

íî ∆(τ) < 0 ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

`(Γloc t) < `(Γloc)

ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ t, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó ôàêòó, ÷òî ñåòü Γloc �
êðàò÷àéøàÿ. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê îñíîâíîé çàäà÷å ýòîãî ðàçäåëà � äîêàçàòåëüñòâó
òåîðåìû 3. Ïóñòü Γ � äàííàÿ ëîêàëüíî ìèíèìàëüíàÿ ñåòü â ïðîñòðàí-
ñòâå X. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïåðåïàðàìåòðèçàöèþ ñåòè Γ è ïðîèç-
âîëüíóþ ïàðàìåòðè÷åñêóþ äåôîðìàöèþ, ïåðåâîäÿùóþ ñåòü Γ â íåêîòîðóþ
ñåòü, êîòîðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Γ′. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñåòè Γ è
Γ′ ïàðàìåòðèçîâàíû ãðàôîì G. Íàøà öåëü � ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ ñåòè
Γ′ íåêîòîðóþ äåôîðìàöèþ Ht ñåòè H0 = Γ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì
ëåììû 2.5, è èç íåðàâåíñòâà

d

dt
`(Ht)

∣∣∣∣
t=0

> 0

íåêîòîðûì îáðàçîì âûâåñòè, ÷òî

`(Γ′) > `(Γ),
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÷òî è óòâåðæäàåòñÿ â òåîðåìå.
Äëÿ êàæäîãî íåâûðîæäåííîãî â ñåòè Γ′ ðåáðà e ∈ E(G) ñ êîíöàìè

u, v ðàññìîòðèì ãåîäåçè÷åñêóþ ñ êîíöàìè Γ′(u),Γ′(v) èç ãîìîòîïè÷åñêîãî
êëàññà êðèâîé Γ′(e), îáîçíà÷èì åå ÷åðåç Γ1(e) (ñì. ñëåäñòâèå 2). Ñäåëà-
åì ïàðàìåòðè÷åñêóþ äåôîðìàöèþ ñåòè Γ′, íåïîäâèæíóþ íà âåðøèíàõ è
âûðîæäåííûõ ðåáðàõ è ïåðåâîäÿùóþ êàæäîå íåâûðîæäåííîå ðåáðî Γ′(e)
â ñîîòâåòñòâóþùóþ ãåîäåçè÷åñêóþ Γ1(e). Ïîëó÷åííóþ â ðåçóëüòàòå ñåòü
îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ1.

ßñíî, ÷òî ñåòü Γ1 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïàðàìåòðè÷åñêîé äåôîðìà-
öèåé èç ñåòè Γ. Îáîçíà÷èì òàêóþ äåôîðìàöèþ ÷åðåç Γs, s ∈ [0, 1]. Äëÿ
êàæäîé âåðøèíû v ∈ V (G) ðàññìîòðèì ïóòü Γs(v). ×åðåç γv(s) îáîçíà-
÷èì ãåîäåçè÷åñêóþ ñ òåìè æå êîíöàìè èç òîãî æå ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà,
ïàðàìåòðèçîâàííóþ îòðåçêîì [0, 1] ïðîïîðöèîíàëüíî íàòóðàëüíîìó ïàðà-
ìåòðó (ñëåäñòâèå 2).

Äëÿ êàæäîãî ðåáðà e ∈ E(G) ñ êîíöàìè v1, v2 è äëÿ êàæäîãî
s ∈ [0, 1] ðàññìîòðèì ãåîäåçè÷åñêóþ ñ êîíöàìè γv1(s) è γv2(s) èç ãîìî-
òîïè÷åñêîãî êëàññà êðèâîé

(γv1(t)
∣∣
[0,s] )

−1 ◦ Γ(e) ◦ (γv2(t)
∣∣
[0,s] ),

ãäå ÷åðåç ◦ îáîçíà÷åíî ïðîèçâåäåíèå ïóòåé. Ýòó ãåîäåçè÷åñêóþ îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Hs(e). Èçâåñòíî, ÷òî Hs(e) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò s (ñì. [3,
ïðåäëîæåíèå 9.1.17, òåîðåìó î ãëîáàëèçàöèè]). Ïîýòîìó ñîâîêóïíîñòü ãåî-
äåçè÷åñêèõ {Hs(e) | e ∈ E(G)}, s ∈ [0, 1], åñòåñòâåííûì îáðàçîì çàäàåò
ïàðàìåòðè÷åñêóþ äåôîðìàöèþ Hs ñåòè H0 = Γ, ïðè÷åì H1 = Γ1.

Ïî ñëåäñòâèþ 3 äëèíà êàæäîãî ðåáðà ñåòè Hs � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ
îò s. Ñëåäîâàòåëüíî, è äëèíà ñåòèHs � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ îò s, êàê ñóììà
âûïóêëûõ ôóíêöèé. Â ñèëó âûïóêëîñòè

`(Hs) 6 s`(H1) + (1− s)`(H0) = `(H0) + s(`(H1)− `(H0)).

Íî ïî ëåììå 2.5 ïðîèçâîäíàÿ

d

ds
`(Hs)

∣∣∣∣
s=0

> 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî `(H1)− `(H0) > 0. Çíà÷èò,

`(Γ′) > `(Γ1) = `(H1) > `(H0) = `(Γ).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ñåòü Γ′, ïîëó÷åííàÿ ïàðàìåò-
ðè÷åñêîé äåôîðìàöèåé ðàñùåïëåíèÿ ñåòè Γ, èìååò íå ìåíüøóþ äëèíó, ÷åì
Γ, à çíà÷èò, ñåòü Γ � óñòîé÷èâà. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1 ÿñíî, ÷òî â ïðîñòðàí-
ñòâå ñòðîãî îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû `(Γ′) > `(Γ) åñëè òîëüêî íå Γ′ = Γ,
ò. å. èìååò ìåñòî ñòðîãàÿ óñòîé÷èâîñòü ñåòè Γ.
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Ñòðîãàÿ óñòîé÷èâîñòü äåðåâà. Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü ñòðîãóþ
óñòîé÷èâîñòü äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà Γ � äåðåâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî `(Γ′) =
`(Γ). Òîãäà `(H1) = `(H0), è, â ñèëó âûïóêëîñòè, `(Hs) ≡ `(H0) = `(Γ), s ∈
[0, 1]. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó äëèíà ñåòè ðàâíà ñóììå äëèí ðåáåð, à äëè-
íà êàæäîãî ðåáðà � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ îò s, òî èç òîãî, ÷òî äëèíà ñåòè
ïîñòîÿííà, ñëåäóåò, ÷òî äëèíà êàæäîãî ðåáðà � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ.

Ëåììà 2.6. Âåðøèíû ñåòè Γ = H0 íåïîäâèæíû ïðè äåôîðìàöèè Hs,
ò. å. Γ(v) = Hs(v)∀s ∈ [0, 1], v ∈ V (G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå ãðàíè÷íûå âåðøèíû íåïîäâèæíû ïî ïîñòðîåíèþ.
Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî ÷èñëó âåðøèí. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ
ñåòè, èìåþùåé ëèøü äâå âåðøèíû, ëåììà î÷åâèäíà, òàê êàê îáå îíè îáÿ-
çàíû áûòü ãðàíè÷íûìè.

Åñëè â äåðåâå íàéäåòñÿ âèñÿ÷àÿ âåðøèíà p, èíöèäåíòíàÿ íåêîòîðîé
âåðøèíå u ñòåïåíè 2 (êîòîðàÿ â ñèëó íàøåãî ñîãëàøåíèÿ òîæå ÿâëÿåòñÿ
ãðàíè÷íîé), òî ìîæíî óäàëèòü èç ñåòè ðåáðî pu è òåì ñàìûì ïåðåéòè ê
ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîé ñåòè ñ ìåíüøèì ÷èñëîì âåðøèí. Â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå íàéäåòñÿ ïàðà âèñÿ÷èõ âåðøèí p è q, èìåþùèõ îáùóþ âåðøèíó u (äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé ïàðû äîñòàòî÷íî óäàëèòü èç äåðåâà
âñå âèñÿ÷èå ðåáðà è ðàññìîòðåòü â íîâîì äåðåâå ëþáóþ âèñÿ÷óþ âåðøè-
íó). Äîêàæåì, ÷òî âåðøèíà u íåïîäâèæíà ïðè äåôîðìàöèè. Ïîñëå ýòîãî
ìîæíî áóäåò âûáðîñèòü ðåáðà pu è qu èç íàøåé ñåòè è îáúÿâèòü âåðøèíó
u � ãðàíè÷íîé. Íîâàÿ ñåòü, î÷åâèäíî, ñíîâà áóäåò ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîé,
è îãðàíè÷åíèå íà íåå íàøåé äåôîðìàöèè áóäåò îáëàäàòü âñåìè ñâîéñòâà-
ìè, êîòîðûå èìåëèñü ó èñõîäíîé äåôîðìàöèè. Â íîâîé ñåòè âåðøèí áóäåò
ìåíüøå, à çíà÷èò äëÿ íåå âåðíî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè î íåïîäâèæíîñòè
âåðøèí. Ñëåäîâàòåëüíî, è ó èñõîäíîé ñåòè âñå âåðøèíû áûëè íåïîäâèæíû,
è øàã èíäóêöèè ñäåëàí.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî âåðøèíà u íåïîäâèæíà. Êàê áûëî ïîêàçàíî
âûøå, äëèíà êàæäîãî ðåáðà � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îò s. Îòìåòèì, ÷òî âñå
ñåòèHs ëîêàëüíî ìèíèìàëüíû, òàê êàê èíà÷å èõ ìîæíî áûëî áû óêîðîòèòü
ìàëîé äåôîðìàöèåé è ïîëó÷èòü ñåòü Γ′ ñòðîãî ìåíüøåé äëèíû, ÷åì ñåòü Γ.
Ïðè÷åì âñÿêóþ òàêóþ ñåòü ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü èç ñåòè Γ ïàðàìåò-
ðè÷åñêîé äåôîðìàöèåé âíóòðè Bε(Γ). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óæå äîêàçàííîé
÷àñòè íàøåé òåîðåìû.

Åñëè äëèíà ðåáðà Hs(pu) ðàâíà íóëþ õîòÿ áû ïðè äâóõ çíà÷åíèÿõ
s, òî, êàê ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, îíà äîëæíà áûòü òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ,
è òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî âåðøèíà u íåïîäâèæíà. Äàëåå ðàññìàòðèâàåì çíà-
÷åíèÿ s, ïðè êîòîðûõ îáà ðåáðà Hs(pu) è Hs(qu) èìåþò íåíóëåâóþ äëèíó.
Åñëè ðåáðî pu ðåàëèçîâàíî íåâûðîæäåííîé ãåîäåçè÷åñêîé, òî ïðîèçâîäíàÿ
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åãî äëèíû âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

d

ds
`(Hs(pu))

∣∣∣∣
s=s0

= −k cosαs0,

ãäå k � ïîñòîÿííàÿ ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé îáðàç âåðøèíû u åäåò ïî ãåîäå-
çè÷åñêîé Hs(u), à αs0 � óãîë ìåæäó ãåîäåçè÷åñêèìè Hs0(pu) è Hs(u) (ïðè
îïðåäåëåíèè óãëà ïåðâàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ îðèåíòèðîâàíà îò u ê p, à âòî-
ðàÿ � â íàïðàâëåíèè óâåëè÷åíèÿ ïàðàìåòðà s). Åñëè k = 0, òî âåðøèíà u
íåïîäâèæíà è âñå äîêàçàíî, à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èç ëèíåéíîñòè ôóíêöèè
`(Hs(pu)) âûòåêàåò, ÷òî çíà÷åíèå cosαs0 ïîñòîÿííî, à çíà÷èò, ïîñòîÿííî ïî
s0 è çíà÷åíèå óãëà ìåæäó ãåîäåçè÷åñêèìè Hs0(pu) è Hs(u). Ïîýòîìó äàëåå
ìû âñþäó èñïîëüçóåì, ÷òî αs ≡ α0.

Ðàññìîòðèì îáðàçîâàííûé íàøèìè ãåîäåçè÷åñêèìè òðåóãîëüíèê
∆ ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ H0(p), Hs1(u), Hs2(u). Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò
òðåóãîëüíèê-êîíòóð îãðàíè÷èâàåò äèñê. Íî äëÿ ñòÿãèâàåìîãî òðåóãîëüíè-
êà â ïðîñòðàíñòâå íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñðàâ-
íåíèÿ óãëîâ: åãî óãëû íå ïðåâîñõîäÿò ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà
ñ òåìè æå äëèíàìè ñòîðîí íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè (ñì. [3, òåîðåìà 9.2.9]).
Çàìåòèì, ÷òî óãëû òðåóãîëüíèêà ∆ â âåðøèíàõ Hs1(u) è Hs2(u) â ñóììå
äàþò íå ìåíüøå π (îäèí èç íèõ ðàâåí α0, à äðóãîé íå ìåíüøå π − α0, ò.ê.
ñóììà ñìåæíûõ óãëîâ íå ìåíüøå π). Çíà÷èò, òðåòèé óãîë òðåóãîëüíèêà ∆
ðàâåí íóëþ, è âñå óãëû òðåóãîëüíèêà ñðàâíåíèÿ ðàâíû óãëàì òðåóãîëüíèêà
∆. Òîãäà òðåóãîëüíèê ñðàâíåíèÿ � âûðîæäåííûé, è, ïîñêîëüêó âåðøèíû
Hs1(u) è Hs2(u) íå ñîâïàäàþò, äâà óãëà òðåóãîëüíèêà äîëæíû áûòü ðàâíû
íóëþ, à òðåòèé ðàâåí π. Óãëû òðåóãîëüíèêà ∆ èìåþò òå æå çíà÷åíèÿ, ò. å.
ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà H0(p)Hs1(u)Hs2(u) ëåæàò íà îäíîé ãåîäåçè÷åñêîé
äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé s1, s2 èç íåêîòîðîãî èíòåðâàëà. Çàôèêñèðóåì íåêî-
òîðûå s1, s2. Àíàëîãè÷íî, ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà H0(q)Hs1(u)Hs2(u) ëåæàò
íà îäíîé ãåîäåçè÷åñêîé. Ó ýòèõ äâóõ òðåóãîëüíèêîâ åñòü îáùàÿ ñòîðîíà
Hs1(u)Hs2(u) � ó÷àñòîê ãåîäåçè÷åñêîé, ïî êîòîðîé âåðøèíà u äâèæåòñÿ
ïðè äåôîðìàöèè. Òî÷êè H0(p), H0(q) íå ëåæàò íà ýòîì îòðåçêå, ïîñêîëüêó
ìû âûáðàëè èíòåðâàë, íà êîòîðîì äëèíû ðåáåð pu è qu íå îáíóëÿþòñÿ.

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: ëèáî â îäíîì òðåóãîëüíèêå (ñêàæåì,
H0(p)Hs1(u)Hs2(u)) óãîë ∠Hs1(u) = π, à â äðóãîì � óãîë ∠Hs2(u) = π,
ëèáî â îáîèõ òðåóãîëüíèêàõ çíà÷åíèå π èìååò óãîë ñ âåðøèíîé â îäíîé è
òîé æå òî÷êå, ñêàæåì, Hs1(u).

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî s, s1 6 s 6 s2,
ðåáðà Hs(pu) è Hs(qu) âìåñòå îáðàçóþò îäíó ãåîäåçè÷åñêóþ, ïîñêîëüêó
ðåáðî Hs(pu) � ýòî ÷àñòü ãåîäåçè÷åñêîé H0(p)Hs2(u), ðåáðî Hs(qu) �
ýòî ÷àñòü ãåîäåçè÷åñêîé H0(q)Hs1(u), à ãåîäåçè÷åñêèå H0(p)Hs2(u) è
H0(q)Hs1(u) èìåþò îáùèé îòðåçîê Hs1(u)Hs2(u) è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåð-
æàòñÿ â îáùåé ãåîäåçè÷åñêîé, ñîåäèíÿþùåé H0(p) è H0(q) (íà ðèñ. 2.1
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Ðèñ. 2.1: Ïåðâûé ñëó÷àé.

Ðèñ. 2.2: Ñóììà 8 óãëîâ.

òî÷êè H0(p), Hs1(u), Hs(u), Hs2(u), H0(q) ñïåöèàëüíî íàðèñîâàíû íå ëåæà-
ùèìè íà îäíîé ïðÿìîé, íî ìû òîëüêî ÷òî äîêàçàëè, ÷òî îíè ëåæàò íà îäíîé
ãåîäåçè÷åñêîé). Ðàññìîòðèì åùå îäíî ðåáðî, èíöèäåíòíîå âåðøèíå u, íàçî-
âåì åãî uv. Ïîñêîëüêó âñå ñåòèHs ëîêàëüíî ìèíèìàëüíû, òî óãëû, êîòîðûå
ðåáðî Hs(uv) îáðàçóåò ñ ðåáðàìè Hs(pu), Hs(qu) ïðè êàæäîì s äîëæíû
áûòü íå ìåíüøå 2π

3 (ñì. [4]). Ðàññìîòðèì ïóòü Hs(v), ïî êîòîðîìó äâèæåò-
ñÿ âåðøèíà v. Åñëè áû ýòîò ïóòü áûë ïîñòîÿííûì (òî÷å÷íûì), òî áûë áû
ñòÿãèâàåìûé òðåóãîëüíèê H0(v)Hs1(u)Hs2(u), â êîòîðîì ∠Hs1(u) > 2π

3 è
∠Hs2(u) > 2π

3 , à ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó ôàêòó, ÷òî ñóììà óãëîâ òðåóãîëü-
íèêà íå áîëüøå π. Çíà÷èò, Hs(v) � íåêîòîðàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ. Ðàññìîòðèì
äâà ìîìåíòà âðåìåíè a, b.

Ãåîäåçè÷åñêèå Hs(v) (a 6 s 6 b), Hb(uv), Hs(u) (a 6 s 6 b), Ha(uv)
îáðàçóþò ñòÿãèâàåìûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, ñóììà óãëîâ êîòîðîãî íå áîëüøå
2π, íî ñóììà åãî óãëîâ ïðè âåðøèíàõ Ha(u) è Hb(u) íå ìåíüøå 4π

3 , çíà÷èò,
ñóììà óãëîâ ïðè âåðøèíàõ Ha(v), Hb(v) íå áîëüøå 2π

3 . Òåïåðü ðàññìîòðèì
ïÿòü ìîìåíòîâ âðåìåíè s = a, b, c, d, e, s1 6 a 6 b 6 c 6 d 6 e 6 s2, è îáðà-
òèì âíèìàíèå íà ñóììó S âîñüìè óãëîâ ÷åòûðåõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêîâ ïðè âåðøèíàõHa(v), Hb(v), Hc(v), Hd(v), He(v), ñì. ðèñ. 2.2.
Ñóììà ñìåæíûõ óãëîâ íå ìåíüøå π. Ïîýòîìó S > 3π. Íî, ñ äðóãîé ñòîðî-
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íû, â êàæäîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ñóììà äâóõ ¾âåðõíèõ¿ óãëîâ ïî äîêàçàí-
íîìó âûøå íå áîëüøå, ÷åì 2π

3 , ïîýòîìó S 6
8π
3 . Ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò

äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî ñëó÷àÿ.
Âî âòîðîì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óãîë ìåæäó ðåáðàìè Hs2(pu) è

Hs2(qu) ðàâåí íóëþ, è ñåòü Hs2 ìîæíî òðèâèàëüíûì îáðàçîì óêîðîòèòü
â ìàëîé îêðåñòíîñòè Hs2(u), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëîêàëüíîé ìèíèìàëüíîñòè
ñåòè Hs2. Ëåììà äîêàçàíà.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïðè äåôîðìàöèè âñå ðåáðà ïî îïðåäåëåíèþ
ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè, à çíà÷èò â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2 èç íåïîäâèæíîñòè
âñåõ âåðøèí ñëåäóåò íåïîäâèæíîñòü ñåòè. Ïîýòîìó Γ = Γ1. À ïîñêîëüêó
êàæäîå ðåáðî ñåòè Γ′ äîëæíî áûòü íå äëèííåå ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåáðà
ñåòè Γ1 è ëåæèò â òîì æå ãîìîòîïè÷åñêîì êëàññå, òî Γ′ = Γ1 = Γ, ÷òî è
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.

2.3 ¾Óñòîé÷èâîñòü¿ îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè äåôîðìàöèé

Ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû, êîììåíòàðèé è îïðåäåëåíèå êëàññà Oε(Γ) ñì. â
ðàçäåëå 2.1.2. Â ýòîì ðàçäåëå ÷åðåç X = (X, d) âñþäó îáîçíà÷åíî ëîêàëüíî
îäíîñâÿçíîå è ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåí-
íåé ìåòðèêîé.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû 4 äîêàæåì ñëåäóþùóþ
ëåììó.

Ëåììà 2.7. Ïóñòü Γ � ïðîèçâîëüíàÿ íåñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ ñåòü â X.
Ïóñòü εn → 0+ è Γn ∈ Oεn(Γ) òàêèå, ÷òî

|`(Γn)− inf
D∈Oεn(Γ)

`(D)| → 0

ïðè n → ∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü nk è ñåòè Γ′nk ∈
Oεnk (Γ) òàêèå, ÷òî `(Γ′nk) 6 `(Γnk) è êàæäóþ Γ′nk ìîæíî ïîëó÷èòü èç Γ
äåôîðìàöèåé âíóòðè Bε′nk

(Γ), ãäå ε′nk → 0+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàøà ïåðâàÿ öåëü � âûáðàòü èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Γn
ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äëÿ ýòîãî íóæíà ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñåòåé îäíîãî òèïà, íî ïîêà âïîëíå ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî âñå ñåòè Γn
èìåþò ðàçíûé òèï. ×òîáû îãðàíè÷èòü ÷èñëî âîçìîæíûõ òèïîâ, íóæíî èñ-
êëþ÷èòü íàëè÷èå öèêëîâ è âèñÿ÷èõ âåðøèí â íåîãðàíè÷åííîì êîëè÷åñòâå.
Ýòîìó ïîñâÿùåíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 2.8. Äëÿ âñÿêîé ñåòè D ∈ Oε(Γ) íàéäåòñÿ ñåòü D′ ∈ Oε(Γ),
íå èìåþùàÿ íåãðàíè÷íûõ âåðøèí ñòåïåíè 1 è 2, ñòÿãèâàåìûõ öèêëîâ è
òàêàÿ, ÷òî `(D′) 6 `(D).
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×èñëî ðåáåð â ñåòè D′ íå áîëüøå íåêîòîðîé âåëè÷èíû N , êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåòñÿ ñåòüþ Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ ÷àñòü � î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 2.9.

1) Åñëè â ñåòè D ∈ Oε(Γ) åñòü ñòÿãèâàåìûé â Bε(Γ) öèêë, òî ïðè
óäàëåíèè ëþáîãî ðåáðà ýòîãî öèêëà èç ñåòè D ïîëó÷èâøàÿñÿ ñåòü
ïî-ïðåæíåìó áóäåò ëåæàòü â Oε(Γ).

2) Ïðè óäàëåíèè ðåáðà, èíöèäåíòíîãî íåãðàíè÷íîé âèñÿ÷åé âåðøèíå,
ñåòü îñòàåòñÿ â Oε(Γ).

3) Ïðè óäàëåíèè èç ñåòè íåãðàíè÷íîé âåðøèíû ñòåïåíè 2 è îáúåäèíåíèè
äâóõ èíöèäåíòíûõ åé ðåáåð â îäíî ñåòü îñòàåòñÿ â Oε(Γ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñåòü D ∈ Oε(Γ), ò. å. D ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç
Γ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äåôîðìàöèé âíóòðè Bε(Γ). Ïðîäîëæèì ýòó ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü � ñäåëàåì ïàðàìåòðè÷åñêóþ äåôîðìàöèþ ñåòè D, ñòÿãèâà-
þùóþ äàííûé öèêë â òî÷êó, íåïîäâèæíóþ âíå ðåáåð, èìåþùèõ ñ öèêëîì
îáùèå âåðøèíû, è ¾ïðîäëåâàþùóþ¿ ðåáðà, èìåþùèå ñ öèêëîì îáùèå âåð-
øèíû, íî íå âõîäÿùèå â íåãî. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì ñåòü, â êîòîðîé
äàííûé öèêë îòîáðàæàåòñÿ â òî÷êó. Ñäåëàåì ïåðåïàðàìåòðèçàöèþ ýòîé
ñåòè, óäàëèâ â ãðàôå èç äàííîãî öèêëà ëþáîå ðåáðî. Çàòåì ñäåëàåì ïàðà-
ìåòðè÷åñêóþ äåôîðìàöèþ íîâîé ñåòè, îáðàòíóþ âûïîëíåííîìó äî ýòîãî
ñæàòèþ öèêëà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñåòü D′, îòëè÷àþùóþñÿ îò ñåòè D
îòñóòñòâèåì íåêîòîðîãî ðåáðà äàííîãî öèêëà.

Â ñëó÷àå óäàëåíèÿ ðåáðà, èíöèäåíòíîãî âèñÿ÷åé íåãðàíè÷íîé âåð-
øèíå, ñèòóàöèÿ åùå ïðîùå, � äîñòàòî÷íî ñòÿíóòü ýòî ðåáðî â ñâîþ íåâè-
ñÿ÷óþ âåðøèíó è ñäåëàòü ïåðåïàðàìåòðèçàöèþ ñåòè.

Â ïóíêòå 3) äîñòàòî÷íî ñäåëàòü îïåðàöèþ, îáðàòíóþ ê ïîäðàçáèå-
íèþ ðåáðà, à ýòà îïåðàöèÿ � ïî îïðåäåëåíèþ îäèí èç âèäîâ ïåðåïàðàìåò-
ðèçàöèè.

Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü ëåììû 2.8. ×åðåç v, e è v′, e′ îáîçíà÷èì ÷èñ-
ëî âåðøèí è ðåáåð ñåòåé Γ è D′, à ÷åðåç n � ÷èñëî ãðàíè÷íûõ âåðøèí
(îíî îäèíàêîâî â äâóõ ñåòÿõ). Ïîñêîëüêó âñå âíóòðåííèå âåðøèíû ñåòè D′

èìåþò ñòåïåíü íå ìåíåå òðåõ, âûïîëíåíî: 3(v′ − n) + n 6 2e′. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ïîñêîëüêó â ñåòè D′ íåò ñòÿãèâàåìûõ öèêëîâ è êàæäûé öèêë â
ñåòè D′ ãîìîòîïåí íåêîòîðîìó öèêëó â ñåòè Γ (ëåììà 1.1), öèêëîìàòè÷å-
ñêîå ÷èñëî ãðàôà ñåòè D′ íå áîëüøå, ÷åì ãðàôà ñåòè Γ, ò. å. e′− v′ 6 e− v.
Èç äâóõ íåðàâåíñòâ ïîëó÷àåì 3(v′−n) +n+ 3(e′− v′) 6 2e′+ 3(e− v), ò. å.
e′ 6 2n+ 3(e− v).

Èòàê, çàìåíèì ñ ïîìîùüþ ëåììû 2.8 êàæäóþ ñåòü Γn íà ñåòü Γ′n.
Òåïåðü ÷èñëî ðåáåð â ñåòÿõ îãðàíè÷åíî íåêîòîðîé êîíñòàíòîé, ïîýòîìó
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ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòåé, ïàðàìåòðèçîâàííûõ îäíèì
è òåì æå òèïîì, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç G′. Ïî ëåììå 1.2 âûáåðåì
ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòåé, êîòîðóþ ñíîâà îáîçíà÷èì ÷åðåç
Γ′n. Ïðåäåëüíóþ ñåòü îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ′. Ïîñêîëüêó Im(Γ′) ⊂ Bεn(Γ) äëÿ
êàæäîãî n, òî Im(Γ′) ⊂ Im(Γ). Ïî ëåììå 1.3 ñåòü Γ′ ìîæåò áûòü ïàðàìåò-
ðè÷åñêîé äåôîðìàöèåé âíóòðè ëþáîé ìàëîé ε-îêðåñòíîñòè ïåðåâåäåíà â
ñåòü Γ′n ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Çíà÷èò, â ÷àñòíîñòè, Γ′ ∈ Oεn(Γ)
ïðè âñåõ n (ïîñêîëüêó Γ′n ∈ Oεn(Γ)).

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî Im(Γ′) = Im(Γ). Ïóñòü êàêàÿ-òî òî÷êà P ñåòè
Γ îêàçàëàñü âíå îáðàçà ñåòè Γ′. Ðàññìîòðèì ïðîñòîé öèêë èëè ãðàíè÷íûé
ïóòü γ â ñåòè Γ, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó P . Ïî ëåììå 1.1 ñóùåñòâóåò öèêë
èëè ãðàíè÷íûé ïóòü γ′ â ñåòè Γ′, ãîìîòîïíûé ïóòè γ â Bεn(Γ) (äëÿ ëþáîãî
εn). Ïîñêîëüêó Im(Γ′) ⊂ Im(Γ), ïóòü γ′ îäíîâðåìåííî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
è ïóòü â ñåòè Γ, íî γ 6= γ′, òàê êàê ïóòü γ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó P , à
ïóòü γ′ � íåò. Ñóììà ýòèõ ïóòåé äàåò íåòðèâèàëüíûé (ò. å. íå ãîìîòîïíûé
íóëþ âíóòðè Im(Γ)) öèêë â ñåòè Γ, ñòÿãèâàåìûé â Bεn(Γ) äëÿ ëþáîãî εn.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Çíà÷èò, Im(Γ′) = Im(Γ) è, ïîñêîëüêó ñåòü Γ � íåñàìîïåðåñåêàþùà-
ÿñÿ, òî `(Γ′) > `(Γ). Êðîìå òîãî,

`(Γ′) = lim
ε

inf
D∈Oε(Γ)

`(D) 6 `(Γ),

çíà÷èò, `(Γ′) = `(Γ) è êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà êàæäîãî íåâûðîæäåííîãî
ðåáðà ñåòè Γ ïðèíàäëåæèò îáðàçó ëèøü îäíîãî ðåáðà ñåòè Γ′. Èòàê, îáðàç
ñåòè Γ′ ñîäåðæèòñÿ â îáðàçå íàøåé èñõîäíîé ñåòè Γ, ïðè÷åì ïî êàæäîìó
íåâûðîæäåííîìó ó÷àñòêó ñåòè Γ ñåòü Γ′ ïðîõîäèò ëèøü îäíàæäû. Îòñþäà
âûòåêàåò, ÷òî êàæäîå íåâûðîæäåííîå ðåáðî ñåòè Γ ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðûì
ðåáðîì ñåòè Γ′ (ñ òî÷íîñòüþ äî âûáîðà ïàðàìåòðà íà êðèâîé). Êðîìå òîãî,
âûïîëíåíà ëåììà 1.1, ïîýòîìó ðåáðà ñåòè Γ′, ñîîòâåòñòâóþùèå ñìåæíûì
íåâûðîæäåííûì ðåáðàì â ñåòè Γ (îáùóþ âåðøèíó êîòîðûõ îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç A = Γ(v)), ëèáî ñìåæíû â ñåòè Γ′, ëèáî ñîåäèíåíû â ñåòè Γ′ ïóòåì,
îòîáðàæàþùèìñÿ â òî÷êó A. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü ïåðåïàðà-
ìåòðèçàöèþ ñåòè Γ, ïðåâðàùàþùóþ åå â ñåòü Γ′.

Íî ðàíåå ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ n ñåòü Γ′ ìîæåò áûòü ïàðàìåòðè÷åñêîé äåôîðìàöèåé ïåðåâåäåíà
â ñåòü Γ′n, ò. å. äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ñåòü Γ′n ïî-
ëó÷åíà èç ñåòè Γ äåôîðìàöèåé âíóòðè Bε(Γ), îòêóäà è âûòåêàåò òðåáóåìîå
â ëåììå.

Ïîêàæåì, ÷òî èç òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé ëåììû âûòåêàåò óòâåðæäå-
íèå 1) òåîðåìû. Åñëè áû óòâåðæäåíèå 1) òåîðåìû áûëî íåâåðíî, òî äëÿ
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êàæäîãî εn íàøëàñü áû ñåòü Γn ∈ Oεn(Γ) òàêàÿ, ÷òî `(Γn) < `(Γ) è

|`(Γn)− inf
D∈Oεn(Γ)

`(D)| < 1

n
.

Íî ïî ëåììå 2.7 äëÿ íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè nk ñåòè Γ′nk ïî-
ëó÷åíû èç ñåòè Γ äåôîðìàöèåé âíóòðè Bε′nk

(Γ), à çíà÷èò, â ñèëó ε0-
óñòîé÷èâîñòè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà èìåþò äëèíó íå ìåíü-
øå `(Γ) � ïðîòèâîðå÷èå ñ îöåíêîé `(Γ′nk) 6 `(Γnk) < `(Γ).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû 4 ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ
êàæäîãî εn èç íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè εn → 0+ ñóùåñòâóåò ñåòü
Γn 6= Γ òàêàÿ, ÷òî `(Γn) = `(Γ). Ðàññìîòðèì ñóùåñòâóþùóþ ïî ëåììå 2.7
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Γ′nk ∈ Oεnk (Γ) òàêóþ, ÷òî `(Γ′nk) 6 `(Γnk), è êàæäóþ
Γ′nk ìîæíî ïîëó÷èòü èç Γ äåôîðìàöèåé âíóòðè Bεnk

(Γ). Â ñèëó ñòðîãîé
óñòîé÷èâîñòè íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà `(Γnk) = `(Γ) è ñåòè Γ′nk è Γ
ðàâíû ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåïàðàìåòðèçàöèè. ßñíî, ÷òî ïðè óäàëåíèè ¾ëèø-
íèõ¿ ðåáåð èç Γnk ïðè ïåðåõîäå ê Γ′nk â ëåììå 2.8 ìîãóò áûòü óäàëåíû
òîëüêî ðåáðà íóëåâîé äëèíû, ò. å. ñåòè Γnk ðàâíû ñåòè Γ ñ òî÷íîñòüþ äî
ïåðåïàðàìåòðèçàöèè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ Γn 6= Γ.

Ðèñ. 2.3: Äåðåâî ìîæíî äå-
ôîðìèðîâàòü â ñåòü òèïà
¾çâ¼çäî÷êà¿.

Îñòàâøàÿñÿ òðåòüÿ ÷àñòü òåîðåìû 4 î÷å-
âèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò èç ïåðâîé ÷àñòè è ñëå-
äóþùåé ëåììû.

Ëåììà 2.10. Åñëè îäíîñâÿçíàÿ îêðåñòíîñòü U
òàêîâà, ÷òî Im(Γ) ⊂ U ⊂ Bε(Γ), òî ëþáàÿ
ñåòü, ñîäåðæàùàÿñÿ â U è èìåþùàÿ òó æå ãðà-
íèöó, ÷òî è Γ, ñîäåðæèòñÿ â Oε(Γ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ
ñåòü, ñîäåðæàùóþñÿ â U è èìåþùóþ òó æå
ãðàíèöó, ÷òî è Γ, ñì. ðèñ. 2.3. Ñäåëàåì ïåðåïàðà-
ìåòðèçàöèþ òàê, ÷òîáû âñå ãðàíè÷íûå âåðøèíû
èìåëè ñòåïåíü 1. Çàòåì ïàðàìåòðè÷åñêîé äåôîð-
ìàöèåé ñòÿíåì â òî÷êè âñå öèêëû â ýòîé ñåòè. Ïîñëå ïåðåïàðàìåòðèçàöèè
ïîëó÷èì äåðåâî D. Òåïåðü, î÷åâèäíî, íåêîòîðîé ïàðàìåòðè÷åñêîé äåôîð-
ìàöèåé Dt, 0 6 t 6 1 âíóòðè îáðàçà ñåòè D (ò. å. Im(Dt) ⊂ Im(D)) ìîæíî
äîáèòüñÿ, ÷òîáû âñå âíóòðåííèå âåðøèíû ñåòè D1 è îäíà ãðàíè÷íàÿ
îòîáðàæàëèñü â íåêîòîðóþ òî÷êó P , è â ýòó æå òî÷êó îòîáðàæàëèñü âñå
ðåáðà, çà èñêëþ÷åíèåì |∂Γ|−1 ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ D−1

1 (P ) ñ îñòàëüíûìè
ãðàíè÷íûìè âåðøèíàìè (÷åðåç |∂Γ| îáîçíà÷åíî ÷èñëî ãðàíè÷íûõ âåðøèí
ñåòè Γ). Ïîñëå ïåðåïàðàìåòðèçàöèè ïîëó÷èì ñåòü òèïà ¾çâåçäî÷êà¿ (ñ
åäèíñòâåííîé âíóòðåííåé âåðøèíîé). ßñíî, ÷òî ëþáûå äâå ñåòè òèïà
¾çâåçäî÷êà¿ ñ îäíîé è òîé æå ãðàíèöåé ñîåäèíÿþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé
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äåôîðìàöèåé âíóòðè îäíîñâÿçíîé îêðåñòíîñòè U . Òàêèì îáðàçîì, âñå
ñåòè, ñîäåðæàùèåñÿ â U è èìåþùèå òó æå ãðàíèöó, ÷òî è Γ, ñâÿçàíû
ìåæäó ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äåôîðìàöèé, à çíà÷èò, âñå îíè ëåæàò
â Oε(Γ).
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Ãëàâà 3

Çàìêíóòûå ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûå

ñåòè íà âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêàõ

3.1 Îïðåäåëåíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû

3.1.1 Ìíîãîãðàííèêè, ìíîãîãðàííûå ìåòðèêè è ðàçâ¼ðòêè.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîãîãðàííîé ìåòðèêîé áóäåì íàçûâàòü âíóòðåííþþ
ìåòðèêó íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé êàæäàÿ âíóò-
ðåííÿÿ òî÷êà ìíîãîîáðàçèÿ èìååò îêðåñòíîñòü, èçîìåòðè÷íóþ ëèáî ïëîñ-
êîìó êðóãó, ëèáî îêðåñòíîñòè âåðøèíû êîíóñà ñ ïëîñêîé ìåòðèêîé, à
êàæäàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ìíîãîîáðàçèÿ èìååò îêðåñòíîñòü, èçîìåòðè÷íóþ
îêðåñòíîñòè âåðøèíû ñåêòîðà ñ ïëîñêîé ìåòðèêîé.

Çäåñü ìåòðèêà íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþ-
áûìè äâóìÿ òî÷êàìè ðàâíî òî÷íîé íèæíåé ãðàíè äëèí ñîåäèíÿþùèõ èõ
êðèâûõ. Ïîä ñåêòîðîì ñ ïîëíûì óãëîì α < 2π ìû ïîíèìàåì ñåêòîð íà
ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííûé äâóìÿ ëó÷àìè ñ îáùèì íà÷àëîì è óãëîì α ìåæ-
äó íèìè. Ïîä êîíóñîì ñ ïîëíûì óãëîì α < 2π ìû ïîíèìàåì ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷åííîå èç ñåêòîðà ñ óãëîì α îòîæäåñòâëåíèåì äâóõ åãî
ãðàíè÷íûõ ëó÷åé. Ðàññìàòðèâàÿ óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå íàä ïëîñêîñòüþ
áåç îäíîé òî÷êè, ëåãêî îïðåäåëèòü ñåêòîð è êîíóñ ñ ïîëíûì óãëîì, áîëü-
øèì 2π, íî íàì îíè íå ïîíàäîáÿòñÿ, ïîýòîìó ìû íå ïðèâîäèì ïîäðîáíûå
îïðåäåëåíèÿ.

ßñíî, ÷òî íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè ñ ìíîãîãðàííîé ìåòðèêîé
íàéä¼òñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê, íå èìåþùèõ èçîìåòðè÷íîé êðóãó
îêðåñòíîñòè. Ýòè òî÷êè ìû áóäåì íàçûâàòü âåðøèíàìè ìíîãîãðàííîé ìåò-
ðèêè. Êðèâèçíà âåðøèíû ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíà 2π ìèíóñ ïîëíûé óãîë ïðè
ýòîé âåðøèíå (ò.å. ïîëíûé óãîë ïðè âåðøèíå êîíóñà, êîòîðîìó èçîìåòðè÷-
íà îêðåñòíîñòü äàííîé âåðøèíû). Ïðî îñòàëüíûå âíóòðåííèå òî÷êè áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî îíè èìåþò íóëåâóþ êðèâèçíó. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
òîëüêî ìíîãîãðàííûå ìåòðèêè íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû, ò.å. ìåòðèêè,
â êîòîðûõ êðèâèçíû âñåõ âåðøèí ïîëîæèòåëüíû.
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Äëÿ êîíêðåòíîãî çàäàíèÿ ìíîãîãðàííîé ìåòðèêè ìû áóäåì èñïîëü-
çîâàòü ïîíÿòèå ðàçâ¼ðòêè â ñëåäóþùåì ñìûñëå [1]. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëü-
íîå êîíå÷íîå ñåìåéñòâî ïëîñêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ. Íà ìíîæåñòâå èõ ñòîðîí
çàäàäèì ïðàâèëà ñêëåéêè, ò.å. óêàæåì ïàðû ñîîòâåòñòâóþùèõ äðóã äðóãó
ñòîðîí è äëÿ êàæäîé ïàðû çàäàäèì èçîìåòðèþ îäíîé ñòîðîíû íà äðóãóþ.
(Ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîðîíû äîëæíû èìåòü îäèíàêîâóþ äëèíó.) Êàæäàÿ
ñòîðîíà äîëæíà ñîîòâåòñòâîâàòü íå áîëåå, ÷åì îäíîé äðóãîé ñòîðîíå. Ñî-
îòâåòñòâîâàòü äðóã äðóãó ìîãóò â òîì ÷èñëå è ñòîðîíû îäíîãî è òîãî æå
ìíîãîóãîëüíèêà.

Îïðåäåëåíèå. Ðàçâ¼ðòêà � ýòî êîíå÷íîå ñåìåéñòâî ìíîãîóãîëüíèêîâ è
ïðàâèëà ñêëåéêè èõ ñòîðîí, óäîâëåòâîðÿþùèå îïèñàííûì âûøå óñëîâèÿì.

Òåïåðü ðàññìîòðèì äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå âñåõ ìíîãîóãîëüíè-
êîâ ðàçâ¼ðòêè è îòîæäåñòâèì â í¼ì òî÷êè ñòîðîí, ñîîòâåòñòâóþùèå äðóã
äðóãó ïðè âûáðàííûõ èçîìåòðèÿõ (¾ñêëåèì¿ ìíîãîóãîëüíèêè âäîëü íåêî-
òîðûõ ñòîðîí, ïîäðàçóìåâàåòñÿ àáñòðàêòíîå îòîæäåñòâëåíèå òî÷åê, áåç
ïðèâÿçêè ê êàêèì-ëèáî ñêëåèâàíèÿì è ñãèáàíèÿì ôèçè÷åñêèõ ìíîãîóãîëü-
íèêîâ â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå). Ïîëó÷åííîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî åñòåñòâåííûì îáðàçîì íàäåëÿåòñÿ âíóòðåííåé ìåòðèêîé � ðàññòîÿíè-
åì ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ñ÷èòàåì èíôèìóì äëèí ñîåäèíÿþùèõ èõ ïóòåé.
Çäåñü äëèíà ïóòè, ïðîõîäÿùåãî ïî îäíîìó ìíîãîóãîëüíèêó âû÷èñëÿåòñÿ
â îáû÷íîé åâêëèäîâîé ìåòðèêå, à äëèíà ïðîèçâîëüíîãî ïóòè ðàâíà ñóììå
äëèí ïóòåé â ïðîèçâîëüíîì ðàçáèåíèè äàííîãî ïóòè íà ÷àñòè, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ â îäíîì ìíîãîóãîëüíèêå. Î÷åâèäíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ñ ìíîãîãðàííîé ìåòðèêîé â ñìûñëå íàøåãî îïðå-
äåëåíèÿ, äàííîãî â ðàçäåëå 3.1.1. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòà
ðàçâ¼ðòêà çàäà¼ò ýòó ìíîãîãðàííóþ ìåòðèêó, èëè ÷òî ýòà ðàçâ¼ðòêà åñòü
ðàçâ¼ðòêà äàííîé ìíîãîãðàííîé ìåòðèêè. Ìû áóäåì ãîâîðèòü î ðàçâ¼ðòêå
êàê î ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, èìåÿ â âèäó ýòó ìåòðèêó.

Îáðàòíî, ëþáîå êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìíîãîãðàííîé ìåòðèêîé
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ðàçâ¼ðòêè, ò.å. äîïóñêàåò ðàçáèåíèå íà
÷àñòè, èçîìåòðè÷íûå ïëîñêèì ìíîãîóãîëüíèêàì. Ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü: ïî-
êðûâàåì ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûì ÷èñëîì ìàëåíüêèõ ïëîñêèõ òðåóãîëüíè-
êîâ (âîîáùå ãîâîðÿ, ïåðåêðûâàþùèõñÿ), à çàòåì ÷àñòè, íà êîòîðûå ãðàíè-
öû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ðàçáèâàþò ïðîñòðàíñòâî, îáúÿâëÿåì ìíîãîóãîëü-
íèêàìè ðàçâ¼ðòêè.

Íåâûðîæäåííûì âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì áóäåì íàçûâàòü ãðàíè-
öó âûïóêëîé îáîëî÷êè íåñêîëüêèõ òî÷åê â R3, íå ëåæàùèõ â îäíîé ïëîñêî-
ñòè. Âûðîæäåííûì âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì (èëè äâàæäû ïîêðûòûì
âûïóêëûì ìíîãîóãîëüíèêîì) áóäåì íàçûâàòü ñôåðó, ñíàáæ¼ííóþ ìíîãî-
ãðàííîé ìåòðèêîé, ðàçâ¼ðòêà êîòîðîé ñîñòîèò èç äâóõ ðàâíûõ âûïóêëûõ
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ìíîãîóãîëüíèêîâ, ñêëååííûõ ïî ñîîòâåòñòâåííûì ñòîðîíàì. Âåçäå íèæå
ïîä ñëîâàìè ¾âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê¿ èëè ïðîñòî ¾ìíîãîãðàííèê¿ áó-
äåì ïîíèìàòü âûðîæäåííûé èëè íåâûðîæäåííûé âûïóêëûé ìíîãîãðàí-
íèê â R3.

Îïðåäåëåíèå. Ïîëíûé óãîë âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà � ýòî ñóììà óãëîâ
ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà ïðè ýòîé âåðøèíå.

Îïðåäåëåíèå. Êðèâèçíîé âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà,
ðàâíàÿ 2π ìèíóñ ïîëíûé óãîë â ýòîé âåðøèíå.

ßñíî, ÷òî åñòåñòâåííàÿ âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà íà âûïóêëîì ìíîãî-
ãðàííèêå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîãðàííîé ìåòðèêîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû (è
êðèâèçíû âåðøèí ýòîé ìåòðèêè ðàâíû êðèâèçíàì âåðøèí ìíîãîãðàííè-
êà). Âåðíî è îáðàòíîå.

Òåîðåìà 5 ([1]). Äëÿ ëþáîé ìíîãîãðàííîé ìåòðèêè ïîëîæèòåëüíîé êðè-
âèçíû íà ñôåðå ñóùåñòâóåò âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, îáëàäàþùèé ýòîé
ìåòðèêîé. Ýòîò ìíîãîãðàííèê îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî
äâèæåíèÿ â R3, â òîì ÷èñëå ëþáàÿ èçîìåòðèÿ (â ñìûñëå âíóòðåííåé
ìåòðèêè) ìíîãîãðàííèêà íà ñåáÿ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà äâèæåíèåì
â R3.

Èç àâòîðñêîãî äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåé òåîðåìû, à èìåííî èç [1,
ãë. 2 � 2 ï. 2 è ãë. 4 � 2 ëåììà 3] íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3.1. Îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå äàííîé ìíîãîãðàí-
íîé ìåòðèêå âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, íåïðåðûâíî îòíîñèòåëüíî ñëåäóþ-
ùèõ òîïîëîãèé. Äâå ìíîãîãðàííûå ìåòðèêè ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì âåðøèí
ε-áëèçêè, åñëè ñóùåñòâóþò èõ ðàçâ¼ðòêè, ñîñòîÿùèå ëèøü èç òðåóãîëü-
íèêîâ è èìåþùèå îäèíàêîâîå êîìáèíàòîðíîå ñòðîåíèå (ò.å. ãîìåîìîðô-
íûå êàê òðèàíãóëÿöèè ñôåðû), ñîîòâåòñòâóùèå ñòîðîíû êîòîðûõ îò-
ëè÷àþòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà ε. Äâà ìíîãîãðàííèêà ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì
âåðøèí ε-áëèçêè, åñëè èõ ìîæíî ðàñïîëîæèòü â R3 òàê, ÷òîáû ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðøèíàìè áûëî ìåíüøå ε.

Áîëåå òîãî, ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè îáðàç ãðàíèö ìíîãîóãîëüíèêîâ
ðàçâ¼ðòêè íà ìíîãîãðàííèêå íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ðàçâ¼ðòêè.

Çàìå÷àíèå 2. Ìíîãîãðàííèê íåñ¼ò â ñåáå èíôîðìàöèþ äâóõ âèäîâ: âíóò-
ðåííþþ ìåòðèêó è ñïîñîá ðåàëèçàöèè â R3. Â ñëó÷àå âûïóêëûõ ìíîãîãðàí-
íèêîâ âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ðåàëèçàöèþ â R3, íî ïî
çàäàííîé ìíîãîãðàííîé ìåòðèêå âîîáùå ãîâîðÿ òðóäíî íàéòè ýòó ðåàëèçà-
öèþ (òðóäíî íàéòè ð¼áðà � ãåîäåçè÷åñêèå, ïî êîòîðûì íóæíî ¾ñãèáàòü¿).
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Çàäà÷è, ðàññìàòðèâàåìûå â äèññåðòàöèè, çàòðàãèâàþò ëèøü ñâîé-
ñòâà âíóòðåííåé ìåòðèêè ìíîãîãðàííèêà, ò.å. íå çàâèñÿò îò ðåàëèçàöèè
ìíîãîãðàííèêà â R3, è ïîòîìó ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê çàäà÷è î ñåòÿõ
íà ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìíîãîãðàííîé ìåòðèêîé. ×àñòî äëÿ ïåðåõîäà îò ìíî-
ãîãðàííîé ìåòðèêè ê ìíîãîãðàííèêó áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìà 5. Âî-
ïðîñ ñïîñîáîâ ïîèñêà ðåàëèçàöèè ìåòðèêè ìíîãîãðàííèêîì çàòðàãèâàòüñÿ
íå áóäåò.

3.1.2 Ãåîäåçè÷åñêèå è ìíîãîóãîëüíèêè

Ñëåäóþùèå îáúåêòû ìû îïðåäåëèì äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìíîãîãðàííîé ìåò-
ðèêè íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû (à çíà÷èò, è íà ïðîèçâîëüíîì âûïóêëîì
ìíîãîãðàííèêå).

Êðàò÷àéøåé ñ äàííûìè êîíöàìè áóäåì íàçûâàòü êðèâóþ, èìåþ-
ùóþ íàèìåíüøóþ äëèíó ñðåäè âñåõ êðèâûõ ñ ýòèìè êîíöàìè.

Åñëè êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà äàííîé êðèâîé èìååò îêðåñòíîñòü,
èçîìåòðè÷íóþ êðóãó èëè ñåêòîðó êðóãà (åñëè òî÷êà ëåæèò íà ãðàíèöå ìíî-
ãîîáðàçèÿ), ïðè÷¼ì ïðè èçîìåòðèè êàæäîé òàêîé îêðåñòíîñòè íà êðóã èëè
ñåêòîð êðóãà ó÷àñòîê êðèâîé, ñîäåðæàùèéñÿ â ýòîé îêðåñòíîñòè, ïåðåõîäèò
â äèàìåòð êðóãà, òî êðèâóþ áóäåì íàçûâàòü ãåîäåçè÷åñêîé. Îòìåòèì, ÷òî
ãåîäåçè÷åñêàÿ âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êðàò÷àéøåé êðèâîé, à â ñëó÷àå
ìíîãîãðàííîé ìåòðèêè ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû íà ñôåðå âåðíî è îáðàò-
íîå: ëþáàÿ ëîêàëüíî êðàò÷àéøàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé. Ãåîäåçè-
÷åñêîé ëîìàíîé áóäåì íàçûâàòü ïóòü, êîòîðûé ìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷íîå
÷èñëî ïóòåé (çâåíüåâ), êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé.

Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ïëîñêîãî çàìêíóòîãî êðóãà â
ïðîñòðàíñòâî ñ ìíîãîãðàííîé ìåòðèêîé, îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íà âíóòðåí-
íîñòü êðóãà ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Ãðàíè÷íàÿ îêðóæíîñòü ïëîñêîãî
êðóãà ïåðåéä¼ò ïðè ýòîì â íåêîòîðóþ íåïðåðûâíóþ çàìêíóòóþ êðèâóþ.
Åñëè ýòà êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé ëîìàíîé, òî îáðàç íà ðàçâ¼ðòêå
âíóòðåííîñòè êðóãà áóäåì íàçûâàòü ìíîãîóãîëüíèêîì, à îáðàç îêðóæíî-
ñòè � åãî ãðàíèöåé. Åñëè ãðàíèöó íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü êàê çàìêíóòóþ ãåî-
äåçè÷åñêóþ ëîìàíóþ ìåíüøå, ÷åì ñ n çâåíüÿìè, à ñ n çâåíüÿìè � ìîæíî,
òî ìíîãîóãîëüíèê áóäåì íàçûâàòü n-óãîëüíèêîì, à óçëû ýòîé ëîìàíîé �
âåðøèíàìè ìíîãîóãîëüíèêà.

Èòàê, ìíîãîóãîëüíèê � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ãîìåîìîðôíîå îòêðû-
òîìó äâóìåðíîìó äèñêó. Åñëè ãðàíèöà ìíîãîóãîëüíèêà íå èìååò ñàìîïåðå-
ñå÷åíèé, òî ìíîãîóãîëüíèê ñ äîáàâëåííîé ê íåìó ãðàíèöåé áóäåì íàçûâàòü
çàìêíóòûì ãåîäåçè÷åñêèì ìíîãîóãîëüíèêîì. Â ÷àñòíîñòè, ëþáîé äèñê ñ
ìíîãîãðàííîé ìåòðèêîé ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ãåîäåçè÷åñêèì ìíîãîóãîëü-
íèêîì. Íî ãðàíèöà ìíîãîóãîëüíèêà ìîæåò èìåòü ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, è òîãäà
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çàìûêàíèå ìíîãîóãîëüíèêà íà ìíîãîãðàííèêå íå îáÿçàòåëüíî ãîìåîìîðô-
íî çàìêíóòîìó êðóãó. Íàïðèìåð, ìíîãîãðàííèê ñ âûáðîøåííûì ðåáðîì
AB � ýòî äâóóãîëüíèê. Íàì áóäåò ïîëåçíà ôîðìóëà äëÿ ñóììû óãëîâ
ìíîãîóãîëüíèêà � îäíà èç äèñêðåòíûõ âåðñèé ôîðìóëû Ãàóññà�Áîííå.

Ëåììà 3.2 ([1, Ãë. 1 � 8 òåîð. 2]). Ïóñòü αi, i = 1, . . . , n � âíóòðåííèå
óãëû n-óãîëüíèêà, à kj, j = 1, . . . , s � êðèâèçíû âåðøèí ìíîãîãðàííîé
ìåòðèêè, íàõîäÿùèõñÿ âíóòðè n-óãîëüíèêà. Òîãäà

n∑
i=1

αi = π(n− 2) +
s∑
j=1

kj.

Ãåîäåçè÷åñêè âûïóêëûì áóäåì íàçûâàòü ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàí-
ñòâà ñ ìíîãîãðàííîé ìåòðèêîé, åñëè ëþáûå äâå åãî òî÷êè ìîæíî ñîåäèíèòü
ãåîäåçè÷åñêîé, ëåæàùåé öåëèêîì â ýòîì ìíîæåñòâå.

Ëåììà 3.3 ([1, ãë. 1, � 8]). Íà ëþáîì çàìêíóòîì (êàê ìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî) ìíîãîîáðàçèè ñ ìíîãîãðàííîé ìåòðèêîé ïîëîæèòåëüíîé êðè-
âèçíû êàæäûå äâå òî÷êè ìîæíî ñîåäèíèòü êðàò÷àéøåé. Ýòà êðàò÷àé-
øàÿ ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé ëîìàíîé. Ïðè÷¼ì ïðåëîìëÿòüñÿ (èìåòü ñ
êàêîé-òî ñòîðîíû óãîë, îòëè÷íûé îò π) êðàò÷àéøàÿ ìîæåò òîëüêî â
âåðøèíàõ ãðàíèöû ìíîãîîáðàçèÿ, óãîë â êîòîðûõ áîëüøå π.

Ñëåäñòâèå 4. Ìíîãîóãîëüíèê, âñå óãëû êîòîðîãî ìåíüøå èëè ðàâíû π,
ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêè âûïóêëûì.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ âíóòðè òàêîãî ìíîãîóãîëüíèêà ¾ñîåäèíÿòü ãåîäå-
çè÷åñêèìè¿ áîëüøå, ÷åì äâå òî÷êè. Ýòîìó ïîñâÿùåíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ïóñòü äàíî ïîäìíîæåñòâî U íåêîòîðîãî ìíîãîãðàííèêà, è ìíîæå-
ñòâî X ⊂ U . Âûïóêëîé îáîëî÷êîé C(X,U) ìíîæåñòâà X ⊂ U â ìíîæå-
ñòâå U áóäåì íàçûâàòü íàèìåíüøåå ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâî C òàêîå,
÷òî X ⊂ C ⊂ U è ëþáàÿ ñîäåðæàùàÿñÿ â U ãåîäåçè÷åñêàÿ ñ êîíöàìè â C
öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â C.

Ëåììà 3.4. Ïóñòü X = {X1, . . . , Xn} � ìíîæåñòâî âåðøèí ìíîãîãðàí-
íèêà, ïîïàâøèõ âíóòðü ìíîãîóãîëüíèêà U , óãëû êîòîðîãî ≤ π. Òîãäà
âûïóêëàÿ îáîëî÷êà C(X,U) � ýòî ëèáî çàìêíóòûé ãåîäåçè÷åñêèé ìíî-
ãîóãîëüíèê ñ óãëàìè ≤ π, âåðøèíû êîòîðîãî ñîäåðæàòñÿ â X, ëèáî ãåî-
äåçè÷åñêàÿ ñ êîíöàìè èç X, ëèáî òî÷êà (ïðè n = 1). Ïðè÷¼ì ïðè n ≥ 2
óãëû ôèãóðû U \ C â âåðøèíàõ C íå ìåíüøå π.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîé ïàðû Xi, Xj îáîçíà÷èì ÷åðåç γij êðàò-
÷àéøóþ ñðåäè ñîåäèíÿþùèõ èõ êðèâûõ, ëåæàùèõ â U (â ñèëó ëåììû 3.3
êàæäàÿ èç êðàò÷àéøèõ áóäåò ãåîäåçè÷åñêîé íà ïîâåðõíîñòè ìíîãîãðàííè-
êà). Òåïåðü ñðåäè âñåâîçìîæíûõ çàìêíóòûõ n-çâåííûõ ëîìàíûõ ñ ìíî-
æåñòâîì âåðøèí X è çâåíüÿìè ñðåäè âûáðàííûõ êðàò÷àéøèõ âûáåðåì

39



ëîìàíóþ íàèìåíüøåé äëèíû. Îò ïðîòèâíîãî ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî òàêàÿ
ëîìàíàÿ áóäåò íåñàìîïåðåñåêàþùåéñÿ è, çíà÷èò, îãðàíè÷èâàåò íåêîòîðûé
ãåîäåçè÷åñêèé ìíîãîóãîëüíèê M1.

Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ Xi, Xj ñóùåñòâóåò ãåîäåçè÷åñêàÿ γ ñ êîíöàìè
Xi, Xj, ñòðîãî ñîäåðæàùàÿñÿ â U \M1, òî γ ðàçáèâàåò U \M1 íà äâå ÷à-
ñòè: îäíà èç íèõ ãîìåîìîðôíà êîëüöó, à äðóãàÿ ãîìåîìîðôíà êðóãó è,
çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèì ìíîãîóãîëüíèêîì, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì
÷åðåç N1. Ðàññìîòðèì M1 ∪ N1 = M2. Äîêàæåì, ÷òî ìíîãîóãîëüíèê M2

èìååò ñòðîãî ìåíüøå âåðøèí, ÷åì M1. Äåéñòâèòåëüíî, âíóòðü M2 ïîïà-
äàþò âåðøèíû M1, íàõîäÿùèåñÿ íà åãî ãðàíèöå ìåæäó Xi è Xj è ÿâëÿþ-
ùèåñÿ âåðøèíàìè N1. Îòñóòñòâèå èñ÷åçíóâøèõ âåðøèí îçíà÷àëî áû, ÷òî
N1 ÿâëÿåòñÿ äâóóãîëüíèêîì, îãðàíè÷åííûì ãåîäåçè÷åñêîé γ è ñòîðîíîé
ìíîãîóãîëüíèêà M1, íî ëþáîé äâóóãîëüíèê ñîäåðæèò âíóòðè ñåáÿ òî÷êó
ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû, à èõ âíóòðè U \ M1 íåò ïî ïîñòðîåíèþ. Äà-
ëåå, íà k-îì øàãå ðàññìàòðèâàåì U \ Mk è, åñëè ñóùåñòâóåò ãåîäåçè÷å-
ñêàÿ âíóòðè U \Mk ñ êîíöàìè â âåðøèíàõ Mk, ðàñøèðÿåì ñ ïîìîùüþ íå¼
ìíîãîóãîëüíèê Mk äî Mk+1. Ïîñêîëüêó ÷èñëî âåðøèí ïðè ýòîì óáûâàåò,
ïðîöåññ îñòàíîâèòñÿ íà íåêîì ìíîãîóãîëüíèêå Mκ òàêîì, ÷òî â U \ Mκ
íå ñóùåñòâóåò ãåîäåçè÷åñêîé ñ êîíöàìè â âåðøèíàõ Mκ. Íàïîìíèì, ÷òî
Mκ ñîäåðæèò (âíóòðè èëè íà ãðàíèöå) âñ¼ X, ò.å. âñå ñîäåðæàùèåñÿ â U
âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà.

Äîêàæåì, ÷òî âñå óãëû U \Mκ â âåðøèíàõ Mκ íå ìåíüøå π.
Ïåðâûé ñëó÷àé:Mκ � îäíîóãîëüíèê. Èç ôîðìóëû Ãàóññà-Áîííå äëÿ

ìíîãîóãîëüíèêîâ (ïî íàøåìó îïðåäåëåíèþ ãîìåîìîðôíûõ äèñêó) ëåãêî
âûâåñòè, ÷òî â ñëó÷àå íå ñîäåðæàùåãî âåðøèí íåíóëåâîé êðèâèçíû è ãî-
ìåîìîðôíîãî êîëüöó U \Mκ åãî ñóììà óãëîâ ðàâíà

∑i=n
i=1 αi+β = π(n+1),

ãäå αi � óãëû ìíîãîóãîëüíèêà U , β � óãîë U\Mκ â âåðøèíå îäíîóãîëüíèêà
Mκ. Ïîñêîëüêó αi ≤ π ïî óñëîâèþ ëåììû, β ≥ π, ÷òî íàì è òðåáîâàëîñü.

Âòîðîé ñëó÷àé: Mκ èìååò õîòÿ áû äâå âåðøèíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
óãîë U \Mκ â âåðøèíå X2 ìíîãîóãîëüíèêà Mκ ìåíüøå π. Ïóñòü îí îáðà-
çîâàí ñòîðîíàìè X1X2 è X2X3 (âîçìîæíî, X1 = X3). Ðàññìîòðèì êðàò-
÷àéøóþ ñðåäè êðèâûõ, ñîäåðæàùèõñÿ â U \Mκ, ñîåäèíÿþùèõ X1 è X3 è
ãîìîòîïíûõ â U \Mκ ëîìàíîé X1X2X3. Ýòà êðàò÷àéøàÿ ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè-
÷åñêîé ëîìàíîé ñ óçëàìè â âåðøèíàõ U \Mκ ñ óãëîì áîëüøå π (ëåììà 3.3),
ò.å. å¼ óçëû íå ìîãóò ëåæàòü íè â âåðøèíàõ U , íè â âåðøèíå X2. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, îíà íå ìîæåò áûòü âòîðîé ïîëîâèíîé ãðàíèöû ìíîãîóãîëüíèêà
Mκ, òàê êàê ýòà âòîðàÿ ïîëîâèíà íå ãîìîòîïíà ëîìàíîé X1X2X3. Çíà÷èò,
ýòà ãåîäåçè÷åñêàÿ ëîìàíàÿ ñîäåðæèò çâåíî, ëåæàùåå ñòðîãî âíóòðè U \Mκ
è ñîåäèíÿþùåå âåðøèíû Mκ, íî ýòî çâåíî åñòü ãåîäåçè÷åñêàÿ, êîòîðûõ íå
ñóùåñòâóåò ïî îïðåäåëåíèþ Mκ. Ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî
òîãî ôàêòà, ÷òî âñå óãëû U \Mκ â âåðøèíàõ Mκ íå ìåíüøå π.
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Äîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ ñîäåðæàùàÿñÿ â U ãåîäåçè÷åñêàÿ ñ êîíöàìè â
Mκ öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â Mκ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, òîãäà ñóùå-
ñòâóåò ãåîäåçè÷åñêàÿ γ ñ êîíöàìè íà ãðàíèöå Mκ è âíóòðåííîñòüþ âíóòðè
U \ Mκ. Ãåîäåçè÷åñêàÿ γ ðàçáèâàåò U \ Mκ íà äâå ÷àñòè. ×àñòü, ãîìåî-
ìîðôíàÿ êðóãó, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãåîäåçè÷åñêèé ìíîãîóãîëüíèê, âñå óã-
ëû êîòîðîãî, çà èñêëþ÷åíèåì äâóõ óãëîâ â êîíöàõ γ, çàâåäîìî áîëüøå π,
íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ôîðìóëå Ãàóññà-Áîííå.

Íàêîíåö, äîêàæåì, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî C òàêîå, ÷òî X ⊂ C ⊂ U
è ëþáàÿ ñîäåðæàùàÿñÿ â U ãåîäåçè÷åñêàÿ ñ êîíöàìè â C öåëèêîì ñîäåð-
æèòñÿ â C, ñîäåðæèò Mκ. Òåì ñàìûì áóäåò äîêàçàíî, ÷òî Mκ = C(X,U).
ßñíî, ÷òî âñå ãåîäåçè÷åñêèå, ñîåäèíÿþùèå Xi è ëåæàùèå â U , ñîäåðæàò-
ñÿ â ëþáîì C. Ñäåëàåì òðèàíãóëÿöèþ ìíîãîóãîëüíèêàMκ ãåîäåçè÷åñêèìè
òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâî âåðøèí òðèàíãóëÿöèè ñîâïàäàëî ñ ìíîæåñòâîìX [1,
Ãë. 4,� 1,ëåììà 2]. Âñå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêîâ òàêîé òðèàíãóëÿöèè ëåæàò â
C. Ëþáîé èç å¼ òðåóãîëüíèêîâ � èçîìåòðè÷åí ïëîñêîìó, çíà÷èò, ëþáàÿ åãî
òî÷êà ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé ãåîäåçè÷åñêîé ñ êîíöàìè íà åãî ñòîðîíàõ, à
çíà÷èò, òîæå ëåæèò â C. Èòàê, âñå òî÷êè òðåóãîëüíèêîâ òðèàíãóëÿöèè, à
çíà÷èò è âñå òî÷êè ìíîãîóãîëüíèêà Mκ, ëåæàò â C, ÷òî è òðåáîâàëîñü. �

3.2 Ðåçóëüòàòû

Çäåñü ìû ïðèâîäèì âñå ðåçóëüòàòû ãëàâû, à òàêæå óïîìèíàåì äðóãèå èç-
âåñòíûå íàì ôàêòû î ìèíèìàëüíûõ ñåòÿõ íà ìíîãîãðàííèêàõ. Êîðîòêèå
äîêàçàòåëüñòâà ìû ïðèâîäèì çäåñü æå, à áîëåå äëèííûå âûíåñåíû â ðàç-
äåë 3.3. Îïðåäåëåíèÿ ñåòåé áûëè ââåäåíû â ãëàâå 1, îñîáåííî íàì ïîíà-
äîáÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ, äàííûå â ðàçäåëå 1.6. Ñåé÷àñ ìû ëèøü íàïîìíèì,
÷òî âî âñåé ýòîé ãëàâå, çà èñêëþ÷åíèåì ðàçäåëà 3.3.5, ìû ðàññìàòðèâàåì
îáûêíîâåííûå ñåòè, à ñ ó÷¼òîì êðèòåðèÿ 2 ìîæíî äàòü ñëåäóþùåå îïðå-
äåëåíèå ìèíèìàëüíîé ñåòè íà âûïóêëîì ìíîãîãðàííèêå, ýêâèâàëåíòíîå
îáùåìó îïðåäåëåíèþ çàìêíóòîé ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîé ñåòè, äàííîìó â
ðàçäåëå 1.5.

Îïðåäåëåíèå. Ìèíèìàëüíàÿ ñåòü íà âûïóêëîì ìíîãîãðàííèêå � ýòî
ñâÿçíàÿ ñåòü ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: (1) âñå å¼ ð¼áðà � ãåîäåçè÷åñêèå,
(2) êàæäàÿ âåðøèíà èìååò ñòåïåíü 3, (3) óãîë ìåæäó ñìåæíûìè ð¼áðàìè
ðàâåí 120◦.

3.2.1 Íåîáõîäèìîå óñëîâèå íà êðèâèçíû âåðøèí.

Ïóñòü äàíà ìèíèìàëüíàÿ ñåòü íà ìíîãîãðàííèêå. Çàïèøåì äëÿ êàæäîé
ÿ÷åéêè ñåòè ôîðìóëó Ãàóññà�Áîííå (ëåììà 3.2): 2πn

3 = π(n− 2) +
∑

v k(v),
ãäå ñóììèðîâàíèå èä¼ò ïî âåðøèíàì ìíîãîãðàííèêà, ïîïàâøèì âíóòðü
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äàííîé n-óãîëüíîé ÿ÷åéêè è k(v) � êðèâèçíà âåðøèíû v (ñì. îïðåäåëå-
íèÿ â ðàçäåëå 3.1.1). Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 3.5 ([8, Ïðåäë. 5.34]). Äëÿ n-óãîëüíîé ÿ÷åéêè ìèíèìàëüíîé ñå-
òè ñóììà êðèâèçí ïîïàâøèõ â ýòó ÿ÷åéêó âåðøèí ìíîãîãðàííèêà ðàâíà∑

v k(v) = 2π − πn
3 . Ìèíèìàëüíàÿ ñåòü íà âûïóêëîì ìíîãîãðàííèêå ñî-

ñòîèò èç íå áîëåå ÷åì øåñòèóãîëüíûõ ÿ÷ååê. Øåñòèóãîëüíûå ÿ÷åéêè íå
ñîäåðæàò âåðøèí ìíîãîãðàííèêà.

Òåîðåìà 6 (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå íà êðèâèçíû). Äëÿ òîãî, ÷òîáû
íà âûïóêëîì ìíîãîãðàííèêå ñóùåñòâîâàëà ìèíèìàëüíàÿ ñåòü, íåîáõîäè-
ìî, ÷òîáû ìíîæåñòâî V åãî âåðøèí ìîæíî áûëî ðàçáèòü íà íåñêîëüêî
ïîäìíîæåñòâ V = V1 t . . . t Vs òàê, ÷òî ñóììà êðèâèçí âåðøèí â êàæ-
äîì ïîäìíîæåñòâå Vi êðàòíà

π
3 è ìåíüøå 2π, ò.å. ðàâíà îäíîìó èç ÷èñåë

πk
3 , k = 1, . . . , 5.

Íàïîìíèì, ÷òî ñóììà âñåõ êðèâèçí (ñôåðè÷åñêîãî) ìíîãîãðàííèêà
ðàâíà 4π, è, çíà÷èò, ìèíèìàëüíàÿ ñåòü íåêîòîðûì îáðàçîì ðàçáèâàåò 4π íà
÷àñòè âèäà kπ

3 . Âñåãî ñóùåñòâóåò 47 òàêèõ ðàçáèåíèé (ò.å. ðåøåíèé óðàâíå-
íèÿ x1

π
3 +x2

2π
3 +x3π+x4

4π
3 +x5

5π
3 = 4π â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ).

Â [37] áûë ïðèâåä¼í ïðèìåð íå èìåþùåãî ìèíèìàëüíûõ ñåòåé òåòðà-
ýäðà, êðèâèçíû âåðøèí êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì k(A) = 2π

3 ,
k(B) = 5π

3 , k(C) + k(D) = 5π
3 . Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìîå äëÿ ñóùå-

ñòâîâàíèÿ ìèíèìàëüíîé ñåòè óñëîâèå íà êðèâèçíû ìíîãîãðàííè-
êà èç òåîðåìû 6 íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óæå â ñëó÷àå òåòðà-
ýäðîâ. Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåä¼ííîå â [37] äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà áûëî
äëèííûì è íåïðîçðà÷íûì. Â òåîðåìå 19 (ðàçäåë 3.2.5) ìû ïîêàæåì, êàê
ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè ñîâñåì êîðîòêî äîêàçàòü íåäîñòàòî÷-
íîñòü íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ èç òåîðåìû 6.

3.2.2 Ðåàëèçàöèÿ ïëîñêèõ ãðàôîâ íà ìíîãîãðàííèêàõ â âèäå ìè-
íèìàëüíûõ ñåòåé.

Åñëè çàáûòü ïðî äëèíû ð¼áåð è óãëû ìåæäó íèìè, òî ìèíèìàëüíàÿ ñåòü íà
ìíîãîãðàííèêå � ýòî îäíà èç âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé íà ñôåðå íåêîòîðîãî
ïëîñêîãî ãðàôà. Ïîïðîáóåì ïîéòè â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíûé ïëîñêèé ãðàô ñ âåðøèíàìè ñòåïåíè 3 è íå áîëåå ÷åì øå-
ñòèóãîëüíûìè ãðàíÿìè. Ïðèïèøåì êàæäîìó ðåáðó íåêîòîðûé âåñ � ïîëî-
æèòåëüíîå ÷èñëî. Çàäàäèìñÿ öåëüþ ïîñòðîèòü ìíîãîãðàííèê, íà êîòîðîì
ýòîò ãðàô áûë áû ðåàëèçîâàí êàê ìèíèìàëüíàÿ ñåòü, äëèíû ð¼áåð êîòî-
ðîé ðàâíÿëèñü áû âåñàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ð¼áåð ãðàôà. Åñëè áû òàêàÿ
ìèíèìàëüíàÿ ñåòü íàøëàñü, òî êàæäàÿ å¼ ÿ÷åéêà ïðåäñòàâëÿëà áû ñîáîé
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ãåîäåçè÷åñêèé ìíîãîóãîëüíèê, â êîòîðîì íàì èçâåñòíû âåëè÷èíû âñåõ óã-
ëîâ (120◦) è äëèíû âñåõ ñòîðîí. Ñëåäóþùàÿ ëåììà îáúÿñíÿåò, íàñêîëüêî
ýòè äàííûå çàäàþò ãåîäåçè÷åñêèé ìíîãîóãîëüíèê.

Ëåììà 3.6. (1) Ãåîäåçè÷åñêèé n-óãîëüíèê ñ óãëàìè ïî 120◦, äëèíàìè ïî-
ñëåäîâàòåëüíûõ ñòîðîí a1, . . . , an (âñå ai > 0, äàëåå ñ÷èòàåì ai+n ≡ ai
äëÿ âñåõ i) è íå ñîäåðæàùèé âíóòðè ñåáÿ òî÷åê îòðèöàòåëüíîé êðè-
âèçíû ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ
ïðè n = 6 : a1 + a2 = a4 + a5 è a2 + a3 = a5 + a6

ïðè n = 5 : ai < ai+2 + ai+3, i = 1, . . . , 5
ïðè n = 4 : ai < ai+1 + 2ai+2 + ai+3, i = 1, . . . , 4
ïðè n ≤ 3 ñóùåñòâóåò âñåãäà.
(2) Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé èç ïóíêòà 1 ñóùåñòâóåò è n-óãîëüíèê, ñî-
äåðæàùèé âíóòðè ñåáÿ íå áîëåå îäíîé âåðøèíû íåíóëåâîé êðèâèçíû.
(3) Ìíîãîóãîëüíèê èç ïóíêòà 2 åäèíñòâåíåí ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè;
åãî ðàçâ¼ðòêà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà êîíñòðóêòèâíî.

Ëåììà áóäåò äîêàçàíà â ðàçäåëå 3.3.1. À ñåé÷àñ âûâåäåì èç ýòîé
ëåììû ñëåäñòâèÿ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïëîñêèé âçâåøåííûé ãðàô ðåàëè-
çóåòñÿ íà ìíîãîãðàííèêå P êàê ìèíèìàëüíàÿ ñåòü, åñëè íà ìíîãîãðàííèêå
P ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ ñåòü, ðåàëèçóþùàÿ ýòîò ïëîñêèé ãðàô è èìåþ-
ùàÿ äëèíû ð¼áåð, ðàâíûå âåñàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ð¼áåð ãðàôà. ßñíî, ÷òî
äëÿ êàæäîé ìèíèìàëüíîé ñåòè îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼í ïëîñêèé âçâåøåííûé
ãðàô, êîòîðûé îíà ðåàëèçóåò.

Âñÿêîìó ìíîãîãðàííèêó ñ ìèíèìàëüíîé ñåòüþ íà í¼ì åñòåñòâåííûì
îáðàçîì ñîîòâåòñòâóåò ñåìåéñòâî ãåîäåçè÷åñêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ (ÿ÷ååê
ñåòè), à äëèíû èõ ñòîðîí óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì èç ëåììû 3.6. Çíà-
÷èò, ýòèì ñîîòíîøåíèÿì îáÿçàíû óäîâëåòâîðÿòü âåñà ð¼áåð ëþáîãî ïëîñêî-
ãî âçâåøåííîãî ãðàôà, êîòîðûé ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí êàê ìèíèìàëüíàÿ
ñåòü.

Îáðàòíî, äëÿ êàæäîé ãðàíè ïëîñêîãî ãðàôà ñ âåñîâîé ôóíêöèåé,
óäîâëåòâîðÿþùåé ýòèì ñîîòíîøåíèÿì, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðâûì ïóíêòîì
ëåììû 3.6, ñóùåñòâóåò ãåîäåçè÷åñêèé ìíîãîóãîëüíèê ñ óãëàìè ïî 120◦ è
äëèíàìè ñòîðîí, ðàâíûìè âåñàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ð¼áåð. Ïîñòðîèì òàêèå
ìíîãîóãîëüíèêè äëÿ âñåõ ãðàíåé ïëîñêîãî ãðàôà. Çàäàäèì íà ìíîæåñòâå
ýòèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ïðàâèëà ñêëåéêè, îòîæäåñòâëÿÿ äâå ñòîðîíû (âåð-
øèíû) ìíîãîóãîëüíèêîâ â òîì ñëó÷àå, åñëè ýòè ñòîðîíû (âåðøèíû) ñîîò-
âåòñòâóþò îäíîìó è òîìó æå ðåáðó (èëè âåðøèíå) ãðàôà. Ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ ãîìåîìîðôíîå ñôåðå ïðîñòðàíñòâî ñ ìíîãîãðàí-
íîé ìåòðèêîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. Ïðè÷¼ì ïî ïîñòðîåíèþ ãðàíèöû
ìíîãîóãîëüíèêîâ ýòîé ðàçâ¼ðòêè îáðàçóþò ìèíèìàëüíóþ ñåòü, ðåàëèçóþ-
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ùóþ äàííûé ïëîñêèé âçâåøåííûé ãðàô. Ïî òåîðåìå 5 ýòà ìåòðèêà ðåà-
ëèçóåòñÿ íåêîòîðûì âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì, è òåì ñàìûì äîêàçàíà
äîñòàòî÷íîñòü ñîîòíîøåíèé èç ëåììû 3.6 äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìíîãîãðàí-
íèêà ñ ìèíèìàëüíîé ñåòüþ, ðåàëèçóþùåé äàííûé âçâåøåííûé ãðàô. Èòàê,
èç ëåììû 3.6 ìû âûâåëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 7. Äëÿ âçâåøåííîãî ïëîñêîãî ãðàôà (G,w) ñóùåñòâóåò âû-
ïóêëûé ìíîãîãðàííèê, íà êîòîðîì (G,w) ðåàëèçóåòñÿ êàê ìèíèìàëüíàÿ
ñåòü, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (G,w) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
(1) ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ðàâíà òð¼ì;
(2) âñÿêàÿ ãðàíü ÿâëÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì øåñòèóãîëüíîé;
(3) w(v1v2) + w(v2v3) = w(v4v5) + w(v5v6) äëÿ ëþáîé íóìåðàöèè v1 . . . v6

ïîñëåäîâàòåëüíûõ âåðøèí ëþáîé øåñòèóãîëüíîé ãðàíè;
(4) w(v1v2) < w(v2v3) + 2w(v3v4) + w(v4v1) äëÿ ëþáîé íóìåðàöèè v1 . . . v4

ïîñëåäîâàòåëüíûõ âåðøèí ëþáîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ãðàíè;
(5) w(v1v2) < w(v3v4) + w(v4v5) äëÿ ëþáîé íóìåðàöèè v1 . . . v5 ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ âåðøèí ëþáîé ïÿòèóãîëüíîé ãðàíè.

Äëÿ ëþáîãî ïëîñêîãî ãðàôà G âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ íà
êàæäîì ðåáðå çíà÷åíèå 1, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 3�5, îòêóäà âûòåêàåò
ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 5. Äëÿ âñÿêîãî ïëîñêîãî ãðàôà G, ó êîòîðîãî ñòåïåíü âñåõ
âåðøèí ðàâíà òð¼ì è âñå ãðàíè íå áîëåå ÷åì øåñòèóãîëüíûå, ñóùåñòâóåò
âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, íà êîòîðîì G ðåàëèçóåòñÿ êàê ìèíèìàëüíàÿ
ñåòü.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà � åù¼ îäíî ñëåäñòâèå ëåììû 3.6.

Òåîðåìà 8. Äëÿ âñÿêîãî ãðàôà (G,w) ñî ñâîéñòâàìè (1)�(5) èç òåîðå-
ìû 7 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé (ñ òî÷íîñòüþ äî äâèæåíèÿ â R3) âû-
ïóêëûé ìíîãîãðàííèê, íà êîòîðîì (G,w) ðåàëèçóåòñÿ êàê ïðîñòàÿ ìèíè-
ìàëüíàÿ ñåòü, ïðè÷¼ì íà ýòîì ìíîãîãðàííèêå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
ñ òî÷íîñòüþ äî äâèæåíèÿ R3 ìèíèìàëüíàÿ ñåòü, ðåàëèçóþùàÿ äàííûé
âçâåøåííûé ãðàô.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïî-
âòîðåíèå äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè â ïðåäûäóùåé òåîðåìå, íî ñ ó÷¼-
òîì ïóíêòà 2 ëåììû 3.6. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî íàøëèñü äâà ìíîãîãðàííèêà, íà êàæäîì èç êîòîðûõ äàííûé
ïëîñêèé âçâåøåííûé ãðàô ðåàëèçóåòñÿ êàê ïðîñòàÿ ìèíèìàëüíàÿ ñåòü. Â
ñèëó ïóíêòà 3 ëåììû 3.6 ÿ÷åéêè äâóõ ñåòåé, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîé è
òîé æå ãðàíè ïëîñêîãî ãðàôà, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èçîìåòðè÷íûå ìíîãî-
óãîëüíèêè. Ïîñêîëüêó êîìáèíàòîðíàÿ ñòðóêòóðà äâóõ ñåòåé îäèíàêîâà, ýòè
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ÿ÷åéêè ñêëååíû ìåæäó ñîáîé â äâóõ ñåòÿõ îäèíàêîâûì îáðàçîì, ïîýòîìó,
îáúåäèíÿÿ èçîìåòðèè ïàð ÿ÷ååê, ïîëó÷àåì èçîìåòðèþ îäíîãî ìíîãîãðàí-
íèêà íà äðóãîé, ïåðåâîäÿùóþ äàííûå ìèíèìàëüíûå ñåòè äðóã â äðóãà. Ïî
òåîðåìå 5 òàêàÿ èçîìåòðèÿ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà äâèæåíèåì R3, ÷òî è
òðåáîâàëîñü.

3.2.3 Äâàæäû ïîêðûòûå òðåóãîëüíèêè

Òåîðåìà 9. Â ñëó÷àå ìíîãîãðàííèêîâ ñ òðåìÿ âåðøèíàìè (ò.å. äâàæäû
ïîêðûòûõ òðåóãîëüíèêîâ) íåîáõîäèìîå óñëîâèå íà êðèâèçíû èç òåîðå-
ìû 6 ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âûïîëíåíèÿ íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ èç òåî-
ðåìû 6 âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà äîëæíû èìåòü êðèâèçíû {4π

3 ,
4π
3 ,

4π
3 },

{π, 4π
3 ,

5π
3 } èëè {

2π
3 ,

5π
3 ,

5π
3 }. Êàæäîìó èç ýòèõ íàáîðîâ êðèâèçí ñîîòâåòñòâó-

åò îäèí (ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòåòèè) äâàæäû ïîêðûòûé òðåóãîëüíèê. Íà
ðèñ. 3.1 äëÿ êàæäîãî èç ñëó÷àåâ èçîáðàæåíà ðàçâ¼ðòêà ìíîãîãðàííèêà è
ïðèìåð ìèíèìàëüíîé ñåòè íà í¼ì. �

Òåîðåìà 10. Íà äâàæäû ïîêðûòîì òðåóãîëüíèêå ëþáàÿ ìèíèìàëüíàÿ
ñåòü ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíà ïàðàìåòðè÷åñêîé äåôîðìàöèåé â êëàññå
ìèíèìàëüíûõ ñåòåé â ñåòü, äëèíû âñåõ ð¼áåð êîòîðîé îäèíàêîâû.

Ðèñ. 3.1: Âñå äâàæäû ïî-

êðûòûå òðåóãîëüíèêè, èìå-

þùèå ìèíèìàëüíóþ ñåòü

Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà òåîðåìó 8 è
òîò ôàêò, ÷òî â ñëó÷àå òð¼õ âåðøèí èõ êðèâèçíû
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ìíîãîãðàííèê ñ òî÷íîñòüþ
äî ïîäîáèÿ. Èòàê, ïóñòü íà ëþáîì èç òð¼õ âîçìîæ-
íûõ äâàæäû ïîêðûòûõ òðåóãîëüíèêîâ èìååòñÿ ìè-
íèìàëüíàÿ ñåòü Γ òèïàG, ðåàëèçóþùàÿ íåêîòîðûé
ïëîñêèé ãðàô (G,w) (ò.å. äëèíà ðåáðà Γ(e) ðàâíà
w(e), e ∈ E(G)). Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî âçâåøåí-
íûõ ãðàôîâ (G,wt), 0 ≤ t ≤ 1 ñ âåñîâîé ôóíêöè-
åé wt(e) = (1 − t)w(e) + t. Äîêàæåì, ÷òî âñå ýòè
âçâåøåííûå ãðàôû ðåàëèçóþòñÿ êàê ìèíèìàëüíûå
ñåòè íà ìíîãîãðàííèêàõ. Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì âû-
ïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû 7. Óñëîâèÿ 1 è 2 âû-
ïîëíåíû, òàê êàê (G,w0) ðåàëèçóåòñÿ. Êðîìå òî-
ãî, w1(e) ≡ 1, ïîýòîìó äëÿ (G,w1) òàêæå âûïîë-
íåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 7. Ïðè ôèêñèðîâàííîì
G óñëîâèÿ 3�5 îãðàíè÷èâàþò âûïóêëîå ïîäìíîæå-
ñòâî â ìíîæåñòâå âñåõ âåñîâûõ ôóíêöèé, ïîýòîìó
wt, êàê âûïóêëàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ w0 è w1,
òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 3�5, à çíà÷èò, ïî òåîðåìå 8, ñóùåñòâóåò âû-
ïóêëûé ìíîãîãðàííèê Pt, íà êîòîðîì âçâåøåííûé ïëîñêèé ãðàô (G,wt)
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ðåàëèçóåòñÿ êàê ïðîñòàÿ ìèíèìàëüíàÿ ñåòü. Òîãäà ìíîãîãðàííèê Pt äîë-
æåí èìåòü ðîâíî òðè âåðøèíû òåõ æå êðèâèçí, ÷òî è èñõîäíûé äâàæäû
ïîêðûòûé òðåóãîëüíèê P0, à çíà÷èò, Pt ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò P0 òîëüêî
ðàñòÿæåíèåì ñ íåêîòîðûì êîýôôèöèåíòîì kt. Çíà÷èò, êàæäûé âçâåøåí-
íûé ãðàô èç ñåìåéñòâà (G, 1

kt
wt) ðåàëèçóåòñÿ íà P0 êàê ìèíèìàëüíàÿ ñåòü.

Îáîçíà÷èì ýòó ñåòü ÷åðåç Γt. Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ïàðàìåòðè÷åñêàÿ
äåôîðìàöèÿ Γt íåïðåðûâíà. Êîýôôèöèåíò kt íåïðåðûâåí, òàê êàê îí ïðî-
ïîðöèîíàëåí ïëîùàäè ðàçâ¼ðòêè, à îíà íåïðåðûâíî çàâèñèò îò wt, ïîýòîìó
ñåìåéñòâî âçâåøåííûõ ãðàôîâ (G, 1

kt
wt) íåïðåðûâíî. Çíà÷èò, ñîîòâåòñòâó-

þùèå ìíîãîãðàííûå ìåòðèêè íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò t (â ñìûñëå òîïîëîãèè
èç ëåììû 3.1). Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå ðàçâ¼ðò-
êå (ìíîãîãðàííîé ìåòðèêå) ïàðó (èçîìåòðè÷íûé åé ìíîãîãðàííèê, ãðàíè-
öû ìíîãîóãîëüíèêîâ ðàçâ¼ðòêè, íàðèñîâàííûå íà ýòîì ìíîãîãðàííèêå). Â
ñèëó ëåììû 3.1 ýòî îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî (îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè â
îáðàçå, ñ÷èòàþùåé áëèçêèìè áëèçêèå ìíîãîãðàííèêè ñ áëèçêèì ðàçáèåíè-
åì íà ìíîãîóãîëüíèêè ðàçâ¼ðòêè). Â íàøåì ñëó÷àå îáðàç ãðàíèö ìíîãî-
óãîëüíèêîâ ðàçâ¼ðòêè � ýòî ñåòü, îòêóäà è âûòåêàåò, ÷òî Γt íåïðåðûâíî
çàâèñèò îò t. �

Çàìå÷àíèå 3. Èç òåîðåì 8 è 10 âûòåêàåò, ÷òî ìèíèìàëüíûå ñåòè íà äâà-
æäû ïîêðûòûõ òðåóãîëüíèêàõ îäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé äå-
ôîðìàöèè) ñîîòâåòñòâóþò 3-âàëåíòíûì ïëîñêèì ãðàôàì ñ òðåìÿ ãðàíÿ-
ìè ñòåïåíè ìåíüøå 6 è îñòàëüíûìè ãðàíÿìè ñòåïåíè ðîâíî 6. Èëè, ýê-
âèâàëåíòíî, äâîéñòâåííûì ãðàôàì, ò.å. (ðàññìàòðèâàåìûì ñ òî÷íîñòüþ
äî ãîìåîìîðôèçìà ñôåðû) òðèàíãóëÿöèÿì ñôåðû, âñå âåðøèíû êîòîðûõ,
çà èñêëþ÷åíèåì òð¼õ, èìåþò ñòåïåíü 6, à òðè îñòàâøèåñÿ èìåþò ñòåïå-
íè (1, 2, 3), (2, 2, 2) èëè (1, 1, 4). Ìíîæåñòâî òàêèõ òðèàíãóëÿöèé, êàê óæå
îòìå÷àëîñü âî ââåäåíèè, èçó÷åíî â ðàáîòå [35].

Â ñëó÷àå ìíîãîãðàííèêîâ ñ òðåìÿ âåðøèíàìè ãåîìåòðè÷åñêàÿ êîí-
ñòðóêöèÿ ïîñòðîåíèÿ òðèàíãóëÿöèé, îïèñàííàÿ â [35], îêàçûâàåòñÿ ñîâñåì
ïðîñòîé è äà¼ò ðåçóëüòàò, êîòîðûé ìû ôîðìóëèðóåì â ñëåäñòâèè 6 ïîñëå
êðàòêîãî îïèñàíèÿ êîíñòðóêöèè.

Êîíñòðóêöèÿ. Âîçüì¼ì ëþáóþ èç èçîáðàæ¼ííûõ íà ðèñ. 3.1 ðàç-
â¼ðòîê (ìû âîçüì¼ì ¾÷èñòóþ¿ ðàçâ¼ðòêó, áåç íàðèñîâàííîé íà íåé ñåòè) è
ïîìåñòèì å¼ íà ïëîñêîñòü, ðàçáèòóþ íà ïðàâèëüíûå øåñòèóãîëüíèêè, òàê,
÷òîáû âñå âåðøèíû ðàçâ¼ðòêè îêàçàëèñü â öåíòðàõ øåñòèóãîëüíèêîâ ðàç-
áèåíèÿ. ¾Âûðåæåì¿ ðàçâ¼ðòêó èç ïëîñêîñòè è ñêëåèì äâàæäû ïîêðûòûé
òðåóãîëüíèê T . Ïîïàâøèå íà ðàçâ¼ðòêó ¾ñëåäû¿ øåñòèóãîëüíèêîâ ðàçáè-
åíèÿ ïðåâðàòÿòñÿ â ìèíèìàëüíóþ ñåòü íà T .

Ñëåäñòâèå 6. Ëþáàÿ ìèíèìàëüíàÿ ñåòü íà äâàæäû ïîêðûòîì òðåóãîëü-
íèêå ìîæåò áûòü ëèíåéíîé äåôîðìàöèåé â êëàññå ìèíèìàëüíûõ ñåòåé
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ïåðåâåäåíà â ìèíèìàëüíóþ ñåòü, ïîëó÷åííóþ â ðåçóëüòàòå ýòîé êîí-
ñòðóêöèè.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãîãðàííèêà àíàëîãè òåîðåìû 10 è çàìå÷à-
íèÿ 3 íåâåðíû äàæå â ñëó÷àå ïðîñòûõ ñåòåé, ÷òî è äåëàåò çàäà÷ó î ìèíè-
ìàëüíûõ ñåòÿõ íà ìíîãîãðàííèêàõ íå òîëüêî êîìáèíàòîðíîé, íî è ãåîìåò-
ðè÷åñêîé.

Ðèñ. 3.2: Íàêðûòèÿ òîðîì.

Çàìå÷àíèå 4. Äâàæäû ïîêðûòûå òðåóãîëüíèêè
ñ êðèâèçíàìè {4π

3 ,
4π
3 ,

4π
3 } è {π,

4π
3 ,

5π
3 } äîïóñêàþò

ðàçâåòâë¼ííûå íàêðûòèÿ ïëîñêèì òîðîì, ñêëåå-
íûì èç ðîìáà ñ óãëîì π

3 (ñì. ðèñ. 3.2). Îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî ëþáàÿ ìèíèìàëüíàÿ ñåòü íà òàêèõ ìíîãî-
ãðàííèêàõ ïðè ïîìîùè ïîäíÿòèÿ êàíîíè÷åñêè ìî-
æåò áûòü ïåðåâåäåíà â ìèíèìàëüíóþ ñåòü íà ýòîì
ïëîñêîì òîðå. Îáðàòíî, âñå ìèíèìàëüíûå ñåòè íà
ýòîì ïëîñêîì òîðå, îáëàäàþùèå îïðåäåë¼ííûìè
ñèììåòðèÿìè, ïðîåöèðóþòñÿ â ìèíèìàëüíûå ñå-
òè íà äâàæäû ïîêðûòûõ òðåóãîëüíèêàõ. Ýòî ïîç-
âîëÿåò ïðè æåëàíèè ¾ñïðîåöèðîâàòü¿ îïèñàííóþ
â [8, 14] êëàññèôèêàöèþ ìèíèìàëüíûõ ñåòåé íà
ïëîñêèõ òîðàõ è ïîëó÷èòü êëàññèôèêàöèþ ìèíèìàëüíûõ ñåòåé íà äâóõ
óêàçàííûõ äâàæäû ïîêðûòûõ òðåóãîëüíèêàõ. Ìû íå áóäåì ýòèì çàíè-
ìàòüñÿ, òàê êàê â ñèëó ïðåäûäóùåãî çàìå÷àíèÿ ýòî ôàêòè÷åñêè ïðèâåä¼ò
ê ÷àñòíûì ñëó÷àÿì îïèñàííîé â [35] êëàññèôèêàöèè.

3.2.4 Ìèíèìàëüíûå ñåòè íà òåòðàýäðàõ

Âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ñ ÷åòûðüìÿ âåðøèíàìè � ýòî ëèáî òåòðàýäð, ëè-
áî äâàæäû ïîêðûòûé âûïóêëûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê. Íèæå ìû áóäåì äîïóñ-
êàòü âîëüíîñòü ðå÷è è íàçûâàòü òåòðàýäðàìè âñå âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè
ñ ÷åòûðüìÿ âåðøèíàìè.

Òåîðåìà 11. Åñëè íà ïîâåðõíîñòè òåòðàýäðà ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ
ñåòü, òî íàáîð ïîëíûõ óãëîâ òåòðàýäðà èìååò îäèí èç ñåìè âèäîâ:

(ðàâíîãðàííûå) {π, π, π, π}
(1-1) {π/3, π/3, α, β}
(1-2) {π/3, 2π/3, α, β}
(1-3) {π/3, π, α, β}
(1-4) {π/3, 4π/3, α, β}
(2-2) {2π/3, 2π/3, α, β}
(2-3) {2π/3, π, α, β}
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Çàìå÷àíèå 5. Çäåñü α, β � ïîëíûå óãëû âåðøèí, ïðî êîòîðûå â òåîðåìå
íè÷åãî íå óòâåðæäàåòñÿ. Íàïèñàííîå â êðóãëûõ ñêîáêàõ ñî÷åòàíèå öèôð
áóäåì íàçûâàòü òèïîì ñîîòâåòñòâóþùåãî òåòðàýäðà. Îäèí è òîò æå òåò-
ðàýäð ìîæåò ïðèíàäëåæàòü íåñêîëüêèì òèïàì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñïîìèíàåì òåîðåìó 6. Ïîñêîëüêó âåðøèí ÷åòûðå è èõ
ñóììàðíàÿ êðèâèçíà ðàâíà 4π, âîçìîæíû äâà âàðèàíòà: 1) êðèâèçíà êàæ-
äîé âåðøèíû êðàòíà π

3 , 2) êðèâèçíû äâóõ âåðøèí êðàòíû π
3 , à êðèâèçíû

äâóõ äðóãèõ â ñóììå äàþò ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì 2π. Â âàðèàíòå (1) ëèáî
ñóììà êðèâèçí ëþáûõ äâóõ âåðøèí ðàâíà 2π, è òîãäà êðèâèçíà êàæäîé
âåðøèíû òåòðàýäðà ðàâíà π, à ýòî îçíà÷àåò [12, çàäà÷à 2.32], ÷òî òåòðà-
ýäð ðàâíîãðàííûé (âñå åãî ãðàíè � ðàâíûå òðåóãîëüíèêè). Ëèáî, òàê æå
êàê è â âàðèàíòå (2), íàéä¼òñÿ ïàðà âåðøèí ñ êðèâèçíàìè, êðàòíûìè π

3 , è
ñóììàðíîé êðèâèçíîé áîëüøå 2π. Ïðîñòûì ïåðåáîðîì ïîëó÷àåì, ÷òî ïàðà
êðèâèçí ýòèõ âåðøèí ìîæåò ïðèíèìàòü øåñòü çíà÷åíèé (5π

3 è 5π
3 ,

5π
3 è 4π

3 ,
5π
3 è π, 5π

3 è 2π
3 ,

4π
3 è 4π

3 ,
4π
3 è π). Èì ñîîòâåòñòâóþò øåñòü ïàð ïîëíûõ óãëîâ,

óêàçàííûõ â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû.

Cëåäóþùèé íåñëîæíûé ôàêò ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç êëàññèôèêàöèè
ìèíèìàëüíûõ ñåòåé íà ðàâíîãðàííûõ òåòðàýäðàõ [8, 15].

Òåîðåìà 12. Íà ëþáîì ìíîãîãðàííèêå ñ ÷åòûðüìÿ âåðøèíàìè è êðèâèç-
íàìè {π, π, π, π} ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ ìèíèìàëüíàÿ ñåòü.

Òåîðåìà 13. Íà âñåõ òåòðàýäðàõ, êðîìå íåêîòîðûõ òåòðàýäðîâ òèïà
1-4, ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ ñåòü.

Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 14. Åñëè ó ìíîãîãðàííèêà åñòü äâå âåðøèíû A è B êðèâèçí
1) 5π

3 ,
5π
3 , 2)

4π
3 ,

5π
3 , 3)

4π
3 ,

4π
3 , 4) π,

5π
3 , èëè 5) π, 4π

3 , òî íà ýòì ìíîãî-
ãàðííèêå ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ ñåòü. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîé A-B-
ãåîäåçè÷åñêîé íà ýòîì ìíîãîãðàííèêå ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ ñåòü,
ðàñïîëîæåííàÿ â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè ýòîé ãåîäåçè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ëþáóþ ãåîäåçè÷åñêóþ γ, ñîåäèíÿþùóþ äâå
äàííûå âåðøèíû (õîòÿ áû îäíà òàêàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ âñåãäà ñóùåñòâóåò, ñì.
ñëåäñòâèå 4). Ðàññìîòðèì ìàëîå ε òàêîå, ÷òî îêðåñòíîñòü Bε(γ) íå ñîäåð-
æèò äðóãèõ âåðøèí ìíîãîãðàííèêà. Âûïóñòèì èç âåðøèíû A ëó÷ ãåîäå-
çè÷åñêîé γA, ñîñòàâëÿþùèé ðàâíûå óãëû ñ ãåîäåçè÷åñêîé γ (óãëû èçìåðÿ-
þòñÿ âî âíóòðåííåé ìåòðèêå íà ïîâåðõíîñòè ìíîãîãðàííèêà), è ïðîâåä¼ì
ýòîò ëó÷ äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ãðàíèöåé îêðåñòíîñòè Bε(γ). Àíàëîãè÷íî ïî-
ñòðîèì ëó÷ γB èç âåðøèíû B. Ñäåëàåì ðàçðåç ïîâåðõíîñòè ìíîãîãðàííèêà
âäîëü äâóõ ïðîâåä¼ííûõ ëó÷åé. Ìíîæåñòâî Bε(γ) \ γA \ γB � ãåîäåçè÷å-
ñêèé ìíîãîóãîëüíèê, íå ñîäåðæàùèé âíóòðè ñåáÿ âåðøèí ìíîãîãðàííèêà,
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Ðèñ. 3.3: Ìèíèìàëüíûå ñåòè, ðàñïîëîæåííûå â ε-îêðåñòíîñòè ãåîäåçè÷åñêîé, ñîåäèíÿ-
þùåé ïàðó âåðøèí ìíîãîãðàííèêà. Ðÿäîì ñ êàæäîé âåðøèíîé óêàçàíà å¼ êðèâèçíà.

ïîýòîìó åãî ìîæíî ¾ðàçâåðíóòü íà ïëîñêîñòü¿, áîëåå òîãî, âî âñåõ íà-
øèõ ïÿòè ñëó÷àÿõ îí èçîìåòðè÷åí ïëîñêîìó âëîæåííîìó ìíîãîóãîëüíèêó,
ñì. ðèñ. 3.3. Íà ëåâîé âåðõíåé êàðòèíêå èçîáðàæ¼í ñëó÷àé âåðøèí ñ êðè-
âèçíàìè 5π

3 ,
5π
3 è îòìå÷åíû âñå âåðøèíû ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíîãîóãîëüíèêà.

Îòðåçîê AB � ãåîäåçè÷åñêàÿ γ, îòðåçêè AA1, AA2 ñîîòâåòñòâóþò ðàçðåçó
âäîëü γA, BB1, BB2 � ðàçðåçó âäîëü γB, ãðàíèöà îêðåñòíîñòè Bε(γ) ñî-
ñòîèò èç äâóõ îòðåçêîâ A1B1 è A2B2. Âî âñåõ ïÿòè ñëó÷àÿõ íà ðèñóíêå
èçáðàæ¼í ïðèìåð ìèíèìàëüíîé ñåòè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè ñêëåèâàíèè
èçîáðàæ¼ííûå ñåòè ïðåâðàùàþòñÿ â ìèíèìàëüíóþ ñåòü íà ìíîãîãðàííèêå
è ÷òî ïîñòðîåíèå ýòèõ ñåòåé âîçìîæíî â ëþáîé ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñò-
íîñòè îòðåçêà AB, ò.å. ãåîäåçè÷åñêîé γ.

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî â ðàçäåëå 3.2.1, íà íåêîòîðûõ òåòðàýäàõ òèïà
(1-4) ìèíèìàëüíûõ ñåòåé íåò. Ìû äîêàæåì ýòîò ôàêò â ðàçäåëå 3.2.5
(òåîðåìà 19). À ñåé÷àñ ïðèâåä¼ì ïðèìåð òåòðàýäðîâ ýòîãî òèïà, èìåþùèõ
ìèíèìàëüíóþ ñåòü.

Òåîðåìà 15. Ñóùåñòâóþò òåòðàýäðû òèïà (1-4), íå ïðèíàäëåæàùèå
äðóãèì òèïàì, íà êîòîðûõ åñòü ìèíèìàëüíàÿ ñåòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â òåòðàýäðå ABCD ïîëíûå óãëû ïðè âåðøèíàõ
B è A ðàâíû π/3 è 4π/3 è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå: ðåáðî AB ñî-
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Ðèñ. 3.4: Òåòðàýäð òèïà (1-4): ïðèìåð ñ ìèíèìàëüíîé ñåòüþ. Íà ðàçâ¼ðòêå ïóíêòèðîì
îòìå÷åíû ð¼áðà òåòðàäðà. Â èçîáðàæ¼ííîì ñëó÷àå òî÷êà X � ñåðåäèíà ðåáðà CD.

ñòàâëÿåò ñ ð¼áðàìè AC è AD óãëû, áîëüøèå π/6. Òîãäà íà ýòîì òåòðàýäðå
ñóùåñòâóåò ñåòü òèïà , ñì. ðèñ. 3.4. Ïî ýòîìó ðèñóíêó, â ÷àñòíîñòè,
âèäíî, ÷òî òåòðàýäðû òèïà (1-4), îáëàäàþùèå óêàçàííûì óñëîâèåì, ñó-
ùåñòâóþò. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 16. Åñëè êðèâèçíû âñåõ âåðøèí ìíîãîãðàííèêà ñ ÷åòûðüìÿ âåð-
øèíàìè êðàòíû π

3 , òî íà ýòîì ìíîãîãðàííèêå ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ
ñåòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâå âåðøèíû ñ íàèáîëüøèìè êðèâèçíàìè.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñóììà ÷åòûð¼õ êðèâèçí ðàâíà 4π, ïîëó÷àåì, ÷òî äâå íàè-
áîëüøèõ êðèâèçíû ìîãóò áûòü ðàâíû ëèáî π, π (â ñëó÷àå ðàâíîãðàííîãî
òåòðàýäðà), ëèáî 4π

3 , π, ëèáî
4π
3 ,

4π
3 , ëèáî

5π
3 , π, ëèáî

5π
3 ,

4π
3 , ëèáî

5π
3 ,

5π
3 . Ñó-

ùåñòâîâàíèå ìèíèìàëüíûõ ñåòåé íà ðàâíîãðàííûõ òåòðàýäðàõ âûòåêàåò èç
ðàáîòû [14] (òåîðåìà 12).,;, à âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ � èç òåîðåìû 13
(èëè èç òåîðåìû 14).

3.2.5 Ñèñòåìà ðàçðåçîâ: ãåîìåòðè÷åñêîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå.

Ïóñòü ìíîãîãðàííèê P óäîâëåòâîðÿåò íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ èç òåîðå-
ìû 6. Ðàññìîòðèì êàêîå-íèáóäü èç ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà V åãî âåðøèí
íà ïîäìíîæåñòâà V1t . . .tVs, ïîäõîäÿùèå ïîä ýòî óñëîâèå. Êàê íàéòè ìè-
íèìàëüíóþ ñåòü, ðàçáèâàþùóþ âåðøèíû ýòèì ñïîñîáîì (èëè óáåäèòüñÿ,
÷òî òàêîé ñåòè íåò)? Äëÿ êàæäîãî Vi ìû çíàåì, ÷òî åãî âåðøèíû äîëæíû
ñîäåðæàòüñÿ â îäíîé ki-óãîëüíîé ÿ÷åéêå ñåòè, ãäå ki îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíî-
øåíèåì

∑
v∈Vi k(v) = 2π − 2πki

3 (ëåììà 3.5). Íàøà çàäà÷à � ¾íàðèñîâàòü¿
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¾âîêðóã¿ êàæäîãî ìíîæåñòâà Vi ñâîé ki-óãîëüíèê Ui (ÿ÷åéêó) òàê, ÷òîáû
èõ âíóòðåííîñòè íå ïåðåñåêàëèñü ìåæäó ñîáîé, è, áîëåå òîãî, ÷òîáû îáú-
åäèíåíèå ãðàíèö âñåõ Ui ìîæíî áûëî, âîçìîæíî, äîáàâèâ íåêîòîðûå ð¼á-
ðà, ïðåâðàòèòü â ìèíèìàëüíóþ ñåòü. Îäíà èç ñëîæíîñòåé çäåñü â òîì, ÷òî
¾îêðóæàòü¿ íåñêîëüêî òî÷åê ìíîãîóãîëüíèêîì ìîæíî ñóùåñòâåííî ðàç-
íûìè ñïîñîáàìè, ò.å. íå ãîìîòîïíûìè â êëàññå ãîìîòîïèé, íå ïðîõîäÿùèõ
÷åðåç âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà. ×òîáû ôîðìàëèçîâàòü ïîíÿòèå ¾ñïîñîáà
îêðóæåíèÿ âåðøèí ÿ÷åéêàìè¿, ìû ââîäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìîé ðàçðåçîâ íà ìíîãîãðàííèêå P áóäåì íàçûâàòü
ðàçáèåíèå åãî ìíîæåñòâà âåðøèí V = V1 t . . . t Vs è ñèñòåìó ïîïàðíî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ ìíîãîãðàííèêà {Mi}si=1, åñëè äëÿ êàæäî-
ãî i = 1, . . . , s
(1) Vi óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû 6 (ò.å. ñóììà êðèâèçí âåðøèí, âõî-
äÿùèõ â Vi, ðàâíà îäíîìó èç ÷èñåë π/3, 2π/3, π, 4π/3, 5π/3)
(2) Vi ⊂Mi

(3) Mi � ýòî ëèáî òî÷êà èç Vi, ëèáî ãåîäåçè÷åñêàÿ ñ êîíöàìè â Vi, ëèáî çà-
ìêíóòûé ãåîäåçè÷åñêèé ìíîãîóãîëüíèê, âñå âåðøèíû êîòîðîãî ñîäåðæàòñÿ
â Vi
(4) âñå óãëû ìíîãîóãîëüíèêà P \Mi áîëüøå èëè ðàâíû π (åñëè Mi íå îä-
íîòî÷å÷íî.)

Ïóñòü äàíà ìèíèìàëüíàÿ ñåòü ñ íåøåñòèóãîëüíûìè ÿ÷åéêàìè Ui,
i = 1, . . . , s íà ìíîãîãðàííèêå ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V . Ïîëîæèì Vi =
V ∩ Ui è Mi = C(Vi, Ui) (çäåñü C(X,U) � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ïîäìíî-
æåñòâà X ⊂ U , ñì. îïðåäåëåíèÿ â ðàçäåëå 3.1.2). Èç ëåììû 3.4 ñëåäóåò,
÷òî {Vi,Mi}si=1 � ñèñòåìà ðàçðåçîâ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòà ñèñòåìà ðàçðå-
çîâ ñîîòâåòñòâóåò äàííîé ìèíèìàëüíîé ñåòè. Èòàê, äîêàçàíî ñëåäóþùåå
íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìàëüíîé ñåòè.

Òåîðåìà 17. Åñëè íà âûïóêëîì ìíîãîãðàííèêå åñòü ìèíèìàëüíàÿ ñåòü,
òî íà ýòîì ìíîãîãðàííèêå ñóùåñòâóåò ñèñòåìà ðàçðåçîâ.

Ýòî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñèëüíåå, ÷åì íåîáõîäèìîå óñëîâèå èç òåî-
ðåìû 6 (ñì. òåîðåìó 19 íèæå). Îäíàêî îíî ïî-ïðåæíåìó íå ÿâëÿåòñÿ äî-
ñòàòî÷íûì.

Òåîðåìà 18. Ñóùåñòâóåò ìíîãîãðàííèê, èìåþùèé ñèñòåìó ðàçðåçîâ,
õîòÿ íà í¼ì íåò íè îäíîé ìèíèìàëüíîé ñåòè.

Äîêàçàòåëüñòâî ìû ïðèâîäèì â ðàçäåëå 3.3.3. Â êà÷åñòâå èñêîìîãî
ïðèìåðà áóäåò ïîñòðîåí ìíîãîãðàííèê, íàïîìèíàþùèé î÷åíü âûòÿíóòûé
ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä. Îòìåòèì, ÷òî ýòî äîêàçàòåëüñòâî îáîá-
ùàåò èäåè íåîïóáëèêîâàííîé äèïëîìíîé ðàáîòû Ìàêñèìà Ãîðòèíñêîãî,
ïîñâÿù¼ííîé ìèíèìàëüíûì ñåòÿì íà êóáå.
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Ïðèìåð: ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä. Ðàññìîòðèì ïðÿìî-
óãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä P ñ ðàçìåðàìè `×w× h. Êðèâèçíà êàæäîé åãî
âåðøèíû ðàâíà π

2 . Êàêîé ìîæåò áûòü ñèñòåìà ðàçðåçîâ? Èç ïóíêòà (1)
îïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû ðàçðåçîâ âûòåêàåò, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî Vi äîëæ-
íî ñîñòîÿòü èç äâóõ âåðøèí (èõ ñóììàðíàÿ êðèâèçíà ðàâíà π). Â êà÷åñòâå
ìíîæåñòâ Mi ìîæíî ðàññìîòðåòü ëþáóþ ÷åòâ¼ðêó ïîïàðíî íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ñ êîíöàìè â âåðøèíàõ ïàðàëëåëåïèïåäà (îòìåòèì,
÷òî ïðè ýòîì óãëû P \Mi ðàâíû 3π

2 ≥ π, ò.å. âñå óñëîâèÿ èç îïðåäåëåíèÿ
ñèñòåìû ðàçðåçîâ âûïîëíåíû).

Ðèñ. 3.5: Ñåòü íà ïàðàëåëëåïèïåäå.

Íà ëþáîì ïàðàëëåëåïèïåäå ñóùåñòâó-
åò ìèíèìàëüíàÿ ñåòü. Íàïðèìåð, ïóñòü ` ≥
w ≥ h, òîãäà íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò ñåòü, èçîáðàæ¼ííàÿ íà ðèñ. 3.5 íà
îäíîé èç ñòàíäàðòíûõ ðàçâ¼ðòîê ïàðàëëåëå-
ïèïåäà `×w×h. Ñèñòåìà ðàçðåçîâ, ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ýòîé ìèíèìàëüíîé ñåòè, ñîñòîèò
èç äâóõ ñàìûõ êîðîòêèõ ð¼áåð è äâóõ ñðåä-
íèõ ïî äëèíå (îíè âûäåëåíû ïóíêòèðîì).

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåî-
ðåìû 19 ïîêàçûâàåò, ÷òî íåîáõîäèìîå
óñëîâèå íà êðèâèçíû èç òåîðåìû 6 ñëàáåå
íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ íà íàëè÷èå ñèñòåìû ðàçðåçîâ èç òåîðåìû 17.

Òåîðåìà 19. Ìèíèìàëüíîé ñåòè íåò íà ëþáîì òåòðàýäðå ABCD, óäî-
âëåòâîðÿþùåì ñëåäóþùèì óñëîâèÿì íà êðèâèçíû âåðøèí, äëèíó ðåáðà
CD è ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè S (ñóììó ïëîùàäåé ãðàíåé)
(1) k(A) = 2π

3 , k(B) = 5π
3 ,

π
3 < k(D) < π

2 ,
7π
6 < k(C) < 4π

3 ;
(2) S

|CD|2 <
1
4.

Ðèñ. 3.6: Ðàçâ¼ðòêà òåòðàýäðà.

Çàìå÷àíèå 6. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà
òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñèëåíèå òåîðå-
ìû 5 èç ðàáîòû [37], óïîìèíàâøåéñÿ â ðàç-
äåëå 3.2.1.

Íà ðèñ. 3.6 ïîêàçàíî, êàê ïîñòðî-
èòü ïðèìåð ðàçâ¼ðòêè A1C1DC2A2B äâà-
æäû ïîêðûòîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD,
ïîäõîäÿùåãî ïîä óñëîâèÿ òåîðåìû 19. Çäåñü
XA1BA2 � ðîìá ñ óãëîì π

3 , òî÷êàD ïðèíàä-
ëåæèò äèàãîíàëè XB ðîìáà, ∠C1DC2 ÷óòü
áîëüøå π

3 , à äëèíà A1C1 = A2C2 ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòîðîíîé ðîìáà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî íà ìíîãîãðàííèêå ABCD, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåì óñëîâèÿì òåîðåìû, íå ñóùåñòâóåò ñèñòåìû ðàçðåçîâ � òîãäà ïî òåîðå-
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ìå 17 íà í¼ì íå ñóùåñòâóåò è ìèíèìàëüíûõ ñåòåé. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå
è ðàñìîòðèì ñèñòåìó ðàçðåçîâ {Vi,Mi}. Èç óñëîâèÿ (1) ñëåäóåò, ÷òî êðè-
âèçíà êàæäîé èç âåðøèí C è D íå êðàòíà π

3 . Ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî ñóì-
ìà êðèâèçí âñåõ âåðøèí ñôåðè÷åñêîãî ìíîãîãðàííèêà ðàâíà 4π, ïîëó÷àåì,
÷òî k(C) + k(D) = 5π

3 è åäèíñòâåííîå âîçìîæíîå ðàçáèåíèå âåðøèí íà òðè
ïîäìíîæåñòâà â ñèñòåìå ðàçðåçîâ � ýòî V1 = {A}, V2 = {B}, V3 = {C,D}.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M3. Ïîñêîëüêó ïîëíûé óãîë â âåðøèíå C ìåíüøå
π, C íå ìîæåò ëåæàòü íà ãðàíèöå M3, èíà÷å íàðóøèòñÿ ñâîéñòâî (4) èç
îïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû ðàçðåçîâ. Çíà÷èò, íà ãðàíèöå M3 ëåæèò òîëüêî âåð-
øèíà D, ò.å. M3 � îäíîóãîëüíèê ñ âåðøèíîé D, ñîäåðæàùèé âíóòðè ñåáÿ
âåðøèíó C.

Äîêàæåì, ÷òî òàêîãî îäíîóãîëüíèêà íà íàøåì òåòðàýäðå íå ñóùå-
ñòâóåò. Ïî-ïðåæíåìó ïðåäïîëàãàÿ ïðîòèâíîå, íàéä¼ì êðàò÷àéøóþ ãåîäå-
çè÷åñêóþ γ âíóòðè M3, ñîåäèíÿþùóþ C è D (ëåììà 3.3). Òîãäà M3 \ γ �
ãåîäåçè÷åñêèé òðåóãîëüíèê, èçîìåòðè÷íûé ðàâíîáåäðåííîìó òðåóãîëüíè-
êó CD1D2 íà ïëîñêîñòè. Ïðè÷¼ì â òðåóãîëüíèêå CD1D2 óãîë ïðè âåðøèíå
C ðàâåí ïîëíîìó óãëó ïðè âåðøèíå C òåòðàýäðà, ò.å. 2π

3 < ∠D1CD2 <
5π
6 .

Îöåíèì ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà S(CD1D2) = 1
2 |CD1| · |CD2| sin∠D1CD2 >

1
2(`(γ))2 · 1

2 ≥
1
4|CD|

2, ïîñêîëüêó ðåáðî êîðî÷å ëþáîé ãåîäåçè÷åñêîé, ñî-
åäèíÿþùåé åãî êîíöû. Íî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïëîùàäè îäíî-
óãîëüíèêà M3, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ìåíüøå ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè
òåòðàýäðà, îáîçíà÷åííîé ÷åðåç S â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû. Ïîëó÷àåì
S > S(D1CD2) >

1
4 |CD|

2, ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì (2) äîêàçûâàåìîé òåî-
ðåìû.

3.2.6 Ñâåäåíèå çàäà÷è ê ïðîñòûì ìèíèìàëüíûì ñåòÿì.

Èç òåîðåì 7 è 8 âûòåêàåò ñëåäóþùèé ôàêò.

Ñëåäñòâèå 7. Äëÿ âñÿêîé ìèíèìàëüíîé ñåòè N íà âûïóêëîì ìíîãîãðàí-
íèêå P ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê PS(N), íà êî-
òîðîì ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ ìèíèìàëüíàÿ ñåòü, èçîìåòðè÷íàÿ ñåòè N .

Áîëåå òîãî, â ðàçäåëå 3.3.2 áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ âñåõ ìèíèìàëüíûõ
ñåòåé N íà ìíîãîãðàííèêå P , êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò äàííàÿ ñèñòåìà ðàç-
ðåçîâ, ìíîãîãðàííèê PS(N) áóäåò îäíèì è òåì æå, ò.å. âåðíà ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Òåîðåìà 20. Äëÿ êàæäîé ñèñòåìû ðàçðåçîâ Mcut íà ìíîãîãðàííèêå P
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí ìíîãîãðàííèê PS(Mcut) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþ-
áîé ìèíèìàëüíîé ñåòè N íà ìíîãîãðàííèêå P , êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò
ñèñòåìà ðàçðåçîâ Mcut, ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ ìèíèìàëüíàÿ ñåòü íà ìíî-
ãîãðàííèêå PS(Mcut), èçîìåòðè÷íàÿ ñåòè N .
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Â äîêàçàòåëüñòâå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ðàçâ¼ðòêó ìíîãîãðàííè-
êà PS(Mcut) ìîæíî ïîñòðîèòü êîíñòðóêòèâíî. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èçó÷å-
íèÿ ìèíèìàëüíûõ ñåòåé íà äàííîì ìíîãîãðàííèêå P ìîæíî ðàññìîòðåòü
âñåâîçìîæíûå ñèñòåìû ðàçðåçîâ íà P , äëÿ êàæäîé ñèñòåìû ðàçðåçîâ Mcut

ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîãîãðàííèê PS(Mcut) è íà í¼ì èçó÷èòü ïðî-
ñòûå ìèíèìàëüíûå ñåòè. Çàòåì ïåðåíåñòè ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îáðàòíî
íà ìíîãîãðàííèê P . Ïðè ýòîì, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âñå ïðîñòûå ìèíèìàëü-
íûå ñåòè, ðåàëèçóþùèåñÿ íà PS(Mcut), ðåàëèçóþòñÿ íà P , âåðíî òîëüêî
óòâåðæäåíèå â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè.

Ýòà êîíñòðóêöèÿ ïðèíöèïèàëüíî ñâîäèò çàäà÷ó ïîèñêà ïðîèçâîëü-
íûõ ìèíèìàëüíûõ ñåòåé íà äàííîì ìíîãîãðàííèêå P ê çàäà÷å ïîèñêà ïðî-
ñòûõ ìèíèìàëüíûõ ñåòåé íà íåêîòîðîì ñåìåéñòâå ìíîãîãðàííèêîâ S(P ).
Âòîðàÿ çàäà÷à â íåêîòîðîì ñìûñëå ïðîùå ïåðâîé, ïîñêîëüêó ïðîñòûå ìè-
íèìàëüíûå ñåòè ñóùåñòâóþò ëèøü íà ìíîãîãðàííèêàõ, âñå êðèâèçíû êîòî-
ðûõ êðàòíû π

3 . Ê ñîæàëåíèþ, ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî ñåìåéñòâî S(P ) êîíå÷íî,
ìû íå ìîæåì, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóþò ìíîãîãðàííèêè ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì ñèñòåì ðàçðåçîâ (íàïðèìåð, êóá).

Çàìå÷àíèå 7. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê ìíîãîãðàííèêà ìíîæå-
ñòâî ãåîäåçè÷åñêèõ ñ êîíöàìè â ýòèõ òî÷êàõ íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî, ìíîæå-
ñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ñèñòåì ðàçðåçîâ íà ëþáîì ìíîãîãðàííèêå, à çíà÷èò
è ñåìåéñòâî S(P ), òîæå íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî.

Ãèïîòåçà 1. Êàæäûé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê èìååò íå áîëåå ÷åì êî-
íå÷íîå ÷èñëî ñèñòåì ðàçðåçîâ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ìèíèìàëüíûå
ñåòè.

3.2.7 Ôàêòû è ãèïîòåçû î ñóùåñòâîâàíèè ìèíèìàëüíûõ ñåòåé
íà ìíîãîãðàííèêàõ

Ïîñêîëüêó íåîáõîäèìîå óñëîâèå íà êðèâèçíû (òåîðåìà 6) íå ÿâëÿåòñÿ äî-
ñòàòî÷íûì (ðàçäåë 3.2.5 òåîðåìà 19), âîçíèêàåò âîïðîñ î äîñòàòî÷íîñòè
ñëåäóþùåãî áîëåå ñèëüíîãî óñëîâèÿ (íå ÿâëÿþùåãîñÿ íåîáõîäèìûì).

Ãèïîòåçà 2. Åñëè êðèâèçíû âñåõ âåðøèí ìíîãîãðàíèêà êðàòíû π
3 , òî íà

ýòîì ìíîãîãðàííèêå ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ ñåòü.

Êàê ìû óæå çíàåì, ýòî âåðíî äëÿ äâàæäû ïîêðûòûõ òðåóãîëüíèêîâ (òåî-
ðåìà 9) è òåòðàýäðîâ (òåîðåìà 16).

Ïî ëåììå 3.5 èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîñòîé ìèíèìàëüíîé ñåòè íà ìíî-
ãîãðàííèêå ñëåäóåò, ÷òî êðèâèçíà êàæäîé âåðøèíû ýòîãî ìíîãîãðàííèêà
äåëèòñÿ íà π

3 . Ñëåäóþùàÿ ãèïîòåçà � óñèëåíèå ãèïîòåçû 2.

Ãèïîòåçà 3. Åñëè êðèâèçíû âñåõ âåðøèí ìíîãîãðàíèêà êðàòíû π
3 , òî íà

ýòîì ìíîãîãðàííèêå ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ ìèíèìàëüíàÿ ñåòü.
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Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé ãèïîòåçû äîêàçàíà òîëüêî â ñëó÷àå ìíîãîãðàí-
íèêîâ ñ òðåìÿ âåðøèíàìè (íàøà òåîðåìà 9), â ñëó÷àå ðàâíîãðàííûõ òåòðà-
ýäðîâ (òåîðåìà 12) è â ñëó÷àå òåòðàýäðîâ ñ êðèâèçíàìè {π3 ,

π
3 ,

5π
3 ,

5π
3 } (ñì.

òåîðåìó 22 íèæå).
Ñëåäóþùóþ òåîðåìó 21 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íîâûé àðãóìåíò

¾â ïîëüçó¿ ãèïîòåçû 3.

Òåîðåìà 21. Ïóñòü P(k1, . . . , kn) � ìíîæåñòâî ìíîãîãðàííèêîâ ñ n âåð-
øèíàìè è êðèâèçíàìè k1π

3 , . . . ,
knπ

3 , ãäå ki ∈ Z, ki ≥ 0. Òîãäà ìíîæåñòâî
ìíîãîãðàííèêîâ, èìåþùèõ ïðîñòóþ ìèíèìàëüíóþ ñåòü, îòêðûòî è âñþ-
äó ïëîòíî â P(k1, . . . , kn).

Îòêðûòîñòü è âñþäó ïëîòíîñòü çäåñü ïîíèìàåòñÿ îòíîñèòåëüíî òî-
ïîëîãèè íà P(k1, . . . , kn), ïîðîæä¼ííîé ñëåäóþùèì îòíîøåíèåì. Äâà ìíî-
ãîãðàííèêà ñ n çàíóìåðîâàííûìè âåðøèíàìè ε-áëèçêè , åñëè èõ ìîæíî
ðàñïîëîæèòü â R3 òàê, ÷òî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðøè-
íàìè ìåíüøå ε. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 21 ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 3.3.4.

3.2.8 Ôèçè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ è òåòðàýäðû ñ êðèâèçíà-
ìè {π3 ,

π
3 ,

5π
3 ,

5π
3 }

Âåðí¼ìñÿ ê ñäåëàííîìó âî ââåäåíèè çàìå÷àíèþ, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ ñåòü
¾íàòÿíóòà íà ìíîãîãðàííèê è íå ñîñêàëüçûâàåò ñ åãî ïîâåðõíîñòè¿. ßñ-
íî, ÷òî íà ëþáîì ìíîãîãðàííèêå ìîæíî íàðèñîâàòü ñêîëüêî óãîäíî íåìè-
íèìàëüíûõ ñåòåé. Åñòåñòâåííî ñïðîñèòü: à ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ñîîòâåòñòâó-
þùèìè ñåòÿìè èç ýëàñòè÷íûõ íèòåé, ò.å. ¾êóäà¿ îíè ¾ñîñêàëüçûâàþò¿?
Ñîñêàëüçûâàÿ, ñåòü ñîêðàùàåò ñâîþ äëèíó, è åñëè â íåêîòîðûé ¾ðåãóëÿð-
íûé¿ ìîìåíò ñîñêàëüçûâàíèå ïðåêðàòèòñÿ, òî ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ñåòü
äîñòèãëà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà äëèíû, ò.å. ïðåâðàòèëàñü â ìèíèìàëüíóþ
ñåòü! Îäíàêî ÷àùå òàêîå ñîñêàëüçûâàíèå çàêàí÷èâàåòñÿ òåì, ÷òî ð¼áðà ñåòè
¾íàåçæàþò¿ íà âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà, ïåðåõîäÿò ÷åðåç íèõ, è, â êîíöå
êîíöîâ, âñÿ ñåòü îêàçûâàåòñÿ âíóòðè îäíîé ãðàíè, ãäå è ñæèìàåòñÿ â òî÷êó
� àáñîëþòíûé ìèíèìóì äëèíû.

Åñëè æå óäà¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî íà äàííîì ìíîãîãðàííèêå ¾ñîñêàëü-
çûâàíèå¿ äîëæíî ¾îñòàíîâèòüñÿ¿, òî ýòî çíà÷èò, ÷òî íà äàííîì ìíîãîãðàí-
íèêå ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ ñåòü. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåáðî
ñåòè íå ìîæåò ¾íàåõàòü¿ íà âåðøèíó ñ ïîëíûì óãëîì íå áîëüøå π. Íî, ê ñî-
æàëåíèþ, ìíîãîãðàííèêîâ, ó êîòîðûõ ïîëíûå óãëû âñåõ âåðøèí íå áîëüøå
π (ò.å. êðèâèçíû íå ìåíüøå π), î÷åíü ìàëî: ýòî ðàâíîãðàííûå òåòðàýäðû è
äâàæäû ïîêðûòûé ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê; ñ ìèíèìàëüíûìè ñåòÿìè
íà ýòèõ ìíîãîãðàííèêàõ è òàê âñ¼ ÿñíî.
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Ðèñ. 3.7: Ñåòü òàêîãî òèïà ðåàëèçó-
åòñÿ íà âñåõ òåòðàýäðàõ ñ êðèâèçíà-

ìè {5π3 ,
5π
3 ,

π
3 ,

π
3 }.

Îïèñàííûå ñîîáðàæåíèÿ îêàçàëèñü
ïîëåçíû â ñëó÷àå ìíîãîãðàííèêîâ ñ êðèâèç-
íàìè {5π

3 ,
5π
3 ,

π
3 ,

π
3}.

Òåîðåìà 22. Íà ëþáîì òåòðàýäðå ñ êðè-
âèçíàìè {5π

3 ,
5π
3 ,

π
3 ,

π
3} ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ

ìèíèìàëüíàÿ ñåòü, à èìåííî, âñåãäà ñóùå-
ñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ ñåòü, ðåàëèçóþùàÿ
ïëîñêèé ãðàô, èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñ. 3.7.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìû ïðèâîäèì â ðàçäåëå 3.3.5. Ñåòü,
ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé óñòàíàâëèâàåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå, èìååò íàèìåíü-
øóþ äëèíó ñðåäè ñåòåé íà äàííîì òåòðàýäðå, èìåþùèõ òèï, èçîáðàæ¼ííûé
íà ðèñ. 3.7, è ñîäåðæàùèõ âíóòðè êàæäîé ñâîåé ïÿòèóãîëüíîé ÿ÷åéêè îäíó
âåðøèíó òåòðàýäðà êðèâèçíû π

3 , à âíóòðè êàæäîé îäíîóãîëüíîé ÿ÷åéêè �
îäíó âåðøèíó êðèâèçíû 5π

3 .

Ðèñ. 3.8: Ñåòü òàêîãî òèïà

ñóùåñòâóåò ÍÅ íà âñåõ

òåòðàýäðàõ ñ êðèâèçíà-

ìè {4π3 ,
4π
3 ,

2π
3 ,

2π
3 }.

Îòìåòèì, ÷òî àíàëîã òåîðåìû 22 äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî ãðàôà è òåòðàýäðîâ ñ ñîîòâåòñòâó-
þùèìè êðèâèçíàìè íåâåðåí. Íàïðèìåð, ìîæ-
íî äîêàçàòü, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ ñåòü, ðåàëèçó-
þùàÿ ãðàô, èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñ. 3.8, ñóùå-
ñòâóåò íå íà âñåõ ìíîãîãðàííèêàõ ñ êðèâèçíà-
ìè {4π

3 ,
4π
3 ,

2π
3 ,

2π
3 }. Îòêðûò ñëåäóþùèé âîïðîñ

(èìåþùèé ñìûñë ïðè óñëîâèè, ÷òî âåðíà ãèïîòå-
çà 3): âåðíî ëè, ÷òî äëÿ êàæäîãî ñåìåéñòâà ìíîãîãðàííèêîâ ñ ôèêñèðîâàí-
íûìè êðèâèçíàìè, êðàòíûìè π

3 (ò.å. ìíîæåñòâà P(k1, . . . , kn), ââåä¼ííîãî
â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 21), ñóùåñòâóåò ïëîñêèé ãðàô, ðåàëèçóþùèéñÿ
êàê ìèíèìàëüíàÿ ñåòü íà âñåõ ìíîãîãðàííèêàõ ýòîãî ñåìåéñòâà.

3.3 Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ïðî ñåòè íà ìíîãîãðàííè-

êàõ

3.3.1 Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.6 î äëèíàõ ñòîðîí ãåîäåçè÷åñêîãî
ìíîãîóãîëüíèêà

Ïðè n = 6 èç ôîðìóëû Ãàóññà-Áîííå (ëåììà 3.2) âûòåêàåò, ÷òî ñóììàðíàÿ
êðèâèçíà âåðøèí âíóòðè øåñòèóãîëüíèêà ñ óãëàìè ïî 120◦ äîëæíà áûòü
ðàâíà íóëþ, ò.å. ðå÷ü èä¼ò î ïëîñêîì øåñòèóãîëüíèêå ñ óãëàìè ïî 120◦ è
çàäàííûìè äëèíàìè ñòîðîí. Ïóñòü a1 + a2 = a4 + a5 è a2 + a3 = a5 + a6.
Ðàññìîòðèì ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé a1 + a2 + a3 è îòðåæåì
îò íåãî òðè óãëà â âèäå ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñî ñòîðîíàìè a1, a3

è a5. Èç ðàâåíñòâ a1 + a2 + a3 = a3 + a4 + a5 = a5 + a6 + a1 ñëåäóåò,
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÷òî ïîëó÷èâøèéñÿ øåñòèóãîëüíèê áóäåò èìåòü òðåáóåìûå äëèíû ñòîðîí.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà â îáðàòíóþ ñòîðîíó íóæíî, íàîáîðîò, äîñòðîèòü øå-
ñòèóãîëüíèê äî ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Ïóíêòû 2 è 3 ëåììû â ýòîì
ñëó÷àå î÷åâèäíû.

Ïðè n < 6 ñóììàðíàÿ êðèâèçíà òî÷åê âíóòðè n-óãîëüíèêà ñ óãëàìè
120◦ ðàâíà 2π − π

3n (ëåììà 3.2). Èç òåîðåìû 8 êíèãè [1, ãë. 5, � 1] âûòå-
êàåò, ÷òî åñëè äëÿ äàííûõ äëèí ñòîðîí è óãëîâ ñóùåñòâóåò ãåîäåçè÷åñêèé
ìíîãîóãîëüíèê, òî ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãîóãîëüíèê, ñîäåðæàùèé âíóòðè
ñåáÿ åäèíñòâåííóþ âåðøèíó ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû (ñì. òàêæå ñíîñêó
ê äîêàçàòåëüñòâó ýòîé òåîðåìû 8 êíèãè [1, ãë. 5, � 1]). Ïîýòîìó ïóíêò 2
ëåììû 3.6 âûòåêàåò èç ïóíêòà 1, è äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà 1 äîñòà-
òî÷íî ðàññìàòðèâàòü ìíîãîóãîëüíèêè, ñîäåðæàùèå ðîâíî îäíó âåðøèíó
ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ (êðîìå ëåììû 3.7)
âî ìíîãîì àíàëîãè÷íû äîêàçàòåëüñòâó òîé æå òåîðåìû 8 êíèãè [1, ãë. 5,
� 1], íî ìû ïðèâîäèì èõ äëÿ ïîëíîòû.

Ïóñòü äëÿ äàííûõ a1, . . . , an ñóùåñòâóåò ãåîäåçè÷åñêèé ìíîãîóãîëü-
íèê A1A2 . . . An, ∠Ai = 120◦, ñîäåðæàùèé âíóòðè ñåáÿ åäèíñòâåííóþ âåð-
øèíó ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû X. ×åðåç γi îáîçíà÷èì êðàò÷àéøóþ âíóò-
ðè ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà, ñîåäèíÿþùóþ X è Ai (γi ñóùåñòâóþò è ÿâëÿ-
þòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè, ñì. ëåììó 3.3). Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå
γi îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî è íå ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Òðåóãîëüíè-
êè AiAi+1X, îãðàíè÷åííûå γi, γi+1 è ñòîðîíîé AiAi+1, íå ñîäåðæàò âíóòðè
ñåáÿ âåðøèí íåíóëåâîé êðèâèçíû, è ïîòîìó èçîìåòðè÷íû òðåóãîëüíèêàì
íà ïëîñêîñòè. Íàðèñóåì ýòè òðåóãîëüíèêè íà ïëîñêîñòè ïîñëåäîâàòåëü-
íî, ñíà÷àëà A′1X

′A′2 (èçîìåòðè÷íûé òðåóãîëüíèêó A1XA2), çàòåì A′2X
′A′3

(èçîìåòðè÷íûé òðåóãîëüíèêóA2XA3, ïî äðóãóþ ñòîðîíó îò îòðåçêàA′2X
′),

è ò.ä., à ïîñëåäíèé òðåóãîëüíèê, èçîìåòðè÷íûé òðåóãîëüíèêó AnXA1, îáî-
çíà÷èì ÷åðåç A′nX

′A′′1. Òîãäà ñóììàðíûé óãîë òðåóãîëüíèêîâ ïðè âåðøèíå
X ′ ðàâåí ïîëíîìó óãëó ìíîãîãðàííîé ìåòðèêè â âåðøèíå X, ò.å. π3n. Îò-
ñþäà ÿñíî, ÷òî òðåóãîëüíèêè íå ïåðåêðûâàþòñÿ, è èõ îáúåäèíåíèå ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé âëîæåííûé (n + 2)-óãîëüíèê íà ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííûé
çàìêíóòîé ëîìàíîé A′1A

′
2 . . . A

′
nA
′′
1X
′A′1, ïðè÷¼ì |A′1X ′| = `(γ1) = |A′′1X ′|,

∠A′i = 120◦, i = 2, . . . , n, |A′1A′2| = a1, |A′iA′i+1| = ai, |A′nA′′1| = an, ∠X ′ =
π
3n. Îáðàòíî, åñëè òàêîé ïëîñêèé ìíîãîóãîëüíèê äëÿ äàííûõ a1, . . . , an
ñóùåñòâóåò, òî çàäàâ íà í¼ì ñêëåéêó A′1X

′ ≡ A′′1X
′, ïîëó÷èì ðàçâ¼ðòêó

òðåáóåìîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Èòàê, ïóíêò 1 ëåììû 3.6 ðàâ-
íîñèëåí ñëåäóþùåé ëåììå 3.7.

Ëåììà 3.7. Ïëîñêèé ìíîãîóãîëüíèê A′1A
′
2 . . . A

′
nA
′′
1X
′ ñî ñâîéñòâàìè

|A′1A′2| = a1, |A′iA′i+1| = ai, |A′nA′′1| = an, |A′1X ′| = |A′′1X ′|, ∠A′i = 120◦, i =
2, . . . , n, ∠X ′ = π

3n ñóùåñòâóåò ïðè n ≤ 3 : äëÿ ëþáûõ ai > 0, à ïðè
áîëüøèõ n � òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
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Ðèñ. 3.9: Â öåíòðå: α > 30◦ ⇔ 2(a12 + a2 + a3) > a4 + a3; ñïðàâà: β > 60◦ ⇔ a5 < a2 + a3.

ïðè n = 4 : ai < ai+1 + 2ai+2 + ai+3, i = 1, . . . , 4 (ñ÷èòàåì ai+4 = ai äëÿ
âñåõ i);
ïðè n = 5 : ai < ai+2 + ai+3, i = 1, . . . , 5 (ñ÷èòàåì ai+5 = ai äëÿ âñåõ i).

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3.7, çàìåòèì,
÷òî ëîìàíàÿ A′1A

′
2 . . . A

′
nA
′′
1 îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ äëèíàìè ñâîèõ ñòîðîí

(a1, . . . , an) è (îðèåíòèðîâàííûìè) óãëàìè (âñå ïî 120◦). Ïîëîæåíèå òî÷êè
X ′ òîæå îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî � ýòî âåðøèíà ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëü-
íèêà ñ äàííûì îñíîâàíèåì è óãëîì. Çíà÷èò, íàáîð a1, . . . , an îäíîçíà÷íî
çàäà¼ò ïîñòðîåííóþ íàìè ðàçâ¼ðòêó ãåîäåçè÷åñêîãî ìíîãîóãîëüíèêà, à çíà-
÷èò è ñàì ìíîãîóãîëüíèê, ò.å. äîêàçàí ïóíêò 3 ëåììû 3.6.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.7. Äëÿ çàäàííûõ a1, . . . , an ðàññìîòðèì
ïëîñêóþ ëîìàíóþ A′1A

′
2 . . . A

′
nA
′′
1 ñ äàííûìè äëèíàìè ñòîðîí è óãëàìè ïî

120◦, à çàòåì ïîñòðîèì òî÷êó X ′ êàê âåðøèíó ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëü-
íèêà A′1A

′′
1X
′ ñ íóæíûì óãëîì X ′. Ïðè n = 1, 2, 3 âíóòðåííèé óãîë X ′

ëîìàíîé A′1A
′
2 . . . A

′
nA
′′
1X
′ ðàâåí πn

3 ≤ π, ïîýòîìó î÷åâèäíî, ÷òî ëîìàíàÿ
A′1A

′
2 . . . A

′
nA
′′
1X
′A′1 íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé è îãðàíè÷èâàåò âëîæåííûé

ìíîãîóãîëüíèê, ò.å. ñëó÷àé n ≤ 3 ðàçîáðàí.
Ïðè n = 4 ìíîãîóãîëüíèê A′1A

′
2A
′
3A
′
4A
′′
1 ïðè ëþáûõ a1, . . . , a4 ÿâëÿ-

åòñÿ âûïóêëûì. Ïóñòü íóìåðàöèÿ âåðøèí â A′1A
′
2A
′
3A
′
4A
′′
1 èä¼ò ïî ÷àñîâîé

ñòðåëêå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ∠ABC ïîëîæèòåëåí, åñëè ëó÷ AB ïåðåõî-
äèò â ëó÷ BC ïðè ïîâîðîòå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè íà óãîë, ìåíüøèé π.
Îòñóòñòâèå ñàìîïåðåñå÷íèé ó çàìêíóòîé ëîìàíîé A′1A

′
2A
′
3A
′
4A
′′
1X
′A′1 ðàâ-

íîñèëüíî òîìó, ÷òî òî÷êà X ′ ëåæèò âíóòðè ïÿòèóãîëüíèêà A′1A
′
2A
′
3A
′
4A
′′
1, à

ýòî ðàâíîñèëüíî ïîëîæèòåëüíîñòè óãëîâ ∠A′iA
′
i+1X

′, i = 1, 2, 3 è ∠A′4A
′′
1X
′.

Äîêàæåì, ÷òî ïîëîæèòåëüíîñòü óãëîâ ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå íåðàâåíñòâ.
Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ∠A′4A

′′
1X
′ ïîëîæèòåëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà,
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êîãäà a4 < a3 + 2a2 + a1. Ïîñòðîèì ïðàâèëüíûé 4A′3A′4R è ïðÿìîóãîëü-
íûé 4A′1A′2Q ñ óãëàìè π

6 ,
π
3 ,

π
2 è ãèïîòåíóçîé A′1A

′
2 è ðàññìîòðèì 4PQR ñ

óãëàìè π
6 ,

π
3 ,

π
2 , ñì. ðèñ. 3.9 (â öåíòðå). Çàìåòèì, ÷òî |QR| =

a1
2 + a2 + a3, à

|A′2R| = a4 +a3. Çíà÷èò, |PR| = a1 +2a2 +2a3 > a4 +a3 = |A′′1R| ðàâíîñèëü-
íî òîìó, ÷òî A′′1 ëåæèò âíóòðè ãèïîòåíóçû òðåóãîëüíèêà PQR, è ïîòîìó
ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ ∠A′1A

′′
1A
′
4 >

π
6 , ò.å. ∠A

′
4A
′′
1X
′ > 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ëþáîé èç óãëîâ ∠A′k−1A
′
kX
′, i = 2, 3, 4, è çà-

ìêíóòóþ ëîìàíóþ L(k), ñîñòîÿùóþ èç îòðåçêîâ A′′1X
′, X ′A′k è ó÷àñòêà

ëîìàíîé A′1A
′
2A
′
3A
′
4A
′′
1 îò A′k äî A

′′
1. Ïîâåðí¼ì ëîìàíóþ L(k) íà 2π

3 ïî ÷à-
ñîâîé ñòðåëêå âîêðóã òî÷êè X ′. Ïðè ýòîì òî÷êà A′′1 ïåðåéä¼ò â A′1, îá-
ðàç âåðøèíû A′i, k ≤ i ≤ 4 îáîçíà÷èì ÷åðåç A′′i è ðàññìîòðèì ëîìàíóþ
A′′k . . . A

′′
4A
′
1A
′
2 . . . A

′
k−1. Âñå óãëû ýòîé ëîìàíîé ïî ïîñòðîåíèþ ðàâíû 120◦,

äëèíû ñòîðîí � ak, ak+1, . . . , an, a1, . . . , ak−1, |A′′kX ′| = |A′kX ′|, ¾âíóòðåí-
íèé¿ ∠A′kX

′A′′k = 240◦. Ò.å. ýòî ëîìàíàÿ ñ òåìè æå ñâîéñòâàìè, íî äëÿ
íàáîðà (ak, ak+1, . . . , an, a1, . . . , ak−1). Óñëîâèå òîãî, ÷òî ∠A′k−1A

′
kX
′ ïîëî-

æèòåëåí ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ, ÷òî ïîëîæèòåëåí åãî îáðàç ïðè ïîâîðîòå,
ò.å. ∠A′′k−1A

′′
kX
′, à ýòî óæå âûâåäåííîå íàìè óñëîâèå íà ïîëîæèòåëüíîñòü

¾êðàéíåãî¿ óãëà äëÿ A′′k . . . A
′′
4A
′
1A
′
2 . . . A

′
k−1A

′
kX
′, ò.å. â òî÷íîñòè ñîîòâåò-

ñòâóþùåå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû.
Ñëó÷àé n = 5 ìîæåò áûòü ðàçîáðàí àíàëîãè÷íî ñ èñïîëüçîâàíèåì

ðèñ. 3.9 (ïðàâûé ðèñóíîê). �

3.3.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 20 î ìíîãîãðàííèêå, íà êîòîðîì
ìèíèìàëüíûå ñåòè ðåàëèçóþòñÿ êàê ïðîñòûå.

Ïóñòü äàíà ñèñòåìà ðàçðåçîâ Mcut = {Vi,Mi}. Ðàññìîòðèì íåçàìêíóòûé
ìíîãîãðàííèê Q, ïîëó÷àþùèéñÿ èç P âûáðàñûâàíèåì âñåõ íåîäíîòî÷å÷-
íûõ Mi. Ïî îïðåäåëåíèþ ñèñòåìû ðàçðåçîâ óãëû Q âî âñåõ ãðàíè÷íûõ
âåðøèíàõ íå ìåíüøå π, ïîýòîìó ïî òåîðåìå [1, ãë. 5, � 1, òåîð. 8] ñóùåñòâó-
åò è åäèíñòâåíåí çàìêíóòûé ìíîãîãðàííèê PS, ñîäåðæàùèé íåçàìêíóòûé
ìíîãîãðàííèê Q1, èçîìåòðè÷íûé Q è òàêîé, ÷òî âñÿêàÿ êîìïîíåíòà ñâÿç-
íîñòè PS \Q1 ñîäåðæèò ðîâíî ïî îäíîé âåðøèíå ìíîãîãðàííèêà PS. Â [1]
ðàçâ¼ðòêà ìíîãîãðàííèêà PS ñòðîèòñÿ êîíñòðóêòèâíî � èñïîëüçóåòñÿ ïî-
ñòðîåíèå ðàçâ¼ðòêè ãåîäåçè÷åñêîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ çàäàííûìè äëèíàìè
ñòîðîí è âåëè÷èíàìè óãëîâ è åäèíñòâåííîé âåðøèíîé ïîëîæèòåëüíîé êðè-
âèçíû. Ýòî ïîñòðîåíèå âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçâ¼ðòêè, àíàëîãè÷íîé
ðàçâ¼ðòêå A′1A

′
2 . . . A

′
nA
′′
1X
′ èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà.

Åñëè ìèíèìàëüíîé ñåòè N íà ìíîãîãðàííèêå P ñîîòâåòñòâóåò ñèñòå-
ìà ðàçðåçîâ Mcut, òî N ⊂ Q. Ïîñêîëüêó ìíîãîãðàííèê Q1 èçîìåòðè÷åí Q,
íà í¼ì èìååòñÿ ñåòü N1, èçîìåòðè÷íàÿ (êàê ìíîæåñòâî, â ñìûñëå âíóòðåí-
íèõ ìåòðèê íà Q è Q1) ìèíèìàëüíîé ñåòè N . Ïî ïîñòðîåíèþ â êàæäîé
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íåøåñòèóãîëüíîé ÿ÷åéêå ñåòè N1 ñîäåðæèòñÿ ðîâíî îäíà âåðøèíà ìíî-
ãîãðàííèêà PS. Èòàê, âñå ìèíèìàëüíûå ñåòè ñ äàííîé ñèñòåìîé ðàçðåçîâ
íà P ðåàëèçóþòñÿ êàê ïðîñòûå ìèíèìàëüíûå ñåòè íà ìíîãîãðàííèêå PS.
Åäèíñòâåííîñòü PS âûòåêàåò èç òåîðåìû 8. �

3.3.3 Ïðèìåð ìíîãîãðàííèêà áåç ìèíèìàëüíûõ ñåòåé, èìåþùå-
ãî ñèñòåìó ðàçðåçîâ (òåîðåìà 18).

Ýòîò ðàçäåë ïîñâÿù¼í äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 18. Â êà÷åñòâå èñêîìîãî
ïðèìåðà ìû ïîñòðîèì ìíîãîãðàííèê, íàïîìèíàþùèé î÷åíü âûòÿíóòûé
ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä. Äåëî â òîì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé
äëèíå ` (ïî ñðàâíåíèþ ñ w è h) íà ïàðàëëåëåïèïåäå `×w×h íå ñóùåñòâóåò
ìèíèìàëüíîé ñåòè ñ ñèñòåìîé ðàçðåçîâ, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûð¼õ ð¼áåð äëèíû
`. Îäíàêî, êàê ìû îòìå÷àëè â ðàçäåëå 3.2.5, íà ëþáîì ïàðàëëåëåïèïåäå ñó-
ùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ ñåòü (õîòü ñ êàêîé-íèáóäü ñèñòåìîé ðàçðåçîâ), òàê
÷òî ñàì ïàðàëëåëåïèïåä íå ïîäõîäèò äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 18. Ìû
÷óòü-÷óòü ïîøåâåëèì âåðøèíû ¾äëèííîãî¿ ïàðàëëåëåïèïåäà òàê, ÷òîáû
íà í¼ì ¾íå îñòàëîñü¿ ñèñòåì ðàçðåçîâ, ñîäåðæàùèõ îòíîñèòåëüíî êîðîò-
êèå ãåîäåçè÷åñêèå (êàê â ïðèìåðå íà ðèñ. 3.5), � òîãäà ìèíèìàëüíàÿ ñåòü
äîëæíà èìåòü ñèñòåìó ðàçðåçîâ ñ äëèííûìè ãåîäåçè÷åñêèìè, ÷òî, êàê ìû
ïîêàæåì, íåâîçìîæíî, è òåì ñàìûì áóäåò äîêàçàíî îòñóòñòâèå ìèíèìàëü-
íûõ ñåòåé íà ýòîì ìíîãîãðàííèêå.

Ëåììà 3.8. Äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ `, w, h è ε è ïðÿìîóãîëüíîãî ïà-
ðàëëåëåïèïåäà P ðàçìåðîì `× w × h ñóùåñòâóåò ìíîãîãðàííèê P ? ñ âî-
ñåìüþ âåðøèíàìè è áèåêöèÿ β : V (P )→ V (P ?) òàêèå, ÷òî
(1) |k(v)− π

2 | < ε äëÿ âñåõ v ∈ V (P ?);
(2) äëÿ v1, v2 ∈ V (P ) ðàâåíñòâî k(β(v1)) + k(β(v2)) = π âûïîëíÿåòñÿ òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà v1 è v2 � êîíöû íåêîòîðîãî ðåáðà äëèíû `,
ïðè÷¼ì â ýòîì ñëó÷àå ðàññòîÿíèå ìåæäó β(v1) è β(v2) íà ìíîãîãðàííèêå
P ? íå ìåíüøå `− 2ε;
(3) ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè S(P ) è S(P ?) äâóõ ìíîãîãðàííèêîâ îòëè÷àþò-
ñÿ íå áîëåå ÷åì íà ε.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ñîñòîèò â îïèñàíèè ðàçâ¼ðòêè ìíîãîãðàííèêà P ?,
èçîáðàæ¼ííîé íà ðèñ. 3.10. Îáîçíà÷èì âåðøèíû ïàðàëëåëåïèïåäà P ÷å-
ðåç A,B,C,D,K,L,M,N , ïóñòü AK = BL = CM = DN = `. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âûïóêëûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê A1A

?
1K

?
1K1, â êîòîðîì

A1K1 = `,∠A1 = ∠K1 = 45◦, è ïóñòü A2A
?
2K

?
2K2 � ðàâíûé åìó ÷åòûð¼õ-

óãîëüíèê. Ðàññìîòðèì äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ãðàíåé ïàðàëëåëåïèïå-
äà è äâóõ ïîñòðîåííûõ ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ è çàäàäèì íà ýòîì ìíîæåñòâå
ïðàâèëà ñêëåéêè: îòîæäåñòâëÿþòñÿ ð¼áðà ãðàíåé ïàðàëëåëåïèïåäà, ñîîò-
âåòñòâóþùèå îäíîìó ðåáðó, çà èñêëþ÷åíèåì ïàðû ñòîðîí, ñîîòâåòñòâóþ-
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Ðèñ. 3.10: Ðàçâ¼ðòêà ìíîãîãðàííèêà P ?, ïîëó÷åííîãî ìàëûì øåâåëåíèåì ïàðàëëåëåïèïåäà.

ùèõ ðåáðó AK; îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñòîðîíû A1A
?
1 ≡ A2A

?
2, A

?
1K

?
1 ≡ A?

2K
?
2 ,

K?
1K1 ≡ K?

2K2; ñòîðîíà A1K1 îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñî ñòîðîíîé AK ãðàíè
AKND, à ñòîðîíà A2K2 � ñî ñòîðîíîé AK ãðàíè AKLB. Ïîëó÷àåì ãî-
ìåîìîðôíóþ ñôåðå ðàçâ¼ðòêó ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû (ñì. îïðåäåëåíèå
ðàçâ¼ðòêè â ðàçäåëå 3.1.1), êîòîðàÿ ïî òåîðåìå 5 èçîìåòðè÷íà íåêîòîðîìó
âûïóêëîìó ìíîãîãðàííèêó. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êè A è K â íîâîé ðàçâ¼ðòêå
èìåþò íóëåâóþ êðèâèçíó (ê èìåâøåìóñÿ ïîëíîìó óãëó 3π

2 ìû ïðèêëåèëè
äâà óãëà ïî π

4 ), çàòî ïîÿâèëèñü âåðøèíû A? è K? (òàê ìû îáîçíà÷àåì òî÷-
êè, ïîëó÷åííûå ïðè ñêëåèâàíèè A?

1 è A
?
2, K

?
1 è K

?
2 . Ïðè ýòîì, ìåíÿÿ äëèíû

ñòîðîí A1A
?
1 è K1K

?
1 , ìû ìîæåì ìåíÿòü êðèâèçíû âåðøèí A? è K?, íî â

ñóììå îíè â ëþáîì ñëó÷àå áóäóò äàâàòü π.
Òåì æå ñïîñîáîì ¾ïðèêëåèì¿ ê ïàðàëëåëåïèïåäó åù¼ òðè ïîõî-

æèå, íî ïîïàðíî íå ðàâíûå ¾çàïëàòêè¿ âäîëü ð¼áåð BL,CM,DN , ñì.
ðèñ. 3.10. Ïðè ýòîì âûáåðåì ïðèêëåèâàåìûå ÷åòûð¼õóãîëüíèêè òàê, ÷òî-
áû óãëû ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ â âåðøèíàõ ñî çâ¼çäî÷êàìè áûëè ïîïàð-
íî ðàçëè÷íû è áëèçêè ê 3π

4 , à áîêîâûå ñòîðîíû ìàëû (íå ïðåâîñõîäÿò
min(ε, ε

16`)). Òîãäà ïîëó÷èâøèéñÿ â ðåçóëüòàòå ìíîãîãðàííèê P ? ñ âåðøè-
íàìè A?, B?, C?, D?, K?, L?,M?, N? áóäåò óäîâëåòâîðÿòü òðåáóåìûì ñâîé-
ñòâàì. �

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîãîãðàííèê P ?, ïîñòðîåííûé ñ ïîìî-
ùüþ ýòîé ëåììû äëÿ ìàëåíüêîãî ε (ñêàæåì, ìåíüøå 1

100) è áîëüøîãî `
(ñêàæåì, ` > 100(w + b+ ε)).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà P ? ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ ñåòü N è Mcut =
{Vi,Mi} � ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ñèñòåìà ðàçðåçîâ. Ïîñêîëüêó êðèâèçíû
âåðøèí ìíîãîãðàííèêà P ? ε-áëèçêè ê π

2 , ñóììà êðèâèçí ëþáûõ m âåðøèí
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m
100-áëèçêà ê

mπ
2 , à çíà÷èò ãðóïïà âåðøèí ñ ñóììàðíîé êðèâèçíîé, êðàòíîé

π
3 è ìåíüøåé 2π, ìîæåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç äâóõ âåðøèí (è èìåòü ñóììàð-
íóþ êðèâèçíó π). Ó÷èòûâàÿ ïóíêò (2) ëåììû, ïîëó÷àåì, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ
äî èçìåíåíèÿ íîìåðîâ Vi âûïîëíÿåòñÿ V1 = {A?, K?}, V2 = {B?, L?}, V3 =
{C?,M?}, V4 = {D?, N?}. Äàëåå, êàæäîå ìíîæåñòâî Mi � ýòî ãåîäåçè÷å-
ñêàÿ äëèíîé íå ìåíüøå ` − 2ε (îäíîóãîëüíèêîì îíî íå ìîæåò áûòü èç-çà
òîãî, ÷òî êðèâèçíû îáåèõ âåðøèí â ïàðå Vi áëèçêè ê π

2 , à åñëè âíóòðè îäíî-
óãîëüíèêà ñîäåðæèòñÿ åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà, òî ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Áîííå
(ëåììà 3.2) å¼ êðèâèçíà íå ìåíüøå π).

Ëåììà 3.9. Ïóñòü ε < 1
100 è ` > 100ε. Òîãäà ïëîùàäü ÿ÷åéêè ñåòè N ,

ñîäåðæàùåé ïàðó âåðøèí A? è K?, íå ìåíüøå const · `2, ãäå const � íåêî-
òîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, íå çàâèñÿùåå íè îò âûáîðà ε, `, P ?, íè îò
âûáîðà ìèíèìàëüíîé ñåòè N .

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Ïóñòü PS(Mcut) � ìíîãîãðàííèê, íà êîòîðîì ñåòü
N ðåàëèçóåòñÿ êàê ïðîñòàÿ ìèíèìàëüíàÿ ñåòü (òåîðåìà 20) è f : P ?\∪Mi →
PS(Mcut) � èçîìåòðè÷íîå âëîæåíèå, ïîñòðîåííîå â äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-
ìû 20. Òîãäà ìíîãîãðàííèê PS(Mcut) èìååò ÷åòûðå âåðøèíû êðèâèçíû π,
ò.å. ÿâëÿåòñÿ ðàâíîãðàííûì òåòðàýäðîì. Ðàññìîòðèì ÿ÷åéêó ìèíèìàëüíîé
ñåòè N , ñîäåðæàùóþ âåðøèíû A?, K?. Ïî ëåììå 3.5 ýòà ÿ÷åéêà òðåóãîëü-
íàÿ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðåóãîëüíàÿ ÿ÷åéêà ñåòè f(N) ñîäåðæèò åäèíñòâåí-
íóþ âåðøèíó ìíîãîãðàííèêà PS(Mcut), îáîçíà÷èì ýòó ÿ÷åéêó ÷åðåç Y1Y2Y3,
à âåðøèíó âíóòðè � ÷åðåç X. Ïóñòü Con(X) = Y1Y2Y3 \f(P ? \∪Mi). Èíû-
ìè ñëîâàìè, Con(X) � ýòî òîò äâóóãîëüíèê, êîòîðûì â äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû 20 ìû çàêëåèâàëè äûðó, ïîëó÷èâøóþñÿ ïîñëå ðàçðåçà âäîëü ãåî-
äåçè÷åñêîé M1, ñîåäèíÿþùåé âåðøèíû A? è K?. Íèæå f -îáðàçû âåðøèí
A? è K? íà ìíîãîãðàííèêå PS(Mcut), ò.å. âåðøèíû äâóóãîëüíèêà Con(X),
ìû áóäåì ïî-ïðåæíåìó îáîçíà÷àòü ÷åðåç A? è K?.

Ðèñ. 3.11: Ðàçâ¼ðòêà ÿ÷åéêè ñå-

òè íà ìíîãîãðàííèêå PS(Mcut) è å¼
öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íàÿ êîïèÿ.

Ñîåäèíèì X è Y1 êðàò÷àéøåé XY1

âíóòðè ÿ÷åéêè (ñëåäñòâèå 4) è èçîìåòðè÷-
íî îòîáðàçèì ìíîãîóãîëüíèê Y1Y2Y3 \XY1 íà
ïëîñêîñòü. Ïîñêîëüêó êðèâèçíà âåðøèíû X
ðàâíà π, ïîëó÷èì ïëîñêèé âûïóêëûé ÷åòû-
ð¼õóãîëüíèê, ñì. ðèñ. 3.11. Ïóñòü T � òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ êðàò÷àéøåé XY1 è ãðàíèöû äâó-
óãîëüíèêà Con(X). Òîãäà îáðàç äâóóãîëüíè-
êà Con(X) ïðè ðàçâîðà÷èâàíèè � ýòî íåêîòî-
ðûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê TT ′K?A?.

Ðàññìîòðèì ìíîãîóãîëüíèê
Y1Y2Y3Y

′
1T
′K?A?T . Ïî ïîñòðîåíèþ îí ïîëó÷àåòñÿ ðàçâîðà÷èâàíèåì

îáëàñòè f(P ? \ ∪Mi) ∩ Y1Y2Y3, ò.å. òîé ÷àñòè ÿ÷åéêè Y1Y2Y3, êîòîðàÿ
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èçîìåòðè÷íà ðàçðåçàííîé ïî ãåîäåçè÷åñêîé M1 ÿ÷åéêå ñåòè N íà ìíîãî-
ãðàííèêå P ?. Çíà÷èò, ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà Y1Y2Y3Y

′
1T
′K?A?T ðàâíà

ïëîùàäè ÿ÷åéêè èç óñëîâèÿ ëåììû, ò.å. ëåììà ñâîäèòñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó
îöåíêè S(Y1Y2Y3Y

′
1T
′K?A?T ) ≥ const·`2. Äàëåå âñå ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäèì

äëÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ íà ïëîñêîñòè.
Ðàññìîòðèì îáðàç ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ Y1Y2Y3Y

′
1 è TT

′K?A? ïðè ñèì-
ìåòðèè ñ öåíòðîì â òî÷êå X. Ïî ïîñòðîåíèþ XT = XT ′, XY1 = XY ′1 ,
ïîýòîìó îáúåäèíåíèå ÷åòûð¼õóãîëüíèêà Y1Y2Y3Y

′
1 è åãî îáðàçà ïðè ñèì-

ìåòðèè � ýòî íåêîòîðûé öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûé øåñòèóãîëüíèê, âñå
óãëû êîòîðîãî ðàâíû 120◦. Îáúåäèíåíèå ÷åòûð¼õóãîëüíèêà TT ′K?A? è åãî
îáðàçà � ýòî ðîìá, äëèíà ñòîðîíû êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñòîðîíû (¾ðàâíî-
áåäðåííîãî¿) äâóóãîëüíèêà Con(X), êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü ðàâíà äëèíå
ãåîäåçè÷åñêîé M1. Óãëû ýòîãî ðîìáà ðàâíû êðèâèçíàì âåðøèí A? è K?

ìíîãîãðàííèêà P ? è, çíà÷èò, ε-áëèçêè ê π
2 .

Ðàññìîòðèì ðîìá R ñî ñòîðîíîé äëèíû 1 è óãëàìè, ε-áëèçêèìè ê
π
2 . Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûå øåñòèóãîëüíèêè
ñ óãëàìè ïî 120◦, ñîäåðæàùèå ýòîò ðîìá. Ïóñòü σ(R) � òî÷íàÿ íèæíÿÿ
ãðàíü ïëîùàäåé òàêèõ øåñòèóãîëüíèêîâ. Òîãäà σ(R) ñòðîãî áîëüøå ïëîùà-
äè S(R) íàøåãî ðîìáà � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâîâàëà áû ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü øåñòèóãîëüíèêîâ, ñîäåðæàùèõ ðîìá è ñõîäÿùèõñÿ ê íåìó (ñêà-
æåì, â ìåòðèêå Õàóñäîðôà) � íî òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øåñòèóãîëü-
íèêîâ íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü èç-çà íàøèõ îãðàíè÷åíèé íà óãëû ðîìáà è
øåñòèóãîëüíèêîâ. Èòàê, ÷èñëî δ(R) = σ(R)−S(R) ïîëîæèòåëüíî. Çíà÷èò,
ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ ðîìáîâ êîìïàêòíî è äëÿ êàæäîãî
èç íèõ δ(R) ïîëîæèòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ infR δ(R) > 0, ãäå èíôèìóì áå-
ð¼òñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ðîìáàì R ñî ñòîðîíîé 1 è óãëàìè, 1

100-áëèçêèìè ê
π
2 . Îáîçíà÷èì ýòîò èíôèìóì infR δ(R) = const1. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ðîìáà
ñî ñòîðîíîé x âûïîëíÿåòñÿ δ(ðîìáà) ≥ const1 · x2.

Âåðí¼ìñÿ ê íàøåé ðàçâ¼ðòêå, ñì. ðèñ. 3.11: S(Y1Y2Y3Y
′

1T
′K?A?T ) =

S(Y1Y2Y3Y
′

1) − S(TA?K?T ′) = 1
2(S(øåñòèóãîëüíèêà) − S(ðîìáà)) ≥

1
2δ(ðîìáà) ≥

1
2const1 · |K?A?|2 ≥ 1

2const1 · (` − 2ε)2 ≥ const · `2, íàïðèìåð,
äëÿ const = 1

4const1. Êàê ìû ïîêàçàëè âûøå, èç ýòîé îöåíêè âûòåêàåò
äîêàçûâàåìàÿ ëåììà. �

Òåïåðü ìû ãîòîâû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ðàññìîòðèì
ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä P ñ òàêèì áîëüøèì `, ÷òî åãî ïëîùàäü
ïîâåðõíîñòè S(P ) = 2` · (b+w) + 2bw < const · `2, ãäå const � êîíñòàíòà èç
ïîñëåäíåé ëåììû. Çàòåì ñ ïîìîùüþ ëåììû 3.8 ïîñòðîèì ìíîãîãðàííèê P ?,
ïðè÷¼ì òàê, ÷òîáû ñíîâà âûïîëíÿëîñü S(P ?) < const ·`2. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî
íà P ? ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ ñåòü, ïåðåõîäèì ê PS(Mcut) è ïîëó÷àåì, ÷òî
ïî ëåììå 3.9 ïëîùàäü óæå îäíîé ÿ÷åéêè ñåòè íà ìíîãîãðàííèêå P ? áîëüøå
const·`2, õîòÿ ïëîùàäü âñåé ïîâåðõíîñòè ìíîãîãðàííèêà P ? ìåíüøå const·`2
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� ïðîòèâîðå÷èå. Òåîðåìà 18 äîêàçàíà.

3.3.4 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 21 î ñóùåñòâîâàíèè ìèíèìàëü-
íûõ ñåòåé íà ïî÷òè âñåõ ìíîãîãðàííèêàõ ñ êðèâèçíàìè,
êðàòíûìè π

3

Â òåîðåìå 23 äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ìíîãîãðàííèêîâ ñ ìèíèìàëüíîé
ñåòüþ âñþäó ïëîòíî, à çàòåì â òåîðåìå 24 äîêàæåì, ÷òî îíî îòêðûòî â
P(k1, . . . , kn).

Òåîðåìà 23. Äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà P , âñå êðèâèçíû êî-
òîðîãî äåëÿòñÿ íà π

3 , è äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ ε-áëèçêèé ê P ìíîãî-
ãðàííèê P ′, íà êîòîðîì åñòü ïðîñòàÿ ìèíèìàëüíàÿ ñåòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì âåðøèíû äàííîãî ìíîãîãðàííèêà P ÷å-
ðåç A1, A2, . . . , An. Âûáåðåì íà ïîâåðõíîñòè P ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó X,
ïóñòü γi � êðàò÷àéøàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ X è Ai, i = 1, . . . , n. Íåñëîæíî ïðî-
âåðèòü, ÷òî ðàçëè÷íûå êðàò÷àéøèå γi íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ ìåæäó ñîáîé.
Â [17] äîêàçàíî, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèé ìíîãîóãîëüíèê P \ ∪i=ni=1γi èçîìåòðè-
÷åí âëîæåííîìó ìíîãîóãîëüíèêó íà ïëîñêîñòè. Îáîçíà÷èì ýòîò ïëîñêèé
ìíîãîóãîëüíèê ÷åðåç M = X1A1X2A2 . . . XnAn, ãäå ãåîäåçè÷åñêîé γi ñî-
îòâåòñòâóþò ñòîðîíû AiXi+1 è AiXi, i = 1, . . . , n (âñþäó ñ÷èòàåì, ÷òî
Xn+1 = X1). Ýòîò ìíîãîóãîëüíèê ñ åñòåñòâåííûìè ïðàâèëàìè ñêëåéêè
(AiXi+1 ≡ AiXi), î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ðàçâ¼ðòêîé äëÿ ìíîãîãðàííèêà P ,
êîòîðóþ ÷àñòî íàçûâàþò çâ¼çäíîé.

Ðàçîáü¼ì ïëîñêîñòü íà ðàâíûå ïðàâèëüíûå øåñòèóãîëüíèêè ñ äëè-
íîé ñòîðîíû, ðàâíîé íåêîòîðîìó δ, òàê, ÷òîáû âåðøèíû íàøåãî ìíîãî-
óãîëüíèêà M îêàçàëèñü âíóòðè ðàçëè÷íûõ øåñòèóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåçX ′i öåíòð øåñòèóãîëüíèêà, ñîäåðæàùåãî âåðøèíóXi. Äëÿ
êàæäîãî i = 1, . . . , n ïîñòðîèì ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê A′iX

′
iX
′
i+1 ñ

îñíîâàíèåì X ′iX
′
i+1, ïîäîáíûé òðåóãîëüíèêó AiXiXi+1 è òàê æå îðèåíòè-

ðîâàííûé íà ïëîñêîñòè (ò.å. åñëè Ai, Xi è Xi+1 ðàñïîëîæåíû ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå, òî è A′i, X

′
i è X ′i+1 ðàñïîëîæåíû òàê æå). Ìû âñþäó ñ÷èòàåì,

÷òî Xn+1 = X1, X
′
n+1 = X ′1. Óãîë ïðè âåðøèíå Ai ìíîãîóãîëüíèêà M ïî

ïîñòðîåíèþ ðàâåí ïîëíîìó óãëó ïðè âåðøèíå Ai ìíîãîãðàííèêà P , ò.å.
ìîæåò áûòü ðàâåí îäíîìó èç ÷èñåë π

3 ,
2π
3 , π,

4π
3 ,

5π
3 . Çíà÷èò, ïîñòðîåííûé

íàìè ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê A′iX
′
iX
′
i+1 ëèáî ðàâíîñòîðîííèé, ëèáî

âûðîæäåííûé (ñ óãëîì π ïðè âåðøèíå A′i), ëèáî èìååò óãëû 120◦, 30◦, 30◦.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òîX ′i èX

′
i+1 � öåíòðû íåêîòîðûõ øåñòèóãîëüíèêîâ, íåñëîæíî

ïðîâåðèòü ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 3.10. Äëÿ êàæäîãî i òî÷êà A′i � ëèáî öåíòð, ëèáî ñåðåäèíà ñòî-
ðîíû íåêîòîðîãî øåñòèóãîëüíèêà ðàçáèåíèÿ.
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Ðèñ. 3.13: Îöåíêà |AiA′i|.

Ðèñ. 3.12: Ïîäðàçáèåíèå

Â ñëó÷àå, åñëè êàêèå-òî èç òî÷åê A′i îêà-
çàëèñü ñåðåäèíàìè ñòîðîí øåñòèóãîëüíèêîâ, ðàñ-
ñìîòðèì ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè íà áîëåå ìåëêèå øå-
ñòèóãîëüíèêè, â êîòîðîì âñå öåíòðû è ñåðåäèíû
ñòîðîí øåñòèóãîëüíèêîâ ñòàðîãî ðàçáèåíèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ öåíòðàìè øåñòèóãîëüíèêîâ, ñì. ðèñ. 3.12.

Ëåììà 3.11. |XiX
′
i| < δ, |AiA

′
i| < 2δ, i = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó Xi íàõîäèòñÿ âíóòðè ïðà-
âèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà ñ öåíòðîì X ′i è ñòîðîíîé äëèíû δ. Äîêàæåì
âòîðîå íåðàâåíñòâî. ×åðåç ε îáîçíà÷èì ñëåäóþùåå àôôèííîå ïðåîáðàçî-
âàíèå, ïåðåâîäÿùåå âåêòîð

−−−−→
XiXi+1 â âåêòîð

−−→
XiAi, à âåêòîð

−−−−→
X ′iX

′
i+1 � â

âåêòîð
−−−→
X ′iA

′
i: â ñëó÷àå ∠XiAiXi+1 = 180◦ � ñæàòèå â äâà ðàçà, â ñëó÷àå

∠XiAiXi+1 = 60◦ � ïîâîðîò íà 60◦ â íóæíóþ ñòîðîíó (ðèñ. 3.13), à â
ñëó÷àå ∠XiAiXi+1 = 120◦ � êîìïîçèöèþ ïîâîðîòà íà 30◦ è ñæàòèÿ â

√
3

ðàç.
Òîãäà |

−−→
AiA

′
i| = |

(−−−→
XiX

′
i + ε(

−−−−→
X ′iX

′
i+1)
)
− ε(

−−−−→
XiXi+1)| = |

(−−−→
XiX

′
i −

ε(
−−−→
XiX

′
i)
)

+ ε(
−−−→
XiX

′
i +
−−−−→
X ′iX

′
i+1 −

−−−−→
XiXi+1)| ≤ (|

−−−→
XiX

′
i| + |

−−−−−−→
Xi+1X

′
i+1|) < 2δ.

Ïðåäïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà è ñîîò-
íîøåíèé |x − εx| = |εx| ≤ |x|, êîòîðûå ëåãêî ïðîâåðèòü äëÿ êàæäîãî èç
òð¼õ íàøèõ ε. �

Ïîñêîëüêó ëîìàíàÿ X1A1X2A2 . . . XnAnX1 îãðàíè÷èâàåò âëîæåí-
íûé ìíîãîóãîëüíèê ïî ñâîéñòâó çâ¼çäíîé ðàçâ¼ðòêè, èç ëåììû 3.11 âûòå-
êàåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ ëîìàíàÿ X ′1A

′
1X
′
2A
′
2 . . . X

′
nA
′
nX
′
1 íå èìååò
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ñàìîïåðåñå÷åíèé. Â îãðàíè÷åííîì åþ ìíîãîóãîëüíèêå M ′ äëÿ êàæäîãî i
ñòîðîíû A′iX

′
i è A

′
iX
′
i+1 èìåþò ïî ïîñòðîåíèþ îäèíàêîâóþ äëèíó. Çàäàäèì

íà M ′ ïðàâèëà ñêëåéêè A′iX
′
i ≡ A′iX

′
i+1, ïîëó÷èì ðàçâ¼ðòêó, çàäàþùóþ

ìíîãîãðàííîé ìåòðèêó íà ñôåðå ñ òåìè æå êðèâèçíàìè âåðøèí, ÷òî è ó
ìíîãîãðàííèêà P . Ïîýòîìó èçîìåòðè÷íûé ýòîé ðàçâ¼ðòêå âûïóêëûé ìíî-
ãîãðàííèê P ′ ñóùåñòâóåò (òåîðåìà 5) è èìååò òå æå êðèâèçíû, ÷òî è ìíîãî-
ãðàííèê P . Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ, ñòàâÿùåãî â ñîîòâåòñòâèå
ðàçâ¼ðòêå èçîìåòðè÷íûé åé ìíîãîãðàííèê (ëåììà 3.1), δ ìîæíî âûáðàòü
òàê, ÷òî ìíîãîãðàííèêè P è P ′ áóäóò ε-áëèçêè.

Îñòà¼òñÿ óáåäèòüñÿ, ÷òî ãðàíèöû øåñòèóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ, ïî-
ïàâøèå âíóòðü M ′, ïðè ïåðåõîäå ê ìíîãîãðàííèêó P ′ îáðàçóþò íà
í¼ì ìèíèìàëüíóþ ñåòü. Ïðèìåð ôðàãìåíòà ìíîãîóãîëüíèêà M ′ èçîá-
ðàæ¼í íà ðèñ. 3.14. ßñíî, ÷òî âî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ ìíîãîóãîëü-
íèêà M ′ ñâîéñòâà ìèíèìàëüíîé ñåòè âûïîëíåíû (ïî îïðåäåëåíèþ ìè-
íèìàëüíîé ñåòè, äàííîìó â íà÷àëå ðàçäåëà 3.2). Ðàññìîòðèì ïåðåñå÷å-
íèå íåêîòîðîé ñòîðîíû A′iX

′
i ìíîãîóãîëüíèêà M ′ è íåêîòîðîé ñòîðî-

íû øåñòèóãîëüíèêà ðàçáèåíèÿ. Ïîñêîëüêó óãîë ïðè âåðøèíå A′i êðà-
òåí π

3 , îòîæäåñòâëåíèþ ñòîðîí A′iX
′
i ≡ A′iX

′
i+1 ñîîòâåòñòâóåò ïîâîðîò

Ðèñ. 3.14: Ôðàãìåíò M ′.

ñ öåíòðîì â òî÷êå A′i (íàïîìíèì, ýòî öåíòð íåêî-
òîðîãî øåñòèóãîëüíèêà ðàçáèåíèÿ) íà óãîë, êðàò-
íûé π

3 . Ðàçáèåíèå íà øåñòèóãîëüíèêè èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî òàêîãî ïîâîðîòà, îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî
òî÷êè ãðàíèö øåñòèóãîëüíèêîâ íà ãðàíèöå ìíîãî-
óãîëüíèêàM ′ ñêëåèâàþòñÿ ïîïàðíî è ñ ñîáëþäåíèåì
ñâîéñòâ ìèíèìàëüíîé ñåòè. Ýòî íàáëþäåíèå äâîé-
ñòâåííî óòâåðæäåíèþ ïðî òðèàíãóëÿöèè èç [35, ðàç-
äåë 7]. Èòàê, ìû íàøëè ìíîãîãðàííèê ñ ïðîñòîé ìè-
íèìàëüíîé ñåòüþ, ε-áëèçêèé ê äàííîìó, ÷òî è òðå-
áîâàëîñü â òåîðåìå 23. �

Òåîðåìà 24. Åñëè íà ìíîãîãðàííèêå P åñòü ìèíèìàëüíàÿ ñåòü, òî íàé-
ä¼òñÿ ε > 0 òàêîå, ÷òî íà âñåõ ε-áëèçêèõ ìíîãîãðàííèêàõ ñ òåìè æå
êðèâèçíàìè âåðøèí òîæå åñòü ìèíèìàëüíàÿ ñåòü (ïðè÷¼ì òîãî æå
òèïà).

Ðèñ. 3.15: ×àñòü Bδ(Γ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Γ � ìèíèìàëüíàÿ
ñåòü íà ìíîãîãðàííèêå P ∈ P(k1, . . . , kn). ×åðåç
Bδ(Γ) îáîçíà÷èì δ-îêðåñòíîñòü ñåòè Γ, ò.å. ìíîæå-
ñòâî òî÷åê ìíîãîãðàííèêà P , êîòîðûå ìîæíî ñî-
åäèíèòü ñ ñåòüþ Γ ïóò¼ì äëèíû íå áîëåå δ. ßñ-
íî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì δ ìíîæåñòâî Bδ(Γ)
íå ñîäåðæèò âåðøèí ìíîãîãðàííèêà è ìîæåò áûòü
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ðàçáèòî íà íåñêîëüêî ãåîäåçè÷åñêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ äâóõ âèäîâ: èçîìåò-
ðè÷íûõ ïëîñêèì ïðàâèëüíûì òðåóãîëüíèêàì ñî ñòîðîíîé äëèíû 2δ (îíè
ñîäåðæàò âåðøèíû ñåòè) è èçîìåòðè÷íûõ ïëîñêèì íåêâàäðàòíûì ïðÿìî-
óãîëüíèêàì øèðèíû 2δ (êàæäîìó ðåáðó ñåòè ñîîòâåòñòâóåò îäèí òàêîé
ïðÿìîóãîëüíèê), ñì. ðèñ. 3.15. Ôèêñèðóåì ìàëîå (â óêàçàííîì ñìûñëå) δ.
Ðàçâ¼ðòêó îêðåñòíîñòè Bδ(Γ), ñîñòîÿùóþ èç îïèñàííûõ ïðàâèëüíûõ òðå-
óãîëüíèêîâ è ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ åñòåñòâåííûìè ïðàâèëàìè ñêëåéêè, áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç D.

Òðèàíãóëèðóåì ìíîãîãðàííèê P ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà
äîòðèàíãóëèðóåì Bδ(Γ), ðàçáèâ êàæäûé ¾ïðÿìîóãîëüíèê¿ îêðåñòíî-
ñòè Bδ(Γ) ëþáîé èç äâóõ åãî äèàãîíàëåé íà äâà òðåóãîëüíèêà. Çàòåì ðàñ-
ñìîòðèì ëþáóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè P \Bδ(Γ) � ýòî ãåîäåçè÷åñêèé ìíî-
ãîóãîëüíèê ñ óãëàìè ïî 120◦, îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç M . Âûáåðåì ëþáóþ
âåðøèíó íà ãðàíèöå M è, ïîëüçóÿñü ñëåäñòâèåì 4, ñîåäèíèì å¼ ãåîäåçè-
÷åñêèìè γi ñ êàæäîé èç âåðøèí ìíîãîãðàííèêà, ñîäåðæàùèõñÿ â M (åñëè
òàêèå âåðøèíû åñòü). Òîãäà M \ ∪iγi � ãåîäåçè÷åñêèé ìíîãîóãîëüíèê, íå
ñîäåðæàùèé âíóòðè ñåáÿ òî÷åê íåíóëåâîé êðèâèçíû. Òî÷íî òàê æå, êàê
â äîêàçàòåëüñòâå [1, Ãë.4,�1,ëåììà 2], ðàçîáü¼ì M \ ∪iγi íà òðåóãîëüíèêè
íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äèàãîíàëÿìè (ò.å. ãåîäåçè÷åñêèìè ñ êîíöàìè â âåðøè-
íàõ ìíîãîóãîëüíèêàM \∪iγi, ïðè÷¼ì íà÷àëî è êîíåö äèàãîíàëè íå äîëæíû
ñîâïàäàòü).

Â èòîãå ïîëó÷èì íåêîòîðóþ òðèàíãóëÿöèþ T âñåãî ìíîãîãðàííè-
êà P , êàæäûé òðåóãîëüíèê â êîòîðîé íå ñîäåðæèò âíóòðè ñåáÿ òî÷åê íåíó-
ëåâîé êðèâèçíû, ò.å. èçîìåòðè÷åí ïëîñêîìó. Â ñèëó [1, Ãë. 4, � 2, Ëåììà 1]
äëÿ ëþáîãî µ > 0 ñóùåñòâóåò ν > 0 òàêîå, ÷òî íà ëþáîì ν-áëèçêîì ê
P ìíîãîãðàííèêå P ′ ñóùåñòâóåò òðèàíãóëÿöèÿ T ′ òîé æå êîìáèíàòîðíîé
ñòðóêòóðû, ÷òî è T , è òàêàÿ, ÷òî äëèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ ð¼áåð äâóõ òðè-
àíãóëÿöèé îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà µ. Ñëîâà ¾òîé æå êîìáèíàòîðíîé
ñòðóêòóðû¿ îçíà÷àþò, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ψhom : P → P ′, ïåðå-
âîäÿùèé âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà P â ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû ìíîãî-
ãðàííèêà P ′, à òðèàíãóëÿöèþ T � â òðèàíãóëÿöèþ T ′. Ïóñòü ψ : P → P ′ �
êóñî÷íî-àôôèííûé ãîìåîìîðôèçì, êîòîðûé íà âåðøèíàõ òðèàíãóëÿöèè T
ñîâïàäàåò ñ ψhom è êàæäûé òðåóãîëüíèê ∆ ∈ T àôôèííî îòîáðàæàåò íà
ψhom(∆). Çäåñü ïîä àôôèííûì îòîáðàæåíèåì ∆ íà ψhom(∆) ìû ïîíè-
ìàåì êîìïîçèöèþ (f ′)−1 ◦ h ◦ f , ãäå f : ∆ → ∆′ ⊂ R2 è f ′ : ψhom(∆) →
(ψhom(∆))′ ⊂ R2 � èçîìåòðè÷íûå âëîæåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ â ïëîñêîñòü,
h : ∆′ → (ψhom(∆))′ � àôôèííîå îòîáðàæåíèå ïëîñêèõ òðåóãîëüíèêîâ.

Îòîáðàæåíèå ϕ : X → Y áóäåì íàçûâàòü ε-èçîìåòðèåé ïðîñòðàíñòâ
ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé (X, ρX) è (Y, ρY ), åñëè ϕ � ãîìåîìîðôèçì è
|ρY (ϕ(a), ϕ(b)) − ρX(a, b)| < ε äëÿ ëþáûõ a, b ∈ X. Èç ñêàçàííîãî âûøå è
ñâîéñòâ àôôèííûõ îòîáðàæåíèé âûòåêàåò ëåììà.
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Ëåììà 3.12. Äëÿ ëþáîãî ζ > 0 ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî ìíîãîãðàííèêà P ′, ε-áëèçêîãî ê P , ïîñòðîåííîå íàìè îòîáðàæåíèå
ψ : P → P ′ ÿâëÿåòñÿ ζ-èçîìåòðèåé.

Ðàññìîòðèì äâîéñòâåííûé ãðàô D∗ ðàçâ¼ðòêè D (ò.å. àáñòðàêòíûé
ãðàô, ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîãî � ìíîãîóãîëüíèêè ðàçâ¼ðòêè, à ð¼áðà
ñîîòâåòñòâóþò ñêëååííûì ñòîðîíàì). Î÷åâèäíî, ÷òî ãðàô D∗ îòëè÷àåòñÿ
îò ãðàôà G ñåòè Γ ëèøü äîáàâëåíèåì âåðøèíû ñòåïåíè 2 âíóòðü êàæäîãî
ðåáðà (ýòà âåðøèíà ñòåïåíè 2 ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìîóãîëüíèêó ðàçâ¼ðòêè).
Íàéä¼ì â ãðàôå D∗ îñòîâíîå äåðåâî D∗0 è îïðåäåëèì íîâóþ ðàçâ¼ðòêó D0

ñ òåì æå ìíîæåñòâîì ìíîãîóãîëüíèêîâ, ÷òî è â D, íî ñ ìåíüøèì íàáî-
ðîì ïðàâèë ñêëåéêè � îòîæäåñòâëÿþòñÿ òîëüêî ñòîðîíû, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ðåáðó îñòîâíîãî äåðåâà D∗0. Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ìû ðàçðåçàåì ðàç-
â¼ðòêó D ïî òåì ð¼áðàì, êîòîðûì â äâîéñòâåííîì ãðàôå ñîîòâåòñòâóþò
ð¼áðà, íå âõîäÿùèå â D∗0.

Äëÿ ìíîãîãðàííèêà P ′ ∈ P(k1, . . . , kn), ε-áëèçêîãî ê P (ìàëîå ε ìû
îïðåäåëèì ïîçæå), ïîñòðîèì ψ. Ïîäìíîæåñòâî ψ(Bδ(Γ)) ìíîãîãðàííèêà
P ′, âìåñòå ñ ïåðåíåñ¼ííûì ñ D ñ ïîìîùüþ ψ ðàçáèåíèåì íà òðåóãîëüíèêè
è ÷åòûð¼õóãîëüíèêè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçâ¼ðòêó, êîòîðóþ ìû îáîçíà-
÷èì ÷åðåç D′. Â äâîéñòâåííîì ãðàôå ðàçâ¼ðòêè D′ ðàññìîòðèì ñîîòâåò-
ñòâóþùåå îñòîâíîå äåðåâî (D′0)

∗ = ψ∗(D∗0) (çäåñü ÷åðåç ψ∗ : D∗ → (D′)∗

îáîçíà÷åí èçîìîðôèçì äâîéñòâåííûõ ãðàôîâ, èíäóöèðîâàííûé ãîìåîìîð-
ôèçìîì ψ) è îïðåäåëèì ðàçâ¼ðòêó D′0 ñ òåì æå íàáîðîì ìíîãîóãîëüíè-
êîâ, ÷òî è D′, è ïðàâèëàìè ñêëåéêè, çàäàííûìè ãðàôîì (D′0)

∗. ßñíî, ÷òî
ðàçâ¼ðòêè D0 è D′0 èçîìåòðè÷íû äèñêàì ñ ìíîãîãðàííûìè ìåòðèêàìè íó-
ëåâîé êðèâèçíû. Ãðàíèöû ýòèõ äèñêîâ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ∂D0, ∂D′0.
Îòîáðàæåíèå ψ èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå ψi : Mi →M ′

i íà êàæäîì èç ìíî-
ãîóãîëüíèêîâ Mi, ñîñòàâëÿþùèõ ðàçâ¼ðòêó D, à çíà÷èò è íà êàæäîì èç
ìíîãîóãîëüíèêîâ, ñîñòàâëÿþùèõ D0. Îáúåäèíåíèå âñåõ ψi äà¼ò îòîáðàæå-
íèå ψ0 : D0 → D′0. Òàêèì îáðàçîì, ψ åñòü ôàêòîð-îòîáðàæåíèå îòîáðàæå-
íèÿ ψ0 ïî îòîæäåñòâëåíèþ ñòîðîí ðàçâ¼ðòêè D0, ïðåâðàùàþùåìó D0 â D.
ßñíî, ÷òî ψ0 ÿâëÿåòñÿ ε-èçîìåòðèåé ïðè âñåõ ε, ïðè êîòîðûõ ψ ÿâëÿåòñÿ
ε-èçîìåòðèåé.

Îáðàçû òî÷åê ñåòè Γ íà ðàçâ¼ðòêå D0 îáðàçóþò ñåòü, êîòîðóþ ìû
îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ0. Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ñåòü Γ0 ïîëó÷àåòñÿ èç ñåòè Γ â
ðåçóëüòàòå ðàçðûâà íåêîòîðûõ å¼ ð¼áåð ïðè ðàçðåçå ðàçâ¼ðòêè D ïî ñòî-
ðîíàì, íå ëåæàùèì â D∗0.

Ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûì äåðåâîì áóäåì íàçûâàòü ñåòü, òèï êîòîðîé
� äåðåâî, âñå âåðøèíû êîòîðîãî èìåþò ñòåïåíü 1 è 3, ð¼áðà � ãåîäåçè÷å-
ñêèå, à óãëû ìåæäó ñìåæíûìè ð¼áðàìè ðàâíû 120◦. Ìíîæåñòâî âèñÿ÷èõ
âåðøèí ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîãî äåðåâà H áóäåì íàçûâàòü åãî ãðàíèöåé è
îáîçíà÷àòü ÷åðåç ∂H. ßñíî, ÷òî ñåòü Γ0 � ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîå äåðåâî
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(ïîñêîëüêó D∗0 � äåðåâî), ïðè÷¼ì ∂Γ0 ⊂ ∂D0.
Íàøà öåëü � íàðèñîâàòü íà D′0 ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîå äåðåâî ñ ãðà-

íèöåé ψ0(∂Γ0) è òîãî æå òèïà, ÷òî è Γ0, êîòîðîå ïðè ïåðåõîäå îò D′0 îá-
ðàòíî ê D′ ïðåâðàùàëîñü áû â ìèíèìàëüíóþ ñåòü íà D′. Íà ïëîñêîñòè ëî-
êàëüíî ìèíèìàëüíîå äåðåâî äàííîãî òèïà ñ äàííîé ãðàíèöåé ìîæåò áûòü
ïîñòðîåíî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Ìåëçàêà [32], àíàëîã êîòîðîãî äëÿ äèñ-
êîâ ñ ìíîãîãðàííîé ìåòðèêîé, èìåþùèõ ðàçâ¼ðòêó òèïà D, è çàêëþ÷¼í â
äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåé ëåììû. Ñàìà ëåììà 3.13 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îáîáùåíèå íà íàø ñëó÷àé ñëåäñòâèÿ èç àëãîðèòìà Ìåëçàêà î íåïðåðûâíîé
çàâèñèìîñòè ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîãî äåðåâà äàííîãî òèïà íà ïëîñêîñòè îò
ñâîåé ãðàíèöû [6, Ïðåäë.5.2].

Ëåììà 3.13. Ïóñòü A � ãîìåîìîðôíàÿ äèñêó ðàçâ¼ðòêà, ñîñòîÿùàÿ èç
íåêâàäðàòíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ øèðèíû 2δ è ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ
ñî ñòîðîíîé 2δ, ñêëååíûõ ïî íåêîòîðûì ñòîðîíàì äëèíû 2δ;
H � ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîå äåðåâî íà A ñ ãðàíèöåé ∂H ⊂ ∂A, ïðè÷¼ì
ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàçâ¼ðòêè ñ ñåòüþ H ðàâíî ñðåäíåé
ëèíèè ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà, ñîåäèíÿþùåé ñòîðîíû äëèíû 2δ, à ïåðåñå-
÷åíèå ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ðàçâ¼ðòêè ñ ñåòüþ H ñîñòîèò èç òð¼õ ïåð-
ïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç öåíòðà òðåóãîëüíèêà íà åãî ñòîðîíû;
T � òðèàíãóëÿöèÿ ðàçâ¼ðòêè A, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ðàçáèåíèÿ
êàæäîãî ïðÿìîóãîëüíèêà íà äâà òðåóãîëüíèêà ëþáîé èç äâóõ åãî äèàíãî-
íàëåé.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî λ > 0 ñóùåñòâóåò ζ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ζ-
èçîìåòðèè ψζ : A → A′, àôôèííîé íà òðåóãîëüíèêàõ èç T , ñóùåñòâóåò
λ-èçîìåòðèÿ ψλ : A → A′ òàêàÿ, ÷òî ψλ|∂A = ψζ |∂A è H ′ = ψλ(H) �
ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîå äåðåâî.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðîâåä¼ì èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ãðàíè÷íûõ

Ðèñ. 3.16: Áàçà: A è A′.

(ò.å., íàïîìíèì, âèñÿ÷èõ) âåðøèí ñåòè H. Áà-
çó èíäóêöèè ïðîâåðèì äëÿ |∂H| = 2. Â ýòîì
ñëó÷àå äåðåâî H ñîñòîèò ëèøü èç îäíîãî ðåáðà-
ãåîäåçè÷åñêîé γ, à ðàçâ¼ðòêà A ñîñòîèò èç íåñêîëü-
êèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ îäèíàêîâîé øèðèíû, ñêëå-
åíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî, è èçîìåòðè÷íà ïëîñêîìó
ïðÿìîóãîëüíèêó ñî ñðåäíåé ëèíèåé γ. ßñíî, ÷òî
ïðè ìàëîì ζ ðàçâ¼ðòêà A′ = ψζ(A) èçîìåòðè÷-
íà ïëîñêîìó ìíîãîóãîëüíèêó, ñêëååííîìó èç ïëîñ-
êèõ ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ, áëèçêèõ ê ïðÿìîóãîëüíè-
êàì ðàçâ¼ðòêè A, è ïðè ìàëîì ζ îòðåçîê γ′, ñîåäè-
íÿþùèé ψζ-îáðàçû êîíöîâ ãåîäåçè÷åñêîé γ, ñîäåð-
æèòñÿ âíóòðè ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà è äåëèò åãî íà äâà ìíîãîóãîëüíèêà.
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Òðèàíãóëèðóåì êàæäûé èç ýòèõ äâóõ ìíîãîóãîëüíèêîâ-÷àñòåé íåïåðåñåêà-
þùèìèñÿ äèàãîíàëÿìè è ñäåëàåì êîìáèíàòîðíî òàêèå æå òðèàíãóëÿöèè
ìíîãîóãîëüíèêîâ A \ γ (ñ âåðøèíàìè â ψ−1

ζ -îáðàçàõ âåðøèí òðèàíãóëÿ-
öèé ìíîãîóãîëüíèêîâ A′ \ γ′). Îïðåäåëèì êóñî÷íî àôôèííîå îòîáðàæåíèå
ψλ : A → A′, ñîâïàäàþùåå ñ ψζ íà âåðøèíàõ òðèàíãóëÿöèè è àôôèííî
îòîáðàæàþùåå êàæäûé òðåóãîëüíèê òðèàíãóëÿöèè íà A â òðåóãîëüíèê
òðèàíãóëÿöèè íà A′. ßñíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ζ îòîáðàæåíèå ψλ
áóäåò òðåáóåìîé λ-èçîìåòðèåé.

Ðèñ. 3.17: Îò A ê Ak.

Øàã èíäóêöèè: ïóñòü ëåììà äîêàçà-
íà äëÿ ñåòåé ñ k ãðàíè÷íûìè âåðøèíàìè,
ðàññìîòðèì ñåòü H ñ |∂H| = k + 1. Íàéä¼ì
â ñåòè H ïàðó âèñÿ÷èõ âåðøèí, èìåþùèõ
îáùóþ ñìåæíóþ âåðøèíó, è îáîçíà÷èì èõ
ñîîòâåòñòâåííî p, q, v, à ÷åðåç u îáîçíà÷èì
òðåòüþ âåðøèíó, ñìåæíóþ ñ âåðøèíîé v.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç A1 îáúåäèíåíèå âñåõ ìíî-
ãîóãîëüíèêîâ ðàçâ¼ðòêè A, ïåðåñåêàþùèõñÿ
ñ ð¼áðàìè pv, qv, vu, è ñäåëàåì èçîìåòðè÷-
íîå âëîæåíèå A1 â ïëîñêîñòü, ñì. ðèñ. 3.17
(âëîæåíèå ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó òðè ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà, ïîñòðîåííûå íà ñòîðîíàõ ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà, íå ìî-
ãóò ïåðåêðûâàòüñÿ). Íà ïëîñêîñòè ïîñòðîèì ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ñ
îñíîâàíèåì pq è òðåòüåé âåðøèíîé s, ëåæàùåé ïî äðóãóþ ñòîðîíó îò ïðÿ-
ìîé pq, ÷åì òî÷êà v. Ñîãëàñíî èçâåñòíîìó ôàêòó ïëàíèìåòðèè (èñïîëüçó-
þùåìóñÿ â êëàññè÷åñêîì àëãîðèòìå Ìåëçàêà), òî÷êà v ëåæèò íà ïåðåñå-
÷åíèè îòðåçêà us è ìåíüøåé äóãè pq îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî 4pqs.
Ïóñòü ∆(v) = xyz � òðåóãîëüíèê ðàçâ¼ðòêè A, ñîäåðæàùèé âåðøèíó v,
ïðè÷¼ì xy � åãî îñíîâàíèå, ïåðåñåêàþùåå ðåáðî uv, à M � ìíîãîóãîëü-
íèê ðàçâ¼ðòêè, ïðèêëååíûé ê ∆(v) ïî ñòîðîíå xy. Óäàëèì èç ðàçâ¼ðòêè A
âñå ìíîãîóãîëüíèêè, ïåðåñåêàþùèå ð¼áðà pv, vq è äîáàâèì ïëîñêèé ïðÿ-
ìîóãîëüíèê abyx, â êîòîðîì s � ñåðåäèíà ñòîðîíû ab, ïðèêëååííûé ïî
îòðåçêó xy ê ìíîãîóãîëüíèêó M òàê, êàê ýòî ðåàëèçîâàíî íà ïëîñêîñòè.
Íîâóþ ðàçâ¼ðòêó îáîçíà÷èì ÷åðåç Ak è ðàññìîòðèì íà íåé ñåòü, ïåðåñå÷å-
íèå êîòîðîé ñî âñåìè ¾ñòàðûìè¿ ìíîãîóãîëüíèêàìè òàêîå æå, êàê ó ñåòè
H, à ïåðåñå÷åíèå ñ íîâûì ïðÿìîóãîëüíèêîì ðàâíî åãî ñðåäíåé ëèíèè. Òåì
ñàìûì èç ñåòè H óäàëåíû ð¼áðà pv, vq, à ðåáðî uv çàìåíåíî íà us. Ïîëó-
÷èâøóþñÿ ñåòü íà ðàçâ¼ðòêå Ak îáîçíà÷èì ÷åðåç Hk. ßñíî, ÷òî ðàçâ¼ðòêà
Ak è ñåòü Hk óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû è, áîëåå òîãî, óòâåðæäåíèå
ëåììû äëÿ íèõ âåðíî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè.

Ïóñòü ψζ : A→ A′ � ζ-èçîìåòðèÿ ðàçâ¼ðòîê (äëÿ íåêîòîðîãî ζ, êîòî-
ðîå ìû îïðåäåëèì íèæå), àôôèííàÿ íà òðåóãîëüíèêàõ èç T , ðàññìîòðèì

70



A′1 = ψζ(A1) � îáðàç òîé ÷àñòè ðàçâ¼ðòêè A, êîòîðóþ ìû ðàçâîðà÷èâà-
ëè íà ïëîñêîñòü âûøå, è ñäåëàåì èçîìåòðè÷íîå âëîæåíèå A′1 â ïëîñêîñòü.
Äëÿ òî÷åê p′ = ψζ(p), q

′ = ψζ(q) ñòðîèì íà ïëîñêîñòè ïðàâèëüíûé òðå-
óãîëüíèê p′q′s′ è ïàðàëëåëîãðàìì a′b′y′x′ ñ îñíîâàíèåì x′y′, äëÿ êîòîðîãî
s′ � ñåðåäèíà ñòîðîíû a′b′. Óäàëÿåì èç A′ ìíîãîóãîëüíèêè, ñîîòâåòñòâó-
þùèå óäàë¼ííûì èç A, è äîáàâëÿåì ïàðàëëåëîãðàìì a′b′y′x′, ïðèêëååíûé
ïî x′y′; íîâóþ ðàçâ¼òêó îáîçíà÷àåì ÷åðåç A′k. Îïðåäåëÿåì îòîáðàæåíèå
ψζ ′ : Ak → A′k, ñîâïàäàþùåå ñ ψζ íà Ak∩A, è àôôèííî îòîáðàæàþùåå ïðÿ-
ìîóãîëüíèê abyx íà ïàðàëëåëîãðàìì a′b′y′x′. ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ζ ′ > 0
ìîæíî ïîäîáðàòü ζ > 0 òàê, ÷òî ψζ ′ áóäåò ζ ′-èçîìåòðèåé ðàçâ¼ðòîê Ak è A′k.
Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè äëÿ ëþáîãî λ′ > 0 ñóùåñòâóåò ζ ′ òàêîå, ÷òî
íàéä¼òñÿ λ′-èçîìåòðèÿ ψλ′ : Ak → A′k òàêàÿ, ÷òî H

′
k = ψλ′(Hk) � ëîêàëüíî

ìèíèìàëüíîå äåðåâî, ïðè÷¼ì ψλ′(s) = ψζ ′(s) = s′.
Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ζ, ζ ′ è λ′ ðåáðî s′u′ äåðåâà H ′k (ãäå u′ =

ψλ′(u)) ïåðåñåêàåò ìåíüøóþ äóãó p′q′ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî p′s′q′,
â òî÷êå, ëåæàùåé âíóòðè òðåóãîëüíèêà ψζ(∆(v)) (îáîçíà÷èì ýòó òî÷êó
÷åðåç v′) è, áîëåå òîãî, îòðåçêè v′p′, v′q′ íà ïëîñêîñòè ëåæàò âíóòðè A′1
� ïîñêîëüêó àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî èìååò ìåñòî äëÿ A1 è ñîõðàíÿåòñÿ ïðè
íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè ðàçâ¼ðòêè. Çíà÷èò, ìîæíî ðàññìîòðåòü ñåòü H ′

íà ðàçâ¼ðòêå A′, îòëè÷àþùóþñÿ îò ñåòè H ′k çàìåíîé ðåáðà u′s′ íà u′v′ è
äîáàâëåíèåì ð¼áåð p′v′, q′v′. Èç ñâîéñòâ âïèñàííûõ óãëîâ âûòåêàåò, ÷òî âñå
óãëû ïðè âåðøèíå v′ ðàâíû 120◦ è ïîòîìó H ′ � ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîå
äåðåâî ñ òðåáóåìîé ãðàíèöåé. Îòîáðàæåíèå ψλ : A→ A′ îïðåäåëèì òåïåðü
íà ìíîãîóãîëüíèêàõ ðàçâ¼ðòêè A, âõîäÿùèõ â ðàçâ¼ðòêó Ak, ðàâíûì ψλ′,
à íà A1 � êàê êóñî÷íî àôôèííîå îòîáðàæåíèå äëÿ òðèàíãóëÿöèé A1 \H
è A′1 \ H ′ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â áàçå èíäóêöèè. Øàã
èíäóêöèè ñäåëàí. Ëåììà äîêàçàíà.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçâ¼ðòêà D0 è ñåòü Γ0 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåì-
ìû 3.13. Íàéä¼ì äëÿ λ = 1 ÷èñëî ζ èç ýòîé ëåììû è ðàññìîòðèì ε èç
ëåììû 3.12 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε-áëèçêîãî ê P ìíîãîãðàííèêà P ′ îòîá-
ðàæåíèå ψ0 : D0 → D′0 åñòü ζ-èçîìåòðèÿ. Ïîñòðîèì ñ ïîìîùüþ ëåììû 3.13
ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîå äåðåâî Γ′0 = ψλ(Γ0) ⊂ D′0.

Ðàññìîòðèì ïàðó α, β ñòîðîí ðàçâ¼òêè D0, ñêëåèâàåìûõ â ðàçâ¼ðòêå
D′. Ïî ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèå ψλ, òàê æå êàê è ψ0, îòîáðàæàåò îòðåç-
êè α è β àôôèííî íà íåêîòîðûå ñòîðîíû α′ è β′ ðàçâ¼ðòêè D′0. Ïîýòîìó
ëþáàÿ ïàðà òî÷åê ñòîðîí α è β, îòîæäåñòâëÿåìàÿ â D, ïåðåõîäèò ïðè îòîá-
ðàæåíèè ψλ â ïàðó òî÷åê ðàçâ¼ðòêè D′0, îòîæäåñòâëÿåìûõ â ðàçâ¼ðòêå D

′.
Çíà÷èò, êîððåêòíî îïðåäåëåíî ôàêòîð-îòîáðàæåíèå ψλ : D → D′. Â òîì
÷èñëå, äâå ãðàíè÷íûå âåðøèíû (ïóñòü ýòî âåðøèíû a ∈ α è b ∈ β) ñåòè Γ0

ïðè îòîæäåñòâëåíèè ñòîðîí α è β ñëåèâàþòñÿ è ïðåâðàùàþòñÿ â íåêîòîðóþ
òî÷êó c íà ðåáðå ñåòè Γ, à âåðøèíû a′ = ψλ(a) = ψ0(a) è b′ = ψλ(b) = ψ0(b)
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ñåòè Γ′0 â ðàçâ¼ðòêå D
′ ñêëåèâàþòñÿ â òî÷êó c′ = ψ(c).

ßñíî, ÷òî ψλ ÿâëÿåòñÿ 2λ-èçîìåòðèåé ðàçâ¼ðòîê D è D′, ïåðåâîäÿ-
ùåé ñåòü Γ â íåêîòîðóþ ñåòü Γ′. Ïîñêîëüêó Γ′0 � ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîå
äåðåâî, ñåòü Γ′ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ìèíèìàëüíîé ñåòè (ñì. îïðåäåëåíèå,
äàííîå â íà÷àëå ðàçäåëà 3.2) âî âñåõ ñâîèõ òî÷êàõ, çà èñêëþ÷åíèåì ìåñò
¾ñêëåéêè¿ � òî÷åê c′ èç ïðåäûäóùåãî àáçàöà. Äîêàæåì, ÷òî â êàæäîé òà-
êîé òî÷êå c′ = ψ(c) óãîë ìåæäó äâóìÿ ð¼áðàìè ñåòè Γ′, èíöèäåíòíûìè c′,
ðàâåí 180◦. Íàéä¼ì â äåðåâå Γ′0 ïðîñòîé ïóòü, ñîåäèíÿþùèé a

′ è b′. Â ñåòè Γ′

ýòîìó ïóòè ñîîòâåòñòâóåò çàìêíóòàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ëîìàíàÿ γ′ ñ êîíöàìè
â c′, îãðàíè÷èâàþùàÿ íåêîòîðûé ãåîäåçè÷åñêèé ìíîãîóãîëüíèê M ′. Ïóòü
ψλ
−1

(γ′) â ñåòè Γ îãðàíè÷èâàåò ìíîãîóãîëüíèê M , ïðè÷¼ì ïî ïîñòðîåíèþ
âñå óãëû ìíîãîóãîëüíèêîâM èM ′ îäèíàêîâû, çà èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî,
óãëîâ â òî÷êàõ c è c′ (óãîë ìíîãîóãîëüíêèà M â c ðàâåí 180◦, à ïðî óãîë
M ′ â c′ ìû ïîêà íè÷åãî íå çíàåì). Íî ïî îïðåäåëåíèþ D′ è èç-çà âûáîðà
P, P ′ ∈ P(k1, . . . , kn) ñóììà êðèâèçí âåðøèí ìíîãîãðàííèêà P ′, ïîïàâøèõ
âM ′, ðàâíà ñóììå êðèâèçí âåðøèí ìíîãîãðàííèêà P , ïîïàâøèõ âM . Çíà-
÷èò, ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Áîííå (ëåììà 3.2), óãîë M ′ â òî÷êå c′ òàêæå ðàâåí
180◦, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

�

3.3.5 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 22 î òåòðàýäðàõ ñ êðèâèçíà-
ìè {π3 ,

π
3 ,

5π
3 ,

5π
3 }.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåíèå ñåòè êàê îòîáðàæåíèÿ
(ñì. ãëàâó 1), ïîñêîëüêó â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà ïîíàäîáèòñÿ ðàññìàò-
ðèâàòü äåôîðìàöèè ñåòè è íåâëîæåííûå ñåòè. Õîòÿ è çäåñü ÷àñòî ìîæíî
áóäåò îòíîñèòüñÿ ê ñåòè êàê ê íàðèñîâàííîé íà ìíîãîãðàííèêå êàðòèíêå,
ò.å. èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåíèå îáûêíîâåííîé ñåòè.

Ìû äîêàæåì, ÷òî íà ëþáîì ìíîãîãðàííèêå T ñ êðèâèçíà-
ìè {π3 ,

π
3 ,

5π
3 ,

5π
3 } ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ ìèíèìàëüíàÿ ñåòü, ðåàëèçóþùàÿ ïëîñ-

êèé ãðàô G, èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñ. 3.7. ×åðåç T0 îáîçíà÷èì ïîâåðõíîñòü
ìíîãîãðàííèêà T ñ âûáðîøåííûìè âåðøèíàìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω ìíîæåñòâî âñåõ (íåîáÿçàòåëüíî ìèíèìàëü-
íûõ!) ñåòåé Γ ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè
• Γ ðåàëèçóåò ïëîñêèé ãðàô G â T0 (ñì. îïðåäåëåíèå â ðàçäåëå 1.6)
• êàæäàÿ îäíîóãîëüíàÿ ÿ÷åéêà ñåòè Γ ñîäåðæèò âíóòðè ñåáÿ îäíó âåð-
øèíó ìíîãîãðàííèêà êðèâèçíû 5π

3

• êàæäàÿ ïÿòèóãîëüíàÿ ÿ÷åéêà ñåòè Γ ñîäåðæèò âíóòðè ñåáÿ îäíó âåð-
øèíó ìíîãîãðàííèêà êðèâèçíû π

3 .
Îòìåòèì, ÷òî âñå ñåòè èç Ω � âëîæåííûå, òàê êàê îíè ðåàëèçó-

þò ïëîñêèé ãðàô, ÿâëÿþùèéñÿ âëîæåííîé ñåòüþ ïî íàøåìó îïðåäåëåíèþ.
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Ðèñ. 3.18: Ñïðÿìëåíèå è âêëåéêà òðîéíè÷êà.

Èíûìè ñëîâàìè, ñåòè èç Ω íå èìåþò ñàìîïåðåñå÷åíèé è âûðîæäåííûõ ð¼-
áåð.

Òåîðåìà 22 î÷åâèäíî âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ äâóõ ëåìì. ×åðåç `(Γ)
ìû îáîçíà÷àåì äëèíó ñåòè Γ.

Ëåììà 3.14. Ñóùåñòâóåò ñåòü Γmin ∈ Ω òàêàÿ, ÷òî `(Γmin) =
minΓ∈Ω `(Γ).

Ëåììà 3.15. Åñëè Γmin ∈ Ω è `(Γmin) = minΓ∈Ω `(Γ), òî Γmin � ìèíè-
ìàëüíàÿ ñåòü.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.15 ñîâñåì íåñëîæíî. Îïðåäåëèì äâà ïðîñòûõ
âèäà äåôîðìàöèé ñåòè, óìåíüøàþùèõ å¼ äëèíó: ñïðÿìëåíèå è âêëåéêó
òðîéíè÷êà. Ñïðÿìëåíèå. Ïóñòü â òî÷êå P âíóòðè íåêîòîðîãî ðåáðà ñåòè
îäèí èç óãëîâ ìåíüøå π. Òîãäà âîçìîæíà ìàëàÿ äåôîðìàöèÿ ðåáðà, èçîáðà-
æ¼ííàÿ íà ðèñ. 3.18 ñëåâà.Âêëåéêà òðîéíè÷êà.Ïóñòü P � âåðøèíà ñåòè,
ð¼áðà, èíöèäåíòíûå P , âáëèçè P ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îòðåçêè ãåîäåçè÷å-
ñêèõ, è îäèí èç óãëîâ ìåæäó ð¼áðàìè ñåòè, èíöèäåíòíûìè P , ìåíüøå 2π

3 .
Ïóñòü X(t), Y (t) � òî÷êè íà ýòèõ ð¼áðàõ òàêèå, ÷òî |X(t)P | = |Y (t)P | = t.
Ïðè ìàëûõ t èìååòñÿ òðåóãîëüíèê X(t)PY (t), èçîìåòðè÷íûé ïëîñêîìó è
èìåþùèé âûáðàííûé óãîë ïðè âåðøèíå P . Ðàññìîòðèì äëÿ ýòîãî ïëîñêî-
ãî ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà êðàò÷àéøóþ ñåòü: îíà ñîñòîèò èç òð¼õ
ð¼áåð, ñòûêóþùèõñÿ ïîä óãëàìè 2π

3 â äîïîëíèòåëüíîé âåðøèíå P ′(t) [26], è
èìååò ìåíüøóþ äëèíó, ÷åì ëîìàíàÿX(t)PY (t). Ïðè äåôîðìàöèè â ìîìåíò
âðåìåíè t ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñåòü Γt, îòëè÷àþùóþñÿ îò Γ0 ïåðåíî-
ñîì âåðøèíû P â òî÷êó P ′(t), çàìåíîé ó÷àñòêîâ ð¼áåð X(t)P, Y (t)P íà
X(t)P ′(t), Y (t)P ′(t) è óäëèíåíèåì òðåòüåãî ðåáðà íà ó÷àñòîê PP ′(t), ñì.
ðèñ. 3.18 ñïðàâà.

Âåðí¼ìñÿ òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3.15. Íàì äîñòàòî÷íî ïðî-
âåðèòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ìèíèìàëüíîé ñåòè, äàííîå â íà÷à-
ëå ðàçäåëà 3.2. Åñëè êàêîå-òî ðåáðî íå ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé, òî ìîæíî
ñäåëàòü ñïðÿìëåíèå. Åñëè â êàêîé-òî âåðøèíå íå âñå óãëû ðàâíû 2π

3 , òî
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êàêîé-òî èç óãëîâ ìåíüøå 2π
3 , è ìîæíî ñäåëàòü âêëåéêó òðîéíè÷êà. Â îáîèõ

ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì áîëåå êîðîòêóþ ñåòü, ïî-ïðåæíåìó ïðèíàäëåæàùóþ Ω,
� ïðîòèâîðå÷èå. �

Îòìåòèì, ÷òî ýòî äîêàçàòåëüñòâî ïðîõîäèò äëÿ ëþáîãî ïëîñêîãî ãðà-
ôà è äëÿ ëþáîãî ìíîãîãðàííèêà. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.14, íàîáîðîò,
ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò è ñâîéñòâà ìíîãîãðàííèêà T , è ñâîéñòâà ãðàôà G.
Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó âèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî Ω íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì íè
â êàêîì åñòåñòâåííîì ñìûñëå � íåïðåðûâíî äåôîðìèðóÿñü, ñåòü ìîæåò
¾íàåõàòü¿ íà âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà, èëè ìîæåò âûðîäèòüñÿ ðåáðî � è
ïîëó÷èâøàÿñÿ ñåòü óæå íå áóäåò ëåæàòü â Ω. Ïîýòîìó òîò ôàêò, ÷òî ìè-
íèìóì äëèíû äîñòèãàåòñÿ íà êàêîé-òî ñåòè èç Ω äàëåêî íå î÷åâèäåí.

Ïðåæäå, ÷åì ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3.14, äàäèì
íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé è îáñóäèì ñâîéñòâà Ω, íå çàâèñÿùèå îò ìíîãîãðàí-
íèêà è ãðàôà.

Íàïîìíèì, ÷òî â ðàçäåëå 1.4 áûëî äàíî îïðåäåëåíèå ñõîäèìîñòè äëÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåòåé îäíîãî òèïà â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Íèæå
ìû áóäåì ïðèìåíÿòü ýòî îïðåäåëåíèå äëÿ ñåòåé èç Ω, â êà÷åñòâå ìåòðèêè
ìû ðàññìàòðèâàåì âíóòðåííþþ ìåòðèêó íà ïîâåðõíîñòè íàøåãî òåòðàýäðà.

Ìíîæåñòâî ñåòåé Γ, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Γn ∈ Ω, ñõîäÿùàÿñÿ ê Γ, áóäåì íàçûâàòü çàìûêàíèåì Ω è îáîçíà÷àòü
÷åðåç Ω.

Ëåììà 3.16. Åñëè Γn ∈ Ω � ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
ò.å. `(Γn) → infΓ∈Ω `(Γ), è Γ0 � ðàâíîìåðíûé ïðåäåë ýòîé ìèíèìèçèðó-
þùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî ð¼áðà Γ0 � êîíå÷íî çâåííûå ãåîäåçè÷åñêèå
ëîìàíûå, âíóòðåííèå âåðøèíû êîòîðûõ (åñëè îíè åñòü) ðàñïîëîæåíû â
âåðøèíàõ ìíîãîãðàííèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, è âîçüì¼ì ëþáóþ òî÷êó
P íà ðåáðå ñåòè Γ0 òàêóþ, ÷òî P íå ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ìíîãîãðàííèêà è
íè â êàêîé îêðåñòíîñòè P ðåáðî ñåòè Γ0 íå ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé. Ðàñ-
ñìîòðèì êðóã Bε(P ) íà ïîâåðõíîñòè ìíîãîãðàííèêà ñ öåíòðîì â òî÷êå P ,
íàñòîëüêî ìàëåíüêèé, ÷òî îí íå ñîäåðæèò íè âåðøèí ìíîãîãðàííèêà, íè
âåðøèí ñåòè Γ0. Âîçìîæíî, ïåðåñå÷åíèå ýòîãî êðóãà ñ ñåòüþ ñîñòîèò áîëåå
÷åì èç îäíîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Êàæäóþ êîìïîíåòó ñâÿçíîñòè (ò.å.
ó÷àñòîê ðåáðà ñåòè îò îäíîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ ãðàíèöåé êðóãà (òî÷êè
âõîäà) äî ñëåäóþùåé (òî÷êè âûõîäà)) çàìåíèì íà õîðäó êðóãà, ñîåäèíÿ-
þùóþ êîíöû ýòîé êîìïîíåòû ñâÿçíîñòè. Èíûìè ñëîâàìè, ñäåëàåì îäíî-
âðåìåííî íåñêîëüêî ñïðÿìëåíèé. Ïîëó÷èâøóþñÿ ñåòü îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ′0.
Òî÷íî òàê æå ïîñòóïèì ñ ñåòÿìè Γn: çàìåíèì ó÷àñòêè ð¼áåð íà õîðäû òîãî
æå ñàìîãî êðóãà Bε(P ). Î÷åâèäíî, ïðè òàêîé çàìåíå â ñåòè Γn íå ìîãóò
âîçíèêíóòü ñàìîïåðåñå÷åíèÿ è íîâàÿ ñåòü Γ′n ïî-ïðåæíåìó ëåæèò â Ω, à
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Γ′n ñõîäèòñÿ ê ñåòè Γ′0. Íî ñåòü Γ′0 ñòðîãî êîðî÷å, ÷åì
ñåòü Γ0, ò.å. lim `(Γ′n) < lim `(Γn) � ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà 3.16 ïîçâîëèò íàì äàëåå èíòåðåñîâàòüñÿ òîëüêî òåìè ñåòÿìè
èç Ω, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íîçâåííûìè ãåîäåçè÷åñêèìè ëîìàíûìè, ÷òî
ìû è áóäåì äåëàòü äëÿ óïðîùåíèÿ òåõíèêè.

Ëåììà 3.17. Ñåòü Γ0, ð¼áðà êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íîçâåííûìè ãåî-
äåçè÷åñêèìè ëîìàíûìè, ëåæèò â çàìûêàíèè Ω òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

• Γ0 : TG → T
• Γ0 íå èìååò òðàíñâåðñàëüíûõ ñàìîïåðåñå÷åíèé,
• ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ σ ìåæäó ãðàíÿìè ïëîñêîãî ãðàôà G è âåðøèíà-
ìè òåòðàýäðà T ñî ñâîéñòâàìè: äëÿ êàæäîé ãðàíè f âåðøèíà σ(f)
ëåæèò âíóòðè èëè íà ãðàíèöå ÿ÷åéêè Γ(f) è åñëè ãðàíü nf -óãîëüíàÿ,
òî âåðøèíà σ(f) èìååò êðèâèçíó (2π − π

3nf).

Ïðè÷¼ì äëÿ êàæäîé Γ ∈ Ω ñóùåñòâóåò ñõîäÿùàÿñÿ ê Γ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü Γn ∈ Ω òàêàÿ, ÷òî `(Γn)→ `(Γ) ïðè n→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Γ ∈ Ω è Γn ∈ Ω � íåêîòîðàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü. Äëÿ êàæäîãî n îïðåäåëèì åñòåñòâåííóþ áèåêöèþ σn ìåæ-
äó âåðøèíàìè ìíîãîãðàííèêà V (T ) è ãðàíÿìè ãðàôà F (G): ãðàíè ñîîò-
âåòñòâóåò âåðøèíà ìíîãîãðàííèêà, ëåæàùàÿ âíóòðè Γn-îáðàçà ýòîé ãðàíè.
Ïîñêîëüêó áèåêöèé ìåæäó äâóìÿ ÷åòûð¼õòî÷å÷íûìè ìíîæåñòâàìè êîíå÷-
íîå ÷èñëî, ìû ìîæåì âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòåé Γnk ñ îäíîé è
òîé æå áèåêöèåé σnk =: σ. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ïðåäåëüíîé ñåòè Γ0 áèåêöèÿ
σ óäîâëåòâîðÿåò îïèñàííûì ñâîéñòâàì.

Ïóñòü òåïåðü äëÿ ñåòè Γ0, ðåàëèçóþùåé ãðàôG íà ìíîãîãðàííèêå T ,
è äëÿ áèåêöèè σ âûïîëíÿþòñÿ óêàçàííûå â ëåììå ñâîéñòâà. Ïî îïðåäåëå-
íèþ êàæäîå ðåáðî ñåòè � ýòî íåêîòîðàÿ êîíå÷íîçâåííàÿ ëîìàíàÿ. Çíà÷èò,
÷èñëî ñàìîïåðåñå÷åíèé, ñàìîíàëîæåíèé (ïàð ó÷àñòêîâ ð¼áåð, îòîáðàæà-
þùèõñÿ â îäíó è òó æå êðèâóþ) è ïðîõîæäåíèé ÷åðåç âåðøèíû ìíîãî-
ãðàííèêà êîíå÷íî. Â ìàëîé îêðåñòíîñòè êàæäîãî èç ýòèõ ñëó÷àåâ íåìíîãî
ïîøåâåëèì ñåòü Γ0 òàê, ÷òîáû óáðàòü ñàìîïåðåñå÷åíèÿ è ïîìåñòèòü âåð-
øèíû ìíîãîãðàííèêà â σ-ñîîòâåòñòâóþùèå èì ÿ÷åéêè ñåòè. Ñäåëàåì ýòî
òàê, ÷òîáû äëèíà ñåòè óâåëè÷èëàñü íå áîëåå ÷åì íà 1

n è ïîëó÷èâøóþñÿ ñåòü
îáîçíà÷èì ÷åðåç Γn. Òîãäà Γn ∈ Ω, Γn ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê Γ0, à çíà÷èò
Γ0 ∈ Ω. Êðîìå òîãî, ïðè ýòîì äëèíû ñåòåé â ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ñòðåìÿòñÿ ê äëèíå ñåòè Γ0. �

Ðàññìîòðèì I = infΓ∈Ω `(Γ) è âûáåðåì ìèíèìèçèðóþùóþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü Γn ∈ Ω, `(Γn) → I ïðè n → ∞. Ïîëüçóÿñü ëåììîé 1.2, ìû
âûáèðàåì ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðóþ ñíîâà îáîçíà÷èì
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÷åðåç Γn. Ïðåäåëüíóþ ñåòü îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ0. Ïî îïðåäåëåíèþ Γ0 ∈ Ω è
ïî ëåììå 3.16 å¼ ðåáðà ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî çâåííûìè ãåîäåçè÷åñêèìè ëîìà-
íûìè, ñëåäîâàòåëüíî, îíà îáëàäàåò ñâîéñòâàìè èç ëåììû 3.17.

Èç ëåììû 3.17 âûòåêàåò, ÷òî ëþáàÿ ñåòü èç Ω ìîæåò áûòü ïðèáëè-
æåíà ñåòÿìè èç Ω áëèçêîé äëèíû. Ïðåäåë ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåòåé
èç Ω ëåæèò â Ω. Ïîýòîìó âåðíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 3.18.
min
Γ∈Ω

`(Γ) = inf
Γ∈Ω

`(Γ) = `(Γ0)

Ñëåäñòâèå 8. Ð¼áðà ñåòè Γ0 � ãåîäåçè÷åñêèå ëîìàíûå, âíóòðåííèå âåð-
øèíû êîòîðûõ (åñëè îíè åñòü) ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ ìíîãîãðàííèêà
êðèâèçíû π

3 , à óãëû ìåæäó ñìåæíûìè íåâûðîæäåííûìè ð¼áðàìè, ñòû-
êóþùèìèñÿ âíå âåðøèí ìíîãîãðàííèêà, áîëüøå èëè ðàâíû 2π

3 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ ÷àñòü ñëåäñòâèÿ óæå áûëà äîêàçàíà â ëåì-
ìå 3.16. Åñëè âåðøèíà x ñåòè Γ0 íå ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ìíîãîãðàííèêà,
òî ìàëàÿ äåôîðìàöèÿ ïîñðåäñòâîì âêëåéêè òðîéíè÷êà (ñì. îïðåäåëåíèå â
äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.15) â ýòîé òî÷êå íå íàðóøàåò óñëîâèé ëåììû 3.17,
ò.å. ïðîäåôîðìèðîâàííàÿ (óêîðî÷åííàÿ) ñåòü îñòà¼òñÿ â Ω, ÷òî ïðîòèâîðå-
÷èò ëåììå 3.18. Ïîýòîìó âíå âåðøèí ìíîãîãðàííèêà óãëû ìåæäó ïàðàìè
íåâûðîæäåííûõ ð¼áåð áîëüøå èëè ðàâíû 120◦ (èíà÷å â íèõ âêëåèâàåòñÿ
óêîðà÷èâàþùèé òðîéíè÷îê). Â âåðøèíàõ íàøåãî ìíîãîãðàííèêà êðèâèç-
íû 5π

3 ïîëíûé óãîë ðàâåí π
3 , ïîýòîìó åñëè ðåáðî ñåòè ïðîõîäèò ÷åðåç òàêóþ

âåðøèíó V , òî óãîë ðåáðà â ýòîé âåðøèíå ñ îáåèõ ñòîðîí ìåíüøå π, è ìîæ-
íî äåëàòü ñïðÿìëåíèå â ëþáóþ èç äâóõ ñòîðîí. Ïîñìîòðèì íà áèåêöèþ σ,
ñîîòâåòñòâóþùóþ ñåòè Γ0, è ñäåëàåì ñïðÿìëåíèå òàê, ÷òîáû âåðøèíà V
îêàçàëàñü âíóòðè ñîîòâåòñòâóþùåé åé ãðàíè σ−1(V ). Ïîñêîëüêó îñòàëüíûå
âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà ýòà äåôîðìàöèÿ íå çàòðàãèâàåò, ñîîòâåòñòâèå σ
ñîõðàíÿåòñÿ, óñëîâèÿ ëåììû 3.17 ïî-ïðåæíåìó âûïîëíåíû, à çíà÷èò ïðî-
äåôîðìèðîâàííàÿ ñåòü îñòàíåòñÿ â Ω, ÷òî ñíîâà ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî
ñåòü Γ0 � êðàò÷àéøàÿ â Ω.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3.14.

Ðèñ. 3.19: Ãðàô G

ßñíî, ÷òî íàì äîñòàòî÷íî íàéòè ñåòü Γ′ ∈
Ω òîé æå äëèíû, ÷òî è Γ0, èëè äîêàçàòü,
÷òî Γ0 ∈ Ω. Èç ñëåäñòâèÿ 8 âûòåêàåò, ÷òî
åñëè ñåòü Γ0 íå èìååò âûðîæäåííûõ ð¼-
áåð, ñàìîïåðåñå÷åíèé è ñîäåðæèòñÿ â T0, òî
Γ0 ∈ Ω. Ìû ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå âà-
ðèàíòû êîíôèãóðàöèé, â êîòîðûõ Γ0 6∈ Ω,
è äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ ëèáî äîêàæåì, ÷òî
îí íåâîçìîæåí, ëèáî ïåðåéä¼ì îò ñåòè Γ0
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ê íåêîòîðîé äðóãîé ñåòè, íà êîòîðîé òàêæå äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì äëèíû
â Ω (ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ñåòåé îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωmin).Äâèãàÿñü òàêèì
îáðàçîì ïî ìíîæåñòâó Ωmin, ìû â êîíöå êîíöîâ ïðèä¼ì ê ñåòè, ëåæàùåé â
Ω, è òåì ñàìûì äîêàæåì ëåììó 3.14.

Íàéä¼ì äëÿ ñåòè Γ0 ñîîòâåòñòâèå σ ìåæäó âåðøèíàìè ìíîãîãðàí-
íèêà T è ãðàíÿìè ãðàôà G, îïèñàííîå â ëåììå 3.17. Çàíóìåðóåì âåðøèíû
ãðàôà è îáîçíà÷èì áóêâàìè âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà òàê, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñ. 3.19, ãäå êàæäàÿ áóêâà íàïèñàíà âíóòðè ñîîòâåòñòâóþùåé åé ãðàíè
ãðàôà. Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùèé.
1. (a) Ñëó÷àé `(11) = 0 = `(12) íåâîçìîæåí.

(b) Åñëè `(11) = 0 6= `(12), òî ñóùåñòâóåò ñåòü Γ1 ∈ Ωmin, îòëè÷àþ-
ùàÿñÿ îò Γ0 ëèøü â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè âåðøèíû A,
äëÿ êîòîðîé `(11) > 0.

(c) Åñëè `(11) > 0, òî A 6∈ [11], ò.å. âåðøèíà A íå ìîæåò ëåæàòü íè
âíóòðè ðåáðà 11, íè â åãî âåðøèíå 1.

(d) Ñóùåñòâóåò ñåòü Γ2 ∈ Ωmin, îòëè÷àþùàÿñÿ îò Γ1 ëèøü â ñêîëü
óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè ðåáðà 11, äëÿ êîòîðîé ðåáðî [11] íå ñî-
äåðæèò âåðøèí ìíîãîãðàííèêà.

(e) Ñóùåñòâóåò ñåòü Γ3 ∈ Ωmin, îòëè÷àþùàÿñÿ îò Γ2 ëèøü â ñêîëü
óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè ðåáðà 11, äëÿ êîòîðîé `(12) > 0.

2. Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ âåðíû äëÿ âåðøèíû B, ð¼áåð 44 è 43. Ïî-
ýòîìó äàëåå áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî â ñåòè Γ0 ∈ Ωmin

ð¼áðà 11, 12, 43, 44 íåâûðîæäåíû, ïðè÷¼ì ð¼áðà 11 è 44 (âêëþ÷àÿ èõ
êîíöû) íå ïðîõîäÿò ÷åðåç âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà.

3. Íè îäíî èç ð¼áåð 23 íå ìîæåò áûòü âûðîæäåíî.
4. Âåðøèíà C íå ìîæåò ëåæàòü íà ðåáðå 12 (âêëþ÷àÿ åãî êîíöû), àíàëî-
ãè÷íî D 6∈ [34].

5. Íà äàííûé ìîìåíò ìû ïîëó÷èëè ñåòü Γ0 ∈ Ωmin, â êîòîðîé âñå ð¼áðà
íåâûðîæäåíû, âåðøèíû A è B ìíîãîãðàííèêà ëåæàò âíóòðè ñâîèõ
ÿ÷ååê, à âåðøèíû C è D � ëèáî âíóòðè ñâîèõ ÿ÷ååê, ëèáî íà ð¼áðàõ
23 (âíóòðè ýòèõ ð¼áåð èëè, âîçìîæíî, â èõ êîíöàõ).

(a) Ñëó÷àé, ÷òî îáå âåðøèíû C è D ïðèíàäëåæàò ð¼áðàì 23, íåâîç-
ìîæåí.

(b) Åñëè ðîâíî îäíà èç âåðøèí C èëè D ïðèíàäëåæèò ð¼áðàì 23,
òî ñóùåñòâóåò ñåòü Γ′ ∈ Ωmin, îòëè÷àþùàÿñÿ îò Γ0 ëèøü â ñêîëü
óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè ð¼áåð 23, äëÿ êîòîðîé îáà ðåáðà [23] íå
ïðîõîäÿò ÷åðåç âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà.

Èòàê, â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ñåòü Γ′ ∈ Ωmin∩Ω, ò.å. äîêàæåì, ÷òî
ìèíèìóì äëèíû äîñòèãàåòñÿ íà íåêîòîðîé ñåòè âíóòðè Ω, ÷òî è òðåáóåòñÿ.
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Ðèñ. 3.20: Ñæàòèå ÿ÷åéêè.

Îñòàëîñü äîêàçàòü êàæäûé èç ïóíêòîâ. Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñïåöèàëü-
íûå äåôîðìàöèè ñåòè, íå ìåíÿþùèå å¼ äëèíó � ñæàòèå è ðàñòÿæåíèå
ÿ÷åéêè. Íà÷í¼ì ñî ñæàòèÿ. Ïóñòü ÿ÷åéêà ñåòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíî-
ãîóãîëüíèê, âñå óãëû êîòîðîãî ðàâíû 120◦ è íàõîäÿòñÿ â âåðøèíàõ ñåòè
(ò.å. ð¼áðà ñåòè, îáðàçóþùèå ÿ÷åéêó, íå èìåþò èçëîìîâ ñî ñòîðîíû ÿ÷åé-
êè; ïðè ýòîì îíè âîîáùå ãîâîðÿ íå îáÿçàíû áûòü ãåîäåçè÷åñêèìè, òàê êàê
èì íå çàïðåùàåòñÿ èìåòü èçëîì ñ âíåøíåé ñòîðîíû). Âûáåðåì ìàëåíüêîå
ε è ïîñòðîèì âî âíóòðåííþþ ñòîðîíó íà êàæäîé ñòîðîíå íàøåãî ìíîãî-
óãîëüíèêà êàê íà áîëüøåì îñíîâàíèè ðàâíîáîêóþ òðàïåöèþ ñ óãëîì 60◦

è áîêîâîé ñòîðîíîé ε. Çàìåíèì òåïåðü â ñåòè èñõîäíûé öèêë èç áîëüøèõ
îñíîâàíèé ýòèõ òðàïåöèé íà èõ áîêîâûå ñòîðîíû è ìåíüøèå îñíîâàíèÿ, ñì.
ðèñ. 3.20. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ýòîì äëèíà ñåòè íå èçìåíèòñÿ.

ßñíî, ÷òî ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå ð¼áðà, îãðàíè÷èâàþùèå ÿ÷åéêó, ÿâ-
ëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè, è â êàæäîé âåðøèíå ñåòè íà ãðàíèöå ÿ÷åéêè òðè
íåâûðîæäåííûõ ðåáðà ñõîäÿòñÿ ïîä óãëàìè â 120◦, âîçìîæíà îáðàòíàÿ
îïåðàöèÿ � ðàñòÿæåíèå ÿ÷åéêè.

1 (a). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî `(12) = 0 è âåðøèíà A ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé
1. Òîãäà âåðøèíà 2 ñåòè íàõîäèòñÿ â âåðøèíå A ìíîãîãðàííèêà, ïîëíûé
óãîë â êîòîðîé ðàâåí π

3 . Ïîýòîìó åñëè îáà ðåáðà 23 íåâûðîæäåíû, òî óãîë
ìåæäó íèìè â âåðøèíå 2 ìåíüøå, ÷åì 2π

3 , è âêëåéêà òðîéíè÷êà â ýòîò óãîë
óêîðà÷èâàåò ñåòü, íå íàðóøàÿ ñîîòâåòñòâèÿ σ, à çíà÷èò îñòàâëÿÿ ñåòü â
Ω. Ïðîòèâîðå÷èå, çíà÷èò, ðîâíî îäíî èç ð¼áåð 23 âûðîæäåíî (î÷åâèäíî,
÷òî îáà îíè âûðîæäåíû áûòü íå ìîãóò). Òîãäà âåðøèíà 3 òîæå íàõîäèò-
ñÿ â òî÷êå A. Åñëè ðåáðî 34 íåâûðîæäåííî, òî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó
ðàññóæäåíèþ ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå âêëåéêîé òðîéíè÷êà â óãîë ìåæäó
íåâûðîæäåííûìè ð¼áðàìè 32 è 34. Çíà÷èò, ðåáðî 34 òîæå âûðîæäåíî, è
A = 4, çíà÷èò, 4 6= B, ò.å. ðåáðî 44 íåâûðîæäåííî, à óãîë ÿ÷åéêè 44 â
âåðøèíå 4 = A ìåíüøå 2π

3 � âêëåéêà òðîéíè÷êà â ýòîò óãîë ïðèâîäèò íàñ
ê îêîí÷àòåëüíîìó ïðîòèâîðå÷èþ.

1 (b). Ïóñòü `(11) = 0 6= `(12). Ñäåëàåì ¾ðàñòÿæåíèå¿ âûðîæäåí-
íîãî îäíîóãîëüíèêà. Ìàëàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè A èçîìåòðè÷íà êîíóñó ñ
ëîêàëüíî ïëîñêîé ìåòðèêîé è ïîëíûì óãëîì π

3 ïðè âåðøèíå, à ðåáðî 12
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Ðèñ. 3.21: Îäíîóãîëüíèê

èçîìåòðè÷íî îäíîé èç îáðàçóþùèõ ýòîãî êîíóñà.
Íà ðèñ. 3.21 ïîêàçàíà ðàçâ¼ðòêà êîíóñà, ïîëó÷åí-
íàÿ â ðåçóëüòàòå ðàçðåçà âäîëü îáðàçóþùåé, è íà-
ðèñîâàíà ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ðàñòÿæåíèÿ îä-
íîóãîëüíàÿ ÿ÷åéêà ñ âåðøèíîé â òî÷êå X. Âìåñòî
ó÷àñòêà AX â ñòàðîé ñåòè â íîâîé ñåòè ïîÿâëÿåò-
ñÿ ðåáðî XX òîé æå äëèíû, òàê ÷òî ëåãêî âèäåòü,
÷òî äëèíà ñåòè ïðè òàêîé äåôîðìàöèè íå ìåíÿåòñÿ.

1 (c). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî `(11) > 0. Âåðøèíà A íå ìîæåò ëåæàòü
âíóòðè ðåáðà 11 ïî ñëåäñòâèþ 8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðøèíà A ñîâïàëà ñ
òî÷êîé 1. Ðåáðî 12 íåâûðîæäåííî ïî äîêàçàííîìó â ïóíêòå 1(a), ïîýòîìó
ñíîâà ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ âêëåéêà òðîéíè÷êà (â ëþáîé èç äâóõ óãëîâ
ìåæäó ð¼áðàìè 11 è 12).

1 (d). Êàê ìû óæå ïîêàçàëè, âåðøèíà A íàõîäèòñÿ âíóòðè ñâîåé
ÿ÷åéêè. Çíà÷èò, óãîë ýòîé ÿ÷åéêè â âåðøèíå 1 íå ìåíüøå 120◦ (èíà÷å âêëåé-
êà òðîéíè÷êà â ýòîò óãîë ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ). Åñëè âíóòðè ðåáðà 11
èìåþòñÿ êàêèå-òî äðóãèå âåðøèíû, òî óãîë ñ âíóòðåííåé ñòîðîíû íàøåé
ÿ÷åéêè â ýòèõ âåðøèíàõ íå ìåíüøå π (èíà÷å ñïðÿìëåíèå âíóòðü ïðèâî-
äèò ê ïðîòèâîðå÷èþ). Çíà÷èò, åñëè âñåãî â ÿ÷åéêå n óãëîâ, òî èõ ñóììà
íå ìåíüøå (n − 1)π + 2π

3 = (n − 2)π + 5π
3 . Íî ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Áîííå

(ëåììà 3.2) ñóììà óãëîâ ÿ÷åéêè äîëæíà áûòü ðàâíà êàê ðàç π(n− 2) + 5π
3 ,

çíà÷èò, óãîë ïðè âåðøèíå 1 � ðîâíî 2π
3 , à îñòàëüíûå âíóòðåííèå ¾óãëû¿

ÿ÷åéêè ðàâíû π, ò.å. äðóãèõ èçëîìîâ íåò. Çíà÷èò, ìîæíî ïðèìåíèòü îïè-
ñàííîå âûøå ñæàòèå ÿ÷åéêè, ïîñëå êîòîðîãî ðåáðî 11 (âêëþ÷àÿ òî÷êó 1)
óæå òî÷íî íå áóäåò ñîäåðæàòü âåðøèí ìíîãîãðàííèêà.

1 (e). Ñ ó÷¼òîì ïðîäåëàííûõ îïåðàöèé ÿ÷åéêà 11 óäîâëåòâîðÿåò âñåì
óñëîâèÿì, íåîáõîäèìûì äëÿ ñæàòèÿ. Ïîýòîìó åñëè ðåáðî 12 â íàøåé ñåòè
âûðîæäåííî, ñäåëàåì ñæàòèå ÿ÷åéêè 11 è òåì ñàìûì óäëèíèì ðåáðî 12.

Ðèñ. 3.22: Ê ïóíêòó 3.

3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäíî èç ð¼áåð
23 âûðîæäåíî. Òîãäà â òî÷êå 2 = 3 ñõî-
äÿòñÿ 4 íåâûðîæäåííûõ ðåáðà � ðåáðî
12, ðåáðî 34 è äâà êîíöà íåâûðîæäåííî-
ãî ðåáðà 23. Îíè îáðàçóþò 4 óãëà, çíà÷èò,
õîòÿ áû îäèí èç íèõ ìåíüøå 2π

3 . Ñäåëàåì
âêëåéêó òðîéíè÷êà â ýòîò óãîë è äîêà-
æåì, ÷òî ïîëó÷èâøàÿñÿ â ðåçóëüòàòå ñåòü
ïðèíàäëåæèò Ω. Âî-ïåðâûõ, ëåãêî ïðî-
âåðèòü, ÷òî íîâàÿ ñåòü áóäåò ðåàëèçîâû-
âàòü ïëîñêèé ãðàô G, ñì. ðèñ. 3.22. Âî-âòîðûõ, åñëè íè âåðøèíà C, íè
âåðøèíà D íå ñîâïàäàëè ñ òî÷êîé 2 = 3, òî ñîîòâåòñòâèå σ äëÿ íîâîé
ñåòè î÷åâèäíûì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ èç ñòàðîãî ñîîòâåòñòâèÿ. Åñëè æå, íà-
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ïðèìåð, C = 2 = 3, òî ñèòóàöèÿ íåìíîãèì ñëîæíåå � òî÷êà C ëåæèò
íà ãðàíèöå îáåèõ ïÿòèóãîëüíûõ ÿ÷ååê íîâîé ñåòè, òàê ÷òî ñòàðîå ñîîò-
âåòñòâèå σ ñíîâà ïîäõîäèò. Èòàê, íîâàÿ, áîëåå êîðîòêàÿ, ñåòü ëåæèò â Ω,
ïðîòèâîðå÷èå.

4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðøèíà C ëåæèò âíóòðè ðåáðà 12. Ïîñêîëüêó
ïîëíûé óãîë â âåðøèíå C ìåíüøå 2π, âîçìîæíî ñïðÿìëåíèå ðåáðà â ýòîé
òî÷êå õîòÿ áû â îäíó èç äâóõ ñòîðîí. Ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ñïðÿìëå-
íèÿ ñåòü êîðî÷å è ïî-ïðåæíåìó ïðèíàäëåæèò Ω ñ òåì æå ñîîòâåñòâèåì σ,
ïîñêîëüêó â èñõîäíîé ñåòè ïî îáå ñòîðîíû îò ðåáðà 12 íàõîäèòñÿ ÿ÷åéêà,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ C. Åñëè æå âåðøèíà C ïîïàëà â îäèí èç êîíöîâ ðåáðà
12, òî ê ïðîòèâîðå÷èþ ïðèâîäèò âêëåéêà òðîéíè÷êà â óãîë, ìåíüøèé 2π

3 .
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âêëåéêà òðîéíè÷êà â ëþáîé èç (øåñòè ïîòåíöèàëüíî
âîçìîæíûõ) óãëîâ ñîõðàíÿåò ñîîòâåñòâèå σ.

5 (a). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáå âåðøèíû C è D ïðèíàäëåæàò ð¼á-
ðàì 23. Â òàêîì ñëó÷àå îáå ýòè âåðøèíû ëåæàò íà ãðàíèöàõ îáåèõ ïÿòè-
óãîëüíûõ ÿ÷ååê, ïîýòîìó ïîìèìî âûáðàííîãî íàìè ñîîòâåòñòâèÿ σ, èçîá-
ðàæ¼ííîãî íà ðèñ. 3.19, ïîäõîäèò è åù¼ îäíî ñîîòâåòñòâèå σ′, â êîòîðîì
σ′(C) = σ(D), σ′(D) = σ(C).

Â ïóíêòå (4) ìû äîêàçàëè, ÷òî C 6= 2 è, àíàëîãè÷íî, D 6= 3. Åñëè
C = 3, ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâèå σ′ � äëÿ ýòîãî ñîîòâåòñòâèÿ ðàññóæäåíèå,
ïðîâåä¼ííîå â (4), äà¼ò, ÷òî C 6= 3. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âåðøèíà C
ëåæèò âíóòðè êàêîãî-òî ðåáðà 23. Òîãäà õîòÿ áû îäèí èç óãëîâ ýòîãî ðåáðà
â ýòîé òî÷êå ìåíüøå π, ñäåëàåì ñïðÿìëåíèå. Â ñåòè, ïîëó÷èâøåéñÿ ïîñëå
ñïðÿìëåíèÿ, òî÷êà C áóäåò ëåæàòü óæå íå íà ðåáðå, à âíóòðè îäíîé èç
ïÿòèóãîëüíûõ ãðàíåé, ò.å. ëèáî âíóòðè ãðàíè σ(C), ëèáî âíóòðè ãðàíè
σ′(C), à âåðøèíà D ïî-ïðåæíåìó áóäåò ëåæàòü íà ãðàíèöå îáåèõ ãðàíåé.
Çíà÷èò, äëÿ íîâîé ñåòè ïîäõîäèò ëèáî ñîîòâåòñòâèå σ, ëèáî σ′, ò.å. íîâàÿ
ñåòü ëåæèò â Ω, ïðîòèâîðå÷èå.

Ðèñ. 3.23: Ê ïóíêòó 5(b).

5 (b). Ïóñòü âåðøèíà D íàõî-
äèòñÿ íà ðåáðå 23 èëè â âåðøèíå 2,
à òî÷êà C � âíóòðè ñâîåé ÿ÷åéêè.
Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Áîííå (ëåììà 3.2)
äëÿ ýòîé ïÿòèóãîëüíîé ÿ÷åéêè ïîëó-
÷àåì â ïåðâîì ñëó÷àå 5 · 2π

3 + ∠D =
π(5 − 2 + 1) + π

3 , îòêóäà ∠D = π,
èëè âî âòîðîì ñëó÷àå, êîãäà D = 2,
îáîçíà÷èì ÷åðåç ∠D âíóòðåííèé óãîë
ÿ÷åéêè σ(D) â òî÷êå D = 2, òîãäà
3 · 2π

3 + 5π
3 − ∠D = π(5 − 2) + π

3 , îòêóäà ∠D = π
3 . Çíà÷èò, óãëû ÿ÷åéêè

σ(C) â òî÷êå 3 â ñóììå äàþò 4π
3 . Êðîìå òîãî, êàæäûé èç íèõ íå ìåíüøå

2π
3

(èíà÷å âîçìîæíà âêëåéêà òðîéíè÷êà), ïîýòîìó îáà îíè ðàâíû 2π
3 .
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Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî ÿ÷åéêà σ(C) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïÿòèóãîëü-
íèê, âñå óãëû êîòîðîãî ðàâíû 2π

3 , ïîýòîìó îíà ïðèãîäíà äëÿ ñæàòèÿ. Ïðàâ-
äà, ýòà ÿ÷åéêà èìååò ñàìîíàëîæåíèå ãðàíèöû (ðåáðî 12), íî ýòî íå ìåøàåò
ïðîâåñòè ñîõðàíÿþùóþ äëèíó ñåòè îïåðàöèþ, àíàëîãè÷íóþ ñæàòèþ � ïî-
ñòðîèòü íà ð¼áðàõ 23 âíóòðü ÿ÷åéêè σ(C) äâà ïàðàëëåëîãðàììà ñ óãëîì
60◦, ñì. ðèñ. 3.23. Ïîñëå ¾ñäâèãà¿ ð¼áåð 23 ¾âëåâî¿ íà ìåñòî ïóíêòèðíûõ
ëèíèé ìû ïîëó÷èì íîâóþ ñåòü èç Ωmin, óæå íå ñîäåðæàùóþ íà ð¼áðàõ 23
âåðøèí ìíîãîãðàííèêà.

Èòàê, äîêàçàíû âñå çàÿâëåííûå óòâåðæäåíèÿ, è äîêàçàòåëüñòâî ëåì-
ìû 3.14 çàâåðøåíî. �

Ïîìèìî ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîñòîé ìèíèìàëüíîé ñåòè íà âñåõ ìíîãî-
ãðàííèêàõ ñ êðèâèçíàìè π

3 ,
π
3 ,

5π
3 ,

5π
3 , ïðèâåä¼ííîå ðàññóæäåíèå èìååò ñëå-

äóþùèé èíòóèòèâíûé ñìûñë. Åñëè ìû âëîæèì ñåòü èç ýëàñòè÷íûõ ðå-
çèíî÷åê òèïà G, òàê ÷òî âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà íàõîäÿòñÿ â íóæíûõ
ÿ÷åéêàõ (òàê, êàê îïèñàíî â îïðåäåëåíèè Ω), è âñòàâèì èãîëêè â âåðøèíû
ìíîãîãðàííèêà òàê, ÷òîáû ñåòü íå ìîãëà ñîñêîëüçíóòü ñ íèõ, ïðè÷¼ì ïî-
ïðîñèì ñåòü ¾îòîäâèãàòüñÿ¿ îò âåðøèí ìíîãîãðàííèêà â òîì ñëó÷àå, åñëè
åñòü âîçìîæíîñòü ñäåëàòü ýòî, íå ìåíÿÿ äëèíó, ðàçðåøèì ð¼áðàì 12 è 34
ïåðåñêàêèâàòü ÷åðåç âåðøèíû C è D ñîîòâåòñòâåííî, à òàê æå çàïðåòèì
ñåòè ïåðåñòðàèâàòü ñòðóêòóðó, òî ñåòü ëèáî ïðåâðàòèòñÿ â ìèíèìàëüíóþ,
ëèáî áóäåò íàòÿíóòà ð¼áðàìè 23 íà âåðøèíû C,D. Åñëè ðàçðåøèòü åù¼ è
îäíîâðåìåííîå ïåðåïðûãèâàíèå ÷åðåç íèõ, òî ñåòü â êîíöå êîíöîâ (ñëåäóÿ
íàøèì ðåêîìåíäàöèÿì ïî îòîäâèãàíèþ îò âåðøèí) ïðèä¼ò â óñòîé÷èâîå
ïîëîæåíèå, ò.å. ïðåâðàòèòñÿ â ìèíèìàëüíóþ.
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