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1 Ââåäåíèå

Ðàáîòà îòíîñèòñÿ ê òåîðèè êîíôèãóðàöèé ïîäìíîãîîáðàçèé � àêòèâíî ðàçâèâàþ-
ùåìóñÿ íàïðàâëåíèþ, ñâÿçàííîìó ñ êîìáèíàòîðèêîé, àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèåé,
òåîðèåé óçëîâ, àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèåé. Ïîä òåîðèåé êîíôèãóðàöèé ïîäìíîãîîá-
ðàçèé ìû èìååì â âèäó â ïåðâóþ î÷åðåäü ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ êîìáèíàòîðèêè
è òîïîëîãèè êîíå÷íûõ íàáîðîâ ïëîñêîñòåé è èõ äîïîëíåíèé â àôôèííûõ è ïðîåê-
òèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, à òàêæå îáîáùåíèÿ íà íàáîðû ïîäìíîãîîáðàçèé â äðóãèõ
ìíîãîîáðàçèÿõ. Áàçîâûå ôàêòû òåîðèè ñì. â êíèãå Ï. Îðëèêà, Õ. Òåðàî [32] 1992 ã.,
à ãåîìåòðè÷åñêèå àñïåêòû � â îáçîðå Â.À. Âàñèëüåâà [3] 2001 ã. Ðÿä îáîáùåíèé äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ ìíîãîîáðàçèé ñäåëàë Ï. Äåøïàíä [16] â 2011 ã.

Îáçîð îñíîâíûõ èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Êîìáèíàòîðèêà ÷èñëà îáëàñòåé. Ðàçáèåíèÿ âåùåñòâåííûõ àôôèííûõ è ïðîåê-
òèâíûõ ïðîñòðàíñòâ íàáîðàìè ïîâåðõíîñòåé êîðàçìåðíîñòè îäèí èçó÷àë ß.Øòåéíåð
[36] â 1826 ãîäó. Îí ðàññìàòðèâàë ðàçáèåíèÿ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà êîíå÷íûìè
íàáîðàìè ïëîñêîñòåé è ñôåð, ïðè÷åì íàáîðû ñîñòîÿëè èç ñåìåéñòâ ïàðàëëåëüíûõ
ïëîñêîñòåé è êîíöåíòðè÷åñêèõ ñôåð, è ñåìåéñòâà íàõîäèëèñü â îáùåì ïîëîæåíèè
îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà. ß. Øòåéíåð íàøåë ÷èñëî îáëàñòåé ïðîñòðàíñòâà äëÿ òà-
êèõ ðàçáèåíèé ñ óêàçàííûìè ÷èñëàìè ïîâåðõíîñòåé â ñåìåéñòâàõ. Ð. Áàê [11] â 1943 ã.
íàøåë ìàêñèìàëüíûå âîçìîæíûå ÷èñëà k �ìåðíûõ êëåòîê â ðàçáèåíèÿõ ïðîåêòèâíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà RPd íàáîðàìè n ãèïåðïëîñêîñòåé. Ð. Øåííîí [35] â 1976 ã. äîêàçàë
íèæíèå îöåíêè íà ÷èñëà k �ìåðíûõ ïëîñêîñòåé ïåðåñå÷åíèÿ è k �ìåðíûõ êëåòîê
â ðàçáèåíèÿõ ïðîñòðàíñòâà RPd íàáîðàìè n ãèïåðïëîñêîñòåé (òðåáîâàëîñü, ÷òîáû
ïåðåñå÷åíèå âñåõ n ãèïåðïëîñêîñòåé áûëî ïóñòûì ìíîæåñòâîì).

Ôîðìóëà Çàñëàâñêîãî. Ò. Çàñëàâñêèé [37] â 1975 ã. îïðåäåëèë õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèé ìíîãî÷ëåí íàáîðà ãèïåðïëîñêîñòåé àôôèííîãî èëè ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà
ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ìåáèóñà ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà ïåðåñå÷åíèé; íà-
øåë ëèíåéíûå êîìáèíàöèè çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà â íåêîòîðûõ
òî÷êàõ, çàäàþùèå ÷èñëî âñåõ îáëàñòåé è ÷èñëî îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé â ðàçáèåíè-
ÿõ ïðîñòðàíñòâà ãèïåðïëîñêîñòÿìè (äëÿ îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
ïåðåñå÷åíèå âñåõ ãèïåðïëîñêîñòåé áûëî òî÷êîé èëè ïóñòûì ìíîæåñòâîì). Ð. Ýðåí-
áåðã, Ì. Ðýääè, Ì. Ñëîóí [17] â 2009 ã. îïðåäåëèëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
è ïðåäúÿâèëè àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû äëÿ êëåòî÷íûõ ðàçáèåíèé ìíîãîìåðíîãî ïëîñ-
êîãî òîðà íàáîðîì ïëîñêèõ ïîäòîðîâ êîðàçìåðíîñòè îäèí. Ï. Äåøïàíä [16] â 2011 ã.
îáîáùèë ôîðìóëû Çàñëàâñêîãî äëÿ êîíôèãóðàöèé ïîäìíîãîîáðàçèé (â îïðåäåëåíèè
êîíôèãóðàöèé ïîäìíîãîîáðàçèé òðåáîâàëîñü, ÷òîáû ïåðåñå÷åíèå ïîäìíîãîîáðàçèé
áûëî ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíî ïåðåñå÷åíèþ ïëîñêîñòåé).

Êîãîìîëîãèè äîïîëíåíèÿ â êîìïëåêñíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ï. Îðëèê è Ë. Ñîëîìîí
[31] â 1980 ã. âûðàçèëè êîëüöî öåëî÷èñëåííûõ êîãîìîëîãèé äîïîëíåíèÿ ê íàáîðó êîì-
ïëåêñíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ÷åðåç ÷. ó. ì. ïåðåñå÷åíèé ãèïåðïëîñêîñòåé (ïîñòðîåííàÿ
àëãåáðà áûëà íàçâàíà â èõ ÷åñòü). Îíè çàìåòèëè, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî-
÷ëåí äëÿ íàáîðà âåùåñòâåííûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ñîâïàäàåò ñ ìíîãî÷ëåíîì Ïóàíêàðå
äëÿ êîìïëåêñèôèöèðîâàííîãî íàáîðà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî îáëàñòåé ðàçáèå-
íèÿ âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà Rm íàáîðîì ãèïåðïëîñêîñòåé ðàâíî ñóììå ÷èñåë
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Áåòòè äîïîëíåíèÿ â Cm ê îáúåäèíåíèþ êîìïëåêñèôèöèðîâàííûõ ãèïåðïëîñêîñòåé.
Îáçîð Ñ.À. Þçâèíñêîãî [9] 2001 ã. ïîñâÿùåí ñâîéñòâàì àëãåáð Îðëèêà-Ñîëîìîíà è
íåêîòîðûì èõ ïðèëîæåíèÿì.

Ãîìîòîïè÷åñêèå ñâîéñòâà äîïîëíåíèé ê íàáîðàì ïëîñêîñòåé. Ã.Ë. Ðûáíèêîâ [8]
â 2011 ã. ïîñòðîèë äâå êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíûå êîíôèãóðàöèè ïðÿìûõ íà êîì-
ïëåêñíîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, ó êîòîðûõ ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû äîïîëíåíèé
íå èçîìîðôíû.

Íàáîðû ïñåâäîïðÿìûõ íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Ïîä íàáîðîì ïñåâäîïðÿìûõ1

ìû èìååì â âèäó êîíå÷íûé íàáîð ãëàäêèõ çàìêíóòûõ íåñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ êðè-
âûõ, ëþáûå äâå èç êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî â åäèíñòâåííîé òî÷êå. ×å-
ðåç ti îáîçíà÷èì ÷èñëî òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ i ïñåâäîïðÿìûì; ÷åðåç n îáîçíà÷èì
÷èñëî ïñåâäîïðÿìûõ íàáîðà. Èñêëþ÷èì èç ðàññìîòðåíèÿ íàáîðû, â êîòîðûõ âñå n
ïñåâäîïðÿìûõ ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó. Èçâåñòíà ñåðèÿ ðåçóëüòàòîâ (ñì. îáçîðû
Ï. Áðàññ, Óèë. Ìîçåð, ß. Ïàõ [12] 2005 ã., Í. Íèëàêàíòàí [30] 2005 ã.), âåäóùèõ íà-
÷àëî îò ãèïîòåçû Ñèëüâåñòðà t2 ≥ 1. Ï. Ýðäåø è Ã.Á. Ïóðäè â [18] 1978 ã. ïîëó÷èëè
íåðàâåíñòâî

max{t2, t3} > n− 1 ïðè n > 25;

äîêàçàëè, ÷òî åñëè t2 < n−1, òî t3 > cn2 äëÿ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòû c.
Äæ. Ñöèìà è Å.Ò. Ñîéåð â [14, 15] 1993 ã. äîêàçàëè, ÷òî t2 > 6

13
n ïðè n > 8. Èçâåñòåí

ïðèìåð ñ t2 = n
2
äëÿ ÷åòíûõ n > 6, è ãèïîòåçà Äèðàêà2 óòâåðæäàåò, ÷òî t2 >

[
n
2

]
.

Ý. Ìåëüõèîð [27] 1940 ã. ïîëó÷èë ëèíåéíîå ïî ti íåðàâåíñòâî, îáðàùåíèå êîòîðîãî â
ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî âñå îáëàñòè ðàçáèåíèÿ òðåóãîëüíûå. Ô. Õèðöåáðóõ
[23] 1986 ã., èçó÷àÿ âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ ÷èñåë ×åðíà äëÿ äâóìåðíûõ
êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé, äîêàçàë äëÿ íàáîðîâ êîìïëåêñíûõ ïðÿìûõ ëèíåéíîå ïî
ti è n íåðàâåíñòâî (íå ýêâèâàëåíòíîå íåðàâåíñòâó Ìåëüõèîðà; òðåáóþùåå, ÷òîáû íå
áîëåå n− 3 ïðÿìûõ ïåðåñåêàëèñü â îäíîé òî÷êå).

Ñâÿçü êîíôèãóðàöèé ãèïåðïëîñêîñòåé ñ ìíîãîãðàííèêàìè. Çîíîýäðîì â Rd íà-
çûâàåòñÿ âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, âñå ãèïåðãðàíè êîòîðîãî öåíòðàëüíî ñèììåò-
ðè÷íû. À.Ä. Àëåêñàíäðîâ [1] â 1933 ã. çàìåòèë, ÷òî çîíîýäð ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíî-
ñèììåòðè÷íûì ìíîãîãðàííèêîì. Èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ ñâÿçü íàáîðîâ ãèïåðïëîñêî-
ñòåé â ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ (ò.å. íàáîðîâ ïîäïðîñòðàíñòâ àôôèííûõ ïðî-
ñòðàíñòâ êîðàçìåðíîñòè îäèí) ñ çîíîýäðàìè, (ñì. Á. Ãðþíáàóì [20], 1967 ã.). Äëÿ
êàæäîãî ïîäïðîñòðàíñòâà pi êîíå÷íîãî íàáîðà ïîäïðîñòðàíñòâ â Rn+1 âîçüìåì åäè-
íè÷íûé îòðåçîê, ïåðïåíäèêóëÿðíûé pi, ïîñëå ÷åãî âîçüìåì ñóììó Ìèíêîâñêîãî3 ýòèõ
îòðåçêîâ. Íàïðèìåð, äëÿ íàáîðîâ ïðÿìûõ íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïðÿìûå ñîîò-
âåòñòâóþò ïîÿñêàì çîíîýäðà, îáëàñòè ïëîñêîñòè RP2 � ïàðàì ïðîòèâîïîëîæíûõ
âåðøèí çîíîýäðà, òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ � ïàðàì ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé çî-
íîýäðà; òðåì íå êîëëèíåàðíûì ïðÿìûì íà ïëîñêîñòè RP2 ñîîòâåòñòâóåò êóá.

1Ïðèìåð íåñïðÿìëÿåìîãî íàáîðà ïñåâäîïðÿìûõ ìîæíî ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Äåçàðãà
î êîëëèíåàðíîñòè òðåõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí äâóõ ïåðñïåêòèâíûõ òðåóãîëü-
íèêîâ.

2Èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷èëè Á. Ãðèí, Ò. Òàî [19] â 2012 ã., èñïîëüçîâàâ ìåòîäû àääèòèâíîé
êîìáèíàòîðèêè. Â ÷àñòíîñòè, çàÿâëåíî î äîêàçàòåëüñòâå ãèïîòåçû Äèðàêà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
n.

3íàïîìíèì, ÷òî ñóììà Ìèíêîâñêîãî äâóõ òåë A è B, ðàñïîëîæåííûõ â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå,
ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ òî÷åê a+ b, ãäå a ∈ A è b ∈ B.
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Íèæíèå îöåíêè ÷èñëà îáëàñòåé â ðàçáèåíèÿõ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Á. Ãðþí-
áàóì [21] â 1972 ã. âïåðâûå ïîñòàâèë âîïðîñ îá îïèñàíèè ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ÷èñåë
f îáëàñòåé â ðàçáèåíèÿõ âåùåñòâåííîé äâóìåðíîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè íàáîðàìè
èç n ïðîåêòèâíûõ ïðÿìûõ è äîêàçàë, ÷òî

f > 3n− 6 ïðè m 6 n− 2,

ãäå m � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèõñÿ â îäíîé òî÷êå. Òåì ñàìûì,
÷èñëî îáëàñòåé íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü èíòåðâàëó (2n− 2; 3n− 6). Òàêæå Á. Ãðþí-
áàóì ïðåäïîëîæèë, ÷òî ïðè n ≥ 9 ÷èñëî îáëàñòåé íå ìîæåò íàõîäèòüñÿ â èíòåðâàëå
(3n− 5, 4n− 12). Ýòó ãèïîòåçó íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà äîêàçàëè Ð. Êîðäîâèë [13]
â 1980 ã., Äæ.Á. Ïóðäè [33] â 1980 ã. äëÿ n > 40 è Í. Ìàðòèíîâ [25] â 1990 ã. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû Á. Ãðþíáàóìà Äæ.Á. Ïóðäè ïîòðåáîâàëîñü äîêàçàòü, ÷òî
åñëè äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî ÷èñëà k

m 6 n− k è n > 4k2 + k + 1, òî f > (k + 1)(n− k).

Ïîçæå Í. Ìàðòèíîâ [26] â 1993 ã. ïîëíîñòüþ îïèñàë âñå ÷èñëà îòðåçêà

[2n− 2,
n(n− 1)

2
+ 1],

êîòîðûå ìîãóò ðåàëèçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå ÷èñëà îáëàñòåé. Â.È. Àðíîëüä [2] â 2008 ã.,
íå çíàÿ î ðàáîòå Í. Ìàðòèíîâà, ïîñòàâèë çàäà÷ó îá îïèñàíèè âñåõ âîçìîæíûõ ÷èñåë
îáëàñòåé �ñ íóëÿ�. Îí íàçâàë ëàêóíàìè öåëûå ÷èñëà, ïðèíàäëåæàùèå èíòåðâàëàì
(ai, bi), ãäå

ai = i(n− i+ 1) + C2
i−1, bi = (i+ 1)(n− i).

Â.È. Àðíîëüä äîêàçàë, ÷òî ÷èñëî îáëàñòåé íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü ëàêóíå íîìåð
i äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n (äëÿ n & i2), îäíàêî â åãî ðàáîòå [2] îñòàëñÿ íåâûÿñ-
íåííûì âîïðîñ, åñòü ëè â ëàêóíå íîìåð i ðåàëèçóåìûå çíà÷åíèÿ ÷èñëà îáëàñòåé ïðè
i2

2
. n . i2 è i > 3.
Âåñüìà ëþáîïûòíî ñðàâíèòü ìíîæåñòâà ïàð ÷èñåë (n, f), ðåàëèçóåìûõ íàáîðàìè

ïðÿìûõ íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, ñ òåìè æå ìíîæåñòâàìè, ðåàëèçóåìûìè íàáîðàìè
ïñåâäîïðÿìûõ. Àïðèîðè áûëî íåèçâåñòíî, ñîâïàäàþò ëè ýòè ìíîæåñòâà, ïîñêîëüêó
ñóùåñòâóþò ïðèìåðû íåñïðÿìëÿåìûõ íàáîðîâ ïñåâäîïðÿìûõ. Îäíàêî Í. Ìàðòèíîâ
çàìåòèë, ÷òî ìíîæåñòâà ñîâïàäàþò, ïîñêîëüêó åãî ðàññóæäåíèÿ [26] äëÿ íàáîðîâ
ïðÿìûõ äîñëîâíî ïåðåíîñÿòñÿ íà íàáîðû ïñåâäîïðÿìûõ.

Çàìêíóòûå ãåîäåçè÷åñêèå. Ïòèöûíà [7] â 1994 ã. èçó÷àëà çàìêíóòûå ëîêàëüíî
ìèíèìàëüíûå ñåòè íà ðàâíîãðàííûõ òåòðàýäðàõ (ãðàíè � ðàâíûå îñòðîóãîëüíûå
òðåóãîëüíèêè, àâòîðñêèé òåðìèí � êâàçèïðàâèëüíûå).

Â.Þ. Ïðîòàñîâ [5, 6] â 2007 � 2008 ãã. èññëåäîâàë ïðîñòûå çàìêíóòûå ãåîäåçè-
÷åñêèå íà òåòðàýäðàõ (â îñíîâíîì, íåðàâíîãðàííûõ); äîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîé ïðî-
ñòîé çàìêíóòîé ãåîäåçè÷åñêîé íà ïðîèçâîëüíîì òåòðàýäðå ñóùåñòâóåò êîìáèíàòîðíî
ýêâèâàëåíòíàÿ åé (ò.å. ïåðåñåêàþùàÿ ðåáðà â òîì æå ïîðÿäêå) çàìêíóòàÿ ãåîäåçè-
÷åñêàÿ íà ïðàâèëüíîì òåòðàýäðå. Îòíåñÿ â îäèí êëàññ çàìêíóòûå ãåîäåçè÷åñêèå,
ïàðàëëåëüíûå äàííîé, Â.Þ. Ïðîòàñîâ äîêàçàë êîíå÷íîñòü ÷èñëà êëàññîâ çàìêíó-
òûõ ïðîñòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ íà íåðàâíîãðàííûõ òåòðàýäðàõ è íàøåë âåðõíèå îöåí-
êè; ïîëó÷èë íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå è íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òîáû
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íà íåðàâíîãðàííîì òåòðàýäðå ñóùåñòâîâàëà õîòÿ áû îäíà çàìêíóòàÿ ïðîñòàÿ ãåî-
äåçè÷åñêàÿ; äîêàçàë, ÷òî åäèíñòâåííûå òðåõìåðíûå ìíîãîãðàííèêè, íà ïîâåðõíîñòè
êîòîðûõ åñòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ çàìêíóòûõ ïðîñòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ, ñóòü
ðàâíîãðàííûå òåòðàýäðû.

Àâòîð íå ïðåòåíäóåò íà äîñòàòî÷íî ïîëíûé îáçîð ëèòåðàòóðû, óïîìÿíóòû òîëüêî
íåêîòîðûå ðàáîòû, íàèáîëåå ñâÿçàííûå ñ òåìîé è ðåçóëüòàòàìè äèññåðòàöèè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Ïóñòü Md � ñâÿçíîå çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå, A � îáúåäèíåíèå n ñâÿçíûõ çà-
ìêíóòûõ ïîäìíîãîîáðàçèé êîðàçìåðíîñòè îäèí. Ïóñòü f � ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿç-
íîñòè äîïîëíåíèÿ Md \ A. Òðåáóåòñÿ íàéòè èëè îïèñàòü ìíîæåñòâà âñåõ âîçìîæ-
íûõ ÷èñåë f äëÿ äàííûõ Md è n. Ïðè ýòîì åñòåñòâåííî èñêàòü ìíîæåñòâà ÷èñåë f ,
íàêëàäûâàÿ íåêîòîðûå óñëîâèÿ íà òèï ïîäìíîãîîáðàçèé èëè íà èõ íàáîðû. Íàïðè-
ìåð, ðàññìàòðèâàòü íàáîðû çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ íà äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ
ñ ìåòðèêîé ïîñòîÿííîé ãàóññîâîé êðèâèçíû, íàáîðû ïëîñêîñòåé êîðàçìåðíîñòè îäèí
â àôôèííûõ èëè ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

1. Äëÿ íàáîðîâ ïñåâäîïðÿìûõ íà âåùåñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP2 íàé-
äåíî è äîêàçàíî íåðàâåíñòâî

t2 +
3

2
t3 > 8 +

∑
i>4

(
2i− 7

1

2

)
ti

ïðè óñëîâèè tn = tn−1 = tn−2 = 0, ãäå ti� ýòî ÷èñëî òî÷åê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
ïðèíàäëåæèò ðîâíî i ïñåâäîïðÿìûì. Íà îñíîâå ýòîãî è äðóãèõ èçâåñòíûõ ðàíåå
ëèíåéíûõ ïî ti íåðàâåíñòâ ïîëó÷åíû íèæíèå îöåíêè ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
äîïîëíåíèÿ â RP2 ê îáúåäèíåíèÿì ïñåâäîïðÿìûõ. Ïîäðîáíåå ñì. òåîðåìû 2.2 è 2.3
äèññåðòàöèè è ðàáîòó àâòîðà [41].

2. Ïîëíîñòüþ âû÷èñëåíû ìíîæåñòâà F (M,n) ÷èñåë êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè äîïîë-
íåíèé â M ê îáúåäèíåíèÿì n çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà M :

• äâóìåðíûé òîð ñ ëþáîé4 ëîêàëüíî åâêëèäîâîé ìåòðèêîé,

• äâóìåðíàÿ áóòûëêà Êëåéíà ñ ëþáîé ëîêàëüíî åâêëèäîâîé ìåòðèêîé,

• òåòðàýäð ñ ðàâíûìè ãðàíÿìè (ëþáûìè îñòðîóãîëüíûìè òðåóãîëüíèêàìè),

áîëåå ïîäðîáíî ñì. òåîðåìû 3.2, 3.3 è 3.5 äèññåðòàöèè èëè ðàáîòû àâòîðà [39, 40].
3. Äëÿ íàáîðîâ èç n ñâÿçíûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîãîîáðàçèé Ai êîðàçìåðíîñòè îäèí

â ñâÿçíîì ãëàäêîì êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè Md áåç êðàÿ, ïîïàðíî òðàíñâåðñàëü-
íî ïåðåñåêàþùèõñÿ, íàéäåíà è äîêàçàíà íèæíÿÿ îöåíêà ÷èñëà ñâÿçíûõ êîìïîíåíò
äîïîëíåíèÿ ∣∣∣∣∣π0

(
Md \

n∪
i=1

Ai

)∣∣∣∣∣ > n− dimHd−1

(
Md, G

)
+ 1,

4îòìåòèì, ÷òî ïëîñêàÿ ìåòðèêà íà òîðå çàäàåòñÿ íåâûðîæäåííîé äâóìåðíîé ðåøåòêîé íà ïëîñ-
êîñòè, à ìíîæåñòâà F (M,n) íå çàâèñÿò îò âûáîðà ðåøåòêè
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ãäå ãðóïïà G = Z, åñëè Md è Ai îðèåíòèðóåìû, è G = Z2 èíà÷å. Ýòà îöåíêà òî÷íà â
ðÿäå ñëó÷àåâ, âêëþ÷àþùèõ íàáîðû ïîäòîðîâ ïëîñêèõ d � ìåðíûõ òîðîâ, íàáîðû ãè-
ïåðïëîñêîñòåé ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ, íàáîðû çàìêíóòûõ êðèâûõ íà äâóìåðíûõ
îðèåíòèðóåìûõ çàìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Áîëåå ïîäðîáíî ñì. òåîðåìó 4.1 äèññåð-
òàöèè èëè ðàáîòó àâòîðà [41].

4. Äëÿ íåïðèâîäèìûõ íàáîðîâ èç n ïëîñêîñòåé êîðàçìåðíîñòè îäèí â d�ìåðíîì
âåùåñòâåííîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå RPd âû÷èñëåíû ïåðâûå 4 ïî âîçðàñòàíèþ
÷èñëà ìíîæåñòâà F

(
RPd, n

)
ïðè n > 2d+5 è d > 3; âû÷èñëåíû ïåðâûå 36 ïî âîçðàñ-

òàíèþ ÷èñåë ìíîæåñòâà F
(
RP3, n

)
äëÿ íåïðèâîäèìûõ íàáîðîâ èç n > 50 ïëîñêîñòåé

â RP3, ñì. òåîðåìû 4.5 è 4.6 äèññåðòàöèè è ðàáîòó àâòîðà [41].
5. Ïîëíîñòüþ íàéäåíû ìíîæåñòâà F (Ld, n) ÷èñåë êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè äîïîë-

íåíèé â d�ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ëîáà÷åâñêîãî Ld ê îáúåäèíåíèÿì n ïëîñêîñòåé
êîðàçìåðíîñòè îäèí. Äëÿ äîïîëíåíèé â ïëîñêèõ d � ìåðíûõ òîðàõ T d ê îáúåäè-
íåíèÿì ïëîñêèõ ïîäòîðîâ êîðàçìåðíîñòè îäèí íàéäåíû áåñêîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà
ìíîæåñòâ F (T d, n). Âûäâèíóòà ãèïîòåçà, ÷òî ýòè ïîäìíîæåñòâà ñîâïàäàþò ñ ìíî-
æåñòâàìè F (T d, n) íà îñíîâàíèè òîãî, ÷òî äëÿ d = 2 ñîâïàäåíèå èìååòñÿ. Áîëåå
ïîäðîáíî ñì. òåîðåìû 4.10 è 4.9 äèññåðòàöèè è ðàáîòû àâòîðà [40, 41].

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü:

• íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Ìåòðè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ ïîâåðõíîñòåé è ìíî-
ãîãðàííèêîâ�, ïîñâÿùåííîé 100 � ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Í.Â. Åôèìîâà, Ìîñê-
âà, 2010 ã.;

• íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Þáèëåéíûé Ñèìïîçèóì À. Ç. Ïåòðîâà ïî
Îáùåé Òåîðèè Îòíîñèòåëüíîñòè è Ãðàâèòàöèè�, Êàçàíü, 2010 ã.;

• íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Äèôôåðåíöèàëüíûå Óðàâíåíèÿ è Ñìåæíûå
Âîïðîñû�, ïîñâÿùåííîé 110 � îé ãîäîâùèíå È. Ã. Ïåòðîâñêîãî, Ìîñêâà, 2011 ã.;

• íà íàó÷íîé êîíôåðåíöèè �Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ�, Ìîñêâà, 2011 ã.;

• íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Àëåêñàíäðîâñêèå ÷òåíèÿ�, Ìîñêâà, 2012 ã.

• íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Äèñêðåòíàÿ Ãåîìåòðèÿ�, ïîñâÿùåííîé 100 �
ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ À.Ä. Àëåêñàíäðîâà, ßðîñëàâëü, 2012 ã.

• íà ñåìèíàðå �Algebraische Geometrie� (ðóêîâîäèòåëè Prof. Dr. Hubert Flenner,
Prof. Gerhard Rohrle, Prof. Dr. Uwe Storch), Áîõóì, Ðóðñêèé óí-ò, 2009 ã.;

• íà ñåìèíàðå �Ãåîìåòðèÿ â öåëîì� (ðóêîâîäèòåëü ä.ô.-ì.í. È.Õ. Ñàáèòîâ), Ìîñê-
âà, ÌÃÓ, 2009 � 2010 ãã.;

• íà ãåîìåòðè÷åñêîì ñåìèíàðå èì. È.Ô. Øàðûãèíà (ðóêîâîäèòåëè ä.ô.-ì.í.
È.Õ. Ñàáèòîâ, ä.ô.-ì.í. Â.Þ. Ïðîòàñîâ), Ìîñêâà, ÌÖÍÌÎ, 2009 ã.;

• íà ñåìèíàðå �Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû êèáåðíåòèêè� (ðóêîâîäèòåëü ä.ô.-ì.í.
Î.Ì. Êàñèì - Çàäå), Ìîñêâà, ÌÃÓ, 2010;
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• íà ñåìèíàðå �Òåîðèÿ àâòîìàòîâ� (ðóêîâîäèòåëü àêàä. Â.Á. Êóäðÿâöåâ), Ìîñêâà,
ÌÃÓ, 2011 ã.;

• íà ñåìèíàðå �Ñîâðåìåííûå ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû� (ðóêîâîäèòåëè àêàä.

À.Ò. Ôîìåíêî, ä.ô.-ì.í. À.Â Áîëñèíîâ, ä.ô.-ì.í. À.Ñ. Ìèùåíêî, ä.ô.-ì.í.
À.À. Îøåìêîâ, ê.ô.-ì.í. Å.À. Êóäðÿâöåâà, ê.ô.-ì.í. È.Ì. Íèêîíîâ), Ìîñêâà,
ÌÃÓ, 2008 � 2011 ãã.

• íà ñåìèíàðå �Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ è ïðèëîæåíèÿ� (ðóêîâîäèòåëü àêàä.
À.Ò. Ôîìåíêî), Ìîñêâà, ÌÃÓ, 2011 � 2012 ã.

• íà ñåìèíàðå �Äèñêðåòíàÿ ãåîìåòðèÿ è ãåîìåòðèÿ ÷èñåë� (ðóêîâîäèòåëè ä.ô.-
ì.í. Í. Ã. Ìîùåâèòèí, ä.ô.-ì.í. Í.Ï. Äîëáèëèí è ä.ô.-ì.í. Ì.Ä. Êîâàëåâ),
Ìîñêâà, ÌÃÓ, 2011 ãã.;

• íà ñåìèíàðå �Àëãåáðàè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ è åå ïðèëîæåíèÿ�, (ðóê. ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ
Â.Ì. Áóõøòàáåð, ä.ô.-ì.í. À.Â. ×åðíàâñêèé, ä.ô.-ì.í. È.À. Äûííèêîâ, ä.ô.-
ì.í. Ò. Å. Ïàíîâ, ê.ô.-ì.í. Ë.À. Àëàíèÿ, ä.ô.-ì.í. À.À. Ãàéôóëëèí, ê.ô.-ì.í.
Ä.Â. Ìèëëèîíùèêîâ) â ðàìêàõ êîíôåðåíöèè ¾Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ¿, Ìîñêâà,
ÌÃÓ, 2011 è 2012 ãã.

• íà ñåìèíàðe �Óçëû è òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé� 
(ðóêîâîäèòåëè ä.ô.-ì.í. Â.Î. Ìàí-
òóðîâ, ê.ô.-ì.í. Ä.Ï. Èëüþòêî è ê.ô.-ì.í. È.Ì. Íèêîíîâ), Ìîñêâà, ÌÃÓ, 2010
è 2011 ã.;

• íà ñåìèíàðå ïî êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè (ðóêîâîäèòåëü ä.ô.-ì.í.
Â.Î. Ìàíòóðîâ), Ìîñêâà, ÐÓÄÍ, 2012 ã.
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2 Êîíôèãóðàöèè ïñåâäîïðÿìûõ íà ïðîåêòèâíîé ïëîñ-

êîñòè

Îïðåäåëåíèå 2.1. Íàçîâåì ïñåâäîïðÿìîé5 ãëàäêóþ çàìêíóòóþ íåñàìîïåðåñåêàþ-
ùóþñÿ êðèâóþ íà âåùåñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP2, íå ãîìîòîïíóþ îòîá-
ðàæåíèþ îêðóæíîñòè â òî÷êó. Íàáîðîì6 ïñåâäîïðÿìûõ íàçîâåì êîíå÷íûé íàáîð A
èç n > 3 ïñåâäîïðÿìûõ, ëþáûå äâå èç êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå
è ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî.

Íàáîðó ïñåâäîïðÿìûõA ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè RP2 â âèäå êëåòî÷íî-
ãî êîìïëåêñà, (êîòîðûé áóäåì îáîçíà÷àòü òàê æå, êàê è íàáîð A) ñ v(A) âåðøèíàìè,
e(A) ðåáðàìè è f(A) äâóìåðíûìè êëåòêàìè. Âåðøèíû êîìïëåêñà � òî÷êè ïåðåñå÷å-
íèÿ ïñåâäîïðÿìûõ, ðåáðà � äóãè ïñåâäîïðÿìûõ áåç âíóòðåííèõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ,
äâóìåðíûå êëåòêè (îáëàñòè) � êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè äîïîëíåíèÿ â ïðîåêòèâíîé
ïëîñêîñòè ê îáúåäèíåíèþ ïñåâäîïðÿìûõ. Èç ôîðìóëû äëÿ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòè-
êè (ïðè n ≥ 2) ñëåäóåò

v(A)− e(A) + f(A) = 1

Íàáîð ïñåâäîïðÿìûõ íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì, åñëè ó âñåõ ïñåâäîïðÿìûõ ñóùå-
ñòâóåò îáùàÿ òî÷êà. Â äàëüíåéøåì íàáîðû ïñåâäîïðÿìûõ ïðåäïîëàãàþòñÿ íåòðèâè-
àëüíûìè (åñëè íå ñêàçàíî îáðàòíîå). Ïñåâäîïðÿìûå íà ïëîñêîñòè RP2 íàõîäÿòñÿ â
îáùåì ïîëîæåíèè, åñëè íèêàêèå òðè èç íèõ íå èìåþò îáùåé òî÷êè. Íåòðèâèàëüíûé
íàáîð ïñåâäîïðÿìûõ íàçûâàåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì, åñëè êàæäàÿ îáëàñòü ïðèìûêà-
åò ïî äóãàì ðîâíî ê òðåì ïñåâäîïðÿìûì. ×èñëî îáëàñòåé f = f(A) îöåíèâàåòñÿ ïî
èíäóêöèè ïî n:

2n− 2 6 f 6 1 +
n(n− 1)

2
,

ïðè÷åì ïðàâîå íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî äëÿ íàáîðîâ ïñåâäîïðÿìûõ îá-
ùåãî ïîëîæåíèÿ, à ëåâîå � äëÿ íàáîðîâ, â êîòîðûõ n − 1 ïñåâäîïðÿìûõ ïðîõîäÿò
÷åðåç îäíó òî÷êó. Åñëè n ≥ 2, òî êàæäàÿ 2 � êëåòêà ïðèìûêàåò ê ëþáîé ïñåâäîïðÿìîé
íàáîðà ïî íå áîëåå ÷åì îäíîé äóãå è òîëüêî ñ îäíîé ñòîðîíû, ÷òî ìîæíî äîêàçàòü, èñ-
ïîëüçóÿ íå÷åòíîñòü ÷èñëà òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ çàìêíóòûõ ãîìîòîïè÷åñêè íåòðè-
âèàëüíûõ ïðîñòûõ êîíòóðîâ íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Èçîìîðôíûìè ñ÷èòàþòñÿ
íàáîðû, êëåòî÷íûå êîìïëåêñû êîòîðûõ èçîìîðôíû, ò.å. äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåðøèíàìè, ðåáðàìè è 2 � êëåòêàìè, ñî-
õðàíÿþùåå âñå èíöèäåíöèè.

Òåîðåìà 2.1. Á. Ãðþíáàóì, [20, pp. 401-402] Äëÿ íåòðèâèàëüíûõ íàáîðîâ ïðÿìûõ

v + 1 6 f 6 2v − 2

ïðè÷åì íåðàâåíñòâî ñëåâà îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ïðÿìûå â îáùåì ïîëîæåíèè, à íåðàâåíñòâî ñïðàâà îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàáîð ïðÿìûõ ñèìïëèöèàëüíûé.

5ïåðåâîä pseudoline
6òåðìèí arrangement of pseudolines çäåñü ïåðåâîäèòñÿ êàê íàáîð ïñåâäîïðÿìûõ. Åñòü ñõîæèé

îáúåêò: con�gurations � êîíôèãóðàöèè, íàáîðû òî÷åê è ïðÿìûõ ñ äîïîëíèòåëüíûìè òðåáîâàíèÿìè
íà ÷èñëî èíöèäåíöèé.
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×åðåç ti(A) îáîçíà÷àåòñÿ ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ, ïðèíàäëåæàùèõ i ïñåâäîïðÿ-
ìûì èç íàáîðà A, äëÿ 2 6 i 6 n. ×åðåç pj(A) îáîçíà÷àåòñÿ ÷èñëî îáëàñòåé, ïðè-
ìûêàþùèõ ïî ðåáðàì ê j ïñåâäîïðÿìûì èç íàáîðà A, äëÿ 2 6 j 6 n. ×åðåç m(A)
îáîçíà÷àåòñÿ ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïñåâäîïðÿìûõ íàáîðà A, èìåþùèõ îáùóþ òî÷êó
(ò.å. m(A) = max{i | ti(A) ̸= 0}). Äëÿ äâóõ èçîìîðôíûõ íàáîðîâ ÷èñëà ti, pj è m
ñîâïàäàþò. Êàê ïðàâèëî, äàëåå ìû áóäåì îïóñêàòü çàâèñèìîñòü ÷èñåë ti, pj è m îò
íàáîðà A.

2.1 Ëèíåéíûå íåðàâåíñòâà íà ÷èñëà òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ôèê-

ñèðîâàííîé êðàòíîñòè

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ëèíåéíûìè ïî ti íåðàâåíñòâàìè áóäåì íàçûâàòü íåðàâåíñòâà
âèäà

n∑
i=2

αiti > α0, (2.1)

ãäå êîýôôèöèåíòû αi çàâèñÿò òîëüêî îò i è n, ïðè÷åì ñðåäè ÷èñåë αi íå áîëåå
ïîëîâèíû íóëåé7 äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè èçâåñòíî êàê ìèíèìóì ÷åòûðå (íåçàâèñèìûõ) ëèíåéíûõ
ïî ti ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîíôèãóðàöèé íà ïðîåêòèâíûõ ïëîñêîñòÿõ (íåêîòîðûå äîêà-
çàíû äëÿ êîìïëåêñíûõ ïðÿìûõ, íåêîòîðûå äëÿ ïñåâäîïðÿìûõ). Ñàìîå ïðîñòîå èç
íèõ ñïðàâåäëèâî êàê äëÿ íàáîðîâ êîìïëåêñíûõ ïðÿìûõ, òàê è äëÿ íàáîðîâ ïñåâäî-
ïðÿìûõ, è ïîëó÷àåòñÿ ïîäñ÷åòîì ÷èñëà ïàð (ïñåâäî)ïðÿìûõ:

n(n− 1) =
m∑
i=2

i(i− 1)ti (2.2)

À èìåííî, êàæäîé òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ i (ïñåâäî)ïðÿìûõ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå i(i−1)
2

ïàð ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íåå (ïñåâäî)ïðÿìûõ. Ïîñêîëüêó ëþáûå äâå (ïñåâäî)ïðÿìûå
ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, òî â ñóììå

∑
i>2

i(i−1)
2

ti êàæäàÿ ïàðà (ïñåâäî)ïðÿìûõ
ó÷èòûâàåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç.

Íåðàâåíñòâî Ìåëüõèîðà, [27]. Äëÿ íåòðèâèàëüíûõ íàáîðîâ ïñåâäîïðÿìûõ íà ïëîñ-
êîñòè RP2

t2 > 3 +
∑
i>4

(i− 3)ti. (2.3)

Íåðàâåíñòâî Ìåëüõèîðà îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàáîð
ïñåâäîïðÿìûõ ñèìïëèöèàëüíûé. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ëåììû 2.2. Å. Ìåëü-
õèîð ïåðâûì íà÷àë ïåðå÷èñëÿòü ñèìïëèöèàëüíûå íàáîðû ïñåâäîïðÿìûõ. Á. Ãðþí-
áàóì [22] â 2009 ã. ïðèâåë ñïèñîê ñèìïëèöèàëüíûõ íàáîðîâ, ïîëíûé ïðè n ≤ 37
(ïîìèìî ñïèñêà ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íûå ñåðèè ñèìïëèöèàëüíûõ íàáîðîâ). Äëÿ íà-
áîðîâ êîìïëåêñíûõ ïðÿìûõ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåðàâåíñòâî Ìåëüõèîðà íå âûïîëíÿåòñÿ

7òðåáîâàíèå òîãî, ÷òîáû íå ìåíåå ïîëîâèíû êîýôôèöèåíòîâ áûëè îòëè÷íû îò íóëÿ, ìîæíî äî
íåêîòîðîé ñòåïåíè âàðüèðîâàòü. Ê ÷èñëó ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ íå îòíîñÿòñÿ îöåíêè ÷èñåë ti òèïà
òåîðåìû Ñèëüâåñòðà.
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(êîíòðïðèìåð ìîæíî ïîñòðîèòü, ïðîâåäÿ ïðÿìûå ÷åðåç òî÷êè íåêîòîðîé êóáè÷åñêîé
êðèâîé).

Íåðàâåíñòâî Õèðöåáðóõà, [23]. Äëÿ íàáîðîâ êîìïëåêñíûõ ïðÿìûõ íà êîìïëåêñ-
íîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè CP2 ïðè m < n− 2:

t2 +
3

4
t3 > n+

∑
i>5

(2i− 9)ti. (2.4)

Ïðè êîìïëåêñèôèêàöèè íàáîðà âåùåñòâåííûõ ïðÿìûõ íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè
RP2 ÷èñëà ti íå ìåíÿþòñÿ, òåì ñàìûì, íåðàâåíñòâî Õèðöåáðóõà òàêæå ñïðàâåäëèâî
äëÿ íàáîðîâ âåùåñòâåííûõ ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè RP2. Ñóùåñòâóþò íàáîðû ïðÿìûõ,
äëÿ êîòîðûõ â (2.4) äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî (ïîäðîáíîñòè ñì. â [23]), íàïðèìåð,

• íàáîð 6 âåùåñòâåííûõ ïðÿìûõ, ÿâëÿþùèõñÿ ñòîðîíàìè è äèàãîíàëÿìè íåêîòî-
ðîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà, t2 = 3, t3 = 4, ti = 0 äëÿ i > 4, ñì. ðèñ. 1.

• íàáîð 9 ïðÿìûõ ñ t4 = 3, t3 = 4, t2 = 6, ñì. ðèñ. 2 (òðè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ íà
áåñêîíå÷íîñòè).

Ðèñ. 1: n = 6, t2 = 3, t3 = 4

Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà Õèðöåáðóõà èñïîëüçóåò òåîðåìó Éî. Ìèÿîêà [29] î

÷èñëàõ ×åðíà c21
c2

> 3
2
äëÿ ïîñòðîåííîãî ïî íàáîðó êîìïëåêñíûõ ïðÿìûõ àëãåáðàè÷å-

ñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ (ïîëó÷åííîãî ðàçðåøåíèåì îñîáåííîñòåé ó ðàçâåòâëåííîãî íàä
íàáîðîì ïðÿìûõ íàêðûòèÿ íàä CP2). Â [12, c. 315] áûë ïîñòàâëåí âîïðîñ îá ýëåìåí-
òàðíîì äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà Õèðöåáðóõà. Ýòîò âîïðîñ ïî-ïðåæíåìó îòêðûò.
Îäíàêî êîýôôèöèåíòû ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà äîâîëüíî áëèçêè ê êîýôôèöèåíòàì
(2.4), õîòÿ îíè íå âûâîäÿòñÿ äðóã èç äðóãà íåïîñðåäñòâåííî.

Òåîðåìà 2.2. Êîìáèíàòîðíûé àíàëîã íåðàâåíñòâà Õèðöåáðóõà. Äëÿ íåòðèâèàëü-
íûõ íàáîðîâ ïñåâäîïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè RP2 ïðè m < n− 2:

t2 +
3

2
t3 > 8 +

∑
i>4

(
2i− 7

1

2

)
ti. (2.5)
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Ðèñ. 2: n = 9, t2 = 6, t3 = 4, t4 = 3

Ðàâåíñòâî â (2.5) äîñòèãàåòñÿ äëÿ åäèíñòâåííîãî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà íà-
áîðà ñåìè ïñåâäîïðÿìûõ. Ýòîò íàáîð çàäàåòñÿ äâóìÿ òî÷êàìè A è B, ÷åðåç êàæäóþ
èç êîòîðûõ ïðîõîäèò ïî 4 ïñåâäîïðÿìûå íàáîðà (îäíà èç ïñåâäîïðÿìûõ ïðîõîäèò
÷åðåç îáå òî÷êè A è B). Òîãäà t4 = 2, t2 = 9, t3 = ti = 0 ïðè i > 5. Äëÿ âñåõ
îñòàëüíûõ íàáîðîâ ïñåâäîïðÿìûõ èìååì

t2 +
3

2
t3 > 9 +

∑
i>4

(
2i− 7

1

2

)
ti.

Öåëü äàííîãî ïàðàãðàôà � äîêàçàòü êîìáèíàòîðíûé àíàëîã (2.5) íåðàâåíñòâà Ô. Õèð-
öåáðóõà, äëÿ ÷åãî íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ëåììû.

Ëåììà 2.1. Äëÿ íåòðèâèàëüíûõ íàáîðîâ ïñåâäîïðÿìûõ ÷èñëà v, e è f êëåòî÷íîãî
êîìïëåêñà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ti:

v =
∑
i>2

ti, e =
∑
i>2

iti, f = 1 +
∑
i>2

(i− 1)ti.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî v âûðàæàåòñÿ óêàçàííûì ñïîñîáîì ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñåë
ti. Èç êàæäîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ i ïñåâäîïðÿìûõ âûõîäèò 2i ðåáåð êîìïëåêñà, ïî-
ýòîìó ñóììà

∑
i>2 2iti ñóòü êîëè÷åñòâî ðåáåð, ïîñ÷èòàííûõ äâàæäû. Èç ýéëåðîâîé

õàðàêòåðèñòèêè ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè èìååì v−e+f = 1, îòêóäà ñëåäóåò ôîðìóëà
äëÿ ÷èñëà f . �

Ëåììà 2.2. Å. Ìåëüõèîð, [27]. Äëÿ íåòðèâèàëüíûõ íàáîðîâ ïñåâäîïðÿìûõ∑
i>2

(3− i)ti = 3 +
∑
j>3

(j − 3)pj. (2.6)
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Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëà âåðøèí v, ðåáåð e è îáëàñòåé f êîìïëåêñà ðàâíû

v =
∑
i>2

ti, e =
∑
i>2

iti =
1

2

∑
j>3

jpj, f =
∑
j>3

pj.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ íåòðèâèàëüíûõ íàáîðîâ p2 = 0. Ïî ôîðìóëå Ýéëåðà äëÿ ïðîåê-
òèâíîé ïëîñêîñòè ïîëó÷àåì

3 = 3f − (2e+ e) + 3v = 3
∑
j>3

pj −

(∑
j>3

jpj +
∑
i>2

iti

)
+ 3

∑
i>2

ti =∑
j>3

(3− j)pj +
∑
i>2

(3− i)ti.

�
Äàëåå óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü îáúåäèíåíèå ïñåâäîïðÿìûõ (íåòðèâèàëüíîãî íà-

áîðà) êàê ãðàô, âëîæåííûé â ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü. Âåðøèíàìè è ðåáðàìè ýòîãî
ãðàôà ñîîòâåòñòâåííî ÿâëÿþòñÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïñåâäîïðÿìûõ è äóãè ïñåâäîïðÿ-
ìûõ, íå ñîäåðæàùèå îòëè÷íûõ îò ñâîèõ êîíöîâ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïñåâäîïðÿìûõ.
Ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû (ò.å. ÷èñëî èñõîäÿùèõ ðåáåð) ÷åòíà, òàê êàê òî÷êà ïåðåñå-
÷åíèÿ i ïñåâäîïðÿìûõ ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ñòåïåíè 2i. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî âåðøèí
ñòåïåíè 2i ðàññìàòðèâàåìîãî ãðàôà ðàâíî ti äëÿ i = 2, . . . , n. Ëþáîå ðåáðî ãðàôà
äëÿ íåòðèâèàëüíîãî íàáîðà ïñåâäîïðÿìûõ ïðèìûêàåò ê äâóì ðàçëè÷íûì îáëàñòÿì
íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Â ãðàôå íåò ïåòåëü è êðàòíûå ðåáðà ìåæäó ïàðîé âåð-
øèí, åñëè îíè åñòü, ëåæàò íà îäíîé ïñåâäîïðÿìîé.

Ëåììà 2.3. (ëåììà î ïðîñòîì ðåáðå) Ïóñòü äëÿ íàáîðà n ïñåâäîïðÿìûõ âåðíî m <
n − 1. Ïóñòü ñòåïåíè îáîèõ êîíöîâ íåêîòîðîãî ðåáðà ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàôà
ðàâíû ÷åòûðåì. Òîãäà èç äâóõ ïðèìûêàþùèõ ê ýòîìó ðåáðó îáëàñòåé õîòÿ áû
îäíà îãðàíè÷åíà íå ìåíåå ÷åì ÷åòûðüìÿ ðåáðàìè ãðàôà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì êîíöû ýòîãî ðåáðà ÷åðåç A è B, à ïñåâäîïðÿìûå, ïðî-
õîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè A è B è îòëè÷íûå îò ïñåâäîïðÿìîé AB, ÷åðåç l1 è l2 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïñåâäîïðÿìûõ l1 è l2 ÷åðåç C. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî îáå ïðèìûêàþùèå ê ðåáðó AB îáëàñòè îãðàíè÷åíû òðåìÿ ðåáðàìè. Îäíî èç ýòèõ
ðåáåð � ýòî AB, à äâà äðóãèõ (äëÿ êàæäîé îáëàñòè) íàõîäÿòñÿ íà ïñåâäîïðÿìûõ l1
è l2 è èìåþò îáùóþ òî÷êó. Òî÷êà C � ýòî åäèíñòâåííàÿ îáùàÿ òî÷êà ïñåâäîïðÿìûõ
l1 è l2, ïîýòîìó êàæäàÿ èç äâóõ ïðèìûêàþùèõ ê ðåáðó AB îáëàñòåé îãðàíè÷åíà
ðåáðîì ñ êîíöàìè â òî÷êàõ A è C, ðåáðîì ñ êîíöàìè â òî÷êàõ B è C è ñàìèì ðåáðîì
AB. Ñëåäîâàòåëüíî, íà ïñåâäîïðÿìîé l1 åñòü ðîâíî äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñòàëü-
íûìè ïñåâäîïðÿìûìè íàáîðà, è ýòî òî÷êè A è C. Íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ëþáûå
äâå ðàçëè÷íûå ïñåâäîïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå, ïîýòîìó êàæäàÿ
ïñåâäîïðÿìàÿ èç íàáîðà, êðîìå l1, ïðîõîäèò èëè ÷åðåç òî÷êó A, èëè ÷åðåç òî÷êó C.
Ñòåïåíü òî÷êè A ðàâíà ÷åòûðåì, ò.å. ÷åðåç òî÷êó A ïðîõîäèò, íå ñ÷èòàÿ l1, òîëüêî
ïñåâäîïðÿìàÿ AB. Òîãäà ÷åðåç òî÷êó C âìåñòå ñ ïñåâäîïðÿìîé l1 ïðîõîäèò n − 1
ïñåâäîïðÿìûõ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ tn−1 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, îáå ïðèìûêàþ-
ùèå ê ðåáðó AB îáëàñòè íå ìîãóò áûòü îãðàíè÷åíû òðåìÿ ðåáðàìè ãðàôà êàæäàÿ.
�
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Ëåììà 2.4. (ëåììà îá îöåíêå t2 ñâåðõó). Äëÿ íàáîðîâ n ïñåâäîïðÿìûõ ñ m < n− 2

2t2 6 1 + 3p4 +
∑
j>5

jpj +
∑
i>3

(
i− 3

2

)
ti. (2.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî íàáîðó ïñåâäîïðÿìûõ ãðàôà îáîçíà÷èì
÷åðåç x ÷èñëî ðåáåð, îáà êîíöà êîòîðûõ èìåþò ñòåïåíü 4, à ÷åðåç y � ÷èñëî ðå-
áåð, îáà êîíöà êîòîðûõ èìåþò ñòåïåíü íå ìåíåå ÷åì 6.

Øàã 1. Âñåãî â ãðàôå
∑

i>2 iti ðåáåð, ïîýòîìó ÷èñëî ðåáåð, îäèí êîíåö êîòîðûõ
èìååò ñòåïåíü 4, à äðóãîé íå ìåíüøóþ ÷åì 6, ðàâíî∑

i>2

(iti) − x− y.

Êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà ñòåïåíè 4 ÿâëÿåòñÿ êîíöîì ÷åòûðåõ ðåáåð, õîòÿ áû îäèí
êîíåö êàæäîãî èç êîòîðûõ èìååò ñòåïåíü 4. Ïîýòîìó ñóììàðíîå ïî âñåì ðåáðàì
÷èñëî èõ êîíöîâ ñòåïåíè 4 ðàâíî 4t2 è ðàâíî

4t2 = 2x+
∑
i>2

iti − x− y =⇒ x = 2t2 + y −
∑
i>3

iti. (2.8)

Øàã 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè A è B, òàêèå ÷òî
ëþáàÿ ïñåâäîïðÿìàÿ èç íàáîðà ïðîõîäèò ÷åðåç õîòÿ áû îäíó èç íèõ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
a è b ÷èñëî ïñåâäîïðÿìûõ íàáîðà, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè A è B ñîîòâåòñòâåííî.
Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

(i) Â íàáîðå íåò ïñåâäîïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A è B. Òîãäà a + b = n
è èç óñëîâèÿ tn−2 = 0 ñëåäóåò, ÷òî a > 3 è b > 3. Â ýòîì ñëó÷àå

• t2 = ab,
∑

i>3

(
i− 3

2

)
ti = a+ b− 3,

• p4 = ab− a− b+ 3, pi = 0 ïðè i > 5.

Òåïåðü íåðàâåíñòâî (2.7) ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî:

2ab 6 1 + 3(ab− a− b+ 3) + a+ b− 3 ⇔ (a− 2)(b− 2) + 3 > 0.

(ii) Â íàáîðå åñòü ïñåâäîïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè A è B. Òîãäà a+b = n+1
è èç óñëîâèÿ tn−2 = 0 ñëåäóåò, ÷òî a > 4 è b > 4. Â ýòîì ñëó÷àå

• t2 = ab− a− b+ 1,
∑

i>3

(
i− 3

2

)
ti = a+ b− 3,

• p4 = ab− 2a− 2b+ 4, pi = 0 ïðè i > 5.

Òåïåðü íåðàâåíñòâî (2.7) ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî:

2(ab− a− b+ 1) 6 1 + 3(ab− 2a− 2b+ 4) + a+ b− 3 ⇔ (a− 3)(b− 3)− 1 > 0.

Â äàëüíåéøåì äîêàçàòåëüñòâå ëåììû (à èìåííî, â øàãàõ 5 è 6) áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íå
ñóùåñòâóåò äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê, òàêèõ ÷òî ëþáàÿ ïñåâäîïðÿìàÿ íàáîðà ïðîõîäèò
÷åðåç õîòÿ áû îäíó èç íèõ.
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Øàã 3. Äëÿ äàííîãî ãðàôà ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî F îáëàñòåé (ò.å. êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè äîïîëíåíèÿ ê ïðÿìûì), êàæäàÿ èç êîòîðûõ îãðàíè÷åíà íå ìåíåå ÷åì
÷åòûðüìÿ ðåáðàìè è ãðàíèöà êîòîðîé ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó âåðøèíó ñòåïåíè 4
(âíóòðè îáëàñòåé òî÷åê ãðàôà íåò). Äëÿ îáëàñòè Γ ∈ F îáîçíà÷èì ÷åðåç x(Γ) ÷èñëî
îãðàíè÷èâàþùèõ Γ ðåáåð, îáà êîíöà êîòîðûõ èìåþò ñòåïåíü 4. Äëÿ îáëàñòè Γ ∈ F
îáîçíà÷èì ÷åðåç s(Γ) ÷èñëî åå âåðøèí (ò.å. âåðøèí íà ãðàíèöå Γ) ñòåïåíè íå ìåíåå
÷åì 6. Ïîëîæèì

δ(Γ) =

{
0, åñëè s(Γ) > 1;
1, åñëè s(Γ) = 0.

Äîêàæåì, ÷òî åñëè îáëàñòü Γ îãðàíè÷åíà j ðåáðàìè, òî

s(Γ) 6 (j − 1)− x(Γ) + δ(Γ). (2.9)

Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.
(i) x(Γ) = 0. Òîãäà s(Γ) 6 j − 1, òàê êàê íà ãðàíèöå Γ åñòü âåðøèíà ñòåïåíè 4.
(ii) x(Γ) = j. Òîãäà s(Γ) = 0 è δ(Γ) = 1.
(iii) 0 < x(Γ) < j. Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ãðàíèöó Γ, ñîñòîÿùóþ èç j ðåáåð. Ñðåäè
íèõ âûáåðåì x(Γ) ðåáåð, îáà êîíöà êîòîðûõ èìåþò ñòåïåíü 4. Ïóñòü ýòè x(Γ) ðåáåð
îáðàçóþò íà ãðàíèöå Γ ðîâíî z(Γ) êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, êàæäàÿ êîìïîíåíòà � ýòî
íåñêîëüêî ïîäðÿä èäóùèõ âûáðàííûõ ðåáåð. Èç x(Γ) > 0 ñëåäóåò, ÷òî z(Γ) > 1, à èç
x(Γ) < j ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà íå çàìêíóòà (ò.å. ãîìåîìîðôíà îòðåçêó).
Â êàæäîé êîìïîíåíòå ÷èñëî âåðøèí ñòåïåíè 4 íà åäèíèöó áîëüøå ÷èñëà ðåáåð ýòîé
êîìïîíåíòû. Âñå âåðøèíû è ðåáðà ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ðàçëè÷íû, ïî-
ýòîìó ãðàíèöà îáëàñòè Γ ñîäåðæèò íå ìåíåå x(Γ) + z(Γ) âåðøèí ñòåïåíè 4. Òàê êàê
z(Γ) > 1, òî

s(Γ) 6 j − 1− x(Γ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç s ñóììó s =
∑

Γ∈F s(Γ). Ñóììèðóÿ (2.9) ïî âñåì îáëàñòÿì Γ ∈ F ,
ïîëó÷èì

s 6
∑
j>4

(j − 1)pj −
∑
Γ∈F

x(Γ) +
∑
Γ∈F

δ(Γ). (2.10)

Øàã 4. Ïîêðàñèì â êðàñíûé öâåò ðåáðà ãðàôà, îáà êîíöà êîòîðûõ èìåþò ñòå-
ïåíü 4 è îáå ïðèìûêàþùèå îáëàñòè ê êîòîðûì îãðàíè÷åíû íå ìåíåå ÷åì ÷åòûðüìÿ
ðåáðàìè êàæäàÿ (ò.å. îáå ïðèìûêàþùèå îáëàñòè èç F ). Îáîçíà÷èì ÷èñëî êðàñíûõ
ðåáåð ÷åðåç a. Òîãäà ïî ëåììå 2.3 (î ïðîñòîì ðåáðå) ÷èñëî x− a ðàâíî ÷èñëó ðåáåð,
îáà êîíöà êîòîðûõ èìåþò ñòåïåíü 4 è ðîâíî îäíà èç äâóõ ïðèìûêàþùèõ îáëàñòåé
îãðàíè÷åíà íå ìåíåå ÷åì ÷åòûðüìÿ ðåáðàìè (ò.å. îäíà ïðèìûêàþùàÿ îáëàñòü èç F ).
Ñëåäîâàòåëüíî, ∑

Γ∈F

x(Γ) = x+ a. (2.11)

Ïîêðàñèì â ñèíèé öâåò ÷åòûðåõóãîëüíûå îáëàñòè, âñå âåðøèíû êîòîðûõ èìåþò
ñòåïåíü 4. Äîêàæåì, ÷òî ê êàæäîé ñèíåé îáëàñòè ïðèìûêàåò íå ìåíåå äâóõ êðàñíûõ
ðåáåð. Äëÿ ýòîãî âûâåäåì èç óñëîâèÿ tn−2 = 0 àíàëîãè÷íî ëåììå 2.3 (î ïðîñòîì ðåá-
ðå), ÷òî â êàæäîé ïàðå ïðîòèâîïîëîæíûõ ðåáåð ëþáîé ñèíåé îáëàñòè åñòü õîòÿ áû
îäíî êðàñíîå ðåáðî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî îáà ðåáðà AB è CD íåêîòîðîé ñè-
íåé îáëàñòè ABCD íå êðàñíûå. Òîãäà ê ðåáðàì AB è CD ïðèìûêàþò òðåóãîëüíûå
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îáëàñòè ABH è CDG, ïðè÷åì òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ BC è AD ñîâïàäàåò è ñ
òî÷êîé H, è ñ òî÷êîé G. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åðåç ýòó òî÷êó G = H ïðîõîäÿò n−2 ïñåâ-
äîïðÿìûå íàáîðà (âñå ïñåâäîïðÿìûå êðîìå AB è CD), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ
tn−2 = 0.

Îáîçíà÷èì ÷èñëî ñèíèõ îáëàñòåé ÷åðåç p. Ñóììà
∑

Γ∈F δ(Γ) ðàâíà êîëè÷åñòâó
îáëàñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îãðàíè÷åíà íå ìåíåå ÷åì ÷åòûðüìÿ ðåáðàìè è âñå
âåðøèíû êîòîðîé èìåþò ñòåïåíü 4. Ïîýòîìó∑

Γ∈F

δ(Γ) 6 p+
∑
j>5

pj. (2.12)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç φ ÷èñëî ïàð (C, κ) ñèíèõ îáëàñòåé C è êðàñíûõ ðåáåð κ íà
ãðàíèöå îáëàñòè C. Òàê êàê ê ëþáîé èç p ñèíèõ îáëàñòåé ïðèìûêàåò íå ìåíåå äâóõ
êðàñíûõ ðåáåð, òî φ > 2p. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäîå êðàñíîå ðåáðî ïðèìûêàåò ê íå
áîëåå ÷åì äâóì ñèíèì îáëàñòÿì è ïîýòîìó 2a > φ. Ñëåäîâàòåëüíî, a > p. Èòàê, èç
(2.10), (2.11), (2.12) è íåðàâåíñòâà a > p ñëåäóåò, ÷òî

s 6 3p4 − x+
∑
j>5

jpj. (2.13)

Øàã 5. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó V ñòåïåíè íå ìåíåå 6 è óäàëèì èç
ãðàôà âñå ðåáðà, ëåæàùèå íà ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó V ïñåâäîïðÿìûõ (ñîîòâåò-
ñòâåííî èçìåíÿòñÿ ñòåïåíè îñòàâøèõñÿ âåðøèí, à íåêîòîðûå âåðøèíû, âîçìîæíî,
èñ÷åçíóò). Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííûé ãðàô ÷åðåç G(V ), à èñõîäíûé ãðàô ÷åðåç G. Ïî-
ñëå øàãà 2 äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå íàáîðû ïñåâäîïðÿìûõ, äëÿ êîòîðûõ
íå ñóùåñòâóåò äâóõ òî÷åê, òàêèõ ÷òî ëþáàÿ ïñåâäîïðÿìàÿ íàáîðà ïðîõîäèò ÷åðåç õî-
òÿ áû îäíó èç íèõ. Äëÿ òàêèõ íàáîðîâ ïñåâäîïðÿìûõ ãðàô G(V ) èìååò õîòÿ áû äâå
ðàçëè÷íûå âåðøèíû è êàæäàÿ îáëàñòü ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, îáðàçîâàííàÿ ãðà-
ôîì G(V ), îãðàíè÷åíà íå ìåíåå ÷åì òðåìÿ ðåáðàìè ãðàôà G(V ). Çíà÷èò, òî÷êà V
íàõîäèòñÿ âíóòðè íåêîòîðîé îáëàñòè, îáðàçîâàííîé ãðàôîì G(V ), ãðàíèöà êîòîðîé
åñòü d � óãîëüíèê ñ âåðøèíàìè A1, . . . , Ad ïðè d > 3 (çàíóìåðîâàííûìè â ïîðÿäêå
ñëåäîâàíèÿ). Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû V ∈ G èìååò ìåñòî õîòÿ áû îäíî èç
ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé.

1. Âåðøèíà V ñîåäèíåíà ðåáðàìè ãðàôà G ñ íå ìåíåå ÷åì òðåìÿ âåðøèíàìè èç
ìíîæåñòâà {A1, . . . , Ad}.

2. Âåðøèíà V ñîåäèíåíà ðåáðàìè ãðàôà G ñ ðîâíî äâóìÿ âåðøèíàìè èç ìíîæå-
ñòâà {A1, . . . , Ad} è ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ãðàíèöû îäíîé îáëàñòè èç ìíîæåñòâà
F .

3. Âåðøèíà V ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ãðàíèö íå ìåíåå ÷åì äâóõ îáëàñòåé èç ìíîæå-
ñòâà F .

Ïóñòü äëÿ êàêîãî-òî i, 1 6 i 6 d îòðåçîê V Ai íå ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì ãðàôà G. Òîãäà
èíòåðâàë V Ai ïðèíàäëåæèò îáðàçîâàííîé ãðàôîì G îáëàñòè, ãðàíèöà êîòîðîé ñî-
äåðæèò âåðøèíû V è Ai, è ñîñòîèò èç íå ìåíåå ÷åòûðåõ ðåáåð ãðàôà G. Åñëè ýòà
îáëàñòü íå èç ìíîæåñòâà F , òî åå ãðàíèöà åñòü ìíîãîóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè

V,Ak, Ak+1, . . . , Ai, . . . , Al
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äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë k è l, ò.å. âñå âåðøèíû ãðàíèöû, êðîìå V , ñóòü òî÷êè Ak, . . . , Al,
à îòðåçêè V Ak è V Al ÿâëÿþòñÿ ðåáðàìè ãðàôà G. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âåðøèíû
V óòâåðæäåíèå (1) íå âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

(i) Âåðøèíà V ñîåäèíåíà ðåáðàìè ãðàôà G ðîâíî ñ äâóìÿ âåðøèíàìè èç ìíîæå-
ñòâà {A1, . . . , Ad}.

(ii) Âåðøèíà V ñîåäèíåíà ðåáðàìè ãðàôà G ñ íå áîëåå îäíîé âåðøèíîé èç ìíîæå-
ñòâà {A1, . . . , Ad}.

Â ñëó÷àå (i) îáîçíà÷èì ýòè äâå âåðøèíû ÷åðåç Ak è Al. Òîãäà ñðåäè îñòàëü-
íûõ d − 2 > 1 âåðøèí ìíîæåñòâà {A1, . . . , Ad} íàéäåòñÿ âåðøèíà Aq, òàêàÿ ÷òî
òî÷êà V ñîäåðæèòñÿ â òðåóãîëüíèêå AqAkAl (à òðåóãîëüíèê ëåæèò â çàìûêàíèè îá-
ëàñòè A1, . . . , An). Òîãäà îòðåçîê V Aq íå ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì ãðàôà G è èíòåðâàë V Aq

ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè èç ìíîæåñòâà F . Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå (i) âûïîëíÿåòñÿ
óòâåðæäåíèå (2).

Cëó÷àé (ii). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðøèíà V ñîåäèíåíà ðåáðîì ãðàôà G ñ íåêî-
òîðîé âåðøèíîé Ak èç ìíîæåñòâà {A1, . . . , Ad}. Òîãäà ïñåâäîïðÿìàÿ V Ak ðàçáèâàåò
ìíîæåñòâî âåðøèí {A1, . . . , Ad}\{Ak} íà äâà íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâà, íàõîäÿùèõñÿ
ïî ðàçíûå ñòîðîíû (â çàìûêàíèè îáëàñòè A1 . . . Ad) îò ïñåâäîïðÿìîé V Ak. Òîãäà ïî
îáå ñòîðîíû îò ïñåâäîïðÿìîé V Ak íàéäåòñÿ îáëàñòü èç F , ãðàíèöà êîòîðîé ñîäåð-
æèò òî÷êó V . Ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå (3). Åñëè âåðøèíà V
íå ñîåäèíåíà ðåáðîì ãðàôà G íè ñ êàêîé âåðøèíîé èç ìíîæåñòâà {A1, . . . , Ad}, òî
âìåñòî ïñåâäîïðÿìîé V Ak âîçüìåì ëþáóþ ïñåâäîïðÿìóþ íàáîðà, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç
òî÷êó V . Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ âåðøèíû V âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå (3).

Øàã 6. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû V (èñõîäíîãî) ãðàôà ñòåïåíè íå ìåíåå ÷åì
6 îáîçíà÷èì ÷åðåç s′(V ) ñóììó ÷èñëà ïîäõîäÿùèõ ê âåðøèíå V ðåáåð, äðóãîé êî-
íåö êîòîðûõ èìååò ñòåïåíü íå ìåíåå ÷åì 6, è óäâîåííîãî ÷èñëà ïðèìûêàþùèõ ê V
îáëàñòåé èç ìíîæåñòâà F . Òàê êàê äëÿ ëþáîé âåðøèíû V ñòåïåíè íå ìåíåå ÷åì 6 âû-
ïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç óòâåðæäåíèé (1) � (3) ïðåäûäóùåãî øàãà, òî s′(V ) > 3.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç s′ ñóììó

s′ =
∑

deg(V )>6

s′(V )

÷èñåë s′(V ) äëÿ âñåõ âåðøèí V ñòåïåíè íå ìåíåå ÷åì 6. Òàê êàê s′(V ) > 3, òî

s′ > 3
∑
i>3

ti.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, s′ = 2y + 2s. Ñëåäîâàòåëüíî,

y + s > 3

2

∑
i>3

ti. (2.14)

Èç (2.8) è (2.13) ïîëó÷àåì

3p4 +
∑
j>5

jpj − s > x = 2t2 + y −
∑
i>3

iti =⇒ 3p4 +
∑
j>5

jpj +
∑
i>3

iti − 2t2 > y + s.
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Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è (2.14) ñëåäóåò, ÷òî

3p4+
∑
j>5

jpj +
∑
i>3

iti − 2t2 >
3

2

∑
i>3

ti =⇒ 3p4+
∑
j>5

jpj +
∑
i>3

(
i− 3

2

)
ti > 2t2. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2. Ïî ëåììå Ìåëüõèîðà 2.2 èìååì∑
i>2

(9− 3i)ti = 9 + 3p4 +
∑
j>5

(3j − 9)pj.

Ïî ëåììå 2.4 ïîëó÷àåì

3p4 +
∑
j>5

jpj > 2t2 −
∑
i>3

(
i− 3

2

)
ti − 1.

Çàìåòèì, ÷òî 3j − 9 > j ïðè j > 5. Ñëåäîâàòåëüíî, ò.ê. pj > 0, ñïðàâåäëèâî∑
i>2

(9− 3i)ti > 9+2t2−
∑
i>3

(
i− 3

2

)
ti − 1 ⇔ t2+

3

2
t3 > 8+

∑
i>4

(
2i− 7

1

2

)
ti. �

Çàìå÷àíèå 2.1. (À.Ò. Ôîìåíêî). Ïåðåíåñåì âñå ÷ëåíû íåðàâåíñòâ Ìåëüõèîðà (2.3),
Õèðöåáðóõà (2.4) è (2.5) â áîëüøóþ ÷àñòü è ñîñòàâèì èç ïîëó÷èâøèõñÿ êîýôôèöè-
åíòîâ ïðè t2, . . . , tn òðè âåêòîðà â Rn−1. À èìåííî, êîîðäèíàòà íîìåð i = 1, . . . , n− 1
âåêòîðîâ ðàâíà êîýôôèöèåíòó ïðè ti+1 â ñîîòâåòñòâóþùåì íåðàâåíñòâå:

−→
N1 = (1, 0,−1, . . . , 3− n) ,

−→
N2 =

(
1,

3

4
, 0,−1, . . . , 9− 2n

)
,

−→
N3 =

(
1,

3

2
,−1

2
, . . . , 7

1

2
− 2n

)
.

Àñèìïòîòèêà ïðè n → ∞ äëèí âåêòîðîâ
−→
N1,

−→
N2,

−→
N3 ñëåäóþùàÿ:

|
−→
N1| =

1√
3
n

3
2

(
1 +O

(
1

n

))
,

|
−→
N2| =

2√
3
n

3
2

(
1 +O

(
1

n

))
,

|
−→
N3| =

2√
3
n

3
2

(
1 +O

(
1

n

))
.

Äîêàæåì, ÷òî óãëû ìåæäó âåêòîðàìè
−→
N1 è

−→
N2, à òàêæå ìåæäó âåêòîðàìè

−→
N2 è

−→
N3

ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞. Òàê êàê

|
−→
N1 −

−→
N2| =

1√
3
n

3
2

(
1 +O

(
1

n

))
è |

−→
N2 −

−→
N3| =

3

2
n

1
2

(
1 +O

(
1

n

))
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ïðè n → ∞, òî ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè
−→
N1,

−→
N2 è

òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè
−→
N2,

−→
N3 ïîëó÷àåì:

cos ∠
(−→
N1,

−→
N2

)
= 1−O

(
1

n

)
è cos ∠

(−→
N2,

−→
N3

)
= 1−O

(
1

n

)
ïðè n → ∞.

2.2 Îöåíêè ÷èñëà îáëàñòåé äëÿ íàáîðîâ ïñåâäîïðÿìûõ ñ îãðà-

íè÷åííûìè âûðîæäåíèÿìè

Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî m ïñåâäîïðÿìûõ, èìåþùèõ îáùóþ òî÷êó, âûñòóïàåò êàê íåêèé
ïîêàçàòåëü âûðîæäåííîñòè íàáîðîâ ïñåâäîïðÿìûõ. Íàøà öåëü � ïîëó÷èòü íèæíèå
îöåíêè ÷èñëà îáëàñòåé f äëÿ ôèêñèðîâàííûõ ÷èñåë n è m. Ïðè ýòîì êàæäàÿ îöåíêà
òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó n è m.

Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ íèæíèõ îöåíîê ÷èñëà f ÷åðåç ëèíåéíûå ïî ti íåðàâåí-
ñòâà. Çàôèêñèðóåì ÷èñëî ïñåâäîïðÿìûõ n è ìàêñèìàëüíîå ÷èñëîm ïñåâäîïðÿìûõ,
èìåþùèõ îáùóþ òî÷êó. Ïî ëåììå 2.1

f − 1 =
m∑
i=2

(i− 1)ti. (2.15)

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïî ti íåðàâåíñòâî âèäà∑
i>2

αiti > α0, (2.16)

ãäå α0, α2, α3, . . . , αn � êîíñòàíòû ïðè ôèêñèðîâàííîì n. Íàïðèìåð, äëÿ íåðàâåíñòâà
Õèðöåáðóõà (2.4) ýòè êîíñòàíòû ðàâíû

α0 = n, α2 = 1, α3 =
3

4
, α4 = 0, αi = 9− 2i ïðè i > 5.

Ïîäáåðåì òàêèå ïîëîæèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû c1 è c2 (ïîñòîÿííûå ïðè ôèêñèðî-
âàííîì m), ÷òî

c1i(i− 1) + c2αi 6 i− 1 äëÿ âñåõ 2 6 i 6 m. (2.17)

Óìíîæèì íåðàâåíñòâî (2.17) äëÿ êàæäîãî i íà ti è ïðîñóììèðóåì ïî i = 2, . . . ,m.
Ïîñêîëüêó ÷èñëà ti íåîòðèöàòåëüíû, òî ïîëó÷èòñÿ íåðàâåíñòâî

c1

m∑
i=2

i(i− 1)ti + c2

m∑
i=2

αiti 6
m∑
i=2

(i− 1)ti ⇔ c1n(n− 1) + c2

m∑
i=2

αiti 6 f − 1.

Òàê êàê c2 > 0, òî èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, èç (2.16) è òîãî, ÷òî tk = 0 ïðè k > m,
ñëåäóåò

f > c1n(n− 1) + c2α0 + 1. (2.18)

äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ êîíñòàíò c1 è c2, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå íåðàâåíñòâ (2.17).
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Íèæíèå îöåíêè ÷èñëà îáëàñòåé f

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü äëÿ íåòðèâèàëüíîãî íàáîðà n ðàçëè÷íûõ ïñåâäîïðÿìûõ íà âå-
ùåñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïñåâäîïðÿìûõ, èìåþùèõ
îáùóþ òî÷êó, ðàâíî m. Ïóñòü T > m. Òîãäà

f > 2
n2 − n+ 2T

T + 3
, (2.19)

f >
(
3m− 81

2

)
(n2 − n) + (9m2 − 21m+ 1)

m2 + 3m− 15
(2.20)

ïðè 12 6 m < n− 2.
Äëÿ íåòðèâèàëüíûõ íàáîðîâ n ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè

RP2 ïðè 5 6 m < n− 2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f > (3m− 10)n2 + (m2 − 6m+ 12)n

m2 + 3m− 18
+ 1, (2.21)

Çàìå÷àíèå 2.2. Äëÿ íàáîðîâ ïðÿìûõ âûïîëíÿþòñÿ âñå òðè íåðàâåíñòâà òåîðåìû.
Íåðàâåíñòâî (2.19) ñëåäóåò èç (2.20) ïðè 6 6 m < n− 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå íåðàâåíñòâî. Çàïèøåì íåðàâåíñòâî Ìåëüõèîðà
(2.3) â âèäå (2.16) ñ êîýôôèöèåíòàìè

α0 = 3, αi = 3− i ïðè i > 2.

Ââåäåì ïîëîæèòåëüíûå ìíîæèòåëè

c1 =
2

T + 3
è c2 =

T − 1

T + 3
.

Ðàññìîòðèì êâàäðàòíûé ìíîãî÷ëåí îòíîñèòåëüíî i:

w(i) = c1i(i− 1) + c2(3− i)− (i− 1).

Òàê êàê çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà w(i) íà êîíöàõ îòðåçêà [2, T ] ðàâíû íóëþ è ñòàðøèé
êîýôôèöèåíò c1 > 0, òî w(i) 6 0 äëÿ âñåõ 2 6 i 6 T. Îòñþäà è èç (2.18) ïîëó÷àåì

f > 2

(
n2 − n+ 2T

T + 3

)
.

Äîêàæåì âòîðîå íåðàâåíñòâî òåîðåìû. Òàê êàê m < n − 2, òî tn−1 = tn−2 = 0 è
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (2.5). Çàïèøåì (2.5) â âèäå (2.16) ñ êîýôôèöèåíòàìè

α0 = 8, α2 = 1, α3 =
3

2
, αi = 7

1

2
− 2i

ïðè i > 4. Òàê êàê m > 12, òî ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (2.17) ïðèíèìàåò âèä

1 > 2c1 + c2, 2 > 6c1 +
3

2
c2, i− 1 > c1i(i− 1)− c2

(
2i− 7

1

2

)
(2.22)
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äëÿ 4 6 i 6 m. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ êîíñòàíò (ïîëîæèòåëüíûõ ïðè m > 12)

c1 =
3m− 81

2

m2 + 3m− 15
, c2 =

m2 − 3m+ 2

m2 + 3m− 15

âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (2.22). Âî-ïåðâûõ, 2c1 + c2 = 1. Âî-âòîðûõ,

6c1 +
3

2
c2 = 3c1 +

3

2
(2c1 + c2) = 3c1 +

3

2
6 2 ⇔

⇔ c1 6
1

6
⇔ (m− 12)(m− 3) > 0.

Â-òðåòüèõ, ðàññìîòðèì êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí

R(i) = c1i(i− 1)− c2

(
2i− 7

1

2

)
− (i− 1).

Ðàçëîæèì òðåõ÷ëåí R(i) íà ìíîæèòåëè

R(i) =
(i−m)

((
3m− 81

2

)
i−
(
81
2
m− 191

2

))
m2 + 3m− 15

.

Çàìåòèì, ÷òî R(i) 6 0 ïðè 4 6 i 6 m, ò.ê. äëÿ i > 4 âûïîëíÿåòñÿ(
3m− 8

1

2

)
i−
(
8
1

2
m− 19

1

2

)
> 3

1

2
m− 14

1

2
> 0

ïðè m > 12. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âûáðàííûõ êîíñòàíò c1 è c2 ñïðàâåäëèâà ñèñòåìà
íåðàâåíñòâ (2.22) è íåðàâåíñòâî (2.18) ïðè α0 = 8 èìååò âèä

f >
(
3m− 81

2

)
(n2 − n) + (9m2 − 21m+ 1)

m2 + 3m− 15

ïðè 12 6 m < n− 2.
Äîêàæåì òðåòüå íåðàâåíñòâî. Ïîñêîëüêó m < n− 2, òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(2.4). Çàïèøåì (2.4) â âèäå (2.16) ñ êîýôôèöèåíòàìè

α0 = n, α2 = 1, α3 =
3

4
, α4 = 0, αi = 9− 2i

ïðè i > 5. Òàê êàê m > 5, òî ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (2.17) ïðèíèìàåò âèä

1 > 2c1 + c2, 2 > 6c1 +
3

4
c2, 3 > 12c1, i− 1 > c1i(i− 1)− c2(2i− 9) (2.23)

äëÿ 5 6 i 6 m. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ êîíñòàíò (ïîëîæèòåëüíûõ ïðè m > 5)

c1 =
3m− 10

m2 + 3m− 18
, c2 =

m2 − 3m+ 2

m2 + 3m− 18

âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (2.23). Âî-ïåðâûõ, 2c1 + c2 = 1. Âî-âòîðûõ,

c1 6
1

4
⇔ (m− 4)(m− 5) + 2 > 0.
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Â-òðåòüèõ,

6c1 +
3

4
c2 =

3

4
(2c1 + c2) + 4

1

2
c1 6

3

4
+

9

8
< 2.

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí

Q(i) = c1i(i− 1)− c2(2i− 9)− (i− 1).

Ðàçëîæèì òðåõ÷ëåí Q(i) íà ìíîæèòåëè

Q(i) =
(i−m) ((3m− 10)i− (10m− 24))

(m− 3)(m+ 6)
.

Çàìåòèì, ÷òî Q(i) 6 0 ïðè 5 6 i 6 m, òàê êàê, åñëè m > 6, òî

(3m− 10)i− (10m− 24) > 5m− 26 > 0,

à åñëè m = 5, òî òîãäà i = 5 è Q(5) = 0. Èòàê, äëÿ âûáðàííûõ c1 è c2 ñïðàâåäëèâà
ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (2.23) è ïîýòîìó èç (2.18) ïðè α0 = n ñëåäóåò

f > (3m− 10)n2 + (m2 − 6m+ 12)n

m2 + 3m− 18
+ 1

ïðè 5 6 m < n− 2. �
Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ íèæíèõ îöåíîê ìû äàäèì íîâîå äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþ-

ùåé ëåììû H. Ìàðòèíîâà, êîòîðàÿ áóäåò íóæíà äëÿ êëàññèôèêàöèè âñåõ âîçìîæíûõ
÷èñåë îáëàñòåé.

Ëåììà 2.5. Í. Ìàðòèíîâ, [26, th. 1]. Äëÿ íåòðèâèàëüíûõ íàáîðîâ n ïñåâäîïðÿìûõ
è öåëûõ ÷èñåë k, òàêèõ ÷òî n > C2

k+1 + 3 è m 6 k, ñïðàâåäëèâî

f > (k + 1)(n− k).

Äëÿ íåòðèâèàëüíûõ íàáîðîâ n ïñåâäîïðÿìûõ è öåëûõ ÷èñåë k, òàêèõ ÷òî n >
C2

k+1 + 3 è m 6 k, ñïðàâåäëèâî

f > (k + 1)(n− k). (2.24)

Äëÿ íàáîðîâ ïðÿìûõ ýòó ëåììó ìîæíî àëãåáðàè÷åñêè âûâåñòè èç ïåðâîãî è òðåòüåãî
íåðàâåíñòâ òåîðåìû 2.3. Äëÿ íàáîðîâ ïñåâäîïðÿìûõ íàì ïîíàäîáèòñÿ äîïîëíèòåëü-
íîå ïîñòðîåíèå. Ðàññìîòðèì ÷åòûðå ñëó÷àÿ.

(1) m < k,
(2) m = k è 2 6 k 6 5,
(3) m = k > 6 è tk = 1,
(4) m = k > 6 è tk > 2.
Ñëó÷àè (1) � (3). Â ñëó÷àå (1) èç íàáîðà ïñåâäîïðÿìûõ óäàëÿåòñÿ ëþáàÿ ïñåâäî-

ïðÿìàÿ, â ñëó÷àå (3) � ïñåâäîïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ k ïñåâ-
äîïðÿìûõ. ×èñëî îáëàñòåé ïðè ýòîì òîëüêî óìåíüøèòñÿ. Ïðèìåíèì ïåðâîå íåðàâåí-
ñòâî òåîðåìû 2.3 äëÿ ïîëó÷åííûõ ñåìåéñòâ èç n− 1 ïñåâäîïðÿìûõ ñ ìàêñèìàëüíîé
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êðàòíîñòüþ íå áîëåå k − 1 â ñëó÷àÿõ (1) è (3) è äëÿ èñõîäíîãî íàáîðà èç n ïñåâäî-
ïðÿìûõ ñ ìàêñèìàëüíîé êðàòíîñòüþ k â ñëó÷àå (2).

ñëó÷àé (2): f > 2
n2 − n+ 2k

k + 3
;

ñëó÷àè (1), (3): f > 2
(n− 1)2 − (n− 1) + 2(k − 1)

k + 2
.

Äîêàæåì ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà ïðè óñëîâèè n > k2+k
2

+ 3 (è ïðè k 6 5 â ñëó÷àå
(2)):

2
n2 − n+ 2k

k + 3
> (k + 1)(n− k);

2
(n− 1)2 − (n− 1) + 2(k − 1)

k + 2
> (k + 1)(n− k),

Ýòè íåðàâåíñòâà ðàâíîñèëüíû íåðàâåíñòâàì

s(n) = n2 − n
k2 + 4k + 5

2
+

k3 + 4k2 + 7k

2
> 0;

q(n) = n2 − n
k2 + 3k + 8

2
+

k3 + 3k2 + 6k

2
> 0.

Ëåâûå ÷àñòè äâóõ ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ ñóòü êâàäðàòíûå òðåõ÷ëåíû s(n) è q(n) îò-
íîñèòåëüíî n, äëÿ ïðîâåðêè íåîòðèöàòåëüíîñòè êîòîðûõ ïðè n > k2+k

2
+3 äîñòàòî÷íî

óñòàíîâèòü íåîòðèöàòåëüíîñòü çíà÷åíèé s
(

k2+k
2

+ 3
)
è q
(

k2+k
2

+ 3
)
:

s

(
k2 + k

2
+ 3

)
=

(6− k)(k2 + 1)− 2k

4
;

q

(
k2 + k

2
+ 3

)
=

(k − 3)(k + 2)

2
> 0.

Ïðè k 6 5 âåðíî 6−k > 1, è ïîýòîìó s
(

k2+k
2

+ 3
)
> 0. Â ñëó÷àÿõ (1) è (3) âåðíî k > 3,

ïîýòîìó q
(

k2+k
2

+ 3
)

> 0. Èòàê, âî âñåõ ñëó÷àÿõ (1) � (3) ïîëó÷èëè íåðàâåíñòâî

f > (k + 1)(n− k).
Ñëó÷àé 4. Äàíî m = k > 6 è tk > 2. Òîãäà íàéäóòñÿ õîòÿ áû äâå òî÷êè, â

êàæäîé èç êîòîðûõ ïåðåñåêàåòñÿ k ïñåâäîïðÿìûõ. Îáîçíà÷èì ýòè òî÷êè ÷åðåç P è
Q. Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A0, A1, . . . , Ai ñåìåéñòâ ïñåâäîïðÿìûõ,
â êîòîðîé êàæäîå ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî Aj ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî ñåìåéñòâà
Aj−1 äîáàâëåíèåì îäíîé ïñåâäîïðÿìîé èç èñõîäíîãî íàáîðà A, íå ïðèíàäëåæàùåé
ñåìåéñòâó Aj−1 (ïðè ýòîì íå âàæíî, êàêàÿ èìåííî èç îñòàâøèõñÿ ïñåâäîïðÿìûõ
íàáîðà A äîáàâëÿåòñÿ ê ñåìåéñòâó Aj−1). Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ, â çàâèñèìîñòè îò
êîòîðûõ ìû îïðåäåëèì A0 è Ai.

(à) Â ñåìåéñòâå A íåò ïñåâäîïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè P è Q. Â êà÷åñòâå
A0 âîçüìåì 2k � ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî ïñåâäîïðÿìûõ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðîõîäèò
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÷åðåç õîòÿ áû îäíó èç òî÷åê P è Q, à â êà÷åñòâå Ai � ñåìåéñòâî A. Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ
I = n− 2k.

(á) Â ñåìåéñòâå A åñòü ïñåâäîïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè P è Q. Òàêàÿ
ïñåâäîïðÿìàÿ â ñåìåéñòâå åäèíñòâåííàÿ, íàçîâåì åå ïñåâäîïðÿìîé PQ. Çà êîíôè-
ãóðàöèþ A0 âîçüìåì 2k − 2 ïñåâäîïðÿìûõ, îòëè÷íûõ îò ïñåâäîïðÿìîé PQ, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ ïðîõîäèò ÷åðåç îäíó èç òî÷åê P è Q. Ïóñòü ñåìåéñòâî Ai îáðàçóþò âñå
ïñåâäîïðÿìûå èç A, êðîìå ïñåâäîïðÿìîé PQ. Â ýòîì ñëó÷àå I = n− 2k + 1.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îáà ñëó÷àÿ îäíîâðåìåííî, ïîêà íå ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî íà
f(Ai). Îáîçíà÷èì ÷åðåç

R(Ai) = 2e(Ai)− 3f(Ai)

ðàçíîñòü ìåæäó óäâîåííûì ÷èñëîì ðåáåð è óòðîåííûì ÷èñëîì îáëàñòåé êîíôèãó-
ðàöèè Ai. Äëÿ âñåõ i âåðíî R(Ai) > 0, òàê êàê êàæäàÿ èç îáëàñòåé îãðàíè÷åíà õîòÿ
áû òðåìÿ äóãàìè. Ïóñòü ñåìåéñòâî Ai ïîëó÷àåòñÿ èç Ai−1 äîáàâëåíèåì ïñåâäîïðÿ-
ìîé li. Ïóñòü ïñåâäîïðÿìàÿ li ïðîõîäèò ÷åðåç vi òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïñåâäîïðÿìûõ
êîíôèãóðàöèè Ai−1 è åùå ïåðåñåêàåò ui ïñåâäîïðÿìûõ èç Ai−1 â ui òî÷êàõ. Òîãäà
â êîíôèãóðàöèè Ai íà ïñåâäîïðÿìîé li ëåæèò ui òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðàòíîñòè äâà
è vi òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðàòíîñòè õîòÿ áû òðè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïñåâäîïðÿìàÿ li ñî-
ñòîèò (â êîíôèãóðàöèè Ai) èç ui + vi äóã, êàæäàÿ èç êîòîðûõ äåëèò íåêîòîðóþ îá-
ëàñòü, âûñåêàåìóþ ñåìåéñòâîì Ai−1, íà äâå ÷àñòè. Ïîýòîìó f(Ai)−f(Ai−1) = ui+vi.
Êðîìå òîãî, ïñåâäîïðÿìàÿ li äåëèò íàäâîå ui ðåáåð èç êîíôèãóðàöèè Ai−1, ïîýòîìó
e(Ai)− e(Ai−1) = 2ui + vi. Èç äâóõ ïîñëåäíèõ ôîðìóë ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

R(ti)−R(Ai−1) = ui − vi.

Ïóñòü ïñåâäîïðÿìàÿ li ïðîõîäèò ÷åðåç wi òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïñåâäîïðÿìûõ ñåìåéñòâà
A0. Òîãäà ïñåâäîïðÿìàÿ li ïåðåñåêàåò ïñåâäîïðÿìûå ñåìåéñòâà A0 â n(A0)− wi òî÷-
êàõ. Ïóñòü zi è xi îáîçíà÷àþò êîëè÷åñòâà íå ëåæàùèõ íà ïñåâäîïðÿìûõ ñåìåéñòâà A0

òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïñåâäîïðÿìîé li ñ ïñåâäîïðÿìûìè ñåìåéñòâà Ai−1, êîòîðûå ïðè-
íàäëåæàò ðîâíî îäíîé è õîòÿ áû äâóì ïñåâäîïðÿìûì ñåìåéñòâà Ai−1 ñîîòâåòñòâåííî.
Âñå îñòàâøèåñÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïñåâäîïðÿìîé li ñ ðîâíî îäíîé ïñåâäîïðÿìîé èç
Ai−1 ëåæàò íà ïðÿìûõ èç A0, ïîýòîìó îñòàâøèõñÿ òî÷åê íå áîëåå n(A0)− 2wi. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ui 6 n(A0)− 2wi + zi. Çàìåòèì, ÷òî vi > wi + xi. Òîãäà

R(Ai)−R(Ai−1) 6 ui − wi − xi 6 n(A0)− 3wi + zi − xi. (2.25)

Íà ïñåâäîïðÿìîé li íàõîäèòñÿ zi + xi òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ, íå ïðèíàäëåæàùèõ ïñåâäî-
ïðÿìûì èç A0. Ïîýòîìó

f(Ai)− f(Ai−1) = n(A0)− wi + zi + xi. (2.26)

Ñëîæèâ ôîðìóëû (2.25) è (2.26) ïî âñåì i = 1, 2, . . . , I ïîëó÷èì

R(Ai)−R(A0) 6 In(A0)− 3
I∑

i=1

wi +
I∑

i=1

zi −
I∑

i=1

xi. (2.27)

f(Ai)− f(A0) = In(A0)−
I∑

i=1

wi +
I∑

i=1

zi +
I∑

i=1

xi. (2.28)
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Âûðàçèì
∑I

i=1wi èç íåðàâåíñòâà (2.27) è ïîäñòàâèì â ðàâåíñòâî (2.28), ó÷èòûâàÿ
R(Ai) > 0:

f(Ai) > f(A0) +
2

3
In(A0)−

R(A0)

3
+

4

3

I∑
i=1

xi +
2

3

I∑
i=1

zi. (2.29)

Òåïåðü ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ ïî îòäåëüíîñòè.
Ñëó÷àé (à). Ïñåâäîïðÿìàÿ PQ íå ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó A. Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ

â íåðàâåíñòâî (2.29) ïàðàìåòðû

n(A0) = 2k, I = n− 2k, f(A0) = k2 + 2k − 1, R(A0) = (k − 1)2 + 2, xi > 0, zi > 0,

ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

f(Ai) >
4kn− 6k2 + 8k − 6

3
.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî f(A) = f(Ai) è ÷òî íåðàâåíñòâî 4kn−6k2+8k−6
3

> (k+1)(n− k)
ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó (k− 3)(n− (3k− 2)) > 0, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ ïðè äàííûõ
óñëîâèÿõ íà n è k. Ïîýòîìó â ñëó÷àå (à) ïîëó÷àåì f > (k + 1)(n− k).

Ñëó÷àé (á). Ïñåâäîïðÿìàÿ PQ ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó A. Îáîçíà÷èì ÷åðåç bj
êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïñåâäîïðÿìûõ ñåìåéñòâà A êðàòíîñòè j, ëåæàùèõ
íà ïñåâäîïðÿìîé PQ è îòëè÷íûõ îò òî÷åê P è Q. Òîãäà êîëè÷åñòâî ïñåâäîïðÿìûõ
ñåìåéñòâà A, íå ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè P è Q, ðàâíî I =

∑k
j=2(j−1)bj = n−2k+1.

Èç îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë xi è zi ñëåäóåò

I∑
i=1

zi > b3 + . . .+ bk è
I∑

i=1

xi >
k∑

j=3

(j − 3)bj. (2.30)

Âû÷èñëèì ïàðàìåòðû ñåìåéñòâà A0 :

n(A0) = 2k − 2, f(A0) = k2 − 2, R(A0) = (k − 2)2 + 2. (2.31)

Ïîäñòàâèì (2.30), (2.31) è ôîðìóëó f(A)− f(ti) = 2 +
∑k

j=2 bj â íåðàâåíñòâî (2.29):

f(A) > (4k − 4)n− 6k2 + 16k − 10

3
+ b2 +

k∑
j=3

bj

(
4j − 7

3

)
. (2.32)

Òàê êàê

k∑
j=2

(j − 1)bj = n− 2k + 1 è
4j − 7

3
> 5

6
(j − 1) ïðè j > 3,

òî

b2 +
k∑

j=3

bj

(
4j − 7

3

)
> 5

6
(n− 2k + 1).

Ó÷èòûâàÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, ïðåîáðàçóåì (2.32) ê âèäó

f(A) > (8k − 3)n− 12k2 + 22k − 15

6
.
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Îñòàëîñü äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

(8k − 3)n− 12k2 + 22k − 15

6
> (k + 1)(n− k) ⇔ n(2k − 9) > 6k2 − 28k + 15,

êîòîðîå èìååò ìåñòî ïðè n > k2+k
2

+ 3 > 3k + 3 è ïðè k > 6. Ñëó÷àé (á) ðàçîáðàí. �

Åùå îäíà íèæíÿÿ îöåíêà ÷èñëà îáëàñòåé

Ïîä (n,m, f) êîíôèãóðàöèåé áóäåì èìåòü â âèäó íàáîð èç n ïñåâäîïðÿìûõ íà
ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ñ ìàêñèìàëüíîé êðàòíîñòüþ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ m, ïðè÷åì
äîïîëíåíèå ê èõ îáúåäèíåíèþ ñîñòîèò èç f îáëàñòåé.

Ëåììà 2.6. Äëÿ (n,m, f) êîíôèãóðàöèé ïñåâäîïðÿìûõ

f > 1 +
n(n− 1)

m
+

m− 2

m
(t2 + . . .+ tm−1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 2.1

f = 1 +
m∑
i=2

(i− 1)ti.

×èñëî ïàð ïñåâäîïðÿìûõ ðàâíî

n(n− 1)

2
=

m∑
i=2

i(i− 1)

2
ti.

Óìíîæèì ðàâåíñòâî ÷èñëà ïàð íà 2
m

è âûäåëèì ñóììó èç ðàâåíñòâà ëåììû 2.1,
ïîëó÷èì

n(n− 1)

m
=

m∑
i=2

i(i− 1)

m
ti =

m∑
i=2

(i− 1)ti −
m∑
i=2

(
i− 1− i(i− 1)

m

)
ti.

Ìíîæèòåëè â ïîñëåäíåé ñóììå ðàâíû

i− 1− i(i− 1)

m
=

(i− 1)(m− i)

m
> m− 2

m
ïðè 2 6 i 6 m− 1.

Ïîýòîìó
n(n− 1)

m
6

m∑
i=2

(i− 1)ti −
m− 2

m
(t2 + . . .+ tm−1)

è

f > 1 +
n(n− 1)

m
+

m− 2

m
(t2 + . . .+ tm−1).

�
Òåîðåìà 2.4. Äëÿ (n, f,m) êîíôèãóðàöèé ïñåâäîïðÿìûõ ïðè m > 4 è n > m+ 1

f > 2

(
n2 + (m2 − 2m− 1)n−m3 + 3m2

3m− 1

)
. (2.33)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì òî÷êó O ïåðåñå÷åíèÿ m ïñåâäîïðÿìûõ l1, . . . , lm, îáîçíà-
÷åííûõ â ïîðÿäêå ñëåäîâàíèÿ. Ïñåâäîïðÿìûå l1, . . . , lm áåç ó÷åòà îñòàëüíûõ ïñåâäî-
ïðÿìûõ íàáîðà äåëÿò ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü íàm îáëàñòåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåçDi îá-
ëàñòü ìåæäó ïñåâäîïðÿìûìè li è li+1, ñ÷èòàÿ lm+1 = l1. Êàæäàÿ èç îñòàâøèõñÿ n−m
ïñåâäîïðÿìûõ lm+1, . . . , ln ïåðåñåêàåò îáëàñòü Di ïî ïðîñòîé äóãå. Âûáåðåì ìàêñè-
ìàëüíîå ïî êîëè÷åñòâó ìíîæåñòâîMi äóã îáëàñòè Di, ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ âî
âíóòðåííèõ òî÷êàõ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ai ÷èñëî äóã ìíîæåñòâà Mi. Îáúåäèíåíèå äóã
ìíîæåñòâî îòðåçêîâ îáðàçóåò ãðàô áåç öèêëîâ (òî åñòü ëåñ � íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå
äåðåâüåâ). Äåéñòâèòåëüíî, ÷åðåç òî÷êó O è ÷åðåç äîëþ ìîæíî ïðîâåñòè ìûñëåííóþ
ïñåâäîïðÿìóþ è óïîðÿäî÷èòü îòðåçêè ïîäìíîæåñòâà ïî ïîðÿäêó (ëþáîìó èç äâóõ,
ñ÷èòàÿ îò òî÷êè O) ñëåäîâàíèÿ èõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ ìûñëåííîé ïñåâäîïðÿìîé.
Òîãäà îáà êîíöà ïåðâîãî ïî ïîðÿäêó îòðåçêà ïðåäïîëàãàåìîãî öèêëà ñóòü êîíöû
äâóõ äðóãèõ îòðåçêîâ öèêëà, ðàñïîëàãàþùèõñÿ ïî îäíó ñòîðîíó äîëè îò ïåðâîãî îò-
ðåçêà è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåñåêàþùèõñÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå. Â ãðàôå áåç öèêëîâ
÷èñëî ðåáåð íå ïðåâîñõîäèò óìåíüøåííîãî íà åäèíèöó ÷èñëà âåðøèí. Âåðøèíû ãðà-
ôà ðàñïîëàãàþòñÿ íà ïñåâäîïðÿìûõ li è li+1, ïîýòîìó ai + 1 íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà
òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïñåâäîïðÿìûõ li è li+1 ñ îñòàâøèìèñÿ (n−m) ïðÿìûìè. Çà cj äëÿ
j = 2, . . . ,m îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðàòíîñòè j, ðàñïîëîæåííûõ
íà ïðÿìûõ l1, . . . , lm, êðîìå òî÷êè O. Èòàê,

m+
m∑
i=1

ai 6 2
m∑
j=2

cj. (2.34)

Êàæäàÿ èç n − m − ai äóã, íå âîøåäøèõ â ìíîæåñòâî Mi, ïåðåñåêàåò õîòÿ áû
îäíó èç åãî äóã âî âíóòðåííåé òî÷êå. Ïîýòîìó n − m − ai íå ïðåâîñõîäèò ñóììû
(ïî òî÷êàì ïåðåñå÷åíèÿ ïñåâäîïðÿìûõ, ðàñïîëîæåííûõ ñòðîãî âíóòðè îáëàñòè Di)
óìåíüøåííûõ íà åäèíèöó êðàòíîñòåé, òî åñòü

n−m− ai 6
m∑
j=2

tij(j − 1), (2.35)

ãäå ÷åðåç tij îáîçíà÷åíî êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðàòíîñòè j â îáëàñòè Di.
Òîãäà

f =
m∑
i=1

m∑
j=2

tij(j − 1) +
m∑
j=2

cj(j − 1) +m, (2.36)

òàê êàê cj+
∑m

i=1 t
i
j � ýòî êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ íà ïëîñêîñòè RP2 êðàòíîñòè

j, îòëè÷íûõ îò òî÷êè O. Çàìåòèì, ÷òî

m∑
j=2

cj(j − 1) = m(n−m), (2.37)

òàê êàê êàæäàÿ èç îñòàâøèõñÿ ïñåâäîïðÿìûõ ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäîé èç m ïñåâäî-
ïðÿìûõ l1 . . . , lm. Èç ðàâåíñòâ (2.36) è (2.37) ñëåäóåò:

f −m(n−m+ 1) =
m∑
i=1

m∑
j=2

tij(j − 1). (2.38)
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Ñëîæèì íåðàâåíñòâà (2.35) ïî âñåì i = 1, . . . ,m è ñëîæèì c (2.34):

m(n−m+ 1) 6
m∑
i=1

m∑
j=2

tij(j − 1) + 2(c2 + . . .+ cm). (2.39)

Ïîäñòàâèì â (2.39) ðàâåíñòâî (2.38) è âûðàçèì f :

f > 2m(n−m+ 1)− 2(c2 + . . .+ cm). (2.40)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç s ñóììó c2 + . . .+ cm−1. Èç ðàâåíñòâà (2.37) è íåðàâåíñòâà

c2 + 2c3 + . . .+ (m− 2)cm−1 > s

èìååì:

cm 6 m(n−m)− s

m− 1
. (2.41)

Ïîäñòàâèì (2.41) â (2.40), èñïîëüçóÿ ñóììó s :

f > 2m(n−m+ 1)− 2s− 2m(n−m)

m− 1
+

2s

m− 1
=

2m(n−m)(m− 2)

m− 1
+ 2m− 2s

m− 2

m− 1
.

(2.42)
Ïî ëåììå 2.6 âåðíî íåðàâåíñòâî

f > 1 +
n(n− 1)

m
+

m− 2

m
s. (2.43)

Óìíîæèì íåðàâåíñòâî (2.42) íà m− 1, íåðàâåíñòâî (2.43) íà 2m è ñëîæèì:

(3m− 1)f > 2m(n−m)(m− 2) + 2m2 + 2n(n− 1).

Îòñþäà ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. �
Çàìå÷àíèå 2.3. Íàéäåì âñå ïàðû ÷èñåë (n,m) ñ m > 4 è n > m + 1, ïðè êîòîðûõ
òåîðåìà 2.4 ñèëüíåå íåðàâåíñòâà (2.19) òåîðåìû 2.3. Ñðàâíèì ïðàâûå ÷àñòè ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ íåðàâåíñòâ íà ÷èñëà îáëàñòåé f

n2 + (m2 − 2m− 1)n−m3 + 3m2

3m− 1
>

n2 − n+ 2m

m+ 3
⇔ (m−2)(n−m−1)(2n−m2−m) < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè m + 1 < n < m2+m
2

òåîðåìà 2.4 ñèëüíåå íåðàâåíñòâà (2.19) òåî-
ðåìû 2.3.

Çàìå÷àíèå 2.4. Åñëè äëÿ (n,m, f) êîíôèãóðàöèè ïñåâäîïðÿìûõ f = 2
(

n2−n+2m
m+3

)
,

òî êîíôèãóðàöèÿ ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ òèïîâ.
1.

n = m+ 1, m > 2, f = 2n− 2, t2 = m, t3 = . . . = tm−1 = 0, tm = 1.

2.

n 6 7, m = 3, f =
n2 − n

3
+ 2.
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Íàïðèìåð, èç âòîðîãî òèïà ïîäõîäÿò

n = 6, m = 3, f = 12, t2 = 3, t3 = 4

è
n = 7, m = 3, f = 16, t2 = 3, t3 = 6

Äåéñòâèòåëüíî, äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (2.19) òåîðåìû 2.3 èñïîëüçîâàëî íåðà-
âåíñòâà 2e > 3f è

(A(3− j) +Bj(j − 1)) tj 6 (j − 1)tj,

êîòîðûå îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâî, åñëè è òîëüêî åñëè âñå îáëàñòè êîíôèãóðàöèè
òðåóãîëüíûå è tj = 0 ïðè 2 < j < m.

2.3 Ìíîæåñòâà ÷èñåë ñâÿçíûõ êîìïîíåíò äîïîëíåíèé ê íàáî-

ðàì n ïñåâäîïðÿìûõ

Òåîðåìà 2.5. Í. Ìàðòèíîâ, 1993. Íåòðèâèàëüíûé íàáîð èç n ïñåâäîïðÿìûõ íà
ïëîñêîñòè RP2 äåëèò ïîñëåäíþþ íà f îáëàñòåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùå-
ñòâóåò öåëîå ÷èñëî k, 1 6 k 6 n− 2, òàêîå ÷òî

(n− k)(k + 1) + C2
k −min

{
n− k, C2

k

}
6 f 6 (n− k)(k + 1) + C2

k .

Çàìåòèì, ÷òî îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ[
(n− k)(k + 1) + C2

k −min
{
n− k, C2

k

}
; (n− k)(k + 1) + C2

k

]
ïî k, 1 6 k 6 n− 2 ïîêðûâàåò âñå öåëûå ÷èñëà îòðåçêà [2n− 2; C2

n +1], êðîìå ÷èñåë
èíòåðâàëîâ (ai; bi) � ëàêóí8, ãäå

ai = i(n− i+ 1) + C2
i−1, bi = (i+ 1)(n− i).

Ëàêóíà íîìåð i ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíî öåëîå ÷èñëî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

bi > ai + 2 ⇔ n > C2
i+1 + 3.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç dn ñëåäóþùåå ÷èñëî

dn = max{d ∈ Z | n > C2
d+1 + 3}.

Ðåøàÿ êâàäðàòíîå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì

dn =

[√
2n− 5

3

4
− 1

2

]
.

8Ïîñêîëüêó Â.È. Àðíîëüä íå èñêëþ÷àë òðèâèàëüíûå íàáîðû, òî â [2] ëàêóíû íóìåðîâàëèñü
÷èñëàìè i, íà÷èíàÿ ñ åäèíèöû. Áåç òðèâèàëüíîãî íàáîðà ïñåâäîïðÿìûõ ëàêóíà (a1, b1) ïðîïàäàåò,
è â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ i > 2.
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Ñëåäñòâèå 2.1. ×èñëî ëàêóí ðàâíî dn − 1 è îíè íóìåðóþòñÿ ÷èñëàìè i, 2 6 i 6
dn. ×èñëî îáëàñòåé äëÿ íàáîðà ïñåâäîïðÿìûõ íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü êàêîé-ëèáî

ëàêóíå. Ïîñëåäíÿÿ ëàêóíà çàêàí÷èâàåòñÿ ïåðåä ÷èñëîì (n − dn)(dn + 1) ≈
√
2n

3
2 .

Äîëÿ öåëûõ ÷èñåë îòðåçêà [2n− 2;C2
n+1], ðåàëèçóåìûõ â êà÷åñòâå ÷èñëà îáëàñòåé,

ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå ïðè n → ∞. Âñå ëàêóíû ñîäåðæàòñÿ â îòðåçêå

[2n− 2; (n− dn)(dn + 1)]

è äîëÿ öåëûõ ÷èñåë ýòîãî îòðåçêà, ðåàëèçóåìûõ â êà÷åñòâå ÷èñëà îáëàñòåé, ñòðå-
ìèòñÿ ê 1

3
ïðè n → ∞.

Äåéñòâèòåëüíî, êîëè÷åñòâî ñîäåðæàùèõñÿ â ëàêóíàõ öåëûõ ÷èñåë ðàâíî

dn∑
i=2

(bi − ai − 1) =
dn∑
i=2

(n− C2
i+1 − 2) ≈

2
√
2

3
n

3
2 .

r2n− 2
? rr
3n− 6

6
rrrrr4n− 12
? rrrrrrr
5n− 20

6
rrrrrrrrrrr6n− 30
? t

(dn + 1)(n− dn)
6
rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrt

C2
n + 1

6

Ðèñ. 3: Ìíîæåñòâî ÷èñåë îáëàñòåé äëÿ áîëüøèõ n

Ëåììà 2.7. Àðíîëüä, [2]. Äëÿ íåòðèâèàëüíûõ íàáîðîâ n ïñåâäîïðÿìûõ

m(n−m+ 1) 6 f 6 m(n−m+ 1) + C2
n−m,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî ñïðàâà äîñòèãàåòñÿ, åñëè ïîìèìî m ïåðåñåêàþùèõñÿ â îäíîé
òî÷êå ïñåâäîïðÿìûõ îñòàëüíûå n−m ïñåâäîïðÿìûõ íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè
äðóã ê äðóãó è ê êîëëèíåàðíûì ïñåâäîïðÿìûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ëåììó èíäóêöèåé ïî n, áàçà n = m + 1. Ïóñòü äâîéíîå
íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íàáîðîâ n ïñåâäîïðÿìûõ. Òîãäà ïðè äîáàâëåíèè åùå
îäíîé ïñåâäîïðÿìîé íîìåð n+ 1 ÷èñëî îáëàñòåé óâåëè÷èòñÿ íà ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå-
÷åíèÿ äîáàâëåííîé ïñåâäîïðÿìîé ñ ïðåäûäóùèìè, êîòîðîå íå ìåíüøåm è íå áîëüøå
n. Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî ñëåâà, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò íå äîñòèãàòüñÿ ïðè m < n

2
.

�
Ëåììà 2.8. Ïóñòü ÷èñëî îáëàñòåé íåòðèâèàëüíîãî íàáîðà n ïñåâäîïðÿìûõ ïðè-
íàäëåæèò ëàêóíå íîìåð i, ãäå i 6 dn. Òîãäà m 6 i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî m > i + 1. Òîãäà, åñëè i + 1 6
m 6 n− i, òî ïî ëåììå 2.7

f > m(n−m+ 1) > (i+ 1)(n− i) = bi,
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÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ÷èñëî f ïðèíàäëåæèò ëàêóíå íîìåð i. Åñëèm > n−i+1,
òî n−m 6 i− 1 è C2

n−m 6 C2
i−1. Ñëåäîâàòåëüíî ïî ëåììå 2.7

f 6 m(n−m+ 1) + C2
n−m 6 i(n− i+ 1) + C2

i−1 = ai,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ÷èñëî f ïðèíàäëåæèò ëàêóíå íîìåð i. �
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ìàðòèíîâà. Äîñòàòî÷íîñòü. Äëÿ äàííîãî k, 1 6 k 6 n−2
è ÷èñëà f , òàêîãî ÷òî

f = (n− k)(k + 1) + C2
k − t, 0 6 t 6 min

{
n− k, C2

k

}
ïîñòðîèì íàáîð èç n ïðÿìûõ, äåëÿùèé ïëîñêîñòü íà f îáëàñòåé. Ïóñòü ÷åðåç îäíó
òî÷êó ïðîõîäèò n − k ïðÿìûõ, îñòàëüíûå ïðÿìûå íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè
ïî îòíîøåíèþ äðóã ê äðóãó. Ïðè ýòîì t ïðÿìûõ èç òåõ, êîòîðûå ïðîõîäÿò ÷åðåç
îäíó òî÷êó, ïðîõîäÿò ÷åðåç t òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, íàõîäÿùèõñÿ â îáùåì ïî-
ëîæåíèè. Ïðîâåñòè òàê ïðÿìûå âîçìîæíî, ò.ê. 0 6 t 6 min {n− k, C2

k}. Íåòðóäíî
ïîäñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî îáëàñòåé ðàâíî f = (n− k)(k + 1) + C2

k − t.
Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç ëåìì 2.8 è 2.5, â êîòîðîé â êà÷åñòâå ÷èñëà k ñëåäóåò

âçÿòü íîìåð i ãèïîòåòè÷åñêîé ëàêóíû, ñîäåðæàùåé ÷èñëî îáëàñòåé f . �
Çàìå÷àíèå 2.5. Åñëè ðàññìàòðèâàòü âìåñòî ïñåâäîïðÿìûõ íàáîðû ïðÿìûõ, òî ìíî-
æåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ÷èñåë îáëàñòåé íå èçìåíèòüñÿ, ò.ê. ïðèìåð áûë ïîñòðîåí
äëÿ ïðÿìûõ, à íåîáõîäèìîñòü â òåîðåìå Ìàðòèíîâà äëÿ ïðÿìûõ î÷åâèäíî ñëåäóåò
èç íåîáõîäèìîñòè äëÿ ïñåâäîïðÿìûõ.
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3 Íàáîðû ïîãðóæåííûõ îêðóæíîñòåé íà äâóìåðíûõ

ïîâåðõíîñòÿõ

Ïóñòü M � ñâÿçíàÿ äâóìåðíàÿ ãëàäêàÿ êîìïàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü áåç êðàÿ, S =
S1
⊔

· · ·
⊔
S1 � äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå n îêðóæíîñòåé, φ : S → M � ïîãðó-

æåíèå ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïðîîáðàçîâ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ, ò.å. ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì
ïàð ðàçëè÷íûõ òî÷åê (x, y), òàêèõ ÷òî φ(x) = φ(y).

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ÷èñëî f êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè äîïîëíåíèÿ â M ê φ(S).
Ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ÷èñåë f äëÿ äàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ è ÷èñëà n áóäåì
(êàê è ðàíüøå) îáîçíà÷àòü ÷åðåç Fp(M,n). Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî áåç äîïîë-
íèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ïîãðóæåíèå φ ìíîæåñòâî Fp(M,n) ïîëó÷àåòñÿ äîâîëüíî
ïðîñòûì. Åñëè æå çàôèêñèðîâàòü ìåòðèêó íà M è âìåñòî φ(S) ðàññìàòðèâàòü íàáî-
ðû èç n çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ, òî ìíîæåñòâà F (M,n) ÷èñåë êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
áóäóò áîëåå èíòåðåñíûìè. Ìû íàéäåì â ÿâíîì âèäå ïîñëåäíèå ìíîæåñòâà äëÿ ðàâ-
íîãðàííûõ òåòðàýäðîâ, òîðîâ è áóòûëîê Êëåéíà ñ ëîêàëüíî åâêëèäîâîé ìåòðèêîé,
ïðè÷åì îêàæåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâà íå çàâèñÿò îò êîíêðåòíîãî âûáîðà ïëîñêîé ìåòðèêè
èëè îò ñîîòíîøåíèé ìåæäó äëèíàìè ðåáåð ðàâíîãðàííîãî òåòðàýäðà.

3.1 Î ÷èñëå ñâÿçíûõ êîìïîíåíò â íåêëåòî÷íûõ ðàçáèåíèÿõ

ñôåð ñ ðó÷êàìè

Îïðåäåëåíèå 3.1. Íàçîâåì ðàçáèåíèå ïîâåðõíîñòè M2 êîíå÷íûì íàáîðîì çàìêíó-
òûõ ãëàäêèõ ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ êëåòî÷íûì, åñëè âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè äî-
ïîëíåíèÿ â M2 ê îáúåäèíåíèþ êðèâûõ ãîìåîìîðôíû îòêðûòûì äèñêàì.

Çàìå÷àíèå 3.1. Êëåòî÷íûå ðàçáèåíèÿ ïîâåðõíîñòè ðîäà g > 2 äåéñòâèòåëüíî ñóòü
ïðåäñòàâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè â âèäå êëåòî÷íîãî êîìïëåêñà.

Äëÿ íàáîðà A èç n ïðÿìûõ íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíî-
ãî÷ëåí èìååò âèä

φA(t) = t2 − nt+
∑
i>2

(i− 1)ti,

ãäå ti � ýòî ÷èñëî òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ i ïðÿìûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå
Çàñëàâñêîãî ÷èñëî îáëàñòåé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ðàâíî 1 +

∑
i>2(i− 1)ti.

Äàäèì àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèå ìíîãî÷ëåíà φA(t) äëÿ íàáîðà îêðóæíîñòåé, ïî-
ãðóæåííûõ îêðóæíîñòåé â çàìêíóòóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü M ðîäà g > 0 (ãî-
ìåîìîðôíóþ ñôåðå ñ g ðó÷êàìè). Îáîçíà÷èì ÷åðåç S = S1

⊔
. . .
⊔
S1 äèçúþíêòíîå

îáúåäèíåíèå n îêðóæíîñòåé, à ÷åðåç ϕ : S → M ïîãðóæåíèå ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì
òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ti ÷èñëî òî÷åê M , ïðîîáðàç ϕ−1 êîòîðûõ
ñîñòîèò èç i òî÷åê äëÿ i > 2.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ ïîãðóæåíèÿ ϕ íàçîâåì
ìíîãî÷ëåí

φϕ(t) = t2 − nt+
∑
i>2

(i− 1)ti.
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Â îòëè÷èå îò ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, ÷èñëî îáëàñòåé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè
íåëüçÿ âûðàçèòü òîëüêî ÷åðåç õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, ò.ê. îáëàñòè ìîãóò
áûòü íå ãîìåîìîðôíû äèñêó.

Òåîðåìà 3.1. Íà çàìêíóòîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè M ðîäà g > 0 ðàññìîòðèì
ïîãðóæåíèå ϕ : S → M äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ n îêðóæíîñòåé ñ êîíå÷íûì
÷èñëîì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Òîãäà äëÿ ÷èñëà ñâÿçíûõ êîìïîíåíò |π0(M \ ϕ(S))|
äîïîëíåíèÿ â M ê ìíîæåñòâó ϕ(S) âåðíî

|π0(M \ ϕ(S))| = φϕ(S)(0) + 1− g + |π0(ϕ(S))|+ k − u,

ãäå φϕ(S)(t) � ýòî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, |π0(ϕ(S))| � ÷èñëî êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà ϕ(S) ⊂ M , k � ñóììà ðîäîâ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè M \
ϕ(S), u � ñóììà ðîäîâ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ðåãóëÿðíîé ε-îêðåñòíîñòè Uε(ϕ(S))
ìíîæåñòâà ϕ(S).

Ñëåäñòâèå 3.1. (a)
|π0(M \ ϕ(S))| > φϕ(S)(0) + 2− 2g,

ïðè÷åì, åñëè âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè M \ ϕ(S) ãîìåîìîðôíû äèñêó, òî äîñòè-
ãàåòñÿ ðàâåíñòâî.

(á)
|π0(M \ ϕ(S))| > n− 2g + 1,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ äëÿ íàáîðà 2g îáðàçóþùèõ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóï-
ïû M .

(â)
|π0(M \ ϕ(S))| 6 φϕ(S)(0) + |π0(ϕ(S))|+ 1,

ïðè÷åì äëÿ íàáîðà, ñîñòîÿùåãî èç îäíîé ïðîñòîé ãåîäåçè÷åñêîé, äåëÿùåé ìíîãîîá-
ðàçèå M ðîäà g > 2 íà äâå îáëàñòè, äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî.

(ã) Äëÿ äâóìåðíîé ñòàíäàðòíîé ñôåðû S2 è îáúåäèíåíèÿ n çàìêíóòûõ ãåîäåçè-
÷åñêèõ, ïîëó÷èì |π0(ϕ(S))| = 1, k = u = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

|π0(S
2 \ ϕ(S))| = φϕ(S)(0) + 2.

(ä) Äëÿ äâóìåðíîãî ïëîñêîãî òîðà T 2 = R2/Z2 è îáúåäèíåíèÿ n çàìêíóòûõ ãåî-
äåçè÷åñêèõ, âçÿòîãî çà ϕ(S), ïîëó÷èì k = 0, g = 1 è

|π0(T
2 \ ϕ(S))| = φϕ(S)(0) + |π0(ϕ(S))| − u.

Åñëè ñðåäè ãåîäåçè÷åñêèõ åñòü õîòÿ áû äâå íå ïàðàëëåëüíûå äðóã äðóãó, òî

π0(ϕ(S))| = u = 1 è |π0(T
2 \ ϕ(S))| = φϕ(S)(0).

Åñëè âñå çàìêíóòûå ãåîäåçè÷åñêèå ïîïàðíî ïàðàëëåëüíû, òî

|π0(ϕ(S))| = n, u = φϕ(S)(0) = 0 è |π0(T
2 \ ϕ(S))| = n.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1. Ïîñ÷èòàåì Ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó χ(M) ìíîãî-
îáðàçèÿ M è ïðèìåíèì äâà ôàêòà:
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Ëåììà 3.1. Äëÿ êîíå÷íûõ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ X è Y âåðíî

χ(X
∪

Y ) = χ(X) + χ(Y )− χ(X
∩

Y ).

Çäåñü X è Y ñ÷èòàþòñÿ ïîäêîìïëåêñàìè â íåêîòîðîì îáúåìëþùåì êîìïëåêñå.

Ëåììà 3.2. Ëþáîå êîìïàêòíîå äâóìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå ñôåðû ñ g ðó÷êàìè ãî-
ìåîìîðôíî íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ ñôåð ñ ðó÷êàìè è äûðêàìè, ïðè÷åì ñóììà ðîäîâ
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà g.

Â êà÷åñòâå X âîçüìåì ðåãóëÿðíóþ îêðåñòíîñòü ϕ(S), â êà÷åñòâå Y � çàìûêàíèå
äîïîëíåíèÿ â M ê ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà ϕ(S). �

3.2 Ìíîæåñòâî ÷èñåë îáëàñòåé â ðàçáèåíèÿõ ïîâåðõíîñòåé ñå-

ìåéñòâàìè êðèâûõ

Îïðåäåëåíèå 3.3. Äîïóñòèìûì ñåìåéñòâîì êðèâûõ Γ áóäåì íàçûâàòü ìíîæå-
ñòâî çàìêíóòûõ ãëàäêèõ êðèâûõ íà çàìêíóòîì ãëàäêîì äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè
M2 ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• äëÿ ëþáîé γ ∈ Γ âñå òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ γ äâîéíûå è èõ ÷èñëî ìèíèìàëüíî
â êëàññå çàìêíóòûõ êðèâûõ, ñâîáîäíî ãîìîòîïíûõ γ,

• äëÿ ëþáûõ γ1 ∈ Γ è γ2 ∈ Γ ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ γ1 è γ2 ñ ó÷åòîì êðàò-
íîñòè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ìèíèìàëüíî â êëàññå çàìêíóòûõ êðèâûõ, ñâîáîäíî ãî-
ìîòîïíûõ γ1 è γ2,

• äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê S ïîâåðõíîñòè M2 è íåòðèâèàëü-
íîãî ýëåìåíòà a ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû M2 ñóùåñòâóåò êðèâàÿ γ ∈ Γ,
ãîìîòîïíàÿ a è íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè èç S,

• äëÿ ëþáîé òî÷êè A íà ïîâåðõíîñòè M2 è íåòðèâèàëüíîãî ýëåìåíòà a ôóíäà-
ìåíòàëüíîé ãðóïïû M2 ñóùåñòâóåò êðèâàÿ γ ∈ Γ, ãîìîòîïíàÿ a è ïðîõîäÿ-
ùàÿ ÷åðåç òî÷êó A.

×åðåç F (M2,Γ, n) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ÷èñåë êîìïîíåíò ñâÿç-
íîñòè äîïîëíåíèÿ â M2 ê îáúåäèíåíèþ n ðàçëè÷íûõ êðèâûõ èç Γ

Ãèïîòåçà 3.1. Ïóñòü M2 ãîìåîìîðôíî ñôåðå ñ g > 2 ðó÷êàìè, à Γ � ïðîèçâîëüíîå
äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî êðèâûõ íà M2. Òîãäà

F (M2,Γ, n) = {m ∈ N | m > n− 2g + 1}.

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.1 îñòàåòñÿ ðåàëèçîâàòü âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, áîëüøèå n−2g,
íàáîðàìè êðèâûõ èç Γ.
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3.3 Ìíîæåñòâà ÷èñåë îáëàñòåé â ðàçáèåíèÿõ òîðîâ è áóòûëîê

Êëåéíà

Ðàçáèåíèÿ íàáîðàìè çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ. Ïîä ïëîñêèì òîðîì T 2 èëè
ïëîñêîé áóòûëêîé Êëåéíà KL2 èìååì â âèäó ïàðàëëåëîãðàìì ABCD ⊂ R2 íà åâ-
êëèäîâîé ïëîñêîñòè ñ îòîæäåñòâëåííûìè ñòîðîíàìè

AB ∼ DC, AD ∼ BC è AB ∼ DC, AD ∼ CB

ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü p1 : R2 → T 2 è p2 : R2 → KL2 ñîîòâåòñòâóþùèå ëîêàëüíî
èçîìåòðè÷íûå óíèâåðñàëüíûå íàêðûòèÿ. Ïîäíÿòèå ãåîäåçè÷åñêîé (îò äàííîé òî÷êè
ïëîñêîñòè) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé, ïðè÷åì çàìêíóòîñòü ãåîäåçè÷åñêîé ðàâíîñèëüíà ñî-
èçìåðèìîñòè êîîðäèíàò íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ïðÿìîé, ðàçëîæåííîãî ïî áàçèñó
{−→AB,

−−→
AD}. Íàçîâåì çàìêíóòûå ãåîäåçè÷åñêèå ïàðàëëåëüíûìè, åñëè ëþáûå èõ íà-

êðûâàþùèå ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû. Îïóñòèì âûñîòó BH íà ïðÿìóþ AD è îáîçíà÷èì
÷åðåç u, v è w âåêòîðà

−→
AB,

−−→
AD è

−−→
HB ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ âçàèìíî ïðîñòûõ öåëûõ

÷èñåë k, l ãåîäåçè÷åñêîé òèïà (k, l) íà òîðå T 2 íàçîâåì çàìêíóòîé ãåîäåçè÷åñêóþ,
äëÿ êîòîðîé ëþáàÿ åå íàêðûâàþùàÿ ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà âåêòîðó ku+ lv. Ãåîäåçè-
÷åñêîé òèïà (2k, l) íàKL2 íàçîâåì çàìêíóòóþ ãåîäåçè÷åñêóþ, äëÿ êîòîðîé íàéäåòñÿ
íàêðûâàþùàÿ åå ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ âåêòîðó 2kw + lv, çà èñêëþ÷åíèåì äâóõ çà-
ìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ v è èìåþùèõ äëèíó ∥w∥. Òèï ýòèõ äâóõ
ãåîäåçè÷åñêèõ áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíûì (1,0). Äëÿ íàáîðà çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ íà
òîðå è íà áóòûëêå Êëåéíà KL2 ñ åâêëèäîâûìè ìåòðèêàìè ÷åðåç ti îáîçíà÷èì ÷èñ-
ëî òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ i ãåîäåçè÷åñêèì ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ íà
KL2.

Ëåììà 3.3. Äâå çàìêíóòûå ãåîäåçè÷åñêèå íà ïëîñêîì òîðå òèïîâ (a, b) è (c, d)
ïåðåñåêàþòñÿ â |ad− bc| òî÷êàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ÷èòàåì, ÷òî |ad−bc| ̸= 0, ò.ê. èíà÷å òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ íåò. Äëèíû
äàííûõ ãåîäåçè÷åñêèõ γ1 è γ2 ðàâíû ∥au+bv∥ è ∥cu+dv∥ ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó ñîñåäíèìè âèòêàìè γ1 è γ2 ðàâíû

h1 =
S

∥au+ bv∥
è h2 =

S

∥cu+ dv∥

ñîîòâåòñòâåííî, ãäå S = ∥[u, v]∥ � ïëîùàäü òîðà. Òîãäà

sin∠(γ1, γ2) =
|ad− bc|S

∥au+ bv∥ · ∥cu+ dv∥

Ïîýòîìó ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ïî γ1 òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ðàâíî

h2

sin∠(γ1, γ2)
=

∥au+ bv∥
|ad− bc|

.

Çíà÷èò, íà γ1 íàõîäèòñÿ |ad− bc| òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ. �
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Ëåììà 3.4. (à) Çàìêíóòàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ òèïà (2k, l) íà ïëîñêîé áóòûëêå Êëåéíà
KL2 èìååò |kl| òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, êðàòíîñòè äâà êàæäàÿ.

(á) Äâå çàìêíóòûå íåïàðàëëåëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå íà KL2 èìåþò õîòÿ áû îäíó
òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ. Çàìêíóòàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ òèïà (2, 0) ïåðåñåêàåò íåïàðàëëåëü-
íóþ åé çàìêíóòóþ ãåîäåçè÷åñêóþ γ ïî êðàéíåé ìåðå â äâóõ òî÷êàõ èëè ïðîõîäèò
÷åðåç òî÷êó ñàìîïåðåñå÷åíèÿ γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (à) Äëÿ kl = 0 ëåììà î÷åâèäíà, ñ÷èòàåì äàëåå, ÷òî kl ̸= 0. ×åðåç
ëþáóþ òî÷êó KL2 ãåîäåçè÷åñêàÿ ïðîõîäèò íå áîëåå äâóõ ðàç, ò.ê. íàêðûâàþùèå åå
ïðÿìûå ñîñòàâëÿþò ñ v îäèí èç óãëîâ {φ, π − φ}, ãäå

tgφ =
2k∥w∥
l∥v∥

.

Ïóñòü ïðÿìàÿ
γ̃(t) = A+ (p1 + lt)v + (p2 + 2kt)w

íàêðûâàåò äàííóþ ãåîäåçè÷åñêóþ γ ïðè t ∈ R äëÿ íåêîòîðûõ p1 ∈ R, p2 ∈ R. Ïóñòü−−→
AH = αv. Òî÷êà ñàìîïåðåñå÷åíèÿ γ ïðîèñõîäèò ïðè ïàðàìåòðàõ t1 è t2 íàêðûâàþùåé
ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

t1 =
(2α− 4p1)k − l + 2(kj − li)

4kl
, t2 =

(2α− 4p1)k + l + 2(kj + li)

4kl

äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ ÷èñåë i è j. Ñëåäóþùèå äðîáíûå ÷àñòè ðàâíû

{t1 + t2} =

{
α− 2p1

l
+

j

l

}
è {t2 − t1} =

{
2i+ 1

2k

}
,

ïîýòîìó òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ γ îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ïàðàì öåëûõ ÷èñåë
(i, j), ãäå

i ∈ {0, 1, . . . , |k| − 1} è j ∈ {0, 1, . . . , |l| − 1}.

(á) Íàêðûâàþùèå ïðÿìûå çàìêíóòûõ íå ïàðàëëåëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ èìåþò òî÷-
êó ïåðåñå÷åíèÿ, ïîýòîìó è ãåîäåçè÷åñêèå ïåðåñåêàþòñÿ. Çàìêíóòàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ γ,
íå ïàðàëëåëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêîé òèïà (2,0) èìååò ëèáî òèï (0,1), ëèáî òèï (k, l) ñ
kl ̸= 0. Ïåðâûé ñëó÷àé î÷åâèäåí, à âî âòîðîì ãåîäåçè÷åñêóþ γ íàêðûâàåò äâà ñåìåé-
ñòâà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, è ñ êàæäûì èç íèõ ïåðåñåêàåòñÿ íàêðûâàþùàÿ ïðÿìàÿ
äëÿ ãåîäåçè÷åñêîé òèïà (2,0). �
Ëåììà 3.5. Åñëè íàáîð çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ íà ïëîñêîì òîðå èëè íà ïëîñ-
êîé áóòûëêå Êëåéíà ñîäåðæèò õîòÿ áû äâå íåïàðàëëåëüíûå, òî âñå îáðàçîâàííûå
îáëàñòè ãîìåîìîðôíû îòêðûòîìó äèñêó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëåììó â ñëó÷àå, êîãäà íàáîð ñîñòîèò èç äâóõ
çàìêíóòûõ íåïàðàëëåëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ íà T 2 èëè KL2 èëè èç îäíîé ãåîäåçè÷å-
ñêîé òèïà (2k, l) ñ kl ̸= 0 íà KL2. Ðàññìîòðèì íàêðûòèÿ

p1 : R2 → T 2 è p2 : R2 → KL2.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàêèå-òî äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè X è Y ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ïðîîá-
ðàçà íåêîòîðîé îáëàñòè îòîáðàæàþòñÿ â îäíó òî÷êó ïðè íàêðûòèè p1 èëè p2. Òîãäà
ýòà ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ ëîìàíóþ ñ ðàâíûìè ïî äëèíå çâå-
íüÿìè, îäíèì çâåíîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê XY . Òàê êàê ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà
ïðîîáðàçà îáëàñòè îãðàíè÷åíà, òî òàêèõ òî÷åê X è Y íå ñóùåñòâóåò. Ñëåäîâàòåëü-
íî, êàæäàÿ îáëàñòü ãîìåîìîðôíà ñâîåìó ïðîîáðàçó � äèñêó. �
Ëåììà 3.6. Åñëè âñå îáëàñòè òîðà T 2 èëè áóòûëêè Êëåéíà KL2 ñ åâêëèäîâûìè
ìåòðèêàìè, îáðàçîâàííûå íàáîðîì çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ, ãîìåîìîðôíû äèñêó,
òî ÷èñëî îáëàñòåé ðàâíî ∑

i>2

(i− 1)ti.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âñå îáëàñòè ãîìåîìîðôíû äèñêó, òî íàáîð ãåîäåçè÷åñêèõ îá-
ðàçóåò êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ïîâåðõíîñòè, ïîñêîëüêó íà ëþáîé ãåîäåçè÷åñêîé áóäåò
õîòÿ áû îäíà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ. Â ýòîì ðàçáèåíèè

∑
ti âåðøèí � òî÷åê ïåðåñå-

÷åíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ,
∑

iti ðåáåð � îòðåçêîâ ãåîäåçè÷åñêèõ è f äâóìåðíûõ êëåòîê
� îáëàñòåé. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà òîðà è áóòûëêè Êëåéíà ðàâíà íóëþ, îòêóäà
ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. �
Òåîðåìà 3.2. Äëÿ òîðà T 2 ñ ëîêàëüíî åâêëèäîâîé ìåòðèêîé ìíîæåñòâà ÷èñåë
îáëàñòåé ïðè n > 2 ñëåäóþùèå:

F
(
T 2, n

)
= {n− 1, n} ∪ {l ∈ N|l > 2n− 4} .

À ìíîæåñòâî F (T 2, 1) = {1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì ïðèìåðû íàáîðîâ n > 2 çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ: n−s
ãåîäåçè÷åñêèõ òèïà (0,1) è s ãåîäåçè÷åñêèõ òèïà (1,0) îáðàçóþò n − s îáëàñòåé íà
òîðå äëÿ s ∈ {0, 1}. Íà òîðå n − 2 ïàðàëëåëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ òèïà (0,1), îäíà
ãåîäåçè÷åñêàÿ òèïà (1,0) è îäíà ãåîäåçè÷åñêàÿ òèïà (1, a), íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ òèïà (0,1) c ãåîäåçè÷åñêîé òèïà (1,0), îáðàçóþò 2n−4+a
îáëàñòåé äëÿ ëþáîãî öåëîãî a > 0 (ïî ëåììàì 3.3, 3.5 è 3.6), cì. ðèñ. 4.

H1,0L

H0,1L

Ðèñ. 4: n = 8, a = 3

36



Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî â ìíîæåñòâàõ F (T 2, n) íåò äðóãèõ ÷èñåë. Ðàññìîòðèì ïðî-
èçâîëüíûé íàáîð Γ èç n > 3 ðàçëè÷íûõ çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ íà T 2, îáðàçóþùèé
f = f(Γ) îáëàñòåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç m ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïàðàëëåëüíûõ ãåîäåçè-
÷åñêèõ â íàáîðå Γ.

Åñëè m = n, òî f = n. Åñëè m = n − 1, òî f äåëèòñÿ íàöåëî íà n − 1. Åñëè
2 6 m 6 n− 2, òî êàæäàÿ èç n−m îñòàâøèõñÿ â Γ ãåîäåçè÷åñêèõ èìååò ïî êðàéíåé
ìåðå m òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ m ïàðàëëåëüíûìè ãåîäåçè÷åñêèìè, ïîýòîìó ïî ëåììàì
3.5 è 3.6 ïîëó÷àåì

f > m(n−m) > 2n− 4.

Îñòàëñÿ ñëó÷àé m = 1. Åñëè ëþáûå äâå ãåîäåçè÷åñêèå èç Γ ïåðåñåêàþòñÿ íå ìåíåå,
÷åì â äâóõ òî÷êàõ, òî èç ëåìì 3.5 è 3.6 ñëåäóåò, ÷òî f > 2n − 2. Åñëè íåêîòîðûå
ãåîäåçè÷åñêèå γ1 è γ2 èç Γ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå è ëþáàÿ èç n−2 îñòàâøèõñÿ
â Γ ãåîäåçè÷åñêèõ ïåðåñåêàåò îáúåäèíåíèå γ1

∪
γ2 íå ìåíåå ÷åì â äâóõ òî÷êàõ, òî èç

ëåìì 3.5 è 3.6 ñëåäóåò, ÷òî f > 2n − 3. Äîêàæåì, ÷òî åñëè ïîïàðíûå ïåðåñå÷åíèÿ
íåêîòîðûõ ãåîäåçè÷åñêèõ γ1, γ2 è γ3 èç Γ ñîñòîÿò èç îäíîé òî÷êè è ýòà òî÷êà îáùàÿ,
òî ëþáàÿ èç n−3 îñòàâøèõñÿ â Γ ãåîäåçè÷åñêèõ ïåðåñåêàåò γ1

∪
γ2
∪
γ3 íå ìåíåå ÷åì

â äâóõ òî÷êàõ. Èç ýòîãî è èç ëåìì 3.5 è 3.6 ñëåäóåò, ÷òî f > 2n− 4. Çàìåíèì áàçèñ
{u, v} ðåøåòêè íà ïëîñêîñòè, ïîðîæäàþùåé òîð, òàê, ÷òî â íîâîì áàçèñå òèïû γ1 è
γ2 áóäóò ðàâíû (1,0) è (0,1). Òîãäà òèï γ3 áóäåò ðàâåí (1,−1) èëè (1,1). Äëÿ ëþáîé
îñòàâøåéñÿ â Γ ãåîäåçè÷åñêîé (êðîìå γ1, γ2 è γ3) òèïà (x, y) â íîâîì áàçèñå ÷èñëî
òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ γ1

∪
γ2
∪
γ3 ïî ëåììå 3.3 íå ìåíüøå ÷åì

|x|+ |y|+ |x± y| − 2 > 2.

�
Òåîðåìà 3.3. Äëÿ áóòûëêè Êëåéíà KL2 ñ ëîêàëüíî åâêëèäîâîé ìåòðèêîé ìíîæå-
ñòâà ÷èñåë îáëàñòåé èìåþò ñëåäóþùèé âèä ïðè n > 2:

F
(
KL2, n

)
= {n− 1, n, n+ 1} ∪ {l ∈ N|l > 2n− 4}.

À ìíîæåñòâî F (KL2, 1) = N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì ïðèìåðû íàáîðîâ n > 2 çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ: n−s
ãåîäåçè÷åñêèõ òèïà (0,1) è s ãåîäåçè÷åñêèõ òèïà (1,0) îáðàçóþò n − s îáëàñòåé íà
áóòûëêå Êëåéíà KL2 äëÿ s ∈ {0, 1}. Ãåîäåçè÷åñêàÿ òèïà (2, a) è n− 1 ãåîäåçè÷åñêèõ
òèïà (0,1), íå ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïåðâîé, îáðàçóþò 2n− 2+ a
îáëàñòåé äëÿ ëþáîãî öåëîãî a > 0 (ïî ëåììàì 3.4(à), 3.5 è 3.6), ñì ðèñ. 5.

Íà áóòûëêå Êëåéíà n ãåîäåçè÷åñêèõ òèïà (2, 0) îáðàçóþò n+1 îáëàñòü; íà áóòûë-
êå Êëåéíà n−1−s ãåîäåçè÷åñêèõ òèïà (2, 0), ãåîäåçè÷åñêàÿ òèïà (0,1) è s ãåîäåçè÷å-
ñêèõ òèïà (1, 0) îáðàçóþò 2n− 2− s îáëàñòåé ïðè s ∈ {1, 2}. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî
íà KL2 îäíà ãåîäåçè÷åñêàÿ òèïà (2, a) îáðàçóåò a îáëàñòåé äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà a (ïî ëåììàì 3.4(á), 3.5 è 3.6).

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî â ìíîæåñòâàõ F (KL2, n) íåò äðóãèõ ÷èñåë. Ðàññìîòðèì ïðî-
èçâîëüíûé íàáîð Γ èç n > 3 ðàçëè÷íûõ çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ íà T 2 èëè KL2,
îáðàçóþùèé f = f(Γ) îáëàñòåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç m ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïàðàë-
ëåëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ â íàáîðå Γ, ïðè ýòîì ñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ íå
ñ÷èòàåòñÿ ïàðàëëåëüíîé íè ñåáå, íè äðóãèì ãåîäåçè÷åñêèì.
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H1,0L

H0,1L

Ðèñ. 5: n = 8, a = 2

Ëþáàÿ èç m ïàðàëëåëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ïðè m > 1 èìååò òèï (k, l) ñ kl = 0,
ïîñêîëüêó ãåîäåçè÷åñêàÿ òèïà (k, l) ñ kl ̸= 0 ñàìà ñåáå íå ïàðàëëåëüíà. Åñëè m = n,
òî f ∈ {n − 1, n, n + 1}. Åñëè m = n − 1 è îñòàâøàÿñÿ â Γ ãåîäåçè÷åñêàÿ èìååò òèï
(k, l), òî ïðè kl = 0 ïîëó÷àåì f ∈ {n − 1, 2n − 4, 2n − 3, 2n − 2}, à ïðè kl ̸= 0 èç
ëåìì 3.4(á), 3.5 è 3.6 ñëåäóåò, ÷òî f > 2n − 4. Åñëè 2 6 m 6 n − 2, òî êàæäàÿ
èç n − m îñòàâøèõñÿ â Γ ãåîäåçè÷åñêèõ èìååò ïî ëåììå 3.4(á) êàê ìèíèìóì îäíó
òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñ êàæäîé èç m ïàðàëëåëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ. Òîãäà èç ëåìì 3.5
è 3.6 ñëåäóåò, ÷òî f > m(n − m) > 2n − 4. Îñòàëñÿ ñëó÷àé m 6 1. Âûäåëèì äâå
ãåîäåçè÷åñêèå â Γ òàê, ÷òîáû âñå ãåîäåçè÷åñêèå â Γ òèïà (k, l) ñ kl = 0 îêàçàëèñü
áû âûäåëåííûìè. Êàæäàÿ èç n− 2 íåâûäåëåííûõ ãåîäåçè÷åñêèõ èìååò òèï (2k, l) ñ
|kl| > 1, ïîýòîìó èç ëåìì 3.4(à)(á), 3.5 è 3.6 ñëåäóåò, ÷òî f > 2n− 4. �

Ðàçáèåíèÿ òîðà è áóòûëêè Êëåéíà íàáîðàìè ïñåâäîãåîäåçè÷åñêèõ

Îïðåäåëåíèå 3.4. Íàçîâåì ïñåâäîãåîäåçè÷åñêîé íà äâóìåðíîì òîðå çàìêíóòóþ
ãëàäêóþ íåñàìîïåðåñåêàþùóþñÿ ãîìîòîïè÷åñêè íå òðèâèàëüíóþ êðèâóþ. Íàçîâåì
ïñåâäîãåîäåçè÷åñêîé íà áóòûëêå Êëåéíà çàìêíóòóþ ãëàäêóþ êðèâóþ, ãîìîòîïíóþ
êàêîé-íèáóäü ãåîäåçè÷åñêîé íà ïëîñêîé áóòûëêå Êëåéíà, ñ äâîéíûìè òðàíñâåðñàëü-
íûìè òî÷êàìè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, ÷èñëî êîòîðûõ ìèíèìàëüíî â êëàññå êðèâûõ (ñ
òåìè æå ñâîéñòâàìè), ñâîáîäíî ãîìîòîïíûõ äàííîé (ãîìîòîïèÿ çàìêíóòûõ êðè-
âûõ áåç îãðàíè÷åíèé íà ñàìîïåðåñå÷åíèÿ). Êîíôèãóðàöèåé (íàáîðîì) ïñåâäîãåîäåçè-
÷åñêèõ íà òîðå èëè íà áóòûëêå Êëåéíà íàçîâåì êîíå÷íûé íàáîð ïñåâäîãåîäåçè÷å-
ñêèõ, äëÿ êîòîðîãî ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ëþáûõ äâóõ ïñåâäîãåîäåçè÷åñêèõ γ1 è
γ2 ðàâíî ìèíèìàëüíîìó âîçìîæíîìó ÷èñëó òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ çàìêíóòûõ íåñàìî-
ïåðåñåêàþùèõñÿ êðèâûõ, ñâîáîäíî ãîìîòîïíûõ γ1 è γ2, ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè òî÷åê
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.

Âûáåðåì íåêîòîðûå îáðàçóþùèå e1, e2 ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû òîðà. Òîãäà ãî-
ìîòîïè÷åñêèé êëàññ çàìêíóòûõ îðèåíòèðîâàííûõ êðèâûõ íà òîðå áóäåò îïðåäåëÿòü-
ñÿ ïàðîé öåëûõ ÷èñåë (k, l). Ïðè ýòîì íåñàìîïåðåñåêàþùèìñÿ êðèâûì ñîîòâåòñòâóþò
ïàðû âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë (k, l).

38



Òåîðåìà 3.4. Ìíîæåñòâà âñåõ âîçìîæíûõ ÷èñåë îáëàñòåé â ðàçáèåíèÿõ òîðà è
áóòûëêè Êëåéíà íàáîðàìè èç n ïñåâäîãåîäåçè÷åñêèõ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî àíà-
ëîãè÷íûì ìíîæåñòâàì äëÿ ðàçáèåíèé ïëîñêîãî òîðà è ïëîñêîé áóòûëêè Êëåéíà
íàáîðàìè èç n çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ãåîäåçè÷åñêèõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íàáîðîâ ïñåâäîãåîäåçè÷åñêèõ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå àíà-
ëîãè ëåìì 3.3, 3.4, 3.5, 3.6.

• Ïñåâäîãåîäåçè÷åñêèå íà òîðå êëàññîâ (a, b) è (c, d) (îäíîãî íàáîðà è â îäíîì
áàçèñå) ïåðåñåêàþòñÿ â |ad− bc| òî÷êàõ.

• Ïñåâäîãåîäåçè÷åñêàÿ íà áóòûëêå Êëåéíà êëàññà (2k, l) (ò.å. ãîìîòîïíàÿ ãåîäå-
çè÷åñêîé íà ïëîñêîé áóòûëêå Êëåéíà òèïà (2k, l)) ïðè kl ̸= 0 èìååò |kl| òî÷åê
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.

• Åñëè èç äâóõ ïñåâäîãåîäåçè÷åñêèõ íè îäíà íå ãîìîòîïíà íåêîòîðîé ñòåïåíè
äðóãîé, òî îíè èìåþò õîòÿ áû îäíó òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ. Ïñåâäîãåîäåçè÷åñêàÿ
òèïà (2, 0) ïåðåñåêàåò ïñåâäîãåîäåçè÷åñêóþ òèïà (2k, l) ñ l ̸= 0 ïî êðàéíåé ìåðå
â äâóõ òî÷êàõ èëè ïðîõîäèò ÷åðåç åå òî÷êó ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.

• Åñëè íàáîð ïñåâäîãåîäåçè÷åñêèõ íà òîðå ñîäåðæèò õîòÿ áû äâå íåãîìîòîïíûå,
òî âñå îáðàçîâàííûå îáëàñòè ãîìåîìîðôíû îòêðûòîìó äèñêó. Åñëè íàáîð ïñåâ-
äîãåîäåçè÷åñêèõ íà áóòûëêå Êëåéíà ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó ñàìîïåðåñåêàþùó-
þñÿ, òî âñå îáðàçîâàííûå îáëàñòè ãîìåîìîðôíû îòêðûòîìó äèñêó. Åñëè íàáîð
ïñåâäîãåîäåçè÷åñêèõ íà áóòûëêå Êëåéíà ñîäåðæèò äâå ïñåâäîãåîäåçè÷åñêèå, èç
êîòîðûõ íè îäíà íå ãîìîòîïíà íåêîòîðîé ñòåïåíè äðóãîé, òî âñå îáðàçîâàííûå
îáëàñòè ãîìåîìîðôíû îòêðûòîìó äèñêó.

• Åñëè âñå îáëàñòè òîðà èëè áóòûëêè Êëåéíà, îáðàçîâàííûå íàáîðîì ïñåâäîãåî-
äåçè÷åñêèõ, ãîìåîìîðôíû äèñêó, òî ÷èñëî îáëàñòåé ðàâíî∑

i>2

(i− 1)ti.

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 3.2, 3.3 ïåðåíîñÿòñÿ áåç èçìåíåíèé íà ðàçáèåíèÿ íàáîðàìè
ïñåâäîãåîäåçè÷åñêèõ, ïðè÷åì âìåñòî ëåìì èñïîëüçóþòñÿ èõ àíàëîãè äëÿ ïñåâäîãåî-
äåçè÷åñêèõ. �
Çàìå÷àíèå 3.2. Åñëè â îïðåäåëåíèè ïñåâäîãåîäåçè÷åñêèõ ðàçðåøèòü èì ïðåäñòàâ-
ëÿòü âñå íåòðèâèàëüíûå ãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû, òî ìíîæåñòâî ÷èñåë îáëàñòåé ìîæåò
èçìåíèòüñÿ. Íàïðèìåð, êðèâàÿ êëàññà (0, l) íà òîðå èìååò l− 1 òî÷êó ñàìîïåðåñå÷å-
íèÿ.

3.4 Ðàçáèåíèÿ òåòðàýäðîâ íàáîðàìè çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ

Ãåîäåçè÷åñêèìè íà òåòðàýäðå íàçûâàþòñÿ ëîêàëüíî êðàò÷àéøèå êóñî÷íî�ãëàäêèå
êðèâûå. Ãåîäåçè÷åñêèå ñóòü ëîìàíûå ñ óçëàìè íà ðåáðàõ òåòðàýäðà è çâåíüÿìè íà
åãî ãðàíÿõ, òàêèå, ÷òî
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• ñîñåäíèå çâåíüÿ ëåæàò íà ðàçíûõ ãðàíÿõ,

• ëîìàíûå ñîñòîÿò íå ìåíåå ÷åì èç ÷åòûðåõ çâåíüåâ,

• óãëû ìåæäó ðåáðîì òåòðàýäðà è ñîñåäíèìè çâåíüÿìè ãåîäåçè÷åñêîé ñ îáùåé
âåðøèíîé íà ýòîì ðåáðå ðàâíû;

• ëîìàíûå íå ïðîõîäÿò ÷åðåç âåðøèíû òåòðàýäðà.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Òåòðàýäð Tr â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâà-
åòñÿ ðàâíîãðàííûì, åñëè åãî ãðàíè ñóòü ðàâíûå òðåóãîëüíèêè.

Çàìêíóòûå ãåîäåçè÷åñêèå áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé áóäåì íàçûâàòü ïðîñòûìè. Íà
ðàâíîãðàííûõ òåòðàýäðàõ âñå çàìêíóòûå ãåîäåçè÷åñêèå ïðîñòûå è ëåãêî îïèñûâàþò-
ñÿ ñ ïîìîùüþ äâóëèñòíîãî ðàçâåòâëåííîãî íàêðûòèÿ ðàâíîãðàííîãî òåòðàýäðà òîðîì
ñ ïëîñêîé ìåòðèêîé (òî÷êè âåòâëåíèÿ íàä âåðøèíàìè òåòðàýäðà). Â ýòîì ïàðàãðà-
ôå íà ïðîèçâîëüíûõ òåòðàýäðàõ áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïðîñòûå çàìêíóòûå
ãåîäåçè÷åñêèå.

Äëÿ òåòðàýäðà T ÷åðåç F (T, n) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ÷èñåë êîì-
ïîíåíò ñâÿçíîñòè äîïîëíåíèé ê îáúåäèíåíèÿì n ðàçëè÷íûõ çàìêíóòûõ ïðîñòûõ ãåî-
äåçè÷åñêèõ. À.Ò. Ôîìåíêî ïîñòàâèë çàäà÷ó � íàéòè ìíîæåñòâà F (T, n). Â.Þ. Ïðî-
òàñîâ âûäâèíóë ãèïîòåçó, ÷òî F (T, n) ⊆ F (Tr, n) íà îñíîâàíèè ñâîåé òåîðåìû [5] î
òîì, ÷òî ëþáàÿ ïðîñòàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ íà ïðîèçâîëüíîì òåòðàýäðå ðåàëèçóåòñÿ êîì-
áèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíîé åé ïðîñòîé ãåîäåçè÷åñêîé íà ïðàâèëüíîì òåòðàýäðå. Ìû
íàéäåì ìíîæåñòâà F (Tr, n), à çàòåì ïðåäëîæèì ïîäõîä ê äîêàçàòåëüñòâó ãèïîòåçû
Â.Þ. Ïðîòàñîâà.

Ðàçáèåíèÿ ðàâíîãðàííûõ òåòðàýäðîâ çàìêíóòûìè ãåîäåçè÷åñêèìè

Çàìå÷àíèå 3.3. Ãðàíÿìè ðàâíîãðàííîãî òåòðàýäðà ìîãóò ñëóæèòü ëþáûå îñòðî-
óãîëüíûå òðåóãîëüíèêè, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ñîãíóòü îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê
âäîëü åãî ñðåäíèõ ëèíèé.

ßâíîå îïèñàíèå çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ íà ðàâíîãðàííîì òåòðàýäðå äàäèì â
îáîçíà÷åíèÿõ Â.Þ. Ïðîòàñîâà èç [5]. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ðàâíîãðàííûé òåòðàýäð
ABCD è ðàçâåðíåì åãî ãðàíè íà ïëîñêîñòü ABC, ïîëó÷èòñÿ òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíà-
ìèD1D2D3. Ïðîäîëæàÿ ðàçâîðà÷èâàòü íà ïëîñêîñòü ABC ãðàíè òåòðàýäðà, ïîëó÷èì
çàìîùåíèå ïëîñêîñòè îäèíàêîâûìè òðåóãîëüíèêàìè. Êàæäîé òî÷êå ïëîñêîñòè ñîîò-
âåòñòâóåò îäíà òî÷êà íà òåòðàýäðå, ò.å. çàìîùåíèå íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà ðàçâåðòîê.
Ïîëó÷àåì ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå òåòðàýäðà ïëîñêîñòüþ, ñ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ íàä
åãî âåðøèíàìè. Ââåäåì êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè ABC, òàê ÷òî âåðøèíû A,B è C
èìåëè áû êîîðäèíàòû (0, 0), (1

2
, 0) è (0, 1

2
) ñîîòâåòñòâåííî. Íàïîìíèì, ÷òî ãåîäåçè-

÷åñêàÿ íå ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû òåòðàýäðà è â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ðåáåð óãëû,
�íàêðåñò� ëåæàùèå íà ðàçíûõ ãðàíÿõ, ðàâíû. Ïîýòîìó ïîäíÿòèå çàìêíóòîé ãåîäå-
çè÷åñêîé íà òåòðàýäðå íà ïëîñêîñòü åñòü ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ âåêòîðó (k, l) äëÿ
íåêîòîðûõ âçàèìíî ïðîñòûõ öåëûõ ÷èñåë k è l. Çàìêíóòûå ãåîäåçè÷åñêèå íàçûâà-
þòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè îíè ïåðåñåêàþò îäíè è òå æå ãðàíè ABCD â îäèíàêîâîì
ïîðÿäêå. Ïàðàëëåëüíîñòü íàêðûâàþùèõ ïðÿìûõ ðàâíîñèëüíà (ñì. [5]) èçîìîðôèçìó
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çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ. Èòàê, êàæäîìó êëàññó èçîìîðôíûõ çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷å-
ñêèõ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïàðà öåëûõ âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë (k, l), îïðåäåëåííàÿ
îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà (ïðè ôèêñèðîâàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïëîñêîñòè
è íóìåðàöèè âåðøèí òåòðàýäðà). Ãåîäåçè÷åñêàÿ òèïà (k, l) ïåðåñåêàåò êàæäóþ ãðàíü
òåòðàýäðà ïî k + l îòðåçêàì. Ðåáðà òåòðàýäðà ðàçáèâàþòñÿ íà òðè ïàðû ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ, ãåîäåçè÷åñêàÿ òèïà (k, l) èìååò ïî k+ l óçëîâ íà êàæäîì ðåáðå îäíîé ïàðû,
ïî k óçëîâ íà êàæäîì ðåáðå âòîðîé ïàðû è ïî l óçëîâ íà êàæäîì ðåáðå îñòàâøåéñÿ
ïàðû.

Ëåììà 3.7. Äâå çàìêíóòûå ãåîäåçè÷åñêèå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïàðàìè (a, b) è
(c, d) ïåðåñåêàþòñÿ â 2|ad− bc| òî÷êàõ òåòðàýäðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòðîèì òðåóãîëüíèê D1D2D3 (ñì. îáîçíà÷åíèÿ âûøå) äî ïà-
ðàëëåëîãðàììà D1D2D3D4 (ïîðÿäîê îáõîäà âåðøèí 1234). Îòîæäåñòâèâ ñòîðîíû
D1D2 ∼ D4D3 è D1D4 ∼ D2D3, ïîëó÷èì òîð, äâóëèñòíî íàêðûâàþùèé òåòðàýäð
ABCD. Ïðè ýòîì âåðøèíàì òåòðàýäðà ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè âåòâëåíèÿ (âòîðîãî ïî-
ðÿäêà). Òàê êàê ãåîäåçè÷åñêàÿ íå ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû òåòðàýäðà, òî åå ïîäíÿ-
òèå íà òîð åñòü äâå çàìêíóòûå ãåîäåçè÷åñêèå íà òîðå. Èñïîëüçóåì ëåììó 3.3: äâå
çàìêíóòûå ãåîäåçè÷åñêèå íà ïëîñêîì òîðå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïàðàìè (a, b) è (c, d)
ïåðåñåêàþòñÿ â |ad − bc| òî÷êàõ òîðà. Ñëåäîâàòåëüíî, íà íàêðûâàþùåì òîðå èìå-
åì 4|ad − bc| òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïîäíÿòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî
â êàæäóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ íà òåòðàýäðå ïðîåöèðóþòñÿ äâå òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ ïîäíÿòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ íà òîðå. �

Îáîçíà÷èì ÷åðåç f ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè äîïîëíåíèÿ ê îáúåäèíåíèþ ãåî-
äåçè÷åñêèõ (äëÿ êàæäîãî íàáîðà ïîëó÷àåòñÿ ñâîå ÷èñëî f). Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè
äîïîëíåíèÿ ê îáúåäèíåíèþ ãåîäåçè÷åñêèõ íàáîðà áóäåì íàçûâàòü îáëàñòÿìè (õî-
òÿ îíè íå âñåãäà ãîìåîìîðôíû îòêðûòîìó äèñêó). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ti ÷èñëî òî÷åê
òåòðàýäðà, ïðèíàäëåæàùèõ ðîâíî i ãåîäåçè÷åñêèì íàáîðà äëÿ i > 2.

Ëåììà 3.8. Åñëè íå âñå çàìêíóòûå ãåîäåçè÷åñêèå íàáîðà èçîìîðôíû, òî

f = 2 +
∑
i>2

(i− 1)ti

è âñå îáëàñòè ãîìåîìîðôíû îòêðûòîìó äèñêó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî âñå îáëàñòè ñóòü äèñêè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
íåñêîëüêî çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ äåëÿò òåòðàýäð íà îáëàñòè, ãîìåîìîðôíûå äèñ-
êó. Äîáàâèì ê íàáîðó åùå îäíó çàìêíóòóþ ãåîäåçè÷åñêóþ, èìåþùóþ õîòÿ áû îäíó
òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðåäûäóùèìè. Äîáàâëåííàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ïåðåñåêàåò ëþáóþ
îáëàñòü òåòðàýäðà (îáðàçîâàííóþ ïðåäûäóùèìè ãåîäåçè÷åñêèìè) ïî íåçàìêíóòîé
ïðîñòîé ëîìàíîé è, ñëåäîâàòåëüíî, äåëèò ýòó îáëàñòü íà äâå ïîäîáëàñòè, ãîìåî-
ìîðôíûå äèñêó. Ïîýòîìó âñå îáëàñòè òåòðàýäðà, îáðàçîâàííûå íîâûì íàáîðîì, ïî-
ïðåæíåìó áóäóò ãîìåîìîðôíû äèñêó. Îñòàëîñü ïðàâèëüíî óïîðÿäî÷èòü äîáàâëåíèå
ãåîäåçè÷åñêèõ. Ïåðâàÿ âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, âòîðàÿ âûáèðàåòñÿ íå
èçîìîðôíîé ïåðâîé, îñòàëüíûå âûáèðàþòñÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ
íàáîðà, ðåáðà � îòðåçêè ãåîäåçè÷åñêèõ, íå ñîäåðæàùèå îòëè÷íûõ îò ñâîèõ êîíöîâ
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âåðøèí ãðàôà. ×èñëî âåðøèí è ðåáåð ãðàôà ðàâíû
∑

ti è
∑

iti ñîîòâåòñòâåííî,
îòêóäà ïî ôîðìóëå Ýéëåðà äëÿ ñâÿçíûõ ãðàôîâ íàõîäèì ÷èñëî îáëàñòåé. �
Ëåììà 3.9. Ìíîæåñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèé òðåõ ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ çàìêíó-
òûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ñîñòîèò íå ìåíåå ÷åì èç òðåõ òî÷åê. Ëþáàÿ çàìêíóòàÿ ãåîäå-
çè÷åñêàÿ ïåðåñåêàåò îáúåäèíåíèå äâóõ íå èçîìîðôíûõ åé ãåîäåçè÷åñêèõ ïî êðàéíåé
ìåðå â òðåõ òî÷êàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Ðàññìîòðèì ïîëíûå ïðîîáðàçû ýòèõ
òðåõ ãåîäåçè÷åñêèõ íà ïëîñêîñòè, ðàçâåòâëåííî íàêðûâàþùåé òåòðàýäð (ñì. âûøå
ïîäðîáíîñòè). Ïîëó÷èì òðè ñåìåéñòâà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, äåëÿùèõ ïëîñêîñòü
íà ìíîãîóãîëüíèêè. Ñðåäè ýòèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ áóäåò òðåóãîëüíèê (âîçüìåì ñíà-
÷àëà êàêîé-íèáóäü òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé ïðÿìûìè ðàçëè÷íûõ ñåìåéñòâ, åñëè
åãî ïåðåñåêàþò íàêðûâàþùèå ïðÿìûå, òî âûáåðåì â íåì ìåíüøèé òðåóãîëüíèê è ò.ä.,
ïðîöåññ áóäåò êîíå÷åí). Èòàê, íàéäåí òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè íà íàêðûâàþùèõ
ãåîäåçè÷åñêèå ïðÿìûõ, òàêîé ÷òî âíóòðè íåãî íå ñîäåðæèòñÿ òî÷åê íàêðûâàþùèõ
ïðÿìûõ. Åãî âåðøèíû ïðîåöèðóþòñÿ â ðàçëè÷íûå òî÷êè òåòðàýäðà � òî÷êè ïåðåñå-
÷åíèÿ èñõîäíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ, êîòîðûõ ïîýòîìó íå ìåíüøå òðåõ.

Åñëè áû çàìêíóòàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ïåðåñåêàëà îáúåäèíåíèå äâóõ íåèçîìîðôíûõ
åé ãåîäåçè÷åñêèõ â äâóõ òî÷êàõ, òî ýòè òî÷êè áûëè áû åäèíñòâåííûìè òî÷êàìè
ïîïàðíûõ ïåðåñå÷åíèé. ×òî íåâîçìîæíî, ò.ê. òàêèõ òî÷åê íå ìåíüøå òðåõ.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê ïîïàðíûõ ïåðåñå÷åíèé òðåõ íåèçîìîðôíûõ çà-
ìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ íå ìîæåò ñîñòîÿòü èç òðåõ òî÷åê, è ïîýòîìó ñîñòîèò èç íå
ìåíåå ÷åì ÷åòûðåõ òî÷åê. Ïðèìåð äëÿ ÷åòûðåõ òî÷åê ìîæíî ïîëó÷èòü, âçÿâ òðè
÷åòûðåõçâåííûå çàìêíóòûå ãåîäåçè÷åñêèå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç îäíó òî÷êó (çâåíüÿ
êàæäîé ÷åòûðåõçâåííîé ãåîäåçè÷åñêîé ïàðàëëåëüíû ïàðå ïðîòèâîïîëîæíûõ ðåáåð
òåòðàýäðà). �
Ëåììà 3.10. Äëÿ ëþáîé ïàðû öåëûõ ÷èñåë (n, k) ïðè n > 3 è k > 0 ñóùåñòâóåò
íàáîð èç n çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ íà òåòðàýäðå, äëÿ êîòîðîãî f = 4n− 6 + k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì çàìêíóòóþ ãåîäåçè÷åñêóþ òèïà (1, a), ãåîäåçè÷åñêóþ òè-
ïà (1,0) è n−2 çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ òèïà (0, 1), ÷èñëî a � öåëîå è íåîòðèöàòåëü-
íîå. Åñëè a = 0, òî ïîëó÷èì 4n− 6 îáëàñòåé òåòðàýäðà. Åñëè a > 0 è ãåîäåçè÷åñêèå
òèïà (0, 1) íå ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ òèïà (1, a) è (1,0), òî
ïîëó÷èòñÿ f = 4n − 6 + 2a îáëàñòåé. Åñëè a > 0 è ðîâíî îäíà ãåîäåçè÷åñêàÿ òèïà
(0,1) ïðîõîäèò ÷åðåç îäíó òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ òèïà (1, a) è (1,0), òî
ïîëó÷èòñÿ f = 4n− 7 + 2a îáëàñòåé. �
Ëåììà 3.11. Åñëè â íàáîðå íåò èçîìîðôíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ, òî f > 4n − 6 ïðè
n > 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ëþáûå äâå çàìêíóòûå ãåîäåçè÷åñêèå íàáîðà ïåðåñåêàþòñÿ íå
ìåíåå ÷åì â ÷åòûðåõ òî÷êàõ, òî ïî ëåììå 3.8 ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî îáëàñòåé òåòðàýäðà
íå ìåíüøå ÷åì 4n−2. Äîêàæåì, ÷òî åñëè íåêîòîðûå äâå ãåîäåçè÷åñêèå γ1 è γ2 íàáîðà
ïåðåñåêàþòñÿ ðîâíî â äâóõ òî÷êàõ, òî òîãäà âñå îñòàëüíûå çàìêíóòûå ãåîäåçè÷åñêèå,
çà èñêëþ÷åíèåì ìîæåò áûòü äâóõ, ïåðåñåêàþò îáúåäèíåíèå γ1∪γ2 ïî êðàéíåé ìåðå â
÷åòûðåõ òî÷êàõ. Ðàññìîòðèì äâóëèñòíîå ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå òåòðàýäðà òîðîì
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è ïîäíèìåì çàìêíóòûå ãåîäåçè÷åñêèå íà òåòðàýäðå äî çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ íà
òîðå (ñ ïëîñêîé ìåòðèêîé). Òîãäà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû γ̃1 è γ̃2 ïîäíÿòèÿ ãåîäåçè÷å-
ñêèõ γ1 è γ2 ïåðåñåêàþòñÿ íà òîðå â îäíîé òî÷êå è ïîýòîìó ìîãóò áûòü âûáðàíû â
êà÷åñòâå áàçèñà (1,0) è (0,1) (îáðàçóþùèõ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû òîðà). Çàìêíó-
òàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ òèïà (x, y) íà òîðå ïåðåñåêàåò îáúåäèíåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ òèïà
(1,0) è (0,1) íå ìåíåå ÷åì â |x| + |y| − 1 òî÷êàõ (ñì. ëåììó 3.3). Îñòàëîñü çàìåòèòü,
÷òî |x| + |y| − 1 > 2 äëÿ âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð öåëûõ ÷èñåë (x, y), îïðåäåëåííûõ
ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà, êðîìå ïàð (0,1), (1,0), (1,1) è (1,-1). Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ
çàìêíóòàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ γ̃ íà òîðå, íå èìåþùàÿ ýòèõ ÷åòûðåõ òèïîâ â áàçèñå γ̃1 è
γ̃2, ïåðåñåêàåò γ̃1 ∪ γ̃2 õîòÿ áû â äâóõ òî÷êàõ. À çíà÷èò, åå ïðîåêöèÿ íà òåòðàýäð �
çàìêíóòàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ γ ïåðåñåêàåò γ1 ∪ γ2 ïî êðàéíåé ìåðå â ÷åòûðåõ òî÷êàõ,
ïîñêîëüêó ïîäíÿòèå γ íà òîð ñîñòîèò èç äâóõ çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ γ̃, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ ñîäåðæèò õîòÿ áû äâå ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ.

Èòàê, êàæäàÿ çàìêíóòàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ íàáîðà, êðîìå γ1, γ2 è åùå ìîæåò áûòü
äâóõ (γ3 è γ4), ïåðåñåêàåò îáúåäèíåíèå γ1 ∪ γ2 ïî êðàéíåé ìåðå â ÷åòûðåõ òî÷êàõ.
À êàæäàÿ èç âîçìîæíî ñóùåñòâóþùèõ γ3 è γ4 ïåðåñåêàåò îáúåäèíåíèå γ1 ∪ γ2 ïî
êðàéíåé ìåðå â òðåõ òî÷êàõ ïî ëåììå 3.9. Ãåîäåçè÷åñêèå γ1, γ2 äåëÿò òåòðàýäð íà 4
÷àñòè. Äîáàâëÿÿ ãåîäåçè÷åñêèå γ3, γ4 è îñòàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå íàáîðà ïî î÷åðåäè,
ïîëó÷àåì f > 4n− 6 ïî ëåììå 3.8. �
Òåîðåìà 3.5. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàâíîãðàííîãî òåòðàýäðà Tr è íàáîðîâ èç n ðàç-
ëè÷íûõ çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ íà íåì ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ÷èñåë ñâÿç-
íûõ êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ èìååò âèä

F (Tr, n) = {n+ 1, 2n} ∪ {m ∈ N | m > 4n− 6}

äëÿ n > 3,
F (Tr, 1) = {1}, F (Tr, 2) = {3, 4, 6, 8, 10, . . . }

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì ïðèìåðû íàáîðîâ, ðåàëèçóþùèõ âñå âîçìîæíûå ÷èñëà
îáëàñòåé f . Íàáîðû èç n èçîìîðôíûõ çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ îáðàçóþò n+ 1 îá-
ëàñòü íà òåòðàýäðå. Íàáîð èç n ÷åòûðåõçâåííûõ ãåîäåçè÷åñêèõ, èç êîòîðûõ ðîâíî
n− 1 èçîìîðôíû, äàåò 2n îáëàñòåé íà òåòðàýäðå. Äëÿ n > 3 îñòàëîñü ó÷åñòü ëåììó
3.10. Äëÿ n = 2 âîçüìåì çàìêíóòóþ ãåîäåçè÷åñêóþ òèïà (1, a) è çàìêíóòóþ ãåîäåçè-
÷åñêóþ òèïà (1,0), ïîëó÷èòñÿ 2a+ 2 îáëàñòè äëÿ ëþáîãî öåëîãî a > 0.

Äîêàæåì, ÷òî äðóãèõ ÷èñåë îáëàñòåé äëÿ ðàâíîãðàííîãî òåòðàýäðà áûòü íå ìî-
æåò. Åñëè n = 1 èëè n = 2, òî ýòî ñëåäóåò èç ëåìì 3.7 è 3.8, à òàêæå èç òîãî, ÷òî
çàìêíóòûå ãåîäåçè÷åñêèå íà ðàâíîãðàííîì òåòðàýäðå íå ñàìîïåðåñåêàþòñÿ. Ïóñòü
n > 3, òîãäà îáîçíà÷èì ÷åðåç m ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî èçîìîðôíûõ (ïàðàëëåëüíûõ)
çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ â íàáîðå. Åñëè m = n, òî f = n + 1. Åñëè m = n − 1, òî
ïî ëåììàì 3.7 è 3.8 èìååì f = 2 + 2(n− 1)k äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k.
Åñëè 2 6 m 6 n − 2, òî ïî ëåììàì 3.7 è 3.8 ïîëó÷àåì f > 2 + 2m(n −m) > 4n − 6.
Â îñòàâøåìñÿ ñëó÷àå m = 1 ïðèìåíÿåì ëåììó 3.11. �
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Ðàçáèåíèÿ íåðàâíîãðàííûõ òåòðàýäðîâ ïðîñòûìè ãåîäåçè÷åñêèìè. Ïóñòü
T = ABCD � íå ðàâíîãðàííûé òåòðàýäð, íà êîòîðîì ñóùåñòâóþò çàìêíóòûå ãåîäå-
çè÷åñêèå áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé (äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñì. â [5]).

Òåîðåìà 3.6. Â.Þ. Ïðîòàñîâ, [5, 6]. (à) Ëþáàÿ çàìêíóòàÿ ïðîñòàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ
γ íà ïðîèçâîëüíîì òåòðàýäðå ñîîòâåòñòâóåò çàìêíóòîé ãåîäåçè÷åñêîé γ̃ íà ïðà-
âèëüíîì òåòðàýäðå, ïåðåñåêàþùåé ðåáðà â òîé æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ìåæäó
âåðøèíàìè òåòðàýäðîâ çàðàíåå óñòàíîâëåíî ñîîòâåòñòâèå).

(á) Ñðåäè âñåõ ïîâåðõíîñòåé òðåõìåðíûõ ìíîãîãðàííèêîâ ðàâíîãðàííûå òåòðà-
ýäðû è òîëüêî îíè ñîäåðæàò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íåèçîìîðôíûõ (ïîçâåííî íåïàðàë-
ëåëüíûõ) çàìêíóòûõ ïðîñòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ.

Ãèïîòåçà 3.2. Â.Þ. Ïðîòàñîâ. Äëÿ ìíîæåñòâà F (T, n) ÷èñåë îáëàñòåé ðàçáèåíèé
ïðîèçâîëüíîãî òåòðàýäðà T íàáîðàìè èç n ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ çàìêíóòûõ ãåîäåçè-
÷åñêèõ èìååì

F (T, n) ⊆ {n+ 1, 2n} ∪ {m ∈ N | m > 4n− 6}

ïðè n > 3,
F (T, 2) ⊆ {3} ∪ {2m | m ∈ N,m > 2},

ïðè÷åì êàæäîå èç âêëþ÷åíèé îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
òåòðàýäð T ðàâíîãðàííûé. Áîëåå òîãî, äëÿ íåðàâíîãðàííûõ òåòðàýäðîâ T ìíîæå-
ñòâà F (T, n) êîíå÷íû äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n.

Çàìåòèì, ÷òî êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâ F (T, n) äëÿ íåðàâíîãðàííûõ òåòðàýäðîâ ëåãêî
ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.6. Íèæå ìû ïðèâîäèì èäåè, êîòîðûå, ñêîðåå âñåãî, ìîæíî
äîâåñòè äî äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû â ïîëîæèòåëüíîì ñìûñëå.

Ïóñòü γ1 è γ2 � ðàçëè÷íûå çàìêíóòûå ãåîäåçè÷åñêèå íà T áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé.
Çàäàäèì íà òåòðàýäðå îðèåíòàöèþ, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé îáõîäû ðåáåð ãðàíè
òåòðàýäðà ìîæíî áóäåò ðàçäåëÿòü íà ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå.

Îïðåäåëåíèå 3.6. Íàçîâåì ïîäõîäÿùåé ïàðó íåçàìêíóòûõ íåñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ
k�çâåííûõ ëîìàíûõ ëîìàíûõ l1 ⊂ γ1 è l2 ⊂ γ2, åñëè k > 2 è äëÿ âåðøèí X1, . . . , Xk+1

è Y1, . . . , Yk+1 ëîìàíûõ l1 è l2 ñîîòâåòñòâåííî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

• òî÷êè Xi è Yi ïðèíàäëåæàò îäíèì è òåì æå ðåáðàì òåòðàýäðà äëÿ âñåõ i,
ãäå 2 6 i 6 k,

• òî÷êè Xi è Yi ëåæàò íà ðàçíûõ ðåáðàõ òåòðàýäðà äëÿ i = 1 è i = k + 1,

• Íàïðàâëåíèå îáõîäà ðåáåð òåòðàýäðà, ñîäåðæàùèõ òî÷êè X1, Y1 è X2, ñîâïà-
äàåò ñ íàïðàâëåíèåì îáõîäà ðåáåð, ñîäåðæàùèõ òî÷êè Xk+1, Yk+1 è Xk.

Ãèïîòåçà 3.3. (à) Åñëè l1 ⊂ γ1 è l2 ⊂ γ2 � ïîäõîäÿùàÿ ïàðà, òî ëîìàíûå l1 è l2
ïåðåñåêàþòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå.

(á) Åñëè P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ çàìêíóòûõ ïðîñòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ γ1 è γ2, òî
íàéäåòñÿ ïîäõîäÿùàÿ ïàðà l1 ⊂ γ1 è l2 ⊂ γ2, òàêàÿ, ÷òî P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
ëîìàíûõ l1 è l2.

(â) (Ñëåäñòâèå ïåðâûõ äâóõ ïóíêòîâ ãèïîòåçû). ×èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ çà-
ìêíóòûõ ïðîñòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ðàâíî ÷èñëó ïîäõîäÿùèõ ïàð ëîìàíûõ äëÿ íèõ.
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(ã) Åñëè çàìêíóòûì ïðîñòûì ãåîäåçè÷åñêèì γ1 è γ2 íà òåòðàýäðå T ñîîòâåò-
ñòâóþò ãåîäåçè÷åñêèå γ̃1 è γ̃2 íà ïðàâèëüíîì òåòðàýäðå, òî ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷å-
íèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ γ1 è γ2 ðàâíî ÷èñëó òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ γ̃1 è γ̃2.

Ïóíêò (ã) ñëåäóåò èç (â), ò.ê. ïîäõîäÿùèå ïàðû äëÿ ãåîäåçè÷åñêèõ γ1 è γ2 âçàèìíî
îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ïàðàì äëÿ ãåîäåçè÷åñêèõ γ̃1 è γ̃2.

3.5 Çàìêíóòûå ãåîäåçè÷åñêèå íà çàìêíóòûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ

ïîâåðõíîñòÿõ

Ïóñòü M � ñâÿçíàÿ ãëàäêàÿ äâóìåðíàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü áåç êðàÿ ñ ìåòðèêîé
ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû. M ãîìåîìîðôíà ñôåðå ñ g > 2 ðó÷êàìè èëè
ñ k > 3 ëèñòàìè Ìåáèóñà (ïî òåîð. Ãàóññà). Íàçîâåì ïðîñòîé çàìêíóòóþ ãåîäåçè÷å-
ñêóþ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé. Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè äîïîëíåíèÿ â M ê îáúåäèíåíèþ
çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ áóäåì íàçûâàòü îáëàñòÿìè, õîòÿ îíè ìîãóò áûòü íå ãîìåî-
ìîðôíû äèñêó.

Òåîðåìà 3.7. Ïóñòü M � ñâÿçíàÿ çàìêíóòàÿ äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ ãèïåðáîëè-
÷åñêîé ìåòðèêîé. Òîãäà ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû c1, c2 è c3, òàêèå ÷òî äëÿ ëþáûõ
äâóõ ðàçëè÷íûõ çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ γ1 è γ2 íà M äëèíû T1 è T2

(à)
|π0(M \ {γ1 ∪ γ2})| 6 c1T1T2 + c2(T

2
1 + T 2

2 ),

(á) åñëè îáå ãåîäåçè÷åñêèå íå ñàìîïåðåñåêàþòñÿ, òî

|π0(M \ {γ1 ∪ γ2})| 6 c3T1T2.

Äîêàçàòåëüñòâî. (á) Ïóñòü γ1 è γ2 ïåðåñåêàþòñÿ â p òî÷êàõ è îáðàçóþò f îáëàñòåé
íà M2

g . Ãðàíèöà ëþáîé îáëàñòè ñîäåðæèò îòðåçîê êàêîé-òî ãåîäåçè÷åñêîé, ïðè÷åì
êàæäûé îòðåçîê ñîäåðæèòñÿ â ãðàíèöàõ íå áîëåå ÷åì äâóõ îáëàñòåé. Ïîýòîìó ÷èñëî
îáëàñòåé f íå ïðåâîñõîäèò óäâîåííîãî ÷èñëà îòðåçêîâ è

f 6 4p ïðè p > 1 è f 6 4 ïðè p = 0. (3.1)

Ïðè p = 0 ãðàíèöàìè îáëàñòåé áóäóò ñàìè ãåîäåçè÷åñêèå. Îöåíèì òåïåðü ÷èñëî
p òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðîñòûõ çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ñ äëèíàìè T1 è T2.
Äèñêðåòíàÿ ãðóïïà G äâèæåíèé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ïîðîæäåíà ñäâèãàìè âäîëü
ïðÿìûõ BiBi+2g íà ðàññòîÿíèÿ ρ(Bi, Bi+2g). Îáðàçû ìíîãîóãîëüíèêà A1A2 . . . A4g ïðè
äåéñòâèè ãðóïïû G ïîêðûâàþò âñþ ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâà
îáðàçîâ òî÷åê O è A1, A2, . . . , A4g ïðè äåéñòâèè ãðóïïû G ÷åðåç {Oi, i = 1, . . . ,∞} è
{Ai, i = 1, . . . ,∞} ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà

{Oi

∪
Ai, i = 1, . . . ,∞}

ïîñòðîèì çàìêíóòûå ìíîãîóãîëüíûå ÿ÷åéêè Âîðîíîãî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ui è Vi

ÿ÷åéêè, ñîäåðæàùèå òî÷êè Oi è Ai ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæåì, ÷òî ÿ÷åéêà òî÷êè
O ñîâïàäàåò ñ ìíîãîóãîëüíèêîì B1B2 . . . B4g. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê OA1B1. Òàê
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êàê ∠A1OB1 = π
4g

= ∠B1A1O, òî îòðåçêè OB1 è A1B1 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëü-
íî ñðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê îòðåçêó OA1. Àíàëîãè÷íî îòðåçêè OB4g è A1B4g

ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê îòðåçêó OA1. Ñëåäîâà-
òåëüíî, B1B4g � ñðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê OA1. Àíàëîãè÷íî, ïðÿìûå Bi−1Bi ðàâ-
íîóäàëåíû îò òî÷åê O è Ai äëÿ i = 2, . . . , 4g. Ïîýòîìó ìíîãîóãîëüíèê B1B2 . . . B4g �
ýòî ÿ÷åéêà òî÷êè O.

Çàìåòèì, ÷òî △OB1B4g = △A1B1B4g è, ñëåäîâàòåëüíî, ∠OB1B4g = 45◦. Òî-
ãäà ∠Bi−1BiBi+1 = 90◦ äëÿ i = 1, . . . 4g. Èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ △OB1B4g è
△A1B1B4g ñëåäóåò, ÷òî ÿ÷åéêè òî÷åê O è A1 ñóòü ðàâíûå 4g�óãîëüíèêè, âñå óãëû
êîòîðûõ ðàâíû 90◦, à äëèíû âñåõ ñòîðîí ðàâíû ρ(B1, B2). Òàêèì îáðàçîì, ÿ÷åéêà
Ui òî÷êè Oi � ýòî 4g�óãîëüíèê, ñòîðîíû êîòîðîãî òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñòîðîíàìè ÿ÷ååê
Vj1 . . . Vj4g òî÷åê Aj1 , . . . , Aj4g äëÿ íåêîòîðûõ èíäåêñîâ j1, . . . j4g. Ðàññìîòðèì ïðÿìûå
l1 è l2 íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, òàêèå ÷òî γ1 = ϕ(l1) è γ2 = ϕ(l2). Ïðÿìûì l1 è l2
ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå äâå áåñêîíå÷íûå â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿ÷ååê
Âîðîíîãî, ñ êîòîðûìè îíè èìåþò îáùèå òî÷êè, ó÷èòûâàÿ ñëåäóþùåå: åñëè ïðÿìàÿ
ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó Q êàêîé-òî ÿ÷åéêè, òî èç ÷åòûðåõ ÿ÷ååê, ñîäåðæàùèõ òî÷-
êó Q, â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âêëþ÷èì òðè ÿ÷åéêè â òàêîì ïîðÿäêå, ÷òîáû ÿ÷åéêè Ui

÷åðåäîâàëèñü ñ ÿ÷åéêàìè Vj; à åñëè ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ïî ñòîðîíå ÿ÷ååê Ui è Vj, òî â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âêëþ÷èì Ui. Òîãäà ïîëó÷àòñÿ äâå áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè Π1 è Π2, â êîòîðûõ ÿ÷åéêè Ui ÷åðåäóþòñÿ ñ ÿ÷åéêàìè Vj.

Âûáåðåì îòðåçêè [X1X2] è [Y1Y2] íà ïðÿìûõ l1 è l2 äëèíîé T1 è T2 ñîîòâåòñòâåí-
íî, òàê ÷òîáû òî÷êè X1 è Y1 ïðèíàäëåæàëè ÿ÷åéêàì Uiα è Uiβ . Òàê êàê äëèíû
ãåîäåçè÷åñêèõ ðàâíû äëèíàì îòðåçêîâ [X1X2] è [Y1Y2], òî òî÷êè ϕ(X1) = ϕ(X2) è
ϕ(Y1) = ϕ(Y2). Ïîýòîìó òî÷êè X2 è Y2 ïðèíàäëåæàò ÿ÷åéêàì Uiδ è Uiϵ äëÿ íåêîòî-
ðûõ èíäåêñîâ iδ è iϵ. Ïåðåñå÷åíèå îòðåçêà [X1X2] ñ ïðîèçâîëüíîé ÿ÷åéêîé Âîðîíîãî
åñòü èëè îòðåçîê, èëè òî÷êà, èëè ïóñòîå ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì íåïóñòûå ïåðåñå÷å-
íèÿ îòðåçêà [X1X2] ñ ÿ÷åéêàìè Uik ∈ Π1 ÷åðåç [E2k−1E2k] äëÿ k = 1, . . . , κ â ïîðÿäêå
ñëåäîâàíèÿ ÿ÷ååê â Π1. Àíàëîãè÷íî, îáîçíà÷èì íåïóñòûå ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêà [Y1Y2]
ñ ÿ÷åéêàìè Ujl ∈ Π2 ÷åðåç [F2l−1F2l] äëÿ l = 1, . . . , λ â ïîðÿäêå ñëåäîâàíèÿ ÿ÷ååê â
Π2. Â ñèëó âûáîðà òî÷åê X1, X2, Y1, Y2 èìååì

E1 = X1, F1 = Y1, E2κ = X2, F2λ = Y2.

Îöåíèì ÷èñëà κ è λ ÷åðåç T1 è T2. ß÷åéêà Âîðîíîãî Ui èìååò ïî îäíîé îáùåé
òî÷êå ñ 4g ÿ÷åéêàìè Us ïðè s ̸= i. Ðàññìîòðèì

ri = min
j

(
ρ(Z1, Z2) | Z1 ∈ Ui, Z2 ∈ Uj, Ui

∩
Uj = ∅

)
ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå îò ÿ÷åéêè Ui äî òåõ ÿ÷ååê Uj, ñ êîòîðûìè ÿ÷åéêà Ui íå
èìååò îáùèõ òî÷åê. Òàê êàê ãðóïïà G ñîñòîèò èç èçîìåòðèé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî,
òî ÷èñëî ri íå çàâèñèò îò i, ò.å. r = ri � êîíñòàíòà (ïðè ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå g).
Ðàññìîòðèì òðè îòðåçêà (âîçìîæíî, âûðîæäàþùèåñÿ â òî÷êè)

[E2k−1E2k] ⊂ Uik , [E2k+1E2k+2] ⊂ Uik+1
, [E2k+3E2k+4] ⊂ Uik+2

,

ïðèíàäëåæàùèå îòðåçêó [X1X2]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÿ÷åéêè Uik è Uik+2
èìåþò îá-

ùóþ òî÷êó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÿ÷åéêè Uik è Uik+2
íàõîäÿòñÿ â 4g�óãîëüíèêàõ D1 è
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D2, èìåþùèõ îáùóþ ñòîðîíó è ïîëó÷åííûõ èç èñõîäíîãî 4g�óãîëüíèêà A1A2 . . . A4g

íåêîòîðûìè äâèæåíèÿìè èç ãðóïïû G. Òîãäà è îòðåçîê [E2k−1E2k+4] íàõîäèòñÿ â îáú-
åäèíåíèè D1

∪
D2. Ñëåäîâàòåëüíî, îòðåçîê [E2k+1E2k+2] íàõîäèòñÿ âî âíóòðåííîñòè

îáúåäèíåíèÿ D1

∪
D2. Îäíàêî âíóòðåííîñòü îáúåäèíåíèÿ D1

∪
D2 èìååò îáùèå òî÷-

êè ñ ÿ÷åéêàìè Ui òîëüêî ïðè i = ik è i = ik+2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî îòðåçîê
[E2k+1E2k+2] ⊂ Uik+1

. Èòàê, ÿ÷åéêè Uik è Uik+2
íå èìåþò îáùèõ òî÷åê, ñëåäîâàòåëüíî

ρ(E2k, E2k+3) ≥ r ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñëà r. Ïîýòîìó ρ(E2k−1, E2k+3) ≥ r, ò.å. ñóììà
äëèí äâóõ ñîñåäíèõ îòðåçêîâ [E2k−1E2k]; [E2k+1E2k+2] è äâóõ èíòåðâàëîâ (E2kE2k+1);
(E2k+2E2k+3) íå ìåíüøå r. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

κ <
2T1

r
+ 2.

Àíàëîãè÷íî äëÿ γ2 èìååì λ < 2T2

r
+ 2.

Òåïåðü îöåíèì ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ γ1 è γ2. Êàæäàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ íà-
õîäèòñÿ èëè íà ïàðå îòðåçêîâ

[E2k−1E2k] è [F2l−1F2l] äëÿ k = 1, . . . , κ; l = 1, . . . , λ,

èëè íà ïàðå èíòåðâàëîâ

(E2kE2k+1) è (F2lF2l+1) äëÿ k = 1, . . . , κ− 1; l = 1, . . . , λ− 1.

Îòðåçêè [E2k−1E2k] è [F2l−1F2l] íàõîäÿòñÿ â ÿ÷åéêàõ Uik è Ujl , ïîýòîìó ϕ-îáðàçû
îòðåçêîâ [E2k−1E2k] è [F2l−1F2l] èìåþò íå áîëåå äâóõ îáùèõ òî÷åê. Äâå îáùèå òî÷-
êè âîçìîæíû, íàïðèìåð, êîãäà îòðåçêè [E2k−1E2k] è [F2l−1F2l] ïåðåñåêàþòñÿ âíóòðè
ÿ÷åéêè, ñîäåðæàùåé òî÷êó O, è, êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ E2k = Bg+1, F2l = B1. Òî-
ãäà ϕ(E2k) = ϕ(F2l). Àíàëîãè÷íî, ϕ-îáðàçû èíòåðâàëîâ (E2kE2k+1) è (F2lF2l+1) èìåþò
íå áîëåå îäíîé îáùåé òî÷êè. Ñëåäîâàòåëüíî,

p ≤ 2κλ+ (κ− 1)(λ− 1) < 3κλ <
12

r2
(T1 + r)(T2 + r).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç t ìèíèìóì äëèí ïðîñòûõ çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ íà M2
g . Òîãäà

Ti + r ≤
(
1 +

r

t

)
Ti äëÿ i = 1, 2,

è ïîýòîìó

p <
12

r2

(
1 +

r

t

)2
T1T2.

Ó÷èòûâàÿ (3.1) è 36
(
1
t
+ 1

r

)2
T1T2 ≥ 36 > 4 ≥ f äëÿ p = 0, ïîëó÷àåì

f ≤ 36

(
1

t
+

1

r

)2

T1T2.

Èòàê, êîíñòàíòà c = 36
(
1
t
+ 1

r

)2
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïóíêòà (á) òåîðåìû.

(à) Àíàëîãè÷íî ïóíêòó (á).
�
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Òåîðåìà 3.8. Ñóùåñòâóåò ñâÿçíàÿ äâóìåðíàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü M ðîäà g >
2 ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèêîé, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ êàæäîå èç ñëåäóþùèõ
óòâåðæäåíèé.

(à) äëÿ ëþáîãî ÷èñëà T > 0 íàéäóòñÿ äâå ïðîñòûå çàìêíóòûå ãåîäåçè÷åñêèå ñ
äëèíàìè T1 > T è T2 > T , îáðàçóþùèå îäíó îáëàñòü íà M .

(á) Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c0 > 0, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà T > 0 íàéäóòñÿ
äâå ðàçëè÷íûå ïðîñòûå çàìêíóòûå ãåîäåçè÷åñêèå íà M ñ äëèíàìè T1 > T è T2 > T ,
îáðàçóþùèå íå ìåíåå ÷åì c0T1T2 îáëàñòåé íà M .

(â) Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà f ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ,
îáðàçóþùàÿ f îáëàñòåé íà M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòüM2
g ðîäà g > 2 ñ ãè-

ïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèêîé ñëåäóþùåãî âèäà. Îòîæäåñòâèì ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðî-
íû ó 4g�óãîëüíèêà íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ñ ðàâíûìè ñòîðîíàìè è ñ óãëàìè, ðàâ-
íûìè π

2g
. Ïðè îòîæäåñòâëåíèè ïîëó÷àåòñÿ ìíîãîîáðàçèå, ãîìåîìîðôíîåM2

g . Îáîçíà-
÷èì âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà ÷åðåç A1, A2, . . . , A4g. Ðàññìîòðèì äèñêðåòíóþ ãðóïïó
G äâèæåíèé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî L2, èçîìîðôíóþ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå M2

g

è ïîðîæäåííóþ ñäâèãàìè ïëîñêîñòè L2 âäîëü 2g ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ñåðå-
äèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà A1A2 . . . A4g, íà ðàññòîÿíèå ìåæäó
ýòèìè ñåðåäèíàìè. Òàê êàê äåéñòâèå ãðóïïû G íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî íå èìå-
åò íåïîäâèæíûõ òî÷åê, òî ôàêòîðïðîñòðàíñòâî L2/G ≈ M2

g íàäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé
ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðè-
âèçíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ : L2 → M2

g ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå ôàêòîðèçàöèè
(ϕ � óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå).

Ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî L2 ïîêðûâàåòñÿ îáðàçàìè ìíîãîóãîëüíèêà A1 . . . A4g ïðè
äåéñòâèè äèñêðåòíîé ãðóïïû äâèæåíèé G. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ⊂ L2 ìíîæåñòâî îáðà-
çîâ âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà A1 . . . A4g, ñåðåäèí åãî ñòîðîí è öåíòðà O ïðè äåéñòâèè
ãðóïïû G.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bi ñåðåäèíû ñòîðîí AiAi+1 ìíîãîóãîëüíèêà A1 . . . A4g äëÿ i =
1, . . . , 4g. ×åðåç ρ(X,Y ) îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè X è Y íà ïëîñêîñòè
Ëîáà÷åâñêîãî.

(a) Â êà÷åñòâå γ1 âîçüìåì çàìêíóòóþ ãåîäåçè÷åñêóþ, ñîñòîÿùóþ èç k+1 îòðåçêîâ:

A1
1A

2
1, A1

2A
2
2, A1

3A
2
3, . . . , A

1
k+1A

2
k+1,

ãäå A1
1 = A1, A2

k+1 = A2g+1, à òî÷êè A2
i è A1

i ðàñïîëîæåíû íà ñòîðîíàõ A2gA2g+1 è
A1A4g ìíîãîóãîëüíèêà A1 . . . A4g ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì òî÷êè A2

i è A
1
i+1 îïðåäåëÿþò

îäíó òî÷êó íà ñôåðå ñ ðó÷êàìè M2
g ïðè i = 1, . . . , k, ñì. ðèñ. 6.

Â êà÷åñòâå γ2 âîçüìåì àíàëîãè÷íóþ çàìêíóòóþ ãåîäåçè÷åñêóþ, ñîñòîÿùóþ èç k
îòðåçêîâ B1

iB
2
i , i = 1, . . . , k. Âîçüìåì k > T

ρmin
, ãäå ρmin � ýòî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿ-

íèå ìåæäó òî÷êàìè îòðåçêîâ A1A4g è A2gA2g+1. Òîãäà äëèíû ãåîäåçè÷åñêèõ γ1 è γ2
áóäóò áîëüøå T .

Çàìêíóòóþ ãåîäåçè÷åñêóþ γ2 ìîæíî ïîëó÷èòü èç γ1 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âîçü-
ìåì k îòðåçêîâ A1

iA
2
i , i = 1, . . . , k è íà÷íåì èõ "ïîâîðà÷èâàòü"íà ìàëûå óãëû è

"ñìåùàòü" íà ìàëûå ðàññòîÿíèÿ, òàê ÷òîáû òî÷êè A2
i è A1

i+1 îïðåäåëÿëè áû îäíó
òî÷êó íà ñôåðå ñ ðó÷êàìè ïðè i = 1, . . . , k − 1. Òî÷êè A2

j áóäóò ïåðåìåùàòüñÿ ïî îò-
ðåçêàì A2

jA
2
j+1, ïðè÷åì ïåðâîé òî÷êîé èç A2

j , j = 1, . . . , k, êîòîðàÿ äîñòèãíåò òî÷êè
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Ðèñ. 6: g = 2, k = 2

A2
j+1, áóäåò òî÷êà A

2
k. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè φ îòðåçêè A1

jA
2
j , j =

1, . . . , k îáðàçóþò çàìêíóòóþ ãåîäåçè÷åñêóþ γ2, ïðè÷åì B2
i = φ(A2

i ) ∈ (A2
iA

2
i+1) ïðè

i = 1, . . . , k−1 è B2
k = φ(A2

k). Òàê êàê òî÷êè B2
i íàõîäÿòñÿ ñòðîãî ìåæäó òî÷êàìè A2

i

è A2
i+1 ïðè i = 1, . . . , k − 1, òî èíòåðâàëû A1

iA
2
i è B1

jB
2
j íå ïåðåñåêàþòñÿ, è ïîýòîìó

ãåîäåçè÷åñêèå γ1 è γ2 îáðàçóþò îäíó îáëàñòü íà ñôåðå ñ g ðó÷êàìè M2
g .

(á) Âîçüìåì ïîñòðîåííóþ â äîêàçàòåëüñòâå ïóíêòà (à) ãåîäåçè÷åñêóþ γ1, ñîñòî-
ÿùóþ èç k + 1 îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè íà ñòîðîíàõ A1A4g è A2gA2g+1 ìíîãî-
óãîëüíèêà A1 . . . A4g. Â êà÷åñòâå ãåîäåçè÷åñêîé γ2 âîçüìåì àíàëîãè÷íóþ çàìêíóòóþ
ãåîäåçè÷åñêóþ, ñîñòîÿùóþ èç l+1 îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè íà ñòîðîíàõ AgAg+1

è A3gA3g+1 ìíîãîóãîëüíèêà A1 . . . A4g, ñì. ðèñ. 7.

Ðèñ. 7: g = 2, k = 2, l = 1
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Òîãäà çàìêíóòûå ãåîäåçè÷åñêèå γ1 è γ2 îáðàçóþò áîëåå ÷åì kl îáëàñòåé íà ñôåðå
ñ g ðó÷êàìè M2

g . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρmax ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè
îòðåçêîâ A1A4g è A2gA2g+1 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ äëèí T1 è T2 ãåîäåçè÷åñêèõ γ1
è γ2 èìååì

T1 6 ρmax(k + 1), T2 6 ρmax(l + 1).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè k > 2, l > 2 ãåîäåçè÷åñêèå γ1 è γ2 îáðàçóþò áîëåå ÷åì

kl > 4

9
(k + 1)(l + 1) > 4T1T2

9ρ2max

îáëàñòåé íà ñôåðå ñ ðó÷êàìè M2
g . Èòàê, êîíñòàíòà c0 =

4
9ρ2max

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
ïóíêòà (á) òåîðåìû.

(â) Ïðèâåäåì ïðèìåðû òàêèõ ãåîäåçè÷åñêèõ îòäåëüíî äëÿ ÷åòíîãî è íå÷åòíîãî
÷èñåë f . Ïóñòü f íå÷åòíî, f = 2k + 1. Ïîñòðîèì ãåîäåçè÷åñêóþ γ, ñèììåòðè÷íóþ
îòíîñèòåëüíî öåíòðà O ìíîãîóãîëüíèêà A1 . . . A4g, ñì. ðèñ. 8.

Ðèñ. 8: g = 2, k = 1, f = 3

Âûïóñòèì ëó÷ l1 èç âåðøèíû A2g+2 ìíîãîóãîëüíèêà A1 . . . A4g äîñòàòî÷íî áëèçêî
ê öåíòðó O. Òîãäà ëó÷ l1 ïåðåñå÷åò ñòîðîíó A1A2 â òî÷êå B1 îêîëî âåðøèíû A2 è
ïîñëå ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ îñòàëüíûõ ñòîðîí (êàæäóþ ïî îäíîìó ðàçó) l1 âûéäåò èç
ñòîðîíû A2g+2A2g+3 â òî÷êå C1 îêîëî âåðøèíû A2g+2. Ïðè ýòîì óãîë ìåæäó ëó÷îì
l1 è ñòîðîíîé A2g+2A2g+3 â òî÷êå C1 ìåíüøå ÷åì òàêîé æå óãîë â òî÷êå A2g+2. Ïóñòü
òåïåðü ëó÷ l1, âûøåäøèé èç òî÷êè C1, îïÿòü ïðîéäåò áëèçêî ê öåíòðó O ìíîãîóãîëü-
íèêà è ïåðåñå÷åò ñòîðîíó A1A2 â òî÷êå B2, ëåæàùåé íà îòðåçêå A1B1. Ïîñëå ïåðåñå-
÷åíèÿ âñåõ îñòàëüíûõ ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà, ëó÷ l1 âûéäåò èç ñòîðîíû A2g+2A2g+3

â òî÷êå C2. Ïðè ýòîì òî÷êà C2 ëåæèò íà îòðåçêå C1A2g+3 áëèçêî ê òî÷êå C1. Óãîë
ìåæäó ëó÷îì l1 è ñòîðîíîé A2g+2A2g+3 â òî÷êå C2 ìåíüøå ÷åì òàêîé æå óãîë â òî÷êå
1. Ïóñòü ëó÷ l1 àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïåðåñåêàåò ñòîðîíó A1A2 â òî÷êàõ B3, . . . , Bk

è âûõîäèò èç ñòîðîíû A2g+2A2g+3 â òî÷êàõ C3, . . . , Ck. Òåïåðü âûáåðåì íà÷àëüíîå
íàïðàâëåíèå ëó÷à l1 òàê, ÷òî ïîñëå âûõîäà èç òî÷êè Ck ëó÷ ïîïàäàåò â âåðøèíó A1.
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Òàêîå íàïðàâëåíèå ëó÷à ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó ïðè íåïðåðûâíîì óìåíüøåíèè óãëà
ìåæäó ëó÷îì l1 è ñòîðîíîé A2g+2A2g+3 â íà÷àëüíîé òî÷êå A2g+2 îò çíà÷åíèÿ π

4g
òî÷êà

Bk+1 áóäåò íåïðåðûâíî äâèãàòüñÿ ïî ñòîðîíå A1A2 è ïðè íåêîòîðîì óãëå ïîïàäåò â
âåðøèíó A1.

Ïóñòü ëó÷ l2 áóäåò ñèììåòðè÷åí ëó÷ó l1 îòíîñèòåëüíî öåíòðà O ìíîãîóãîëüíèêà
A1 . . . A4g. Òî åñòü ëó÷ l2 èäåò èç òî÷êè A2, ïåðåñåêàåò ñòîðîíó A2g+1A2g+2 â òî÷êàõ
D1, . . . , Dk, âûõîäèò èç ñòîðîíû A2A3 â òî÷êàõ E1, . . . , Ek è ïîñëå âûõîäà èç òî÷êè
Ek ïîïàäàåò â âåðøèíó A2g+1. Â ñèëó ñèììåòðèè óãîë ìåæäó ëó÷îì l1 è ñòîðîíîé
A2g+1A2g+2 â òî÷êå A2g+2 ðàâåí óãëó ìåæäó ëó÷îì l2 è ñòîðîíîé A1A2 â òî÷êå A2.
Êðîìå òîãî, óãîë ìåæäó ëó÷îì l1 è ñòîðîíîé A1A2 â âåðøèíå A1 ðàâåí óãëó ìåæäó
ëó÷îì l2 è ñòîðîíîé A2g+1A2g+2 â òî÷êå A2g+1. Ïîýòîìó óêàçàííûå îòðåçêè ëó÷åé l1
è l2 çàäàþò çàìêíóòóþ ãëàäêóþ ãåîäåçè÷åñêóþ γ, êîòîðàÿ îáðàçóåò 2k + 1 îáëàñòåé
íà ñôåðå ñ ðó÷êàìè M2

g ïðè k > 1.
Îäíó îáëàñòü îáðàçóåò çàìêíóòàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ, ñîâïàäàþùàÿ ñî ñòîðîíîé A1A2

ìíîãîóãîëüíèêà.
Òåïåðü ïîñòðîèì àíàëîãè÷íûé ïðèìåð çàìêíóòîé ãåîäåçè÷åñêîé γ, îáðàçóþùåé

f = 2k îáëàñòè íà ñôåðå ñ ðó÷êàìè M2
g ïðè k > 1. Ãåîäåçè÷åñêàÿ γ ïðîõîäèò ÷åðåç

òî÷êè O, A1 è A2g+1 è ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî òî÷êè O. Íàçîâåì ëó÷àìè l1 è l2
îòðåçêè γ ìåæäó òî÷êàìè O è A1 è ìåæäó òî÷êàìè O è A2g+1 ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà
γ = l1

∪
l2. Ïóñòü ëó÷è l1 è l2 èäóò èç öåíòðà O ìíîãîóãîëüíèêà â ïðîòèâîïîëîæíûõ

íàïðàâëåíèÿõ áëèçêî ê âåðøèíàì A2 è A2g+2 ñîîòâåòñòâåííî. Ëó÷ l1 ïåðåñåêàåò ñòî-
ðîíó A1A2 â òî÷êàõ B1, . . . , Bk, âûõîäèò èç ñòîðîíû A2g+2A2g+3 â òî÷êàõ C1, . . . , Ck

è ïîñëå òî÷êè Ck ïîïàäàåò â âåðøèíó A1, ñì. ðèñ. 9.

Ðèñ. 9: g = 2, k = 1, f = 2

Ïóñòü ëó÷ l2 àíàëîãè÷íî ïåðåñåêàåò ñòîðîíó A2g+1A2g+2 â òî÷êàõ D1, . . . , Dk, âû-
õîäèò èç ñòîðîíû A2A3 â òî÷êàõ E1, . . . , Ek è ïîñëå òî÷êè Ek ïîïàäàåò â âåðøèíó
A2g+1. Â ñèëó ñèììåòðèè óãîë ìåæäó ëó÷îì l1 è ñòîðîíîé A1A2 â âåðøèíå A1 ðàâåí
óãëó ìåæäó ëó÷îì l2 è ñòîðîíîé A2g+1A2g+2 â òî÷êå A2g+1. Ïîýòîìó óêàçàííûå îò-
ðåçêè ëó÷åé l1 è l2 çàäàþò çàìêíóòóþ ãëàäêóþ ãåîäåçè÷åñêóþ γ, êîòîðàÿ îáðàçóåò

51



2k îáëàñòåé íà ñôåðå ñ ðó÷êàìè M2
g ïðè k > 1. �

Çàìå÷àíèå 3.4. Ïîñòðîåííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïóíêòà (á) òåîðåìû ïðîñòûå çà-
ìêíóòûå ãåîäåçè÷åñêèå γ1 è γ2 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Ãèïîòåçà 3.4. Äëÿ äàííûõ g > 2 è M2
g ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà T0 > 0, òàêàÿ

÷òî ëþáûå äâå çàìêíóòûå ïðîñòûå ãåîäåçè÷åñêèå, äëèíû êîòîðûõ íå ìåíüøå T0,
èìåþò õîòÿ áû îäíó îáùóþ òî÷êó.
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4 Íàáîðû ïîäìíîãîîáðàçèé êîðàçìåðíîñòè îäèí

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü M � ñâÿçíîå ãëàäêîå âåùåñòâåííîå d�ìåðíîå ìíîãîîáðà-
çèå áåç êðàÿ. Êîíôèãóðàöèåé ïîäìíîãîîáðàçèé êîðàçìåðíîñòè îäèí áóäåì íàçûâàòü
êîíå÷íûé íàáîð A1, . . . , An çàìêíóòûõ ïîäìíîãîîáðàçèé êîðàçìåðíîñòè îäèí â M ,
ïîäìíîãîîáðàçèÿ êîòîðîãî ïåðåñåêàþòñÿ ïîïàðíî òðàíñâåðñàëüíî.

4.1 Ãîìîëîãè÷åñêàÿ îöåíêà ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè

Ïóñòü Mn � ñâÿçíîå n�ìåðíîå ãëàäêîå êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå áåç êðàÿ, Ai ⊂ Mn

� ðàçëè÷íûå ñâÿçíûå (n− 1)�ìåðíûå çàìêíóòûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ â Mn, 1 6 i 6 k.
Âîçüìåì îáúåäèíåíèå

A =
k∪

i=1

Ai.

Îáîçíà÷èì ÷èñëî |π0(M
n \ A)| ñâÿçíûõ êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ â Mn ê A ÷åðåç f .

Âîçüìåì ðåãóëÿðíóþ îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü UA ìíîæåñòâà A â Mn. Ïóñòü

Mn \ UA ∼=
f⊔

j=1

Nj,

ãäå Nj � êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè äîïîëíåíèÿ â ìíîãîîáðàçèè Mn ê îêðåñòíîñòè UA.
Åñëè Mn è âñå ïîäìíîãîîáðàçèÿ Ai îðèåíòèðóåìû, òî â êà÷åñòâå ãðóïïû êîýôôèöè-
åíòîâ áóäåì áðàòü ãðóïïó G = Z. Åñëè õîòÿ áû îäíî èç Ai èëè Mn íåîðèåíòèðóåìî,
òî G = Z2.

Ëåììà 4.1. Åñëè çàìêíóòûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ Ai ⊂ Mn, i = 1, . . . , k ðàçìåðíîñòè
n− 1 ïîïàðíî ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî, òî

dim(Hn−1(UA,G)) = dim(Hn−1(A,G)) > k

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåãóëÿðíàÿ îêðåñòíîñòü UA ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà A, ïî-
ýòîìó âñå ãðóïïû ãîìîëîãèé ó ìíîæåñòâ A è UA ñîâïàäàþò. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî
k, ÷òî

dimHn−1

(
∪k

i=1Ai, G
)
> k.

Äëÿ k = 1 ýòî î÷åâèäíî, ò.ê. äëÿ ñâÿçíîãî çàìêíóòîãî (n−1)�ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ
Hn−1(A1, G) ∼= G. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ k− 1 ïîäìíîãîîáðàçèé
è äîêàæåì åãî äëÿ k ïîäìíîãîîáðàçèé. Ïóñòü

A′ =
k−1∪
i=1

Ai.

Òîãäà ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

dimHn−1(A
′, G) > k − 1.
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Çàïèøåì äëÿ ïàðû A′, Ak òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà � Âüåòîðèñà:

−→ Hn−1(A
′ ∩ Ak) −→ Hn−1(A

′)⊕Hn−1(Ak) −→ Hn−1(A
′ ∪ Ak) −→

Òàê êàê ëþáûå äâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ Ai è Aj ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî, òî A′∩Ak

ñóòü êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå íå áîëåå ÷åì (n − 2) � ìåðíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé â Mn.
Îòêóäà Hn−1(A

′ ∩ Ak) = 0 è îòîáðàæåíèå

Hn−1(A
′)⊕Hn−1(Ak) −→ Hn−1(A

′ ∪ Ak)

ìîíîìîðôíî. Ñëåäîâàòåëüíî,

dimHn−1(A
′ ∪ Ak) > dimHn−1(A

′) + dimHn−1(Ak) > k.

�
Ëåììà 4.2.

Hn(M
n, UA,G) ∼= Gf .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Hn(M
n, UA,G) = H̃n(M

n/UA,G) =

= H̃n

(
⊔f

j=1Nj/ ⊔f
j=1 ∂Nj, G

)
= H̃n

(
∨f

j=1Nj/∂Nj, G
)
=

=

f⊕
j=1

H̃n(Nj/∂Nj, G) = Gf ,

ãäå n > 1, ∨ � áóêåò ïðîñòðàíñòâ, H̃n � ãðóïïà ïðèâåäåííûõ ãîìîëîãèé, ∂Nj �
ãðàíèöà Nj. �
Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü A1, . . . , Ak � ñâÿçíûå çàìêíóòûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ êîðàçìåð-
íîñòè îäèí â ñâÿçíîì çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè Mn. Åñëè ïîäìíîãîîáðàçèÿ Ai ïî-
ïàðíî ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî è A = ∪iAi, òî

|π0(M
n \ A)| > k + 1− dimHn−1(M

n, G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âêëþ÷åíèÿ i : UA → Mn çàïèøåì òî÷íóþ ãîìîëîãè÷åñêóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðû ñ êîýôôèöèåíòàìè â G:

Hn(UA) −→ Hn(M
n) −→ Hn(M

n, UA) −→ Hn−1(UA) −→ Hn−1(M
n) −→

Çàìåòèì, ÷òî
Hn(UA) = Hn(A) = 0, Hn(Mn) = G.

Èç òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ÷ëåíå Hn(M
n) ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå

Hn(M
n) −→ Hn(M

n, UA)

åñòü ìîíîìîðôèçì. Ïî ëåììå 4.2

Hn(M
n, UA,G) ∼= Gf
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

dimHn−1(UA) 6 dim Im∂∗ + dim Imi∗,

ãäå ãîìîìîðôèçìû

∂∗ : Hn(M
n, UA) −→ Hn−1(UA), i∗ : Hn−1(UA) −→ Hn−1(M

n).

Çàìåòèì, ÷òî

dim Imi∗ 6 dimHn−1(M
n), dim Im∂∗ 6 f − 1.

Ïî ëåììå 4.1 dimHn−1(UA) > k, îòêóäà k 6 f − 1 + dimHn−1(M
n). �

Çàìå÷àíèå 4.1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé � ñôåð ñ g > 0
ðó÷êàìè, áóòûëêè Êëåéíà è ìíîãîìåðíûõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ, ñôåð è òîðîâ
(ïðèìåðû äëÿ òîðîâ ñì. íèæå) ñóùåñòâóþò íàáîðû èç

n > dimHn−1(M
n)

ïîäìíîãîîáðàçèé, òàêèå ÷òî íåðàâåíñòâî â òåîðåìå 4.1 îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî.

4.2 Ïðèìåíåíèå ôóíêöèè Ìåáèóñà äëÿ êîíôèãóðàöèé ãèïåð-

ïëîñêîñòåé

Ïóñòü A � êîíå÷íûé íàáîð ãèïåðïëîñêîñòåé ïðîñòðàíñòâà V , ãäå V � ýòî åâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî Rd èëè ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî RPd. Ìíîæåñòâî ïåðåñå÷åíèé L(A)
ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ íåïóñòûõ ïåðåñå÷åíèé ãèïåðïëîñêîñòåé èç A, âêëþ÷àÿ ñà-
ìî ïðîñòðàíñòâî V . Íà ìíîæåñòâå ïåðåñå÷åíèé ââåäåì ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê, îáðàòíûé
âêëþ÷åíèþ, ò.å. u ≼ v ⇔ u ⊇ v. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Ìåáèóñà µ : L(A)×L(A) → Z,

µ(u, v) =


0, åñëè u � v;
1, åñëè u = v;
−
∑

u≼w≺v µ(u,w), åñëè u ≺ v.

Çàìåòèì, ÷òî ýòèì îïðåäåëåíèåì ôóíêöèÿ Ìåáèóñà çàäàåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ïóñòü P
� îäíà èç ãèïåðïëîñêîñòåé íàáîðà A. ×åðåç A′ îáîçíà÷èì íàáîð îñòàëüíûõ ãèïåð-
ïëîñêîñòåé èç A. ×åðåç A′′ îáîçíà÷èì íàáîð ïåðåñå÷åíèé ïëîñêîñòè P ñ ïëîñêîñòÿìè
èç A′, ò.å. A′′ åñòü íàáîð (d− 2) �ìåðíûõ ïëîñêîñòåé â (d− 1) �ìåðíîé ïëîñêîñòè P .
Òðîéêîé íàáîðîâ íàçîâåì òðîéêó (A,A′,A′′), ãäå A′ è A′′ îáîçíà÷åíû âûøå. Äëÿ ìíî-
æåñòâ ïåðåñå÷åíèé íàáîðîâ A,A′ è A′′ ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè Ìåáèóñà
µ, µ′ è µ′′. Ýëåìåíòû L(A) áóäåì íàçûâàòü ðåáðàìè. Â äàëüíåéøåì äëÿ íàáîðîâ â
ïðîñòðàíñòâå V è ðåáåð v âìåñòî µ(V, v) áóäåì ïèñàòü µ(v).

Ëåììà 4.3. Ïóñòü (A,A′,A′′) � òðîéêà íàáîðîâ. Åñëè ðåáðî v ïðèíàäëåæèò L(A′)
è L(A′′), òî

µ(v) = µ′(v)− µ′′(v).

Åñëè ðåáðî v ïðèíàäëåæèò L(A′′) è íå ïðèíàäëåæèò L(A′), òî

µ(v) = −µ′′(v).
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Åñëè ðåáðî v ïðèíàäëåæèò L(A′) è íå ïðèíàäëåæèò L(A′′), òî

µ(v) = µ′(v).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Ìåáèóñà èíäóêöèåé ïî êîðàç-
ìåðíîñòè ðåáðà v, íà÷èíàÿ ñ íóëÿ. �
Ñëåäñòâèå 4.1. Äëÿ ëþáûõ ðåáåð u, v íàáîðà ãèïåðïëîñêîñòåé, òàêèõ ÷òî u ≼ v:

sign(µ(u, v)) = (−1)dim(u)+dim(v)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà u, èíäóêöèÿ ïî êîðàç-
ìåðíîñòè v êàê ïîäïðîñòðàíñòâà â u. �

×åðåç f(A) îáîçíà÷èì ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ ê îáúåäèíåíèþ ãè-
ïåðïëîñêîñòåé èç A. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì íàáîðà A íàçûâàåòñÿ ìíî-
ãî÷ëåí

χA(t) =
∑

v∈L(A)

µ(v)tdim(v)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ òðîéêè íàáîðîâ

f(A) = f(A′) + f(A′′)

è
χA(t) = χA′(t)− χA′′(t)

Îòñþäà ñëåäóåò

Òåîðåìà 4.2. Çàñëàâñêèé, [37]. (à) Äëÿ íàáîðà A ãèïåðïëîñêîñòåé â ïðîåêòèâíîì
ïðîñòðàíñòâå RPd

f(A) = (−1)d
χA(1) + χA(−1)

2
=

∑
dim(v)

...2,v∈L(A)

|µ(v)|

(á) Äëÿ íàáîðà A ãèïåðïëîñêîñòåé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rd

f(A) = (−1)dχA(−1) =
∑

v∈L(A)

|µ(v)|

(â) Åñëè äëÿ íàáîðà A ãèïåðïëîñêîñòåé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rd íå ñóùå-
ñòâóåò ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé âñåì ãèïåðïëîñêîñòÿì, òî ÷èñëî îãðàíè÷åííûõ îá-
ëàñòåé Rd \ A ðàâíî

f̃(A) = (−1)dχA(1)

Îáúåäèíåíèå ãèïåðïëîñêîñòåé íàáîðà A áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç A. Ïóñòü A è B
� äâà íàáîðà ðàçëè÷íûõ ãèïåðïëîñêîñòåé â ïðîåêòèâíîì èëè àôôèííîì âåùåñòâåí-
íûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Åñëè ðåáðî v ∈ L(B) íå ïðèíàäëåæèò A, òî ÷åðåç Av îáîçíà÷èì
íàáîð ïåðåñå÷åíèé ðåáðà v ñ ãèïåðïëîñêîñòÿìè èç A, ïðè÷åì ýòîò íàáîð åñòü íà-
áîð ãèïåðïëîñêîñòåé â v, ðàññìàòðèâàåìîì êàê ñàìîñòîÿòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî. Ñî-
îòâåòñòâåííî, ïîñòðîèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χAv(t). Ôóíêöèþ Ìåáèóñà
ìíîæåñòâà L(B) îáîçíà÷èì ÷åðåç µB.
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Ëåììà 4.4.

χA∪B(t) =
∑

v∈L(B),v /∈A

µB(v)χAv(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè ïî ÷èñëó ïëîñêîñòåé â B, èñïîëüçóåòñÿ
ëåììà 4.3. �

Íèæíèå îöåíêè ÷èñëà îáëàñòåé

Åñëè ïåðåñå÷åíèå âñåõ ãèïåðïëîñêîñòåé íàáîðà A íåïóñòî, òî íàáîð íàçûâàåò-
ñÿ òðèâèàëüíûì. Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî íåòðèâèàëüíûå íàáî-
ðû ãèïåðïëîñêîñòåé. Äëÿ íàáîðîâ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rd ïîòðåáóåì òàêæå,
÷òîáû ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ d ãèïåðïëîñêîñòåé áûëî íå ïóñòûì ìíîæåñòâîì. Ãèïåð-
ïëîñêîñòè íàáîðà A ðàçáèâàþò ïðîñòðàíñòâî V íà ìíîãîãðàííèêè (íå îáÿçàòåëüíî
îãðàíè÷åííûå äëÿ åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà V ). ×åðåç fk(A) îáîçíà÷èì ÷èñëî âñåõ
k�ìåðíûõ ãðàíåé ìíîãîãðàííèêîâ äëÿ ðàçáèåíèÿ íàáîðîì A (ãðàíü, ïðèíàäëåæàùàÿ
íåñêîëüêèì ìíîãîãðàííèêàì, ñ÷èòàåòñÿ îäèí ðàç).

Ñëåäñòâèå 4.2. Äëÿ íàáîðîâ ãèïåðïëîñêîñòåé A è B â d�ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

fd(A ∪ B) =
∑

v∈L(B),v /∈A

|µB(v)|fdim(v) (Av) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç m = m(A) ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ãèïåðïëîñêîñòåé íàáîðà A,
èìåþùèõ íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

Ëåììà 4.5. Äëÿ íåòðèâèàëüíîãî íàáîðà n ãèïåðïëîñêîñòåé â ïðîåêòèâíîì ïðî-
ñòðàíñòâå RPd

f > (n−m+ 1)(m− d+ 2)2d−2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì m ãèïåðïëîñêîñòåé A1, . . . , Am ñ íåïóñòûì ïåðåñå÷å-
íèåì Q. Ðàçìåðíîñòü Q ðàâíà íóëþ, à ãèïåðïëîñêîñòè A1, . . . , Am ïîëó÷àþòñÿ âçÿòè-
åì êîíóñà ñ öåíòðîì â Q íàä íåêîòîðûì íàáîðîì B èç m ãèïåðïëîñêîñòåé â (d− 1) �
ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå. Òàê êàê B íåòðèâèàëüíûé íàáîð, òî ïî èçâåñòíîé îöåíêå
÷èñëà îáëàñòåé (ñì. [35])

fd−1(B) > (m− d+ 2)2d−2

Íà êàæäîé èç îñòàëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé íàáîðà ïëîñêîñòè A1, . . . , Am âûñåêàþò
êîíôèãóðàöèþ, ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíòíóþ B. Ïîýòîìó ïðè êàæäîì äîáàâëåíèè ê
ãèïåðïëîñêîñòÿì A1, . . . , Am îñòàëüíûõ n−m ãèïåðïëîñêîñòåé îäíà çà îäíîé ÷èñëî
îáëàñòåé áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ íå ìåíåå ÷åì íà (m− d+ 2)2d−2. �
Ëåììà 4.6. Ïóñòü A � íàáîð ãèïåðïëîñêîñòåé â åâêëèäîâîì èëè âåùåñòâåííîì
ïðîåêòèâíîì d�ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïóñòü ðåáðî v ïðèíàäëåæèò i ãèïåðïëîñ-
êîñòÿì. Òîãäà

|µ(v)| > i− d+ dim(v) + 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî êîðàçìåðíîñòè s = d− dim(v). Áàçà: äëÿ êîðàçìåð-
íîñòåé 0, 1 è 2 íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Ïðåäïîëîæåíèå: íåðàâåíñòâî
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ðåáåð âñåõ íàáîðîâ ñ êîðàçìåðíîñòüþ íå áîëåå s− 1. Ïåðåõîä:
âûáåðåì èç íàáîðà s = d− dim(v) ãèïåðïëîñêîñòåé A1, . . . , As, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ
ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì v. Îñòàëüíûå ãèïåðïëîñêîñòè íàáîðà îáîçíà÷èì ÷åðåç As+1, . . . , An.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàáîðîâ ãèïåðïëîñêîñòåé A0, . . . ,An−s, ãäå

A0 = {A1, . . . , As},

è
Ai = Ai−1 ∪ As+i.

Òàê êàêA0 � íàáîð ñ íîðìàëüíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè, òî µA0(v) = (−1)s. Åñëè v * As+i,
òî ïî ëåììå 4.3

µAi
(v) = µAi−1

(v).

Åñëè v ⊆ As+i, òî ïî ëåììå 4.3

µAi
(v) = µAi−1

(v)− µAs+i∩Ai−1
(v).

Çàìåòèì, ÷òî

sign(µAi−1
(v)) = (−1)d+dim(v), sign(µAs+i∩Ai−1

(v)) = (−1)d−1+dim(v).

Ïîýòîìó â ñëó÷àå v ⊆ As+i èìååì

|µAi
(v)| > |µAi−1

(v)|+ 1.

�
Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü A � íàáîð èç n ãèïåðïëîñêîñòåé â Rd è çàäàíî ÷èñëî 1 6 i 6 d,
ïðè÷åì ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ i ãèïåðïëîñêîñòåé èç A íåïóñòî è íå ñóùåñòâóåò ïðÿ-
ìîé, ïàðàëëåëüíîé âñåì ãèïåðïëîñêîñòÿì èç A. Òîãäà äëÿ ôóíêöèè Ìåáèóñà ìíî-
æåñòâà ïåðåñå÷åíèé íàáîðà A èìååì∑

dim(v)=d−i

|µ(v)| > (m− d+ 1)
C i

n

Ci
m−d+i

.

Òî æå íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ íàáîðîâ A â âåùåñòâåííûõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ RPd, ïðè÷åì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû íå ñóùåñòâîâàëî j�ìåðíîé ïëîñêîñòè, ïðè-
íàäëåæàùåé âñåì ãèïåðïëîñêîñòÿì ïðè j > d− i+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a
(d−i)
j ÷èñëî (d − i)�ìåðíûõ ïëîñêîñòåé èç ìíî-

æåñòâà ïåðåñå÷åíèé L(A), ïðèíàäëåæàùèõ j ãèïåðïëîñêîñòÿì, ãäå i 6 j 6 m−(d−i)
((d− i) �ìåðíàÿ ïëîñêîñòü íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü áîëåå ÷åì m− (d− i) ãèïåðïëîñ-
êîñòÿì, ò.ê. íàéäóòñÿ åùå íå ìåíåå ÷åì d − i ãèïåðïëîñêîñòåé, ñ êîòîðûìè ó íåå
íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå).

Êàæäîìó ïîäíàáîðó èç i ãèïåðïëîñêîñòåé Ak1 , . . . , Aki èç A ïîñòàâèì â ñîîò-
âåòñòâèå âñå (d − i)�ìåðíûå ïëîñêîñòè èç L(A), ëåæàùèå â íåïóñòîì ïåðåñå÷åíèè
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Ak1 ∩ · · · ∩Aki . Ïðè ýòîì ïëîñêîñòü, ïðèíàäëåæàùàÿ j ãèïåðïëîñêîñòÿì, áóäåò ó÷òå-
íà C i

j ðàç. Ïîýòîìó

Ci
n 6

m−(d−i)∑
j=i

a
(d−i)
j Ci

j 6
m−(d−i)∑

j=i

a
(d−i)
j (j − i+ 1)

C i
m−d+i

m− d+ 1
.

Ïî ëåììå 4.6 èìååì |µ(v)| > (j − i+ 1), ïîýòîìó

m−(d−i)∑
j=i

a
(d−i)
j (j − i+ 1) 6

∑
dim(v)=d−i

|µ(v)|,

îòêóäà ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. �
Çàìå÷àíèå 4.2. Íåðàâåíñòâî (4.3) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî äëÿ i = 1 è äëÿ íàáîðîâ
îáùåãî ïîëîæåíèÿ äëÿ ëþáîãî i.

Ñëåäñòâèå 4.3. Ïóñòü A � íàáîð ãèïåðïëîñêîñòåé â Rd, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëî-
âèÿì òåîðåìû 4.3. Ïóñòü Ac � íàáîð êîìïëåêñèôèöèðîâàííûõ ïëîñêîñòåé â Cd.
Òîãäà

dimH i(Cd \ Ac) > (m− d+ 1)
Ci

n

Ci
m−d+i

.

Ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.3 è ôàêòà èç [31]:

dimH i(Cd \ Ac) =
∑

dim(v)=d−i

|µ(v)|

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü A � íåòðèâèàëüíûé íàáîð ãèïåðïëîñêîñòåé â ïðîåêòèâíîì
ïðîñòðàíñòâå RPd. Ïóñòü m � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ãèïåðïëîñêîñòåé, èìåþùèõ
îáùóþ òî÷êó. Òîãäà

f > (m− d+ 1)

[ d
2
]∑

j=0

Cd−2j
n

Cd−2j
m−2j

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåì 4.2 è 4.3. �

4.3 Ìíîæåñòâà ÷èñåë îáëàñòåé â ðàçáèåíèÿõ ïðîåêòèâíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ

Ðàññìîòðèì êîíå÷íûé íàáîð A ãèïåðïëîñêîñòåé (ïðîåêòèâíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ êî-
ðàçìåðíîñòè îäèí) â âåùåñòâåííîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå RPd. Íàïîìíèì, ÷òî
òðèâèàëüíûì íàçûâàåòñÿ íàáîð, âñå ïëîñêîñòè êîòîðîãî ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó.
Íàçîâåì ìèíèìàëüíûì9 íåòðèâèàëüíûé íàáîð n ãèïåðïëîñêîñòåé â RPd, â êîòîðîì
n− d+ 1 ãèïåðïëîñêîñòåé èìåþò îáùóþ d− 2�ìåðíóþ ïëîñêîñòü, à îñòàëüíûå d− 1
ãèïåðïëîñêîñòåé íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè. Øåííîí [35] ïîëó÷èë íèæíèå òî÷-
íûå îöåíêè äëÿ ÷èñëà k�ìåðíûõ ïëîñêîñòåé gk(A) è äëÿ ÷èñëà k�ìåðíûõ êëåòîê

9ïåðåâîä òåðìèíà near pencil
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fk(A) â íåòðèâèàëüíûõ íàáîðàõ A, ñîñòîÿùèõ èç n ãèïåðïëîñêîñòåé â RPd è íàøåë
íàáîðû, íà êîòîðûõ îíè äîñòèãàþòñÿ:

gk(A) > Ck+1
d+1 + (n− d− 1)Ck

d−1, 0 6 k 6 d− 1 (4.1)

fk(A) > n2kCk
d + 2k−1Ck−1

d−1 (d+ 1− n)− k2kCk+1
d+1 , 0 6 k 6 d (4.2)

×àñòíûé ñëó÷àé (4.2) äëÿ d = k áûë äîêàçàí ÌàêÌþëëåíîì:

fd(A) > 2d−1(n− d+ 1) (4.3)

Íåðàâåíñòâà (4.1) äëÿ 0 6 k < d è (4.2) äëÿ d > 2 è 0 < k 6 d îáðàùàþòñÿ
â ðàâåíñòâà äëÿ ìèíèìàëüíûõ íàáîðîâ. Ïðè k = 0 íåðàâåíñòâî (4.2) îáðàùàåòñÿ â
ðàâåíñòâî íå òîëüêî äëÿ ìèíèìàëüíûõ íàáîðîâ [10], [35], íî è, íàïðèìåð, äëÿ íàáîðà,
â êîòîðîì a è n−a ïëîñêîñòåé ïðîõîäÿò ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ
ïðÿìûå â RP3 ïðè ëþáîì 2 6 a 6 n− 2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F (d)
n ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ÷èñåë fd(A) äëÿ íåòðèâèàëüíûõ

íàáîðîâ A èç n ðàçëè÷íûõ ãèïåðïëîñêîñòåé â âåùåñòâåííîì ïðîåêòèâíîì d�ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå.

Ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâ F
(d)
n ðàâíû (ñì. [34])

1 + C1
n−1 + . . .+ C

max{n−1,d}
n−1 .

Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü d > 3 è n > 2d + 5. Òîãäà ïåðâûå ÷åòûðå ïî âîçðàñòàíèþ
ýëåìåíòà ìíîæåñòâà F

(d)
n ñëåäóþùèå:

(n− d+ 1)2d−1, 3(n− d)2d−2, (3n− 3d+ 1)2d−2, 7(n− d)2d−3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî f ≤ 7(n− d)2d−3 ïðè m ≤ d+ 1. Åñëè m = d, òî ãè-
ïåðïëîñêîñòè íàáîðà íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè è ÷èñëî îáëàñòåé ìàêñèìàëüíîå
âîçìîæíîå. Åñëè m = d+ 1, òî ïî òåîðåìå 4.4 èìååì

f > Cd+1
n

n− d
=

n

3

(n− 1)

d+ 1

(n− 2)

d

(n− 3)

d− 1
. . .

(n− d+ 2)

4
(n− d+ 1) > 7 · 2d−3(n− d)

ò.ê. n > 2d+ 5.
Òåïåðü äîêàæåì òåîðåìó äëÿ d = 3, n > 11. Âîçüìåì íåòðèâèàëüíûé íàáîð A â

ïðîñòðàíñòâå RP3, m � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ãèïåðïëîñêîñòåé ñ íåïóñòûì ïåðåñå÷å-
íèåì. Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.

1. m = n−1. Òîãäà f(A) = 2φ, ãäå φ ∈ F 2
n−1. Ìíîæåñòâî F 2

n−1 èçâåñòíî ïî òåîðåìå
Ìàðòèíîâà 2.5:

{f ∈ F 2
n−1 | f 6 4n− 16} = {2n− 4, 3n− 9, 3n− 8, 4n− 16}.

2. m = n− 2. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 2 èç ïåðåõîäà èíäóêöèè.
3. 5 6 m 6 n− 3. Ïî ëåììå 4.5 èìååì

f > 2(n−m+ 1)(m− 1) > 8n− 32 > 7n− 21

ïðè n > 11.
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Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî d > 3 èñïîëüçóåì èíäóêöèþ ïî ÷èñëó d. Áàçà d = 3 óæå

ïðîâåðåíà. Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè � ïåðâûå 4 ÷èñëà ìíîæåñòâà F
(d̃)
n èìåþò óêà-

çàííûé âèä äëÿ ëþáîãî 3 6 d̃ < d è n > 2d̃ + 5. Ïåðåõîä: âîçüìåì íåòðèâèàëüíûé
íàáîð A â ïðîñòðàíñòâå RPd, m � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ãèïåðïëîñêîñòåé ñ íåïóñòûì
ïåðåñå÷åíèåì. Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.

1.m = n−1. Òîãäà f(A) = 2φ, ãäå φ ∈ F
(d−1)
n−1 . Ïðèìåíÿÿ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè

ê ìíîæåñòâó F
(d−1)
n−1 , ïîëó÷èì, ÷òî ëèáî φ ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç 4 ÷èñåë

(n− d+ 1)2d−2, 3(n− d)2d−3, (3n− 3d+ 1)2d−3, 7(n− d)2d−4,

ëèáî φ > 7(n− d)2d−4.
2. m = n − 2. Ðàññìîòðèì n − 2 ãèïåðïëîñêîñòè p1, . . . , pn−2, èìåþùèõ îáùóþ

òî÷êó. Îíè äåëÿò RPd íà φ îáëàñòåé, ãäå φ ∈ F d−1
n−2 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç l ïåðåñå÷åíèå

äâóõ îñòàâøèõñÿ ãèïåðïëîñêîñòåé. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

φ = (n− d)2d−2 èëè φ ≥ 3(n− d− 1)2d−3

(ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ò.ê. n− 2 ≥ 2(d− 1) + 5). Åñëè

l ∈
n−2∪
i=1

pi

òîãäà f = 3φ è ñëó÷àé ðàçîáðàí. Åñëè

l /∈
n−2∪
i=1

pi,

òîãäà îáîçíà÷èì ÷åðåç B ìíîæåñòâî ïëîñêîñòåé pi ∩ l â l, ãäå l ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê îáúåìëþùåå (d − 2) �ìåðíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî
B � ýòî êîíôèãóðàöèÿ êàê ìèíèìóì n − 3 ïëîñêîñòåé â l (è ïåðåñå÷åíèå âñåõ åå
ïëîñêîñòåé åñòü ïóñòîå ìíîæåñòâî). Òîãäà f(B) ≥ (n − d)2d−3 ïî òåîðåìå Øåííîíà
[35]. Ïîñêîëüêó

f = 3φ+ f(B) ≥ 7(n− d)2d− 3,

òî ýòîò ñëó÷àé ðàçîáðàí.
3. d+ 2 6 m 6 n− 3. Ïî ëåììå 4.5 èìååì

f > (n−m+ 1)(m− d+ 2)2d−2 > (4n− 4d− 4)2d−2 > 7(n− d)2d−3

ïðè n > d+ 8.
�

Ëåììà 4.7. Äëÿ íåòðèâèàëüíûõ íàáîðîâ A èç n ãèïåðïëîñêîñòåé â ïðîåêòèâíîé
ïðîñòðàíñòâå RPd

f > 2
n2 − n

m− d+ 5
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì ïðîèçâîëüíóþ äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü P îáùåãî ïîëîæå-
íèÿ ïî îòíîøåíèþ ê íàáîðó A. Òîãäà ãèïåðïëîñêîñòè èç A îáðàçóþò íà P íàáîð AP

èç n ïðÿìûõ, ïðè÷åì â êàæäîé òî÷êå ïåðåñåêàåòñÿ íå áîëåå m − d + 2 ïðÿìûå. Èç
ïåðâîãî íåðàâåíñòâà òåîðåìû 2.3 ñëåäóåò

fd(A) > f2(AP ) > 2
n2 − n

m− d+ 5
.

�
Ëåììà 4.8. Ïóñòü k1, . . . , ks íàòóðàëüíûå ÷èñëà, k =

∑
i>1 ki. Ïóñòü d > s + 2 è

n > k + d− s+ 1. Òîãäà

F (d)
n ⊇ {φ ·

s∏
i=1

(ki + 1) | φ ∈ F
(d−s)
n−k }. (4.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ ∈ F
(d−s)
n−k . Âîçüìåì íàáîð A0 èç n − k ãèïåðïëîñêîñòåé â

ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå RPd−s, òàêîé ÷òî fd−s(A0) = φ. Ïîñòðîèì íàáîð A1 èç n−
k+k1 ãèïåðïëîñêîñòåé â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå RPd−s+1, òàêîé ÷òî fd−s+1(A1) =
φ(k1 + 1). Äëÿ ýòîãî âîçüìåì êîíóñ íàä íàáîðîì A0 ñ öåíòðîì â òî÷êå O è äîáàâèì
k1 ãèïåðïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç (d−s−1)�ìåðíóþ ïëîñêîñòü U , ëåæàùóþ íà
êàêîé-íèáóäü ïëîñêîñòè èç A0 è íå ñîäåðæàùóþ òî÷êó O. Ïîñòðîåííûé íàáîð áóäåò
íåòðèâèàëüíûì. Àíàëîãè÷íî ïîñòðîèì íàáîðû A2, . . . ,As. Â èòîãå

f(As) = φ ·
s∏

i=1

(ki + 1) ∈ F (d)
n .

�
Ñëåäñòâèå 4.4. Ìíîæåñòâî F

(d)
n ñîäåðæèò ÷èñëà

(2n− 2d+ 2)2d−2, (3n− 3d)2d−2, (3n− 3d+ 1)2d−2, (4n− 4d− 4)2d−2,

(4n− 4d− 3)2d−2, (4n− 4d− 2)2d−2, (4n− 4d− 1)2d−2, (5n− 5d− 10)2d−2.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîåêòèâíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòåé i è j ïðîñòðàíñòâà
RPn íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, åñëè èõ ïåðåñå÷åíèå åñòü i+j−n-ìåðíîå ïðîåê-
òèâíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðè i+j > n è ïóñòîå ìíîæåñòâî ïðè i+j < n. Ñêàæåì, ÷òî
ïðîåêòèâíîå ïîäïðîñòðàíñòâî íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè îòíîñèòåëüíî êîíôèãó-
ðàöèè ãèïåðïëîñêîñòåé, åñëè îíî íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè ñ ãèïåðïëîñêîñòÿìè
è âñåìè ïåðåñå÷åíèÿìè ëþáîãî êîëè÷åñòâà ãèïåðïëîñêîñòåé.

Ëåììà 4.9. ([37]) Ïóñòü A3
n � íàáîð èç n ïëîñêîñòåé â RP3, íàáîð A3

n−1 ïîëó÷åí
èç A3

n óäàëåíèåì ïëîñêîñòè U . Ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé èç A3
n−1 ñ ïëîñêîñòüþ U

îáðàçóþò íàáîð A2 ïðÿìûõ íà U . Òîãäà

f(A3
n) = f(A3

n−1) + f(A2).
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Äëÿ íàáîðà Am
n ãèïåðïëîñêîñòåé â RPm îáîçíà÷èì ÷åðåç tji ÷èñëî j� ìåðíûõ

êëåòîê, ïðèíàäëåæàùèõ i ãèïåðïëîñêîñòÿì äëÿ 0 6 j 6 m−1. Òîãäà ÷èñëî îáëàñòåé
f(Am

n ) ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç t
j
i àíàëîãè÷íî ôîðìóëàì Çàñëàâñêîãî [37].

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Åñëè ïåðåñå÷åíèå âñåõ n ãèïåðïëîñêîñòåé íàáîðà Am
n åñòü òî÷-

êà èëè ïóñòîå ìíîæåñòâî, òî

f(Am
n ) = 1 +

n∑
i=1

(i− 1)
(
t0i − t1i + t2i − · · ·+ tm−2

i

)
äëÿ ÷åòíîãî m, (4.5)

f(Am
n ) = n+

n∑
i=1

(i− 1)
(
−t0i + t1i − t2i + · · ·+ tm−2

i

)
äëÿ íå÷åòíîãî m. (4.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàíóìåðóåì ãèïåðïëîñêîñòè è îáîçíà÷èì ÷åðåç qji ÷èñëî j-ìåðíûõ
êëåòîê, ïðèíàäëåæàùèõ i-é ãèïåðïëîñêîñòè. Äëÿ ÷åòíûõ m ïîñ÷èòàåì ýéëåðîâó õà-
ðàêòåðèñòèêó i-é ãèïåðïëîñêîñòè

q0i − q1i + · · · − qm−1
i = 0

Çàìåòèì, ÷òî
∑

i q
j
i =

∑
i it

j
i äëÿ j = 0, . . . ,m− 1. Ñëåäîâàòåëüíî,∑

i

tm−1
i = tm−1

1 =
∑
i

qm−1
i =

∑
i

(qm−2
i − · · ·+ q0i ) =

∑
i

i(tm−2
i − · · ·+ t0i ).

Òåïåðü èñïîëüçóåì ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó RPm:

f = 1−
∑
i

(t0i − t1i + · · · − tm−1
i ) = 1 +

n∑
i=1

(i− 1)
(
t0i − t1i + t2i − · · ·+ tm−2

i

)
.

Äëÿ íå÷åòíûõ m äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî. �
Ïðåäëîæåíèå 4.2. (àíàëîã íåðàâåíñòâà Ìåëüõèîðà [27]). Ïóñòü ìàêñèìàëüíîå
÷èñëî ïëîñêîñòåé íàáîðà, èìåþùèõ îáùóþ òî÷êó, ðàâíî m. Åñëè m < n, òî∑

i>3

(i− 2)t0i > n+
∑
i>2

(i− 2)t1i .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç q2i ÷èñëî îáëàñòåé i-é ïëîñêîñòè, ðàçäåëåííîé
ïåðåñå÷åíèÿìè ñ îñòàëüíûìè ïëîñêîñòÿìè. Åñëè m < n, òî âñå òðåõìåðíûå îáëà-
ñòè RP3 îãðàíè÷åíû íå ìåíåå ÷åì ÷åòûðüìÿ ãðàíÿìè, ïîýòîìó

∑n
j=1 q

2
i > 2f(A3

n).
Èñïîëüçóÿ ëåììó 4.1, ïîëó÷àåì

n+
∑
i

it1i −
∑
i

it0i > 2

(
n+

∑
i

(i− 1)t1i −
∑
i

(i− 1)t0i

)
.

�
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Òåîðåìà 4.6. Ïåðâûå 36 ïî âîçðàñòàíèþ ÷èñåë ìíîæåñòâà F
(3)
n äëÿ n > 50 ñëåäó-

þùèå (ò.å. âñå ðåàëèçóåìûå ÷èñëà îáëàñòåé âïëîòü äî 12n− 60)

4n− 8, 6n− 18, 6n− 16, 7n− 21, 7n− 20, 8n− 32, 8n− 30, 8n− 28,

8n− 26, 9n− 36, 9n− 33, 9n− 31, 9n− 30, 10n− 50, 10n− 48, 10n− 46,

10n− 44, 10n− 42, 10n− 40, 10n− 39, 10n− 38, 10n− 37, 10n− 36, 10n− 35,

11n− 44, 11n− 43, 11n− 42, 11n− 41, 11n− 40, 12n− 72, 12n− 70, 12n− 68,

12n− 66, 12n− 64, 12n− 62, 12n− 60.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî äðóãèå ÷èñëà, ìåíüøèå 12n − 60, íå ïðèíàäëåæàò
ìíîæåñòâó F

(3)
n . Ðàññìîòðèì íàáîð A èç n ãèïåðïëîñêîñòåé, f = f(A). Ïóñòü m �

ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïëîñêîñòåé, èìåþùèõ íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Ðàññìîòðèì òðè
ñëó÷àÿ.

1. m > n− 5. Ïåðåáîðîì óáåæäàåìñÿ, ÷òî ÷èñëî f èëè ïðèíàäëåæèò óêàçàííîìó
ìíîæåñòâó, èëè áîëüøå ÷åì 12n − 60. Âñå óêàçàííûå ÷èñëà îáëàñòåé ðåàëèçóþòñÿ
íàáîðàìè ïëîñêîñòåé ñ m > n− 5.

2. 8 6 m 6 n− 6. Òîãäà ïî ëåììå 4.5 èìååì f > 7n− 49.
3. m 6 7. Ïî ëåììå 4.7

f > 2
n2 − n

9
> 12n− 60

ïðè n > 50. �
Çàìå÷àíèå 4.3. Êàê âèäíî èç òåîðåìû 4.6, ìíîæåñòâî ÷èñåë îáëàñòåé äîñòàòî÷íî
ñëîæíî óñòðîåíî óæå äëÿ ðàçáèåíèé ïëîñêîñòÿìè òðåõìåðíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Ïîýòîìó íåóäèâèòåëüíî îòñóòñòâèå òî÷íîãî (ôîðìóëüíîãî) îïèñàíèÿ ìíî-
æåñòâ F

(
RPd, n

)
äëÿ d > 2. Âîçìîæíî, öåëåñîîáðàçíî ñòàâèòü âîïðîñ î ïëîòíîñòè

ðàñïðåäåëåíèÿ ðåàëèçóåìûõ ÷èñåë íà îïðåäåëåííûõ, äîñòàòî÷íî áîëüøèõ îòðåçêàõ.

Ðàçáèåíèÿ òðåõìåðíûõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ âñåâîçìîæíûìè íàáî-

ðàìè ïëîñêîñòåé.

Çäåñü ìû îòêàæåìñÿ îò òðåáîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîñòè íàáîðîâ èç n ïëîñêîñòåé
â âåùåñòâåííîì d � ìåðíîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå è óçíàåì, ÷òî òîãäà ìîæíî
áóäåò ñêàçàòü î ìíîæåñòâàõ ÷èñåë îáëàñòåé, êîòîðûå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç F d

n .
Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ìíîæåñòâà F d

n îáîçíà÷èì ÷åðåç fmax(d, n). Íàñ áóäóò èíòåðåñî-
âàòü ïðåèìóùåñòâåííî ìíîæåñòâà F 3

n , ò.ê. ìíîæåñòâà F 2
n èçâåñòíû, à ìíîæåñòâà F d

n

ïðè d > 3, âåðîÿòíî, áîëåå ñëîæíû, ÷åì F 3
n .

Ïðèìåð 4.1. Ìíîæåñòâà F 2
n è F 3

n äëÿ n 6 7.

n F 2
n F 3

n

3 3, 4 3, 4
4 4, 6, 7 4, 6, 7, 8
5 5, 8 � 11 5, 8 � 12, 14, 15
6 6, 10, 12 � 16 6, 10, 12 � 16, 18, 20 � 26
7 7, 12, 15 � 22 7, 12, 15 � 22, 24, 26 � 42
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lm
n ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë ìåæäó n è fmax(m,n), íå ðåàëèçóå-

ìûõ ïðè äàííûõ m è n â êà÷åñòâå ÷èñåë îáëàñòåé, ò.å.

Lm
n = {f ∈ N | n 6 f 6 fmax(m,n)} \ Fm

n .

Ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà Lm
n , ñîñòîÿùèå èç ïîäðÿä èäóùèõ öåëûõ ÷èñåë áóäåì íà-

çûâàòü ëàêóíàìè (âñëåä çà [2]) è íóìåðîâàòü ïî ïîðÿäêó âîçðàñòàíèÿ ñîäåðæàùèõñÿ
÷èñåë. Îáîçíà÷èì ÷åðåç dn ïðè n > 3 ÷èñëî

dn =

[√
2n− 23

4
− 1

2

]
.

Äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ ìíîæåñòâà F 2
n áûëè íàéäåíû â [26] è îêàçàëîñü, ÷òî ÷èñëî

ëàêóí â ìíîæåñòâå L2
n ðàâíî dn è ÷òî

L2
n =

dn∪
i=1

{
g ∈ N | i(n− i+ 1) + C2

i−1 < g < (i+ 1)(n− i)
}
.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè n = 6 è n = 7 (ñì. ïðèìåð 4.1) ìíîæåñòâî L3
n ñîäåðæèò áîëü-

øå ÷èñåë, ÷åì ìíîæåñòâî L2
n. Îäíàêî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

ìíîæåñòâî L3
n ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå L

2
n.

Òåîðåìà 4.7. L3
n ⊂ L2

n ïðè n > 71.

Åñòåñòâåííî ïîïðîáîâàòü íàéòè íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷èñåë ìíîæåñòâà F 3
n .

Òåîðåìà 4.8. Ïðè n > 16 âåðíî{
f ∈ F 3

n | f 6 6n− 16
}
=
{
f ∈ F 2

n | f 6 6n− 16
}
∪ {4n− 8, 6n− 18, 6n− 16}.

r
n
6

r2n− 2

? rr
3n− 6

6
rrrrr4n− 12

? rrrrrrr
5n− 20

6
rrrrrrrrrrr6n− 30

? r r6n− 18

? t
(dn + 1)(n− dn)

6
rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrtC2

n + 1

? t
C3
n + n

6

Ðèñ. 10: Ìíîæåñòâî F 3
n äëÿ áîëüøèõ n

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì 4.7 è 4.8 íàì ïîíàäîáÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç qn è ∆n ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëà (dn + 1)(n− dn) è 1 + C2

n − qn.

Ëåììà 4.10. Ïðè n > 71 âåðíî

3qn−2 + n− 4 6 n2 − n

2
+ 2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâî, ïðîèçâåäÿ çàìåíó n = m + 2 è qm =
(dm + 1)(m− dm) ê âèäó

(m− (3dm + 2.5))2 > 1

4

(
32d2m + 56dm − 15

)
(4.7)

Òàê êàê m > d2m+dm
2

+3 (ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñëà dm, ñì. ðàçäåë 2.3) è m > 69, dm > 11,

òî íåðàâåíñòâî (4.7) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ m = d2m+dm
2

+ 3. Â ýòîì ñëó÷àå îíî
èìååò âèä

(d2m − 5dm + 1)2 > 32d2m + 56dm − 15

è âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó ÷èñëî (6dm + 1)2 îòäåëÿåò ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà îò
ïðàâîé ïðè dm > 11. �

Íàïîìíèì, ÷òî

fmax(2, n) = 1 + C2
n è fmax(3, n) = n+ C3

n.

Çàôèêñèðóåì ÷èñëî n êîíôèãóðàöèè ãèïåðïëîñêîñòåé âRP3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç fmax(i)
è fmin(i) ÷èñëà

fmax(i) = n+ C3
n − C3

n−i−1, fmin(i) = fmax(i)− (i+ 1)∆n−i − i (4.8)

äëÿ 2 6 i 6 n − 3. Çàìåòèì, ÷òî fmax(i) � ýòî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî îáëàñòåé, îáðà-
çîâàííûõ êîíôèãóðàöèÿìè n ïëîñêîñòåé â RP3, â êîòîðûõ ñóùåñòâóåò òî÷êà, îáùàÿ
äëÿ i ïëîñêîñòåé.

Ëåììà 4.11. fmax(i− 1) > fmin(i) ïðè 3 6 i 6 n− 4 è n > 7.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèÿìè ÷èñåë fmax(i − 1) è fmin(i), ïåðåïèøåì
èñõîäíîå íåðàâåíñòâî â âèäå

(i+ 1)∆n−i + i > C2
n−i−1.

Äëÿ i = n− 4 è i = n− 5 (∆4 = 1, ∆5 = 3) îíî âåðíî. Ñ÷èòàåì äàëåå, ÷òî i 6 n− 6,
ñäåëàåì çàìåíó n− i = m. Òåïåðü äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî äëÿ i = 3:

4∆m + 3 > C2
m−1 ⇔ m2 +m(d2m − 7dm − 3) + 8(d2m + dm) + 12 > 0.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî çàâåäîìî âûïîëíÿåòñÿ ïðè m > 6 è dm > 2. �
Ëåììà 4.12. Åñëè dm > 2, òî ëþáîå öåëîå ÷èñëî ìåæäó qm è 1 + C2

m åñòü ÷èñëî
îáëàñòåé êîíôèãóðàöèè A2 ïðÿìûõ íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ñî ñëåäóþùèì óñëî-
âèåì. Ëèáî íàéäåòñÿ òî÷êà Q3, ïðèíàäëåæàùàÿ ðîâíî òðåì ïðÿìûì èç A2, ëèáî
íàéäóòñÿ äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè Q2 è Q′

2, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò ðîâíî
äâóì ïðÿìûì èç A2 è òàêèìè, ÷òî ïðÿìàÿ Q2Q

′
2 íå ïðîõîäèò ÷åðåç äðóãèå òî÷êè

ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ èç A2 è íå ïðèíàäëåæèò A2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â [26] ëþáîå öåëîå ÷èñëî ìåæäó qm è 1+C2
m ðåàëèçîâàëîñü ñëåäó-

þùèì îáðàçîì. ×åðåç îäíó òî÷êó ïðîâåäåíî n − k ïðÿìûõ u1, . . . , un−k. Îñòàëüíûå
k ïðÿìûõ íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà, ïðè÷åì l èõ òî-
÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ëåæàò íà ïðÿìûõ u1, . . . , un−k. Ïðè ýòîì èç dm > 2 ñëåäóåò, ÷òî
2 6 k 6 n − 2. Åñëè l > 1, òî ëåììà äîêàçàíà, ò.ê. íàéäåíà òî÷êà Q3. Åñëè l = 0,
òî k ïðÿìûõ un−k+1, . . . , un îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè òàê, ÷òî äâå òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ Q2 = u1∩un−k+1, Q

′
2 = u2∩un−k+2 áóäóò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ëåììû.

�
Íàïîìíèì, ÷òî ïðîåêòèâíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòåé i è j ïðîñòðàíñòâà

RPn íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, åñëè èõ ïåðåñå÷åíèå åñòü i+j−n-ìåðíîå ïðîåê-
òèâíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðè i+j > n è ïóñòîå ìíîæåñòâî ïðè i+j < n. Ñêàæåì, ÷òî
ïðîåêòèâíîå ïîäïðîñòðàíñòâî íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè îòíîñèòåëüíî êîíôèãó-
ðàöèè ãèïåðïëîñêîñòåé, åñëè îíî íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè ñ ãèïåðïëîñêîñòÿìè
è âñåìè ïåðåñå÷åíèÿìè ëþáîãî êîëè÷åñòâà ãèïåðïëîñêîñòåé.

Ëåììà 4.13. ([37]) Ïóñòü A3
n � íàáîð èç n ïëîñêîñòåé â RP3, íàáîð A3

n−1 ïîëó÷åí
èç A3

n óäàëåíèåì ïëîñêîñòè U . Ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé èç A3
n−1 ñ ïëîñêîñòüþ U

îáðàçóþò íàáîð A2 ïðÿìûõ íà U . Òîãäà

f(A3
n) = f(A3

n−1) + f(A2).

Ëåììà 4.14. Ïóñòü m ïëîñêîñòåé êîíôèãóðàöèè A3
n ïðîõîäèò ÷åðåç îäíó òî÷êó è

îáðàçóþò (áåç îñòàëüíûõ ïëîñêîñòåé èç A3
n) fm îáëàñòåé. Òîãäà

fm(1 + n−m) 6 f(A3
n) 6 fm(1 + n−m) + C2

n−m

(
n+ 2m− 2

3

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n − m, èñïîëüçóÿ ëåììó 4.13. Ïðàâîå íåðàâåíñòâî
îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, åñëè îñòàëüíûå n−m ïëîñêîñòåé íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëî-
æåíèè ñ m ïëîñêîñòÿìè. �
Ëåììà 4.15. Ïóñòü 2 6 i 6 n − 4 è n > 9. Òîãäà ìíîæåñòâî F 3

n ñîäåðæèò âñå
öåëûå ÷èñëà îòðåçêà [fmin(i), fmax(i)].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáîå öåëîå ÷èñëî f , f ∈ [fmin(i), fmax(i)] ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

f = (i+ 1)fn−i + C2
i

(
n− 2

3
(i+ 1)

)
− r, (4.9)

ãäå 0 6 r 6 i è qn−i 6 fn−i 6 1 + C2
n−i. Ïîñòðîèì ïðèìåð íàáîðà ãèïåðïëîñêîñòåé,

äåëÿùåãî RP3 íà f îáëàñòåé, ãäå f âèäà (4.9). Âîçüìåì íàáîð A2, ñîñòîÿùèé èç n− i
ïðÿìûõ íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ëåììû 4.12, äåëÿùèé
ïëîñêîñòü íà f(A2) = fn−i îáëàñòåé (ýòî ïîíàäîáèòñÿ â äàëüíåéøåì òîëüêî â ñëó-
÷àÿõ (â) è (ã)). Âëîæèì RP2 ⊂ RP3, âûáåðåì òî÷êó O /∈ RP2 è ïðîâåäåì ïëîñêîñòè
U1, . . . , Un−i ÷åðåç òî÷êó O è ïðÿìûå èç A2. Ïîëó÷èì íàáîð A3

n−i, ñîñòîÿùèé èç n− i
ïëîñêîñòåé â RP3. Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ïëîñêîñòü U , íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó O,
â ïåðåñå÷åíèè ñ A3

n−i îáðàçóåò êîíôèãóðàöèþ ïðÿìûõ íà U , ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíò-
íóþ A2. Ïðîâåäåì ïëîñêîñòè Un−i+1, . . . , Un â îáùåì ïîëîæåíèè ïî îòíîøåíèþ äðóã
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ê äðóãó è ê íàáîðó A3
n−i. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A2

n−i+j êîíôèãóðàöèþ ïðÿìûõ Uk∩Un−i+j,
ãäå 1 6 k < n − i + j íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè Un−i+j äëÿ 1 6 j 6 i. ×åðåç A3

n−i+j

îáîçíà÷èì íàáîð ïëîñêîñòåé U1, . . . , Un−i+j â RP3. Òîãäà

f(A3
n−i+j) = f(A3

n−i+j−1) + f(A2
n−i+j) ïðè 1 6 j 6 i; f(A3

n−i) = fn−i.

Çàìåòèì, ÷òî

f(A2
n−i+j) = fn−i + (n− i) + · · ·+ (n− i+ j − 2) = fn−i + C2

n−i+j−1 − C2
n−i.

Ñëåäîâàòåëüíî,

f(A3
n) = fn−i +

i∑
j=1

f(A2
n−i+j) = (i+ 1)fn−i + C2

i

(
n− 2

3
(i+ 1)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åí íàáîð A3
n ïëîñêîñòåé ñ ÷èñëîì îáëàñòåé f(A3

n) âèäà (4.9)
ïðè r = 0.

Äëÿ r > 0 íàðóøèì îáùíîñòü ïîëîæåíèÿ ïëîñêîñòåé Un−i+1, . . . , Un (ñæèìàÿ îá-
ëàñòè â òî÷êè). Ïðè ýòîì ïëîñêîñòè Un−i+1, . . . , Un áóäóò "ïî÷òè" îáùåãî ïîëîæåíèÿ,
òàêèå ÷òî

f(A2
n−i+j) = fn−i + C2

n−i+j−1 − C2
n−i − aj,

ãäå aj � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà è
∑i

j=1 aj = r. Åñëè óäàñòñÿ ïðîâåñòè ïëîñêî-
ñòè Un−i+1, . . . , Un òàêèì îáðàçîì, òî ïîëó÷èòñÿ íàáîð èç n ïëîñêîñòåé ñ òðåáóåìûì
â (4.9) ÷èñëîì îáëàñòåé äëÿ ëþáîãî 0 6 r 6 i. Ðàññìîòðèì ÷åòûðå ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé (à): 0 < r 6 i− 1. Ïðîâåäåì ïëîñêîñòü Un−i+1 ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, íî
íå ÷åðåç òî÷êó O. Òîãäà

f(A2
n−i+1) = fn−i > n− i.

Ñëåäîâàòåëüíî ïî òåîðåìå Ñèëüâåñòðà-Ãàëëàè íàéäåòñÿ òî÷êà P1, ïðèíàäëåæàùàÿ
ðîâíî äâóì ïðÿìûì èç êîíôèãóðàöèè A2

n−i+1. Ïðîâåäåì ïëîñêîñòü Un−i+2 ÷åðåç òî÷-
êó P1 òàê, ÷òîáû ïðÿìàÿ Un−i+1∩Un−i+2 íå ïðîõîäèëà áû ÷åðåç äðóãèå òî÷êè ïåðåñå-
÷åíèÿ êîíôèãóðàöèè A2

n−i+1. Òîãäà a1 = 1, ò.å. çà ñ÷åò òî÷êè P1 ïðîïàëà îäíà îáëàñòü.
Ïðîäåëàåì òî æå ñàìîå ñ ïëîñêîñòÿìè Un−i+3, . . . , Un−i+r+1. À èìåííî, âûáåðåì òî÷êó
Pj, ïðèíàäëåæàùóþ ðîâíî äâóì ïðÿìûì èç A2

n−i+j è ïðîâåäåì ïëîñêîñòü Un−i+j+1

÷åðåç òî÷êó Pj òàê, ÷òîáû ïëîñêîñòü Un−i+j+1 íå ïðîõîäèëà áû ÷åðåç äðóãèå òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ êîíôèãóðàöèé A2

n−i+1, . . . , A
2
n−i+j. Èíäåêñ j ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

îò 1 äî r. Òî÷êè Pj ñóùåñòâóþò ïî òåîðåìå Ñèëüâåñòðà-Ãàëëàè. Ìíîæåñòâî òî÷åê
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ êîíôèãóðàöèé A2

n−i+1, . . . , A
2
n−i+j êîíå÷íî, ñëåäîâàòåëüíî ïðî-

âåñòè ïëîñêîñòü Un−i+j+1 ìîæíî. Îñòàëüíûå ïëîñêîñòè Un−i+r+2, . . . , Un ïðîâåäåì â
îáùåì ïîëîæåíèè. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

a2 = a3 = . . . = ar+1 = 1, a1 = ar+2 = . . . = ai = 0.

Ñëó÷àé (á): r = i > 4. Ïðîâåäåì ïëîñêîñòè Un−i+1 è Un−i+2 òàê æå, êàê â ñëó÷àå
(à). Ïëîñêîñòü Un−i+3 ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó P1 òàê, ÷òîáû ïëîñêîñòü Un−i+3 íå ñî-
äåðæàëà áû äðóãèõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ êîíôèãóðàöèé A2

n−i+1 è A2
n−i+2. Ïðî-

âåäåì ïëîñêîñòè Un−i+4, . . . , Un−i+r−1 àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ (à). Îñòàëüíûå ïëîñêîñòè
Un−i+r, . . . , Un áóäóò â îáùåì ïîëîæåíèè. Òîãäà ïîëó÷èì

a3 = 3, a2 = a4 = . . . = ar−1 = 1, a1 = ar = . . . = ai = 0.
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Ñëó÷àé (â): r = i = 2. Ïðîâåäåì ïëîñêîñòü Un−1 ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íå ÷åðåç
òî÷êó O è ïîëó÷èì êîíôèãóðàöèþ ïðÿìûõ A2

n−1, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ ëåììû
4.12. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ëèáî òî÷êà Q3, ëèáî òî÷êè Q2 è Q′

2. Òîãäà ïðîâåäåì
ïëîñêîñòü Un ÷åðåç òî÷êó Q3 èëè ÷åðåç ïðÿìóþ Q2Q

′
2 ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òîáû

ïëîñêîñòü Un íå ïðîõîäèëà áû ÷åðåç äðóãèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ èç A2
n−1.

Ïîëó÷èì a1 = 0, a2 = 2.
Ñëó÷àé (ã): r = i = 3. Ïðîâåäåì ïëîñêîñòè Un−2 è Un−1 òàê æå, êàê áûëè ïðîâåäå-

íû ïëîñêîñòè Un−1 è Un â ñëó÷àå (â). Ïëîñêîñòü Un ïðîâåäåì àíàëîãè÷íî ïëîñêîñòÿì
Un−i+j+1 äëÿ 1 < j 6 r èç ñëó÷àÿ (à). Òîãäà a1 = 0, a2 = 2, a3 = 1.

Èòàê, ðàçîáðàíû âñå ñëó÷àè è ïîñòðîåíû ïðèìåðû íàáîðîâ ïëîñêîñòåé ñ ÷èñëîì
îáëàñòåé òèïà (4.9). Òàêèå íàáîðû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå åäèíñòâåííû. �
Ëåììà 4.16. Åñëè âñå ïðîåêòèâíûå ïëîñêîñòè íàáîðà A3

n ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó
îáùóþ òî÷êó P , òî f(A3

n) ∈ F 2
n . Åñëè âñå êðîìå îäíîé ïðîåêòèâíûå ïëîñêîñòè

íàáîðà A3
n ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó îáùóþ òî÷êó P è îáðàçóþò fn−1 îáëàñòåé, òî

f(A3
n) = 2fn−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Ðàññìîòðèì ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü
U , íå ñîäåðæàùóþ òî÷êó P . Ïóñòü ïëîñêîñòè íàáîðà A3

n ïåðåñåêàþòñÿ ñ ïëîñêîñòüþ
U ïî ïðÿìûì u1, . . . , un è A2

n = {u1, . . . , un}. Êàæäîé òî÷êåX, íå ëåæàùåé íà ïëîñêî-
ñòÿõ

∪
i Ui ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó Y = PX

∩
U

ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé PX ñ ïëîñêîñòüþ U . Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâèè òðåõìåðíûì îáëà-
ñòÿì, îáðàçîâàííûì ïëîñêîñòÿìè U1, . . . , Un áóäóò âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâî-
âàòü äâóìåðíûå îáëàñòè, îáðàçîâàííûå ïðÿìûìè u1, . . . , un íà ïëîñêîñòè U . Ïîýòîìó
f(A3

n) = f(A2
n), ò.å. f(A

3
n) ∈ F 2

n . Âòîðîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåììû 4.14. �
Ëåììà 4.17. Åñëè íå ñóùåñòâóåò òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé íå ìåíåå ÷åì m + 1
ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè èç íàáîðà A3

n, ñîñòîÿùåãî èç n ïëîñêîñòåé è m < n, òî

f(A3
n) > 2

n2 − n+ 2(m− 1)

m+ 2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáàÿ ïðÿìàÿ ïðèíàäëåæèò íå áîëåå ÷åìm−1 ïðîåêòèâíîé ïëîñ-
êîñòè èç A3

n. Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü U îáùåãî ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî A3
n. Ïåðåñå-

÷åíèÿ ïëîñêîñòåé èç A3
n ñ ïëîñêîñòüþ U îáúåäèíèì â íàáîð A2

n, ñîñòîÿùèé èç n
ïðÿìûõ è ðàçáèâàþùèé ïëîñêîñòü U íà f(A2

n) îáëàñòåé. Êàæäîé äâóìåðíîé îáëàñòè
h ⊂ U ñîîòâåòñòâóåò òðåõìåðíàÿ îáëàñòü â H ⊂ RP3, îáðàçîâàííàÿ A3

n, òàêàÿ ÷òî
h = H

∩
U . Ïîýòîìó f(A2

n) 6 f(A3
n). Äëÿ íàáîðà A2

n íà ïëîñêîñòè U íå ñóùåñòâóåò
òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé õîòÿ áû m ïðÿìûì èç A2

n. Îñòàëîñü ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî
ïóíêòà (à) òåîðåìû 2.3:

Åñëè íå ñóùåñòâóåò òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé íå ìåíåå ÷åìm ïðîåêòèâíûì ïðÿìûì
èç íàáîðà A2

n ïðÿìûõ íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè è m 6 n, òî

f(A2
n) > 2

(
n2 − n+ 2(m− 1)

m+ 2

)
.

�
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.7. Ñîãëàñíî ëåììå 4.15 ìíîæåñòâî F 3

n ñîäåðæèò âñå
öåëûå ÷èñëà ìåæäó fmin(i) è fmax(i) äëÿ âñåõ 2 6 i 6 n− 4. Èç ëåììû 4.11 âûòåêàåò,
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÷òî îòðåçêè [fmin(i), fmax(i)] ïîêðûâàþò âñå öåëûå ÷èñëà îò fmin(2) äî fmax(n − 4).
Ïîñêîëüêó

fmax(n− 4) = n+ C3
n − 1, à fmin(2) = 3qn−2 + n− 4 6 C2

n + 2

ïðè n > 71 ïî ëåììå 4.10, òî ìíîæåñòâî F 3
n ñîäåðæèò (ïðè n > 71) âñå öåëûå ÷èñëà

ìåæäó 1 + C2
n è n + C3

n (âêëþ÷èòåëüíî). Ïîýòîìó ëþáîå íåðåàëèçóåìîå â êà÷åñòâå
÷èñëà îáëàñòåé íà RP3 ÷èñëî g ∈ L3

n ìåíüøå 1 + C2
n è, ïîñêîëüêó F 2

n ⊂ F 3
n , òàêæå íå

ðåàëèçóåòñÿ íà RP2. Ñëåäîâàòåëüíî, L3
n ⊂ L2

n. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî L3
n ̸= L2

n ïðè
n > 13, ò.ê. 4n− 8 /∈ L3

n è 4n− 8 ∈ L2
n. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.8. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f ÷èñëî îáëàñòåé f(A3
n). Îáîçíà÷èì

÷åðåç m ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïëîñêîñòåé íàáîðà A3
n, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç fm ∈ F 2
m ÷èñëî îáëàñòåé, îáðàçîâàííûõ ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç îäíó

òî÷êóm ïëîñêîñòÿìè èç A3
n. Åñëèm = n, òî ïî ëåììå 4.16 èìååì f ∈ F 2

n . Åñëèm < n,
òî fm > 2m−2, ò.ê. èíà÷å m ïëîñêîñòåé èìåëè áû îáùóþ ïðÿìóþ, à çíà÷èò íàøëèñü
áû m + 1 ïëîñêîñòü, èìåþùèå îáùóþ òî÷êó. Åñëè m = 3, òî ïëîñêîñòè íàõîäÿòñÿ â
îáùåì ïîëîæåíèè è f = n+C2

3 > 6n− 16 ïðè n > 7. Ðàññìîòðèì îñòàëüíûå ñëó÷àè.
Ñëó÷àé 1, m = n− 1. Òîãäà ïî ëåììå 4.16 ïîëó÷àåì f = 2fn−1, fn−1 ∈ F 2

n−1.
Ñëó÷àé 2, m = n−2. Òîãäà ïî ëåììå 4.14 èìååì f > 3fn−2. Åñëè fn−2 > 2n−5, òî

f > 6n−15. Åñëè fn−2 = 2n−6, òî èç m ïëîñêîñòåé, èìåþùèõ îáùóþ òî÷êó P , m−1
ïëîñêîñòü èìåþò îáùóþ ïðÿìóþ l. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U1, U2, U3 ïëîñêîñòè íàáîðà, íå
ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ïðÿìóþ l, ïðè÷åì ïëîñêîñòü U3 ñîäåðæèò òî÷êó P . Îáîçíà÷èì
÷åðåç l1 ïðÿìóþ U1

∩
U2. Åñëè l1 ⊂ U3, òî f = 6n− 18. Èíà÷å l1 íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ l.

Ñëåäîâàòåëüíî, l1 ïåðåñåêàåò m ïëîñêîñòåé íå ìåíåå ÷åì â n− 3 òî÷êàõ è ïî ëåììå
4.13 èìååì f > 7n− 21.

Ñëó÷àé 3, 5 6 m 6 n− 4. Ïî ëåììå 4.14 èìååì

f > fm(n−m+ 1) > 2(m− 1)(n−m+ 1) > 6n− 16.

Ñëó÷àé 4, m = 4. Ïî ëåììå 4.17 ïðè n > 16 èìååì

f > n2 − n+ 6

3
> 6n− 16.

�
Ïðèìåð 4.2. Ïóñòü ïðîåêòèâíûå ïëîñêîñòè íàáîðà A3

n−k ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó îá-
ùóþ òî÷êó è ïóñòü åñòü åùå íàáîð A3

k ïëîñêîñòåé, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå èìåþò
îáùåé ïðÿìîé. Ïóñòü íàáîðû A3

n−k è A3
k íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè äðóã îòíîñè-

òåëüíî äðóãà, ò.å âåðøèíû A3
n−k íå ëåæàò íà ïëîñêîñòÿõ èç A

3
k è íàîáîðîò, ðåáðà A3

k

íå ïðîõîäÿò ÷åðåç ðåáðà A3
n−k. Òîãäà

f(A3
n−k

∪
A3

k) = (k + 1)f(A3
n−k) + (n− k)

k(k − 1)

2
+ f(A3

k)− k.

Ïðèìåð 4.3. Âîçüìåì íàáîð A2
n−k ïðÿìûõ íà íåêîòîðîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè è

åùå îäíó ïðÿìóþ l íà ýòîé æå ïëîñêîñòè. Ïóñòü ïðÿìûå èç A2
n−k ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ l

â q òî÷êàõ, ïðè÷åì l íå ñîâïàäàåò íè ñ êàêîé ïðÿìîé èç A2
n−k. Òåïåðü ïîñòðîèì íàáîð
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èç n ïðîåêòèâíûõ ïëîñêîñòåé. Ïóñòü n− k ïðîåêòèâíûõ ïëîñêîñòåé ïðîõîäÿò ÷åðåç
îáùóþ òî÷êó P è ÷åðåç ïðÿìûå íàáîðà A2

n−k ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íîìåðàìè. Ïóñòü
îñòàâøèåñÿ k ïëîñêîñòåé ïðîõîäÿò ÷åðåç ïðÿìóþ l è íå ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó P .
Òîãäà ïðè 2 6 k 6 n−2 äëÿ ïîñòðîåííîãî íàáîðà A3

n âåðíî f(A3
n) = (k+1)f(A2

n−k)+
(k − 1)q.

Ïðèìåð 4.4. Âîçüìåì íàáîð A2
n−k ïðÿìûõ íà íåêîòîðîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè

è âûáåðåì èç íåãî äâå ïðÿìûå, l1 è l2. Ïóñòü òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ l1 è l2
ïðèíàäëåæèò r ïðÿìûì èç A2

n−k. Ïîñòðîèì íàáîð A3
n èç n ïðîåêòèâíûõ ïëîñêîñòåé

â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü n − k ïðîåêòèâíûõ ïëîñêîñòåé ïðîõîäÿò ÷åðåç
îáùóþ òî÷êó P è ÷åðåç ïðÿìûå íàáîðà A2

n−k ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íîìåðàìè. Ïóñòü
k = k1 + k2, ãäå k1 > 1 è k2 > 1. Ïóñòü îñòàâøèåñÿ k ïëîñêîñòåé íå ïðîõîäÿò ÷åðåç
òî÷êó P , ïðè÷åì k1 ïëîñêîñòåé èç íèõ ïðîõîäÿò ÷åðåç ïðÿìóþ l1, à k2 ïëîñêîñòåé
ïðîõîäÿò ÷åðåç ïðÿìóþ l2. Òîãäà ïðè 2 6 k 6 n− 2 âåðíî

f(A3
n) = (k + 1)f(A3

n) + (n− k − r + 1)k1k2.

4.4 Ðàçáèåíèÿ ïëîñêèõ d�ìåðíûõ òîðîâ è ïðîñòðàíñòâ Ëîáà-

÷åâñêîãî

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ïëîñêèì d-ìåðíûì òîðîì T d íàçûâàåòñÿ ôàêòîðïðîñòðàíñòâî
àôôèííîãî d�ìåðíîãî âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà Rd ïî d-ìåðíîé ðåøåòêå Zd (íå
îáÿçàòåëüíî ðåøåòêå öåëûõ ÷èñåë). Ïîäòîð êîðàçìåðíîñòè îäèí â T d çàäàåòñÿ
óðàâíåíèåì ∑

i

aixi = c,

ãäå ai � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, xi � êîîðäèíàòû ïðîñòðàíñòâà Rd â êàêîì-íèáóäü
áàçèñå, ïîñòðîåííûå ïî êàêîìó-íèáóäü áàçèñó ðåøåòêè Zd, c � ïðîèçâîëüíîå âåùå-
ñòâåííîå ÷èñëî.

Ïîäòîð êîðàçìåðíîñòè îäèí � çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå â òîðå T d, ãîìåîìîðô-
íîå (d− 1) � ìåðíîìó òîðó.

Òåîðåìà 4.9. Ìíîæåñòâî F
(
T d, n

)
âñåõ âîçìîæíûõ ÷èñåë êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè

äîïîëíåíèé â d-ìåðíîì ïëîñêîì òîðå ê îáúåäèíåíèÿì n ïëîñêèõ ïîäòîðîâ êîðàç-
ìåðíîñòè îäèí ñîäåðæèò ìíîæåñòâî

F
(
T d, n

)
⊇ {n− d+ 1, . . . , n} ∪ {l ∈ N | l > 2(n− d).}

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T d = Rd/Zd è â ðåøåòêå Zd âûáðàí áàçèñ e. Ïóñòü (x1, . . . , xd)
� êîîðäèíàòû ïðîñòðàíñòâà Rd â áàçèñå e. Ïîñòðîèì ïðèìåðû êîíôèãóðàöèé ñ ÷èñ-
ëîì f ñâÿçíûõ êîìïîíåíò îòäåëüíî äëÿ f 6 n è äëÿ f > 2n− 2d.

Ðàññìîòðèì íàáîð èç n ãèïåðïëîñêîñòåé â Rd (êàæäîå óðàâíåíèå ñîîòâåòñòâóåò
îäíîé ãèïåðïëîñêîñòè):

xi = 0, 1 6 i 6 k,

xk+1 = ci−k, k + 1 6 i 6 n
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äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî k, 0 6 k 6 d − 1 è âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ci−k ñ ðàçëè÷íûìè
äðîáíûìè ÷àñòÿìè. Ïðè îòîáðàæåíèè ôàêòîðèçàöèè Rd → Rd/Zd ïîëó÷èòñÿ íàáîð{
T d−1
i , i = 1, . . . , n

}
èç n ïîäòîðîâ êîðàçìåðíîñòè îäèí. Ïðè ýòîì äîïîëíåíèå ãîìåî-

ìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ

T d \
∪
i

T d−1
i ≈ Rk ×

(
S1 \ {p1, . . . , pn−k}

)
×
(
S1
)d−k−1

,

ãäå ÷åðåç S1 \ {p1, . . . , pn−k} îáîçíà÷åíà îêðóæíîñòü áåç n − k òî÷åê. Îòñþäà ÷èñëî
ñâÿçíûõ êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ ðàâíî n− k, ãäå k � ëþáîå öåëîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî
0 6 k 6 d− 1.

Òåïåðü âîçüìåì öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî k è ïîñòðîèì ïðèìåð êîíôèãóðàöèè
ñ 2n− 2d+ k ñâÿçíûìè êîìïîíåíòàìè äîïîëíåíèÿ. Çàäàäèì ïîäòîðû óðàâíåíèÿìè:

xi = 0, ãäå 2 6 i 6 d,

x2 = kx1 +
1

2
,

x1 = cj äëÿ j = 1, . . . , n− d,

ïðè÷åì ÷èñëà kcj +
1
2
íå öåëûå íè ïðè êàêèõ j. (Ýòî óñëîâèå òîãî, ÷òî ïåðåñå÷åíèå

òðåõ ïîäòîðîâ

x2 = kx1 +
1

2
, x1 = cj, x2 = 0

ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì.) Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

T d \
d∪

i=3

{xi = 0} ≈ T 2 × Rd−2.

Â äâóìåðíîì òîðå óðàâíåíèÿ

x2 = 0,

x2 = kx1 +
1

2
,

x1 = cj äëÿ j = 1, . . . , n− d

çàäàþò íàáîð èç n − d + 2 çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ äåëèò
òîð íà 2n− 2d+ k ñâÿçíûõ êîìïîíåíò (áîëåå ïîäðîáíî ðàçáèåíèå äâóìåðíûõ òîðîâ
ãåîäåçè÷åñêèìè îáñóæäàëîñü â ðàçäåëå 3.3). �

Ðàçáèåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî íàáîðàìè ïîäïðîñòðàíñòâ êîðàç-

ìåðíîñòè îäèí

Â êà÷åñòâå ìîäåëèm-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî Lm âîçüìåì ìíîæåñòâî
òî÷åê

{(x1, . . . , xm) ∈ Rm | xm > 0} ñ ìåòðèêîé ds2 =
dx2

1 + . . .+ dx2
m

x2
m

.

Âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ êîðàçìåðíîñòè îäèí � ýòî ãèïåðïëîñêîñòè
ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî, ò.å. åâêëèäîâû ïîëóñôåðû ñ öåíòðîì íà àáñîëþòå è åâ-
êëèäîâû ïîëóïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíûå àáñîëþòó xm = 0.
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Òåîðåìà 4.10. Ïóñòü n ðàçëè÷íûõ ãèïåðïëîñêîñòåé m-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ëî-
áà÷åâñêîãî äåëÿò ïîñëåäíåå íà f îáëàñòåé. Òîãäà

n+ 1 6 f 6 1 + C1
n + C2

n + · · ·+ Cm
n , (4.10)

ãäå áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò Ci
n ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì íóëþ ïðè i > n. Ëþáîå öåëîå

÷èñëî f , óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâàì (4.10) äëÿ ôèêñèðîâàííûõ n è m, ìîæåò
ðåàëèçîâàòüñÿ êàê ÷èñëî îáëàñòåé m-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî, ðàçäå-
ëåííîãî n-ãèïåðïëîñêîñòÿìè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ è ëåììà. Îáî-
çíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ïëîñêîñòåé êîðàçìåðíîñòè îäèí â Lm ÷åðåç Hm. Îáîçíà÷èì
ïðîñòðàíñòâî íàáîðîâ, ñîñòîÿùèõ èç n ðàçëè÷íûõ óïîðÿäî÷åííûõ ïëîñêîñòåé êî-
ðàçìåðíîñòè îäèí â Lm ÷åðåç Anm ⊂ Hm × . . . Hm. Ôèêñèðóåì ÷èñëà m è n. Ïóñòü
A1 è A2 � äâà ðàçëè÷íûõ íàáîðà èç Anm. Äåôîðìàöèåé íàáîðà A1 â íàáîð A2 íà-
çîâåì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå s : [0, 1] → Anm, òàêîå ÷òî s(0) = A1 è s(1) = A2.
×èñëî îáëàñòåé, îáðàçîâàííûõ íàáîðîì A ∈ Anm â ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî Lm,
îáîçíà÷èì ÷åðåç f(A). Íàçîâåì ìîìåíò âðåìåíè t0 ∈ [0, 1] êðèòè÷åñêèì, åñëè ÷èñ-
ëî îáëàñòåé f(s(t)) íå ïîñòîÿííî â ëþáîé ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
t0 ∈ [0, 1]. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äåôîðìàöèè ñ êîíå÷íûì
÷èñëîì êðèòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ âðåìåíè, ïðè ýòîì òî÷êè 0 è 1 íå êðèòè÷åñêèå. Â
êðèòè÷åñêèé ìîìåíò t0 èçìåíÿåòñÿ ÷èñëî îáëàñòåé, ïðè÷åì èçìåíÿåòñÿ íà

|f(s(t0 + ϵ))− f(s(t0)− ϵ)|

äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ϵ.
Íàçîâåì íàáîð A ∈ Anm èñêëþ÷èòåëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò äåôîðìàöèÿ s(t) ñî

ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Äëÿ íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî ìîìåíòà t0 âåðíî A = s(t0) è
÷èñëî îáëàñòåé èçìåíÿåòñÿ ïðè äåôîðìàöèè s(t) â ìîìåíò t0 íå ìåíåå ÷åì íà äâà.

Ëåììà 4.18. Ìíîæåñòâî èñêëþ÷èòåëüíûõ íàáîðîâ åñòü ïîäìíîæåñòâî êîðàçìåð-
íîñòè äâà â Anm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè â ìîìåíò t0 èñ÷åçàåò îáëàñòü, òî îãðàíè÷èâàþùèå åå ãèïåð-
ïëîñêîñòè (ïðè t < t0, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè), âîçìîæíî, âìåñòå ñ àáñîëþòîì áóäóò
ïðîõîäèòü ïðè t = t0 ÷åðåç îäíó òî÷êó (êîòîðàÿ ìîæåò áûòü íà àáñîëþòå). Ýòî
íåêîòîðîå óñëîâèå, âûïîëíÿþùååñÿ íà ïîâåðõíîñòè êîðàçìåðíîñòè îäèí â Anm.

Åñëè ïðè t = t0 èñ÷åçàþò ïî êðàéíåé ìåðå äâå îáëàñòè, òî îíè áûëè îãðàíè÷åíû
ðàçíûìè ìíîæåñòâàìè ãèïåðïëîñêîñòåé (â êîòîðûõ, âîçìîæíî, íåêîòîðûå ãèïåð-
ïëîñêîñòè ñîâïàäàëè). Ïîýòîìó óñëîâèÿ èñ÷åçàíèÿ îáëàñòåé íåçàâèñèìû è îäíîâðå-
ìåííî âûïîëíÿþòñÿ íà ïîâåðõíîñòè êîðàçìåðíîñòè íå ìåíåå äâóõ â Anm. �
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.10. Íåðàâåíñòâî f > n+ 1 äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî
n. Äðóãîå íåðàâåíñòâî èç (4.10) äîêàçûâàåòñÿ ïî ïàðå èíäóêöèé ïî m è n. Âíåøíÿÿ
èíäóêöèÿ ïî m, áàçà m = 2, ïðåäïîëîæåíèå � íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ðàç-
ìåðíîñòåé, ìåíüøèõ m, è ëþáîãî ÷èñëà n. Èíäóêöèÿ ïî n âíóòðåííÿÿ, áàçà n = 1,
ïðåäïîëîæåíèå � íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ äàííîé ðàçìåðíîñòè m è ìåíüøå-
ãî ÷èñëà ãèïåðïëîñêîñòåé. Âûêëàäêè òàêèå æå êàê è â äîêàçàòåëüñòâå àíàëîãè÷íîé
îöåíêè äëÿ ãèïåðïëîñêîñòåé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå (ôîðìóëû Øëåôôëè).
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Äîêàæåì, ÷òî ëþáîå öåëîå ÷èñëî f , óäîâëåòâîðÿþùåå (4.10) ìîæåò áûòü ÷èñ-
ëîì îáëàñòåé. Ðàññìîòðèì íàáîð èç n ãèïåðïëîñêîñòåé åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà
Rm îáùåãî ïîëîæåíèÿ, â êîòîðîì âñå îãðàíè÷åííûå îáëàñòè èìåþò äîñòàòî÷íî ìà-
ëûé äèàìåòð è ðàñïîëàãàëèñü â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå xm > 0. Çàìåíèì òåïåðü
ãèïåðïëîñêîñòè åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà íà êàñàþùèåñÿ èõ ãèïåðïëîñêîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî. Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî äèàìåòðà îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé
ïðè çàìåíå ãèïåðïëîñêîñòåé ÷èñëî îáëàñòåé (âñåõ, íå òîëüêî îãðàíè÷åííûõ) íå èç-
ìåíèòñÿ è áóäåò ðàâíî

fmax = 1 + C1
n + C2

n + · · ·+ Cm
n .

Âîçüìåì ïîñòðîåííûé íàáîð ãèïåðïëîñêîñòåé â Lm â êà÷åñòâå A1, à íàáîð èç n íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ãèïåðïëîñêîñòåé â êà÷åñòâå A2. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî êîðàçìåðíî-
ñòè äâà íå äåëèò ïðîñòðàíñòâî Anm íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû, òî íàáîðû A1 è A2

ìîæíî ñîåäèíèòü äåôîðìàöèåé s(t), íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç èñêëþ÷èòåëüíûå íàáî-
ðû. Òîãäà ÷èñëî îáëàñòåé íàáîðîâ s(t) èçìåíÿåòñÿ â êàæäûé êðèòè÷åñêèé ìîìåíò
âðåìåíè íå áîëåå, ÷åì íà îäèí. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå ÷èñëî îáëàñòåé f , òàêîå ÷òî
n+ 1 6 f 6 fmax, âñòðå÷àåòñÿ â íàáîðàõ äåôîðìàöèè s(t). �
Çàìå÷àíèå 4.4. Äëÿ äâóìåðíîé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ìîæíî ÿâíî ïîñòðîèòü
íàáîð ïðÿìûõ, äåëÿùèé ïëîñêîñòü íà f îáëàñòåé, ãäå

n+ 1 6 f 6 1 +
n(n+ 1)

2
.

Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì ÷èñëî f â âèäå ñóììû

f = n+ 1 +
k(k − 1)

2
+ l

äëÿ öåëûõ ÷èñåë l, k, òàêèõ, ÷òî 1 6 k 6 n − 1 è 0 6 l 6 k. Ðàñïîëîæèì k ïðÿ-
ìûõ p1, . . . , pk òàê, ÷òî ëþáûå äâå èç íèõ ïåðåñåêàþòñÿ è íèêàêèå òðè èç íèõ íå
ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ïðîâåäåì ïðÿìóþ pk+1 òàê, ÷òî îíà ïåðåñåêàåò ðîâíî l
èç ïðÿìûõ p1, . . . , pk è íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè èõ ïîïàðíûõ ïåðåñå÷åíèé. Êàæäàÿ
èç îñòàëüíûõ ïðÿìûõ pk+2, . . . , pn íå ïåðåñåêàåòñÿ íè ñ êàêîé ïðÿìîé ýòîãî íàáîðà.
Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ïîëó÷èòñÿ n+1+ k(k−1)

2
+ l îáëàñòåé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.

5 Çàêëþ÷åíèå.

Ìíîæåñòâà ÷èñåë f ñâÿçíûõ êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ îïèñàíû â ðàáîòå â òîé èëè èíîé
ìåðå äëÿ ðÿäà êîíôèãóðàöèé ïîäìíîãîîáðàçèé. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìíîæåñòâà F
óäàâàëîñü íàéòè ÿâíî èëè ïðàêòè÷åñêè ÿâíî, àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ìíîæåñòâ áûë
ñëåäóþùèé:

• ââåñòè ïàðàìåòð m âûðîæäåíèÿ êîíôèãóðàöèè ïîäìíîãîîáðàçèé (íàïðèìåð,
ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïåðåñåêàþùèõñÿ â îäíîé òî÷êå);

• ïåðåáðàòü âñå êîìáèíàòîðíûå òèïû êîíôèãóðàöèé ñ áîëüøîé ñòåïåíüþ âûðîæ-
äåíèÿ;
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• ðåàëèçîâàòü ïî÷òè âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ÷èñëà f êîíôèãóðàöèÿìè ñî �ñðåä-
íåé� ñòåïåíüþ âûðîæäåíèÿ;

• äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî f ñâÿçíûõ êîìïîíåíò íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü ëàêóíå ìíî-
æåñòâà F (åñëè îíè åñòü). Äëÿ ýòîãî íàéòè íèæíèå îöåíêè ÷èñëà f ÷åðåç m è
n.

Ñàìûì òðóäíûì è ÷àñòî ñ íåîáõîäèìîñòüþ èñïîëüçóþùèì ðàçëè÷íûå ðåçóëüòàòû
è òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèé ïóíêò, à èìåííî, íèæíèå îöåíêè. Ïîýòîìó ïîëó÷åíèå
íîâûõ íèæíèõ îöåíîê ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå èíòåðåñíîé è ïåðñïåêòèâíîé çàäà÷åé,
÷åì îïèñàíèå ìíîæåñòâ ÷èñåë ñâÿçíûõ êîìïîíåíò. Èìååò ñìûñë (à âåðîÿòíî, è ïðè-
ëîæåíèÿ íàéäóòñÿ) ñòðîèòü íèæíèå îöåíêè äëÿ êîíôèãóðàöèé ñ ðàçëè÷íûìè ïàðà-
ìåòðàìè âûðîæäåíèÿ, íàïðèìåð, ãîìîëîãè÷åñêîãî õàðàêòåðà.

Ïðè èçó÷åíèè íàáîðîâ ãåîäåçè÷åñêèõ íà ïîâåðõíîñòÿõ ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðè-
êîé, âîçìîæíî, îêàæåòñÿ ïîëåçíîé ñëåäóþùàÿ

Ãèïîòåçà 5.1. Ïóñòü S � áåñêîíå÷íîå ñåìåéñòâî ñâÿçíûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ ïî
ñâÿçíîì êîìïàêòíîì äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M áåç êðàÿ. Ïóñòü φ(L) � êîëè÷å-
ñòâî êðèâûõ èç S äëèíû íå áîëåå L. Ïóñòü fmin(M,n) � ìèíèìàëüíîå âîçìîæíîå
÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ â M ê îáúåäèíåíèþ n ðàçëè÷íûõ êðèâûõ èç
S. Òîãäà ôóíêöèÿ fmin(M,n) ìîíîòîííî íå óáûâàåò è ïðè L > 0

fmin(M,φ(L)) > cMnL

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû cM , çàâèñÿùåé îò M .

Áëàãîäàðíîñòè. Ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ À.Ò. Ôî-
ìåíêî çà ïîñòàíîâêè çàäà÷ è âíèìàíèå ê ðàáîòå. Ãëóáîêî áëàãîäàðåí Í.Ï. Äîëáè-
ëèíó, Å.À. Êóäðÿâöåâîé è Â.Þ. Ïðîòàñîâó çà íåîäíîêðàòíûå îáñóæäåíèÿ çàäà÷ è
ïîëåçíûå ññûëêè íà ëèòåðàòóðó. Îñîáåííî ïîáëàãîäàðèòü õîòåëîñü áû Â.È. Àðíîëü-
äà, ïðèâëåêøåãî âíèìàíèå ê çàäà÷å è ïîïóëÿðèçèðîâàâøåãî åå â îòêðûòîé ëåêöèè
2007 ã.
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