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Ââåäåíèå

Îáçîð îñíîâíûõ èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ

Ïîãðóæåíèÿ êðèâûõ âñåãäà âûçûâàëè èíòåðåñ. Ïîãðóæåíèå êðèâîé â ïëîñêîñòü åñòå-

ñòâåííî âîçíèêàåò êàê ïðîåêöèÿ óçëà. Ãàóññ [25], ñì. ñòð. 271-286, ðàññìàòðèâàë êîíå÷íûå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóêâ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ âñòðå÷àåòñÿ äâàæäû. Îí çàäàâàëñÿ âîïðî-

ñîì, êàêèå èç òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîîòâåòñòâóþò ñàìîïåðåñå÷åíèÿì ïðîåêöèè óçëà

íà ïëîñêîñòü. Çàäà÷à áûëà ðåøåíà Òðåéáèãîì [33].

Óèòíè [34] îïðåäåëÿåò ÷èñëî âðàùåíèÿ êàê êîëè÷åñòâî îáîðîòîâ, êîòîðîå äåëàåò âåê-

òîð ñêîðîñòè êðèâîé. Îí ïðåäëîæèë ñëåäóþùóþ êëàññèôèêàöèþ ïîãðóæåíèé êðèâûõ â

ïëîñêîñòü.

Òåîðåìà 0.1 (Whitney-Graustein, [34]). Äâå çàìêíóòûå ðåãóëÿðíûå êðèâûå ìîãóò áûòü

ïðîäåôîðìèðîâàíû îäíà â äðóãóþ, ò.å. ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò ãîìîòîïèÿ â êëàññå

çàìêíóòûõ ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ÷èñëà âðàùåíèÿ ñîâïà-

äàþò.

Óèòíè òàêæå ñâåë ïîäñ÷åò ÷èñëà âðàùåíèÿ ê ïîäñ÷åòó êîëè÷åñòâà òî÷åê ñàìîïåðåñå-

÷åíèÿ ðàçíûõ òèïîâ, ñì. [34], Òåîðåìà 2.

Ñìåéë ðåøèë çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè ïîãðóæåíèé êðèâûõ â òåðìèíàõ ôóíäàìåíòàëü-

íîé ãðóïïû åäèíè÷íîãî êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ.

Òåîðåìà 0.2 (Smale, [32]). Ïóñòü x0 � òî÷êà åäèíè÷íîãî êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ T
1M

ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ M . Òîãäà ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ìåæäó π1(T 1M,x0) è ìíîæå-

ñòâîì êëàññîâ (ñ òî÷íîñòüþ äî ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè, ñîõðàíÿþùåé êîíöû è íàïðàâëå-

íèÿ â íèõ) ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ íà M ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè è íàïðàâëåíèÿìè â íèõ,

çàäàâàåìûìè x0.

Ðåéíõàðò [29] îïðåäåëèë ÷èñëî âðàùåíèÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ ñ íåïóñòûì êðàåì. Îí ðàñ-

ñìàòðèâàë îðèåíòèðóåìóþ çàìêíóòóþ êîìïàêòíóþ ïîâåðõíîñòü è êðèâóþ ñ ôèêñèðîâàí-

íûìè â áàçèñíîé òî÷êå x ∈M êîíöàìè è íàïðàâëåíèåì, çàäàâàåìûì âåêòîðîì x0 ∈ T 1
xM .

×èñëî âðàùåíèÿ îïðåäåëÿëîñü ïî ìîäóëþ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè ïîâåðõíîñòè. Òî÷-

íåå, Ðåéíõàðò îïðåäåëèë è äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ãîìîìîðôèçìà âðà-

ùåíèÿ ω : πR(M,x0)→ Zχ èç ãðóïïû êëàññîâ ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïíîñòè êðèâûõ â êîëüöî

öåëûõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè χ ïîâåðõíîñòè M , äëÿ êîòîðîãî ω = 0
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íà íåêîòîðîì íàáîðå îáðàçóþùèõ ïîâåðõíîñòè, è ω = 1 íà ïðîñòîé ñòÿãèâàåìîé ïîëî-

æèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé. Â ïðîäîëæåíèè [30] Ðåéíõàðò ðàñøèðèë îïðåäåëåíèå

÷èñëà âðàùåíèÿ äëÿ êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ.

×èëèíãâîðñ â ñòàòüå [20] è åå ïðîäîëæåíèè [21] äàë ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ÷èñ-

ëà âðàùåíèÿ ωX(γ, x) îòíîñèòåëüíî âåêòîðíîãî ïîëÿ X áåç íóëåé. Íåôîðìàëüíî, ÷èñëî

âðàùåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîëè÷åñòâî îáîðîòîâ, êîòîðîå äåëàåò âåêòîð ñêîðîñòè êðè-

âîé, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íóëè âåêòîðíîãî ïîëÿ X, îòíîñèòåëüíî âåêòîðíîãî ïîëÿ. Äëÿ

íåîðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ïî ìîäóëþ 2.

Òåîðåìà 0.3 (Chillingworth, [20], òåîðåìà 3.1.). Ïóñòü M � ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü ñ íåïó-

ñòûì êðàåì. Ïóñòü γ1, γ2 � äâå ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ ðåãóëÿðíûå çàìêíóòûå êðèâûå

íà ïîâåðõíîñòè M , ñ ñîâïàäàþùèì âåêòîðîì ñêîðîñòè X(x) â íà÷àëüíîé òî÷êå, ãäå X �

âåêòîðíîå ïîëå áåç íóëåé íà M è x ∈M . Ïóñòü [γ1] = [γ2] ∈ π1(M,x). Òîãäà γ1 ðåãóëÿðíî

ãîìîòîïíà γ2 îòíîñèòåëüíî X(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ωX(γ1, x) = ωX(γ2, x).

Ïîìèìî ýòîãî, â ðàáîòàõ [20], [21] äîêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü (äëÿ íåêîòîðîãî âåê-

òîðííîãî ïîëÿ) ÷èñëó âðàùåíèÿ, îïðåäåëåííîìó Ðåéíõàðòîì, à òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëî

âðàùåíèÿ äëÿ ýëåìåíòà ãðóïïû π1(M,x0). Â ñòàòüå åñòü îáîáùåíèÿ íåêîòîðûõ ðåçóëüòà-

òîâ íà ñëó÷àè çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè, ìåíÿþùåé îðèåíòàöèþ êðèâîé èëè îòñóòñòâèÿ

áàçèñíîé òî÷êè, íî àíàëîã òåîðåìû Óèòíè-Ãðàóøòåéíà äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ íå ïîëó÷åí.

Áóðìàí è Ïîëÿê [19] ðàññìàòðèâàëè îðèåíòèðóåìóþ ñâÿçíóþ ïîâåðõíîñòü è çàìêíóòûå

êðèâûå áåç áàçèñíîé òî÷êè. Èõ ôîðìóëû óñòàíàâëèâàþò ñâÿçü ìåæäó ÷èñëàìè âðàùåíèÿ

è ñàìîïåðåñå÷åíèÿìè êðèâûõ.

Íèêêóíè [28] âû÷èñëèë èíâàðèàíò Âó äëÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ïîãðóæåíèé ãðàôîâ â

ïëîñêîñòü è ïîêàçàë, ÷òî äâà ïîãðóæåíèÿ ðåãóëÿðíî ãîìîòîïíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà èõ èíâàðèàíòû Âó ñîâïàäàþò.

Ãðóïïà ãîìåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòè äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå ïîãðóæåíèé êðèâûõ â

ïîâåðõíîñòü. Èññëåäîâàíèå ýòîãî äåéñòâèÿ ÷àñòî ïîìîãàåò óñòàíîâèòü íåòðèâèàëüíîñòü

ãîìåîìîðôèçìà, ò.å. åãî íåèçîòîïíîñòü òîæäåñòâåííîìó. Ñêðó÷èâàíèå Äýíà ÿâëÿåòñÿ ïðî-

ñòûì ïðèìåðîì íåòðèâèàëüíîãî ãîìåîìîðôèçìà è âîçíèêàåò â ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷àõ, à

ïîòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ.

Áèðìàí è ñîàâòîðû [18] ðàññìàòðèâàþò îðèåíòèðóåìóþ êîìïàêòíóþ ðèìàíîâó ïîâåðõ-

íîñòüM , êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâçÿçíîñòè êîòîðîé èìååò îòðèöàòåëüíóþ ýéëåðîâó õàðàêòå-

ðèñòèêó. Îíè îïðåäåëÿþò ãðóïïóM(M) êëàññîâ èçîòîïèé àâòîìîðôèçìîâ (ò.å. ñîõðàíÿ-
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þùèõ îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçìîâ) ïîâåðõíîñòè M , ñîõðàíÿþùèõ êàæäóþ êîìïîíåíòó

ñâÿçíîñòè ïîâåðõíîñòè è ïåðåâîäÿùèõ êàæäóþ ãðàíè÷íóþ îêðóæíîñòü â ñåáÿ. Äîêàçûâà-

åòñÿ, ÷òî ëþáàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà âM(M) êîíå÷íî ïîðîæäåíà, íå ñîäåðæèò êðó÷åíèÿ,

è ðàíã îãðàíè÷åí ÷èñëîì 3g+ b− 3c, ãäå g � ðîä ïîâåðõíîñòè, b � êîëè÷åñòâî ãðàíè÷íûõ

îêðóæíîñòåé, c � êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Â òîé æå ñòàòüå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî

ñêðó÷èâàíèÿ Äýíà âäîëü íàáîðà ïðîñòûõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ âëîæåííûõ îêðóæ-

íîñòåé (ò.å. êðèâûõ) íà îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè ïîðîæäàþò àáåëåâó ïîäãðóïïó, ðàíã

êîòîðîé äîñòèãàåò óêàçàííóþ âåðõíþþ îöåíêó. Ñîãëàñíî ðàáîòå Äýíà [22], ñêðó÷èâàíèÿ

Äýíà âäîëü âñåâîçìîæíûõ äâóñòîðîííèõ êðèâûõ ïîðîæäàþò ãðóïïóM(M).

Óïîìÿíóòûé âûøå ðåçóëüòàò Áèðìàí è ñîàâòîðîâ èìååò âàæíûå ïðèëîæåíèÿ. Íàïðè-

ìåð, ñ ïîìîùüþ ýòîãî ðåçóëüòàòà è âàæíîãî ðåçóëüòàòà Êóäðÿâöåâîé è Ïåðìÿêîâà [2]

î ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé Ìîðñà íà ïðîèçâîëüíûõ (îðèåíòèðóåìûõ è íåîðèåíòèðóåìûõ)

ïîâåðõíîñòÿõ, Êóäðÿâöåâà â öèêëå ðàáîò [3], [4], [5], [6], [7] áîëåå äåòàëüíî èçó÷àåò ãîìîòî-

ïè÷åñêèé òèï ýòèõ ïðîñòðàíñòâ â ñëó÷àå îðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòåé. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî

óïîìÿíóòûé âûøå ðåçóëüòàò Áèðìàí è ñîàâòîðîâ, à òàêæå èñïîëüçóþùèé åãî ðåçóëüòàò

Êóäðÿâöåâîé, ïîëó÷åíû òîëüêî äëÿ îðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòåé. Ïîýòîìó çàäà÷à ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ ðåçóëüòàòà Áèðìàí è ñîàâòîðîâ íà ñëó÷àé íåîðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòåé

ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà àêòóàëüíîé.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïîëó÷èòü êðèòåðèé ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïíîñòè êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûõ ïîãðóæåíèé ãðàôà

â ñâÿçíóþ êîìïàêòíóþ ïîâåðõíîñòü M . Ïîëó÷èòü êëàññèôèêàöèþ òàêèõ ïîãðóæåíèé. Â

÷àñòíîñòè, ïîëó÷èòü àíàëîã òåîðåìû Óèòíè-Ãðàóøòåéíà äëÿ çàìêíóòîé êðèâîé íà íåîðè-

åíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè áåç áàçèñíîé òî÷êè. Âû÷èñëèòü ðàíã àáåëåâîé ïîäãðóïïû ãðóï-

ïû êëàññîâ îòîáðàæåíèé ïîâåðõíîñòè, ïîðîæäåííîé ñêðó÷èâàíèÿìè Äýíà âîêðóã ïîïàðíî

íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé íà ïîâåðõíîñòè.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè
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èëè áåç êðàÿ), îáîáùàþùèé èíâàðèàíò Á.Ë. Ðåéíõàðòà � ÷èñëî âðàùåíèÿ ðåãóëÿðíûõ

ïîãðóæåíèé îêðóæíîñòè â ïîâåðõíîñòü ñ íåïóñòûì êðàåì, ñì. ðàçäåë 3.1.
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2.Ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûõ ïîãðóæåíèé ëþáîãî êîíå÷íîãî ãðàôà

â ïðîèçâîëüíóþ êîìïàêòíóþ ïîâåðõíîñòü ñ òî÷íîñòüþ äî ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïíîñòè. Â

÷àñòíîñòè, ïîëó÷åí êðèòåðèé ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïíîñòè äâóõ ïîãðóæåíèé, ñì. òåîðåìû 2.2,

3.1, 3.2, 3.3 èëè ðàáîòû àâòîðà [12], [14].

3. Âû÷èñëåí ðàíã àáåëåâîé ïîäãðóïïû ãðóïïû êëàññîâ îòîáðàæåíèé ïîâåðõíîñòè, ïî-

ðîæäåííîé ñêðó÷èâàíèÿìè Äýíà âîêðóã ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ äâóñòîðîííèõ îêðóæ-

íîñòåé íà íåîðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè, ñì. òåîðåìó 4.1 èëè ðàáîòó àâòîðà [13].

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü:

(1) íà ñåìèíàðå �Ñîâðåìåííûå ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû� (ðóêîâîäèòåëè àêàä. A.Ò. Ôî-

ìåíêî, ä.ô.-ì.í. À.Â. Áîëñèíîâ, ä.ô.-ì.í. À.Ñ. Ìèùåíêî, ä.ô.-ì.í. À.À. Îøåìêîâ, ê.ô.-

ì.í. Å.À. Êóäðÿâöåâà, ê.ô.-ì.í. È.Ì. Íèêîíîâ, ê.ô.-ì.í. À.Þ. Êîíÿåâ), Ìîñêâà, ÌÃÓ,

2006, 2011, 2012, 2015 ãã.,

(2) íà ñåìèíàðå �Óçëû è òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé� (ðóêîâîäèòåëè ä.ô.-ì.í. Â.Î. Ìàíòó-

ðîâ, ê.ô.-ì.í. Ä.Ï. Èëüþòêî, ê.ô.-ì.í. È.Ì. Íèêîíîâ), Ìîñêâà, ÌÃÓ, 2015 ã.,

(3) íà ñåìèíàðå �Àëãåáðàè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ è åå ïðèëîæåíèÿ� èì. Ì.Ì. Ïîñòíèêîâà

(ðóêîâîäèòåëè ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Â.Ì. Áóõøòàáåð, ä.ô.-ì.í. À.Â. ×åðíàâñêèé, ä.ô.-ì.í. È.À.

Äûííèêîâ, ä.ô.-ì.í. Ò.Å. Ïàíîâ, ê.ô.-ì.í. Ë.À. Àëàíèÿ, ä.ô.-ì.í. À.À. Ãàéôóëëèí, ê.ô.-

ì.í. Ä.Â. Ìèëëèîíùèêîâ), Ìîñêâà, ÌÃÓ, 2015 ã.,

(4) íà ñåìèíàðå �Ñåìèíàð ïî ãåîìåòðè÷åñêîé òîïîëîãèè� (ðóêîâîäèòåëü ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ

Å.Â. Ùåïèí), Ìîñâà, Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èìåíè Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ, 2015, 2016 ãã.,

(5) íà ñåìèíàðå �Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå� (ðóêîâîäèòåëü

ä.ô.-ì.í. Ñ.Þ. Äîáðîõîòîâ), Ìîñêâà, Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èìåíè À.Þ. Èøëèí-

ñêîãî ÐÀÍ, 2016 ã.,

(6) íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà (Dr. Habil.)

M. Boileau, Institut de Mathematiques de Toulouse, ã. Òóëóçà, Ôðàíöèÿ, 2007 ã.,

(7) íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Probability, analysis and geometry� (Ìîñêâà, 26

ñåíòÿáðÿ � 1 îêòÿáðÿ 2016 ã.).

Ïóáëèêàöèè

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî è îïóáëèêî-

âàíû â ðàáîòàõ [13], [12], [14], â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ.
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1 ×èñëî âðàùåíèÿ: îïðåäåëåíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ðå-

çóëüòàòû

1.1 Îïðåäåëåíèÿ

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåíèå ÷èñëà âðàùåíèÿ, ïðåäëîæåííîå â ðàáîòå [20] (è åå

ïðîäîëæåíèè [21]), ïîñêîëüêó ñ÷èòàåì åãî íàèáîëåå åñòåñòâåííûì è àíàëîãè÷íûì êëàñ-

ñè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ äëÿ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè. Õîòÿ â [20] äàíî îïðåäåëåíèå äëÿ ðå-

ãóëÿðíûõ êðèâûõ, ïî çàìå÷àíèþ ñàìîãî àâòîðà ýòî îïðåäåëåíèå è âñå ðåçóëüòàòû ëåãêî

îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ. Îïðåäåëåíèå â íàøåé ñòàòüå íåñêîëü-

êî îáîáùåíî.

Â äàííîé ðàáîòå M � ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ êîìïàêòíàÿ ñâÿçíàÿ ïîâåðõíîñòü. Áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî íà M çàäàíà ñòðóêòóðà ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ, àâòîìàòè÷åñêè çàäàþùóþ

íîðìó íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå â êàæäîé òî÷êå. Îáîçíà÷èì

• pM : TM →M ïðîåêöèþ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ TM íà M ,

• pM,1 : T 1M → M ïðîåêöèþ åäèíè÷íîãî êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ T 1M íà ïîâåðõ-

íîñòü M ,

• p1 : T 0M → T 1M íîðìèðóþùóþ ïðîåêöèþ ïðîêîëîòîãî êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ

T 0M , ñîñòîÿùåãî èç íåíóëåâûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ, íà T 1M .

ÏóñòüG � íåêîòîðûé êîíå÷íûé ñâÿçíûé ãðàô, âîçìîæíî, ñ ïåòëÿìè è êðàòíûìè ðåáðà-

ìè, L � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ãîìåîìîðôíûé îòðåçêó, ñ ðåáðàìè â îäíîì íàïðàâëåíèè.

Îïðåäåëåíèå êóñî÷íî-ðåãóëÿðíîé êðèâîé è ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè. Îòîáðà-

æåíèå ξ : L→ TM íàçîâåì êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûì, åñëè

• ξ íåïðåðûâíî íà ðåáðàõ, è â êàæäîé âåðøèíå èìååò îòëè÷íûå îò íóëÿ îäíîñòîðîííèå

ïðåäåëû â îäíîì ñëîå,

• ξ(u) ∈ T 0M , u ∈ L,

• íèêàêèå äâà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà â îäíîé âåðøèíå íå èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå

íàïðàâëåíèÿ.

Ñåìåéñòâî ξt, t ∈ [0, 1] êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûõ îòîáðàæåíèé ξ0, ξ1 : L → TM íàçîâåì

ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèåé, åñëè
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• îòîáðàæåíèå ξt êóñî÷íî-ðåãóëÿðíî äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, 1],

• äëÿ êàæäîãî çàìêíóòîãî ðåáðà e ïðè äîîïðåäåëåíèè ξt|e â âåðøèíàõ ïî íåïðåðûâ-

íîñòè ñåìåéñòâî ξt|e, t ∈ [0, 1], ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïèåé.

Êðèâóþ γ : L→ M íàçîâåì êóñî÷íî-ðåãóëÿðíîé, åñëè âåêòîð ñêîðîñòè γ′ îïðåäåëåí â

êàæäîé âíóòðåííåé òî÷êå ðåáåð, è ìîæåò áûòü äîîïðåäåëåí â âåðøèíàõ ïî íåïðåðûâíîñòè

ñïðàâà, è îòîáðàæåíèå γ′ : L→ TM êóñî÷íî-ðåãóëÿðíî.

Ãîìîòîïèþ γt, t ∈ [0, 1] êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ γ0, γ1 : L → M íàçîâåì ðåãóëÿð-

íîé, åñëè

• îòîáðàæåíèå γt êóñî÷íî-ðåãóëÿðíî äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, 1],

• γ′t ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèåé îòîáðàæåíèé γ′0 è γ′1.

Ïîãðóæåíèå f : G → M íàçîâåì êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûì, åñëè îíî êóñî÷íî-ðåãóëÿðíî

íà êàæäîì ïðîñòîì ïóòè. Åñëè ãðàô G � ïðîñòîé öèêë, òî ïîãðóæåíèå f áóäåì íàçû-

âàòü çàìêíóòîé îðèåíòèðîâàííîé êóñî÷íî-ðåãóëÿðíîé êðèâîé. Ãîìîòîïèþ ft, t ∈ [0, 1]

êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûõ ïîãðóæåíèé f0, f1 : G→ M íàçîâåì ðåãóëÿðíîé, åñëè îíà ðåãóëÿðíà

íà êàæäîì ïðîñòîì ïóòè.

Îïðåäåëåíèå ωX(f ,Ox0 ,x0, f(0), θx0) ∈ Z. Ïóñòü S � ãðàô, ÿâëÿþùèéñÿ îðèåíòè-

ðîâàííûì ïðîñòûì öèêëîì ñ âûäåëåííîé òî÷êîé 0. Ïóñòü íà êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè

M äàíî âåêòîðíîå ïîëå X è êóñî÷íî-ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå f : S → TM òàêèå, ÷òî

pM(f(0)) = x0 è f(0) = X(x0) äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè x0 ∈ M , è îáðàç pM ◦ f íå ñîäåðæèò

íóëè âåêòîðíîãî ïîëÿ X. Ïóñòü Ox0 � íåêîòîðàÿ ëîêàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ â òî÷êå x0. Ïóñòü

θx0 : [0, 1] → T 1M � íåêîòîðûé ïóòü â ñëîå p−1
M,1(x0), ñîåäèíÿþùèé íåïðåðûâíî òî÷êè

θx0(0) = p1(X(x0)) è θx0(1) = p1(f(0)). Ââåäåì ïîíÿòèå ÷èñëà âðàùåíèÿ â ÷åòûðå øàãà.

Øàã 1. Ïîñòðîèì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f ∗, ÿâëÿþùååñÿ �ðåãóëÿðèçàöèåé� îòîá-

ðàæåíèÿ p1 ◦ f . Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííûé ïðîñòîé öèêë S∗ ∼= S1, ïîëó÷åí-

íûé èç öèêëà S ðàçðåçàíèåì â êàæäîé âåðøèíå è ñîåäèíåíèåì äâóõ ïîëó÷åííûõ âåðøèí

íîâûì ðåáðîì äëèíû 1. Íà èñõîäíûõ îòêðûòûõ ðåáðàõ ïîëîæèì f ∗ ðàâíûì p1 ◦ f , â

âåðøèíûõ äîîïðåäåëèì ïî íåïðåðûâíîñòè è ïðîäîëæèì íà íîâûõ ðåáðàõ f ∗ ïî êðàò÷àé-

øåìó ïóòè ìåæäó îáðàçàìè âåðøèí â ñëîå. Èç êóñî÷íîé ðåãóëÿðíîñòè îòîáðàæåíèÿ f

ñëåäóåò, ÷òî f ∗ : S1 → T 1M îïðåäåëåíî êîððåêòíî è îäíîçíà÷íî. Äàëåå äîïîëíèì f ∗ äî

f ∗θ = θx0 · f ∗ · θ−1
x0

: S1 → T 0M . ×åðåç θ−1
x0

îáîçíà÷åíî ïðîõîæäåíèå ïóòè θx0 â îáðàòíîì

íàïðàâëåíèè.
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Øàã 2. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå pM,1 ◦ f ∗θ : S1 → M çàäàåò èíäóöèðîâàííîå ðàññëî-

åíèå pf : Ef → S1 ñî ñëîåì S1 òàêîå, ÷òî äèàãðàììà íà ðèñóíêå 1 êîììóòàòèâíà, ãäå F

Ef F //

pf

��

T 1M

pM,1
��

S1
pM,1◦f∗θ //M

Ðèñ. 1: Êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì íà êàæäîì ñëîå. Òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî Ef ÿâëÿåòñÿ òîðîì èëè

áóòûëêîé Êëåéíà â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ñîõðàíÿåò pM,1 ◦ f ∗θ îðèåíòàöèþ èëè ìåíÿåò.

Øàã 3. Êîìïîçèöèÿ (p1 ◦X)◦ (pM,1 ◦f ∗θ ) : S1 → T 1M èíäóöèðóåò åäèíñòâåííîå ñå÷åíèå

Xf : S1 → Ef , äëÿ êîòîðîãî F ◦ Xf = (p1 ◦ X) ◦ (pM,1 ◦ f ∗θ ). Îòîáðàæåíèå f ∗θ èíäóöèðó-

åò åäèíñòâåííîå ñå÷åíèå Zf : S1 → Ef , äëÿ êîòîðîãî F ◦ Zf = f ∗θ . Èç f
∗
θ (0) = θx0(0) =

p1(X(x0)) = p1(X(pM,1(f ∗θ (0)))) ïîëó÷àåì Zf (0) = Xf (0), ñëåäîâàòåëüíî Zf è Xf çàäà-

þò ýëåìåíòû [Zf ], [Xf ] ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(Ef , Xf (0)). Ïîäðîáíàÿ äèàãðàììà

îòîáðàæåíèé ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 2.

Ef F //

pf

��

T 1M

pM,1

��

S1

f∗θ

==

Xf ,Zf

OO

pM,1◦f∗θ //M

p1◦X

OO

Ðèñ. 2: Ïîäðîáíàÿ äèàãðàììà

Øàã 4. Åñëè çàìêíóòûé ïóòü pM,1 ◦ f ∗θ ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ, òî Ef � òîð, è

π1(Ef , Xf (0)) ∼= 〈a, b | aba−1b−1 = 1〉.

Åñëè pM,1 ◦ f ∗θ ìåíÿåò îðèåíòàöèþ, òî Ef � áóòûëêà Êëåéíà, è π1(Ef , Xf (0)) ∼= 〈a, b |

aba−1b = 1〉. Ìîæíî âûáðàòü a = [Xf ], è b ïðåäñòàâëåííûì îðèåíòèðîâàííûì ñëîåì

(pf )−1(0) ñ ïîëîæèòåëüíîé îòíîñèòåëüíîOx0 îðèåíòàöèåé. Òîãäà p
f
] (a) ïîðîæäàåò π1(S1) ∼=

Z è pf] (b) = 0. Èç pf] ([Z
f ]) = pf] (a) ñëåäóåò ÷òî [Zf ] = bma äëÿ íåêîòîðîãî åäèíñòâåííîãî

m ∈ Z. Îïðåäåëèì ÷èñëî âðàùåíèÿ ωX(f,Ox0 , x0, f(0), θx0) = m.

Íåôîðìàëüíî ÷èñëî âðàùåíèÿ ðàâíî ÷èñëó îáîðîòîâ, êîòîðîå äåëàåò âåêòîð f îòíîñè-

òåëüíî X. ×òîáû íàïðàâëåíèÿ ñîâïàäàëè â íà÷àëüíîé òî÷êå, f äîïîëíÿåòñÿ âðàùåíèåì

âäîëü θx0 âíà÷àëå è θ
−1
x0

â êîíöå.
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Â äâóõ ñëó÷àÿõ îáîçíà÷åíèå ÷èñëà âðàùåíèÿ ìîæíî ñîêðàòèòü. Åñëè f(0) = X(x0), òî

ïóòü θx0 ìîæíî âûáðàòü òîæäåñòâåííûì θx0 = constX(x0). Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî îáîçíà÷èì

âðàùåíèÿ ωX(f,Ox0 , x0, X(x0)) := ωX(f,Ox0 , x0, f(0), constX(x0)).

Åñëè ïóòü pM ◦ f ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ, òî åñòü Ef ÿâëÿåòñÿ òîðîì, òî ÷èñëî âðà-

ùåíèÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà ïóòè θx0 : ïðè äîáàâëåíèè ê θx0 îäíîãî îáîðîòà â ñëîå ê

ïóòè Zf äîáàâëÿåòñÿ îáðàçóþùàÿ b âíà÷àëå è b−1 â êîíöå. Ñëåäîâàòåëüíî îáîçíà÷åíèå

÷èñëà âðàùåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñîêðàòèòü äî ωX(f,Of(0)). Â ñëó÷àå êîãäà ïóòü

pM ◦ f ìåíÿåò îðèåíòàöèþ, ïðè äîáàâëåíèè ê θx0 îäíîãî îáîðîòà â ñëîå ÷èñëî âðàùåíèÿ

ωX(f,Ox0 , x0, f(0), θx0) óâåëè÷èâàåòñÿ íà 2. Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ äâóõ îòîáðàæåíèé f1, f2,

pM(f1(0)) = pM(f2(0)) = x0, f1(0) = f2(0), ðàçíîñòü

ωX(f1, Ox0 , x0, f1(0), θx0)− ωX(f2, Ox0 , x0, f2(0), θx0)

íå çàâèñèò îò âûáîðà θx0 .

Â ñòàòüå ÷àùå âñåãî ÷èñëî âðàùåíèÿ áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ äëÿ âåêòîðà ñêîðîñòè γ′

êóñî÷íî-ðåãóëÿðíîãî ïóòè γ : S → M . Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü î ÷èñëå âðàùåíèÿ

êóñî÷íî-ðåãóëÿðíîãî ïóòè è îáîçíà÷àòü

ωX(γ,Ox0 , x0, γ
′(x0), θx0) := ωX(γ′, Ox0 , x0, γ

′(x0), θx0).

Îïðåäåëåíèå öåëûõ ÷èñåë N(γ1,O1, γ2,O2,x) è N(γ1,O1, γ2, γt(0),x). Ïóñòü M �

êîìïàêòíàÿ ñâÿçíàÿ ïîâåðõíîñòü, äëÿ êîòîðîé π2(M) = 0. Ïóñòü γ1 è γ2 � äâå ãîìîòîï-

íûå çàìêíóòûå îðèåíòèðîâàííûå, êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûå êðèâûå íà M è çàäàíû ëîêàëüíûå

îðèåíòàöèè O1 è O2 â òî÷êàõ γ1(0) è γ2(0). Ïóñòü òî÷êà x ïðèíàäëåæèò M \ (Imγ1 ∪ Imγ2)

è ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíàÿ ãîìîòîïèÿ γt, t ∈ [1, 2], ïåðåâîäÿùàÿ γ1 â γ2, ëîêàëüíóþ îðèåí-

òàöèþ O1 â O2 è ïåðåñåêàþùàÿ òî÷êó x òðàíñâåðñàëüíî êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç. Åñëè êðèâûå

γ1, γ2 ìåíÿþò îðèåíòàöèþ, òî äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî γ1(0) = γ2(0) è êðèâàÿ

γt(0) ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ. Íàçîâåì ïåðåñå÷åíèå γt(s) = x ïîëîæèòåëüíûì, åñëè ðåïåð(
∂γt(s)
∂t

, ∂γt(s)
∂s

)
ïîëîæèòåëüíûé â îðèåíòàöèè, ïåðåíåñåííîé èç O1 âäîëü ãîìîòîïèè, èíà÷å

íàçîâåì ïåðåñå÷åíèå îòðèöàòåëüíûì. Îáîçíà÷èì ðàçíîñòü êîëè÷åñòâ ïîëîæèòåëüíûõ è

îòðèöàòåëüíûõ ïåðåñå÷åíèé

N(γ1, O1, γ2, O2, x) = N(γ1, O1, γ2, O2, x, γt)

äëÿ êðèâûõ γ1, γ2, ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ, è

N(γ1, O1, γ2, γt(0), x) = N(γ1, O1, γ2, γt(0), x, γt)
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äëÿ êðèâûõ γ1, γ2, ìåíÿþùèõ îðèåíòàöèþ.

×èñëî N(γ1, O1, γ2, O2, x, γt) ìîæíî ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëèòü ÷åðåç ñòåïåíü îòîáðà-

æåíèÿ äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ãîìîòîïèè γt. Ðàññìîòðèì îðèåíòèðóþùåå íàêðûòèå M̃

ïîâåðõíîñòè M è êðèâûå γ̃1, γ̃2, íàêðûâàþùèå γ1, γ2 è íà÷èíàþùèåñÿ â îäíîé òî÷êå. Ðàñ-

ñìîòðèì òî÷êè x̃(1), x̃(2), íàêðûâàþùèå òî÷êó x, ãîìîòîïèþ γ̃t, íàêðûâàþùóþ γt, è îðèåí-

òàöèþ íà M̃ , ñîãëàñîâàííóþ ñ O1(γ1(0)). Äëÿ êàæäîé èç òî÷åê x̃(i) ðàññìîòðèì îòêðûòûé

äèñê Dx̃(i) ⊂ M̃ \(Imγ̃1∪Imγ̃2), ñîäåðæàùèé òî÷êó x̃(i). Ïóñòü îòîáðàæåíèå pi : M̃ → S2 ÿâ-

ëÿåòñÿ ñòÿãèâàíèåì ìíîæåñòâà M̃ \Dx̃(i) â òî÷êó. Òîãäà ãîìîòîïèÿ pi◦γ̃t : [0, 1]×[1, 2]→ S2

îòîáðàæàåò ãðàíèöó êâàäðàòà ∂([0, 1]× [1, 2]) â îäíó òî÷êó, à çíà÷èò åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü

êàê êîìïîçèöèþ pi◦γ̃t = fi◦p(1)
i , ãäå p

(1)
i : [0, 1]×[1, 2]→ S2 � ñòÿãèâàíèå ãðàíèöû êâàäðàòà

â òî÷êó, fi : S
2 → S2. Îïðåäåëèì ÷èñëî N(γ1, O1, γ2, O2, x, γt) èëè N(γ1, O1, γ2, γt(0), x) êàê

ñóììó ñòåïåíåé îòîáðàæåíèé f1, f2. Îðèåíòàöèÿ íà ïðîîáðàçå S2 ïåðåíîñèòñÿ ñ êâàäðà-

òà [0, 1] × [1, 2], íà êîòîðîì ðåïåð
(
∂γt(s)
∂t

, ∂γt(s)
∂s

)
ñ÷èòàåì ïîëîæèòåëüíûì, à íà îáðàçå S2

çàäàåòñÿ îðèåíòàöèåé íà M̃ , ñîãëàñîâàííîé ñ O1.

Ñîãëàñíî ëåììå 1.4 ÷èñëà N(γ1, O1, γ2, O2, x) è N(γ1, O1, γ2, γt(0), x) â ñëó÷àå ïîâåðõ-

íîñòè M îòëè÷íîé îò ñôåðû, ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, òîðà è áóòûëêè Êëåéíà íå çàâè-

ñÿò îò âûáîðà ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè γt. ×èñëî N(γ1, O1, γ2, γt(0), x) çàâèñèò îò êðèâîé

γt(0). ×àùå âñåãî íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ãîìîòîïèÿ ìåæäó γ1 è γ2, ñîõðàíÿþùàÿ íà-

÷àëüíóþ òî÷êó. Â ýòîì ñëó÷àå êðèâàÿ γt(0) áóäåò ïîñòîÿííîé è îáîçíà÷åíèå ïðèìåò âèä

N(γ1, O1, γ2, γ1(0), x).

Îïðåäåëåíèå ÷èñëà dωX. Ïóñòü M � êîìïàêòíàÿ ñâÿçíàÿ ïîâåðõíîñòü, îòëè÷íàÿ îò

S2, RP 2, T 2, Kl2, íà êîòîðîé çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå X ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì íóëåâûõ òî÷åê

xi, i = 1, . . . , K. Ïóñòü äàíû äâà êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûõ îòîáðàæåíèÿ f1, f2 : S → TM .

Îïðåäåëèì dωX â ñëó÷àå, êîãäà êðèâûå pM ◦ f1, pM ◦ f2 ãîìîòîïíû è ñîõðàíÿþò îðè-

åíòàöèþ:

dωX(f1, O1, f2, O2)

= ωX(f1, O1)− ωX(f2, O2)−
K∑
i=1

iX(xi)N(pM ◦ f1, O1, pM ◦ f2, O2, xi),

ãäå O1, O2 � íåêîòîðûå ëîêàëüíûå îðèåíòàöèè â òî÷êàõ pM(f1(0)), pM(f2(0)), à iX(xi) �

èíäåêñ âåêòîðíîãî ïîëÿ X â òî÷êå xi.

Òåïåðü îïðåäåëèì dωX â ñëó÷àå, êîãäà êðèâûå pM ◦ f1, pM ◦ f2 ãîìîòîïíû è ìåíÿþò

îðèåíòàöèþ. Ïóñòü f1(0) = f2(0) è çàäàí ïóòü δ : S1 →M , δ(0) = pM(f1(0)), ñîõðàíÿþùèé
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îðèåíòàöèþ. Îïðåäåëèì

dωX(f1, O1, f2, δ, f1(0))

= ωX(f1, O1, pM(f1(0)), f1(0), θpM (f1(0)))− ωX(f2, O1, pM(f1(0)), f1(0), θpM (f1(0)))

−
K∑
i=1

iX(xi)N(pM ◦ f1, O1, pM ◦ f2, δ, xi),

ãäå O1 � íåêîòîðàÿ ëîêàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ â òî÷êå pM(f1(0)), à ïóòü

θpM (f1(0)) : [0, 1]→ T 1
pM (f1(0))M,

θpM (f1(0))(0) = X(pM(f1(0)))/‖X(pM(f1(0)))‖,

θpM (f1(0))(1) = f1(0)/‖f1(0)‖

âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíî. Êàê óêàçàíî â îïðåäåëåíèè ÷èñëà

ωX(f,Ox0 , x0, f(0), θx0),

âûáîð ïóòè θpM (f(0)) íå âëèÿåò íà ÷èñëî dωX(f1, O1, f2, δ, f1(0)).

Â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî ïóòè δ, îáîçíà÷åíèå ïðèìåò âèä

dωX(f1, O1, f2, pM(f1(0)), f1(0)).

Â ñëó÷àå, êîãäà M = S2 è X � âåêòîðíîå ïîëå ñ åäèíñòâåííûì íóëåì, îïðåäåëèì

dωX(f1, O1, f2, O2) ∈ Z2 êàê ðàçíîñòü ωX(f1, O1) è ωX(f2, O2) ïî ìîäóëþ 2.

Â ñëó÷àå, êîãäàM = T 2 èëèM = Kl2 è X � âåêòîðíîå ïîëå áåç íóëåé, ÷èñëî N çàâèñèò

îò ãîìîòîïèè, íî îíî íå ó÷àñòâóåò â îïðåäåëåíèè dω. Ïîýòîìó îïðåäåëåíèå îñòàåòñÿ áåç

èçìåíåíèé:

dωX(f1, O1, f2, O2)

= ωX(f1, O1)− ωX(f2, O2),

dωX(f1, O1, f2, pM(f1(0)), f1(0))

= ωX(f1, O1, pM(f1(0)), f1(0), θpM (f1(0)))− ωX(f2, O1, pM(f1(0)), f1(0), θpM (f1(0))).

Èç Ëåììû 1.5, ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå êðèâûõ pM ◦f1, pM ◦f2, ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ,

÷èñëî dωX íå ìåíÿåòñÿ ïðè ãîìîòîïèÿõ îòîáðàæåíèé f1 è f2. Â ñëó÷àå êðèâûõ pM ◦ f1,

pM ◦ f2, ìåíÿþùèõ îðèåíòàöèþ, ÷èñëî dωX íå ìåíÿåòñÿ ïðè ãîìîòîïèÿõ ñîõðàíÿþùèõ

pM(ft(0)) = pM(f1(0)) è ft(0) = f1(0).
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Àíàëîãè÷íî ÷èñëó âðàùåíèÿ, â ñëó÷àå, êîãäà îòîáðàæåíèÿ f1, f2 ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè

ñêîðîñòè êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ γ1, γ2, îáîçíà÷èì

dωX(γ1, O1, γ2, O2) = dωX(γ′1, O1, γ
′
2, O2)

è

dωX(γ1, O1, γ2, γ1(0), γ′1(0)) = dωX(γ′1, O1, γ
′
2, γ1(0), γ′1(0)).

Îïðåäåëåíèå ÷èñëà âðàùåíèÿ êðèâîé îñíîâàíî íà ðàáîòå [20]. Îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà âðà-

ùåíèÿ äëÿ îòîáðàæåíèÿ ξ : L→ TM , à òàêæå ÷èñåë N è dωX ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

1.2 Ëåììû

Ñôîðìóëèðóåì çäåñü òåîðåìó 3.1 èç [20]. Â îðèãèíàëüíîé ñòàòüå òåîðåìà áûëà ñôîðìóëè-

ðîâàíà äëÿ êðèâûõ, ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ, íî äîêàçàòåëüñòâî äîñëîâíî ïîâòîðÿåòñÿ

äëÿ ëþáûõ êðèâûõ.

Òåîðåìà 1.1 ([20], òåîðåìà 3.1). Ïóñòü γ1 è γ2 � äâå ðåãóëÿðíûå çàìêíóòûå êðèâûå íàM ,

γ′1(0) = γ′2(0) = X(x), ãäå X � âåêòîðíîå ïîëå áåç íóëåé íà êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè M ,

òî÷êà x ∈M , è [γ1] = [γ2] ∈ π1(M,x). Òîãäà êðèâûå γ1, γ2 ãîìîòîïíû îòíîñèòåëüíî X(x)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ωX(γ1, Ox, x,X(x)) = ωX(γ2, Ox, x,X(x)), ãäå Ox � ëîêàëüíàÿ

îðèåíòàöèÿ â òî÷êå x.

Äîêàæåì ëåììó 1.4 î íåçàâèñèìîñòè îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë

N(γ1, O1, γ2, O2, x), N(γ1, O1, γ2, γ1(0), x)

îò âûáîðà ãîìîòîïèè, ñîåäèíÿþùåé γ1 è γ2. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 1.1. Ïóñòü M � êîìïàêòíàÿ ñâÿçíàÿ ïîâåðõíîñòü, îòëè÷íàÿ îò òîðà è áó-

òûëêè Êëåéíà. Ïóñòü a, b ∈ π1(M) � äâà êîììóòèðóþùèõ ýëåìåíòà. Òîãäà íàéäóòñÿ

ýëåìåíò c ∈ π1(M) è m,n ∈ Z òàêèå, ÷òî a = cm, b = cn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïîâåðõíîñòü M èìååò êðàé, òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(M)

ñâîáîäíà, è ëåììà äîêàçàíà â [26], ïðåäëîæåíèå 2.17. Ïóñòü äàëåå ïîâåðõíîñòüM çàìêíó-

òà. Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû 〈u, v | uvu−1v−1〉 òîðà T â ôóíäà-

ìåíòàëüíóþ ãðóïïó ïîâåðõíîñòè M , ïåðåâîäÿùèé îáðàçóþùèå u, v â ýëåìåíòû a, b. Ýòîò

ãîìîìîðôèçì èíäóöèðîâàí íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì f : T →M . Ïî òåîðåìå Êíåçåðà

ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñòåïåíü G(f) ≥ 0 ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ëèáî ðàâíà 0, ëèáî óäîâëåòâîðÿåò
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íåðàâåíñòâó Êíåçåðà χ(T ) ≤ χ(M)G(f), ñì. [31]. Ïîýòîìó ëèáî χ(M) ≥ 0, ëèáî G(f) = 0.

Åñëè χ(M) ≥ 0, òî M ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé èëè ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòüþ, à çíà÷èò ôóíäà-

ìåíòàëüíàÿ ãðóïïà M ïîðîæäàåòñÿ íå áîëåå ÷åì îäíèì ýëåìåíòîì. Åñëè χ(M) < 0, òî

G(f) = 0 è ïî îïðåäåëåíèþ ãåîìåòðè÷åñêîé ñòåïåíè f ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ g, íå ÿâëÿ-

þùåìóñÿ ñþðúåêòèâíûì (ò.å. îáðàç g ñîäåðæèòñÿ â ïðîêîëîòîé ïîâåðõíîñòè M̊). Òàê êàê

ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ïðîêîëîòîé ïîâåðõíîñòè M̊ ñâîáîäíà, ïîëó÷àåì ãîìîìîðôèçì

〈u, v | uvu−1v−1〉 â ñâîáîäíóþ ãðóïïó. Íî â ñâîáîäíîé ãðóïïå êîììóòèðóþùèå ýëåìåíòû

ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíüþ îäíîãî è òîãî æå ýëåìåíòà, à ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(M) ÿâëÿ-

åòñÿ ôàêòîð ãðóïïîé ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(M̊). Ïîýòîìó ïðè χ(M) < 0 ëþáûå

äâà êîììóòèðóþùèõ ýëåìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû M ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ñòåïåíÿìè

îäíîãî è òîãî æå ýëåìåíòà. Ëåììà 1.1 äîêàçàíà.

Ëåììà 1.2. Ïóñòü f : T 2 → M � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå òîðà â êîìïàêòíóþ ïî-

âåðõíîñòü M , îòëè÷íóþ îò T 2, Kl2, S2 è RP 2. Òîãäà íàéäåòñÿ c ∈ π1(M) òàêîé, ÷òî

äëÿ ëþáîé êðèâîé γ, [γ] = c, îòîáðàæåíèå f ìîæíî ïðîãîìîòîïèðîâàòü òàê, ÷òî åãî

îáðàç ñîâïàäåò ñ îáðàçîì γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a, b � îáðàçóþùèå òîðà. Òîãäà ýëåìåíòû f |a, f |b ∈ π1(M) êîììó-

òèðóþò. Ñîãëàñíî ëåììå 1.1 ýòè êðèâûå ãîìîòîïíû ñòåïåíÿì îäíîé ïåòëè γ. Ãîìîòîïèåé

îòîáðàæåíèÿ f äîáüåìñÿ, ÷òîáû f |a è f |b ñîâïàäàëè ñ γm è γn, m,n ∈ Z. Ðàññìîòðèì äâà

îòîáðàæåíèÿ f̃ , g : D2 → M . Îòîáðàæåíèå f̃ îïðåäåëÿåòñÿ êàê f̃ = f ◦ t, ãäå t : D2 → T 2

� ïðèêëåèâàíèå äèñêà ê îáðàçóþùèì. Îòîáðàæåíèå g çàäàäèì íà ïîëîâèíå ãðàíè÷íîé

îêðóæíîñòè äèñêà ìåæäó åãî íèæíåé è âåðõíåé òî÷êàìè ðàâíûì êðèâîé γm+n è ïðî-

äëèì íà âåñü äèñê, ïîëàãàÿ g ïîñòîÿííûì íà êàæäîì ãîðèçîíòàëüíîì îòðåçêå. Òàêèì

îáðàçîì, g îòîáðàæàåò äèñê â êðèâóþ γ. Îãðàíè÷åíèÿ f̃ |∂D2 è g|∂D2 ñîâïàäàþò, ïîýòî-

ìó ìîæíî îïðåäåëèòü èõ íà äâóõ ïîëóøàðèÿõ ñôåðû è ïîëó÷èòü îòîáðàæåíèå S2 → M .

Íî π2(M) = 0, ïîýòîìó ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå ñòÿãèâàåìî. Çíà÷èò îòîáðàæåíèÿ f̃ è g

ãîìîòîïíû îòíîñèòåëüíî ∂D2. Ëåììà 1.2 äîêàçàíî.

Ëåììà 1.2 âëå÷åò

Ëåììà 1.3. Ñòåïåíü íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ òîðà â êîìïàêòíóþ ïîâåðõíîñòü M ,

îòëè÷íóþ îò T 2, Kl2, S2 è RP 2, ðàâíà íóëþ.

Ëåììà 1.4. Ïóñòü M � êîìïàêòíàÿ ñâÿçíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì èëè îòðèöàòåëüíîé

Ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè, ò.å. îòëè÷íàÿ îò T 2, Kl2, S2 è RP 2.
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(À) Ïóñòü γ1, γ2 : S1 → M � äâå ñâîáîäíûå ïåòëè, ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ, òî÷êà

x ∈ M \ (Imγ1 ∪ Imγ2). Òîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ ãîìîòîïèé γt,1, γt,2, ïåðåâîäÿùèõ γ1 â γ2 è

O1 â O2, ÷èñëà N(γ1, O1, γ2, O2, x, γt,1) è N(γ1, O1, γ2, O2, x, γt,2) ñîâïàäàþò.

(Á) Ïóñòü γ1, γ2 : S1 →M � äâå ïåòëè, ìåíÿþùèå îðèåíòàöèþ, γ1(0) = γ2(0). Ïóñòü

êðèâàÿ δ : S1 → M , δ(0) = γ1(0), ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ, è äàíà òî÷êà x ∈ M \ (Imγ1 ∪

Imγ2∪Imδ). Òîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ ãîìîòîïèé γt,1, γt,2, ñîåäèíÿþùèõ γ1 è γ2, äëÿ êîòîðûõ

γt,i(0) ≡ δ, ÷èñëà N(γ1, O1, γ2, δ, x, γt,1) è N(γ1, O1, γ2, δ, x, γt,2) ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîäíÿòèÿ γ̃t,1, γ̃t,2 ãîìîòîïèé γt,1, γt,2 íà îðèåíòèðóþùåå

íàêðûòèå M̃ .

(À) Îáúåäèíåíèå ãîìîòîïèé γ̃t,1 è γ̃t,2 çàäàåò îòîáðàæåíèå f : T 2 → M . Ðàññìîòðèì

äèñê Dx̃i èç îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà N(γ1, O1, γ2, O2, x, γt) è ñòÿãèâàíèå p : M → S2 ìíîæåñòâà

M \ Dx. Ñîãëàñíî ëåììå 1.3, ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ f ðàâíà íóëþ, à çíà÷èò è ñòåïåíü

îòîáðàæåíèÿ pi ◦ f ðàâíà íóëþ.

(Á) Îáúåäèíåíèå ãîìîòîïèé γ̃t,1 è γ̃t,2 çàäàåò îòîáðàæåíèå f : S2 → M̃ . Èç π2(M) = 0

ïîëó÷àåì, ÷òî ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ f ðàâíà íóëþ, à çíà÷èò è ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ pi ◦ f

ðàâíà íóëþ.

Ëåììà 1.4 äîêàçàíà.

Ëåììà 1.5. Ïóñòü M � êîìïàêòíàÿ ñâÿçíàÿ ïîâåðõíîñòü, pM : TM → M � êàñà-

òåëüíîå ðàññëîåíèå. Ïóñòü íà M çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå X ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì íóëåé

xi, i = 1, . . . , K, è ðåãóëÿðíàÿ ãîìîòîïèÿ ξt, t ∈ [1, 2], êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûõ îòîáðàæå-

íèé ξ1, ξ2 : S1 → TM , ãäå êðèâûå pM ◦ ξ1, pM ◦ ξ2 íå ïðîõîäÿò ÷åðåç xi. Ïóñòü ó X

íåò íóëåé â ñëó÷àå M = T 2 èëè M = Kl2, è åäèíñòâåííûé íîëü â ñëó÷àå M = S2.

Ïóñòü çàäàíû ëîêàëüíûå îðèåíòàöèè O1, O2, â òî÷êàõ pM(ξ1(0)), pM(ξ2(0)), ñîãëàñîâàí-

íûå âäîëü pM ◦ξt. Â ñëó÷àå åñëè pM ◦ξ1 è pM ◦ξ2 ìåíÿþò îðèåíòàöèþ, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

pM(ξ1(0)) = pM(ξ2(0)), ξ1(0) = ξ2(0)), è ïóòü pM ◦ ξt(0), t ∈ [1, 2], ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ.

Òîãäà âûïîëíåíî

dωX(ξ1, O1, ξ2, O2) = 0

äëÿ êðèâûõ pM ◦ ξ1, pM ◦ ξ2, ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ, è

dωX(ξ1, O1, ξ2, pM ◦ ξt(0), ξ1(0)) = 2ωX(ξt(0), O1)

äëÿ êðèâûõ pM ◦ ξ1, pM ◦ ξ2, ìåíÿþùèõ îðèåíòàöèþ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì γt = pM ◦ξt. Ïóñòü êðèâûå γ1, γ2 ìåíÿþò îðèåíòàöèþ. Âûáå-

ðåì ïðîèçâîëüíî ïóòü θγ1(0) : [0, 1]→ T 1
γ1(0)M èç îïðåäåëåíèÿ ωX , ò.å. θγ1(0)(0) = X(γ1(0)),

θγ1(0)(1) = p1(ξ1(0)). Ïåðåíåñåì ýòîò ïóòü íåïðåðûâíî âäîëü âñåé ãîìîòîïèè ξt òàê, ÷òî

â êàæäîé òî÷êå γt(0)) åñòü ïóòü θγt(0) : [0, 1] → T 1
γt(0)M , íåïðåðûâíî çàâèñÿùèé îò t, äëÿ

êîòîðîãî θγt(0)(0) = X(γt(0)), θγt(0)(1) = p1(ξt(0)).

ÏóñòüM îòëè÷íà îò S2, RP 2, T 2, Kl2. Ïåðåíåñåì ëîêàëüíóþ îðèåíòàöèþ Ot íåïðåðûâ-

íî âäîëü êðèâîé γt(0). Åñëè íà ó÷àñòêå [t1, t2] ãîìîòîïèÿ íå ïåðåñåêàåò íóëè âåêòîðíîãî

ïîëÿ, òî ÷èñëî ωX(ξt, Ot) èëè ωX(ξt, Ot, γt(0), ξt(0), θγt(0)) ïîñòîÿííî, ò.ê. îíî öåëîå è íåïðå-

ðûâíî ïî t. Ðàññìîòðèì ãîìîòîïèþ γt â òî÷êå γt(u) ïðè ïåðåñå÷åíèè íóëÿ xi âåêòîðíîãî

ïîëÿ X. Áóäåì ÷èòàòü, ÷òî ðåïåð (∂γt(u)
∂t

, ∂γt(u)
∂u

) ïîëîæèòåëåí îòíîñèòåëüíî îðèåíòàöèè

ïåðåíåñåííîé èç O1 âäîëü ãîìîòîïèè. Êðèâûå íåçàäîëãî äî è ïîñëå ïåðåñå÷åíèÿ îáîçíà-

÷èì γt1 , γt2 . Ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî çà ïðåäåëàìè ìàëîé îêðåñíîñòè xi êðèâûå ñîâïàäàþò,

è êðèâàÿ γt2 îòëè÷àåòñÿ îò γt1 äîáàâëåíèåì ïåòëè `s âîêðóã òî÷êè xi. Ïðè îáõîäå âäîëü

`s âåêòîð ξ áëèçîê ê ξt(u). Â ìàëîé îêðåñòíîñòè xi ìîæíî ñ÷èòàòü íàïðàâëåíèå ξt(u) ïî-

ñòîÿííûì, ïðè ýòîì âåêòîðíîå ïîëå X äåëàåò iX(xi) îáîðîòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, âäîëü `s

âåêòîð ξ äåëàåò −iX(xi) îáîðîòîâ îòíîñèòåëüíî X. Òàêèì îáðàçîì,

ωX(ξt1 , Ot1)− ωX(ξt2 , Ot2) = iX(xi)

èëè

ωX(ξt1 , Ot1 , γt1(0), ξt1(0), θγt1 (0))− ωX(ξt2 , Ot2 , γt2(0), ξt2(0), θγt2 (0)) = iX(xi),

ãäå ëîêàëüíûå îðèåíòàöèè Ot1 , Ot2 â òî÷êàõ γt1(0), γt2(0) ïîëó÷àþòñÿ èç O1 ïåðåíîñîì

âäîëü ãîìîòîïèè. Ñóììèðîâàíÿ ýòè ðàâåíñòâà äëÿ âñåõ ïåðåñå÷åíèé ãîìîòîïèåé íóëåé

âåêòîðíîãî ïîëÿ X ïîëó÷àåì

ωX(ξ1, O1)− ωX(ξ2, O2)

−
K∑
i=1

iX(xi)N(γ1, O1, γ2, O2, xi) = 0,

èëè

ωX(ξ1, O1, γ1(0), ξ1(0), θγ1(0))− ωX(ξ2, O2, γ2(0), ξ2(0), θγ2(0))

−
K∑
i=1

iX(xi)N(γ1, O1, γ2, γt(0), xi) = 0.

Â ñëó÷àå êðèâûõ γ1, γ2, ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ, ëåììà äîêàçàíà. Ïóñòü γ1 è γ2 ìåíÿþò

îðèåíòàöèþ. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî

ωX(ξ2, O2, γ2(0), ξ2(0), θγ2(0))− ωX(ξ2, O2, γ2(0), ξ2(0), θγ1(0))
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= 2ωX(ξt(0), O1).

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî θγ2(0) îòëè÷àåòñÿ îò θγ1(0) äîáàâëåíèåì ωX(ξt(0), O1) îáîðîòîâ,

êàæäûé èç êîòîðûõ óâåëè÷èâàåò ÷èñëî ωX íà 2.

Ñëó÷àé M = S2 àíàëîãè÷åí îáùåìó. ×èñëà âðàùåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïî ìîäóëþ 2 è

èíäåêñ åäèíñòâåííîãî íóëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ X ðàâåí 2. Ïîýòîìó ïðè ïåðåõîäå ãîìîòîïèè

÷åðåç íóëü âåêòîðíîãî ïîëÿ ÷èñëî âðàùåíèÿ êðèâîé íå ìåíÿåòñÿ.

Â ñëó÷àå M = T 2 èëè M = Kl2 è îòñóòñòâèÿ íóëåé âåêòîðíîãî ïîëÿ X òðåáóåìîå

ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ÷èñëî âðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ öåëûì è íåïðåðûâíî ìåíÿåòñÿ

ïðè ãîìîòîïèè.

Ëåììà 1.5 äîêàçàíà.

Èç ëåììû 1.5 ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî dωX íå ìåíÿåòñÿ ïðè ðåãóëÿðíûõ ãîìîòîïèÿõ îòîá-

ðàæåíèé ξ1, ξ2.

2 Ðåãóëÿðíàÿ ãîìîòîïíîñòü ïîãðóæåíèé ãðàôîâ â ïî-

âåðõíîñòè

2.1 Êëàññèôèêàöèÿ ïîãðóæåíèé ãðàôîâ â ïëîñêîñòü

Ñòåïåíü êóñî÷íî-ðåãóëÿðíîãî ïîãðóæåíèÿ îêðóæíîñòè â ïëîñêîñòü - êîëè÷åñòâî îáîðî-

òîâ, êîòîðîå äåëàåò âåêòîð ñêîðîñòè ïðè îáõîäå âäîëü îêðóæíîñòè (âçÿòîå ñ çíàêîì).

Ïðè ýòîì ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó èçëîìà êðèâîé ñ÷èòàåì, ÷òî âåêòîð ïîâîðà÷èâàåò ïî

íàèìåíüøåìó èç âîçìîæíûõ óãëîâ.

Çàìåòèì, ÷òî ýòî êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ñòåïåíè ïîãðóæåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì

âðàùåíèÿ ïîãðóæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Õîðîøî èçâåñòíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ñì. òåîðåìó 0.1).

Ëåììà 2.1. Äâà êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûõ ïîãðóæåíèÿ îêðóæíîñòè â ïëîñêîñòü ðåãóëÿðíî

ãîìîòîïíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ ðàâíû.

Îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòà U. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ãðàôà G âîçìîæíîå çíà÷åíèå

èíâàðèàíòà U ÿâëÿåòñÿ íàáîðîì ñëåäóþùèõ îáúåêòîâ:

• êëàññà îäíîìåðíûõ êîãîìîëîãèé ãðàôà;

• öèêëè÷åñêèõ ïîðÿäêîâ ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç êàæäîé âåðøèíû ãðàôà G.
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Òåïåðü îïðåäåëèì çíà÷åíèå èíâàðèàíòà U äëÿ ïîãðóæåíèÿ ãðàôà G â ïëîñêîñòü. Âû-

áåðåì ïðîèçâîëüíî â ãðàôå îñòîâíîå äåðåâî. Êàæäîå ðåïðî âíå ìàêñèìàëüíîãî äåðåâà

åäèíñòâåííûì îáðàçîì äîïîëíÿåòñÿ ðåáðàìè îñòîâíîãî äåðåâà äî íåñàìîïåðåñåêàþùåãîñÿ

öèêëà. Êàæäîìó òàêîìó öèêëó ñîïîñòàâèì öåëîå ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ ñòåïåíüþ îòîáðàæå-

íèÿ ýòîãî öèêëà â ïëîñêîñòü. Ñîïîñòàâëåíèå êàæäîìó èç óêàçàííûõ öèêëîâ öåëîãî ÷èñëà

ðàâíîñèëüíî çàäàíèþ êëàññà îäíîìåðíûõ êîãîìîëîãèé ãðàôà G. Çíà÷åíèå èíâàðèàíòà U

äëÿ ïîãðóæåíèÿ ãðàôà G â ïëîñêîñòü ÿâëÿåòñÿ íàáîðîì ñëåäóþùèõ îáúåêòîâ:

• îïðåäåëåííîãî âûøå êëàññà îäíîìåðíûõ êîãîìîëîãèé ãðàôà;

• öèêëè÷åñêèõ ïîðÿäêîâ ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç êàæäîé âåðøèíû ãðàôà G, â êîòîðîì

ýòè ðåáðà (îòîáðàæåííûå â ïëîñêîñòü) ñëåäóþò ïðè îáõîäå âåðøèíû ïðîòèâ ÷àñîâîé

ñòðåëêè.

Èíâàðèàíò U óñòàíàâëèâàåò îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà ïîãðóæåíèé ãðàôà â ïëîñêîñòü

â ìíîæåñòâî H1(G;Z)⊕ (⊕u∈GSdeg(u)−1), ãäå deg(u) � ñòåïåíü âåðøèíû u ∈ G, à Sdeg(u)−1 �

ìíîæåñòâî èç (deg(u)− 1)! öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê deg(u) ýëåìåíòîâ.

Òåîðåìà 2.1. Èíâàðèàíò U óñòàíàâëèâàåò áèåêöèþ èç ìíîæåñòâà ïîãðóæåíèé ãðàôà

G â ïëîñêîñòü ñ òî÷íîñòü äî ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè â ìíîæåñòâî

H1(G;Z)× (×u∈GSdeg(u)−1).

2.2 Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòà

Âîïðîñ ãîìîòîïíîñòè êðèâûõ íà ïîâåðõíîñòÿõ õîðîøî èçó÷åí, ñì. [16], [17].

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ãðàô G è àâòîìîðôèçì g : G→ G, ñîõðàíÿþùèé òî÷êó v.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî v ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ãðàôàG, ïðè íåîáõîäèìîñòè ñäåëàâ åå âåðøèíîé

ñòåïåíè 2. Âûäåëèì â ãðàôå G îñòîâíîå äåðåâî T . Íàçîâåì îïîðíûì öèêëîì êàæäûé öèêë

Ci, ñîñòîÿùèé èç ðåáðà ei ⊂ G \ T è ïðîñòîãî ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî âåðøèíû ðåáðà ei ïî

äåðåâó T . Íàçîâåì áàçèñíûì îïîðíûì öèêëîì Či ⊂ G öèêë, ñîñòîÿùèé èç ðåáðà ei è äâóõ

ïðîñòûõ ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû ei ñ âåðøèíîé v ïî äåðåâó T .

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäîå ðåáðî ei ñîåäèíÿåò ëèñòüÿ äåðåâà T , ïðè÷åì êàæäûé

ëèñò èíöèäåíòåí íå áîëåå ÷åì îäíîìó ðåáðó ei, è ñðåäè ei íåò ïåòåëü. Åñëè ýòî íå òàê, òî

äîáàâèì íà êàæäîì ðåáðå ei ïî äâå âåðøèíû è îòíåñåì êðàéíèå èç ïîëó÷åííûõ òðåõ ðåáåð

ê äåðåâó T . Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå äàñò òðåáóåìîå ñâîéñòâî. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî â âåðøèíó v íå âåäåò íèêàêîå ðåáðî ei.
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Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïóñòü M � ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì, f : G→M � íåïðåðûâíîå îòîáðà-

æåíèå, g : G → G � àâòîìîðôèçì ãðàôà G, ñîõðàíÿþùèé òî÷êó v. Òîãäà îòîáðàæåíèÿ

f è f ◦ g ãîìîòîïíû, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ êàæäîãî áàçèñíîãî îïîðíîãî öèêëà Či îòîá-

ðàæåíèÿ f |Či è f ◦ g|Či ãîìîòîïíû îòíîñèòåëüíî òî÷êè f(v).

Íàçîâåì îòîáðàæåíèå ãðàôà â ïîâåðõíîñòü ðåãóëÿðíûì, åñëè îíî ðåãóëÿðíî íà ðåáðàõ,

è â êàæäîé âåðøèíå íàïðàâëåíèÿ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê âûõîäÿùèì èç íåå ðåáðàì

ðàçëè÷íû. Ãîìîòîïèÿ ft, t ∈ [0, 1], îòîáðàæåíèé f0, f1 : G → M ðåãóëÿðíà, åñëè êàæäîå

îòîáðàæåíèå ft, t ∈ [0, 1], ðåãóëÿðíî è äëÿ êàæäîãî ðåáðà e êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå

Tft|e : T [0, 1]→ TM íåïðåðûâíî çàâèñèò îò t ∈ [0, 1].

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü M � êîìïàêòíàÿ ñâÿçíàÿ ïîâåðõíîñòü, îòëè÷íàÿ îò RP 2. Ïóñòü

G � ñâÿçíûé ãðàô, v � íåêîòîðàÿ âåðøèíà, T � îñòîâíîå äåðåâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåáðà

âíå T íå ÿâëÿþòñÿ ïåòëÿìè è ñîåäèíÿþò ëèñòüÿ äåðåâà T . Ïóñòü X � âåêòîðíîå ïîëå

íà M áåç íóëåé â ñëó÷àå, êîãäà M � òîð, áóòûëêà Êëåéíà èëè ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì,

è ñ åäèíñòâåííûì íóëåì x ∈ M â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, f1, f2 : G → M � äâà ðåãóëÿð-

íûõ ïîãðóæåíèÿ, îáðàçû êîòîðûõ íå ñîäåðæàò x. Ïóñòü çàäàíû ëîêàëüíûå îðèåíòàöèè

O1, O2 â òî÷êàõ f1(v), f2(v). Ïóñòü f̃1 : G → M � ïðîèçâîëüíîå ðåãóëÿðíîå îòîáðàæå-

íèå, ðåãóëÿðíî ãîìîòîïíîå f1, äëÿ êîòîðîãî f̃1|T ≡ f2|T , ëîêàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ â òî÷êå

f̃1(v) = f2(v), ïåðåíåñåííàÿ ñ ãîìîòîïèåé èç O1, ñîâïàäàåò ñ O2, è f̃1 ãîìîòîïíî f2 îò-

íîñèòåëüíî òî÷êè v. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíàÿ ãîìîòîïèÿ, ïðåîáðàçóþùàÿ f1 â f2

è O1 â O2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

1. Ñóùåñòâóåò ãîìîòîïèÿ, ïðåîáðàçóþùàÿ îòîáðàæåíèå f1 â f2 è ëîêàëüíóþ îðèåí-

òàöèþ O1 â O2.

2. Â êàæäîé âåðøèíå öèêëè÷åñêèå ïîðÿäêè âûõîäÿùèõ èç íåå ðåáåð ïðè îòîáðàæåíèÿõ

f1 è f2 ñîâïàäàþò îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíûõ îðèåíòàöèé, ïåðåíåñåííûõ èç O1 è O2

âäîëü äåðåâà T .

3. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî îïîðíîãî öèêëà Ci, ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ, âûïîëíÿåòñÿ

dωX(f1|Ci , O1, f2|Ci , O2) = 0.

4. ×èñëî dωX(f̃1|Ci , O2,i, f2|Ci , f2(wi), f2|′Ci(wi)) îäèíàêîâî è ÷åòíî äëÿ âñåõ ïðîñòûõ

îïîðíûõ öèêëîâ Ci, ìåíÿþùèõ îðèåíòàöèþ, ãäå wi � áëèæàéøàÿ ê v ïî äåðåâó

T òî÷êà öèêëà Ci, à ëîêàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ O2,i â òî÷êå f2(wi) ïåðåíåñåíà èç O2

âäîëü äåðåâà T .
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Â ñëó÷àå, êîãäà ãðàô ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ïåòëåé, ïîëó÷àåì àíàëîã òåîðåìû 3.1

èç [20] íà ñëó÷àé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè èëè íå ñîõðàíÿþùåé îðèåíòàöèþ êðèâîé ïðè

îòñóòñòâèè áàçèñíîé òî÷êè.

2.3 Ãîìîòîïíîñòü ãðàôîâ

Äîêàæåì ïðåäëîæåíèå 2.1. Ñíà÷àëà äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî òîæ-

äåñòâåííîå îòîáðàæåíèå idG ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ α : G → G, ïðè êîòîðîì äåðåâî T

îòîáðàæàåòñÿ â òî÷êó v, à êàæäîå ðåáðî ei ⊂ G \ T - íà áàçèñíûé îïîðíûé öèêë Ci áåç

òî÷êè v. Ðàññìîòðèì ãîìîòîïèþ, íà÷àëüíûì îòîáðàæåíèåì ãîòîðîé ÿâëÿåòñÿ idG, êàæäàÿ

òî÷êà äåðåâà T ëèíåéíî äâèæåòñÿ ïî äåðåâó ê òî÷êå v. Íà êàæäîì ðåáðå ei ∼= (0, 1) â ìî-

ìåíò âðåìåíè t ñåðåäèíà (t/4, 3t/4) ëèíåéíî îòîáðàæàåòñÿ âî âñå ðåáðî ei, à êðàÿ (0, t/4)

è (3t/4, 1) � â ïóòè îò ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíû ðåáðà ei äî îáðàçà ýòîé âåðøèíû ïðè

óæå ïîñòðîåííîé ãîìîòîïèè íà T .

Ðàññìîòðèì ãðàô G̃ ÿâëÿþùèéñÿ áóêåòîì îêðóæíîñòåé C̃i, íàõîäÿùèõñÿ âî âçàèìíî-

îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ðåáðàìè ei ⊂ G \ T ãðàôà G. Îòîáðàæåíèå α ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü êàê êîìïîçèöèþ α = α2 ◦ α1 îòîáðàæåíèÿ α1 : G→ G̃, ÿâëÿþùåãîñÿ ñòÿãèâàíèåì

äåðåâà T â òî÷êó, è îòîáðàæåíèÿ α2 : G̃ → G, îòîáðàæàþùåãî êàæäóþ îêðóæíîñòü C̃i â

áàçèñíûé îïîðíûé öèêë Či. Îòîáðàæåíèÿ f è f ◦ g ãîìîòîïíû f ◦ α2 ◦ α1 è f ◦ g ◦ α2 ◦ α1

ñîîòâåòñòâåííî. Èç ãîìîòîïíîñòè f |Či ' f ◦ g|Či îòíîñèòåëüíî òî÷êè f(v) äëÿ êàæäîãî

öèêëà Či ñëåäóåò ãîìîòîïíîñòü f ◦ α2 ' f ◦ g ◦ α2 ñ ôèêñèðîâàííîé òî÷êîé v. Îòñþäà

ñëåäóåò ãîìîòîïíîñòü f ◦ α ' f ◦ g ◦ α, à çíà÷èò è ãîìîòîïíîñòü f ' f ◦ g.

Òåïåðü äîêàæåì ïðåäëîæåíèå 2.1 â ïðÿìóþ ñòîðîíó. Ïóñòü ïðè ãîìîòîïèè îòîáðàæå-

íèé f è f ◦ g îáðàç òî÷êè v ïðîõîäèò çàìêíóòûé ïóòü δ. Òîãäà äëÿ äëÿ êàæäîãî öèêëà

C ⊂ G, ñîäåðæàùåãî âåðøèíó v, âûïîëíåíî f ◦ g|C ' δ−1f |Cδ îòíîñèòåëüíî òî÷êè f(v).

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèêëîâ gk(C), k ∈ N. Â ãðàôå ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðåáåð ôèêñèðîâàííîé äëèíû, ïîýòîìó ñðåäè ýòèõ öèêëîâ íàéäóòñÿ

äâà, gk(C) è gk+n(C), çàäàþùèõ îäèíàêîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåáåð è íàïðàâëåíèé èõ

ïðîõîæäåíèÿ. Òàêèå öèêëû ãîìîòîïíû â G îòíîñèòåëüíî v, à çíà÷èò è öèêëû C è gn(C)

ãîìîòîïíû îòíîñèòåëüíî v. Òîãäà f |C ' f ◦ gn|C ' δ−nf |Cδn îòíîñèòåëíî f(v). Ôóíäà-

ìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(M, f(v)) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé è åå ýëåìåíòû f |C è δn êîììóòèðó-

þò. Ñîãëàñíî [26], ïðåäëîæåíèå 2.17, ýòè ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè îäíîãî ýëåìåíòà

ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû. Ñëåäîâàòåëüíî, f |C è δ êîììóòèðóþò, à çíà÷èò f ◦ g|C ' f |C
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îòíîñèòåëüíî f(v).

2.4 Íåîáõîäèìîñòü â Òåîðåìå 2.2

Äîêàæåì ïðÿìîå óòâåðæäåíèå Òåîðåìû 2.2. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíàÿ ãîìîòîïèÿ, ïå-

ðåâîäÿùàÿ f1 â f2 è O1 â O2. Ðåãóëÿðíàÿ ãîìîòîïèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ f1 â f2, áóäåò ãîìîòîïè-

åé, òðåáóåìîé â óñëîâèè 1. Öèêëè÷åñêèå ïîðÿäêè ðåáåð â âåðøèíå îòíîñèòåëüíî îðèåíòà-

öèè ïåðåíåñåííîé èç âåðøèíû v âäîëü äåðåâà T íå ìåíÿþòñÿ ïðè ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè,

÷òî äîêàçûâàåò óñëîâèå 2. Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 3 äîêàçàíî â Ëåììå 1.5.

Äîêàæåì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 4. Íàéäåòñÿ ðåãóëÿðíàÿ ãîìîòîïèÿ ht, 1 ≤ t ≤ 2, ìåæäó

f̃1 è f2. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé îïîðíûé öèêë Ci, ìåíÿþùèé îðèåíòàöèþ. Ñîãëàñíî

îïðåäåëåíèþ dωX , âûïîëíåíî

dωX(f̃1|Ci , O2,i, f2|Ci , f2(wi), f2|′Ci(wi))

= dωX(f̃1|Ci , O2,i, f2|Ci , ht(wi), f2|′Ci(wi))

+
K∑
k=1

iX(xk)N(f̃1|Ci , O2,i, f2|Ci , ht(wi), xk)

−
K∑
k=1

iX(xk)N(f̃1|Ci , O2,i, f2|Ci , f2(wi), xk).

Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå M = T 2 èëè Kl2, ÷åòíîñòü ÷èñëà

dωX(f̃1|Ci , O2,i, f2|Ci , f2(wi), f2|′Ci(wi))

ñëåäóåò èç îòñóòñòâèÿ íóëåé âåêòîðíîãî ïîëÿ X. Â ñëó÷àå M = S2 ÷åòíîñòü ñëåäóåò èç

ixk = 2. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ÷åòíîñòè â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ÷åòíîñòü

÷èñëà

N(f̃1|Ci , O2,i, f2|Ci , ht(wi), xk)−N(f̃1|Ci , O2,i, f2|Ci , f2(wi), xk)

äëÿ êàæäîé òî÷êè xk.

Êðèâûå f̃1|Ci è f2|Ci ãîìîòîïíû îòíîñèòåëüíî òî÷êè f2(wi). Ýòà ãîìîòîïèÿ â îáúåäèíå-

íèè ñ ãîìîòîïèåé ht äàåò îòîáðàæåíèå òîðà zi,1 : T 2 → M . Îáîçíà÷èì íà÷àëüíóþ òî÷êó

xT íà òîðå, zi,1(xT ) = f2(wi), è îðèåíòèðîâàííûå îáðàçóþùèå òîðà a, b, ãäå zi,1|a = ht(wi) è

zi,1|b = f2|Ci . Âûáåðåì îðèåíòàöèþ OT íà òîðå, â êîòîðîé ðåïåð (a, b) ïîëîæèòåëåí. Ñîãëàñ-

íî ëåììå 1.2, îòîáðàæåíèå zi,1 ìîæíî ïðîãîìîòîïèðîâàòü îòíîñèòåëüíî f2(wi) òàê, ÷òîáû

îáðàç ïîëó÷åííîãî îòîáðàæåíèÿ ñîâïàäàë ñ îáðàçîì îäíîé êðèâîé. Îáîçíà÷èì ãîìîòîïèþ

zi,u, u ∈ [1, 2].
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Ðàññìîòðèì ïîäíÿòèÿ z̃i,1, z̃i,2 è z̃i,u|ht(wi) îòîáðàæåíèé zi,1, zi,2 è zi,u|a íà îðèåíòèðóþ-

ùåå íàêðûòèå M̃ . Ïîñêîëüêó ó êàæäîãî èç îòîáðàæåíèé zi,1 è zi,2 îáðàçóþùàÿ a ñîõðàíÿåò

îðèåíòàöèþ, à îáðàçóþùàÿ b ìåíÿåò, z̃i,1 è z̃i,2 ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè öèëèíäðà â M̃ .

Âûáåðåì ïîäíÿòèÿ z̃i,1, z̃i,2 èäóùèìè ìåæäó ïàðîé òî÷åê, íàêðûâàþùèõ f2(wi), â îäíîì

íàïðàâëåíèè. Ïîñêîëüêó îñíîâàíèÿ öèëèíäðà zi,u|a ñîõðàíÿþò îðèåíòàöèþ, z̃i,u|a ÿâëÿåò-

ñÿ îáîáðàæåíèåì äâóõ öèëèíäðîâ â M̃ . Ìîæíî ïðåäñòàâèòü z̃i,u|a êàê îáúåäèíåíèå äâóõ

îòîáðàæåíèé öèëèíäðîâ z̃i,u|(1)
a è z̃i,u|(2)

a , êàæäîå èç êîòîðûõ íàêðûâàåò z̃i,u|a.

Îáúåäèíåíèå îòîáðàæåíèé z̃i,1, z̃i,u|(1)
a , z̃2 è z̃i,u|(2)

a çàäàåò îòîáðàæåíèå òîðà â M̃ . Ñî-

ãëàñíî ëåììå 1.3 ñòåïåíü ýòîãî îòîáðàæåíèÿ â êàæäîé èç òî÷åê x̃
(1)
k è x̃

(2)
k ðàâíà íóëþ.

Çàìåòèì, ÷òî ðàçíèöà N(f̃1|Ci , O2,i, f2|Ci , ht(wi), xk) − N(f̃1|Ci , O2,i, f2|Ci , f2(wi), xk) ðàâíà

ñóììå ñòåïåíåé îòîáðàæåíèÿ z̃i,1 â òî÷êàõ x̃
(1)
k è x̃

(2)
k . Çàìåòèì, ÷òî îáðàç z̃i,2 ëåæèò íà

íàêðûòèè îáðàçà îäíîé êðèâîé, à çíà÷èò íå ñîäåðæèò òî÷åê x̃
(1)
k è x̃

(2)
k è åãî ñòåïåíè â

ýòèõ òî÷êàõ ðàâíû íóëþ. Íàêîíåö, ñóììà ñòåïåíåé îòîáðàæåíèÿ z̃i,u|(1)
a â òî÷êàõ x̃

(1)
k , x̃

(2)
k

ðàâíà ìèíóñ òàêîé æå ñóììå îòîáðàæåíèÿ z̃i,u|(2)
a ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 2.1. Íî â îáúåäèíÿ-

þùåì îòîáðàæåíèè òîðà îðèåíòàöèÿ öèëèíäðà â ïðîîáðàçå z̃i,u|(2)
a äîëæíà áûòü çàìåíåíà

íà ïðîòèâîïîëîæíóþ. Ïîýòîìó òðåáóåìàÿ ðàçíèöà ÷èñåë N ðàâíà ìèíóñ óäâîåííîé ñóììå

ñòåïåíåé îòîáðàæåíèÿ z̃i,u|(1)
a â òî÷êàõ x̃

(1)
k è x̃

(2)
k , à çíà÷èò ÷åòíà.

Çàìå÷àíèå 2.1. Ïóñòü f : K → M � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõ-

íîñòè K â ïîâåðõíîñòü M , è îãðàíè÷åíèå f íà ëþáóþ çàìêíóòóþ êðèâóþ ñîõðàíÿåò îðè-

åíòàöèþ. Ïóñòü f̃ (1), f̃ (2) : K → M̃ � äâà ïîäíÿòèÿ îòîáðàæåíèÿ f íà îðèåíòèðóþùåå

íàêðûòèé M̃ . Ðàññìîòðèì òî÷êó x ∈M \ Im(f |∂K) è íàêðûâàþùèå åå òî÷êè x̃(1), x̃(2). Òî-

ãäà deg(f̃ (1), OK , deg x̃(1), OM̃) = − deg(f̃ (2), OK , deg x̃(2), OM̃) äëÿ ëþáûõ îðèåíòàöèé OK ,

OM̃ íà K è M̃ .

Çàìå÷àíèå 2.1 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êàæäîìó äèñêó â ïðîîáðàçå (f̃ (1))−1(Ux̃(1)) îêðåñò-

íîñòè Ux̃(1) òî÷êè x̃(1) ñîîòâåòñòâóåò àíàëîãè÷íûé äèñê â ïðîîáðàçå (f̃ (2))−1(Ux̃(2)), ïðè÷åì

îòîáðàæåíèÿ äèñêîâ îðèåíòèðîâàííû ïðîòèâîïîëîæíî.

Òåïåðü ðàññìîòðèì åùå îäèí îïîðíûé öèêë Cj, ìåíÿþùèé îðèåíòàöèþ è äîêàæåì

dωX(f̃1|Ci , O2,i, f2|Ci , f2(wi), f2|′Ci(wi))

−dωX(f̃1|Cj , O2,j, f2|Cj , f2(wj), f2|′Cj(wj)) = 0.

Ïóñòü òî÷êè wi è wj ñîåäèíÿþòñÿ â äåðåâå T ïðîñòûì ïóòåì V , îðèåíòèðîâàííûì îò wi ê

wj. Â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè îòîáðàæåíèÿ ht ïðè êàæäîì t ∈ [1, 2], êðèâûå ht|′Ci(wi)/|ht|
′
Ci

(wi)|
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è ht|′V (wi)/|ht|′V (wi)| â T 1M íå ïåðåñåêàþòñÿ. Çíà÷èò, ht|′Ci(wi) è ht|
′
V (wi) äåëàþò îäèíàêî-

âîå ÷èñëî îáîðîòîâ îòíîñèòåëüíî X è

dωX(f̃1|Ci , O2,i, f2|Ci , ht(wi), f2|′Ci(wi))

= 2ωX(ht|′Ci(wi), O2,i)

= 2ωX(ht|′V (wi), O2,i),

ãäå ïåðâîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ëåììû 1.5. Àíàëîãè÷íî

dωX(f̃1|Cj , O2,j, f2|Cj , ht(wj), f2|′Cj(wj))

= 2ωX(ht|′Cj(wj), O2,j)

= 2ωX(ht|′V (wj), O2,j).

Çàìåòèì, ÷òî êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûå îòîáðàæåíèÿ ht|′V (wi) è ht|′V (wj) ñîåäèíåíû ãîìîòîïèåé

ht|′V (wu), ãäå òî÷êà wu ïðîáåãàåò ïóòü V . Ñîãëàñíî Ëåììå 1.5

ωX(ht|′V (wi), O2,i)

−ωX(ht|′V (wj), O2,j)

= −
K∑
k=1

iX(xk)N(ht(wi), O2,i, ht(wj), O2,j, xk).

Ïîëó÷àåì

dωX(f̃1|Ci , O2,i, f2|Ci , f2(wi), f2|′Ci(wi))

−dωX(f̃1|Cj , O2,j, f2|Cj , f2(wj), f2|′Cj(wj))

= dωX(f̃1|Ci , O2,i, f2|Ci , ht(wi), f2|′Ci(wi))

−dωX(f̃1|Cj , O2,j, f2|Cj , ht(wj), f2|′Cj(wj))

+
K∑
k=1

iX(xk)N(f̃1|Ci , O2,i, f2|Ci , ht(wi), xk)

−
K∑
k=1

iX(xk)N(f̃1|Ci , O2,i, f2|Ci , f2(wi), xk)

−
K∑
k=1

iX(xk)N(f̃1|Cj , O2,j, f2|Cj , ht(wj), xk)

+
K∑
k=1

iX(xk)N(f̃1|Cj , O2,j, f2|Cj , f2(wj), xk)
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= −2
K∑
k=1

iX(xk)N(ht(wi), O2,i, ht(wj), O2(f2(wj)), xk)

+
K∑
k=1

iX(xk)N(f̃1|Ci , O2,i, f2|Ci , ht(wi), xk)

−
K∑
k=1

iX(xk)N(f̃1|Ci , O2,i, f2|Ci , f2(wi), xk)

−
K∑
k=1

iX(xk)N(f̃1|Cj , O2,j, f2|Cj , ht(wj), xk)

+
K∑
k=1

iX(xk)N(f̃1|Cj , O2,j, f2|Cj , f2(wj), xk).

Â ñëó÷àå M = T 2 èëè Kl2 ýòî âûðàæåíèå ðàâíî íóëþ âñëåäñòâèå îòñóòñòâèÿ íóëåé ó

âåêòîðíîãî ïîëÿ X. Â ñëó÷àå M = S2 ðàâåíñòâî íóëþ ïî ìîäóëþ 2 ñëåäóåò èç iX(xk) =

2. ×òîáû äîêàçàòü ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ íóëþ â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, äîêàæåì, ÷òî äëÿ

êàæäîãî íóëÿ xk âåêòîðíîãî ïîëÿ X âûïîëíåíî

−2N(ht(wi), O2,i, ht(wj), O2,j, xk)

+N(f̃1|Ci , O2,i, f2|Ci , ht(wi), xk)−N(f̃1|Ci , O2,i, f2|Ci , f2(wi), xk)

−N(f̃1|Cj , O2,j, f2|Cj , ht(wj), xk) +N(f̃1|Cj , O2,j, f2|Cj , f2(wj), xk) = 0.

Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ÷åòíîñòè dωX , ïîêàæåì, ÷òî ýòî âûðàæåíèå ðàâíî ñòåïåíè íåêî-

òîðîãî îòîáðàæåíèÿ òîðà â M̃ . Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ÷åòíîñòè dωX , ðàçíîñòè

N(f̃1|Ci , O2,i, f2|Ci , ht(wi), xk)−N(f̃1|Ci , O2,i, f2|Ci , f2(wi), xk),

N(f̃1|Cj , O2,j, f2|Cj , ht(wj), xk)−N(f̃1|Cj , O2,j, f2|Cj , f2(wj), xk)

ðàâíû ñóììàì ñòåïåíåé îòîáðàæåíèé z̃i,1 è z̃j,1 â òî÷êàõ x̃
(1)
k è x̃

(2)
k . ×èñëî

−2N(ht(wi), O2,i, ht(wj), O2,j, xk)

ðàâíî ñóììå ñòåïåíåé îòîáðàæåíèé h̃t|(1)
V è h̃t|(2)

V , ãäå íà öèëèíäðå â ïðîîáðàçå h̃t|(1)
V îðè-

åíòàöèÿ ïðîòèâîïîëîæíà òîé, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ãîìîòîïèåé. Îáúåäèíåíèå îòîáðàæåíèé

z̃i,1, h̃t|(2)
V , z̃j,1 è h̃t|(1)

V çàäàåò îòîáðàæåíèå òîðà, ÷òî äîêàçûâàåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.
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2.5 Äîñòàòî÷íîñòü â Òåîðåìå 2.2

Äîêàæåì, ÷òî èç óñëîâèé 1-4 ñëåäóåò ðåãóëÿðíàÿ ãîìîòîïíîñòü îòîáðàæåíèé. Ñíà÷àëà

ðàññìîòðèì ñëó÷àéM = S2. Ïðîãîìîòîïèðóåì îòîáðàæåíèå f1 â f
(1)
1 òàê, ÷òîáû äëÿ êàæ-

äîãî îïîðíîãî öèêëà âûïîëíÿëîñü ωX(f
(1)
1 |Ci , OM) = ωX(f2|Ci , OM) äëÿ íåêîòîðîé îðèåí-

òàöèè OM íà M . Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîíåñòè f1|Ci ÷åðåç òî÷êó x íóæíîå ÷èñëî ðàç,

êàæäûé ðàç ìåíÿÿ ÷èñëî ωX íà 2. Ïîñëå ýòîãî èç ñôåðû ìîæíî óäàëèòü îêðåñòíîñòü

òî÷êè x è ñâåñòè òåîðåìó ê ñëó÷àþ ïëîñêîñòè, ðàçîáðàííîìó â [12].

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî ïîâåðõíîñòü M îòëè÷íà îò ñôåðû. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îòîáðà-

æåíèÿ g : G→M âìåñòå ñ ëîêàëüíîé îðèåíòàöèåé Og(v) â òî÷êå g(v). Ïàðû (g1, O1,g1(v)) è

(g2, O2,g2(v)) ãîìîòîïíû åñëè ñóùåñòâóåò ãîìîòîïèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ g1 â g2 è O1,g1(v) â O2,g2(v).

Ñíà÷àëà ïðîâåäåì ðåãóëÿðíóþ ãîìîòîïèþ ïàðû (f1, O1,f1(v)) â (f
(0)
1 , O

1,f
(0)
1 (v)

), òàêóþ ÷òîáû

âûïîëíÿëîñü f
(0)
1 (v) = f2(v) è O

1,f
(0)
1 (v)

= O2,f2(v). Ñîãëàñíî óñëîâèþ 1, ïàðû (f
(0)
1 , O1,f1(v))

è (f2, O2,f2(v)) ãîìîòîïíû. Ïóñòü îáðàç âåðøèíû v ïðîõîäèò ïðè ãîìîòîïèè ïåðåâîäÿùåé

f
(0)
1 â f2 ïóòü δ. Òîãäà δ ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ, è äëÿ êàæäîãî áàçèñíîãî îïîðíîãî öèêëà

Či ïåòëè f
(0)
1 |Či è δ−1 · f2|Či · δ ãîìîòîïíû îòíîñèòåëüíî f2(v). Ïðîâåäåì ïðîèçâîëüíóþ

ðåãóëÿðíóþ ãîìîòîïèþ ïàðû (f
(0)
1 , O

1,f
(0)
1 (v)

) â (f
(1)
1 , O

1,f
(1)
1 (v)

), ïðè êîòîðîé âåðøèíà v ïðî-

õîäèò ïóòü δ. Â ðåçóëüòàòå äëÿ êàæäîãî áàçèñíîãî îïîðíîãî öèêëà Či ïåòëè f
(1)
1 |Či è f2|Či

ãîìîòîïíû îòíîñèòåëüíî f2(v).

Ïðîâåäåì ðåãóëÿðíóþ ãîìîòîïèþ îòîáðàæåíèÿ f
(1)
1 â f

(2)
1 îòíîñèòåëüíî òî÷êè v, ÷òîáû

f
(2)
1 |T ñîâïàäàëî ñ f2|T . Ñîãëàñíî óñëîâèþ 4, ÷èñëî

dωX(f
(2)
1 |Ci , O2,f2(v), f2|Ci , f2(wi), f2|′Ci(wi))

îäèíàêîâî è ÷åòíî äëÿ âñåõ îïîðíûõ öèêëîâ Ci, ìåíÿþùõ îðèåíòàöèþ.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ìåòðèêó íà ïîâåðõíîñòè M . Ðàññìîòðèì çàìêíóòûå äèñêè

D0, D1 è D2 ìàëåíüêèõ ðàäèóñîâ ε/2, ε è 2ε ñîîòâåòñòâåííî ñ öåíòðàìè â òî÷êå Q =

f2(v). Ñ÷èòàåì, ÷òî D2 íå ñîäåðæèò íóëåé âåêòîðíîãî ïîëÿ X. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

fT : T →M , îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• îòîáðàæåíèå fT êóñî÷íî-ðåãóëÿðíî è èíúåêòèâíî,

• ImfT ⊂ D0,

• fT (v) = Q, âñå îñòàëüíûå âåðøèíû ãðàôà T ïîïàäàþò ïðè îòîáðàæåíèè fT íà ãðó-

íèöó ∂D0,
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• öèêëè÷åñêèå ïîðÿäêè ðåáåð â êàæäîé âåðøèíå ïðè îòîáðàæåíèÿõ fT , f1 è f2 ñîâïà-

äàþò.

Çàôèêñèðóåì îðèåíòàöèþ OD íà D2, ñîãëàñîâàííóþ ñ O2,f2(v).

Ïðîâåäåì êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûå ãîìîòîïèè îòîáðàæåíèé f
(2)
1 è f2, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ

îãðàíè÷åíèÿ îòîáðàæåíèé íà äåðåâî T ñîâïàäåò ñ fT . Äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîñòè òàêàÿ ãîìî-

òîïèÿ îïèñàíà â [12] (òàì âñå âåðøèíû ëåæàò íà ãðàíèöå äèñêà, çäåñü âåðøèíà v áóäåò

íàõîäèòüñÿ â öåíòðå äèñêà), íà ïðîèçâîëüíîé ïîâåðõíîñòè ïîñòðîåíèå íå îòëè÷àåòñÿ. Äà-

ëåå íà êàæäîì ðåáðå ei ïðîâåäåì ãîìîòîïèþ îòîáðàæåíèé òàê, ÷òîáû êðàÿ ðåáðà øëè ïî

ðàäèóñó îò ∂D0 äî ∂D1, à îñòàëüíàÿ ÷àñòü áûëà âíå D1. Ïîëó÷åííûå îòîáðàæåíèÿ îáî-

çíà÷èì f
(3)
1 è f

(3)
2 . Ãîìîòîïèè ìîæíî ïðîâåñòè ñîâïàäàþùèìè íà T è òàê, ÷òîáû îáðàçû

îòîáðàæåíèé íå ñîäåðæàëè íóëåé âåêòîðíîãî ïîëÿ X. ×èñëà dωX äëÿ ïàð îòîáðàæåíèé

f
(3)
1 |Ci , f

(3)
2 |Ci áóäóò òàêèìè æå, êàê äëÿ ïàð f

(2)
1 |Ci , f2|Ci òàê êàê îíè öåëûå è íåïåðåðûâíî

ìåíÿþòñÿ ïðè ãîìîòîïèè.

Åñëè ñðåäè îïîðíûõ öèêëîâ f1|Ci åñòü ìåíÿþùèå îðèåíòàöèþ, òî ïðîâåäåì äîïîëíè-

òåëüíóþ ãîìîòîïèþ. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì èçîòîïèþ Iu, u ∈ [0, 1], òîæäåñòâåííîãî àâòî-

ìîðôèçìà M â ñòåïåíü ñêðó÷èâàíèÿ Äýíà âîêðóã òî÷êè v. Ïîëîæèì àâòîìîðôèçì Iu

òîæäåñòâåííûì íà M \D2, íà äèñêå D0 çàäàäèì Iu|D0 âðàùåíèåì äèñêà íà óãîë

2πu · 1

2
dωX(f

(3)
1 |Ci , OD, f

(3)
2 |Ci , f

(3)
1 (wi), f

(3)
1 |′Ci(wi))

â ïîëîæèòåëüíîì îòíîñèòåëüíî OD íàïðàâëåíèè. Ñîãëàñíî óñëîâèþ 4, ýòî ÷èñëî íå çàâè-

ñèò îò îïîðíîãî öèêëà Ci, ìåíÿþùåãî îðèåíòàöèþ, à çíà÷èò Iu îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî. Íà

öèëèíäð D2\D1 èçîòîïèþ Iu ïðîäîëæèì íåïðåðûâíî è ëèíåéíî â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ñîãëàñíî ëåììå 1.5 âûïîëíåíî

dωX(I0 ◦ f (3)
1 |Ci , OD, I1 ◦ f (3)

1 |Ci , f
(3)
1 (wi), f

(3)
1 |′Ci(wi))

= 2ωX(〈Iu ◦ f (3)
1 (wi), (Iu ◦ f (3)

1 |Ci)′(wi)〉).

Ïî ïîñòðîåíèþ Iu, ýòî ÷èñëî ðàâíî dωX(f
(3)
1 |Ci , OD, f

(3)
2 |Ci , f

(3)
1 (wi), f

(3)
1 |′Ci(wi)). Çàìåòèì,

÷òî

dωX(I1 ◦ f (3)
1 |Ci , OD, f

(3)
2 |Ci , f

(3)
1 (wi), f

(3)
1 |′Ci(wi))

= dωX(I0 ◦ f (3)
1 |Ci , OD, f

(3)
2 |Ci , f

(3)
1 (wi), f

(3)
1 |′Ci(wi))

−dωX(I0 ◦ f (3)
1 |Ci , OD, I1 ◦ f (3)

1 |Ci , f
(3)
1 (wi), f

(3)
1 |′Ci(wi)) = 0
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äëÿ êàæäîãî îïîðíîãî öèêëà Ci, ìåíÿþùåãî îðèåíòàöèþ. Îáîçíà÷èì f
(4)
1 = I1 ◦ f (3)

1 è

f
(4)
2 = f

(3)
2 . Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ â ãðàôå ïðîñòûõ îïîðíûõ öèêëîâ, ìåíÿþùèõ îðèåíòàöèþ,

ïîëîæèì f
(4)
1 = f

(3)
1 .

Äëÿ êàæäîãî îïîðíîãî öèêëà Ci ïîñòðîèì íåêîòîðóþ âñïîìîãàòåëüíóþ ãîìîòîïèþ.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f1,i : Ci →M , ñîâïàäàþùåå ñ f
(4)
1 âíå ïðîîáðàçà äèñêà D1, à íà

ïðîîáðàçå D1 (ò.å. íà íà÷àëüíîì è êîíå÷íîì ó÷àñòêå öèêëà) èäóùåå ïî ðàäèóñó èç öåíòðà

äèñêà. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f2,i : Ci →M ïî îòîáðàæåíèþ f
(4)
2 . Çàìåòèì,

÷òî îòîáðàæåíèå f1,i ðåãóëÿðíî ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ f
(4)
1 |Ci è f2,i ðåãóëÿðíî ãîìîòîïíî

îòîáðàæåíèþ f
(4)
2 |Ci , ïðè÷åì ãîìîòîïèÿ îáùàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè wi. Çíà÷èò

dωX(f1,i, OD, f2i , OD) = dωX(f
(4)
1 |Ci , OD, f

(4)
2 |Ci , OD)

åñëè f1,i ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ, è

dωX(f1,i, OD, f2,i, f1,i(wi), f
′
1,i(wi)) = dωX(f

(4)
1 |Ci , OD, f

(4)
2 |Ci , f

(4)
1 |Ci , f

(4)
1 |′Ci(wi))

åñëè f1,i ìåíÿåò îðèåíòàöèþ.

Ðàññìîòðèì ìàëåíüêèé äèñê Db ⊂ D0, ñîäåðæàùèé òî÷êó Q íà ñâîåé ãðàíèöå, äëÿ

êîòîðîãî Int(Db) ∩ f1,i(Ci) = ∅. Çàìåòèì, ÷òî êðèâûå f1,i è f2,i èäóò èç öåíòðà Q ïî îäíîé

è òîé æå ïàðå ðàäèóñîâ, ïîýòîìó Int(Db) ∩ f2,i(Ci) = ∅. Îòîáðàæåíèå f (4)
1 ìîæíî çàðàíåå

ðåãóëÿðíî ïðîãîìîòîïèðîâàòü òàê, ÷òîáû ãîìîòîïèÿ áûëà ïîñòîÿííà íà (f
(4)
1 )−1(D1), è

îòîáðàæåíèÿ f1,i è f2,i áûëè ãîìîòîïíû â M \ (IntDb ∪ {x}) (èëè â M \ IntDb åñëè ó X íåò

íóëåé) îòíîñèòåëüíî Q, ò.å. çàäàâàëè ñîâïàäàþùèå ýëåìåíòû ãðóïïû π1(M \IntDb;Q). Òî-

ãäà ωX(f1,i, OD, f1,i(wi), f
′
1,i(wi)) = ωX(f2,i, OD, f2,i(wi), f

′
2,i(wi)), è ñîãëàñíî [3], Òåîðåìà 3.1,

ïîëó÷åííûå îòîáðàæåíèÿ áóäóò êóñî÷íî-ðåãóëÿðíî ãîìîòîïíû îòíîñèòåëüíî òî÷êè Q â

ïîâåðõíîñòè M \ (IntDb ∪ {x}) (èëè â M \ IntDb). Ðàññìîòðèì ýòó êóñî÷íî-ðåãóëÿðíóþ

ãîìîòîïèþ ft, 0 ≤ t ≤ 1. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíà ïåðåñåêàåò òî÷êó Q òîëüêî â îáðàçàõ

âåðøèíû v.

Îïðåäåëèì ãîìîòîïèþ Ptγ äëÿ ïðîèçâîëüíîé çàìêíóòîé êóñî÷íî-ðåãóëÿðíîé êðèâîé

γ : [0, 1] → M , γ(0) = γ(1) = Q, äëÿ êîòîðîé γ(u) 6= Q, u ∈ (0, 1). Çäåñü Pt ÿâëÿåòñÿ îïå-

ðàòîðîì, äåéñòâóþùèì íà ïðîñòðàíñòâå óêàçàííûõ êðèâûõ γ. Ñíà÷àëà ïîñòðîèì ãîìîòî-

ïèþ P̃tγ îòîáðàæåíèÿ γ|(0,1). Äëÿ êàæäîé òî÷êè u ∈ γ−1(M \D2), ïîëîæèì P̃tγ(u) = γ(u),

t ∈ [0, 1]. Äëÿ êàæäîé òî÷êè u ∈ γ−1(D2 \ Q) îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå îò γ(u) äî òî÷êè Q

÷åðåç r(u), 0 < r(u) ≤ 2ε. Ïîëîæèì P̃tγ(u) ðàâíûì òî÷êå â D2, ëåæàùåé íà ëó÷å èç òî÷-

êè Q â íàïðàâëåíèè γ(u) íà ðàññòîÿíèè 2ε − (2ε − r(u))(1 − 0.5t). Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà
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P̃tγ(u) äâèæåòñÿ â äèñêå D2 ëèíåéíî ïî t, ïðè t = 0 ñîâïàäàåò ñ γ(u), à ïðè t = 1 ëåæèò

íà ðàññòîÿíèè áîëåå ε îò öåíòðà Q, ò.å. P̃1γ(u) ∈ D2 \ D1. Òåïåðü ïîñòðîèì ãîìîòîïèþ

Ptγ îòîáðàæåíèÿ γ. Ïîëîæèì Ptγ(0) = Ptγ(1) = Q. Ïðè 0 < u < t/4 ïîëîæèì Ptγ(u)

ðàâíûì òî÷êå íà ðàññòîÿíèè 4εu îò òî÷êè O â íàïðàâëåíèè êàñàòåëüíîãî âåêòîðà êðèâîé

γ â òî÷êå 0. Ïðè 1− t/4 < u < 1 ïîëîæèì Ptγ(u) ðàâíûì òî÷êå íà ðàññòîÿíèè 4ε(1−u) îò

òî÷êè Q â íàïðàâëåíèè êàñàòåëüíîãî âåêòîðà êðèâîé γ â òî÷êå 1. Ïðè t/4 < u < 1 − t/4

ïîëîæèì Ptγ(u) = P̃tγ(u−t/4
1−t/2 ). Ïîëó÷åííàÿ ãîìîòîïèÿ ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ðåãóëÿðíîé.

Ïðåîáðàçóåì ãîìîòîïèþ ft. Íîâàÿ êóñî÷íî-ðåãóëÿðíàÿ ãîìîòîïèÿ áóäåò ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòüþ ãîìîòîïèé Ptf0, 0 ≤ t ≤ 1, çàòåì P1ft, 0 ≤ t ≤ 1, è çàòåì P1−tf1, 0 ≤ t ≤ 1.

Ïîëó÷åííàÿ ãîìîòîïèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè îòîáðàæåíèå

ïåðåâîäèò êðàÿ îòðåçêà â ðàäèóñû äèñêà D1.

Âåðíåìñÿ ê ïîñòðîåíèþ ãîìîòîïèè ìåæäó f
(4)
1 è f

(4)
2 . Äëÿ êàæäîãî îïîðíîãî öèêëà Ci

ìû ïîñòðîèëè âñïîìîãàòåëüíóþ êóñî÷íî-ðåãóëÿðíóþ ãîìîòîïèþ îòîáðàæåíèé f1,i è f2,i,

ïðè÷åì îòîáðàæåíèÿ fk,i è f
(4)
k |Ci , k = 1, 2, ñîâïàäàþò âíå D1 (è äàæå âíå D0) ñ òî÷íî-

ñòüþ äî ïåðåïàðàìåòðèçàöèè. Äëÿ êàæäîãî ðåáðà ei îïðåäåëèì ãîìîòîïèþ íà ïðîîáðàçå

(f
(4)
1 |ei)−1(M \D1) ñîâïàäàþùåé ñ âñïîìîãàòåëüíîé ãîìîòîïèåé äëÿ öèêëà Ci íà òàêîé æå

ïðîîáðàç. Íà äåðåâå T ãîìîòîïèþ îïðåäåëèì òîæäåñòâåííîé. Îñòàëîñü îïðåäåëèòü ãîìî-

òîïèþ íà êðàÿõ ðåáåð ei, ïåðåõîäÿùèõ ïðè f
(4)
1 â öèëèíäð D1 \ D0. Ââåäåì íà öèëèíäðå

ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû r, ϕ, r ∈ [ε/2, ε], ϕ ∈ [0, 2π]. Îïðåäåëèì ãîìîòîïèþ íà ãðàíè÷íûõ

îòðåçêàõ ei â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ñîåäèíÿþùåé ëèíåéíî óæå îïðåäåëåííûå êîíöû íà

∂D0 è ∂D1. Ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ýòîé ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè îòîáðàæåíèå îáîçíà÷èì

f
(5)
1 . Ñîãëàñíî ëåììå 1.5

dωX(f
(4)
1 , O

1,f
(4)
1 (wi)

, f
(5)
1 (wi), f

(5)
1 |′Ci(wi)) = 0

äëÿ êàæäîãî îïîðíîãî öèêëà Ci. Ñëåäîâàòåëüíî

dωX(f
(4)
1 , O

1,f
(4)
1 (wi)

, f
(5)
1 , f

(4)
1 (wi), f

(4)
1 |′Ci(wi))

= dωX(f
(5)
1 , O

1,f
(5)
1 (wi)

, f
(4)
2 , f

(5)
1 (wi), f

(5)
1 |′Ci(wi))

+dωX(f
(4)
1 , O

1,f
(4)
1 (wi)

, f
(4)
2 , f

(4)
1 (wi), f

(4)
1 |′Ci(wi)) = 0.

Îòîáðàæåíèå f
(5)
1 áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò f

(4)
2 òîëüêî íà ãðàíè÷íûõ îòðåçêàõ ðåáåð ei.

Êàæäûé ãðàíè÷íûé îòðåçîê äåëàåò íåñêîëüêî îáîðîòîâ âîêðóã D0, ïðè÷åì ãðàíè÷íûå

îòðåçêè îäíîãî ðåáðà ei äåëàþò ðàâíîå ÷èñëî îáîðîòîâ â ñèëó ωX(f1,i) = ωX(f
(4)
1 |Ci). Îò-

ðåçîê, äåëàþùèé k îáîðîòîâ â öèëèíäðå ìîæíî ðåãóëÿðíî ïðîãîìîòîïèðîâàòü â îòðåçîê,
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èäóùèé ïî ðàäèóñó ìåæäó îñíîâàíèÿìè, ñ k ïåòëÿìè (ïðè ýòîé ãîìîòîïèè êîíöû îòðåçêà

íè â êàêîé ìîìåíò âðåìåíè íå ñòàíîâÿòñÿ êàñàòåëüíûìè ê îñíîâàíèÿì öèëèíäðà). Åñ-

ëè îïîðíûé öèêë Ci ìåíÿåò îðèåíòàöèþ, òî ïåòëè íà ãðàíè÷íûõ îòðåçêàõ îäíîãî ðåáðà

ei îðèåíòèðîâàíû ïðîòèâîïîëîæíî, ïîýòîìó ìîæíî ïåòëè ñ îäíîãî êîíöà ei ïðîíåñòè íà

äðóãîé êîíåö âäîëü ðåáðà. Ïàðû ïðîòèâîïîëîæíî îðèåíòèðîâàííûõ ïåòåëü óáèðàþòñÿ

ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèåé. Åñëè îïîðíûé öèêë Ci ìåíÿåò îðèåíòàöèþ, òî

dωX(f
(4)
1 , O

1,f
(4)
1 (wi)

, f
(5)
1 , f

(4)
1 (wi), f

(4)
1 |′Ci(wi)) = 0

îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ïåòåëü. Ïîëó÷åííîå ïîñëå óáèðàíèÿ ïåòåëü îòîáðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ

f
(4)
2 . Òàêèì îáðàçîì, êóñî÷íî-ðåãóëÿðíàÿ ãîìîòîïíîñòü îòîáðàæåíèé f1 è f2 äîêàçàíà.

3 Êëàññèôèêàöèÿ ïîãðóæåíèé ãðàôîâ â ïîâåðõíîñòè ñ

òî÷íîñòüþ äî ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè

3.1 Îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòà

Êàê è ðàíåå, M � ãëàäêàÿ ñâÿçíàÿ êîìïàêòíàÿ ñâÿçíàÿ ïîâåðõíîñòü, îòëè÷íàÿ îò RP2.

ÏîâåðõíîñòüM ìîæåò áûòü îðèåíòèðóåìîé èëè íåîðèåíòèðóåìîé, çàìêíóòîé èëè ñ êðàåì.

Ïðîåêöèè pM : TM →M , pM,1 : T 1M →M è p1 : T 0M → T 1M îïðåäåëåíû â ðàçäåëå 1.1.

Îïðåäåëåíèå ωX(ξ,Ox0 , θx0). Ïóñòü S � ãðàô, ÿâëÿþùèéñÿ îðèåíòèðîâàííûì ïðî-

ñòûì öèêëîì ñ âûäåëåííîé òî÷êîé 0. Ïóñòü íà ïîâåðõíîñòè M äàíî âåêòîðíîå ïîëå X è

êóñî÷íî-ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå ξ : S → TM òàêèå, ÷òî pM(ξ(0)) = x0 è ξ(0) = X(x0) äëÿ

íåêîòîðîé òî÷êè x0 ∈M , è îáðàç pM ◦ ξ íå ñîäåðæèò íóëè âåêòîðíîãî ïîëÿ X. Ïóñòü Ox0

� íåêîòîðàÿ ëîêàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ â òî÷êå x0. Ïóñòü θx0 : [0, 1]→ T 1M � íåêîòîðûé ïóòü

â ñëîå p−1
M,1(x0), ñîåäèíÿþùèé íåïðåðûâíî òî÷êè θx0(0) = p1(X(x0)) è θx0(1) = p1(ξ(0)).

Îïðåäåëèì ÷èñëî âðàùåíèÿ ωX(ξ, Ox0 , θx0) = ωX(ξ, Ox0 , x0, ξ(x0), θx0). Îïðåäåëåíèå áóäåò

ýêâèâàëåíòíî ïðèâåäåííîìó â ðàçäåëå 1.1, íî êîðî÷å è óäîáíåå äëÿ äàííîé ñòàòüè. Äëÿ

êðàòêîñòè ìû áóäåì îïóñêàòü x0 è ξ(x0) â îáîçíà÷åíèè ÷èñëà âðàùåíèÿ.

Ïîñòðîèì ðåãóëÿðèçàöèþ ξ∗θ : S → T 1M êàê â ðàçäåëå 1.1, øàã 1 îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà

ωX(f,Ox0 , x0, f(x0), θx0). Ðàññìîòðèì ñëîé h = p−1
M,1(x0) åäèíè÷íîãî êàñàòåëüíîãî ðàññëîå-

íèÿ T 1M íàä òî÷êîé x0. Ëîêàëüëíàÿ îðèåíòàöèÿ Ox0 çàäàåò îðèåíòàöèþ íà h. Çàìåòèì,

÷òî ξ∗θ(1) = ξ∗θ(0) = p1(X(x0)) = p1(X(pM,1(ξ∗θ(0)))) = p1(X(pM,1(ξ∗θ(1)))). Ñëåäîâàòåëüíî,

îïðåäåëåíà çàìêíóòàÿ êðèâàÿ g = ξ∗θ · (p1 ◦X ◦ pM,1 ◦ ξ∗θ)−1, ãäå (p1 ◦X ◦ pM,1 ◦ ξ∗θ)−1 îáî-
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çíà÷àåò ïóòü p1 ◦ X ◦ pM,1 ◦ ξ∗θ , ïðîéäåííûé â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Çàìêíóòûé ïóòü

pM,1 ◦g = pM,1 ◦ ξ∗θ · (pM,1 ◦ ξ∗θ)−1 ñòÿãèâàåì îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíîé òî÷êè, ñëåäîâàòåëüíî g

ãîìîòîïåí hm îòíîñèòåëüíî p1(X(x0)) äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ Z. Îïðåäåëèì ÷èñëî âðà÷åíèÿ

ωX(ξ, Ox0 , θx0) = m.

Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëî âðàùåíèÿ îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò

ãîìîòîïèÿ ξt ìåæäó ñòåïåíÿìè ñëîÿ hm è hn, m,n ∈ Z, îòíîñèòåëüíî âûäåëåííîé òî÷-

êè. Ïóñòü M̃ � óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå ïîâåðõíîñòè M . Òîãäà T 1M̃ ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì

T 1M , â êîòîðîì ñëîé h íàêðûâàåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì çàìêíóòûõ êðèâûõ. Ïóñòü

h̃ � îäíà èç òàêèõ êðèâûõ. Ãîìîòîïèÿ ξt ïîäíèìàòåñÿ äî ãîìîòîïèè â T 1M̃ , ïðåîáðàçó-

þùåé h̃m â h̃n. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(T 1M̃, h̃(0)) ∼= Z ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòîì [h̃],

ñëåäîâàòåëüíî m = n.

Ïîêàæåì ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèþ èç ðàçäåëà 1.1 (èñïîëüçóÿ ââåäåííûå òàì îáî-

çíà÷åíèÿ). Â ðàçäåëå 1.1 ÷èñëî âðàùåíèÿ îïðåäåëÿëîñü êàê ñòåïåíü m â ðàçëîæåíèè

[Zf ] = bm[Xf ], èëè [Zf ·(Xf )−1] = bm. Çàìåòèì, ÷òî F](b) = [h], F (Zf ) = ξ∗θ , F (Xf ) = p1◦X◦

pM,1 ◦ ξ∗θ , ñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ [ξ∗θ · (p1 ◦X ◦pM,1 ◦ ξ∗θ)−1] = [hm] ∈ π1(T 1M, p1(X(x0)))

äëÿ òîãî æå çíà÷åíèÿ m. Ýêâèâàëåíòíîñòü äîêàçàíà.

×èñëà

N(γ1, O1, γ2, O2, x), N(γ1, O1, γ2, γt(0), x),

dωX(f1, O1, f2, O2), dωX(f1, O1, f2, δ, f1(0))

îïðåäåëåíû â ðàçäåëå 1.1. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåííûå îáîçíà÷åíèÿ:

N(γ1, O1, γ2, x) = N(γ1, O1, γ2, γ1(0), x)

â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî ïóòè γt(0) è

dωX(f1, O1, f2) = dωX(f1, O1, f2, pM(f1(0)), f1(0))

â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî ïóòè δ.

Ïóñòü G � êîíå÷íûé ñâÿçíûé ãðàô, v � íåêîòîðàÿ âåðøèíà, T � îñòîâíîå äåðåâî, è

ðåáðà âíå T íå ÿâëÿþòñÿ ïåòëÿìè è ñîåäèíÿþò ëèñòüÿ äåðåâà T . Áóäåì íàçûâàòü îðè-

åíòèðîâàííûì êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûì ïîãðóæåíèåì ïàðó (f,O) êóñî÷íî-ðåãóëÿðíîãî ïî-

ãðóæåíèÿ f : G → M è ëîêàëüíîé îðèåíòàöèè O â òî÷êå f(v). Äâà îðèåíòèðîâàííûõ

êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûõ ïîãðóæåíèÿ (f1, O1) è (f2, O2) áóäåì íàçûâàòü (ðåãóëÿðíî) ãîìîòîï-

íûìè, åñëè ñóùåñòâóåò (ðåãóëÿðíàÿ) ãîìîòîïèÿ, ïðåîáðàçóþùàÿ f1 â f2 è O1 â O2.
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Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ëîêàëüíîé îðèåíòàöèè O îáîçíà÷èì −O ïðîòèâîïîëîæíóþ ëîêàëü-

íóþ îðèåíòàöèþ. Äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî êóñî÷íî-ðåãóëÿðíîãî ïîãðóæåíèÿ (f,O) è ïðî-

èçâîëüíîé âåðøèíû u ∈ G îáîçíà÷èì Of,u ëîêàëüíóþ îðèåíòàöèþ â òî÷êå f(u), ïåðåíå-

ñåííóþ èç f(v) âäîëü f |T .

Äëÿ êàæäîé âåðøèíû u ãðàôà G îáîçíà÷èì Sdeg(u)−1 ìíîæåñòâî öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòà-

íîâîê âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû u ðåáåð, ñîñòîÿùåå èç (deg(u)− 1)! ýëåìåíòîâ. Ðàññìîòðèì

ìíîæåñòâî
∏

u∈G Sdeg(u)−1 öèêëè÷åñêèõ ïîðÿäêîâ âî âñåõ âåðøèíàõ ãðàôà G. Äëÿ êàæäî-

ãî ýëåìåíòà s ìíîæåñòâà
∏

u∈G Sdeg(u)−1 îïðåäåëåí ýëåìåíò −s, ñîñòîÿùèé èç öèêëè÷åñêèõ

ïîðÿäêîâ, îáðàòíûõ çàäàâàåìûì ýëåìåíòîì s. Åñëè â ãðàôå G åñòü âåðøèíà ñòåïåíè íå

ìåíåå 3, òî ýëåìåíòû s è −s ðàçëè÷íû. Åñëè â ãðàôå G ñòåïåíè âñåõ âåðøèí íå áîëåå 2,

òî s è −s ñîâïàäàþò, è F0 ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò f0, O0.

Íàçîâåì áàçèñíûì íàáîðîì F0 = {(fs, Os) | s ∈
∏

u∈G Sdeg(u)−1} íàáîð ïîïàðíî ãîìî-

òîïíûõ îðèåíòèðîâàííûõ êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûõ ïîãðóæåíèé (fs, Os) ñî ñëåäóþùèìè ñâîé-

ñòâàìè:

1. äëÿ êàæäîãî s ∈
∏

u∈G Sdeg(u)−1 íàáîð öèêëè÷åñêèõ ïîðÿäêîâ ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç

êàæäîé âåðøèíû u, ïðè ïîãðóæåíèè fs îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíîé îðèåíòàöèè Ofs,u
s ,

ñîâïàäàåò ñ ïîðÿäêîì, îïðåäåëÿåìûì ýëåìåíòîì s,

2. îáðàçû fs íå ñîäåðæàò íóëè âåêòîðíîãî ïîëÿ X,

3. åñëè (fs, Os) è (f−s, O−s) ãîìîòîïíû è â ãðàôå G åñòü âåðøèíà ñòåïåíè íå ìåíåå 3,

òî fs ≡ f−s è O−s = −Os.

Îáîçíà÷èì [F0] ìíîæåñòâî îðèåíòèðîâàííûõ êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûõ ïîãðóæåíèé ãîìîòîï-

íûõ ýëåìåíòàì F0.

Îïðåäåëåíèå îïîðíîãî öèêëà Ci äàíî â ðàçäåëå 2.2. Îáîçíà÷èì Co è Cn ìíîæåñòâà

îïîðíûõ öèêëîâ â ãðàôå G, íà êîòîðûõ ýëåìåíòû fs ñîõðàíÿþò è ìåíÿþò îðèåíòàöèþ

ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì |Co| è |Cn| ìîùíîñòè ýòèõ ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå invX,F0. Îïðåäåëèì èíâàðèàíò ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè îðèåíòèðîâàí-

íûõ êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûõ ïîãðóæåíèé

invX,F0 : [F0]→

(∏
u∈G

Sdeg(u)−1

)
× Z|Co| ×

(
Z|Cn|/2Z

)
, M 6= S2,

invX,F0 : [F0]→

(∏
u∈G

Sdeg(u)−1

)
× Z|Co|2 , M = S2.
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×åðåç Z|Cn|/2Z îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ èç Nn öåëûõ ÷èñåë ñ òî÷íîñòüþ äî ïðè-

áàâëåíèÿ îäèíàêîâîãî ÷åòíîãî ÷èñëà êî âñåì êîîðäèíàòàì. Ïðè |Cn| > 0 èìååì Z|Cn|/2Z ∼=

Z2 × Z|Cn|−1, ïðè |Cn| = 0 ìíîæåñòâî Z|Cn|/2Z ÿâëÿåòñÿ îäíîýëåìåíòíûì.

Ñîñòàâèì èíâàðèàíò êàê âåêòîð ñ òðåìÿ êîîðäèíàòíûìè îòîáðàæåíèÿìè:

invX,F0(f,O) = (inv1(f,O), inv2
X,F0

(f,O), inv3
X,F0

(f,O)).

Òàêæå ïðåäñòàâèì inv2
X,F0

(f,O) è inv3
X,F0

(f,O) ÷åðåç èõ êîîðäèíàòû:

inv2
X,F0

(f,O) = {inv2,i
X,F0

(f,O) | Ci ∈ Co},

inv3
X,F0

(f,O) = {inv3,i
X,F0

(f,O) | Ci ∈ Cn}.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî îòîáðàæåíèÿ inv2,i
X,F0

(f,O) èíäåêñèðóþòñÿ íîìåðàìè öèê-

ëîâ, íà êîòîðûõ ïîãðóæåíèÿ fs, (f0,s, Os) ∈ F0, ñîõðàíÿþò îðèåíòàöèþ, à inv
3,i
X,F0

(f,O) �

íîìåðàìè öèêëîâ, íà êîòîðûõ f0,s ìåíÿþò îðèåíòàöèþ.

Ïîëîæèì inv1(f,O) ðàâíûì íàáîðó öèêëè÷åñêèõ ïîðÿäêîâ ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç êàæ-

äîé âåðøèíû u, îòíîñèòåëüíî îðèåíòàöèè Of,u.

Íàçîâåì îïîðíîé âåðøèíîé wi áëèæàéøóþ ê v âåðøèíó îïîðíîãî öèêëà Ci âäîëü äå-

ðåâà T . Áóäåì ñîêðàùàòü îáîçíà÷åíèå O(f,O),wi = O
finv1(f,O),wi

inv1(f,O) . Ïîëîæèì

inv2,i
X,F0

(f,O) = dωX(finv1(f,O)|Ci , O(f,O),wi , f |Ci , Of,wi), Ci ∈ Co.

Ïóñòü îðèåíòèðîâàííûå êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûå ïîãðóæåíèÿ (f1, O1) è (f2, O2) ãîìîòîï-

íû è inv1(f1, O1) = inv1(f2, O2). Îáîçíà÷èì f̃f1,O1,f2,O2 ïðîèçâîëüíîå êóñî÷íî-ðåãóëÿðíîå

ïîãðóæåíèå, äëÿ êîòîðîãî

• (f̃f1,O1,f2,O2 , O2) ðåãóëÿðíî ãîìîòîïíî (f1, O1),

• f̃f1,O1,f2,O2|T = f2|T ,

• f̃f1,O1,f2,O2 ãîìîòîïíî f2 îòíîñèòåëüíî òî÷êè f2(v).

Îáîçíà÷èì f̃f,O,F0 = f̃f,O,finv1(f,O),Oinv1(f,O)
. Ïîëîæèì

inv3,i
X,F0

(f,O) = dωX(finv1(f,O)|Ci , O(f,O),wi , f̃f,O,F0|Ci), Ci ∈ Cn.

Â îïðåäåëåíèè inv3
X,F0

(f,O) âûáîð f̃f,O,F0 ÿâëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íûì. Ïóñòü f̃1 è f̃2

� äâà ïîãðóæåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäåëåíèþ f̃f,O,F0 . Îðèåíòèðîâàííûå êóñî÷íî-

ðåãóëÿðíûå ïîãðóæåíèÿ f̃1, Oinv1(f,O) è f̃2, Oinv1(f,O) ðåãóëÿðíî ãîìîòîïíû, ñëåäîâàòåëüíî,

ñîãëàñíî Òåîðåìå 2.2, ÷èñëî

dωX(f̃1|Ci , O(f,O),wi , f̃2|Ci)
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îäèíàêîâî è ÷åòíî äëÿ âñåõ Ci ∈ Cn. Èç

dωX(f̃1|Ci , O(f,O),wi , f̃2|Ci)

= dωX(finv1(f,O)|Ci , O(f,O),wi , f̃2|Ci)− dωX(finv1(f,O)|Ci , O(f,O),wi , f̃1|Ci)

ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëà dωX(finv1(f,O)|Ci , O(f,O),wi , f̃f,O,F0|Ci) îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ïðè-

áàâëåíèÿ îäèíàêîâîãî ÷åòíîãî ÷èñëà. Ñëåäîâàòåëüíî, inv3
X,F0

(f,O) îäíîçíà÷íî çàäàåò ýëå-

ìåíò Z|Cn|/2Z. Îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòà invX,F0 çàâåðøåíî.

3.2 Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü M � êîìïàêòíàÿ ñâÿçíàÿ ïîâåðõíîñòü, îòëè÷íàÿ îò RP 2. Ïóñòü

G � ñâÿçíûé ãðàô, v � íåêîòîðàÿ âåðøèíà, T � îñòîâíîå äåðåâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåáðà

âíå T íå ÿâëÿþòñÿ ïåòëÿìè è ñîåäèíÿþò ëèñòüÿ äåðåâà T . Ïóñòü X � âåêòîðíîå ïîëå

íà M áåç íóëåé â ñëó÷àå, êîãäà M � òîð, áóòûëêà Êëåéíà èëè ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì, è ñ

åäèíñòâåííûì íóëåì x ∈ M â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Ïóñòü äàíû áàçèñíûé íàáîð F0 îðè-

åíòèðîâàííûõ êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûõ ïîãðóæåíèé è îðèåíòèðîâàííûå êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûå

ïîãðóæåíèÿ (f1, O1) è (f2, O2), ãîìîòîïíûå ýëåìåíòàì F0, äëÿ êîòîðûõ îáðàçû f1 è f2

íå ñîäåðæàò x. Òîãäà (f1, O1) è (f2, O2) ðåãóëÿðíî ãîìîòîïíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà invX,F0(f1, O1) = invX,F0(f2, O2). Îòîáðàæåíèå inv ñþðúåêòèâíî.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü M , G, T , X, F0, fi, Oi, i = 1, 2, � êàê â òåîðåìå 3.1. Ïóñòü f2 = f1

è O2 = −O1. Îáîçíà÷èì (f0, O0) = (finv1(f1,O1), Oinv1(f1,O1)) ∈ F0.

Åñëè â ãðàôå G åñòü âåðøèíà ñòåïåíè íå ìåíåå 3, òî

inv1(f1,−O1) = −inv1(f1, O1), (3.1)

inv2,i
X,F0

(f1,−O1) = −inv2,i
X,F0

(f1, O1), Ci ∈ Co, (3.2)

inv3,i
X,F0

(f1,−O1) = −inv3,i
X,F0

(f1, O1), Ci ∈ Cn. (3.3)

Åñëè ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì öèêëîì è f1 ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ, òî îáðàçû inv1

è inv3
X,F0

ÿâëÿþòñÿ îäíîýëåìåíòíûìè, è ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî K2,i
f0,O0

, Ci ∈ Co òàêîå,

÷òî âûïîëíåíî

inv2,i
X,F0

(f1,−O1) = −inv2,i
X,F0

(f1, O1) + 2K2
f0,O0

, Ci ∈ Co. (3.4)
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×èñëî K2
f0,O0

íå çàâèñèò îò (f1, O1) è îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (3.5). Ìîæíî âûáðàòü

îðèåíòèðîâàííîå êóñî÷íî-ðåãóëÿðíîå ïîãðóæåíèå (f0, O0) â äàííîì êëàññå ãîìîòîïíî-

ñòè òàê, ÷òî ÷èñëî K2
f0,O0

áóäåò ïðèíèìàòü ëþáîå íàïåðåä çàäàííîå çíà÷åíèå, â ò.÷.

íóëåâîå.

Åñëè ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì öèêëîì è f1 ìåíÿåò îðèåíòàöèþ, òî îáðàçû inv1 è

inv2
X,F0

ÿâëÿþòñÿ îäíîýëåìåíòíûìè, è âûïîëíåíî óñëîâèå (3.3).

Îïðåäåëåíèå ¨invX,F0. Îáîçíà÷èì [F0]] ìíîæåñòâî êóñî÷íî ðåãóëÿðíûõ ïîãðóæåíèé

ãîìîòîïíûõ fs, ãäå (fs, Os) ∈ F0. Îïðåäåëèì èíâàðèàíò ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè êóñî÷íî-

ðåãóëÿðíûõ ïîãðóæåíèé

¨invX,F0(f1) = {invX,F0(f1, O1) | (f1, O1) ∼ (fs, Os)},

ãäå ìíîæåñòâî áåðåòñÿ äëÿ òåõ ëîêàëüíûõ îðèåíòàöèé O1 â òî÷êå f1(v), äëÿ êîòîðûõ îðè-

åíòèðîâàííîå êóñî÷íî-ðåãóëÿðíîå ïîãðóæåíèå (f1, O1) ãîìîòîïíî ïðîèçâîëüíîìó (fs, Os)

èç F0.

Ïóñòü M 6= S2,RP2. Åñëè (fs, Os) è (fs,−Os) íå ãîìîòîïíû, òî ëîêàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ

O1 îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, ñëåäîâàòåëüíî

¨invX,F0 : [F0]] →

(∏
u∈G

Sdeg(u)−1

)
× Z|Co| ×

(
Z|Cn|/2Z

)
, M 6= S2.

Åñëè (fs, Os) è (fs,−Os) ãîìîòîïíû, òî çíà÷åíèÿ invX,F0(f1, O1) è invX,F0(f1,−O1) ñî-

îòâåòñòâóþò îäíîìó è òîìó æå çíà÷åíèþ èíâàðèàíòà ¨invX,F0(f1), ñëåäîâàòåëüíî

¨invX,F0 : [F0]] →

((∏
u∈G

Sdeg(u)−1

)
× Z|Co| ×

(
Z|Cn|/2Z

))
/Z2, M 6= S2,

ãäå äåéñòâèå ãðóïïû Z2 îòîæäåñòâëÿåò çíà÷åíèÿ invX,F0(f1, O1) è invX,F0(f1,−O1), ñâÿ-

çàííûå ôîðìóëàìè èç òåîðåìû 3.2.

Â ñëó÷àå M = S2 îðèåíòèðîâàííûå êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûå ïîãðóæåíèå (fs, Os) íå ãîìî-

òîïíî (fs,−Os), è

¨invX,F0 : [f0]→

(∏
u∈G

Sdeg(u)−1

)
× Z|Co|2 , M = S2.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü M , G, T , X, F0, f1, f2, � êàê â òåîðåìå 3.1. Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ

f1 è f2 ãîìîòîïíû. Òîãäà f1 è f2 ðåãóëÿðíî ãîìîòîïíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

¨invX,F0(f1) = ¨invX,F0(f2). Îòîáðàæåíèå ¨invX,F0 ñþðúåêòèâíî.
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Ñëåäñòâèå 3.1. ÏóñòüM , G, T , X, F0 � êàê â òåîðåìå 3.1, è ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì

öèêëîì. Ïóñòü (f0, O0) � ïðîèçâîëüíîå îðèåíòèðîâàííîå êóñî÷íî-ðåãóëÿðíîå ïîãðóæåíèå

èç áàçèñíîãî íàáîðà F0. Òîãäà îòîáðàæåíèÿ invX,F0 è ¨invX,F0 èìåþò ñëåäóþùèå îáðàçû

â êàæäîì èç ñëó÷àåâ A, B, C, D:

A M = S2

Im(invX,F0) = Z2, Im( ¨invX,F0) = Z2,

B M 6= S2, êðèâàÿ f0 ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ, (f0, O0) ãîìîòîïíî (f0,−O0)

Im(invX,F0) = Z, Im( ¨invX,F0) = Z2,

C M 6= S2, êðèâàÿ f0 ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ, (f0, O0) íå ãîìîòîïíî (f0,−O0)

Im(invX,F0) = Z, Im( ¨invX,F0) = Z≥K2
f0,O0

,

ãäå Z≥K2
f0,O0

� ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë íå ìåíüøèõ K2
f0,O0

,

D M 6= S2, êðèâàÿ f0 ìåíÿåò îðèåíòàöèþ

Im(invX,F0) = Z2, Im( ¨invX,F0) = Z2.

3.3 Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3.1

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îðèåíòèðîâàííîãî êóñî÷íî-ðåãóëÿðíîãî îòîáðàæåíèÿ (f,O) ñ çàäàííûì

çíà÷åíèåì èíâàðèàíòà invX,F0(f,O) äîñòàòî÷íî äîáàâèòü ê ïîãðóæåíèþ finv1(f,O) íåñêîëü-

êî ìàëåíüêèõ ïåòåëü íà êàæäîì ðåáðå ei. Êàæäàÿ ìàëåíüêàÿ ïåòëÿ óâåëè÷èâàåò èëè

óìåíüøàåò íà 1, â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå inv2,i
X,F0

(f,O)

èëè inv3,i
X,F0

(f,O), íå èçìåíÿÿ îñòàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå èíâàðèàíòà. Òàêèì îáðàçîì, îòîá-

ðàæåíèå inv ñþðúåêòèâíî.

Èç ëþáîãî èç äâóõ ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèé: ðåãóëÿðíàÿ ãîìîòîïíîñòü îðèåíòèðî-

âàííûõ êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûõ ïîãðóæåíèé (f1, O1) è (f2, O2) èëè ðàâåíñòâî

invX,F0(f1, O1) = invX,F0(f2, O2),

ñëåäóåò ðàâåíñòâî

inv1
X,F0

(f1, O1) = inv1
X,F0

(f2, O2).

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâà

dωX(finv1(f1,O1)|Ci , O(f1,O1),wi , f1|Ci , O
f1,wi
1 )
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= dωX(finv1(f2,O2)|Ci , O(f2,O2),wi , f2|Ci , O
f2,wi
1 ),

dωX(finv1(f1,O1)|Ci , O(f1,O1),wi , f̃f1,O1,F0|Ci)

= dωX(finv1(f2,O2)|Ci , O(f2,O2),wi , f̃f2,O2,F0|Ci)

ýêâèâàëåíòíû

dωX(f1|Ci , O
f1,wi
1 , f2|Ci , O

f2,wi
2 ) = 0,

dωX(f̃f1,O1,F0 |Ci , O(f1,O1),wi , f̃f2,O2,F0|Ci) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî

f̃f1,O1,F0|T ≡ f̃f2,O2,F0|T ≡ finv1(f1,O1)|T .

Îðèåíòèðîâàííîå êóñî÷íî-ðåãóëÿðíîå ïîãðóæåíèå (f̃f2,O2,F0 , O0) ïîëó÷åíî èç (f2, O2) ðå-

ãóëÿðíîé ãîìîòîïèåé f2,t, t ∈ [0, 1]. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ðåãóëÿðíóþ ãîìîòîïèþ

îðèåíòèðîâàííîãî ïîãðóæåíèÿ (f̃f1,O1,F0 , O0), îãðàíè÷åíèå êîòîðîé íà äåðåâî T ñîâïàäàåò

ñ ãîìîòîïèåé f2,t|T , ãäå t ìåíÿåòñÿ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, îò 1 äî 0. Â ðåçóëüòàòå ýòîé ãî-

ìîòîïèè ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå f̃f1,O1,f2,O2 . Òàê êàê ðåãóëÿðíûå ãîìîòîïèè èç (f̃f1,O1,F0 , O0)

â (f̃f1,O1,f2,O2 , O2) è èç (f̃f2,O2,F0 , O0) â (f2, O2) ñîâïàäàþò íà äåðåâå T , òî ïðè êàæäîì çíà÷å-

íèè ïàðàìåòðà ãîìîòîïèé îïðåäåëåíî ÷èñëî dωX äëÿ îãðàíè÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðû

ïîãðóæåíèé íà Ci. Òàêèì îáðàçîì,

dωX(f̃f1,O1,F0 |Ci , O(f1,O1),wi , f̃f2,O2,F0|Ci) = dωX(f̃f1,O1,f2,O2|Ci , O
f2,wi
2 , f2|Ci),

à çíà÷èò ðàâåíñòâî

dωX(f̃f1,O1,F0|Ci , O(f1,O1),wi , f̃f2,O2,F0|Ci) = 0

ýêâèâàëåíòíî

dωX(f̃f1,O1,f2,O2|Ci , O
f2,wi
2 , f2|Ci) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ñâåëè òåîðåìó 3.1 ê Òåîðåìå 2.2.

3.4 Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3.2

Ïóñòü â ãðàôå åñòü âåðøèíà ñòåïåíè íå ìåíåå 3. Óñëîâèå (3.1) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

öèêëè÷åñêèå ïîðÿäêè â êàæäîé âåðøèíå ïðè îòîáðàæåíèè f1 îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíûõ

îðèåíòàöèé O1 è −O1 ïðîòèâîïîëîæíû.

Äîêàæåì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (3.2). Çàìåòèì, ÷òî

O(f1,−O1),wi = O
finv1(f1,−O1),wi

inv1(f1,−O1) = O
f−inv1(f1,O1),wi

−inv1(f1,O1) = −O
finv1(f1,O1),wi

inv1(f1,O1) = −O(f1,O1),wi .
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Ñëåäîâàòåëüíî

inv2,i
X,F0

(f1,−O1) = dωX(finv1(f1,−O1)|Ci , O(f1,−O1), f1|Ci ,−O
f1,wi
1 )

= dωX(finv1(f1,O1)|Ci ,−O(f1,O1), f1|Ci ,−O
f1,wi
1 ) = −inv2,i

X,F0
(f1, O1).

Äîêàæåì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (3.3). Çàìåòèì, ÷òî

f̃f1,−O1,F0 = f̃f1,−O1,finv1(f1,−O1),Oinv1(f1,−O1)
= f̃f1,−O1,finv1(f1,O1),−Oinv1(f1,O1)

= f̃f1,O1,finv1(f1,O1),Oinv1(f1,O1)
= f̃f1,−O1,F0 .

Ïðåäïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åñëè ðåãóëÿðíàÿ ãîìîòîïèÿ ïåðåâîäèò

(f1,−O1) â (f̃f1,−O1,finv1(f1,O1),−Oinv1(f1,O1)
,−Oinv1(f1,O1)), òî îíà ïîäõîäèò è ïîä îïðåäåëåíèå

ãîìîòîïèè, ïåðåâîäÿùåé (f1, O1) â (f̃f1,O1,finv1(f1,O1),Oinv1(f1,O1)
, Oinv1(f1,O1)) (ïîñëå çàáûâàíèÿ

ëîêàëüíûõ îðèåíòàöèé ó êàæäîé ãîìîòîïèè).

Ïóñòü ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì öèêëîì è f0 ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ. Äîêàæåì

âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (3.4).

inv2,i
X,F0

(f1,−O1) = dωX(f0, O0, f1,−O1)

= ωX(f0, O0)− ωX(f1,−O1)−
∑
k

iX(xk)N(f0, O0, f1,−O1, xk).

Çàìåòèì, ÷òî

ωX(f1,−O1) = −ωX(f1, O1)

è

N(f0, O0, f1,−O1, xk)

= N(f0, O0, f0,−O0, xk) +N(f0,−O0, f1,−O1, xk)

= N(f0, O0, f0,−O0, xk)−N(f0, O0, f1, O1, xk),

îòêóäà

inv2,i
X,F0

(f1,−O1) = −dωX(f0, O0, f1, O1)

+2ωX(f0, O0)−
∑
k

iX(xk)N(f0, O0, f0,−O0, xk).

×èñëî N(f0, O0, f0,−O0, xk) îïðåäåëåíî, òàê êàê (f1, O1) ãîìîòîïíî (f1,−O1), à çíà÷èò

(f0, O0) ãîìîòîïíî (f0,−O0). Îïðåäåëèì

K2
f0,O0

= ωX(f0, O0)− 1

2

∑
k

iX(xk)N(f0, O0, f0,−O0, xk). (3.5)
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Ïîêàæåì, ÷òî K2
f0,O0

∈ Z, òî åñòü
∑

k iX(xk)N(f0, O0, f0,−O0, xk) ÷åòíî. Åñëè ó âåêòîð-

íîãî ïîëÿ X íåò íóëåé, òî ñóììà íå ñîäåðæèò ñëàãàåìûõ è ðàâíà íóëþ. Åñëè M = S2,

òî ñóììà îïóñêàåòñÿ â îïðåäåëåíèè ÷èñëà dωX . Ïóñòü M 6= S2 è ó X åñòü íóëè, â ÷àñò-

íîñòè, M îòëè÷íî îò T 2 è Kl2. Ñóùåñòâóåò ãîìîòîïèÿ, ïðåîáðàçóþùàÿ êðèâóþ f0 â ñåáÿ,

íî ìåíÿþùàÿ îðèåíòàöèþ â òî÷êå f0(v). Ïóñòü îáðàç òî÷êè v ïðîõîäèò ïðè ãîìîòîïèè

ïóòü δ. Òîãäà êðèâûå f0 è δ · f0 · δ−1 ãîìîòîïíû îòíîñèòåëüíî áàçèñíîé òî÷êè. Ñîãëàñ-

íî Ëåììå 3.1, êðèâûå δ è f0 ãîìîòîïíû îòíîñèòåëüíî áàçèñíîé òî÷êè öåëûì ñòåïåíÿì

îäíîé êðèâîé: δ ∼ am, f0 ∼ an. Êðèâàÿ δ ìåíÿåò îðèåíòàöèþ, ñëåäîâàòåëüíî a ìåíÿåò

îðèåíòàöèþ. Êðèâàÿ f0 ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ, ñëåäîâàòåëüíî n ÷åòíî. Çàìåòèì, ÷òî

N(f0, O0, f0,−O0, xk) = N(f0, O0, a
n, O0, xk)

+N(an, O0, a
n,−O0, xk) +N(an,−O0, f0,−O0, xk).

Êðèâóþ an ìîæíî ïðîãîìîòîïèðîâàòü â ñåáÿ �ïðîêðó÷èâàÿ� âäîëü ñåáÿ, ò.å. áåðÿ êîì-

ïîçèöèþ ñ âðàùåíèåì ïðîîáðàçà. Òàêàÿ ãîìîòîïèÿ ìåíÿåò îðèåíòàöèþ â îáðàçå òî÷êè v

è íå ïåðåñåêàåò íóëè âåêòîðíîãî ïîëÿ X, ñëåäîâàòåëüíî

N(an, O0, a
n,−O0, xk) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî

N(an,−O0, f0,−O0, xk) = −N(f0,−O0, a
n,−O0, xk)

= N(f0, O0, a
n, O0, xk).

Ñëåäîâàòåëüíî

K2
f0,O0

= ωX(f0, O0)−
∑
k

iX(xk)N(f0, O0, a
n, O0, xk).

Ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîå çíà÷åíèåK2
f0,O0

, äîáàâëÿÿ ìàëåíüêèå ïåòëè ê f0. Êàæäàÿ ïåòëÿ

óâåëè÷èâàåò èëè óìåíüøàåò ωX(f0, O0) íà åäèíèöó â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ è íå

ìåíÿåò
∑

k iX(xk)N(f0, O0, a
n, O0, xk). Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (3.4) äîêàçàíî.

Ïóñòü ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì öèêëîì è f0 ìåíÿåò îðèåíòàöèþ. Äîêàæåì âû-

ïîëíåíèå óñëîâèÿ (3.3). Îïðåäåëèì ÷èñëî

K3
f0,O0

= dωX(f0, O0, f̃f1,O1,f0,O0) + dωX(f0, O0, f̃f1,−O1,f0,O0).

Òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî K3
f0,O0

÷åòíîå.
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Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì (f1, O1) ÷åòíîñòü ÷èñëà K3
f0,O0

íå çàâè-

ñèò îò âûáîðà f̃f1,O1,f0,O0 è f̃f1,−O1,f0,O0 . Ðàññìîòðèì äâà ïðîèçâîëüíûõ ïîãðóæåíèÿ f̃
(1)
+ ,

f̃
(2)
+ , óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäåëåíèþ f̃f1,O1,f0,O0 , à òàêæå äâà ïîãðóæåíèÿ f̃

(1)
− , f̃

(2)
− , óäî-

âëåòâîðÿþùèõ îïðåäåëåíèþ f̃f1,−O1,f0,O0 . Ðàññìîòðèì ÷èñëà K3
f0,O0

, îïðåäåëåííûå ïî ýòèì

îòîáðàæåíèÿì:

K
3,(1)
f0,O0

= dωX(f0, O0, f̃
(1)
+ ) + dωX(f0, O0, f̃

(1)
− ),

K
3,(2)
f0,O0

= dωX(f0, O0, f̃
(2)
+ ) + dωX(f0, O0, f̃

(2)
− ).

Ðàññìîòðèì èõ ðàçíîñòü

K
3,(2)
f0,O0

− 2K
3,(1)
f0,O0

= dωX(f0, O0, f̃
(2)
+ )− dωX(f0, O0, f̃

(1)
+ )

+dωX(f0, O0, f̃
(2)
− )− dωX(f0, O0, f̃

(1)
− )

= dωX(f̃
(1)
+ , O0, f̃

(2)
+ ) + dωX(f̃

(1)
− , O0, f̃

(2)
− ).

Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îðèåíòèðîâàííûå êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûå ïîãðóæåíèÿ

(f
(1)
+ , O0) è (f

(2)
+ , O0) ðåãóëÿðíî ãîìîòîïíû. Èç Òåîðåìû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëà

dωX(f
(1)
+ , O0, f̃

(2)
+ ), dωX(f

(1)
− , O0, f̃

(2)
− )

÷åòíû. Òàêèì îáðàçîì, ÷åòíîñòü ÷èñëàK3
f0,O0

íå çàâèñèò îò âûáîðà f̃f1,O1,f0,O0 è f̃f1,−O1,f0,O0 .

Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà, ÿâëÿþùàÿñÿ ðàññìîòðåíèåì äîïîëíèòåëü-

íîãî ñëó÷àÿ ê Ëåììå 1.5.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü M � êîìïàêòíàÿ ïàâåðõíîñòü, pM : TM → M � êàñàòåëüíîå ðàñ-

ñëîåíèå. Ïóñòü íà M çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå X ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì íóëåé, è ðåãóëÿðíàÿ

ãîìîòîïèÿ ξt, t ∈ [0, 1], êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûõ îòîáðàæåíèé ξ0, ξ1 : S1 → TM , ãäå pM ◦ξt íå

ïðîõîäèò ÷åðåç íóëè âåêòîðíîãî ïîëÿ X. Ïóñòü pM ◦ ξi, i = 0, 1, ìåíÿþò îðèåíòàöèþ,

âûïîëíåíî ξ0(0) = ξ1(0), è ïóòü pM ◦ ξt(0), t ∈ [0, 1], ìåíÿåò îðèåíòàöèþ. Ïóñòü çàäàíû

ïðîèçâîëüíàÿ ëîêàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ O â òî÷êå x0 = pM(ξ0(0)) è ïóòü θ : [0, 1]→ T 1M â

ñëîå p−1
M,1(x0), θ(0) = p1(X(x0)), θ(1) = p1(ξ(0)). Òîãäà

ωX(ξ0, O, θ) + ωX(ξ1, O, θ) = 2ωX(ξt(0), O, θ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü h = p−1
M,1(x0) � ñëîé åäèíè÷íîãî êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ T 1M

íàä òî÷êîé x0 ñ îðèåíòàöèåé, çàäàííîé ëîêàëüíîé îðèåíòàöèåé O è íà÷àëüíîé òî÷êîé
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p1(X(x0)). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ÷èñëà âðàùåíèÿ, ñëåäóþùèå ïàðû êðèâûõ ãîìîòîïíû

îòíîñèòåëüíî áàçèñíîé òî÷êè

θ · ξ0 · θ−1 ·X(p1(ξ0))−1 ∼ hωX(ξ0,O,θ), (3.6)

θ · ξt(1) · θ−1 ·X(p1(ξt(1)))−1 ∼ hωX(ξt(1),O,θ), (3.7)

θ · ξt(0) · θ−1 ·X(p1(ξt(0)))−1 ∼ hωX(ξt(0),O,θ), (3.8)

θ · ξ1 · θ−1 ·X(p1(ξ1))−1 ∼ hωX(ξ1,O,θ). (3.9)

Çàìåòèì, ÷òî êðèâûå

ξ0 · ξt(1) ∼ ξt(0) · ξ1

è

X(pM(ξ0)) ·X(pM(ξt(1))) ∼ X(pM(ξt(0))) ·X(pM(ξ1))

ãîìîòîïíû îòíîñèòåëüíî êîíöîâ, à çíà÷èò êðèâûå

θ · ξ0 · θ−1 · θ · ξt(1) · θ−1 ·X(p1(ξt(1)))−1 ·X(p1(ξ0))−1

∼ θ · ξt(0) · θ−1 · θ · ξ1 · θ−1 ·X(p1(ξ1))−1 ·X(p1(ξt(0)))−1

ãîìîòîïíû îòíîñèòåëüíî áàçèñíîé òî÷êè. Ðàññìîòðèì ñåðèþ ãîìîòîïèé îòíîñèòåëüíî áà-

çèñíîé òî÷êè

θ · ξ0 · θ−1 · θ · ξt(1) · θ−1 ·X(p1(ξt(1)))−1 ·X(p1(ξ0))−1

∼ θ · ξ0 · θ−1 · hωX(ξt(1),O,θ) ·X(p1(ξ0))−1

∼
(
θ · ξ0 · θ−1 ·X(p1(ξ0))−1

)
·
(
X(p1(ξ0)) · hωX(ξt(1),O,θ) ·X(p1(ξ0))−1

)
∼ hωX(ξ0,O,θ) ·

(
X(p1(ξ0)) · hωX(ξt(1),O,θ) ·X(p1(ξ0))−1

)
∼ hωX(ξ0,O,θ) · h−ωX(ξt(1),O,θ).

Ïîñëåäíÿÿ ãîìîòîïíîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî çàìêíóòûé ïóòü pM(X(p1(ξ0))) = pM(ξ0)

ìåíÿåò îðèåíòàöèþ. Àíàëîãè÷íî

θ · ξt(0) · θ−1 · θ · ξ1 · θ−1 ·X(p1(ξ1))−1 ·X(p1(ξt(0)))−1

∼ hωX(ξt(0),O,θ) · h−ωX(ξ1,O,θ).

Ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

ωX(ξ0, O, θ)− ωX(ξt(1), O, θ) = ωX(ξt(0), O, θ)− ωX(ξ1, O, θ).
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Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî êðèâûå ξt(0) è ξt(1) ñîâïàäàþò. Ëåììà 3.1 äîêàçàíà.

Ñóùåñòâóåò ãîìîòîïèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ îðèåíòèðîâàííîå êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûå ïîãðóæå-

íèå (f0, O0) â (f0,−O0). Òî÷êà v ïðîõîäèò ïðè ýòîé ãîìîòîïèè íåêîòîðûé ïóòü δ, êîòîðûé

ìîæíî âûáðàòü ðåãóëÿðëíûì. Îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíóþ ãîìîòîïèþ F±,t,0, t ∈ [0, 1],

ÿâëÿþùóþñÿ àíàëîãîì ñòàíäàðòíîé ãîìîòîïèè, ïðåîáðàçóþùåé íåêîòîðóþ êðèâóþ γ â

êðèâóþ δ ·γ ·δ−1. Ïîëîæèì F±,0,0 = f̃f1,O1,f0,O0 . Íà åäèíñòâåííîì ðåáðå ei âíå îñòîâíîãî äå-

ðåâà T âûäåëèì ñðåäíþþ òðåòü ẽi è îïðåäåëèì F±,t,0 íà ẽi êàê ðàâíîìåðíîå ðàñòÿãèâàíèå

âäîëü F±,t,0|ei . Çàìåòèì, ÷òî G \∪ẽi ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì. Äëÿ êàæäîé òî÷êè u ∈ G \ ẽi îïðå-

äåëèì ïóòü lu êàê íåñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ ïóòü îò u äî âåðøèíû v âäîëü äåðåâà G \ ∪ẽi.

Îïðåäåëèì F±,t,0|T (u), t ∈ [0, 1], êàê ïóòü F±,0,0|lu ·δ ·F±,0,0|−1
lu
, ãäå êàæäûé èç ïóòåé F±,0,0|lu ,

δ, F±,0,0|−1
lu

ïðîõîäèòñÿ çà òðåòü âðåìåíè. Ïóñòü u1, u2 � äâå òî÷êè îäíîãî ðåáðà ei, ãäå u1 ÿâ-

ëÿåòñÿ âåðøèíîé, à u2 � áëèæàéøàÿ ê íåé òî÷êà ẽi. Ïóñòü [u2, u1] � íåñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ

ïóòü, ñîåäèíÿþùèé u2 è u1 ïî ðåáðó ei. Îïðåäåëèì F±,1,0|[u2,u1] = F±,0,0|lu1
· δ · F±,0,0|−1

lu1
.

Îïðåäåëèì ãîìîòîïèþ F±,t,0 íà îòðåçêå [u2, u1] êàê ïðåîáðàçîâàíèå èç f̃f1,O1,f0,O0|[u2,u1] â

F±,1,0|[u2,u1] = F±,0,0|lu1
· δ · F±,0,0|−1

lu1
âäîëü îáúåäèíÿþùåãî ïóòè F±,0,0|lu2

· δ · F±,0,0|−1
lu1
.

Ãîìîòîïèÿ F±,t,0 íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé. Îíà ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â ðåãóëÿðíóþ

ãîìîòîïèåé â ìàëîé îêðåñòíîñòè îáðàçà. Òî÷íåå, ðàññìîòðèì ãîìîòîïèþ F±,t,s : G×[0, 1]×

[0, 1]→M , ãäå t, s ∈ [0, 1], ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• F±,0,s = f̃f1,O1,f0,O0 , s ∈ [0, 1],

• F±,t,1 êóñî÷íî-ðåãóëÿðíî, t ∈ [0, 1],

• F±,1,1|T = F±,1,0|T ,

• F±,t,s íå ïåðåñåêàåò íóëè âåêòîðíîãî ïîëÿ X.

Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå F±,1,1 óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ f̃f1,−O1,f0,O0 .

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òîãî, ÷òî ÷èñëî K3
f0,O0

ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì. Îáîçíà÷èì f̃+ =

f̃f1,O1,f0,O0 è f̃− = f̃f1,−O1,f0,O0 = F±,1,1.

2K3
f0,O0

= dωX(f0, O0, f̃+) + dωX(f0, O0, f̃−)

= ωX(f0, O0, θ)− ωX(f̃+, O0, θ) + ωX(f0, O0, θ)− ωX(f̃−, O0, θ)

−
∑
k

iX(xk)N(f0, O0, f̃+, xk)−
∑
k

iX(xk)N(f0, O0, f̃−, xk).
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Ãîìîòîïèÿ F±,t,1, t ∈ [0, 1], ìåæäó êðèâûìè f+ è f− íå ïåðåñåêàåò íóëè âåêòîðíîãî ïîëÿ

X. Ñîãëàñíî ëåììå 3.1à

ωX(f̃+, O0, θ) + ωX(f̃−, O0, θ) = 2ωX(ξt(v), O0, θ),

ãäå ξt,i(wi) � âåêòîð ñêîðîñòè êðèâîé F±,t,1 â òî÷êå v. Çàìåòèì, ÷òî

N(f0, O0, f̃+, xk) +N(f0, O0, f̃−, xk)

= 2N(f0, O0, f̃+, xk) +N(f̃+, O0, f̃−, xk).

Åñëè ó âåêòîðíîãî ïîëÿ X íåò íóëåé, òî∑
iX(xk)N(f̃+, O0, f̃−, xk) = 0. (3.10)

Ïóñòü ó âåêòîðíîãî ïîëÿ X åñòü íóëè, â ÷àñòíîñòè, M îòëè÷íî îò T 2 è Kl2. Âûïîëíÿåòñÿ

N(f̃+, O0, f̃−, xk) = N(f̃+, O0, F±,1,0, xk) +N(F±,1,0, O0, f̃−, xk).

Ãîìîòîïèÿ F±,1,u, u ∈ [0, 1], íå ïåðåñåêàåò íóëè âåêòîðíîãî ïîëÿ X, ñëåäîâàòåëüíî

N(F±,1,0, O0, f̃−, xk) = 0.

Ïî ïîñòðîåíèþ

F±,1,0 = δ−1 · f̃+ · δ.

Ãîìîòîïèþ ìåæäó f̃+ è F±,1,0, ñîõðàíÿþùóþ òî÷êó f̃+(v), ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îòîá-

ðàæåíèå òîðà â ïîâåðõíîñòü M , ãäå îòîáðàæåíèå íà îáðàçóþùèõ òîðà ñîâïàäàåò ñ f̃+ è δ.

Ñîãëàñíî Ëåììå 1.2, ýòî îòîáðàæåíèå ìîæíî ïðîãîìîòîïèðîâàòü òàê, ÷òî îáðàçîì áóäåò

êðèâàÿ, à çíà÷èò

N(f̃+, O0, F±,1,0, xk) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå íàëè÷èÿ íóëåé ó X òàêæå âûïîëíåíî ðàâåíñòâî 3.10. Ïîëó÷àåì

K3
f0,O0

= ωX(f0, O0, θ)

−ωX(ξt(v), O0, θ)−
∑
k

iX(xk)N(f0, O0, f̃+, xk).

Ìû äîêàçàëè, ÷òî K3
f0,O0

÷åòíî.
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3.5 Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3.3

Ïóñòü (fs, Os) è (fs,−Os) íå ãîìîòîïíû. Òîãäà ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå ëîêàëüíûå îðè-

åíòàöèè O1, O2, ÷òî îðèåíòèðîâàííûå êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûå ïîãðóæåíèÿ (f1, O1) è (f2, O2)

ïðèíàäëåæàò F0.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíàÿ ãîìîòîïèÿ, ïðåîáðàçóþùàÿ f1 â f2. Òîãäà îíà ïðåîáðà-

çóåò O1 â O2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 3.1 âûïîëíåíî invX,F0(f1, O1) = invX,F0(f2, O2), à

çíà÷èò

¨invX,F0(f1) = {invX,F0(f1, O1)} = {invX,F0(f2, O2)} = ¨invX,F0(f2).

Îáðàòíî, ïóñòü ¨invX,F0(f1) = ¨invX,F0(f2). Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ ëîêàëüíûõ îðèåíòà-

öèé O1, O2 âûïîëíåíî invX,F0(f1, O1) = invX,F0(f2, O2). Ïî òåîðåìå 3.1 îðèåíòèðîâàííûå

êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûå ïîãðóæåíèÿ (f1, O1) è (f2, O2) ðåãóëÿðíî ãîìîòîïíû.

Ïóñòü òåïåðü (fs, Os) è (fs,−Os) ãîìîòîïíû. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ëîêàëüíóþ

îðèåíòàöèþ O1 â òî÷êå f1(v).

Ïóñòü f1 ðåãóëÿðíî ãîìîòîïíî f2. Òîãäà (f1, O1) ðåãóëÿðíî ãîìîòîïíî (f2, O2) äëÿ íåêî-

òîðîé ëîêàëüíîé îðèåíòàöèè O2 â òî÷êå f2(v). Ïî òåîðåìå 3.1 âûïîëíåíî invX,F0(f1, O1) =

invX,F0(f2, O2). Ïî òåîðåìå 3.2 òàêæå âûïîëíåíî invX,F0(f1,−O1) = invX,F0(f2,−O2), à

çíà÷èò

¨invX,F0(f1) = {invX,F0(f1, O1), invX,F0(f1,−O1)}

= {invX,F0(f2, O2), invX,F0(f1,−O1)} = ¨invX,F0(f2).

Îáðàòíî, ïóñòü ¨invX,F0(f1) = ¨invX,F0(f2). Òîãäà äëÿ íåêîòîðîé ëîêàëüíîé îðèåíòàöèè

O2 â òî÷êå f2(v) âûïîëíåíî

invX,F0(f1, O1) = invX,F0(f2, O2),

invX,F0(f1,−O1) = invX,F0(f2,−O2).

Ïî òåîðåìå 3.1 îðèåíòèðîâàííûå êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûå ïîãðóæåíèÿ (f1, O1) è (f2, O2) ðåóã-

ëÿðíî ãîìîòîïíû, à çíà÷èò f1 è f2 ðåãóëÿðíî ãîìîòîïíû.

Èç ñþðúåêòèâíîñòè invX,F0 ñëåäóåò ñþðúåêòèâíîñòü ¨invX,F0 . Òåîðåìà 3.3 äîêàçàíà.
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4 Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñêðó÷èâàíèé Äýíà

4.1 Îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü M � êîìïàêòíàÿ ñâÿçíàÿ ïîâåðõíîñòü. Ðàññìîòðèì äâóñòîðîííþþ (ò.å. ñîõðàíÿþ-

ùóþ îðèåíòàöèþ) ïðîñòóþ çàìêíóòóþ êðèâóþ γ íà M . Ñêðó÷èâàíèåì Äýíà [22] âäîëü γ

íàçûâàåòñÿ ãîìåîìîðôèçìM íà ñåáÿ, êîòîðûé åñòü ðåçóëüòàò ðàçðåçàíèÿ ïîâåðõíîñòèM

âäîëü γ, ñêðó÷èâàíèåì îäíîãî èç ïîëó÷åííûõ êîíöîâ íà 2π è ïðèêëåèâàíèåì îáðàòíî. Íî-

ñèòåëü ãîìåîìîðôèçìà (ò.å. çàìûêàíèå ìíîæåñòâà òî÷åê, íå ÿâëÿþùèõñÿ íåïîäâèæíûìè

òî÷êàìè ãîìåîìîðôèçìà) ëåæèò â öèëèíäðå, îñíîâàíèÿ êîòîðîãî ãîìîòîïíû γ êàê êðèâûå

â ýòîì öèëèíäðå. Â êîîðäèíàòàõ (θ, h), θ ∈ [0; 2π], h ∈ [0; 1], íà öèëèíäðå ãîìåîìîðôèçì

èìååò âèä (θ, h) 7→ (θ + 2πh, h).

Äëÿ çàäàíèÿ ñêðó÷èâàíèÿ Äýíà íåîáõîäèìà ëîêàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ â îêðåñòíîñòè êðè-

âîé γ. Äëÿ äàííîé ëîêàëüíîé îðèåíòàöèè ìîæíî âûáðàòü êîîðäèíàòû (θ, h), θ ∈ [0; 2π],

h ∈ [0; 1], íà öèëèíäðå âîçëå êðèâîé γ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûìè. Ïðè çàìåíå

ëîêàëüíîé îðèåíòàöèè ïîñòðîåííîå òàêèì îáðàçîì ñêðó÷èâàíèå Äýíà áóäåò ìåíÿòüñÿ íà

ãîìîòîïíîå îáðàòíîìó.

Ñêðó÷èâàíèå Äýíà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïðîñòåéøèõ ãîìåîìîðôèçìîâ, íå ãîìîòîïíûõ

òîæäåñòâåííîìó (åñëè êðèâàÿ γ íå îãðàíè÷èâàåò íà ïîâåðõíîñòè M äèñê, öèëèíäð èëè

ëèñò Ìåáèóñà), ïîýòîìó îíî ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ (ïîäðîáíåå ñì. [24]).

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàçäåëà � òåîðåìà 4.1. Â ñëó÷àå îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòèM îí

ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèåì êëàññè÷åñêîãî, ñì. [18], ëåììà 2.1(1), õîòÿ àâòîðó íå óäàëîñü íàéòè

îïóáëèêîâàííîãî äîêàçàòåëüñòâà. Â ñëó÷àå íåîðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè M ðåçóëüòàò

íîâûé.

4.2 Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Homeo(M ; ∂M) ïðîñòðàíñòâî ãîìåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòè M , òîæäå-

ñòâåííûõ íà ∂M , à ÷åðåç Homeo0(M ; ∂M) ⊂ Homeo(M ; ∂M) � êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè

òîæäåñòâåííîãî ãîìåîìîðôèçìà â Homeo(M ; ∂M). Ïóñòü πM := πfr(M) t π(M,∂M), ãäå

πfr(M) � ïðîñòðàíñòâî êëàññîâ ñâîáîäíûõ ïåòåëü, ò.å. ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ îòîáðà-

æåíèé îêðóæíîñòè âM , à π(M,∂M) � ïðîñòðàíñòâî êëàññîâ ïóòåé âM ñ êîíöàìè íà ∂M

ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèé ñ ôèêñèðîâàííûìè êîíöàìè.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü M � êîìïàêòíàÿ ñâÿçíàÿ ïîâåðõíîñòü îòðèöàòåëüíîé ýéëåðîâîé
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õàðàêòåðèñòèêè (îðèåíòèðóåìàÿ èëè íåò, ñ êðàåì èëè áåç). Ïóñòü {γi}ni=1 � êîíå÷íûé

íàáîð ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîñòûõ çàìêíóòûõ äâóñòîðîííèõ êðèâûõ â Int(M),

òàêîé ÷òî ëþáàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà M \ (∪γi) íå ÿâëÿåòñÿ íè îò-

êðûòûì äèñêîì, íè îòêðûòûì öèëèíäðîì, íè âíóòðåííîñòüþ ëèñòà Ìåáèóñà. Ïóñòü

tγi ∈ Homeo(M ; ∂M) � ñêðó÷èâàíèÿ Äýíà âäîëü êðèâûõ γi. Òîãäà

1) êëàññû [tγi ] ∈ Homeo(M ; ∂M)/Homeo0(M ; ∂M) ýòèõ ãîìåîìîðôèçìîâ ïîðîæäàþò

ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïå ðàíãà, ðàâíîãî êîëè÷åñòâó êðèâûõ;

2) ëþáàÿ íåòîæäåñòâåííàÿ êîìïîçèöèÿ öåëûõ ñòåïåíåé óêàçàííûõ ãîìåîìîðôèçìîâ

íåòðèâèàëüíî äåéñòâóåò íà ïðîñòðàíñòâå πM ;

3) ñóùåñòâóåò íàáîð ïðîñòûõ êðèâûõ γ̂i, 1 ≤ i ≤ n, êëàññîâ [γ̂i] ∈ πM òàêîé, ÷òî

êðèâûå γi è γ̂j íå ïåðåñåêàþòñÿ ïðè i 6= j è êðèâûå γ̂i è tkγi γ̂i íå ãîìîòîïíû ïðè ëþáîì

k 6= 0.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäàÿ êðèâàÿ γi, ãîìîòîïíàÿ êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè êðàÿ,

âñÿ ïðîõîäèò ïî êðàþ. Íàáîð êðèâûõ γi ìîæíî äîïîëíèòü äî òàêîãî íàáîðà, ÷òî êàæäàÿ

êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà M \ ∪iγi ÿâëÿåòñÿ ëèáî ñôåðîé ñ òðåìÿ ïðîêîëàìè, ëè-

áî îòêðûòûì öèëèíäðîì ñ ïëåíêîé Ìåáèóñà, ëèáî îòêðûòûì äèñêîì ñ äâóìÿ ïëåíêàìè

Ìåáèóñà (ò.å. èìååò ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó −1). Òàêîé íàáîð êðèâûõ íàçîâåì ìàêñè-

ìàëüíûì. Òåîðåìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ ìàêñèìàëüíîãî íàáîðà.

Çàìå÷àíèå 4.1. Ïðîâåðèì, âûïîëíåíà ëè òåîðåìà äëÿ ïîâåðõíîñòè ñ χ(M) ≥ 0. Åñëè

ïîâåðõíîñòü M ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé, äèñêîì, ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòüþ èëè ëèñòîì Ìåáè-

óñà, òî íà íåé âîçìîæåí òîëüêî ïóñòîé íàáîð êðèâûõ γi. Åñëè ïîâåðõíîñòüM ÿâëÿåòñÿ

òîðîì, òî ìàêñèìàëüíûé íàáîð ñîñòîèò èç îäíîé êðèâîé γ1. Òîãäà âûáåðåì êðèâóþ γ̂1 ñ

åäèíè÷íûì èíäåêñîì ïåðåñå÷åíèÿ ñ êðèâîé γ1. Êðèâàÿ t
k
γ1
γ̂1 èìååò èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ k ñ

êðèâîé γ1, ïîýòîìó ïðè ðàçíûõ k òàêèå êðèâûå íåãîìîòîïíû è òåîðåìà îñòàåòñÿ âåðíà.

Åñëè ïîâåðõíîñòü M ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðîì, òî òåîðåìà òàêæå âåðíà. Äîêàçàòåëüñòâî

àíàëîãè÷íî, òîëüêî êðèâàÿ γ̂1 èäåò îò îäíîé ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè äî äðóãîé. Ñëó÷àé,

êîãäà ïîâåðõíîñòü M � áóòûëêà Êëåéíà, ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì, êîãäà òåîðåìà íå

âûïîëíÿåòñÿ. Ìàêñèìàëüíûé íàáîð ñîñòîèò èç îäíîé êðèâîé γ1, äîïîëíåíèå äî êîòîðîé

ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðîì. Ïðåäñòàâèì t2γ1
êàê êîìïîçèöèþ äâóõ ñêðó÷èâàíèé Äýíà â ïðèìû-

êàþùèõ öèëèíäðàõ. Ïðîíåñåì îäèí èç öèëèíäðîâ âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñêðó÷èâà-

íèåì ÷åðåç âñþ áóòûëêó Êëåéíà. Îðèåíòàöèÿ öèëèíäðà èçìåíèòñÿ, à çíà÷èò, ñêðó÷èâà-

íèå Äýíà çàìåíèòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå. Ïîëó÷èëàñü ãîìîòîïèÿ t2γ1
∼ tγ1t

−1
γ1
∼ id. Ïðè
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ýòîì îäíî ñêðó÷èâàíèå Äýíà íå ãîìîòîïíî òîæäåñòâåííîìó, òàê êàê ñóùåñòâóåò êðè-

âàÿ γ̂1, èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ êîòîðîé ñ ñîáîé ðàâåí 1 mod 2, à èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ ñ tγ1 γ̂1

ðàâåí 0 mod 2. Òàêèì îáðàçîì, ñêðó÷èâàíèå Äýíà ïîðîæäàåò ãðóïïó ãîìåîìîðôíóþ Z2.

Çàìå÷àíèå 4.2. Â [23] äàíî îïðåäåëåíèå ìàðêèðîâêè íà êîìïàêòíîé îðèåíòèðóåìîé

ïîâåðõíîñòè S áåç êðàÿ ñ ïðîêîëàìè. Åñëè â ñëó÷àå îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè M

óäàëèòü èç M âñå êîìïîíåíòû êðàÿ, à èç íàáîðà {(γ1, γ̂1), . . . , (γn, γ̂n)} âûêèíóòü âñå

êðèâûå γi, ãîìîòîïíûå êðàþ, è ñîîòâåòñòâóþùèå êðèâûå γ̂i (îïèñàííûå â äîêàçàòåëü-

ñòâå òåîðåìû), òî ïîëó÷èòñÿ ìàðêèðîâêà îñòàâøåéñÿ ïîâåðõíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, åñëè

∂M = ∅, òî íàáîð {(γ1, γ̂1), . . . , (γn, γ̂n)} ÿâëÿåòñÿ ìàðêèðîâêîé íà M . Â îáùåì ñëó÷àå

íàáîð {(γ1, γ̂1), . . . , (γn, γ̂n)} ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ìàðêèðîâêè äëÿ íåîðèåíòè-

ðóåìîé ïîâåðõíîñòè ñ êðàåì.

4.3 Ãðàô Θ, äâîéñòâåííûé íàáîðó îêðóæíîñòåé γi

Â ïï. 4.3, 4.4, 4.5 ïîâåðõíîñòü M îðèåíòèðóåìà, {γi}ni=1 � ìàêñèìàëüíûé íàáîð. Ïîñòðî-

èì ãðàô Θ = ΘM,{γi}. Êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà M \ ∪iγi áóäåò îòâå÷àòü

âåðøèíà ñòåïåíè 3, êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà ∂M � âåðøèíà ñòåïåíè

1. Äâå âåðøèíû ñîåäèíèì k ðåáðàìè, åñëè çàìûêàíèÿ îòâå÷àþùèõ âåðøèíàì ìíîæåñòâ

ïåðåñåêàþòñÿ ïî k îêðóæíîñòÿì. Êàæäîé îêðóæíîñòè γi, ëåæàùåé â çàìûêàíèè òîëü-

êî îäíîãî ìíîæåñòâà, ñîîòâåòñòâóþùåãî âåðøèíå, ñîïîñòàâèì ïåòëþ ñ êîíöàìè â ýòîé

âåðøèíå. Çàìåòèì, ÷òî çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì, ïåðåñåêàþòñÿ

òîëüêî ïî îêðóæíîñòÿì γi. Òåì ñàìûì îêðóæíîñòè γi íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì

ñîîòâåòñòâèè ñ ðåáðàìè ãðàôà Θ.

Ïîñòðîèì (íåîäíîçíà÷íî) ñþðúåêòèâíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ξ : M → Θ. Ïóñòü

Z � ïîäìíîæåñòâîM , îòâå÷àþùåå âåðøèíå ãðàôà Θ. Åñëè Z � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ∂M ,

òî îòîáðàæåíèå ξ ïåðåâîäèò âñå Z â ñîîòâåòñòâóþùóþ âåðøèíó ñòåïåíè 1. Åñëè Z � ñôåðà

ñ òðåìÿ äûðêàìè, òî â íåé ìîæíî âûäåëèòü (íåîäíîçíà÷íî) áóêåò èç äâóõ îêðóæíîñòåé,

äîïîëíåíèå äî êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì òðåõ îòêðûòûõ öèëèíäðîâ.

Îòîáðàæåíèå ξ ïåðåâîäèò ýòîò áóêåò â ñîîòâåòñòâóþùóþ âåðøèíó ñòåïåíè 3. Áîëüøå

ïðîîáðàçîâ ó âåøèí íåò. Äîïîëíåíèå îáúåäèíåíèÿ ïðîîáðàçîâ âñåõ âåðøèí â ïîâåðõíîñòè

M ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì îòêðûòûõ öèëèíäðîâ, çàìûêàíèå êàæäîãî èç êîòî-

ðûõ ñîäåðæèò ðîâíî ïî îäíîé îêðóæíîñòè γi, à çíà÷èò ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó ðåáðó

ãðàôà Θ. Îòîáðàæåíèå ξ îïðåäåëèì íà öèëèíäðå ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

46



ξ îòîáðàæàåò öèëèíäð ñþðúåêòèâíî íà ñîîòâåòñòâóþùåå îòêðûòîå ðåáðî;

ξ íåïðåðûâíî íà çàìûêàíèè öèëèíäðà.

Íàçîâåì ãðàô Θ0 òîïîëîãè÷åñêèì ïîäãðàôîì ãðàôà Θ, åñëè Θ0 ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷å-

ñêèì ïîäïðîñòðàíñòâîì ãðàôà Θ è êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà Θ0 ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé òàêîé

æå ñòåïåíè ãðàôà Θ. Ïðè ýòîì òî÷êà, ÿâëÿþùàÿñÿ âåðøèíîé ãðàôà Θ è ëåæàùàÿ â Θ0,

íåîáÿçàòåëüíî âåðøèíà ãðàôà Θ0. Ãðàô Θ0 ìîæåò íå áûòü ïîäãðàôîì Θ ñ êîìáèíàòîðíîé

òî÷êè çðåíèÿ, íî îí ãîìåîìîðôåí íåêîòîðîìó ïîäãðàôó, è ýòîò ïîäãðàô ìîæåò áûòü ïî-

ëó÷åí èç Θ0 äîáàâëåíèåì âåðøèí íà íåêîòîðûõ ðåáðàõ. ßñíî, ÷òî ëþáîé òîïîëîãè÷åñêèé

ïîäãðàô ãðàôà Θ0 ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ïîäãðàôîì ãðàôà Θ.

Ïî ïðîèçâîëüíîìó òîïîëîãè÷åñêîìó ïîäãðàôó Θ0 ãðàôà Θ ïîñòðîèì ïîâåðõíîñòèMΘ0

è M̃Θ0 ⊂ MΘ0 . Ïîâåðõíîñòü M̃Θ0 ⊂ M ÿâëÿåòñÿ ìàëîé ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòüþ ìíî-

æåñòâà ξ−1(Θ0) â M . Ðàññìîòðèì çàìûêàíèå ïîâåðõíîñòè M̃Θ0 â M è ñòÿíåì â òî÷êó

êàæäóþ êîìïîíåíòó êðàÿ, íå ÿâëÿþùóþñÿ êîìïîíåíòîé êðàÿ äëÿ M . Ïîëó÷åííóþ ïî-

âåðõíîñòü îáîçà÷èì MΘ0 . ßñíî, ÷òî M̃Θ0 ⊂MΘ0 è M̃Θ0 ïîëó÷àåòñÿ èç MΘ0 âûêàëûâàíèåì

êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê. Íà ïîâåðõíîñòè M̃Θ0 , à çíà÷èò, è íà MΘ0 ⊃ M̃Θ0 îïðåäåëåí èíäó-

öèðîâàííûé íàáîð îêðóæíîñòåé γi,Θ0 � ýòî òå îêðóæíîñòè γi íà ïîâåðõíîñòè M , êîòîðûå

ëåæàò â M̃Θ0 .

Ïîâåðõíîñòü MΘ0 ñ íàáîðîì îêðóæíîñòåé {γi,Θ0} äîïóñêàåò è êîìáèíàòîðíîå îïèñà-

íèå. Êàæäîé âåðøèíå ñòåïåíè 3 ãðàôà Θ0 ñîîòâåòñòâóåò ñôåðà áåç òðåõ îòêðûòûõ äèñêîâ,

êàæäîé âåðøèíå ñòåïåíè 1 � öèëèíäð. Êàæäîìó ðåáðó ãðàôà Θ0 ñîîòâåòñòâóåò ñêëåéêà

ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòåé ïîâåðõíîñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íà-

ïðàâëåíèé ñêëåéêè ñôåð áåç äèñêîâ äîñòàòî÷íî çàäàòü îðèåíòàöèþ íà êàæäîé ïîâåðõíî-

ñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíå, è äåëàòü ñêëåéêó â ñîãëàñîâàíèè ñ âûáðàííûìè îðèåíòà-

öèÿìè. Êðèâûå γi,Θ0 ñîâïàäàþò ñ îêðóæíîñòÿìè ñêëåéêè. Ãîìåîìîðôíûì òîïîëîãè÷åñêèì

ïîäãðàôàì ñîîòâåòñòâóþò ãîìåîìîðôíûå ïîâåðõíîñòèMΘ0 . Êîìáèíàòîðíîå îïèñàíèå ïîç-

âîëÿåò ñòðîèòü ïîâåðõíîñòü MΘ0 ñ íàáîðîì îêðóæíîñòåé {γi,Θ0} ïî ëþáîìó ãðàôó Θ0 ñ

âåðøèíàìè ñòåïåíè 1 è 3, à íå òîëüêî ïî òîïîëîãè÷åñêîìó ïîäãðàôó ãðàôà Θ.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü Θ0 � ñâÿçíûé òîïîëîãè÷åñêèé ïîäãðàô ãðàôà Θ. Òîãäà ñóùåñòâóåò

íåïðåðûâíàÿ ñþðúåêöèÿ λΘ0 : M → MΘ0, òàêàÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå λΘ0|M̃Θ0
ñîâïàäàåò ñ

îòîáðàæåíèåì âêëþ÷åíèÿ M̃Θ0 ↪→MΘ0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 4.1 íàì ïîíàäîáèòñÿ
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Óòâåðæäåíèå 4.1. Ïóñòü Θ0 � ñâÿçíûé ïîäãðàô ñâÿçíîãî ãðàôà Θ, îòëè÷íûé îò âñåãî

Θ. Òîãäà íàéäåòñÿ îòêðûòîå ðåáðî e â Θ\Θ0, òàêîå, ÷òî ëèáî e íå ìîñò, ò.å. ãðàô Θ\e

ñâÿçåí, ëèáî e âåäåò â âåðøèíó ñòåïåíè 1 ãðàôà Θ.

Çäåñü è äàëåå ïîä ðåáðîì ïîíèìàåòñÿ îòêðûòîå ðåáðî.

Ðàññòîÿíèåì îò âåðøèíû ãðàôà Θ äî ïîäãðàôà Θ0 íàçîâåì ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî

ðåáåð, íåîáõîäèìîå äëÿ òîãî, ÷òîáû äîáðàòüñÿ îò âåðøèíû äî Θ0. Åñëè ñâÿçíûé ïîäãðàô

Θ0 ñîäåðæèò âñå âåðøèíû ãðàôà Θ, òî ðåáðî âíå Θ0 íå ìîæåò áûòü ìîñòîì. Äàëåå ñ÷èòàåì,

÷òî íàéäåòñÿ âåðøèíà âíå Θ0. Ïóñòü v � ëþáàÿ èç íàèáîëåå äàëåêèõ îò Θ0 âåðøèí ãðàôà

Θ, e � ëþáîå èç âûõîäÿùèõ èç v ðåáåð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî e � ìîñò. Åñëè âåðøèíà v ëåæèò

â òîé æå êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðàôà Θ \ e, ÷òî è ïîäãðàô Θ0, òî â ãðàôå Θ ðàññòîÿíèå

îò âòîðîé âåðøèíû v′ ðåáðà e äî ãðàôà Θ0 íà åäèíèöó áîëüøå, ÷åì îò âåðøèíû v, òàê êàê

ëþáîé ïóòü îò v′ äî Θ0 ïðîõîäèò ÷åðåç ðåáðî e. Çíà÷èò, âåðøèíà v ëåæèò â êîìïîíåíòå

ñâÿçíîñòè ãðàôà Θ\e, íå ñîäåðæàùåé ïîäãðàô Θ0. Åñëè âåðøèíà v èìååò ñòåïåíü áîëüøå

1, òî îíà ñîåäèíåíà ñ íåêîòîðîé âåðøèíîé v′′ (âîçìîæíî, ñîâïàäàþùåé ñ v) ðåáðîì e′,

îòëè÷íûì îò e. Åñëè v′′ 6= v, òî ëþáîé ïóòü îò v′′ äî Θ0 ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó v,

ïîýòîìó v′′ äàëüøå îò Θ0, ÷åì v, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó âåðøèíû v. Åñëè v′′ = v, òî

ðåáðî e′ ⊂ Θ \Θ0 � ïåòëÿ, à çíà÷èò íå ìîñò. Óòâåðæäåíèå 4.1 äîêàçàíî.

Òåïåðü äîêàæåì ëåììó 4.1. Åñëè Θ0 = Θ, òî λΘ0 = idM . Ïóñòü Θ0 ( Θ. Áóäåì ñòðî-

èòü îòîáðàæåíèå λΘ0 ïî èíäóêöèè. Ïóñòü îòîáðàæåíèå λΘ1 ïîñòðîåíî äëÿ íåêîòîðîãî

ñâÿçíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïîäãðàôà Θ1 ãðàôà Θ, ñîäåðæàùåãî Θ0 â êà÷åñòâå ñâîåãî òîïî-

ëîãè÷åñêîãî ïîäãðàôà. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 4.1 â Θ1 \ Θ0 íàéäåòñÿ ðåáðî e ãðàôà Θ1,

ëèáî âåäóùåå â âåðøèíó ñòåïåíè 1, ëèáî íå ÿâëÿþùååñÿ ìîñòîì. Îïèøåì ìàêñèìàëüíûé

ïî âêëþ÷åíèþ òîïîëîãè÷åñêèé ïîäãðàô Θ2 ⊂ Θ1, íå ñîäåðæàùèé ðåáðî e. Åñëè ðåáðî e

íå ÿâëÿåòñÿ ïåòëåé, òî Θ2 ïîëó÷àåòñÿ èç Θ1 óäàëåíèåì âíóòðåííèõ òî÷åê ðåáðà e, óäàëå-

íèåì êîíöåâîé âåðøèíû ñòåïåíè 1, åñëè òàêàÿ åñòü, è çàìåíîé êàæäîé êîíöåâîé âåðøèíû

ñòåïåíè 3 ñ äâóìÿ íå âõîäÿùèìè â e ðåáðàìè íà îäíî ðåáðî. Åñëè ðåáðî e ÿâëÿåòñÿ ïåò-

ëåé, òî íàéäåòñÿ ðåáðî e′, âûõîäÿùåå èç êîíöåâîé âåðøèíû ïåòëè e è çàêàí÷èâàþùååñÿ

â âåðøèíå v ñòåïåíè 3. Ãðàô Θ2 ïîëó÷àåòñÿ èç Θ1 óäàëåíèåì ðåáåð e è e′ âìåñòå ñ èõ

îáùåé âåðøèíîé è çàìåíîé âåðøèíû v è äâóõ îñòàâøèõñÿ âûõîäÿùèõ èç íåå ðåáåð íà

îäíî ðåáðî. Çàìåòèì, ÷òî óäàëåííûå ïîäìíîæåñòâî Θ1 \Θ2 ãðàôà Θ1 íå ïåðåñåêàåòñÿ íè ñ

êàêèì òîïîëîãè÷åñêèì ïîäãðàôîì Θ1, îòëè÷íûì îò âñåãî Θ1, à çíà÷èò Θ0 ⊂ Θ2. Çàìåòèì

òàêæå, ÷òî âåðøèíû ãðàôà Θ1, íå ÿâëÿþùèåñÿ âåðøèíàìè Θ2, íå ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè

íèêàêîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïîäãðàôà Θ1, îòëè÷íîãî îò âñåãî Θ1. Òàêèì îáðàçîì, ãðàô Θ0
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ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ïîäãðàôîì ãðàôà Θ2.

Èç âêëþ÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé M̃Θ2 ⊂ M̃Θ1 ⊂ MΘ1 ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü

íåïðåðûâíóþ ñþðúåêöèþ λΘ1,Θ2 : MΘ1 →MΘ2 ñ óñëîâèåì λΘ1,Θ2|M̃Θ2
= idM̃Θ2

è îïðåäåëèòü

λΘ2 := λΘ1,Θ2 ◦ λΘ1 .

Åñëè ðåáðî e ÿâëÿåòñÿ ïåòëåé èëè âåäåò â âåðøèíó ñòåïåíè 1, òî îïðåäåëèì ñþðúåêöèþ

λΘ1,Θ2|MΘ1
\M̃Θ2

êàê îòîáðàæåíèå, îáðàçîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îäíà òî÷êà MΘ2 \ M̃Θ2 . Ïî-

ëó÷åííîå îòîáðàæåíèå λΘ1,Θ2 áóäåò ñîâïàäàòü ñî ñòÿãèâàíèåì ïîäìíîæåñòâà MΘ1 \ M̃Θ2 ⊂

MΘ1 â îäíó òî÷êó, à çíà÷èò, íåïðåðûâíî. Ïóñòü âåðøèíû ðåáðà e ðàçëè÷íû è èìåþò

ñòåïåíü 3. Òîãäà ìíîæåñòâî MΘ1 \ M̃Θ2 ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì öèëèíäðîì, à ìíîæåñòâî

MΘ2 \ M̃Θ2 ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê. Ðåáðî e â ýòîì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ìîñòîì ãðàôà Θ1,

ïîýòîìó íàéäåòñÿ ïóòü ìåæäó âåðøèíàìè ðåáðà e ïî ãðàôó Θ2, à çíà÷èò, íàéäåòñÿ ïóòü

τ : [0, 1]→ MΘ2 ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ìíîæåñòâà MΘ2 \ M̃Θ2 ïî ïîâåðõíîñòè MΘ2 . Îïðå-

äåëèì îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ λΘ1,Θ2 íà ìíîæåñòâî MΘ1 \ M̃Θ2 êàê êîìïîçèöèþ îòîá-

ðàæåíèÿ â îòðåçîê, ïåðåâîäÿùåãî îñíîâàíèÿ öèëèíäðà â êîíöû îòðåçêà, è îòîáðàæåíèÿ

τ . Òàêèì îáðàçîì, ñþðúåêöèÿ λΘ1,Θ2 ïîñòðîåíà íà âñåé ïîâåðõíîñòè MΘ1 . Ïî èíäóêöèè

áóäåò ïîëó÷åíî îòîáðàæåíèå λΘ0 . Ëåììà 4.1 äîêàçàíà.

4.4 Ëåììû î íåãîìîòîïíîñòè êðèâûõ

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 4.3 íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäñòâèå èç òåîðåìû î ñîïðÿæåííîñòè

â ñâîáîäíûõ ïðîèçâåäåíèÿõ ñ àìàëüãàìèðîâàííîé ïîäãðóïïîé [26], òåîðåìà 2.8, à èìåííî

Óòâåðæäåíèå 4.2. Ïóñòü G,H � ãðóïïû, A ⊂ G � ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ îäíèì

ýëåìåíòîì g, φ : A → H � ìîíîìîðôèçì. Ðàññìîòðèì ãðóïïó P = G ∗
g=φ(g)

H. Ïóñòü

a, c ∈ G \ A, b, d ∈ H \ φ(A) è ýëåìåíòû ab è cd ñîïðÿæåíû â ãðóïïå P . Òîãäà íàéäóòñÿ

u1 = gm, u2 = gn, òàêèå, ÷òî â ãðóïïàõ G è H âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà a = u−1
1 cu2 è

b = u−1
2 du1 ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå î íîðìàëüíîé ôîðìå äëÿ ñâîáîäíûõ ïðîèçâåäåíèé ñ

àìàëüãàìèðîâàííîé ïîäãðóïïîé [26], òåîðåìà 2.6, ãðóïïû G è H åñòåñòâåííî âëîæåíû

â P , ïîýòîìó âñå ýëåìåíòû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíòû èç P . Ïî òåîðåìå 2.8

èç [26] íàéäåòñÿ ýëåìåíò u ∈ A, òàêîé, ÷òî ab = u−1cdu èëè ab = u−1dcu. Ñëó÷àé ab =

u−1dcu íåâîçìîæåí ïî òåîðåìå 2.6 èç [26]. Îáîçíà÷èì c̃ = u−1c ∈ G, d̃ = du ∈ H, òîãäà

(c̃−1a) · (bd̃−1) = 1. Ïî òåîðåìå 2.6 èç [26] ïîëó÷àåì c̃−1a ∈ A, bd̃−1 ∈ A. Îòñþäà a = u−1
1 cu2

è b = u−1
2 du1 äëÿ u2 = c̃−1a ∈ A.
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Ëåììà 4.2. Ïóñòü ω � ãðàíè÷íàÿ îêðóæíîñòü ïîâåðõíîñòè M , ïîâåðõíîñòü M̃ ÿâëÿ-

åòñÿ çàìûêàíèåì êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà M \∪iγi, ñîäåðæèò ω è îòëè÷íà

îò öèëèíäðà. Òîãäà íàéäåòñÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ ω̂ â M̃ ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè íà ω,

òàêàÿ, ÷òî êðèâûå ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè ω̂ è tkωω̂ íå ãîìîòîïíû â M íè ïðè êàêîì

öåëîì k 6= 0. Â ÷àñòíîñòè, êðèâàÿ ω̂ íå ãîìîòîïíà ωk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîâåðõíîñòü M̃ ÿâëÿåòñÿ ëèáî ñôåðîé áåç òðåõ îòêðûòûõ äèñêîâ,

ëèáî òîðîì ñ äûðêîé. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà M̃ ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé áåç òðåõ

îòêðûòûõ äèñêîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ1 è γ2 äâå ãðàíè÷íûå îêðóæíîñòè M̃ , îòëè÷íûå îò

ω. Âûáåðåì êðèâóþ ω̂ òàê, ÷òîáû êðèâûå γ1 è γ2 ëåæàëè â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè

ìíîæåñòâà M̃ \ ω̂, à êðèâàÿ ω ëåæàëà â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ñ êðèâîé γ1. Êðèâàÿ

tkωω̂ ãîìîòîïíà ωkω̂ω−k, ïîêàæåì, ÷òî îíà íå ãîìîòîïíà ω̂.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàìûêàíèå ìíîæåñòâàM \M̃ íåñâÿçíî, ò.å. ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì

äâóõ ïîâåðõíîñòåé M1 è M2, . Òîãäà ãðóïïà π1(M) èçîìîðôíà ñâîáîäíîìó ïðîèçâåäåíèþ

ãðóïï π1(M1) è π1(M2). ×òîáû çàôèêñèðîâàòü èçîìîðôèçì π1(M) ∼= π1(M1) ∗ π1(M2),

äîñòàòî÷íî äîïîëíèòü êðèâûå γ1 è γ2 îòðåçêàìè äî çàìêíóòûõ êðèâûõ γ̃1 è γ̃2 ñ êîíöàìè,

ñîâïàäàþùèìè ñ êîíöîì êðèâîé ω̂. Îòðåçêè âûáåðåì òàê, ÷òîáû γ̃1 è γ̃2 ïåðåñåêàëè ω̂

òîëüêî â êîíå÷íîé òî÷êå. Êðèâàÿ ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè ω̂ ãîìîòîïíà γ̃2 ∈ π1(M2), à

ω ãîìîòîïíà γ̃1γ̃2. Êðèâàÿ ω
kω̂ω−k ãîìîòîïíà (γ̃1γ̃2)kω̂(γ̃1γ̃2)−k è íå ïðèíàäëåæèò π1(M2),

ïîýòîìó êðèâûå ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè ω̂ è ωkω̂ω−k íåãîìîòîïíû.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî çàìûêàíèå ìíîæåñòâà M \ M̃ ñâÿçíî. Òîãäà â ãðàôå Θ íàé-

äåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèé ïîäãðàô Θ′, ÿâëÿþùèéñÿ îáúåäèíåíèåì íåçàìêíóòîãî ðåáðà è ïåò-

ëè, â êîòîðîì âåðøèíà ñòåïåíè 1 ñîîòâåòñòâóåò ω, à âåðøèíà ñòåïåíè 3 (êàê âåðøèíà

ãðàôà Θ) � ïîâåðõíîñòè M̃ . Åñëè êðèâûå ω̂ è ωkγω−k ãîìîòîïíû, òî è èõ îáðàçû ïðè

îòîáðàæåíèè λΘ′ ãîìîòîïíû â ïîâåðæíîñòèMΘ′ . ÏîâåðõíîñòüMΘ′ ÿâëÿåòñÿ òîðîì ñ äûð-

êîé. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ïîâåðõíîñòèMΘ′ ñâîáîäíà. Íåãîìîòîïíîñòü êðèâûõ λΘ′ ◦ ω̂

è λΘ′ ◦ ωkω̂ω−k äîêàçûâàåòñÿ ðàññìîòðåíèåì îáðàçóþùèõ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû.

Ñëó÷àé, êîãäà ïîâåðõíîñòü M̃ ÿâëÿåòñÿ òîðîì ñ äûðêîé, àíàëîãè÷åí ñëó÷àþ ñâÿçíîãî

ìíîæåñòâà M \ M̃ . Ëåììà 4.2 äîêàçàíà.

Ëåììà 4.3. Ïóñòü M1 è M2 � êîìïàêòíûå ïîâåðõíîñòè ñ êðàåì, ïîâåðõíîñòü M ïî-

ëó÷àåòñÿ èç M1 è M2 ñêëåèâàíèåì âäîëü îäíîé ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè ω. Çàìêíóòàÿ

êðèâàÿ γ(i) = γ
(i)
1 ·γ2, i = 1, 2, ïîëó÷àåòñÿ îáúåäèíåíèåì çàìêíóòûõ êðèâûõ γ

(i)
1 : S1 →M1

è γ2 : S1 → M2. Ïóñòü êðèâûå γ
(1)
1 è γ

(2)
1 íå ãîìîòîïíû êàê ïåòëè ñ ôèêñèðîâàííûìè
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êîíöàìè â M1, à êðèâûå γ2 è ωk íåãîìîòîïíû êàê ïåòëè ñ ôèêñèðîâàííûìè êîíöàìè â

M2 íè ïðè êàêîì öåëîì k (â ÷àñòíîñòè, γ2 íåñòÿãèâàåìà). Òîãäà

(a) êðèâûå γ(1) è γ(2) íå ãîìîòîïíû êàê ñâîáîäíûå ïåòëè â M ;

(b) êðèâàÿ γ(1) íå ãîìîòîïíà íèêàêîé çàìêíóòîé êðèâîé â M1.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî γ(1) è γ(2) ãîìîòîïíû êàê ñâîáîäíûå ïåòëè. Òîãäà

îíè ñîïðÿæåíû êàê ýëåìåíòû π1(M). Èç óòâåðæäåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ

m è n â π1(M1) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî γ
(1)
1 = ω−mγ

(2)
1 ωn, à â π1(M2) � ðàâåíñòâî γ2 =

ω−nγ2ω
m. Åñëè m = n = 0, òî γ

(1)
1 è γ

(2)
1 ãîìîòîïíû êàê êðèâûå ñ ôèêñèðîâàííûìè

êîíöàìè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Çíà÷èò, ÷èñëà m è n íå ðàâíû îäíîâðåìåííî íóëþ.

Âûáåðåì â M2 îáðàçóþùèå òàê, ÷òîáû ω áûëà îäíîé èç íèõ. Òîãäà çàïèñè êðèâûõ γ2 è

ω−nγ2ω
m ÷åðåç îáðàçóþùèå ãðóïïû π1(M2) çàâåäîìî ðàçëè÷íû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî γ(1) ãîìîòîïíà íåêîòîðîé êðèâîé β â M1. Ñòÿíåì ïîâåðõíîñòü M1

â òî÷êó. Ïîëó÷èì, ÷òî êðèâàÿ γ2 ñòÿãèâàåìà â ïîâåðõíîñòèM2/ω. Ñëåäîâàòåëüíî, êðèâàÿ

γ2 ãîìîòîïíà ñòåïåíè ω â M2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû. Ëåììà 4.3 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 4.1. Ïóñòü ðåáðî ei ãðàôà Θ ÿâëÿåòñÿ ìîñòîì. Òîãäà íàéäåòñÿ êðèâàÿ γ̂i ∈

πM , íå ïåðåñåêàþùàÿ γj ïðè j 6= i, òàêàÿ, ÷òî êðèâûå γ̂i è tkγi γ̂i, k 6= 0, çàäàþò ðàçíûå

ýëåìåíòû â πM . Áîëåå òîãî, ëþáàÿ êðèâàÿ èç πM , íå ïåðåñåêàþùàÿ γi, çàäàåò ýëåìåíò

πM , îòëè÷íûé îò γ̂i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðåáðî ei âåäåò â âåðøèíó ñòåïåíè 1. Òîãäà ñëåäñòâèå 4.1 ñðàçó

ïîëó÷àåòñÿ èç ëåììû 4.2.

Ïóñòü êàæäàÿ âåðøèíà ðåáðà ei èìååò ñòåïåíü 3. Êðèâàÿ γi ðàçáèâàåò ïîâåðõíîñòü

M íà äâå ïîâåðõíîñòè M1 è M2. Ðàññìîòðèì çàìêíóòûå êðèâûå γ̃1 è γ̃2 â ïîâåðõíîñòÿõ

M1 è M2 ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåìûå ïî ëåììå 4.2, à òàêæå çàìêíóòóþ êðèâóþ γ̂i =

γ̃1 · γ̃2. Ñ÷èòàåì, ÷òî íîñèòåëü ñêðó÷èâàíèÿ Äýíà tγi ëåæèò â M1. Ñîãëàñíî ëåììå 4.3(a),

ïðèìåíåííîé ê êðèâûì γ̃1 è tkγi γ̃1 â ïîâåðõíîñòè M1 è ê êðèâîé γ̃2 â ïîâåðõíîñòè M2,

ñâîáîäíûå ïåòëè γ̂i è tkγi γ̂i, k 6= 0, íå ãîìîòîïíû. Íåãîìîòîïíîñòü γ̂i è ëþáîé êðèâîé,

íåïåðåñåêàþùåé γi, ñðàçó ñëåäóåò èç ëåììû 4.3(b). Ñëåäñòâèå 4.1 äîêàçàíî.

4.5 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1 äëÿ îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè

M

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåáðà ei íàéäåòñÿ êðèâàÿ γ̂i ∈ πM , íå ïåðåñåêàþùàÿ

γj ïðè j 6= i, òàêàÿ ÷òî êðèâûå γ̂i è t
k
γi
γ̂i íå ãîìîòîïíû ïðè k 6= 0. Åñëè ðåáðî ei ÿâëÿåòñÿ
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ìîñòîì, òî ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â ñëåäñòâèè 4.1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ðåáðî ei

íå ÿâëÿåòñÿ ìîñòîì.

Ïîñòðîèì ñâÿçíîå äâóëèñòíîå íàêðûòèå Θ̄ ãðàôà Θ. Ðàññìîòðèì äâå êîïèè ãðàôà Θ.

Óäàëèì îáå êîïèè v′1v
′
2 è v′′1v

′′
2 ðåáðà ei è äîáàâèì ðåáðà v′1v

′′
2 è v′′1v

′
2. Òàê êàê ðåáðî ei

íå ÿâëÿåòñÿ ìîñòîì ñâÿçíîãî ãðàôà Θ, ïîëó÷åííûé ãðàô Θ̄ òàêæå áóäåò ñâÿçíûì. Íà

ãðàôå Θ̄ åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå p : Θ̄→ Θ, çàäàþùåå ñòðóêòóðó

äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ.

Íåïðåðûâíàÿ ñþðúåêöèÿ ξ : MΘ → Θ èíäóöèðóåò àññîöèèðîâàííîå äâóëèñòíîå íà-

êðûòèå p∗ : MΘ̄ → MΘ è îòîáðàæåíèå ξΘ̄ : MΘ̄ → Θ̄. Çäåñü ïîâåðõíîñòü MΘ̄ ÿâëÿåòñÿ

ïîâåðõíîñòüþ, ïîñòðîåííîé ïî ãðàôó Θ̄ àíàëîãè÷íî ïîâåðõíîñòÿì MΘ0 äëÿ òîïîëîãè÷å-

ñêèõ ïîäãðàôîâ Θ0 ⊂ Θ.

Ïóñòü e
(1)
i è e

(2)
i � äâà ðåáðà ãðàôà Θ̄, íàêðûâàþùèå ðåáðî ei ⊂ Θ. Òîãäà ðåáðî e

(1)
i

ÿâëÿåòñÿ ìîñòîì òîïîëîãè÷åñêîãî ïîäãðàôà Θ̄0 = Θ̄\e(2)
i (óêàçàíî ðàâåíñòâî ïîäìíîæåñòâ

Θ̄ êàê òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ). Ðàññìîòðèì êðèâóþ γ̂i,Θ̄0
∈ πMΘ̄0

, ïîñòðîåííóþ ïî

ñëåäñòâèþ 4.1. Ìàëîé ãîìîòîïèåé ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû êðèâàÿ γ̂i,Θ̄0
íå ïðîõîäèëà ÷å-

ðåç äâóõòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî MΘ̄0
\ M̃Θ̄0

. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà êðèâàÿ

ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðîé êðèâîé γ̂i,Θ̄ íà ïîâåðõíîñòè M̃Θ̄0
⊂MΘ̄.

Îáîçíà÷èì γ̂i = p∗ ◦ γ̂i,Θ̄ ∈ πM . Ïî ïîñòðîåíèþ ýòà êðèâàÿ íå ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòè

γj ïðè j 6= i. Äîêàæåì, ÷òî êðèâûå γ̂i è tkγi γ̂i íå ãîìîòîïíû ïðè k 6= 0. Ïðåäïîëîæèì

ïðîòèâíîå. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î íàêðûâàþùåé ãîìîòîïèè, ïîäíèìåì ãîìîòîïèþ êðèâûõ

γ̂i è tkγi γ̂i äî ãîìîòîïèè êðèâûõ â MΘ̄. Ïîëó÷èòñÿ ãîìîòîïèÿ êðèâûõ γ̂i,Θ̄ è tkγi,Θ̄ γ̂i,Θ̄. Ïî-

ñëå âçÿòèÿ íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ λΘ̄0
: MΘ̄ → MΘ̄0

áóäåì èìåòü ãîìîòîïèþ êðèâûõ

γ̂i,Θ̄0
è tkγi,Θ̄0

γ̂i,Θ̄0
, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó êðèâîé γ̂i,Θ̄0

. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêà-

çûâàåò íåãîìîòîïíîñòü êðèâûõ γ̂i è t
k
γi
γ̂i. Òåîðåìà 4.1 äëÿ îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè M

äîêàçàíà.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî êðèâàÿ γ̂i íå ãîìîòîïíà íèêàêîé êðèâîé tkγj γ̂j, j 6= i, k ∈ Z.

Ýòî ïîíàäîáèòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû äëÿ íåîðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè M . Ïî

ïîñòðîåíèþ tkγj γ̂j íå ïåðåñåêàåò γi. Åñëè ðåáðî ei ÿâëÿåòñÿ ìîñòîì, òî íåãîìîòîïíîñòü γ̂i

è tkγj γ̂j ñðàçó ïîëó÷àåòñÿ èç ñëåäñòâèÿ 4.1. Ïóñòü äàëåå ei íå ìîñò. Åñëè êðèâûå γ̂i è t
k
γj
γ̂j

ãîìîòîïíû, òî ãîìîòîïíû è íàêðûâàþùèå èõ êðèâûå γ̂i,Θ̄ è β, ãäå β � îäíà èç äâóõ êðèâûõ,

íàêðûâàþùèõ tkγj γ̂j. Òîãäà ãîìîòîïíû êðèâûå γ̂i,Θ̄0
= λ◦ γ̂i,Θ̄ è λ◦β, ÷òî íåâåðíî, ñîãëàñíî

ñëåäñòâèþ 4.1.
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4.6 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1 äëÿ íåîðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíî-

ñòè M

Ïóñòü M � íåîðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà

M \ ∪iγi ÿâëÿåòñÿ ëèáî ñôåðîé ñ òðåìÿ äûðêàìè, ëèáî îòêðûòûì öèëèíäðîì ñ ïëåí-

êîé Ìåáèóñà, ëèáî îòêðûòûì äèñêîì ñ äâóìÿ ïëåíêàìè Ìåáèóñà. Â êàæäîé íåîðèåíòè-

ðóåìîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà M \ ∪iγi âûáåðåì îäíó èëè äâå îêðóæíîñòè ωk,

äîïîëíåíèå äî êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé ñ òðåìÿ äûðêàìè (îêðóæíîñòè ωk ñîîòâåòñòâóþò

ïëåíêàì Ìåáèóñà).

Ðàññìîòðèì îðèåíòèðóåìîå äâóëèñòíîå íàêðûòèå p : M̄ →M ïîâåðõíîñòèM . Êàæäàÿ

îêðóæíîñòü γi ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ, à çíà÷èò, íàêðûâàåòñÿ äâóìÿ îêðóæíîñòÿìè γ
(1)
i è

γ
(2)
i . Êàæäàÿ îêðóæíîñòü ωk ìåíÿåò îðèåíòàöèþ, à çíà÷èò, íàêðûâàåòñÿ îäíîé îêðóæíî-

ñòüþ ω̄k. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà M \∪iγi, ÿâëÿþùàÿñÿ ñôåðîé ñ òðåìÿ

äûðêàìè, íàêðûâàåòñÿ äâóìÿ ñôåðàìè ñ òðåìÿ äûðêàìè. Öèëèíäð ñ ïëåíêîé Ìåáèóñà

(ñîîòâåòñòâåííî äèñê ñ ïëåíêîé Ìåáèóñà) íàêðûâàåòñÿ äâóìÿ ñôåðàìè ñ òðåìÿ äûðêà-

ìè, ñêëååííûìè ïî îäíîé (ñîîòâåòñòâåííî äâóì) îêðóæíîñòè ω̄k. Òàêèì îáðàçîì, íàáîð

îêðóæíîñòåé γ
(1)
i , γ

(2)
i , ωk äëÿ âñåõ i, k ðàçáèâàåò ïîâåðõíîñòü M̄ íà ñôåðû ñ òðåìÿ äûðêà-

ìè. Ñîãëàñíî óæå äîêàçàííîé òåîðåìå 4.1 äëÿ îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè M , íàéäåòñÿ

íàáîð êðèâûõ γ̂
(1)
i , γ̂

(2)
i , ω̂k, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìîæåò ïåðåñåêàòü òîëüêî ñîîòâåòñòâóþ-

ùóþ êðèâóþ íàáîðà γ
(1)
i , γ

(2)
i , ωk. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êðèâûå p ◦ γ̂(1)

i è p ◦ γ̂(2)
i ñîâïàäàþò.

Ïîëîæèì γ̂i = p◦γ̂(1)
i ∈ πM . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèâûå γ̂i è tkγi γ̂i ãîìîòîïíû ïðè íåêîòîðîì

k 6= 0. Ïî òåîðåìå î íàêðûâàþùåé ãîìîòîïèè ïîäíèìåì ýòó ãîìîòîïèþ íà ïîâåðõíîñòü

M . Ïîëó÷èòñÿ ãîìîòîïèÿ êðèâîé γ̂
(1)
i è îäíîé èç êðèâûõ tk

γ
(1)
i

γ̂
(1)
i è tk

γ
(2)
i

γ̂
(2)
i . Êðèâûå γ̂

(1)
i è

tk
γ

(1)
i

γ̂
(1)
i íåãîìîòîïíû ïî âûáîðó êðèâîé γ̂

(1)
i . Íåãîìîòîïíîñòü êðèâûõ γ̂

(1)
i è tk

γ
(2)
i

γ̂
(2)
i , âûòå-

êàþùàÿ èç òîãî, ÷òî îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ, äîêàçàíà â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.

5 Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ ïîãðóæåíèé ãðàôîâ â ïîâåðõíîñòè ñ òî÷íîñòüþ äî

ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîåí èíâàðèàíò ïîãðóæåíèÿ, îïèñàí îáðàç ýòîãî

èíâàðèàíòà è äîêàçàíà áèåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ïîãðóæåíèé

íà îáðàç èíâàðèàíòà. Èíâàðèàíò ñòðîèòñÿ êîíñòðóêòèâíî è ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ äëÿ êîí-

êðåòíîãî ïîãðóæåíèÿ. Îí ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ, îïèñàííûõ

53



Óèòíè è ×èëëèíãâîðñîì.

Òàêæå â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñêðó÷èâàíèÿ Äýíà âîêðóã íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà

îêðóæíîñòåé íà ïîâåðõíîñòè. Äîêàçûâàåòñÿ ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñêðó÷èâàíèé Äýíà.

Äîêàçàòåëüñòâî âî ìíîãîì îïèðàåòñÿ íà äåéñòâèå ñêðó÷èâàíèé Äýíà íà êðèâûå íà ïî-

âåðõíîñòè.

Èíòåðåñíû ñëåäóþùèå íàïðàâëåíèÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

• Êëàññèôèêàöèÿ êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûõ ïîãðóæåíèé ãðàôîâ â ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü

ñ òî÷íîñòüþ äî ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè.

• Èññëåäîâàíèå ïîäãðóïï ãðóïïû êëàññîâ îòîáðàæåíèé ïîâåðõíîñòè, ïîðîæäåííûõ

ñêðó÷èâàíèÿìè Äýíà âîêðóã íàáîðîâ îêðóæíîñòåé áåç òðåáîâàíèÿ îòñóòñòâèÿ ïåðå-

ñå÷åíèé. Â îáùåì ñëó÷àå ïîäãðóïïû íå áóäóò àáåëåâûìè.

Áëàãîäàðíîñòè. Ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí ñâîèì íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëÿì àêàäåìèêó

ÐÀÍ À.Ò. Ôîìåíêî è ê.ô.ì.í. Å.À. Êóäðÿâöåâîé çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, ìíîãî÷èñëåííûå

îáñóæäåíèÿ è âíèìàíèå ê ðàáîòå. Ãëóáîêî áëàãîäàðåí ïðîôåññîðó À.À. Îøåìêîâó çà

îáñóæäåíèÿ è ñîâåòû. Áëàãîäàðþ âñåõ ñîòðóäíèêîâ êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåò-

ðèè è ïðèëîæåíèé çà òâîð÷åñêóþ îáñòàíîâêó è âíèìàíèå ê ðàáîòå. Áëàãîäàðþ áëèçêèõ

çà âäîõíîâåíèå.
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