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Введение

Диссертация посвящена изучению свойств отношений типа Штейнера мет-
рических пространств. Исследуются граничные значения для отношений типа
Штейнера и условия непрерывности отношений типа Штейнера как функций на
пространстве всех компактных метрических пространств с метрикой Громова–
Хаусдорфа.

Отношения типа Штейнера тесно связаны с задачей поиска кратчайшей
сети для конечного множества точек метрического пространства. Сетью мы на-
зываем геометрическую реализацию (абстрактного) связного графа, т. е. пред-
ставление вершин графа точками некоторого пространства, а ребер — кривыми,
соединяющими соответствующие точки. Существует несколько различных под-
ходов к решению этой задачи. В простейшем случае разрешается соединять
кривыми только точки исходного множества, а добавление новых вершин за-
прещено. Из соображений минимальности следует, что граф, соответствующий
такой кратчайшей сети, является деревом. Этот объект называется минималь-
ным остовным деревом для данного множества точек. Задача о поиске мини-
мального остовного дерева хорошо известна в теории графов. Хорошо известно,
что минимальное остовное дерево существует для любого конечного множества
точек и может быть найдено за полиномиальное время.

Оказалось, что добавляя новые точки к исходному множеству, иногда
можно построить сеть, длина которой меньше, чем длина минимального остов-
ного дерева. Первые шаги в этом направлении сделал П. Ферма, который сфор-
мулировал задачу ([1]): для заданной тройки точек на плоскости найти такую
точку, суммарное расстояние от которой до данных трех было бы наименьшим.
Эта задача была частично решена Э. Торричелли ([2]), позже его конструкция
была модифицирована Т. Симпсоном ([3]). Я. Штейнер обобщил задачу Фер-
ма для случая произвольного конечного множества, предлагая найти точку на
плоскости, сумма расстояний от которой до точек этого множества минималь-
на. В.Ярник и О. Кесслер ([4]) предложили новое обобщение, поставив задачу
поиска кратчайшей сети, проходящей через данное конечное множество точек
на плоскости. В настоящее время задача Ярника и Кесслера и ее всевозмож-
ные обобщения на метрические пространства известны как задача Штейнера.
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Сеть, являющуюся решением задачи, принято называть минимальным деревом
Штейнера. Задачу Штейнера можно ставить не только для множества точек
на плоскости, но и для произвольного метрического пространства.

Заметим, что в отличие от минимального остовного дерева, минимальное
дерево Штейнера существует, вообще говоря, не всегда. Одной из возможных
причин этого может служить неполнота объемлющего метрического простран-
ства. Полнота пространства, однако, не является достаточным условием суще-
ствования минимального дерева Штейнера для произвольного его конечного
подмножества. По-видимому, первый пример полного метрического (и даже ба-
нахова) пространства, в котором для некоторого набора точек не существует
кратчайшего дерева Штейнера, был построен в 1974 в работе [5]. Подобные
примеры строились позднее и в других работах, например, в [6], [7]. Тем не
менее, даже если для данного множества точек минимальное дерево Штейнера
все-таки существует, задача поиска такого дерева или определения его длины
имеет большую вычислительную сложность. Например, алгоритм Мелзака ([8])
позволяет построить дерево Штейнера для множества точек евклидовой плос-
кости лишь за экспоненциальное время. Быстро работают только алгоритмы,
дающие приближенное решение, например, алгоритм Краскала, строящий ми-
нимальное остовное дерево (см., например, [9]).

Перечисленные выше трудности вынуждают искать новые подходы к ре-
шению проблемы поиска кратчайшей сети. Один из таких подходов был пред-
ложен А. О. Ивановым и А. А.Тужилиным в работе [10]. В этой работе было
введено понятие минимального заполнения конечного метрического простран-
ства. Это понятие тесно связано с конструкцией, предложенной М. Громовым
для римановых многообразий (см., например, [11]). Громов рассматривал глад-
кие замкнутые многообразия 𝑀 с заданными на них функциями расстояния 𝜌 и
все возможные компактные многообразия 𝑊 , с краем равным 𝑀 . Метрическое
пространство (𝑊,𝑑) называется заполнением в смысле Громова для метриче-
ского пространства (𝑀,𝜌), если 𝑑 — функция расстояния на 𝑊 , не уменьша-
ющая расстояние между точками 𝑀 . Определение, предложенное Ивановым
и Тужилиным, получается естественным образом, если в качестве 𝑀 рассмат-
риваются конечные метрические пространства. В этом случае заполнениями
будут являться одномерные стратифицированные многообразия, которые мож-
но рассматривать как взвешенные графы с неотрицательной весовой функцией.
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В дальнейшем, говоря о минимальных заполнениях, мы будем подразумевать
минимальные заполнения конечных метрических пространств. В работе [10] по-
казано, что минимальное заполнение существует для любого граничного мно-
жества, т.е. любого конечного метрического пространства.

Для произвольного метрического пространства можно определить вели-
чины, показывающие, насколько сильно отличаются длины минимальных сетей
из разных классов в самом «худшем» случае. В шестидесятых годах прошлого
века в работе Э. Джилберта и Г. Поллака ([12]) было предложено для каждого
конечного подмножества метрического пространства вычислять вес минималь-
ного дерева Штейнера и минимального остовного дерева, а затем находить от-
ношение полученных величин. Точная нижняя грань этих отношений, взятая по
всем конечным подмножествам метрического пространства, была названа от-
ношением Штейнера этого пространства. Таким образом, отношение Штейнера
показывает, насколько близкими являются минимальные остовные деревья и
минимальные деревья Штейнера. Введя в рассмотрение понятие минимально-
го заполнения, А.О. Иванов и А.А. Тужилин предложили наряду с отношением
Штейнера рассмотреть два других отношения. Отношение Штейнера–Громова
характеризует близость минимальных заполнений и минимальных остовных
деревьев, а суботношение Штейнера — близость минимальных заполнений и
минимальных деревьев Штейнера. Эти три величины называются отношения-
ми типа Штейнера. Отношения типа Штейнера могут быть использованы для
оценки погрешности приближенных алгоритмов, а потому их изучение пред-
ставляет интерес.

Нахождение значения того или иного отношения типа Штейнера, вооб-
ще говоря, является очень сложной задачей. Так, например, до сих пор не из-
вестно, чему равно отношение Штейнера для евклидовой плоскости. Джилберт
и Поллак ([12]) выдвинули гипотезу, что это отношение равно

√
3/2 и дости-

гается на вершинах правильного треугольника. Стоит заметить, однако, что
многочисленные попытки доказать этот факт так и не привели к успеху, оста-
вив данный вопрос открытым для исследования [13]. Тем не менее, существу-
ет много работ, в которых были получены оценки для отношения Штейнера
различных частных множеств граничных точек (например, [14], [15], [16]), для
евклидового пространства ([17]), пространств Банаха–Минковского ([18]) и мно-
гих других метрических пространств. Иногда удается найти и точное значение.
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Например, было вычислено значение отношения Штейнера для манхэттенской
плоскости ([19]), для плоскости Лобачевского ([20]), для поверхностей Алек-
сандрова отрицательной кривизны ([21]). Отношение Штейнера–Громова и су-
ботношение Штейнера также удалось вычислить для некоторых метрических
пространств. Например, З. Н.Овсянников вычислил отношения типа Штейнера
для пространства компактов в евклидовой плоскости с расстоянием Хаусдорфа
([22]), В. А.Мищенко вычислила отношение Штейнера–Громова для плоскости
Лобачевского ([23]).

Структура работы

Работа состоит из введения, четырех глав, заключения, списка публика-
ций по теме диссертации и списка литературы.

В первой главе вводятся основные определения, а также сформулированы
необходимые результаты из теории минимальных заполнений конечных метри-
ческих пространств.

Во второй главе доказываются точные оценки для отношений типа Штей-
нера произвольных метрических пространств, изучается вопрос существования
пространств с заданным значением отношения типа Штейнера. Полученные
оценки применяются для вычисления отношений типа Штейнера некоторых
метрических пространств.

Третья глава посвящена пространствам с максимально возможным значе-
нием отношения Штейнера–Громова. Дана полная классификация таких про-
странств.

В четвертой главе отношения типа Штейнера рассматриваются как функ-
ции в пространстве Громова–Хаусдорфа. Изучается непрерывность и полуне-
прерывность этих функций. Рассматривается вопрос о мощности множества
точек непрерывности.

Библиография содержит 36 наименований. Текст диссертации изложен на
60 страницах.
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Список основных результатов, выносимых на защиту

Результаты диссертации являются новыми. В диссертации получены сле-
дующие основные результаты:

1. Теорема о точных оценках для отношений типа Штейнера произволь-
ного метрического пространства (Теорема 8);

2. Теоремы существования метрического пространства с заданным значе-
нием отношения типа Штейнера (Теорема 9 и Теорема 10);

3. Классификация метрических пространств, отношение Штейнера–
Громова которых равно единице (Теорема 22);

4. Теорема о полунепрерывности отношений типа Штейнера как функций
в пространстве Громова–Хаусдорфа (Теорема 25);

5. Критерий непрерывности отношений типа Штейнера как функций в
пространстве Громова–Хаусдорфа (Теорема 26).

Методы исследования

В диссертации применяются методы дифференциальной и дискретной
геометрии, топологии, математического анализа, теории графов, теории мини-
мальных сетей, теории минимальных заполнений конечных метрических про-
странств, теории геометрических оптимизационных задач, вариационного ис-
числения, метрической геометрии.

Аппробация работы

Результаты диссертации докладывались на следующих семинарах и кон-
ференциях:

– на Международной научной конференции студентов, аспирантов и мо-
лодых ученых «Ломоносов–2013» (МГУ, 8-13 апреля 2013)
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– на Научной конференции «Ломоносовские чтения» (МГУ, 15 апреля
2013)

– на научном семинаре «Геометрическая теория приближений» под руко-
водством проф. П.А. Бородина (МГУ, 7 мая 2013)

– на Международной научной конференции студентов, аспирантов и мо-
лодых ученых «Ломоносов–2015» (МГУ, 13–17 апреля 2015)

– на XII Международном научном семинаре «Дискретная математика и
ее приложения» имени академика О.Б.Лупанова (МГУ, 22 июня 2016)

– на Международной конференции «Анализ, вероятность и геометрия»
(МГУ, 28 сентября 2016)

– на научном семинаре «Оптимальные сети» под руководством проф.
А.О. Иванова и проф. А.А. Тужилина (МГУ, 2012–2016)

– на научном семинаре «Экстремальные задачи и нелинейный анализ»
под руководством проф. А.В. Арутюнова и доц. В.Н. Розовой (Москва,
РУДН, декабрь 2016)

– на научном семинаре «Геометрический анализ и вычислительная гео-
метрия» под руководством проф. А.А. Клячина и проф. В.А. Клячина
(Волгоград, ВолГУ, декабрь 2016)
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Глава 1. Определения и предварительные сведения

1.1 Определение отношений типа Штейнера

Для дальнейших определений нам потребуются некоторые сведения из
теории графов. Пусть 𝑉 и 𝐸 — произвольные конечные множества. Графом 𝐺

называется тройка (𝑉,𝐸,𝑖), где 𝑖 — функция инцидентности, сопоставляющая
каждому элементу 𝑒 ∈ 𝐸 неупорядоченную пару 𝑎 ∈ 𝑉 , 𝑏 ∈ 𝑉 . Элементы мно-
жества 𝑉 называются вершинами графа 𝐺, а элементы множества 𝐸 — ребрами
графа 𝐺. Если задан граф 𝐺, то множество его вершин будем обозначать 𝑉 (𝐺),
а множество его ребер — 𝐸(𝐺). Ребро 𝑒 и вершина 𝑣 называются инцидент-
ными, если 𝑣 ∈ 𝑖(𝑒). Две вершины, инцидентные ребру, называются концами
этого ребра. Количество ребер, инцидентных вершине 𝑣, называется степенью
вершины 𝑣. Если некоторой паре вершин инцидентно несколько ребер, то все
эти ребра называются кратными. Кратностью ребра 𝑒 называется количество
всех ребер 𝑒′, для которых 𝑖(𝑒) = 𝑖(𝑒′).

Будем говорить, что существует маршрут, соединяющий вершины 𝑎 ∈
𝑉 (𝐺) (начало маршрута) и 𝑏 ∈ 𝑉 (𝐺) (конец маршрута), если существует та-
кое число 𝑛 и такая последовательность ребер {𝑒𝑖}𝑛𝑖=1, что 𝑒𝑖 = {𝑣𝑖, 𝑣𝑖+1}, где
𝑎 = 𝑣1 и 𝑏 = 𝑣𝑛+1. Если все ребра, входящие в маршрут, различны, маршрут на-
зывается путем. Если начало и конец маршрута совпадают, то он называется
циклическим. Циклический маршрут, все ребра которого различны будет на-
зывать циклом. Цикл называется эйлеровым, если он проходит по всем ребрам
графа. Граф называется связным, если для любой пары различных вершин из
𝑉 (𝐺) существует маршрут, их соединяющий. Связный граф без циклов назы-
вается деревом.

Если на ребрах графа 𝐺 задана неотрицательная функция 𝜔 : 𝐸(𝐺) → R,
то граф 𝐺 называют взвешенным, а функцию 𝜔 — весовой функцией. Чис-
ло 𝜔(𝑒), где 𝑒 ∈ 𝐸(𝐺), называют весом ребра 𝑒. Сумма весов всех ребер взве-
шенного графа 𝐺 называется весом графа 𝐺 и обозначается через 𝜔(𝐺).

Как упоминалось во введении, существует несколько подходов к определе-
нию оптимального графа, соединяющего данное конечное множество 𝑀 точек
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метрического пространства X. Предположим сначала, что все вершины иско-
мого графа принадлежат исходному метрическому пространству X. Тогда на
ребрах графа можно задать естественную весовую функцию, сопоставляющую
каждого ребру расстояние по метрике между вершинами, которые инцидентны
данному ребру. Будем обозначать эту весовую функцию, как и метрику, буквой
𝜌. В простейшем случае мы придем к определению минимального остовного
дерева для данного множества вершин 𝑀 . Для этого определим величину

mst(𝑀) = min
𝐺

{𝜌(𝐺) | 𝐺 — дерево,𝑀 = 𝑉 (𝐺)}.

Заметим, что достаточно было бы потребовать, чтобы граф 𝐺 в опреде-
лении был связен, тогда ацикличность 𝐺 следствие минимальности. Дерево 𝐺

на 𝑀 называется минимальным остовным деревом, если вес 𝜌(𝐺) = mst(𝑀).
Минимальное остовное дерево не содержит никаких иных вершин, кроме

точек множества 𝑀 . Если же разрешить в качестве вершин графа брать про-
извольные точки пространства X, мы придем к понятию минимального дерева
Штейнера. Для этого определим величину

smt(𝑀) = inf
𝐺
{𝜌(𝐺) | 𝐺 — дерево,𝑀 ⊂ 𝑉 (𝐺) ⊂ X}.

Дерево 𝐺 на конечном подмножестве 𝑉 (𝐺) ⊂ X, содержащем 𝑀 , называ-
ется минимальным деревом Штейнера, соединяющим 𝑀 , если 𝜌(𝐺) = smt(𝑀).
Вершины этого дерева, принадлежащие множеству 𝑀 , мы будем называть гра-
ничными, а само множество 𝑀 — границей дерева 𝐺 (или граничным мно-
жеством). Остальные вершины дерева 𝐺 будем называть внутренними (или
добавленными).

Ставя задачу о поиске минимального графа, можно и не требовать, что-
бы все вершины графа принадлежали исходному объемлющему пространству.
Рассмотрим произвольное конечное множество 𝑀 ⊂ (X, 𝜌) и взвешенный граф
𝐺, соединяющий 𝑀 , с некоторой весовой функцией 𝜔. Функция 𝜔 задает на
𝑀 псевдометрику 𝑑𝜔 следующим образом: расстоянием между вершинами гра-
фа 𝐺 назовем наименьший из весов маршрутов, их соединяющих, где весом
маршрута называется сумма весов ребер, входящих в маршрут. Если для лю-
бых точек 𝑝 и 𝑞 из 𝑀 выполняется 𝜌(𝑝,𝑞) ≤ 𝑑𝜔(𝑝,𝑞), то взвешенный граф 𝐺

называется заполнением 𝑀 . При этом 𝑀 назовем граничным множеством за-
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полнения или границей. Заполнение, вес которого равен mf(𝑀) = inf 𝜔(𝐺), где
точная нижняя грань берется по всем заполнениям 𝑀 , назовем минимальным
заполнением. Число mf(𝑀) назовем весом минимального заполнения.

Для любого метрического пространства можно определить следующие три
величины, связанные с минимальными графами.

Отношением Штейнера метрического пространства (X, 𝜌) назовем:

sr(X, 𝜌) = inf
{𝑀 |𝑀⊂X}

{︂
smt(𝑀)

mst(𝑀)
| 1 < #𝑀 < ∞

}︂
,

где #𝑀 обозначает количество элементов в множестве 𝑀 .
Аналогичным образом определим отношение Штейнера–Громова

sgr(X, 𝜌) = inf
{𝑀 |𝑀⊂X}

{︂
mf(𝑀)

mst(𝑀)
| 1 < #𝑀 < ∞

}︂
.

Суботношением Штейнера будем называть величину

ssr(X, 𝜌) = inf
{𝑀 |𝑀⊂X}

{︂
mf(𝑀)

smt(𝑀)
| 1 < #𝑀 < ∞

}︂
.

Введенные величины будем называть отношениями типа Штейнера или
общими отношениями типа Штейнера, чтобы подчеркнуть различие с их 𝑛-
точечными аналогами, которые определяются ниже.

Пусть 𝑛 ≥ 2 — фиксированное натуральное число. Определим 𝑛-точечное
отношение Штейнера

sr𝑛(X, 𝜌) = inf
{𝑀 |𝑀⊂X}

{︂
smt(𝑀)

mst(𝑀)
| 1 < #𝑀 ≤ 𝑛

}︂
,

𝑛-точечное суботношение Штейнера

ssr𝑛(X, 𝜌) = inf
{𝑀 |𝑀⊂X}

{︂
mf(𝑀)

smt(𝑀)
| 1 < #𝑀 ≤ 𝑛

}︂
.

и 𝑛-точечное отношение Штейнера–Громова

sgr𝑛(X, 𝜌) = inf
{𝑀 |𝑀⊂X}

{︂
mf(𝑀)

mst(𝑀)
| 1 < #𝑀 ≤ 𝑛

}︂
.



14

Эти три величины будем называть 𝑛-точечными отношениями типа Штей-
нера.

1.2 Свойства минимальных заполнений конечных метрических
пространств

В работе [10] было показано, что для любого граничного множества су-
ществует минимальное заполнение, имеющее структуру дерева, все вершины
степени 1 и 2 которого принадлежат границе. В дальнейшем мы будем рас-
сматривать только минимальные заполнения, имеющие такую структуру.

Установить, является ли данный взвешенный граф минимальным заполне-
нием для данного граничного множества, не всегда бывает просто. В некоторых
случаях это позволяет сделать достаточное условие минимальности заполнения,
доказанное А.О. Ивановым и А. А. Тужилиным (см. [10]).

Теорема 1 (А. О.Иванов, А. А.Тужилин). Пусть G = (𝐺,𝜔) — взвешенное де-
рево, являющееся заполнением метрического пространства M = (𝑀,𝜌). Пред-
положим, что для любых 𝑝 и 𝑞 из 𝑀 выполняется равенство 𝜌(𝑝,𝑞) = 𝑑𝜔(𝑝,𝑞).
Тогда G — минимальное заполнение для M.

Введем некоторые дополнительные определения. Пусть 𝐺 = (𝑉,𝐸) — про-
извольное дерево с границей 𝑀 . Исключим из 𝐺 некоторое ребро 𝑒, и пусть
𝐺1 и 𝐺2 — связные компоненты полученного графа. Положим 𝑀𝑖 = 𝑀 ∩ 𝐺𝑖 .
Полученное разбиение {𝑀1,𝑀2} множества 𝑀 обозначим через 𝒫𝐺(𝑒).

Пусть 𝑆 — конечное множество. Назовем циклическим порядком на мно-
жестве 𝑆 произвольную циклическую перестановку 𝜋 : 𝑆 → 𝑆. Два элемента
из множества 𝑆 назовем соседними относительно порядка 𝜋, если один из них
является 𝜋-образом другого. Циклический порядок назовем планарным по от-
ношению к 𝐺 или обходом, порожденным деревом 𝐺, соединяющим 𝑀 , если
для каждого 𝑒 ∈ 𝐸 и 𝑀𝑖 ∈ 𝒫𝐺(𝑒) существует единственная точка 𝑝 ∈ 𝑀𝑖, для
которой 𝜋(𝑝) /∈ 𝑀𝑖.

Приведем эквивалентное определение планарного порядка в терминах
укладок.
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Определение. Пусть 𝐺 = (𝑉,𝐸, 𝑖) и 𝐺′ = (𝑉 ′, 𝐸 ′, 𝑖′) — два графа.
Отображением 𝑓 : 𝐺 → 𝐺′ из графа 𝐺 в граф 𝐺′ называется отображе-
ние 𝑓 : 𝑉 ⊔ 𝐸 → 𝑉 ′ ⊔ 𝐸 ′ такое, что 𝑓(𝑉 ) ⊂ 𝑉 ′, 𝑓(𝐸) ⊂ 𝐸 ′ и для каждо-
го 𝑒 ∈ 𝐸 выполняется 𝑓(𝑖(𝑒)) = 𝑖′(𝑓(𝑒)). Здесь той же буквой 𝑓 обозначено
отображение, определенное на подмножествах 𝑉 : если {𝑣1, ..., 𝑣𝑘} ⊂ 𝑉 , то
𝑓({𝑣1, ..., 𝑣𝑘}) = {𝑓(𝑣1), ..., 𝑓(𝑣𝑘)}. Взаимно однозначное 𝑓 называется изомор-
физмом графов 𝐺 и 𝐺′. Графы называются изоморфными, если между ними
существует изоморфизм.

Определение. Будем говорить, что граф обладает укладкой на плоско-
сти, если он изоморфен графу, вершинами которого являются некоторые точ-
ки плоскости, а ребрами — жордановы кривые, соединяющие соответствующие
вершины, причем кривая, являющаяся ребром не проходит через другие вер-
шины графа, кроме вершин, которые она соединяет; две кривые, являющиеся
ребрами, пересекаются лишь в вершинах, инцидентных одновременно обоим
этим ребрам.

Определение. Пусть {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛} — множество ребер графа 𝐺 = (𝑉,𝐸, 𝑖)

Добавим к множеству 𝐸 ребра {𝑒′1, . . . , 𝑒′𝑛} и определим на них отображение 𝑖

по правилу 𝑖(𝑒𝑗) = 𝑖(𝑒′𝑗) для любого 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Полученный в результате этой
операции граф будем называть удвоением графа 𝐺.

Пусть 𝐺′ — некоторая укладка дерева G на плоскость. Циклический по-
рядок назовем обходом дерева 𝐺′, если он соответствует эйлерову циклу в
удвоении графа 𝐺. Рассмотрим обход дерева 𝐺′. Изобразим последовательно
встречающиеся при таком обходе точки из 𝑀 последовательными точками на
окружности 𝑆1. Отметим, что каждая вершина 𝑝 из 𝑀 встречается столько раз,
какова ее степень. Для каждой вершины 𝑝 ∈ 𝑀 степени больше 1 из всех со-
ответствующих ей точек окружности оставим одну произвольную. Тем самым,
мы построили инъекцию 𝜈 : 𝑀 → 𝑆1. Определим циклическую перестановку 𝜋,
положив 𝜋(𝑝) = 𝑞, где 𝜈(𝑞) следует за 𝜈(𝑝) на окружности 𝑆1. Будем говорить,
что построенный циклический порядок 𝜋 порожден укладкой 𝐺′.

Теорема 2 (А. О.Иванов, А.А. Тужилин). Циклический порядок, порожден-
ный на 𝑀 укладкой 𝐺′ дерева 𝐺, является планарным по отношению к 𝐺.
Обратно, каждый планарный порядок на 𝑀 по отношению к 𝐺 порожден
некоторой укладкой 𝐺′ дерева 𝐺.
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Следующее утверждение показывает связь между обходами и заполнени-
ями (см. [10]).

Теорема 3 (А. О.Иванов, А. А. Тужилин). Пусть G = (𝐺,𝜔) — произвольное
заполнение псевдометрического пространства M = (𝑀,𝜌), и 𝜋 — обход 𝐺.
Тогда

𝜔(𝐺) ≥
∑︁
𝑝∈𝑀

𝜌(𝑝,𝜋(𝑝))/2.

Заметим, что в некоторых случаях полезным может оказаться рассмотре-
ние мультиобходов и мультициклических порядков.

Мультициклическим порядком кратности 𝑘 на множестве 𝑆 из 𝑛 эле-
ментов назовем отображение 𝜋 : Z𝑛𝑘 → 𝑆 такое, что:

1. Для любого 𝑗 ∈ Z𝑛𝑘 𝜋(𝑗) ̸= 𝜋(𝑗 + 1).
2. Для любого элемента 𝑠 ∈ 𝑆 его прообраз при отображении 𝜋 состоит

ровно из 𝑘 элементов.
Как и в случае обходов для граничного множества 𝑀 и затягивающе-

го его графа 𝐺 рассмотрим разбиение 𝒫𝐺(𝑒). Мультициклический порядок на
𝑀 назовем планарным по отношению к 𝐺 или мультиобходом 𝐺, если су-
ществует такое 𝑙, что для каждого 𝑒 ∈ 𝐸 и 𝑀𝑖 ∈ 𝒫𝐺(𝑒) существует ровно 𝑙

элементов 𝑝 ∈ Z𝑛𝑘, для которых 𝜋(𝑝) ∈ 𝑀𝑖, но 𝜋(𝑝 + 1) /∈ 𝑀𝑖. Такое 𝑙 назовем
кратностью мультиобхода. Множества всех мультиобходов 𝐺 будем обозна-
чать 𝒯 (𝐺). Мультипериметром пространства ℳ по отношению к порядку 𝜋

будем называть величину

𝑝(ℳ, 𝜋) =
1

2𝑘

𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝜌(𝜋(𝑗), 𝜋(𝑗 + 1)).

В своей работе [24] A. Ю. Еремин доказал формулу для вычисления веса
минимального заполнения метрического пространства:

Теорема 4 (A. Ю.Еремин). Пусть ℳ = (𝑀,𝜌) — метрическое пространство.
Тогда

mf(ℳ) = min
𝐺

max
𝜋∈𝒯 (𝐺)

𝑝(ℳ, 𝜋),

где минимум берется по всем графам 𝐺, соединяющим 𝑀 , а максимум — по
всем мультиобходам 𝐺.
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Для пространств, состоящих из малого числа точек, есть более простые
формулы, доказательство которых приведено в [10].

Теорема 5 (А. О.Иванов, А. А.Тужилин). Пусть ℳ = (𝑀,𝜌) — метрическое
пространство, состоящее из трех точек 𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3). Пусть 𝜌𝑖𝑗 = 𝜌(𝑥𝑖, 𝑥𝑗).
Тогда вес минимального заполнения может быть вычислен по формуле

mf(ℳ) =
1

2
(𝜌12 + 𝜌13 + 𝜌23).

Теорема 6 (А. О.Иванов, А. А. Тужилин). Пусть ℳ = (𝑀,𝜌) — метриче-
ское пространство, состоящее из четырех точек 𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3, 4). Пусть
𝜌𝑖𝑗 = 𝜌(𝑥𝑖, 𝑥𝑗). Тогда вес минимального заполнения может быть вычислен по
формуле

mf(ℳ) =
1

2
(min{𝜌12+𝜌34, 𝜌13+𝜌24, 𝜌23+𝜌14}+max{𝜌12+𝜌34, 𝜌13+𝜌24, 𝜌23+𝜌14}).
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Глава 2. Оценки для отношений типа Штейнера

2.1 Основные результаты главы

Прежде всего заметим, что для любого конечного множества 𝑀 верны
неравенства

mf(𝑀) ≤ smt(𝑀) ≤ mst(𝑀).

Поэтому выполняется тривиальная верхняя оценка 𝑟(X) ≤ 1, где 𝑟(X) обознача-
ет любое из отношений типа Штейнера. Кроме того, для любого натурального
𝑛 ≥ 2 выполняется неравенство 𝑟𝑛(X) ≤ 1. Данные оценки являются точными
и достигаются, например, на пространстве, состоящем только из двух точек.

Э. Ф.Мур получил нижние оценки для отношения Штейнера. Доказатель-
ство этого результата приведено, например, в [18, theorem 4.1.1, corollary 4.1.2].

Теорема 7 (Э. Ф.Мур). Для произвольного метрического пространства X
справедливы оценки:

sr𝑛(X) ≥ 𝑛

2(𝑛− 1)
; sr(X) ≥ 1

2
.

Более того, эти оценки являются точными.

Оказывается, аналогичные оценки справедливы для суботношения Штей-
нера и для отношения Штейнера–Громова. Одним из основных результатов
данной главы является следующая теорема.

Теорема 8. Пусть функция r обозначает одно из трех отношений типа
Штейнера: sr, sgr или ssr. Для произвольного метрического пространства X
справедливы следующие оценки:

𝑛

2(𝑛− 1)
≤ 𝑟𝑛(X) ≤ 1;

1

2
≤ 𝑟(X) ≤ 1.

Более того, эти оценки являются точными.

Данная теорема описывает отрезок возможных значений для отношения
типа Штейнера. Возникает вопрос: любое ли значение из данного отрезка может
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являться отношением типа Штейнера некоторого метрического пространства.
Ответ на этот вопрос дает следующие теоремы.

Теорема 9. Пусть функция 𝑟 обозначает одно из трех отношений типа
Штейнера: sr, sgr или ssr. Пусть 𝑠 ∈ [12 ,1] — некоторое фиксированное дей-
ствительное число. Тогда существует метрическое пространство X, такое
что 𝑟(X) = 𝑠.

Теорема 10. Пусть функция 𝑟𝑛 обозначает одно из трех 𝑛-точечных отно-
шений типа Штейнера: sr𝑛, sgr𝑛 или ssr𝑛. Пусть 𝑠 ∈ [ 𝑛

2(𝑛−1) ,1] — некоторое
фиксированное действительное число. Тогда существует метрическое про-
странство X, такое что 𝑟𝑛(X) = 𝑠.

Замечание. Подразумевается, что 𝑠 может являться одним из отноше-
ний типа Штейнера для некоторого метрического пространства. Вообще говоря,
не утверждается, что для этого метрического пространства все остальные от-
ношения типа Штейнера также равны 𝑠.

А. О.Иванов и А. А. Тужилин доказали справедливость этого результата
для отношения Штейнера в [25]. Доказательство для отношения Штейнера–
Громова и для суботношения Штейнера проведено автором и составляет основ-
ное содержание раздела 2.3.

2.2 Доказательство оценок для отношений типа Штейнера

Учитывая замечания, сделанные в предыдущем разделе, для доказатель-
ства теоремы 8 необходимо показать, что нижние оценки справедливы и точны
для отношения Штейнера–Громова и для суботношения Штейнера.

Лемма 11. Для произвольного метрического пространства X верна оценка:

sgr𝑛(X) ≥ 𝑛

2(𝑛− 1)
.
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Доказательство. Для множеств 𝑀 , состоящих только из двух точек 𝑥

и 𝑦,
mf(𝑀) = smt(𝑀) = mst(𝑀) = 𝜌(𝑥, 𝑦).

Поэтому для любого двухточечного множества

mf(𝑀)

mst(𝑀)
=

mf(𝑀)

smt(𝑀)
= 1.

Таким образом при 𝑛 = 2 доказываемое утверждение верно.
Будем считать, что оценка верна для sgr𝑘(X), где 𝑘 = 2, . . . , 𝑛− 1. Дока-

жем, что оценка верна для sgr𝑛(X). Рассмотрим произвольное множество 𝑀 ,
состоящее из 𝑛 > 2 точек. Рассмотрим 𝐺, являющееся минимальным запол-
нением этого множества. Пусть 𝜋 — некоторый обход на 𝑀 , порожденный 𝐺.
Тогда в силу Теоремы 3 справедлива оценка:

2 mf(𝑀) ≥
∑︁
𝑝∈𝑀

𝜌(𝑝,𝜋(𝑝));

Пусть вершины {𝑎𝑖} (где 𝑖 = 1, . . . ,𝑛) являются последовательными от-
носительно 𝜋. Выберем такую вершину 𝑝 ∈ 𝑀 , что 𝜌(𝑝,𝜋(𝑝)) наибольшее.
Без ограничения общности 𝑝 = 𝑎𝑛, т.е. 𝜌(𝑎𝑛, 𝑎1) ≥ 𝜌(𝑎𝑖, 𝑎𝑖+1) для любого
𝑖 = 1, . . . ,𝑛− 1. Отсюда следует, что

𝜌(𝑎𝑛, 𝑎1) ≥
∑︀𝑛−1

𝑖=1 𝜌(𝑎𝑖, 𝑎𝑖+1)

𝑛− 1
.

Тогда верно неравенство

mf(𝑀)

mst(𝑀)
≥ 1

2

∑︀𝑛−1
𝑖=1 𝜌(𝑎𝑖, 𝑎𝑖+1) + 𝜌(𝑎𝑛, 𝑎1)

mst(𝑀)
.

Заметим, что дерево на 𝑀 с ребрами {𝑎𝑖, 𝑎𝑖+1}, где 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 1, явля-
ется остовным, а значит для него верно:

𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝜌(𝑎𝑖, 𝑎𝑖+1) ≥ mst(𝑀).



21

Тогда имеем:

mf(𝑀)

mst(𝑀)
≥ 1

2

∑︀𝑛−1
𝑖=1 𝜌(𝑎𝑖, 𝑎𝑖+1) + 1

𝑛−1

∑︀𝑛−1
𝑖=1 𝜌(𝑎𝑖,𝑎𝑖+1)∑︀𝑛−1

𝑖=1 𝜌(𝑎𝑖, 𝑎𝑖+1)
=

𝑛

2(𝑛− 1)
.

Данная оценка справедлива для любого 𝑛 - точечного множества 𝑀 . Кро-
ме того, по предположению индукции для всех множеств 𝑀 ′ с меньшим числом
точек выполняется оценка:

mf(𝑀 ′)

mst(𝑀 ′)
≥ 𝑛− 1

2(𝑛− 2)
>

𝑛

2(𝑛− 1)
.

Значит для всех множеств 𝑀 ′′, содержащих не более чем 𝑛 вершин вы-
полняется оценка:

mf(𝑀 ′′)

mst(𝑀 ′′)
≥ 𝑛

2(𝑛− 1)
,

следовательно

sgr𝑛(X) = inf
{𝑀 ′′|𝑀 ′′⊂X}

{︂
mf(𝑀 ′′)

mst(𝑀 ′′)
| 1 < #𝑀 ′′ ≤ 𝑛

}︂
≥ 𝑛

2(𝑛− 1)
.

Лемма 12. Для произвольного метрического пространства X верна оценка:

ssr𝑛(X) ≥ 𝑛

2(𝑛− 1)
.

Доказательство. Данная лемма является следствием предыдущей.
Действительно, для любого множества 𝑀 имеем:

mst(𝑀) ≥ smt(𝑀), поэтому

ssr𝑛(X) ≥ sgr𝑛(X) ≥ 𝑛

2(𝑛− 1)
.

Лемма доказана.

Определение. Назовем 𝑛-мерным правильным симплексом со стороной
𝑆 множество из 𝑛 + 1 точки метрического пространства, попарные расстояния
между которыми равны 𝑆. Указанные точки назовем вершинами симплекса.
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Правильный симплекс с 𝑛 вершинами и стороной 𝑆 будем обозначать 𝑆∆𝑛.
Симплекс 1∆𝑛 будем обозначать ∆𝑛.

Лемма 13. Существует метрическое пространство X, для которого нижние
оценки для ssr𝑛 и sgr𝑛 достигаются, то есть

ssr𝑛(X) = sgr𝑛(X) =
𝑛

2(𝑛− 1)
.

Доказательство. В качестве X рассмотрим пространство ∆𝑛. Рассмот-
рим множество 𝑀 , состоящее из всех точек данного пространства. Для этого
множества

mst(𝑀) = 𝑛− 1.

Рассмотрим заполнение данной границы, которое содержит одну дополнитель-
ную вершину, расстояние от которой до любой граничной точки равно 1

2 . Для
данного заполнения выполняется достаточное условие минимальности заполне-
ния (Теорема 1), а значит

mf(𝑀) =
𝑛

2
.

Таким образом

sgr𝑛(X) ≤ mf(𝑀)

mst(𝑀)
=

𝑛

2(𝑛− 1)
.

Поскольку для любого метрического пространства, в частности для X, выпол-
няется оценка

sgr𝑛(X) ≥ 𝑛

2(𝑛− 1)
,

то имеет место равенство.
Поскольку множество 𝑀 содержит все точки пространства X, минималь-

ное дерево Штейнера не может содержать точек, не входящих в множество
𝑀 . Следовательно, минимальное дерево Штейнера совпадает с минимальным
остовным деревом и

smt(𝑀) = 𝑛− 1.

Проведя аналогичные рассуждения для суботношения Штейнера получим, что

ssr𝑛(X) =
𝑛

2(𝑛− 1)
.
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Лемма доказана.

Доказательство лемм 11, 12, 13 завершает доказательство теоремы 8.

2.3 Доказательство теорем существования

Зафиксируем число 𝑠 из допустимого отрезка значений. Покажем, как
построить метрическое пространство, у которого sgr(X) = ssr(X) = 𝑠.

Если 𝑠 = 1, то в качестве X можно взять произвольное метрическое про-
странство, состоящее из двух точек.

Если 3
4 ≤ 𝑠 < 1, то рассмотрим пространство, состоящее из трех точек 𝑥,

𝑦, 𝑧. Положим
𝜌(𝑥,𝑦) = 𝜌(𝑥,𝑧) = 1,

𝜌(𝑦,𝑧) = 𝑅, где 𝑅 ∈ [1,2).

Для множества 𝑀 , состоящего из этих трех точек, mst(𝑀) = 2. Более то-
го, smt(𝑀) = 2, поскольку пространство X не содержит других точек помимо
вершин из 𝑀 , которые можно было бы добавить для построения минимального
дерева Штейнера. Вес минимального заполнения для 𝑀 равен 1+1+𝑅

2 по теоре-
ме 5 (формула для вычисления веса минимального заполнения трехточечных
множеств).

Таким образом,

sgr(X) =
2 + 𝑅

4
= 𝑠.

Изменяя параметр 𝑅 от 1 до 2, получим произвольное 𝑠 из промежутка
[34 , 1).

Пусть теперь задано некоторое 𝑠 ∈ (12 ,
3
4). Найдем такое число 𝑛 > 3, что

𝑛− 1

2(𝑛− 2)
> 𝑠 ≥ 𝑛

2(𝑛− 1)
.

Решая неравенство получим, что нужно взять

𝑛 = 2 +

[︂
1

2𝑠− 1

]︂
,
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где квадратные скобки обозначают целую часть.
Рассмотрим множество X, состоящее из 𝑛 точек. Выделим некоторую точ-

ку 𝑥 и определим расстояния между точками следующим образом:

𝜌(𝑝, 𝑞) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0 если 𝑝 = 𝑞;

𝑅 если 𝑝 = 𝑥 или 𝑞 = 𝑥, 𝑝 ̸= 𝑞;

1 если 𝑝 ̸= 𝑥, 𝑞 ̸= 𝑥, 𝑝 ̸= 𝑞.

Здесь 𝑅 ≥ 1 выступает в качестве параметра.
Найдем отношение Штейнера–Громова для данного метрического про-

странства и убедимся, что существует такое значение 𝑅, что sgr(X) = 𝑠.
Рассмотрим множество 𝑀 , состоящее из всех точек пространства X. Так

как 𝑅 ≥ 1, то для этого множества

mst(𝑀) = smt(𝑀) = 𝑅 + 𝑛− 2.

В качестве заполнения множества 𝑀 рассмотрим граф, содержащий помимо
вершин из 𝑀 одну вершину 𝑦, которая соединена ребрами со всеми граничны-
ми точками. Выберем веса ребер так, чтобы вес ребра, соединяющего 𝑦 и 𝑥,
равнялся 𝑅 − 1

2 , а вес любого другого ребра, выходящего из 𝑦, равнялся бы
1
2 . Для данного заполнения выполняется достаточное условие минимальности
(Теорема 1), а значит

mf(𝑀) = 𝑅 +
𝑛

2
− 1.

Рассмотрим сначала отношение Штейнера–Громова данного метрического
пространства. Имеем, что

mf(𝑀)

mst(𝑀)
=

𝑅 + 𝑛
2 − 1

𝑅 + 𝑛− 2
= 1 − 𝑛− 2

2(𝑅 + 𝑛− 2)
.

При 𝑅 = 2 − 𝑛 + 𝑛−2
2(1−𝑠) значение дроби в правой части равно 𝑠, а значит

выполняется оценка: sgr(X) ≤ 𝑠. Стоит отметить, что данное 𝑅 действительно
не меньше 1, как мы и требовали.

Заметим, что в силу конечности пространства X, точную нижнюю грань
в определении отношения Штейнера–Громова можно заменить на минимум.
Кроме того, из Леммы 11 следует, что для любого множества 𝑀 ′, состоящего
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менее чем из 𝑛 точек,

mf(𝑀 ′)

mst(𝑀 ′)
≥ 𝑛− 1

2(𝑛− 2)
> 𝑠, и

mf(𝑀 ′)

smt(𝑀 ′)
≥ 𝑛− 1

2(𝑛− 2)
> 𝑠.

Поскольку уже доказано, что sgr(X) ≤ 𝑠, минимум в определении отноше-
ния Штейнера–Громова не может достигаться на множествах, состоящих менее
чем из 𝑛 точек. Следовательно, он достигается на единственном 𝑛 – точечном
множестве 𝑀 . Таким образом, если 𝑅 = 2 − 𝑛 + 𝑛−2

2(1−𝑠) , то

sgr(X) =
mf(𝑀)

mst(𝑀)
= 𝑠.

Аналогичным образом при помощи Леммы 12 доказывается, что точная
нижняя грань в определении суботношения Штейнера достигается на множе-
стве 𝑀 и ssr(X) = 𝑠 при том же значении параметра 𝑅. Таким образом полно-
стью рассмотрен случай 𝑠 ∈ (12 , 1].

Пусть теперь 𝑠 = 1
2 . Из Леммы 11 и Леммы 12 следует, что не суще-

ствует метрического пространства, состоящего из конечного числа точек, для
которого sgr(X) = 1

2 или ssr(X) = 1
2 . Рассмотрим пространство X, состоящее

из счетного числа точек, такое что расстояние между любыми попарно раз-
личными точками этого пространство равно 1. Тогда для любого 𝑛 - точечного
множества 𝑀 ⊂ X:

mf(𝑀)

mst(𝑀)
=

mf(𝑀)

smt(𝑀)
=

𝑛

2(𝑛− 1)
.

Устремляя 𝑛 к бесконечности получим, что:

sgr(X) = ssr(X) =
1

2
.

Заметим, что на каждом шаге доказательства, исключая последний, строилось

пространство X, содержащее 𝑛 точек, причем sgr(X) = ssr(X) = 𝑠. Но для про-
странства из 𝑛 точек sgr(X) = sgr𝑛(X), а ssr(X) = ssr𝑛(X), поэтому построенные
пространства также служат примерами для доказательства Теоремы 10.

Тем самым доказаны теоремы существования для отношений типа Штей-
нера (Теорема 9) и для 𝑛-точечных отношений типа Штейнера (Теорема 10).
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2.4 Примеры и следствия

2.4.1 Пространства, содержащие симплекс

Из доказательства леммы 13 следует, что sgr𝑛(∆𝑛) = ssr𝑛(∆𝑛) = 𝑛
2(𝑛−1) .

Равенство останется верным и для правильного симплекса с произвольной сто-
роной 𝑆. Заметим, что при доказательстве равенства в случае суботношения
Штейнера мы пользовались тем, что пространство не содержит иных точек,
кроме множества 𝑀 вершин симплекса. Если бы такие точки были, вес мини-
мального дерева Штейнера для 𝑀 мог бы оказаться меньше веса минимально-
го остовного дерева, и тогда отношение mf(𝑀) к smt(𝑀) было бы больше, чем

𝑛
2(𝑛−1) . Поэтому, вообще говоря, существования правильного симплекса 𝑆∆𝑛 в
метрическом пространстве X недостаточно для того, чтобы sgr𝑛(X) = 𝑛

2(𝑛−1) .
Однако для отношения Штейнера–Громова такой проблемы не возникает, а по-
тому верна следующая теорема.

Теорема 14. Пусть метрическое пространство (X, 𝜌) содержит правильный
симплекс 𝑆∆𝑛. Тогда sgr𝑛(X) = 𝑛

2(𝑛−1). Если пространство (X, 𝜌) содержит
правильный симплекс 𝑆∆𝑛 для любого 𝑛, то sgr(X) = 1

2.

Пример 1. Рассмотрим пространство ℓ𝑝 (1 ≤ 𝑝 < ∞) всех последова-
тельностей {𝑎𝑖}𝑖=0,1,... для которых

‖𝑥‖ℓ𝑝 =

(︃ ∞∑︁
𝑖=0

|𝑎𝑖|𝑝
)︃ 1

𝑝

< ∞

В качестве правильного 𝑛 - мерного симплекса можно взять следующий
набор {𝑧𝑘} из 𝑛 + 1 точки: у 𝑧𝑖 координата 𝑎𝑖 = 1, а все прочие координаты
равны нулю. Тогда расстояние между любыми двумя различными точками из
этого набора будет равно:

|𝑧𝑖 − 𝑧𝑗|ℓ𝑝 = 2
1
𝑝 .
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Поскольку правильный 𝑛 - мерный симплекс существует для произвольного 𝑛,
для всех 𝑛 верно равенство:

sgr𝑛(ℓ𝑝) =
𝑛

2(𝑛− 1)
,

и следовательно
sgr(ℓ𝑝) =

1

2
.

Пример 2. Аналогично можно рассуждать и в случае пространства ℓ∞

последовательностей {𝑎𝑖}𝑖=0,1,... для которых

‖𝑥‖ℓ∞ = sup
𝑖

|𝑎𝑖| < ∞

Тогда
sgr𝑛(ℓ∞) =

𝑛

2(𝑛− 1)
,

sgr(ℓ∞) =
1

2
.

Пример 3. Пространство всех ограниченных действительных функций
B[0,1] на отрезке [0,1] с метрикой

𝜌(𝑓,𝑔) = sup
𝑥∈[0,1]

|𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|

содержит правильный 𝑛-мерный симплекс для любого 𝑛. В качестве вершин
данного симплекса можно взять функции

𝑓𝑖(𝑥) =

⎧⎨⎩1, при 𝑥 = 1/2𝑖

0, при 𝑥 ̸= 1/2𝑖

Аналогичную конструкцию можно построить и для пространства функ-
ций, заданных на произвольном отрезке [𝑎, 𝑏].

Следовательно,
sgr𝑛(B[𝑎, 𝑏]) =

𝑛

2(𝑛− 1)
,

sgr(B[𝑎, 𝑏]) =
1

2
.
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Пример 4. Пространство действительных функций 𝐶[𝑎, 𝑏], непрерывных
на отрезке [𝑎, 𝑏] c метрикой

𝜌(𝑓,𝑔) = sup
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|

также содержит правильный симплекс для любого 𝑛. Покажем, как его постро-
ить. Разобьем отрезок [𝑎, 𝑏] на 𝑛 равных частей, каждую их которых обозна-
чим 𝑤𝑖 =

[︀
𝑎 + 𝑏−𝑎

𝑛 · (𝑖− 1); 𝑎 + 𝑏−𝑎
𝑛 · 𝑖

]︀
, где 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Выберем произвольную

непрерывную функцию 𝑓1, тождественно не равную нулю, которая обращает-
ся в ноль на всех отрезках 𝑤𝑖, кроме первого, причем на концах отрезка 𝑤1

функция обращается в ноль. Определим остальные 𝑓𝑖 (𝑖 = 2, . . . , 𝑛) по пра-

вилу 𝑓𝑖+1(𝑥) = 𝑓𝑖

(︂
𝑥− 𝑏− 𝑎

𝑛

)︂
для всех допустимых 𝑥 и доопределим нулем

во всех остальных случаях. По сути это означает, что график каждой следую-
щей функции получен из графика предыдущей сдвигом на 𝑏−𝑎

𝑛 вдоль оси абс-
цисс. Таким образом, мы получим набор из функций 𝑓𝑖, каждая из которых
может быть отлична от нуля только во внутренних точках соответствующего
отрезка 𝑤𝑖. Заметим, что расстояние между двумя такими функциями равно
𝜌(𝑓𝑖, 𝑓𝑗) = sup𝑥∈𝑤1

|𝑓1(𝑥)| для 𝑖 ̸= 𝑗. Функцию 𝑓1 выберем так, чтобы соответ-
ствующий супремум был отличен от нуля и равнялся некоторому числу 𝑑. Но
это означает, что расстояния между любой парой функций из набора {𝑓𝑖} равно
𝑑, т.е. 𝑓𝑖 являются вершинами правильного симплекса. Описанная конструкция
работает для любого значения 𝑛, а значит

sgr𝑛(𝐶[𝑎, 𝑏]) =
𝑛

2(𝑛− 1)
,

sgr(𝐶[𝑎, 𝑏]) =
1

2
.

Пример 5. Заметим, что конструкция, описанная в предыдущем примере
может быть обобщена для пространства функций заданного класса гладкости с
супремум-метрикой. Симплекс строится аналогичным образом. Необходимо до-
полнительно потребовать, чтобы функция 𝑓1 принадлежала заданному классу
гладкости.
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Пример 6. Пространство действительных функций 𝐶1[𝑎, 𝑏], непрерывных
на отрезке [𝑎, 𝑏] c интегральной метрикой

𝜌(𝑓,𝑔) =

∫︁ 𝑏

𝑎

|𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|𝑑𝑥

также обладает симплексом для любого 𝑛. Конструкция аналогична описанной
в примере с супремум-метрикой. В качестве 𝑓1 нужно взять функцию с допол-
нительным свойством

∫︀ 𝑏

𝑎 |𝑓1(𝑥)|𝑑𝑥 > 0. Обозначим, значение данного интеграла
𝑑. Тогда ∫︁ 𝑏

𝑎

|𝑓1(𝑥)|𝑑𝑥 =

∫︁
𝑤1

|𝑓1(𝑥)|𝑑𝑥 =

∫︁
𝑤𝑖

|𝑓𝑖(𝑥)|𝑑𝑥 = 𝑑.

Поскольку носители функций 𝑓𝑖 и 𝑓𝑗 не пересекаются при 𝑖 ̸= 𝑗, имеем∫︁ 𝑏

𝑎

|𝑓𝑖(𝑥) − 𝑓𝑗(𝑥)|𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑏

𝑎

|𝑓𝑖(𝑥)|𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑏

𝑎

|𝑓𝑗(𝑥)|𝑑𝑥 = 2𝑑.

Расстояния между любой парой функций равно 2𝑑, а значит {𝑓𝑖} образуют
множество вершин правильного симплекса. Следовательно,

sgr𝑛(𝐶1[𝑎, 𝑏]) =
𝑛

2(𝑛− 1)
,

sgr(𝐶1[𝑎, 𝑏]) =
1

2
.

Еще один пример пространства, в котором содержится 𝑆∆𝑛 для любого
𝑛, связан с метрикой Громова–Хаусдорфа и будет приведен в разделе 4.1.

2.4.2 Теорема о симплексе

В предыдущем разделе было показано, что пространства, содержащие
правильный симплекс, обладают минимально возможным значением отноше-
ния Штейнера–Громова. Оказывается, справедлива следующая теорема.
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Теорема 15. Пусть sgr𝑛(X) = 𝑛
2(𝑛−1) и достигается на некотором множе-

стве, тогда это множество является правильным (𝑛− 1)-мерным симплек-
сом.

Доказательство. Вспомним основные шаги доказательства Леммы 11
о нижних оценках для отношения Штейнера–Громова. Мы рассматривали про-
извольное множество 𝑀 = {𝑎𝑖}, состоящее из 𝑛 > 2 точек и дерево 𝐺, являю-
щееся минимальным заполнением этого множества. Мы предполагали, что вер-
шины {𝑎𝑖} (где 𝑖 = 1, . . . ,𝑛) являются последовательными относительно обхода
𝜋, порожденного 𝐺. Без ограничения общности мы полагали, что для любого
𝑖 = 1, . . . ,𝑛 − 1 выполнено равенство 𝜌(𝑎𝑛, 𝑎1) ≥ 𝜌(𝑎𝑖, 𝑎𝑖+1). Позже мы исполь-
зовали оценку

𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝜌(𝑎𝑖, 𝑎𝑖+1) ≥ mst(𝑀).

Если для рассматриваемого пространства оценка для sgr𝑛 является точной
и достигается на множестве 𝑀 , значит все промежуточные неравенства должны
обратиться в равенства. В частности для любого 𝑖 = 1, . . . ,𝑛− 1 выполняются
равенства 𝜌(𝑎𝑛, 𝑎1) = 𝜌(𝑎𝑖, 𝑎𝑖+1) и

∑︀𝑛−1
𝑖=1 𝜌(𝑎𝑖, 𝑎𝑖+1) = mst(𝑀). Отсюда получаем,

что расстояние между вершинами, последовательными относительно обхода 𝜋,
равно mst(𝑀)/(𝑛−1). Если 𝜋′ — другой обход, порожденный графом 𝐺, то для
него верны те же рассуждения, а потому если 𝜋′(𝑎𝑖) = 𝑎𝑗 для некоторых 𝑖 ̸= 𝑗,
то 𝜌(𝑎𝑖, 𝑎𝑗) = mst(𝑀)/(𝑛− 1).

Остается заметить, что для любых двух точек 𝑎𝑖 и 𝑎𝑗 множества 𝑀 суще-
ствует обход, относительно которого эти точки являются последовательными.
Покажем, как построить такой обход 𝜋′′. Пусть 𝐺′ — укладка дерева 𝐺 на плос-
кость. Поскольку 𝐺′ — связный граф, вершины 𝑎𝑖 и 𝑎𝑗 можно соединить путем
𝑊 1. Пусть 𝐸1 ⊂ 𝐸(𝐺′) — множество ребер, входящих в этот путь. Рассмотрим
удвоение графа 𝐺′. Однократно удалим из него ребра, входящие в множество
𝐸1. В результате получим связный граф, соединяющий множество {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛},
у которого вершины 𝑎𝑖 и 𝑎𝑗 имеют нечетную степень, а все остальные вершины
имеют четную степень. В таком графе существует путь 𝑊 2 с началом в точке
𝑎𝑗 и концом в точке 𝑎𝑖, который содержит все ребра данного графа ровно по од-
ному разу (доказательство этого факта можно найти, например, в [18, Remark
2.1.5]). Таким образом, на удвоении графа 𝐺′ можно построить эйлеров цикл,
сначала осуществляя движение от 𝑎𝑖 к 𝑎𝑗 по пути 𝑊 1, а после двигаясь от 𝑎𝑗
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к 𝑎𝑖 по пути 𝑊 2. При этом можно считать, что при движении по этому циклу
мы сначала посещаем вершины 𝑎𝑖 и 𝑎𝑗, а потом посещаем все остальные вер-
шины во время прохождения пути 𝑊 2. Описанный циклический порядок на 𝑀

задает искомый обход 𝜋′′ графа 𝐺, поскольку для него выполняется требуемое
равенство 𝜋′′(𝑎𝑖) = 𝑎𝑗.

Отсюда следует, что для любой пары различных точек 𝑎𝑖 и 𝑎𝑗 выполняется
равенство 𝜌(𝑎𝑖, 𝑎𝑗) = mst(𝑀)/(𝑛− 1), а значит 𝑀 — правильный симплекс, что
и требовалось доказать.

Заметим, что, вообще говоря, из равенства sgr𝑛(X) = 𝑛
2(𝑛−1) еще не следует,

что в пространстве X есть правильный симплекс.

Пример 7. Рассмотрим пространство X, состоящее из точек
𝑎, 𝑏, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, . . . и метрикой 𝜌, определяемой следующими соотношениями:

𝜌(𝑎,𝑏) = 1, 𝜌(𝑎, 𝑐𝑖) = 𝜌(𝑏, 𝑐𝑖) = 1 − 1

2𝑖
, 𝜌(𝑐𝑖, 𝑐𝑗) =

⃒⃒⃒⃒
1

2𝑖
− 1

2𝑗

⃒⃒⃒⃒
.

Вычислим sgr3(X). Рассмотрим множество 𝑀𝑖 = {𝑎, 𝑏, 𝑐𝑖}. Для этого мно-
жества

mst(𝑀𝑖) = 1 + 1 − 1

2𝑖

mf(𝑀𝑖) =
1

2

(︂
1 + 1 + 1 − 1

2𝑖

)︂
Отношение mf(𝑀𝑖) к mst(𝑀𝑖) стремится к 3

4 при 𝑖 → ∞. Следовательно,
sgr3(X) ≤ 3

4 . Но по теореме об оценках (Теорема 8) sgr3(X) ≥ 3
4 . Отсюда следует,

что sgr3(X) = 3
4 . Однако пространство X не содержит правильного симплекса.

2.4.3 Филогенетические пространства

Рассмотрим конечное множество 𝐴 = {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑁}. Элементы 𝑎𝑖 этого
множества будем называть буквами, а само множество 𝐴 — алфавитом. Рас-
смотрим все конечные последовательности, составленные из букв 𝑎𝑖, включая
пустую последовательность. Всякую такую последовательность будем называть
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словом. Слово, не содержащее букв, назовем пустым и будем обозначать его 𝜆.
Для каждого слова определим его длину как количество букв в его записи. При
этом будем полагать, что длина пустого слова равна нулю.

Определим следующие операции на множестве всех слов:
– удаление некоторой буквы из слова;
– вставка или добавление некоторой буквы алфавита на некоторую пози-

цию в записи слова;
– замена одной буквы слова на некоторую другую букву алфавита.
Нетрудно заметить, что за конечное число подобных операций из любо-

го слова можно получить любое другое. Наименьшее число операций, необхо-
димых для получения слова 𝛼 из слова 𝛽, назовем расстоянием между этими
словами. Заметим, что введенное расстояние удовлетворяет свойствам метрики.
Таким образом, множество всех слов, полученных из букв данного алфавита,
можно рассматривать, как метрическое пространство. Это пространство будем
называть филогенетическим пространством, а введенную на нем функцию
расстояния — расстоянием Левенштейна.

Если алфавит 𝐴 содержит только одну букву, то в этом случае слова
имеют вид 𝑎 . . . 𝑎 (𝑘 раз), а само филогенетическое пространство изометрично
пространству натуральных чисел с метрикой 𝜌(𝑚,𝑛) = |𝑚− 𝑛|. В этом случае
значение всех отношений типа Штейнера, в том числе и 𝑛 - точечных, равно
1. Изучим более подробно отношения типа Штейнера филогенетических про-
странств, алфавит которых содержит более одной буквы.

Отношение Штейнера для филогенетических пространств вычислено в
работе Цислика (см.[18, Theorem 4.4.1]).

Теорема 16 (Д. Цислик). Отношение Штейнера филогенетического про-
странства X, для которого 𝑁 ≥ 2, равно 1

2.

Теорема 17. Отношение Штейнера–Громова филогенетического простран-
ства X, для которого 𝑁 ≥ 2, равно 1

2.

Доказательство. Выделим две буквы из алфавита. Без ограничения
общности, назовем их 𝑎 и 𝑏. Рассмотрим слово, состоящее из 𝑛 букв 𝑎, т.е.

𝛼0 = 𝑎 . . . 𝑎⏟  ⏞  
𝑛 раз

.
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образуем из слова 𝛼0 новые 𝑛 слов следующим образом: слово 𝛼𝑖 получается
из 𝛼0 путем замены 𝑖-ого символа в записи 𝛼0 на букву 𝑏. Тогда для любых
𝑖 ̸= 𝑗, таких что 𝑖 > 0, 𝑗 > 0, расстояние между 𝛼𝑖 и 𝛼𝑗 равно 2. Рассмотрим
множество 𝑀 всех 𝛼𝑖, где 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Множество 𝑀 является 𝑛− 1 - мерным
правильным симплексом, значит в силу Теоремы 14 справедливо равенство:

sgr𝑛(X) =
𝑛

2(𝑛− 1)
.

Учитывая, что 𝑛 можно выбрать сколь угодно большим, получим:

sgr(X) =
1

2
.

Стоит заметить, что существование правильного симплекса с 𝑛 верши-
нами в метрическом пространстве X, вообще говоря, не гарантирует, что и
ssr𝑛(X) = 𝑛

2(𝑛−1) . Однако в некоторых случаях это условие может оказаться
достаточным.

Теорема 18. Пусть X — филогенетическое пространство, содержащее пра-
вильный симплекс ∆𝑛 со стороной 1. Тогда

ssr𝑛(X) =
𝑛

2(𝑛− 1)
.

Доказательство. Пусть 𝑀 — множество вершин ∆𝑛. Покажем, что для
множества 𝑀 минимальное дерево Штейнера совпадает с минимальным остов-
ным деревом. Действительно, если бы дерево Штейнера содержало еще какие-то
дополнительные вершины, то вес построенного дерева был бы не меньше, чем 𝑛,
т.к. в филогенетическом пространстве расстояние между любыми различными
словами не меньше 1. Значит

mst(𝑀) = smt(𝑀) = 𝑛− 1,

и следовательно

𝑛

2(𝑛− 1)
≤ ssr𝑛(X) ≤ mf(𝑀)

smt(𝑀)
=

𝑛

2(𝑛− 1)
.
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Откуда получаем требуемое утверждение.

Если в качестве граничного множества 𝑀 рассмотреть все однобуквенные
слова данного алфавита, объединенные с пустым словом, то, воспользовавшись
предыдущей теоремой, будем иметь:

Теорема 19. Пусть X — филогенетическое пространство, с алфавитом из
𝑛− 1 или более букв. Тогда ssr𝑛(𝑋) = 𝑛

2(𝑛−1).

В свою очередь из данной теоремы непосредственно следует:

Теорема 20.

inf
𝑋

ssr(𝑋) =
1

2
,

где точная нижняя грань берется по всем филогенетическим простран-
ствам.

Теорему 18 можно обобщить до случая произвольного метрического про-
странства.

Теорема 21. Пусть X пространство с метрикой 𝜌. Пусть 𝜌(𝑥,𝑦) ≥ 𝐶 > 0

для любых 𝑥,𝑦 ∈ X, и в пространстве X существует правильный симплекс
𝐶∆𝑛. Тогда

ssr𝑛(X, 𝜌) =
𝑛

2(𝑛− 1)
.
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Глава 3. Классификация пространств, отношение
Штейнера–Громова которых равно единице

3.1 Основной результат главы

Теорема 8 позволяет понять, в каких границах может изменяться значение
отношений типа Штейнера. Особый интерес представляет изучение «гранич-
ных случаев», то есть метрических пространств, у которых значение того или
иного отношения равно максимально или минимально возможному. В преды-
дущей главе были приведены примеры пространств, у которых отношения типа
Штейнера равны минимально возможному значению. Некоторые замечания от-
носительно таких пространств будут сделаны и в следующей главе.

Известны примеры пространств, для которых отношение Штейнера рав-
но единице. Например, таковым является любое ультраметрическое простран-
ство. Доказательство этого факта (см.[18, observation 4.1.10]) и другие приме-
ры можно найти в работе Цислика. Говоря о работах, посвященных изучению
пространств с максимально возможным значением отношения, хочется отме-
тить работу [26], в которой описаны все банаховы пространства, для которых
суботношение Штейнера равно единице. В данном разделе рассматривается от-
ношение Штейнера–Громова и классифицируются все пространства, у которых
sgr𝑛(X) = 1 для некоторого 𝑛 > 2, и пространства, у которых sgr(X) = 1.

Определение. Назовем множество {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3} ⊂ (X, 𝜌) вырожденным
треугольником, если для некоторой перестановки (𝑖, 𝑗, 𝑘) индексов (1, 2, 3) вы-
полнено равенство 𝜌(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) = 𝜌(𝑥𝑖, 𝑥𝑘) + 𝜌(𝑥𝑘, 𝑥𝑗).

Пример 8. Зафиксируем два положительных числа 𝑎 и 𝑏. Построим про-
странство (D{𝑎,𝑏}, 𝜌𝑑), состоящее из четырех точек {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4}, расстояния
между которыми заданы следующим образом:

𝜌𝑑(𝑥1, 𝑥2) = 𝜌𝑑(𝑥3, 𝑥4) = 𝑎;

𝜌𝑑(𝑥2, 𝑥3) = 𝜌𝑑(𝑥1, 𝑥4) = 𝑏;

𝜌𝑑(𝑥1, 𝑥3) = 𝜌𝑑(𝑥2, 𝑥4) = 𝑎 + 𝑏.
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Любое трехточечное множество данного пространства является вырожденным
треугольником.

Основным результатом главы является следующая теорема.

Теорема 22. Пусть (X, 𝜌) — метрическое пространство. Следующие утвер-
ждения эквивалентны:

1. sgr(X, 𝜌) = 1.
2. Одновременно выполнены условия: sr(X, 𝜌) = 1 и ssr(X, 𝜌) = 1.
3. Для любого конечного множества 𝑀 ⊂ X выполняется равенство

mf(𝑀) = smt(𝑀) = mst(𝑀).
4. Все треугольники в X вырождены.
5. Пространство (X, 𝜌) изометрично подмножеству евклидовой прямой

или изометрично (D{𝑎,𝑏}, 𝜌𝑑) для некоторых 𝑎 и 𝑏.
6. Для любого 𝑛 ≥ 2 выполняется sgr𝑛(X, 𝜌) = 1.
7. Существует 𝑛 ≥ 3, такое что sgr𝑛(X, 𝜌) = 1.

3.2 Доказательство теоремы

Доказательство эквивалентности пунктов организуем следующим обра-
зом. Сначала докажем эквивалентность первых пяти пунктов, показав, что вы-
полняется цепочка следствий 1 ⇒ 2 ⇒ 3 ⇒ 4 ⇒ 5 ⇒ 1. После этого докажем,
что 1 ⇒ 6 ⇒ 7. Для завершения доказательства покажем, что из пункта 7
следует один из первых пяти пунктов. Нам будем удобнее доказать, что 7 ⇒ 4.

1 ⇒ 2
Для любого метрического пространства верны оценки sgr(X) ≤ sr(X) ≤ 1

и sgr(X) ≤ ssr(X) ≤ 1. Если отношение Штейнера–Громова равно единице, то
и два других отношения тоже.

2 ⇒ 3
Предположим, что найдется конечное подмножество 𝑀0 ⊂ X, для кото-

рого mf(𝑀0) < smt(𝑀0). Но в этом случае

ssr(X) = inf
{𝑀 |𝑀⊂X}

{︂
mf(𝑀)

mst(𝑀)
| 1 < #𝑀 < ∞

}︂
≤ mf(𝑀0)

mst(𝑀0)
< 1,



37

что противоречит условию ssr(X) = 1.
Аналогично, существование множества 𝑀1, для которого smt(𝑀1) <

mst(𝑀1) противоречит условию sr(X) = 1. Следовательно, для любого конеч-
ного множества 𝑀 выполняется mf(𝑀) = smt(𝑀) = mst(𝑀).

3 ⇒ 4
Предположим противное. Пусть найдутся три точки 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, принадле-

жащие пространству X, для которых

𝜌(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) < 𝜌(𝑥𝑖, 𝑥𝑘) + 𝜌(𝑥𝑘, 𝑥𝑗),

где (𝑖, 𝑗, 𝑘) — любая перестановка индексов (1, 2, 3). Далее для определенности
будем считать, что

𝜌(𝑥1, 𝑥2) ≤ 𝜌(𝑥2, 𝑥3) ≤ 𝜌(𝑥1, 𝑥3)

Рассмотрим множество 𝑀 , состоящее из этих трех точек. Тогда

mst(𝑀) = 𝜌(𝑥1, 𝑥2) + 𝜌(𝑥2, 𝑥3).

С другой стороны, по формуле для вычисления веса минимального запол-
нения трехточечного множества (теорема 5)

mf(𝑀) =
1

2
(𝜌(𝑥1, 𝑥2) + 𝜌(𝑥2, 𝑥3) + 𝜌(𝑥1, 𝑥3)).

Учитывая сделанные предположения, имеем:

𝜌(𝑥1, 𝑥3) < 𝜌(𝑥1, 𝑥2) + 𝜌(𝑥2, 𝑥3).

А значит, подставив эту оценку в выражение для mst(𝑀) получим

mf(𝑀) <
1

2
(𝜌(𝑥1, 𝑥2) + 𝜌(𝑥2, 𝑥3) + 𝜌(𝑥1, 𝑥2) + 𝜌(𝑥2, 𝑥3)) = mst(𝑀),

что противоречит условию mf(𝑀) = mst(𝑀) для любого 𝑀 ⊂ X.
4 ⇒ 5
Это переход является одним из основных результатов в работе [27].
Перечислим основные шаги доказательства. Очевидно, что пространства,

содержащие одну, две или три точки, образующие вырожденный треугольник,
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изометрично вкладываются в евклидову прямую. Если пространство содержит
четыре точки, метрика этого пространства описывается шестью попарными рас-
стояниями между этими точками. Условие вырожденности всех треугольников
накладывает некоторые дополнительные ограничения на эти расстояния. В ра-
боте [27] в результате аккуратного разбора случаев доказано, что существуют
только две различные конфигурации: одна из них изометрична подмножеству
евклидовой прямой, а вторая изометрична (D{𝑎,𝑏}, 𝜌𝑑) для некоторых 𝑎 и 𝑏. Да-
лее рассматривается случай пространств X, содержащих более четырех точек.
Оказывается, что пространство (D{𝑎,𝑏}, 𝜌𝑑) нельзя расширить, добавив еще од-
ну точку и сохранив условие вырожденности всех треугольников. Это значит,
что все четырехточечные множества пространства X изометричны множеству
точек на евклидовой прямой. Но тогда и само пространство X изометрично
некоторому подмножеству прямой. В работе [27] при помощи формул показано,
как построить искомую изометрию.

5 ⇒ 1
Если пространство X изометрично вкладывается в прямую R1, то его отно-

шение Штейнера–Громова не меньше, чем аналогичное отношение для прямой.
Покажем, что в случае прямой отношение Штейнера–Громова равно единице.
Пусть 𝑀𝑛 = {𝑧1, . . . , 𝑧𝑛} — некоторое 𝑛-точечное множество на прямой. Для
точек, расположенных на прямой, введем отношение порядка и в дальнейшем
будем предполагать, что точка 𝑧𝑘 расположена на прямой между точками 𝑧𝑖 и
𝑧𝑗, если и только если 𝑖 < 𝑘 < 𝑗. В этом случае ребрами минимального остов-
ного дерева для множества 𝑀 являются ребра 𝑧𝑖𝑧𝑖+1, где 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 1. Для
точек 𝑧𝑘 и 𝑧𝑗, где 𝑘 < 𝑗, выполняется равенство 𝜌(𝑧𝑘, 𝑧𝑗) =

∑︀𝑗−1
𝑖=𝑘 𝜌(𝑧𝑖,𝑧𝑖+1).

В силу достаточного условия (Теорема 1) минимальное остовное дерево также
является минимальных заполнением для множества 𝑀 . Поскольку для любого
конечного множества 𝑀 ⊂ R1 выполняется mf(𝑀)/mst(𝑀) = 1, для евкли-
довой прямой sgr(R1) = 1. Поскольку это максимально возможное значение
отношения, отношение Штейнера–Громова для исходного пространства X так-
же равно единице.

Если же пространство (X, 𝜌) изометрично пространству (D{𝑎,𝑏}, 𝜌𝑑), то по-
лучить утверждение можно применив формулу для вычисления веса минималь-
ного заполнения четырехточечного пространства (теорема 6). Для четырехто-
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чечного множества 𝑀 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4} верна следующая формула

2 mf(𝑀) = min (𝜌(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) + 𝜌(𝑥𝑘, 𝑥𝑙)) + max (𝜌(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) + 𝜌(𝑥𝑘, 𝑥𝑙)),

где (𝑖,𝑗,𝑘,𝑙) — произвольная перестановка индексов (1,2,3,4), а минимум и мак-
симум берутся по всем (𝑖,𝑗,𝑘,𝑙).

Будем полагать, что точки множества 𝑀 занумерованы так, что вы-
полняются равенства 𝜌(𝑥1, 𝑥2) = 𝜌(𝑥3, 𝑥4) = 𝑎, 𝜌(𝑥2, 𝑥3) = 𝜌(𝑥1, 𝑥4) = 𝑏,
𝜌(𝑥1, 𝑥3) = 𝜌(𝑥2, 𝑥4) = 𝑎 + 𝑏

Без ограничения общности, 𝑎 ≤ 𝑏. Кроме того, 𝑏 < 𝑎 + 𝑏. Тогда

mst(𝑀) = 𝑎 + 𝑏 + 𝑎;

2 mf(𝑀) = (𝑎 + 𝑎) + (𝑎 + 𝑏 + 𝑎 + 𝑏).

Таким образом, mst(𝑀) = mf(𝑀) = 2𝑎 + 𝑏. Для единственного четырехточеч-
ного множества mf(𝑀)/mst(𝑀) = 1. Для множеств, состоящих из трех точек,
аналогичное равенство следует из условия вырожденности всех треугольников.
Значит, и для такого пространства sgr(X) = 1.

1 ⇒ 6
Действительно, равенство

sgr(X, 𝜌) = inf
{𝑀 |𝑀⊂X}

{︂
mf(𝑀)

mst(𝑀)
| 1 < #𝑀 < ∞

}︂
= 1

влечет за собой выполнение равенства

sgr𝑛(X, 𝜌) = inf
{𝑀 |𝑀⊂X}

{︂
mf(𝑀)

mst(𝑀)
| 1 < #𝑀 ≤ 𝑛

}︂
= 1

для любого 𝑛 ≥ 2.
6 ⇒ 7
Если равенство sgr𝑛(X, 𝜌) = 1 выполняется для всех 𝑛, оно очевидно вы-

полняется и для некоторого 𝑛0 ≥ 3.
7 ⇒ 4
Пусть дано, что для некоторого 𝑛0 выполняется равенство sgr𝑛0

(X) = 1.
Это означает, что аналогичное равенство выполнено и для всех 𝑛 ≤ 𝑛0, в част-
ности для 𝑛 = 3.



40

Пусть в пространстве X существует хотя бы один невырожденный тре-
угольник 𝑥1𝑥2𝑥3 (причем сторона 𝑥1𝑥3 — наибольшая). Тогда для множества
𝑀 вершин треугольника выполнено

𝜌(𝑥1, 𝑥2) + 𝜌(𝑥2, 𝑥3) > 𝜌(𝑥1, 𝑥3);

mf(𝑀) =
𝜌(𝑥1, 𝑥2) + 𝜌(𝑥2, 𝑥3) + 𝜌(𝑥1, 𝑥3)

2
< 𝜌(𝑥1, 𝑥2) + 𝜌(𝑥2, 𝑥3) = mst(𝑀).

Это значит, что sgr3(X) ≤ mf(𝑀)
mst(𝑀) < 1, что противоречит условию sgr3(X) = 1.

Следовательно, в пространстве X не может быть невырожденных треугольни-
ков.

Доказательство данного перехода завершает доказательство Теоремы 22.

3.3 Примеры и следствия

Из теоремы следует, что метрические пространства, отношение Штей-
нера–Громова которых равно единице, либо конечны, либо изометричны ев-
клидовой прямой или ее подмножеству. Так как пространство R1 содержит
континуум точек, никакие пространства X большей мощности не могут быть
подмножествами R1, а значит sgr(X) ̸= 1.

Следствие 1. Пусть (X, 𝜌) — метрическое пространство. Если его мощ-
ность больше мощности континуума, то sgr(X, 𝜌) < 1

Пример 9. Пространство всех ограниченных действительных функций
B(N), определенных на некотором континуальном множестве N с метрикой

𝜌(𝑓,𝑔) = sup
𝑥∈N

|𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|

имеет мощность большую, чем мощность континуума. Значит sgr(B(N)) < 1.
Заметим, что в примере 3 уже было показано, как непосредственно вы-

числить значение отношения Штейнера–Громова для пространства функций,
ограниченных на отрезке. Описанную в этом примере конструкцию можно при-
менить и для построения правильного симплекса в пространстве всех ограни-
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ченных функций на произвольном континуальном подмножестве. В результате
получим, что sgr𝑛(B(N)) = 𝑛

2(𝑛−1) для любого 𝑛, а sgr(B(N)) = 1
2 .

Прежде чем сформулировать следующее следствие дадим определение.

Определение. Конечное метрическое пространство (𝑀 , 𝜌) называется
аддитивным, если 𝑀 можно соединить взвешенным деревом 𝐺 = (𝐺,𝜔), для
которого 𝜌 совпадает с функцией, ставящей в соответствие каждой паре точек
из 𝑀 вес единственного пути в графе 𝐺, соединяющего эти точки. Дерево 𝐺

называется порождающим для пространства 𝑀 .
Заметим, что любое конечное подмножество евклидовой прямой явля-

ется аддитивным пространством. Четырехточечное пространство (D{𝑎,𝑏}, 𝜌𝑑),
описанное в теореме классификации, наоборот, является неаддитивным. Убе-
диться в этом позволяет критерий четырех точек (см. [28]): пространство ад-
дитивно, если и только если для любых четырех точек 𝑥𝑖, 𝑥𝑗, 𝑥𝑘, 𝑥𝑙 величины
𝜌(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) + 𝜌(𝑥𝑘, 𝑥𝑙), 𝜌(𝑥𝑖, 𝑥𝑘) + 𝜌(𝑥𝑗, 𝑥𝑙) и 𝜌(𝑥𝑖, 𝑥𝑙) + 𝜌(𝑥𝑘, 𝑥𝑗) являются длинами
сторон равнобедренного треугольника с основанием, не превосходящим боко-
вой стороны. В пространстве (D{𝑎,𝑏}, 𝜌𝑑) всего четыре точки, значит проверить
условие критерия нужно только для одного множества.

𝜌𝑑(𝑥1, 𝑥2) + 𝜌𝑑(𝑥3, 𝑥4) = 𝑎 + 𝑎 = 2𝑎

𝜌𝑑(𝑥2, 𝑥3) + 𝜌𝑑(𝑥1, 𝑥4) = 𝑏 + 𝑏 = 2𝑏

𝜌𝑑(𝑥1, 𝑥3) + 𝜌𝑑(𝑥2, 𝑥4) = 𝑎 + 𝑏 + 𝑎 + 𝑏 = 2𝑎 + 2𝑏

Величины 2𝑎, 2𝑏, 2𝑎+ 2𝑏 могут являться сторонами равнобедренного треуголь-
ника только при 𝑎 = 𝑏, однако в этом случае основание треугольнике больше
длины боковой стороны. Следовательно, условия критерия четырех точек не
выполняются и пространство (D{𝑎,𝑏}, 𝜌𝑑) не аддитивно.

Следствие 2. Пусть (X, 𝜌) — метрическое пространство. Если X не адди-
тивно и содержит более 4 точек, то sgr((X, 𝜌)) < 1
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Глава 4. Изучение непрерывности отношений типа Штейнера

4.1 Определение метрики Громова–Хаусдорфа и формулировки
основных результатов

При изучении отношений типа Штейнера различных метрических про-
странств возникает вопрос: насколько сильно могут отличаться отношения типа
Штейнера у близких пространств. Близость пространств при этом понимает-
ся в смысле некоторой метрики. В данном разделе в качестве такой метрики
предлагается использовать метрику Громова–Хаусдорфа. Для ее определения
введем сначала понятие расстояния между множествами одного пространства.

Пусть (X, 𝜌) — метрическое пространство с метрикой 𝜌(𝑎,𝑏). Назовем 𝜀–
окрестностью точки 𝑎 множество 𝑈𝜀(𝑎), состоящее из точек 𝑏 таких, что
𝜌(𝑎,𝑏) < 𝜀. Объединение всех 𝜀–окрестностей точек множества 𝐴 ⊂ X назо-
вем 𝜀–окрестность множества и обозначим через 𝑈𝜀(𝐴) .

Пусть 𝐴 и 𝐵 — замкнутые подмножества X. Определим между ними рас-
стояние по Хаусдорфу следующим образом:

𝑑𝐻(𝐴,𝐵) = inf{𝜀 | 𝐴 ⊂ 𝑈𝜀(𝐵) и 𝐵 ⊂ 𝑈𝜀(𝐴)}.

Данное расстояние задает метрику на множестве всех замкнутых огра-
ниченных подмножеств метрического пространства. Впервые данную метрику
использовал в своей работе Ф. Хаусдорф ([29]).

Перейдем к определению расстояния между метрическими пространства-
ми. Пусть X и Y — два метрических пространства. Реализацией этих про-
странств назовем такую тройку метрических пространств (X′,Y′,Z′), что X′

и Y′ — подпространства Z′, причем X′ изометрично X, а Y′ изометрично Y.
Расстоянием по Громову–Хаусдорфу между X и Y назовем

𝑑𝐺𝐻 = inf{𝑟 ∈ R | ∃(X′,Y′,Z′), такая что 𝑑𝐻(X′,Y′) ≤ 𝑟}.

Расстояние по Громову–Хаусдорфу появилось впервые в 1981 году в ра-
боте [30]. Эта функция задает конечную метрику на пространстве классов изо-
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метричных компактных метрических пространств. (Доказательство этого фак-
та приведено, например, в [31, теорема 7.3.30]). Пространство классов изомет-
ричных компактных метрических пространств с метрикой Громова–Хаусдорфа
будем называть пространством Громова–Хаусдорфа.

В настоящее время существует много работ, посвященных метрике
Громова–Хаусдорфа и ее свойствам (например, [32], [33], [34]). Также активно
разрабатываются методы вычисления расстояния по Громову–Хаусдорфу меж-
ду различными метрическими пространствами. Например, в работе [35] изуча-
ются расстояния между метрическим пространством и правильными симплек-
сами. Приведем один из результатов данной работы ([35, theorem 4.1]).

Теорема 23 (А. О.Иванов, А.А. Тужилин). Пусть (X, 𝜌) — конечное метри-
ческое пространство, содержащее 𝑛 точек. Для любого натурального числа
𝑚 > 𝑛 и действительного числа 𝑆 > 0 выполняется равенство

2𝑑𝐺𝐻(𝑆∆𝑚,X) = max{𝑆, diamX− 𝑆},

где diamX = sup𝑝,𝑞∈X 𝜌(𝑝, 𝑞) — диаметр пространства X.

Пример 10. Пользуясь приведенной теоремой, вычислим расстояние по
Громову–Хаусдорфу между симплексами 𝑆∆𝑖 и 𝑆∆𝑗 при 𝑖 ̸= 𝑗. Без ограничения
общности будем считать, что 𝑖 < 𝑗. Диаметр симплекса со стороной 𝑆 равен 𝑆,
поэтому

2𝑑𝐺𝐻(𝑆∆𝑖, 𝑆∆𝑗) = max{𝑆, diam(𝑆∆𝑗) − 𝑆} = max{𝑆, 0} = 𝑆.

Это означает, что расстояние по Громову–Хаусдорфу между любыми неизомет-
ричными правильными симплексами со стороной 𝑆 равно 𝑆/2.

Выберем натуральное число 𝑛. Рассмотрим множество 𝐴𝑛 =

{∆1,∆2, . . . ,∆𝑛}. Элементы этого множества можно рассматривать как
точки в пространстве Громова–Хаусдорфа, причем расстояние между лю-
быми двумя точками равно 1/2. Следовательно, 𝐴𝑛 является правильным
симплексом с 𝑛 вершинами в пространстве Громова–Хаусдорфа. Симплекс 𝐴𝑛

можно построить для любого 𝑛, значит можно применить теорему 14 и вы-
числить отношение Штейнера–Громова для пространства Громова–Хаусдофа.
Следующий результат приведен в работе [36].
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Теорема 24 (А. О.Иванов, А.А. Тужилин). Пусть (X𝐺𝐻 , 𝑑𝐺𝐻) — простран-
ство Громова–Хаусдорфа. Тогда для любого натурального 𝑛 ≥ 2

sgr𝑛(X𝐺𝐻 , 𝑑𝐺𝐻) =
𝑛

2(𝑛− 1)
,

sgr(X𝐺𝐻 , 𝑑𝐺𝐻) =
1

2
.

В настоящей работе изучается непрерывность и полунепрерывность отно-
шений типа Штейнера в пространстве Громова–Хаусдорфа. Цель настоящего
раздела — доказать теорему о полунепрерывности и критерий непрерывности
для отношений. Напомним, что числовая функция 𝑓(𝑥), определенная на неко-
тором множестве метрического пространства (X,𝜌), называется полунепрерыв-
ной сверху в точке 𝑥0, если

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0, т.ч. ∀𝑥 : 𝜌(𝑥, 𝑥0) < 𝛿 ⇒ 𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑥0) + 𝜀.

Теорема 25. Пусть (X0, 𝜌) — компактное метрическое пространство, рас-
сматриваемое как точка в пространстве Громова–Хаусдорфа. Тогда функция
𝑟, сопоставляющая пространству отношение типа Штейнера, и функция 𝑟𝑛,
сопоставляющая пространству 𝑛-точечное отношение типа Штейнера, яв-
ляются полунепрерывными сверху в точке X0.

Теорема 26. Пусть (X0, 𝜌) — компактное метрическое пространство, рас-
сматриваемое как точка в пространстве Громова–Хаусдорфа. Пусть функция
𝑟 обозначает одно из трех отношений типа Штейнера: sr, sgr или ssr. Тогда

1. Функция 𝑟𝑛 является непрерывной в точке X0, если и только если

𝑟𝑛(X0) =
𝑛

2(𝑛− 1)
.

2. Функция 𝑟 является непрерывной в точке X0, если и только если

𝑟(X0) =
1

2
.

Доказательство теорем проведем для каждого отношения в отдельности.
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4.2 Полунепрерывность отношения Штейнера

Начнем с рассмотрения функции, сопоставляющей метрическому про-
странству его 𝑛-точечное отношение Штейнера. Покажем, что для любого 𝜀 > 0

существует такое 𝛿 > 0, что для любого X с условием: 𝑑𝐺𝐻(X,X0) < 𝛿 выпол-
нено: sr𝑛(X) − sr𝑛(X0) < 𝜀.

Напомним, что по определению

𝑑𝐺𝐻(X0,X) = inf
(X′

0,X′,Z′)
𝑑𝐻(X′

0,X′),

где точная нижняя грань берется по всем реализациям пространств (X0,X). Из
определения точной нижней грани следует, что для любого ℎ > 0 (в частности
для ℎ = 𝛿) существует такая реализация (X′

0, X′, Z′) пространств (X0, X), что

𝑑𝐻(X′
0,X′) < 𝑑𝐺𝐻(X,X0) + ℎ < 2𝛿.

В дальнейшем для упрощения обозначений будем опускать штрихи. Метрику в
Z, и как следствие в X и X0, будем обозначать буквой 𝜌.

Зафиксируем 𝜀. Из определения отношения Штейнера следует, что в X0

существует такое множество 𝐴, состоящее из 𝑚 ≤ 𝑛 различных вершин, для
которого

smt(𝐴)

mst(𝐴)
< sr𝑛(X0) +

𝜀

2
.

Заметим, что и в случае рассмотрения общего отношения Штейнера можно
найти такое множество A, состоящее из конечного числа точек. Поэтому даль-
нейшие рассуждения справедливы и для 𝑛-точечного и для общего отношения
Штейнера.

Так как X0 лежит в 2𝛿-окрестности X, то для любой 𝑎𝑖 ∈ 𝐴 найдется такая
𝑏𝑙 ∈ X, что 𝜌(𝑎𝑖, 𝑏𝑙) < 2𝛿. Пусть

𝑅 = min
𝑖̸=𝑗

{𝜌(𝑎𝑖, 𝑎𝑗)}.
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Пусть 𝛿1 настолько мало, что 2𝛿1 <
𝑅
2 . Тогда если 𝛿 < 𝛿1, то все 𝑏𝑙 различ-

ны, то есть в X существует такое множество 𝐵 = {𝑏𝑖 ∈ X | 𝑖 = 1, . . . ,𝑚}, что
𝜌(𝑎𝑖, 𝑏𝑖) < 2𝛿.

Оценим расстояния между точками множества 𝐵:

𝜌(𝑏𝑖, 𝑏𝑗) ≤ 𝜌(𝑏𝑖, 𝑎𝑖) + 𝜌(𝑎𝑖, 𝑎𝑗) + 𝜌(𝑎𝑗, 𝑏𝑗) < 𝜌(𝑎𝑖, 𝑎𝑗) + 4𝛿.

С другой стороны:

𝜌(𝑎𝑖, 𝑎𝑗) ≤ 𝜌(𝑎𝑖, 𝑏𝑖) + 𝜌(𝑏𝑖, 𝑏𝑗) + 𝜌(𝑏𝑗, 𝑎𝑗) < 𝜌(𝑏𝑖, 𝑏𝑗) + 4𝛿;

𝜌(𝑏𝑖, 𝑏𝑗) > 𝜌(𝑎𝑖, 𝑎𝑗) − 4𝛿.

Пусть 𝐸𝐵 — множество ребер минимального остовного дерева для мно-
жества 𝐵. Построим множество 𝐸𝐴, состоящее из пар (𝑎𝑖, 𝑎𝑗), причем (𝑎𝑖, 𝑎𝑗)

входит в 𝐸𝐴 если и только если (𝑏𝑖, 𝑏𝑗) входит в 𝐸𝐵. В этом случае 𝐸𝐴 — мно-
жество ребер некоторого дерева, множество вершин которого совпадает с 𝐴.
Оценим длину минимального остовного дерева, построенного для множества
𝐵.

mst(𝐵) =
∑︁

(𝑏𝑖,𝑏𝑗)∈𝐸𝐵

𝜌(𝑏𝑖, 𝑏𝑗) >
∑︁

(𝑎𝑖,𝑎𝑗)∈𝐸𝐴

(𝜌(𝑎𝑖, 𝑎𝑗) − 4𝛿) ≥ mst(𝐴) − 4𝛿(𝑚− 1).

Здесь мы воспользовались тем, что у дерева с 𝑚 вершинами 𝑚− 1 ребро.
Теперь оценим длину минимального дерева Штейнера для 𝐵. Пусть

𝐴′ = {𝑎𝑖 ∈ X0 | 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 + 𝑘} — множество вершин некоторого дерева
𝑇 , длина которого не превышает smt(𝐴) + 4𝛿, причем это дерево содержит все
вершины множества 𝐴 и 𝑘 ≥ 0 дополнительных вершин. Существование такого
дерева для любого 𝛿 следует из определения smt(𝐴). Так как X0 лежит в 2𝛿-
окрестности X, то для любой 𝑎𝑖 ∈ 𝐴′ найдется такая 𝑏𝑙 ∈ X, что 𝜌(𝑎𝑖, 𝑏𝑙) < 2𝛿.
Вообще говоря, какие-то из точек 𝑏𝑖 и 𝑏𝑗, где 𝑖,𝑗 > 𝑚 могут совпасть. Можно
наложить дополнительные ограничения на 𝛿 и добиться того, чтобы все 𝑏𝑖 были
различны, но мы этого делать не будем.

Рассмотрим множество 𝐸𝐴′, состоящее из ребер дерева 𝑇 . Построим мно-
жество 𝐸𝐵′, состоящее из пар (𝑏𝑖, 𝑏𝑗), причем (𝑏𝑖, 𝑏𝑗) входит в 𝐸𝐵′ если и только
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если (𝑎𝑖, 𝑎𝑗) входит в 𝐸𝐴′. Тогда

smt(𝐵) ≤
∑︁

(𝑏𝑖,𝑏𝑗)∈𝐸𝐵′

𝜌(𝑏𝑖, 𝑏𝑗) ≤
∑︁

(𝑎𝑖,𝑎𝑗)∈𝐸𝐴′

(𝜌(𝑎𝑖, 𝑎𝑗) + 4𝛿) ≤ smt(𝐴) + 4𝛿(𝑚 + 𝑘).

Здесь мы воспользовались тем, что 𝑇 содержит 𝑚+ 𝑘− 1 ребро, а также соот-
ношением ∑︁

(𝑎𝑖,𝑎𝑗)∈𝐸𝐴′

𝜌(𝑎𝑖, 𝑎𝑗) ≤ smt(𝐴) + 4𝛿.

Учитывая оценки для mst𝐵, получим, что

smt(𝐵)

mst(𝐵)
≤ smt(𝐴) + 4𝛿(𝑚 + 𝑘)

mst(𝐴) − 4𝛿(𝑚− 1)
.

При стремлении 𝛿 к нулю правая часть неравенства стремится к smt(𝐴)
mst(𝐴) , поэтому

существует такое значение 𝛿2, для которого выполняется

smt(𝐵)

mst(𝐵)
≤ smt(𝐴)

mst(𝐴)
+

𝜀

2
.

Таким образом, если выбрать 𝛿 < min(𝛿1, 𝛿2), то выполняется

smt(𝐵)

mst(𝐵)
< sr𝑛(X0) + 𝜀.

Отсюда получим, что

sr𝑛(X) ≤ smt(𝐵)

mst(𝐵)
< sr𝑛(X0) + 𝜀,

что и означает полунепрерывность функции сверху.
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4.3 Полунепрерывность отношения Штейнера–Громова

Из определения следует, что в X0 существует такое множество 𝐴′′, состо-
ящее из 𝑚′ ≤ 𝑛 различных вершин, для которого

mf(𝐴′′)

mst(𝐴′′)
< sgr𝑛(X0) +

𝜀

2
.

Вообще говоря, множество 𝐴′′ не совпадает с множеством 𝐴 из предыдущего
пункта и 𝑚′ ̸= 𝑚. Однако для упрощения обозначений и вследствие того, что
оценки, полученные в предыдущем случае, легко переносятся на случай отно-
шения Штейнера–Громова, мы будем обозначать множество 𝐴′′ буквой 𝐴, а
близкое к нему множество в X буквой 𝐵.

Оценим теперь вес минимального заполнения для B. Рассмотрим граф
𝐺, являющийся минимальным заполнением для 𝐴. Рассмотрим новый граф,
содержащий все ребра графа 𝐺, и содержащий ребра (𝑎𝑖, 𝑏𝑖) с весом 𝜌(𝑎𝑖, 𝑏𝑖).
Полученный граф является заполнением для 𝐵. Отсюда

mf(𝐵) ≤ mf(𝐴) +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝜌(𝑎𝑖, 𝑏𝑖) ≤ mf(𝐴) + 2𝛿𝑚.

Рассматривая оценки для отношения mf(𝐵)
mst(𝐵) и устремляя 𝛿 к нулю, анало-

гичным образом получим справедливость утверждения для отношения Штей-
нера–Громова, как 𝑛-точечного, так и общего.

4.4 Полунепрерывность суботношения Штейнера

Для проведения тех же рассуждений в случае суботношения Штейнера не
хватает оценок снизу для smt(𝐵). Покажем, как их получить. По определению
smt(𝐵) в метрическом пространстве X найдется такое множество 𝐵′ = 𝐵∪{𝑏𝑖 |
𝑖 = 𝑚 + 1, . . . ,𝑚 + 𝑞}, что длина минимального остовного дерева для этого
множества не превосходит smt(𝐵) + 4𝛿 для любого 𝛿 > 0. Отметим, что 𝑞 –—
это число внутренних вершин дерева, которое не превосходит 𝑚 − 2 (см.[18,
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observation 3.1.1]). 𝐸𝐵 — множество ребер минимального остовного дерева для
множества 𝐵′. В пространстве X0 найдем такие точки 𝑎𝑗 (𝑗 = 𝑚+1, . . . ,𝑚+ 𝑞),
что 𝜌(𝑎𝑖, 𝑏𝑖) < 2𝛿. Возможно, что какие-то 𝑎𝑗 при этом совпадут. Объединим
все 𝑎𝑖 (𝑖 = 1, . . . ,𝑚+ 𝑞) в множество 𝐴′. Построим множество 𝐸𝐴, состоящее из
пар (𝑎𝑖, 𝑎𝑗), причем (𝑎𝑖, 𝑎𝑗) входит в 𝐸𝐴, если и только если (𝑏𝑖, 𝑏𝑗) входит в 𝐸𝐵.
В этом случае 𝐸𝐴 — множество ребер некоторого дерева, причем 𝐴 является
подмножеством его вершин. Оценим длину минимального дерева Штейнера,
построенного для множества 𝐵.

smt(𝐵) ≥
∑︁

(𝑏𝑖,𝑏𝑗)∈𝐸𝐵

𝜌(𝑏𝑖, 𝑏𝑗)−4𝛿 >
∑︁

(𝑎𝑖,𝑎𝑗)∈𝐸𝐴

(𝜌(𝑎𝑖, 𝑎𝑗) − 4𝛿)−4𝛿 ≥ smt(𝐴)−4𝛿(2𝑚−2).

Здесь мы воспользовались тем, что 𝑞, число внутренних вершин, не превосходит
𝑚− 2.

Завершение доказательства такое же, как и в предыдущих случаях.

4.5 Доказательство критерия непрерывности

Заметим сначала, что достаточность сразу следует из нижних оценок для
отношений типа Штейнера (Теорема 8) и доказанной полунепрерывности свер-
ху.

Перейдем к доказательству необходимости. Предварительно докажем сле-
дующую теорему.

Теорема 27. Пусть функция 𝑟𝑛 обозначает одно из трех 𝑛-точечных отно-
шений типа Штейнера: sr𝑛, sgr𝑛 или ssr𝑛. Множество, состоящее из ком-
пактных метрических пространств (X, 𝜌), для которых

𝑟𝑛(𝑋) =
𝑛

2(𝑛− 1)
,

всюду плотно в пространстве Громова—Хаусдорфа.

Доказательство. Начнем с рассмотрения 𝑛-точечного отношения
Штейнера. Покажем, что в любой окрестности любого пространства (X0,𝜌) су-
ществует X, для которого sr𝑛(X) = 𝑛

2(𝑛−1) .
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Выберем точку 𝑥 ∈ X0 и рассмотрим пространство X, полученное из X0

добавлением к нему конечного числа точек 𝑎𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛). Доопределим
расстояния между новыми точками следующим образом:

𝜌(𝑎𝑖, 𝑏) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, если 𝑏 = 𝑎𝑖;

𝛿, если 𝑏 = 𝑥;

2𝛿, если 𝑏 = 𝑎𝑗, 𝑖 ̸= 𝑗;

𝛿 + 𝜌(𝑥, 𝑏), если 𝑏 ∈ X0.

Заметим, что построенное пространство компактно и 𝑑𝐺𝐻(X0,X) ≤ 𝛿. Дей-
ствительно, для пространств X0 и X рассмотрим реализацию (X0,X,X): про-
странство X0 целиком содержится в X, а точки 𝑎𝑖 ∈ X (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛) находятся
на расстоянии 𝛿 от точки 𝑥 ∈ X0.

Вычислим теперь значение sr𝑛(X). Рассмотрим граничное множество 𝑀𝑛,
состоящее из 𝑎𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 𝑛). Для этого множества

mst(𝑀𝑛) = 2𝛿(𝑛− 1).

Минимальное дерево Штейнера для этого множества — это «звезда» с вершиной
𝑥, т.е. ребра дерева соединяют 𝑥 и каждое из 𝑎𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 𝑛). Тогда

smt(𝑀𝑛) = 𝛿𝑛.

Таким образом

sr𝑛(X) ≤ smt(𝑀𝑛)

mst(𝑀𝑛)
=

𝑛

2(𝑛− 1)
.

Но в силу Теоремы 8
𝑛

2(𝑛− 1)
≤ sr𝑛(X),

значит имеет место равенство.
Заметим, что для пространства X также выполнено равенство sgr𝑛(𝑋) =

𝑛
2(𝑛−1) . Поэтому для случая 𝑛-точечного отношения Штейнера—Громова все до-
казано.

Покажем, как построить требуемое пространство в случае рассмотрения
𝑛-точечного суботношения Штейнера. Выберем точку 𝑥 ∈ X0 и построим X,
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исключив из него точку 𝑥 и добавив точки {𝑎𝑖} (𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛) с условиями:

𝜌(𝑎𝑖, 𝑏) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, если 𝑏 = 𝑎𝑖;

2𝛿, если 𝑏 = 𝑎𝑗, 𝑖 ̸= 𝑗;

2𝛿 + 𝜌(𝑥, 𝑏), если 𝑏 ∈ X0.

Для построенного пространства 𝑑𝐺𝐻(X0,X) ≤ 𝛿.
Рассмотрим множество 𝑀𝑛 = {𝑎𝑖 ∈ X} (𝑖 = 1, . . . ,𝑛). Минимальным за-

полнением для данного множества является «звезда», расстояние от центра
которой до граничных вершин равно 𝛿. Убедиться в этом можно, воспользовав-
шись достаточным условием минимальности заполнения (Теорема 1). В этом
случае mf(𝑀𝑛) = 𝛿𝑛. Покажем, что mst(𝑀𝑛) = smt(𝑀𝑛) = 2𝛿(𝑛− 1). Действи-
тельно, расстояние между любыми различными точками в пространстве X не
меньше 2𝛿. Значит, если бы дерево Штейнера содержало какие-то дополнитель-
ные вершины, его вес был бы не меньше, чем 2𝛿𝑛. Таким образом,

ssr𝑛(X) ≤ mf(𝑀𝑛)

smt(𝑀𝑛)
=

𝑛

2(𝑛− 1)
.

Используя Теорему 8 получим, что

ssr𝑛(X) =
𝑛

2(𝑛− 1)
.

Теорема доказана.

Доказанная только что теорема показывает, что если 𝑟𝑛(X0) ̸= 𝑛
2(𝑛−1) , то

в любой окрестности окрестности X0 найдется X, для которого 𝑟𝑛(X0) = 𝑛
2(𝑛−1) .

Значит, в таких X0 функция 𝑟𝑛 претерпевает разрыв.
Рассмотрим теперь общие отношения типа Штейнера.

Теорема 28. Пусть функция 𝑟 nобозначает одно из трех отношений ти-
па Штейнера: sr, sgr или ssr. Пусть (X0, 𝜌) — компактное метрическое про-
странство, для которого

𝑟𝑛(𝑋) ̸= 1

2
.

Тогда функция 𝑟 разрывна в точке (X0)
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Доказательство. Так как 𝑟(X0) >
1
2 , найдется такое 𝑁 , что

𝑟(X0) >
𝑁

2(𝑁 − 1)
>

1

2
.

Из доказанного ранее Теоремы 27 следует, что в любой окрестности X0 суще-
ствует X, для которого 𝑟𝑁(X) = 𝑁

2(𝑁−1) . Для этого пространства

𝑟(X) < 𝑟𝑁(X) =
𝑁

2(𝑁 − 1)
≤ 𝑟(X0).

Значит для любого 𝛿 > 0 существует такое 𝜀 = 1
2(𝑟(X0)−𝑟(X)), что выполняется

условие:
|𝑟(X) − 𝑟(X0)| > 𝜀,

что и означает отсутствие непрервыности.

4.6 Замечание о точках непрерывности

В предыдущем разделе было показано, что множество точек непрерыв-
ности 𝑛-точечных отношений типа Штейнера всюду плотно в пространстве
Громова–Хаусдорфа. Возниакет вопрос: верен ли этот факт для общих отно-
шений типа Штейнера.

Построим пример компактного пространства X, для которого выполня-
ются равенства sr(X) = 1

2 и sgr(X) = 1
2 . Пространство X будет содержать неко-

торую выделенную точку 𝑥 и счетное число точек 𝑎𝑘𝑛, где 𝑘 = 1, . . . ,𝑛, а 𝑛 —
произвольное натуральное число. Метрика 𝜌 в данном пространстве определя-
ется следующим образом. Выберем 𝛿 > 0. Для любого натурального 𝑛 и 𝑘 ≤ 𝑛

и для любого натурального 𝑚 и 𝑙 ≤ 𝑚

𝜌(𝑎𝑘𝑛, 𝑥) =
𝛿

2𝑛
,

𝜌(𝑎𝑘𝑛, 𝑎𝑙𝑚) = 𝜌(𝑎𝑘𝑛, 𝑥) + 𝜌(𝑎𝑙𝑚, 𝑥).

Построенное пространство X является компактным.
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Покажем, что два указанных отношения типа Штейнера достигают своего
минимума на этом пространстве. Рассмотрим множества 𝑀𝑛 = {𝑎𝑘𝑛 | 𝑘 =

1, . . . , 𝑛}. Минимальное дерево Штейнера для множества 𝑀𝑛 — это «звезда» с
центром в точке 𝑥. В этом случае

mst(𝑀𝑛)

smt(𝑀𝑛)
=

𝑛

2(𝑛− 1)
.

Взяв точную нижнюю грань по всем таким множествам 𝑀𝑛 (𝑛 = 1,2, . . .), полу-
чим, что sr(X) = 1

2 . Поскольку для любого конечного множества 𝑀 выполнено
соотношение mf(𝑀) ≤ smt(𝑀), для отношения Штейнера – Громова данного
метрического пространства справедливы оценки

1

2
≤ sgr(X) ≤ sr(X) =

1

2
.

Это означает, что sgr(X) = sr(X) = 1
2 .

Пусть теперь X0 — произвольное компактное метрическое пространство
с метрикой 𝜌. Выделим некоторую точку 𝑥 в нем. Добавим к пространству X0

счетное число точек 𝑎𝑘𝑛, где 𝑘 = 1, . . . ,𝑛, а 𝑛 — произвольное натуральное
число. Расстояния между точками исходного пространства X0 оставим без из-
менений. Определим расстояния между добавленными точками так же, как и
при построении пространства X.

𝜌(𝑎𝑘𝑛, 𝑥) =
𝛿

2𝑛
,

𝜌(𝑎𝑘𝑛, 𝑎𝑙𝑚) = 𝜌(𝑎𝑘𝑛, 𝑥) + 𝜌(𝑎𝑙𝑚, 𝑥),

𝜌(𝑎𝑘𝑛, 𝑥0) = 𝜌(𝑎𝑘𝑛, 𝑥) + 𝜌(𝑥0, 𝑥),

где 𝑥0 — произвольная точка из X0.
Полученное метрическое пространство назовем Y. Оно компактно и для

него sgr(Y) = sr(Y) = 1
2 . Заметим, что 𝑑𝐺𝐻(X0,Y) ≤ 𝛿. Значит мы показали,

что в любой окрестности любого метрического пространства можно указать
компактное метрическое пространство, для которого отношение Штейнера и
отношение Штейнера–Громова достигают своих минимальных значений. Тем
самым доказаны следующие теоремы.
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Теорема 29. Множество точек непрерывности функции sr всюду плотно в
пространстве Громова–Хаусдорфа.

Теорема 30. Множество точек непрерывности функции sgr всюду плотно в
пространстве Громова–Хаусдорфа.

Однако приведенные в этом разделе утверждения не позволяют сделать
вывод о том, насколько велико множество точек непрерывности функции ssr.
Вообще говоря, автор работы не знает ни одного примера компактного мет-
рического пространства, для которого ssr(X) = 1

2 . Возможно, таких компакт-
ных метрических пространств не существует. Это означало бы, что функция,
сопоставляющая компактному метрическому пространству его суботношение
Штейнера, имеет разрыв в каждой точке.

Если же существует хотя бы одно компактное метрическое пространство
X, для которого ssr(X) = 1

2 , то при помощи него в 𝛿-окрестности любого про-
странства X0 можно построить компактное Y, для которого ssr(Y) также рав-
но 1

2 . Покажем, как это сделать. Суботношение Штейнера не меняется, если
уменьшить или увеличить все расстояния между точками пространства в од-
но и то же количество раз. Диаметром пространства (X, 𝜌) назовем величину
sup𝑝,𝑞∈X 𝜌(𝑝, 𝑞). Пусть пространство X имеет диаметр равный 𝐷. Так как X ком-
пактно, то 𝐷 < ∞. Уменьшим все расстояния в пространстве X в 2𝐷/𝛿 раз.
Получим новое пространство X1, диаметр которого равен 𝛿/2. Выберем неко-
торую точку 𝑥0 ∈ (X0, 𝜌0) и точку 𝑥1 ∈ (X1, 𝜌1). Отождествим точки 𝑥0 и 𝑥1

(назовем полученную точку 𝑥) и добавим все остальные точки пространства X0

и точки пространства X1. На полученном множестве точек зададим метрику
𝜌. Если точки 𝑝 и 𝑞 исходно принадлежали X𝑖, то метрика 𝜌(𝑝, 𝑞) совпадает
с метрикой 𝜌𝑖(𝑝, 𝑞). Если 𝑝 и 𝑞 исходно принадлежали разным пространствам,
то 𝜌(𝑝, 𝑞) = 𝜌(𝑝, 𝑥) + 𝜌(𝑞, 𝑥). Получившееся пространство назовем (Y, 𝜌). Это
пространство компактно, так как пространства 𝑋0 и 𝑋1 компактны. Для этого
пространства ssr(Y) = ssr(X1) = 1

2 . Более того, в силу того, что диаметр X1

равен 𝛿/2, все точки, добавленные из пространства X1 лежат в 𝛿-окрестности
точки 𝑥, из чего следует, что 𝑑𝐺𝐻(X0,Y) ≤ 𝛿. Таким образом, мы показали, как
найти в окрестности любого компактного пространства X0 пространство Y с
условием ssr(Y) = 1

2 .
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Теорема 31. Если существует хотя бы одно компактное пространство X,
для которого ssr(𝑋) = 1

2, то множество точек непрерывности функции ssr

всюду плотно в пространстве Громова–Хаусдорфа.
Если таких пространств нет, то функция ssr всюду разрывна.



56

Заключение

В этом разделе мы еще раз перечислим основные результаты работы и
возможные дальнейшие пути исследования.

В главе 2 доказаны точные оценки для отношений типа Штейнера и теоре-
мы существования пространств с заданным значением отношения типа Штей-
нера. Также приведены примеры вычисления отношений типа Штейнера для
некоторых метрических пространств.

В главе 3 классифицированы пространства, для которых отношение
Штейнера–Громова равно максимально возможному значению.

В главе 4 доказаны теоремы о полунепрерывности и критерий непрерыв-
ности отношений типа Штейнера в пространстве Громова–Хаусдорфа.

Перечислим несколько возможных направлений дальнейшего исследова-
ния и задач, которые хотелось бы решить:

1. Классифицировать метрические пространства, отношение Штейнера
которых равно единице.

2. Классифицировать метрические пространства, суботношение Штейне-
ра которых равно единице.

3. Классифицировать метрические пространства, отношения типа Штей-
нера которых равны минимально возможному значению.

4. Существует ли компактное метрическое пространство, для которого су-
ботношение Штейнера равно 1

2?
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