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Введение

Актуальность темы

Диссертация посвящена исследованию топологии слоения Лиувилля для

некоторых интегрируемых систем, в том числе систем неголономной механи-

ки. В работе находит активное применение теория топологического анализа

интегрируемых гамильтоновых систем, разработанная М.П. Харламовым, а

также теория топологической классификации, построенная А.Т. Фоменко, Х.

Цишангом, А.В. Болсиновым, С.В. Матвеевым и другими.

В классической механике имеется обширный класс систем с неголоном-

ными связями. Этот класс задач не укладывается в рамки обычной гамиль-

тоновой механики. Однако некоторые системы сохраняют интеграл энергии

и другие тензорные инварианты. В частности, некоторые задачи, такие как

качение шара по плоскости, обладают инвариантной мерой и после замены

времени могут быть приведены к гамильтоновому виду. А потому для их

анализа применимы методы обычной гамильтоновой механики (в том числе

и топологические).

Первые постановки задачи неголономной механики, а также их исследова-

ния принадлежат Э. Раусу, С.А. Чаплыгину, П.В. Воронцу, П. Аппелю и Г.К.

Суслову, которые нашли замечательные интегрируемые ситуации и дали их

аналитическое и качественное описание.

Многие задачи неголономной механики имеют сложные уравнения дви-
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жения. Поэтому для их качественного анализа необходимо прибегать к гру-

бым методам анализа, например, к топологическим методам. Первые рабо-

ты по исследованию топологии фазового пространства интегрируемых си-

стем, классификации особенностей, построению бифуркационных диаграмм

и определения типов бифуркаций, вычислению локальных и глобальных ин-

вариантов слоения Лиувилля, траекторных инвариантов принадлежат А.Т.

Фоменко, Х. Цишангу [1], А.В. Болсинову [2], А.А. Ошемкову [3, 4], В.С.

Матвееву [5], М.П. Халамову [6], П. Топалову [7], О.Е. Орел [8], П.Е. Рябову

[9, 10, 11, 12], П.В. Морозову [13, 14].

В настоящей диссертации показано, как теория топологического анализа

может быть применена к исследованию системы Дуллина-Матвеева, задач

неголономной механики о качении шара Чаплыгина и резинового шара по

плоскости, которые являются гамильтоновыми лишь после замены времени.

Цель диссертации

Диссертационная работа преследует три основные цели:

1. Исследование топологии слоений Лиувилля интегрируемого случая Дул-

лина -Матвеева.

2. Описание устойчивости критических решений в задачах о катании шара

Чаплыгина и резинового шара по плоскости.

3. Изучение вопроса полноты гамильтоновых полей соответствующих по-

линомам из полного коммутативного набора полиномов на вещественных

алгебрах Ли, полученных методом Садэтова.

Методы исследования

В работе используются методы топологического анализа интегрируемых

гамильтоновых систем, разработанные М.П. Харламовым. Для построения
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грубых и меченых молекул была использована теория топологической клас-

сификации интегрируемых гамильтоновых систем с двумя степенями свобо-

ды, построенная А.Т. Фоменко, А.В. Болсиновым и другими. При исследова-

нии полноты векторных полей использовался метод редукции динамических

систем.

Научная новизна

Результаты диссертации являются новыми и заключаются в следующем:

1. Исследована топология слоений Лиувилля для интегрируемых случаев

Дуллина-Матвеева, о качении шара Чаплыгина с ротором по плоско-

сти, о качении резинового шара с ротором и в поле сил задачи Бруна

по плоскости. Для всех систем получены бифуркационные диаграммы

отображения момента, вычислены индексы критических окружностей и

построены бифуркационные комплексы.

2. Решена задача тонкой Лиувиллевой классификации изоэнергетических

поверхностей случая Дуллина-Матвевва. Доказана невырожденность и

дана классификация положений равновесия, описаны грубые и меченые

молекулы изоэнергетических поверхностей.

3. Решена задача о полноте гамильтоновых векторных полей отвечающих

полиномам, полученных методом Садэтова. А именно, в полных комму-

тативных наборах полиномов, полученных методом Садэтова, есть два

типа полиномов. Полиномы первого типа получаются методом сдвига

аргумента, полиномы второго типа — другими методами. Доказано, что

гамильтоновы поля, соответствующие полиномам второго типа — пол-

ные.

Теоретическая и практическая ценность
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Полученные в работе результаты имеют теоретическое значение. Они по-

лезны для исследования особенностей интегрируемых гамильтоновых систем.

Предложен метод для доказательства полноты гамильтоновых полей, обла-

дающих большим количеством интегралов. На практике они могут быть ис-

пользованы для создания шарообразных движущихся механизмов, например,

игрушек.

Аппробация диссертации

Результаты диссертации докладывались на заседании Воронежской зим-

ней математической школы (Воронеж, 2006), на конференции «Александров-

ские чтения» (Москва, 2006), на геометрическом заседании семинара проф.

Лауреса (Бохумский университет, Германия, 2008), на международной кон-

ференции «Geometry, Dynamics and Integrable systems» (Белград, 2008), на

конференции «Современные проблемы математики, механики и их приложе-

ний», посвященную 70-летию ректора МГУ акад. В.А.Садовничего (Москва,

2009), на семинаре Института Компьютерных Исследований (Ижевск, 2009),

а также многократно на семинаре «Современные геометрические методы»

под руководством акад. А.Т. Фоменко и проф. А.С. Мищенко (мех-мат МГУ).

Публикации

По теме диссертации опубликовано 4 работы [15, 16, 17, 18].

Структура и объем

Диссертация состоит из введения и пяти глав. Текст диссертации изложен

на 134 страницах. Список литературы содержит 40 наименований.

Содержание работы

Во введении формулируется цель работы, кратко излагаются ее резуль-

таты и содержание, а так же освещается место данных результатов в совре-

менной механике.

8



В первой главе вводятся основные понятия и излагаются ключевые тео-

ремы топологической классификации интегрируемых гамильтоновых систем.

Описаны фазовое пространство и конформно-гамильтоновы дифференциаль-

ные уравнения на пуассоновых многообразиях, которые возникают в зада-

чах неголономной механики. А также сформулирована гипотеза Мищенко-

Фоменко и дана новая интерпретация метода Садэтова построения полных

коммутативных наборов полиномов на алгебрах Ли.

Во второй главе для случая Дуллина–Матвеева найдены множество кри-

тических точек и множество критических значений отображения момента,

описана топология изоэнергетических поверхностей, исследованы особые точ-

ки векторного поля и их тип, определено количество критических окружно-

стей в прообразе кривых бифуркационной диаграммы. На компьютере вы-

числены индексы критических окружностей и сделан вывод о типе грубых

молекул интегрируемого случая. Построены меченые молекулы.

Случай Дуллина–Матвеева является топологически новым, поскольку та-

кой набор грубых молекул не встречается ни в одном из известных случаев

интегрируемости. В одной из молекул встречается атом D2 . Такая пере-

стройка торов Лиувилля не встречается ни в одном из классических случаев

интегрируемости.

В третьей главе анализируются движения шара Чаплыгина с ротором.

Проведен топологический анализ. В частности, для отображения момента

построена бифуркационная диаграмма и бифуркационный комплекс. Описа-

ны особые решения. Их устойчивость исследована аналитически. В послед-

нем параграфе показано, как при помощи ротора можно стабилизировать

неустойчивые и дестабилизировать устойчивые критические траектории.

В четвертой главе изучены отдельные замечательные периодические ре-
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шения задачи о качении резинового шара по плоскости. Эта задача остается

интегрируемой после замены времени даже при добавлении к шару посто-

янного ротора или силового поля задачи Бруна. При обеих добавках также

исследованы решения, и среди них найдены устойчивые. Для этого системы

были подвергнуты топологическому анализу, разработанному М.П. Харла-

мовым. В частности, по отображению момента построены бифуркационные

диаграммы и бифуркационные комплексы. Описаны критические решения.

Их устойчивость исследована аналитически.

Наконец, в пятой главе получены результаты о полноте некоторых га-

мильтоновых векторных полей. А именно, в работе [19] А.С.Мищенко и А. Т. Фо-

менко сформулировали гипотезу о существовании полного коммутативного

набора полиномов на произвольной алгебре Ли над полями R и C и пред-

ложили метод сдвига аргумента, доказывающий гипотезу для полупростых

алгебрах Ли. В работе [20] С.Т.Садэтов доказал гипотезу в общем случае над

произвольным полем нулевой характеристики. Естественным образом встает

вопрос об исследовании полноты гамильтоновых полей, отвечающих полу-

ченным полиномам. Действительно, полный коммутативный набор функций

еще не определяет интегрируемую по Лиувиллю систему. Для интегрируемо-

сти по Лиувиллю требуется полнота гамильтоновых полей для всех функций

из набора коммутирующих функций. Метод Садэтова устроен пошагово. На

каждом шаге применяется один из четырех методов и к уже существующему

набору полиномов добавляется несколько новых. Среди этих четырех мето-

дов, используемых Садэтовым, есть метод сдвига аргумента. Таким образом,

Садэтов каждый отдельный полином получает одним из двух способов: ли-

бо методом сдвига аргумента, либо одним из трех оставшихся методов. В

пятой главе показано, что гамильтоновы поля для полиномов, полученных
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вторым способом — полны. Тем самым, задача об исследовании гамильтоно-

вых полей полиномов из набора полных коммутативных наборов полиномов,

полученных методом Садэтова, сведена к задача об исследовании полноты

гамильтоновых полей полиномов, полученных методом сдвига аргумента.

Публикации автора на тему диссертации
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Глава 1

Основные определения

1.1 Интегрируемые гамильтоновы системы на симплек-

тических многообразиях

1.1.1 Понятие интегрируемой гамильтоновой системы и теорема

Лиувилля

Рассмотрим гладкое 2n-мерное симплектическое многообразиеM2n и глад-

кую функцию H на нем. Косым градиентом sgradH функции H наM2n на-

зывается векторное поле наM2n, являющееся результатом поднятия нижнего

индекса у ковекторного поля gradH при помощи симплектической формы ω.

Динамическая система

ẋ = sgradH(x) (1.1.1)

на симплектическом многообразии называется гамильтоновой с гамильто-

нианомH. Невырожденная дифференциальная 2-форма на многообразии по-

могает ввести скобку Пуассона гладких функций следующим каноническим

образом:

{f, g} = ω(sgrad f, sgrad g).
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Легко показать, что все аксиомы скобки Пуассона выполнены. Тождество

Якоби следует из замкнутости формы ω.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.1.1 Гамильтонова система (1.1.1) на симплектическом

многообразииM2n называется вполне интегрируемой по Лиувиллю, если су-

ществует набор гладких функций f1, f2, ..., fn таких, что:

1) f1, f2, ..., fn — первые интегралы системы,

2) они функционально независимы наM2n, то есть почти всюду наM2n

градиенты линейно независимы,

3) {fi, fj} = 0 для любых i и j,

4) векторные поля sgrad fi полны для всех i, т.е. естественный параметр

на их интегральных траекториях определен на всей числовой прямой.

Часто для краткости вполне интегрируемую по Лиувиллю динамическую

систему называют интегрируемой.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.1.2 Слоением Лиувилля, отвечающим вполне инте-

грируемой система, называется разбиение многообразияM2n на связные ком-

поненты совместных поверхностей уровня интегралов f1, ..., fn.

Отметим, что векторные поля sgrad f1, sgrad f2, ..., sgrad fn коммутируют,

поскольку

[sgrad fi, sgrad fj] = sgrad {fi, fj}

и являются полными. Это позволяет определить на M2n действие абелевой

группы Rn, порожденное сдвигами вдоль векторных полей sgrad f1, sgrad f2,

..., sgrad fn.
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1.1.2 Теорема Лиувилля

В случае интегрируемой гамильтоновой системы на симплектическом мно-

гообразииM2n отображением момента называют отображение

f1 × f2 × ..× fn :M2n → Rn,

сопоставляющее точке x ∈ M2n точку (f1(x), f2(x), ...fn(x)) ∈ Rn. Рассмот-

рим регулярную поверхность уровня отображения момента:

Tξ = {x ∈M2n|fi(x) = ξi, i = 1, 2, ..., n}

Регулярность означает, что дифференциалы dfi линейно независимы на Tξ.

Имеет место следующий результат.

ТЕОРЕМА 1.1.1 (Лиувилля) Пусть на симплектическом многообразии

(M2n, ω) задана вполне интегрируемая по Лиувиллю гамильтонова систе-

ма v = sgradH, и Tξ — регулярная поверхность уровня отображения мо-

мента. Тогда

1) Tξ — гладкое лагранжево подмногообразие, инвариантное относитель-

но потоков v = sgradH и sgrad f1, ..., sgrad fn.

2) Если подмногообразие Tξ связно и компактно, то оно диффеоморфно

n-мерному тору T n. Этот тор называется тором Лиувилля.

3) В окрестности U = T n×Dn существует система координат s1, ..., sn,

φ1, ..., φn, называемых переменными действие-угол, со следующими свой-

ствами:

а) s1, ..., sn — координаты на диске Dn, φ1, ..., φn— стандартные угло-

вые координаты на торе T n, φ ∈ R/2πZ.

б) ω =
∑

dφi ∧ dsi.
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в) Переменные действия si являются функциями от интегралов f1,

..., fn.

г) В переменных действие-угол гамильтонов поток v выпрямляется

на каждом торе Лиувилля из окрестности U , т.е. гамильтоновы

уравнения принимают вид

ṡi = 0, φ̇i = qi(s1, ..., sn), i = 1, 2, ..., n.

Это означает, что на каждом торе поток v задает условно пе-

риодическое движение, а траектории являются прямолинейными

обмотками тора (рациональными или иррациональными).

В частности, слоение Лиувилля в некоторой окрестности U тора Лиувилля

T n тривиально, т.е. диффеоморфно прямому произведению тора T n на диск

Dn. Доказательство теоремы можно найти, допустим, в [21].

1.1.3 Типы эквивалентности интегрируемых гамильтоновых си-

стем

В теории топологической классификации интегрируемых гамильтоновых

систем традиционно рассматривают несколько типов их изоморфизмов

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.1.3 Две интегрируемы гамильтоновы системы (M1, v1)

и (M1, v1) лиувиллево эквивалентны, если существует диффеоморфизм φ :

M1 →M2, переводящий слои Лиувилля одной системы в слои другой.

Это отношение эквивалентности можно несколько ослабить. В результате

получается понятие грубой лиувиллевой эквивалентности.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.1.4 Две интегрируемы гамильтоновы системы (M1, v1)

и (M1, v1) грубо лиувиллево эквивалентны, если существует гомеоморфизм
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между базами слоений Лиувилля, который локально (т.е. в окрестности каж-

дой точки) поднимается до послойного гомеоморфизма слоений Лиувилля.

1.2 Грубые топологические инварианты интегрируемых

гамильтоновых систем с двумя степенями свободы

Далее будем рассматривать лишь системы с двумя степенями свободы, т.е.

в обозначениях выше n = 2. В таком случае для интегрируемости по Лиувил-

лю гамильтоновой системы sgradH наM4 достаточно существования всего

одного дополнительного первого интеграла F , функционально независимого

с H.

1.2.1 Изоэнергетические поверхности

Изоэнергетической поверхностью называется трехмерное многообразие

Q3
h = {x ∈M2n|H(x) = h}.

Сразу ограничимся рассмотрением лишь тех h, при которых, во-первых, Q3
h

компактно, а во-вторых, dH 6= 0 на Q3
h. Тем самым, мы гарантируем, что Q3

h

— гладкое трехмерное многообразие, а векторное поле v = sgradH нигде на

Q3
h не обращается в ноль.

Продифференцируем гамильтониан H вдоль кососимметрических гради-

ентов функций H и F

(sgradH)(H) = {H,H} = 0, (sgradF )(H) = {F,H} = 0.

Значит, на неособой изоэнергетической поверхности можно рассматривать

два касательных векторных поля v = sgradH и w = sgradF .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.2.1 Точку x ∈ Q3 будем называть критической, если
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в ней поля sgradF и sgradH линейно зависимы

sgradF = λsgradH.

Следует отметить, что особые поверхности уровня отображения момента

— это в точности те поверхности, на которые попали критические точки.

Теорема Лиувилля к таким поверхностям не применима.

Ограничим интеграл F на изоэнергетическую поверхность

F̂ = F |Q3
h
.

Для топологического исследования интегрируемого случая с двумя степеня-

ми свободы полезно следующее утверждение:

УТВЕРЖДЕНИЕ 1.2.1 [21, том 1, глава 1] Функция F̂ не может иметь

изолированных критических точек на неособой изоэнергетической поверх-

ности Q3
h. Критические точки F̂ организованы в критические траектории.

Каждая критическая траектория проектируется в одну точку на бифур-

кационной диаграмме. Параметр λ пропорциональности sgradF и sgradH

постоянен вдоль критической траектории.

Доказательство Утверждения. Введем такие локальные координа-

ты на 4-мерном многообразии x1, x2, x3, x4, в которых sgradH = (1, 0, 0, 0).

Тогда поскольку F и H коммутируют, получаем

{F,H} =
∂F

∂x1
= 0, {H,H} =

∂H

∂x1
= 0,

т.е.

F = F (x2, x3, x4), H = H(x2, x3, x4).

Теперь понятно, что если градиенты F и H пропорциональны с некоторым

коэффициентом пропорциональности λ, тогда они будут пропорциональны и
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в точке, сдвинутой вдоль первой координатной оси, то есть вдоль интеграль-

ной траектории гамильтонова поля с тем же коэффициентом пропорциональ-

ности.

Утверждение доказано. �

Функция F̂ является гладкой на изоэнергетической поверхности Q3. Мно-

жество критических точек функции F̂ на Q3 будет совпадать с множеством

критических точек в смысле определения 1.2.1. Как отмечено в предыдущем

утверждении, критические точки на Q3 не могут быть изолированными. По-

этому предположение о том, что F̂ является функцией Морса бессмысленно.

Однако, в случае динамических систем существует естественный аналог этого

понятия.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.2.2 Функция F̂ называется функцией Ботта на мно-

гообразии Q3
h, если все ее критические точки организованы в критические

подмногообразия.

Это означает, что множество критических точек является несвязным объ-

единением некоторых гладких подмногообразий, причем каждое из них невы-

рождено в следующем смысле. Второй дифференциал d2F̂ невырожден на

подпространстве, трансверсальном к подмногообразию (в каждой его точке).

Другими словами, ограничение функции F̂ на трансверсаль к подмногообра-

зию является функцией Морса.

УТВЕРЖДЕНИЕ 1.2.2 [21, том 1, глава 1] Связные критические подмно-

гообразия интеграла F̂ на Q3
h диффеоморфны либо окружности, либо тору,

либо бутылке Клейна.

Таким образом критические подмногообразия устроены очень просто. Да-

лее в тексте диссертации будут рассматриваться интегрируемые системы, не
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содержащие критических торов и бутылок Клейна. Так, исходя из компактно-

сти Q3, в случае боттовского дополнительного интеграла множество критиче-

ских точек организовано в набор конечного числа критических окружностей.

Каждая такая критическая окружность является периодической траекторией

поля sgradH.

Рис. 1.1: Окрестности точек невырожденных критических окружностей на изоэнергети-

ческих поверхностях

Не сложно показать, что сигнатура гессиана F̂ на Q3 одинакова для всех

точек на критической окружности. Поэтому для проверки невырожденности

точки на критической окружности достаточно проверить невырожденность

всего одной точки. Так же можно ввести индекс критической окружности

— это количество отрицательных собственных значений d2F̂ в какой-нибудь

точке на этой окружности.

В боттовском случае слоение Лиувилля в трехмерной окрестности нестаци-

онарной для поля v критической точки устроено очень просто. С точностью

до гомеоморфизма существует лишь два типа таких слоений (см. рис. 1.1).

Окрестность имеет тип а), если два ненулевых собственных значения d2F̂

одного знака, и тип б), если — разного.

Соответственно, невырожденные критические окружности будем называть

устойчивыми, если два ненулевых собственных значения d2F̂ одного знака,
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и неустойчивой, если — разного. Тогда решения, отвечающие устойчивым и

неустойчивым критическим окружностям, будут соответственно орбитально

устойчивыми и неустойчивыми.

1.2.2 Бифуркационная диаграмма и бифуркационный комплекс

Рассмотрим отображение момента. Оно определяется следующим обра-

зом

H × F :M4 → R2(h, f). (1.2.1)

Бифуркационной диаграммой называют образ критических точек этого отоб-

ражения. Иногда в литературе бифуркационную диаграмму называют диа-

граммой Смейла. Обычно, бифуркационная диаграмма состоит из набора

кривых и изолированных точек. Отметим, что изоэнергетические поверхно-

сти при таком отображении переходят в прямые.

Для более наглядной визуализации структуры критических точек рас-

смотрим отображение момента (1.2.1) и двумерный комплекс K, точками ко-

торого являются отдельные компоненты связности прообразов отображения

момента, т. е. множеств (H×F )−1(y), где точка y ∈ R2 пробегает H×F (M4)

(т. е. образM4 на плоскости R2).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.2.3(А.Т.Фоменко [22]) КомплексK называется бифур-

кационным комплексом для интегрируемой системы (1.1.1).

Следует отметить, что в нерезонансном случае бифуркационный комплекс

не зависит от выбора интегралов, а определяется лишь векторным полем

sgradH. Этот факт не очевиден, однако несложно вытекает из фундамен-

тальных теорем симплектической геометрии. Обобщение понятия бифурка-

ционного комплекса на случай интегрируемых гамильтоновых систем с боль-

шими степенями свободы, а также основные свойства этого комплекса изло-
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жены в работе [23].

Обычно, многообразиеM4 задается в виде регулярной поверхности уровня

некоторых гладких функций I1, I2,:

M4 = {x ∈ R6|I1(x) = c1, I2(x) = c2}.

При этом H и F заданы как гладкие функции в R6. Тогда критические точки

отображения (1.2.1) можно найти следующим способом. Находим множество

критических точек отображения

H × F × I1 × I2 : R6 → R4,

и пересекаем это множество с M4. Получаем в точности множество крити-

ческих точек отображения (1.2.1).

1.2.3 Структура критических точек на изоэнергетической поверх-

ности и понятие грубой молекулы

Дополнительный интеграл F определяет слоение Лиувилля на изоэнерге-

тической поверхности Q3. База этого слоения представляет собой некоторый

граф Γ(Q3). При этом, согласно теореме Лиувилля, каждой точке ребер этого

графа соответствует один тор Лиувилля, вершинам — соответствуют связные

особые слои (см. рис. 1.2 :).

Рис. 1.2: База слоения Лиувилля на изоэнергетической поверхности

Очевидно, что графы вида Γ(Q3) получаются как «сечения» бифуркаци-

онного комплекса K, а именно Γ(Q3) = (H × F )−1(l), где прямая l ⊂ R2
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задается уравнением H = λ = const. Меняя число λ, мы меняем граф Γ(Q3),

который заметает при этом весь комплекс K. С этой точки зрения топологи-

ческий инвариант {Γ(Q3)} состоит из всех типов сечений комплекса K.

Оказывается, что в боттовском случае с точностью до Лиувиллевой эк-

вивалентности существует лишь конечное число возможных перестроек (би-

фуркаций), если фиксировано количество критических окружностей на син-

гулярном слое.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.2.4 (А.Т.Фоменко) Класс Лиувиллевой эквивалентно-

сти окрестности особого слоя слоения Лиувилля называется 3-атомом.

Фактически, 3-атом — это трехмерное многообразие со структурой слоения

Лиувилля. Это многообразие содержит ровно один сингулярный слой. Грани-

ца состоит из конечного числа торов. Количество критических окружностей

на сингулярном слое называется сложностью атома. В книге А.В.Болсинова

и А.Т.Фоменко [21] изложена классификация всех возможных 3-атомов в за-

висимости от их сложности. Три наиболее встречающихся атома обозначают

буквами A,B и A∗ (см. рис. 1.3). Как видно, все три атома имеют сложность

один.

Рис. 1.3: 3-атомы.

Если каждой вершине графа, отвечающему слоению Лиувилля, сопоста-
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вить подходящий 3-атом, то получим грубую молекулу слоения Лиувилля.

Грубая молекула несет информацию о слоении Лиувилля и позволяет ло-

кально восстановить структуру вблизи как регулярных, так и сингулярных

слоев. Справедлив следующий результат.

ТЕОРЕМА 1.2.1 (А.Т. Фоменко [21, том 1, глава 3]) Две интегрируе-

мые гамильтоновы системы (Q3
1, v1) и (Q3

2, v2) с боттовскими интегралами

F1 и F2 грубо лиувиллево эквивалентны в том и только в том случае, когда

их грубые молекулы совпадают.

1.2.4 Склейка изоэнергетических поверхностей из 3-атомов

3-атомы описывают структуру слоения Лиувилля в окрестности особого

слоя. Все многообразие Q3 представляется в виде объединения 3-атомов. Для

того, что бы восстановить структуру слоений глобально на всемQ3, необходи-

мо указать гомеоморфизмы, по которым склеиваются границы этих 3-атомов.

Если на всех граничных торах 3-атомов указать по паре базисных циклов,

то склеивающий гомеоморфизм будет задаваться целочисленной матрицей

2× 2 с определителем ±1. Однако, базисные циклы можно выбрать многими

разными способами.

Оказывается, для каждого 3-атома можно определить по одному канони-

ческому базисному циклу на каждом его граничном торе. В случае атома A

это цикл, который стягивается при приближении к критической окружности.

Для седлового атома B этот цикл изотопен критической окружности.

Выделить второй базисный цикл таким же каноническим способом уже не

удается. Поэтому ограничиваются выбором сразу множества циклов, облада-

ющих некоторыми общими свойствами. Вместе с первым базисным циклом

они образуют так называемую допустимую систему координат на гранич-
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ном торе 3-атома. Более точное определение можно найти в [21].

Группа замен координат в классе допустимых имеет не сложную струк-

туру. Инвариантами действия этой группы на матрицы склейки являются

числовыми метками r, ε и n. Они могут быть легко вычислены по этим мат-

рицам. Метки r и ε расставляются на каждом ребре молекулы. Метка n ста-

вится сразу на группе атомов, называемых семьей.

Числовые метки имеют наглядную геометрическую интерпретацию. До-

пустим, метка r ∈ {Q ∩ [0, 1) ∪∞} на ребре определяет беззнаковый индекс

пересечения однозначно определенных базисных циклов бифуркаций, кото-

рые соединяются этим ребром. Метка ε ∈ {1,−1} отвечает за ориентацию.

Если r = ∞, то первые базисные циклы изотопны вдоль ребра с точностью

до ориентации. Эти циклы сонаправлены, если ε = 1, и противоположно на-

правлены, если ε = −1. Смысл метки n ∈ Z более сложный.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.2.5 Грубая молекула W , снабженная метками ri, εi и

ni называется инвариантом Фоменко-Цишанга или просто меченой молеку-

лой.

ТЕОРЕМА 1.2.2 (Фоменко, Цишанг [21, том 1, глава 4]) Две ин-

тегрируемые гамильтоновы системы (Q3
1, v1) и (Q3

2, v2) лиувиллево эквива-

лентны в том и только в том случае, когда их меченые молекулы совпада-

ют.

1.2.5 Типы невырожденных точек ранга ноль

По определению выше точкаM4 называется критической, если в ней ранг

дифференциала отображения (1.2.1) меньше двух. Среди таких точек осо-

бый интерес представляют те, где ранг этого дифференциала равен нулю. В

невырожденном случае (определение невырожденности будет дано ниже) с
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точностью до гомеоморфизма существует лишь конечное число типов слое-

ний Лиувилля 4-мерных окрестностей таких точек.

Пусть на симплектическом многообразииM4 задана интегрируемая систе-

ма с гамильтонианом H и дополнительным интегралом F , а точка ξ ∈ M4

такая, что

dH(ξ) = dF (ξ) = 0.

Оператор A : TξM4 → TξM4 называется симплектическим, если он сохра-

няет форму ω|ξ. В локальных координатах это эквивалентно условию

ATΩ + ΩA = 0,

где Ω — матрица формы ω|ξ. Множество всех симплектических операторов

образует алгебру Ли sp(4,R). На TξM4 можно корректно определить два

симплектических оператора

AH := Ω−1d2(H|ξ), AF := Ω−1d2(F |ξ),

порождающих в sp(4,R) некоторую коммутативную подалгебру K(H,F ).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.2.6 Точка ξ ранга ноль отображения момента на-

зывается невырожденным, если подалгебра K(H,F ) является картановской

подалгеброй в sp(4,R).

Укажем эффективный способ проверки картановости подалгебрыK(H,F ).

Коммутативная подалгебра sp(4,R) является картановской тогда и только

тогда, когда она двумерна, и среди ее элементов найдется линейный опера-

тор с попарно различными собственными значениями. Итак, сначала надо

убедиться, что операторы AH и AF линейно независимы, и затем проверить,

что некоторая линейная комбинация

λAH + µAF
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имеет попарно различные собственные значения (такой элемент называется

регулярным элементом sp(4,R)).

Собственные значения операторов из sp(4,R) разбиваются на пары вида

λ,−λ. Поэтому невырожденные точки ранга ноль можно классифицировать

по типу собственных значений регулярного элемента в подалгебре Картана

K(H,F ) :

1) центр-центр — чисто мнимые корни iA,−iA, iB,−iB;

2) центр-седло — два вещественных и два мнимых корня −A,A, iB,−iB;

3) седло-седло — вещественные корни −A,A,−B,B;

4) фокус-фокус — чисто комплексные A− iB,A+ iB,−A+ iB,−A− iB.

Зная тип невырожденной точки ранга ноль, можно многое сказать о то-

пологии слоения Лиувилля в его окрестности U4.

ТЕОРЕМА 1.2.3 (Рюссман [24]) Пусть многообразие M4, симплекти-

ческая структура ω и функции H и F являются вещественно - анали-

тическими. Тогда в окрестности невырожденной особой точки ранга ноль

ξ ∈ M4 всегда существуют канонические координаты (p1, q1, p2, q2), в ко-

торых функции H и F одновременно приводятся к одному из следующих

видов:

1) случай центр-центр:

H = H(p21 + q21, p
2
2 + q22),

F = F (p21 + q21, p
2
2 + q22),

2) случай центр-седло:

H = H(p1q1, p
2
2 + q22),

F = F (p1q1, p
2
2 + q22),
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3) случай седло-седло:

H = H(p1q1, p2q2),

F = F (p1q1, p2q2),

4) случай фокус-фокус:

H = H(p1q1 + p2q2, p1q2 − p2q1),

F = F (p1q1 + p2q2, p1q2 − p2q1).

Теорему Рюссмана можно найти в [21, том 1, глава 1].

Особенность центр-центр. Используем эту теорему для описания то-

пологии слоений Лиувилля в окрестности точки центр-центр. А именно, мы

хотим найти естественно связанную с системой пару циклов на неособых то-

рах Лиувилля в U4. Введем две функции

r1 = ±(p21 + q21), r2 = ±(p22 + q22). (1.2.2)

Знаки ±1 зададим позже. Тогда H = H(r1, r2), F = F (r1, r2) и

sgradH =
∂H

∂r1
sgrad r1 +

∂H

∂r2
sgrad r2 (1.2.3)

в окрестности U4. Множество критических точек — точек, где зависимы гра-

диенты функций H и F — локально состоит из объединения пары двумерных

плоскостей

r1 = 0 и r2 = 0.

Векторные поля sgrad r1 и sgrad r2 коммутируют, независимы, их траек-

тории периодичны — и поэтому задают циклы λ1 и λ2 на неособых торах

Лиувилля. При приближении к плоскости r2 = 0 поле sgrad r2 обнуляется, а

цикл λ1 стягивается в точку. А при приближении к плоскости r1 = 0 обнуля-

ется поле sgrad r1, и цикл λ2 стягивается в точку. Так, на плоскости r2 = 0

параллельными будут поля sgradH и sgrad r1, а на плоскости r1 = 0 — поля

sgradH и sgrad r2.
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Теперь сделаем предположение, что в U4 всего одна неподвижная точка

векторного поля sgradH, и она совпадает с точной центр-центр. Выберем

знаки ±1 в (1.2.2) так, что бы пары полей sgradH, sgrad r1 и sgradH, sgrad r2

были сонаправленными на плоскостях r2 = 0 и r1 = 0 соответственно. Что

эквивалентно условию 
∂H

∂r1
|r2=0 > 0,

∂H

∂r2
|r1=0 > 0.

(1.2.4)

Итак, на неособых торах в U4 выделена пара циклов λ1, λ2. При этом,

во-первых, циклы λ1, λ2 образуют базис фундаментальной группы торов. Во-

вторых, цикл λ1 стягивается в точку при приближении к плоскости r2 = 0,

цикл λ2 стягивается в точку при приближении к r1 = 0. И в-третьих, поле

sgradH задает ориентации циклов λ1 и λ2 на плоскостях r2 = 0 и r1 = 0

соответственно. Пара циклов λ1, λ2 в окрестности точки центр-центр с такими

свойствами определена однозначно.

ЛЕММА 1.2.1 Пусть регулярный тор в U4 резонансен. Тогда траектории

поля sgradH задают некоторый цикл λ. Этот цикл можно разложить по

λ1 и λ2.

λ = a1λ1 + a2λ2,

где a1, a2 ∈ Z. Тогда либо a1 > 0, либо a2 > 0.

Доказательство Леммы. Поскольку sgrad r1 и sgrad r2 оба периодич-

ны с периодиом 2π, из (1.2.3) получаем

λ = α
∂H

∂r1
λ1 + α

∂H

∂r2
λ2.

Для некоторого α > 0. При этом должно получиться

α
∂H

∂r1
, α
∂H

∂r2
∈ Z.
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Поскольку точка центр-центр невырождена, значит

∂H

∂r1
|r1=0,r2=0 6= 0 либо

∂H

∂r2
|r1=0,r2=0 6= 0.

Пусть для определенности верно первое неравенство. Тогда ввиду (1.2.4)

∂H

∂r1
|r1=0,r2=0 > 0.

Значит, можно считать, что во всей окрестности U4 имеет место

∂H

∂r1
> 0 =⇒ a1 = α

∂H

∂r1
> 0.

Лемма доказана. �

Особенность фокус-фокус. Опишем слоение Лиувилля в окрестности

особого слоя типа фокус-фокус. Разберем самый простой случай, когда на

особом слое лежит всего одна точка ранга ноль. В таком случае особый слой

можно представить себе в виде тора с одной перетяжкой.

На торах, проходящих вблизи особой точки фокус-фокус можно выделить

некоторый замечательный цикл λ: этот цикл стягивается в точку при при-

ближении к особому слою [21, том 1, глава 9] (см. рис. 1.4).

Рис. 1.4: Стягивающийся цикл в окрестности точки фокус-фокус

Бифуркационная диаграмма отображения момента вблизи особого слоя

фокус-фокус состоит из одной точки. Выберем тор вблизи особой точки, и

дополним цикл λ до базиса некоторым циклом µ. Рассмотрим круговую мо-

лекулу особенности. При движении точки по плоскости R2(h, f) циклы течет
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по торам. И обход вдоль круговой молекулы задает нетривиальный диффео-

морфизм тора на себя, тем самым перестраивая циклы. Однако существует

унимодулярная целочисленная матрица перехода (матрица монодромии), вы-

ражающая образы циклов λ, µ через λ, µ.

ТЕОРЕМА 1.2.4 [25] Пусть на особом слое лежит всего одна точка типа

фокус-фокус. Тогда матрица монодромии имеет вид 1 0

±1 1

 ,

где знак ±1 зависит от направления обхода по круговой молекуле и выбора

ориентации на цикле λ.

Доказательство теоремы можно найти в [21, том 1, глава 9]. Так, из тео-

ремы можно сделать два наблюдения. Во-первых, цикл λ сохраняется при

монодромии. А во-вторых, если для некоторого цикла λ1 его индекс пересе-

чения с λ равен одному, тогда при монодромии цикл λ1 перейдет в цикл

λ1 ± λ.

1.3 Гамильтоновы системы в механике

1.3.1 Фазовое пространство

Многие задачи механики можно представить в виде гамильтоновых на

симплектических многообразиях. При этом в качестве симплектических мно-

гообразий выступают орбиты коприсоединенного действия группы Ли на

двойственном пространстве к их алгебре Ли.

Рассмотрим произвольную конечномерную группу Ли G и ее алгебру Ли

g. Двойственное пространство g∗ снабжено структурой Пуассона-Ли. Пусть
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f, g : g∗ :→ R — произвольные гладкие функции. Их дифференциалы в про-

извольной точке x ∈ g∗ можно трактовать как элементы самой алгебры Ли

g. Скобка Пуассона-Ли функций f и g определяется тогда следующей фор-

мулой:

{f, g}(x) = 〈x, [dfx, dgx]〉, (1.3.1)

Верно следующее утверждение.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1.3.1 Орбиты коприсоединенного действия группы Ли

G на своей коалгебре g∗ все являются симплектическими многообразиями

с канонической 2-формой ω — формой Кириллова. Скобку Пуассона на этих

многообразиях можно считать следующим образом: если f, g — две глад-

кие функции на орбите, продолжаем их произвольным образом до гладких

функций f̃ , g̃ на всей коалгебре, тогда ∀x ∈ g∗ : {f, g}(x) = {f̃ , g̃}(x).

Фактически, последнее предложение утверждает, что тензор Пуассона πij

скобки (1.3.1) можно ограничить с коалгебры на орбиту. Вообще говоря, тен-

зоры с верхними индексами не ограничиваются с многообразия на подмного-

образие. Однако в данном конкретном случае, это ограничение сделать мож-

но.

Для примера рассмотрим алгебру e(3) группы движений трехмерного про-

странства R3. Эта алгебра 6-мерна. В коалгебре можно выбрать такие коор-

динаты S1, S2, S3, r1, r2, r3, что скобка Пуассона запишется в виде:

{Si, Sj} = εijkSk, {Si, rj} = εijkrk, {ri, rj} = 0, (1.3.2)

где εijk — кососимметрический тензор, принимающий значение 1 на четных

перестановках индексов. Скобку Пуассона достаточно задать лишь на коор-

динатных функциях. Поэтому скобка полностью определена. Данная скобка
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имеет 2 функции Казимира:

I1 = S1r1 + S2r2 + S3r3 и I2 = r21 + r22 + r23.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1.3.2 M4
c1,c2

= {I1 = c1, I2 = c2} — орбита коприсоеди-

ненного действия группы E(3) в своей коалгебре.

ПоэтомуM4
c1,c2

являются 4-мерными симплектическими многообразиями. Та-

кие уравнения классической механики, как уравнения Эйлера-Пуассона о

движении твердого тела с закрепленной точкой в поле силы тяжести, урав-

нения Кирхгофа о движении твердого тела в несжимаемой жидкости с одно-

значным потенциалом скоростей, равным нулю на бесконечности, могут быть

записаны в гамильтоновом виде с квадратичным гамильтонианом на орбитах

коприсоединенного действия именно группы E(3), т.е. на симплектических

многообразиях типаM4
c1,c2

.

1.3.2 Конформно-гамильтоновы системы

В предыдущем параграфе было отмечено, что многие задачи механики

можно представить в гамильтоновом виде (1.1.1) на симплектических мно-

гообразиях. Класс таких дифференциальных уравнений можно расширить.

Допустим, задачи неголономной механики обычной нельзя представить в га-

мильтоновой форме (1.1.1), однако часто можно представить в так называе-

мом конформно-гамильтоновом виде

ẋ = µ(x)sgradH(x), (1.3.3)

где приводящий множитель µ(x) — знакоопределенная на всем многооб-

разии M2n функция. Легко видеть, что траектории решений (1.3.3) после
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замены времени

dτ = µ(x)dt

совпадают с траекториями уравнения (1.1.1).

Так конформно-гамильтонову систему будем называть интегрируемой, ес-

ли соответствующая ей гамильтонова система после замены времени является

интегрируемой.

1.4 Гипотеза Мищенко-Фоменко

1.4.1 Формулировка

Рассмотрим произвольную конечномерную алгебру Ли g над произволь-

ным полем K и ее двойственное пространство g∗, снабженное структурой

Пуассона-Ли (1.3.1). Если ограничиться полиномами, то эту операцию можно

понимать чисто алгебраически. Скобка Пуассона-Ли на полиномах определя-

ется как кососимметрическая билинейная операция, удовлетворяющая двум

свойствам:

1) {fg, h} = g{f, h}+ f{g, h} (правило Лейбница);

2) если полиномы f и g линейны (тогда их можно понимать как элементы

алгебры Ли g), то их скобка Пуассона-Ли совпадает с коммутатором в

алгебре, т.е.

{f, g} = [f, g].

Иногда полиномы на g∗ удобно рассматривать как полиномы от элементов

алгебры g. Алгебру таких полиномов будем обозначать K[g] и будем называть

пуассоновой алгеброй алгебры Ли g. Заметим, что скобка Пуассона-Ли есте-
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ственным образом распространяется на пространство рациональных функ-

ций K(g) на g∗.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.4.1 Коммутативный относительно скобки Пуассона-

Ли набор алгебраически независимых полиномов f1, f2, ..., fk ∈ K[g] называ-

ется полным, если k = 1
2(dim g + ind g)

Гипотеза Мищенко-Фоменко ([19], [26]) Пусть g — вещественная

или комплексная конечномерная алгебра Ли. Тогда на g существует полный

коммутативный набор полиномов.

С точки зрения гамильтоновой механики это утверждение эквивалентно

существованию интегрируемых гамильтоновых систем на орбитах коприсо-

единенного действия произвольной конечномерной группы Ли G.

1.4.2 Метод Садэтова

Гипотеза Мищенко-Фоменко была доказана ее авторами для полупростых

алгебр Ли [19], а затем для многих других алгебр Ли разными авторами (см.

[27]). Доказать ее в общем случае удалось С.Т.Садэтову [20]

ТЕОРЕМА 1.4.1 (Садэтов, 2003) Гипотеза Мищенко-Фоменко справед-

лива для произвольной конечномерной алгебры Ли над полем нулевой харак-

теристики.

В работе [28] А.В. Болсинов переформулировал конструкцию Садэтова на

языке пуассоновой геометрии, позволяющей эффективно работать с конкрет-

ными алгебрами Ли.

Опишем кратко, в чем заключается метод Садэтова для поиска полных

коммутативных наборов полиномов на произвольных пуассоновых алгебрах.

В [28] Болсинов сформулировал следующую лемму.
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ЛЕММА 1.4.1 Любая алгебра Ли g над полем K нулевой характеристики

удовлетворяет одному из следующих условий.

1) g имеет коммутативный идеал h, не являющийся одномерным цен-

тром алгебры.

2) g имеет идеал hm, изоморфный алгебре Гейзенберга, и при этом центр

g совпадает с центром идеала hm

3) g = l⊕K, где l — полупроста

4) g полупроста.

Напомним структуру алгебры Гейзенберга: hm раскладывается в прямую

сумму подпространств V размерности 2m и одномерного центра z = Z(hm),

порожденного вектором e. Для двух произвольных векторов ξ1, ξ2 ∈ V ком-

мутатор определяется формулой

[ξ1, ξ2] = ω(ξ1, ξ2)e,

где ω — симплектическая форма на V .

Отметим несколько полезных свойств алгебры g в случае, когда выполнен

пункт 2) леммы 1.4.1.

ЛЕММА 1.4.2 Существует подалгебра b ⊂ g, такая что

b + hm = g и b ∩ hm = z.

При этом подпространство V ⊂ hm инвариантно относительно присоеди-

ненного действия b, и b действует на V симплектическими преобразова-

ниями.
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Метод Садэтова описан в [28] и основан на индукции по размерности ал-

гебры. Рассмотрим этот метод с нового ракурса. С процедурой поиска пол-

ных коммутативных наборов полиномов в K[g] связана следующая конечная

последовательность троек

(1, 1, g)→ (z2, h2, g2)→ (z3, h3, g3)→ ... (1.4.1)

Здесь zi — некоторый полином на g∗, hi — коммутативная подалгебра в пуас-

соновой алгебры K[g], причем hi = K[hi]. gi — такое линейное подпростран-

ство K[g], что во-первых,

zi, hi ⊂ Ann(gi),

а во-вторых, множество

gi/zi =

{
f

zi
| f ∈ gi

}
является алгеброй Ли над полем рациональных функций K(hi). При этом

dimK(hi) gi/zi > dimK(hi+1) gi+1/zi+1.

Следует прокомментировать каждый элемент тройки (zi, hi, gi) в отдель-

ности. Метод Садэтова поиска полного набора полиномов выполняется по-

шагово. На i-ом шаге появляется очередная алгебра Ли Gi, возможно, над

расширенным полем. При этом новое поле всегда есть поле частных K(hi)

некоторой коммутативной подалгебры hi пуассоновой алгебры K[g]. Поли-

ном zi имеет следующий смысл. Если в методе Садэтова на предыдущих

шага встречались алгебры Ли, содержащие идеал Гейзенберга, тогда zi — это

произведение центров всех этих идеалов Гейзенберга.

Прокомментируем смысл линейного подпространства gi. Как отмечалось

ранее, алгебра Ли Gi, полученная на i-ом шаге метода Садэтова определена

над полем K(hi). Также мы потребовали, что бы линейное пространство gi/zi
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было алгеброй Ли над тем же полем K(hi). Множества gi строятся так, что

бы имел место изоморфизм

Gi ≈ gi/zi.

Теперь приступим к описанию метода Садэтова с этого нового ракурса.

Полный коммутативный набор полиномов составляется пошагово. Каждый

шаг процедуры поиска характеризуется добавлением очередной тройки в по-

следовательность (1.4.1). В начале процедуры поиска набор полиномов пуст.

Новые полиномы добавляются, во-первых, при переходе от тройки (zi, hi, gi)

к тройке (zi+1, hi+1, gi+1), а во-вторых, на последнем шаге процедуры.

Опишем, как добавляются новые полиномы. Для этого рассмотрим ал-

гебру Ли gi/zi над полем K(hi) и применим к ней лемму Болсинова 1.4.1.

Разберем каждый случай в отдельности

Коммутативный идеал. Пусть в алгебре gi/zi существует коммутатив-

ный идеал. Это означает, что в линейном пространстве gi существует такой

коммутативный линейно независимый над полем K(hi) набор полиномов

f1, f2, ..., fk,

что линейные комбинации 〈
f1
zi
,
f2
zi
, ...,

fk
zi

〉
с коэффициентами из hi образуют коммутативный идеал в gi/zi. На этом

шаге к уже существующем коммутативному набору полиномов добавляется

k полиномов f1, f2, ..., fk.

Теперь если

dimK(hi) gi/zi = k

(фактически это означает, что алгебра gi/zi коммутативна), тогда на этом

процедура метода Садэтова заканчивается. Полный коммутативный набор
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полиномов построен. В противном случае, если

dimK(hi) gi/zi > k,

процедура метода Садэтова продолжается, и следует указать, как строится

новая тройка (zi+1, hi+1, gi+1). Тогда

hi+1 = K[hi, f1, f2, ..., fk]

будет коммутативной подалгеброй пуассоновой алгебры K[g]. Определим gi+1

как множество линейных комбинаций элементов gi с коэффициентами из hi+1,

коммутирующих с hi+1. Многочлен zi не изменяется:

zi+1 = zi.

Идеал Гейзенберга. Пусть алгебра gi/zi имеет идеал, изоморфный ал-

гебре Гейзенберга. Тогда в линейном пространстве gi можно выделить такие

2m+ 1 полином e, v1, v2, ..., v2m, что

1.

〈
v1

zi
,
v2

zi
, ...,

v2m

zi

〉
образуют базис в V ,

2.

〈
e

zi

〉
— центр идеала Гейзенберга hm.

Пространство V является 2m-мерным симплектическим с симплектиче-

ской формой ω. Выделим в нем максимальное изотропное подпространство,

натянутое на некоторые линейно независимые вектора〈
p1
zi
,
p2
zi
, ...,

pm
zi

〉
,

где полиномы p1, p2, ..., pm ∈ gi. На этом шаге метода Садэтова к уже суще-

ствующему коммутативному набору полиномов добавляется m+ 1 полином:

e, p1, p2, ..., pm.
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Теперь если

dimK(hi) gi/zi = 2m+ 1

(фактически это означает, что идеал Гейзенберга hm совпадает со всей алгеб-

рой gi/zi), тогда на этом процедура метода Садэтова заканчивается. Полный

коммутативный набор полиномов построен. В противном случае, если

dimK(hi) gi/zi > 2m+ 1,

процедура метода Садэтова продолжается, и следует указать, как строит-

ся новая тройка (zi+1, hi+1, gi+1). Для этого воспользуемся леммой 1.4.2. Со-

гласно ей, в линейном пространстве gi можно выделить такие k полиномов

f1, f2, ..., fk, что

1.

〈
e

zi
,
f1

zi
,
f2

zi
, ...,

fk

zi

〉
образуют базис в b,

2. dimK(hi) gi/zi = dimK(hi)〈v1, v2, ..., v2m, f1, f2, ..., fk, e〉 = 2m+ k + 1.

В таком случае коммутативный идеал hi не изменяется:

hi+1 = hi.

Полином zi умножается на полином e:

zi+1 = zie.

А линейное подпространство gi+1 ⊂ K[g] определяется как множество линей-

ных комбинаций многочленов

vjvs, f1e, f2e, ..., fke, j, s = 1, 2, ..., 2m

с коэффициентами из hi, коммутирующих с v1, v2, ..., v2m.

Полупростая плюс поле. Пусть алгебра gi/zi представляется в виде

l⊕K(hi),
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где l — полупростая алгебра Ли над полем K(hi). Тогда можно выделить

полиномы f, f2, f3, ..., fk ∈ gi, что〈
f

zi

〉
,

〈
f

zi
,
f2

zi
,
f3

zi
, ...,

fk

zi

〉
— два идеала в gi/zi. Причем первый из них коммутативный, а второй —

полупростой, и

gi/zi =

〈
f

zi

〉
⊕

〈
f

zi
,
f2

zi
,
f3

zi
, ...,

fk

zi

〉
.

Тогда к существующему коммутативному набору следует добавить полином

f . Процедура Садэтова на этом шаге не заканчивается. Новая тройка (zi+1,

hi+1, gi+1) строится естественным образом.

hi+1 = hi, zi+1 = zi,

а gi+1 — подпространство gi, порожденное линейными комбинациями поли-

номов 〈f2, f3, ..., fk〉 с коэффициентами из K(hi).

Полупростой случай. Пусть алгебра gi/zi полупроста. В таком случае

к алгебре gi/zi остается применить метод сдвига аргумента. А именно, пусть

f1, f2, ..., fk

такие полиномы из gi, что набор〈
f1
zi
,
f2
zi
, ...,

fk
zi

〉
образуем базис в gi/zi. Применяя в этом базисе метод сдвига аргумента, по-

лучаем коммутативный набор полиномов F1, F2, ..., Fq в двойственном про-

странстве (gi/zi)
∗ в количестве

q =
ind K(hi)gi/zi + dimK(hi) gi/zi

2
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штук. В таком случае к уже существующему набору полиномов добавляются

дроби

F1

(
f1
zi
,
f2
zi
, ...,

fk
zi

)
, F2

(
f1
zi
,
f2
zi
, ...,

fk
zi

)
, ..., Fq

(
f1
zi
,
f2
zi
, ...,

fk
zi

)
помноженные на соответствующую степень zi, что бы избавиться от знаме-

нателя. На этом шаге процедура метода Садэтова всегда заканчивается.

Итак, метод Садэтова поиска полных коммутативных наборов в пуассоно-

вых алгебрах полностью описан. Обоснование этого метода можно найти в

работе [28].
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Глава 2

Случай Дуллина-Матвеева

Глава посвящена исследованию топологии слоений Лиувилля случая ин-

тегрируемости Дуллина–Матвеева. Найдено множество критических точек

гамильтониана, вычислены типы изоэнергетических поверхностей, провере-

ны условия невырожденности и найдены типы невырожденных точек пуассо-

нова действия, исследовано отображение момента и построена бифуркацион-

ная диаграмма. Методом компьютерного моделирования установлено условие

боттовости, найдены индексы критических окружностей, типы перестроек,

бифуркационный комплекс, грубые и меченые молекулы слоенний Лиувилля

изоэнергетических поверхностей. В итоге практически завершены грубая и

тонкая лиувиллевы классификации этого интегрируемого случая.

2.1 Интегрируемый случай

В своей работе [29] Х.Р.Дуллин и В.С.Матвеев выписали новый интегри-

руемый случай на одной из орбит коприсоединенного действия группы E(3),

а именно на многообразии

M4 = {r21 + r22 + r23 = 1, S1r1 + S2r2 + S3r3 = 0}
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в координатах, описанных выше (см. параграф 1.3). Новая система зависит

от двух параметров c, s ∈ R, где s > 1. Гамильтониан H и дополнительный

первый интеграл F задаются формулами

H := 1
2(S2

1 + S2
2 + (1 +G(r3))S

2
3)−

r1√
W (r3)

+
c

W (r3)
,

F := 2HS3 − S3
3 +

(r1S3 + 2W (r3)S1)√
W (r3)

,

(2.1.1)

где

W (z) = z + s, P (z) = 3z2 + 4sz + 1, G(z) =
P (z)

(2W (z))2
.

Следует особо отметить, что случай Дуллина-Матвеева имеет интеграл

третьей степени по импульсам. И как показал А.В.Цыганов [30], данная си-

стема тесно связана с классическим cлучаем Горячева-Чаплыгина [31]. В сво-

ей работе А.В.Цыганов описал все интегрируемые гамильтоновы системы на

M4, для которых гамильтониан и дополнительный первый интеграл пред-

ставляются в виде

Hц = S2
1 + S2

2 + (3α2 + f(r3))S
2
3 +m(r3)r1 + g(r3),

Fц = −2αS3(−α2S2
3 + S2

1 + S2
2 + f(r3)S

2
3 + g(r3))− n(r3)S1 − l(r3)r1S3,

Здесь α ∈ R, f(·),m(·), g(·), n(·), l(·) — гладкие функции. Имеет место следу-

ющий результат

ТЕОРЕМА 2.1.1 (А.В. Цыганов [30]) Гамильтониан Hц и дополнитель-

ный интеграл Fц коммутируют относительно скобки Пуассона e(3)∗ на

многообразии M4 тогда и только тогда, когда имеет место следующее

дифференциальное уравнение на n(·)
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24α2 − 9 = 15
zn′(z)− n′′(z)(1− z2)

n
+

+
3zn′′(z)− n′′′(z)(1− z2)

n′(z)

9−
n(z)n′′(z)

n′(z)2

+

+n

5zn′′′(z)− n′′′′(z)(1− z2) + 3n′′(z)

n′(z)2

 ,

(2.1.2)

а все остальные функции, входящие в определение интегралов Hц и Fц,

имеют вид

g(z) =
d

n(z)2
, m(z) = −

n′(z)

α
, l(z) =

n(z)n′′(z)

n′(z)
,

f(z) = 1− 3α2 − α
3zm(z)− 2(1− z2)m′(z)

n(z)
+
zl(z)− (1− z2)l′(z)

n(z)

для некоторого d ∈ R.

Теорема А.В.Цыганова показывает, что случай Горячева-Чаплыгина и Дул-

лина -Матвеева лежат в одном семействе интегрируемых гамильтоновых си-

стем. Действительно, частное решение системы (2.1.2) n(z) = cz, α = ±1, c ∈

R соответствует интегрируемому случаю Горячева-Чаплыгина, а частное ре-

шение n(z) = c
√
z + s, α = ±1, s > 1, c ∈ R соответствует случаю Дуллина-

Матвеева.

Во избежание громоздкости формул этой главы вместо выражений G(r3),

G′(r3) и W (r3) иногда будем просто писать G,G′ и W .

2.2 Топология изоэнергетических поверхностей

Одним из результатов данной работы является следующее утверждение
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ТЕОРЕМА 2.2.1 Множество критических точек гамильтониана H слу-

чая Дуллина-Матвеева на многообразииM4 можно представить в виде

r2 = 0,

S1 = S2 = S3 = 0,

r21 + 2r3W (r3)−
2cr1√
W (r3)

= 0.

В случае c = 0 система Дуллина-Матвеева сильно упрощается, и поэтому

при c = 0 верно более сильное утверждение

1) Интеграл энергии H наM4 имеет только два критических значения

h1 = −
√

2(s−
√
s2 − 1),

h2 =
√

2(s−
√
s2 − 1).

2) Критические точки ξ1 и ξ2, отвечающие критическим значениям h1

и h2, обе невырождены, то есть интеграл энергии H наM4 является

функцией Морса.

3) Критические точки ξ1 и ξ2 являются точками ранга ноль отображе-

ния момента.

4) Критическая точка, отвечающая значению h1, — точка глобального

минимума.

5) Критическая точка, отвечающая значению h2, — седловая точка ин-

декса 2.

6) Неособые изоэнергетические поверхности Q3
h диффеоморфны трехмер-

ной сфере S3 при h ∈ (h1, h2), и RP 3 при h > h2. При h < h1 Q
3
h пусто.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Точки многообразияM4, где зависимы градиен-

ты функций H, I1 и I2 как функций в объемлющем пространстве R6(S, r),
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являются критическими точками гамильтониана. Выпишем таблицу гради-

ентов функций H, I1 и I2

H : S1 S2 (1 +G)S3 −
1
√
W

0
1

2
G′S2

3 +
r1

2W
√
W
−

c

W 2

I1 : 0 0 0 2r1 2r2 2r3

I2 : r1 r2 r3 S1 S2 S3

(2.2.1)

В предположении, что r2 6= 0, вычтем из третьей строчки вторую с коэффи-

циентом S2/2r2, тогда зависимость строк таблицы (2.2.1) будет эквивалента

зависимости строк таблицы (2.2.2)

S1 S2 (1 +G)S3 −
1
√
W

1

2
G′S2

3 +
r1

2W
√
W
−

c

W 2

r1 r2 r3 S1 − S2

r1

r2
S3 − S2

r3

r2

(2.2.2)

Определитель первого и второго столбцов последней таблицы должен рав-

няться нулю, поскольку две строчки зависимы. То есть S1r2− S2r1 = 0. Сле-

довательно, определитель 2-ого и 4-ого столбцов не равен нулю. При r2 6= 0

получили противоречие с зависимостью строк.

Если предположить, что r2 = 0, S2 6= 0, то из второго и пятого столбца

таблицы (2.2.1) видно, что вторая строчка должна быть нулевой. Что невоз-

можно, так как r21 + r22 + r23 = 1.

В случае r2 = 0, S2 = 0 из таблицы (2.2.1) можно выкинуть второй и пятый

столбцы:
S1 (1 +G)S3 − 1√

W
1
2G
′S2

3 + r1
2W
√
W
− c

W 2

0 0 r1 r3

r1 r3 S1 S3

(2.2.3)

Если r1 = 0, тогда из равенств I1 = 0, I2 = 0 получаем r3 = ±1, S3 = 0.

Из первого столбца таблицы (2.2.3) следует, что S1 = 0, поскольку вторая и
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третья строчка таблицы (2.2.3), так же как и вторая и третья строчка табли-

цы (2.2.1), нигде не зависимы на всем фазовом пространстве. Определитель

второго, третьего и четвертого столбцов таблицы (2.2.3) равен

− r23√
W
6= 0,

т.е. строчки не зависимы. Получили противоречие.

Итак, остается следующее единственное допустимое соотношение на пере-

менные: r2 = 0, S2 = 0, r1 6= 0. Упрощаем таблицу (2.2.3):

S1 (1 +G)S3

G′S2
3

2
+

r1

2W
√
W

+
r3

r1
√
W
−

c

W 2

r1 r3 S3 − S1

r3

r1

(2.2.4)

Зависимость строк таблицы (2.2.4) эквивалентна системе



r21 + r23 = 1,

r1S1 + r3S3 = 0, 1

1− r23
+G

S3 = 0,

r1G
′S2

3

2
+

r21

2W
√
W

+
r3
√
W
−
cr1

W 2
+GS1S3 = 0.

Или уже в упрощенном виде:

S1 = S2 = S3 = 0,

r2 = 0,

r21 + 2r3W −
2cr1
√
W

= 0.

(2.2.5)

Теперь разберемся только с частным случаем, когда c = 0. Получаем две

критические точки

ξ1,2 = (0, 0, 0,±r10, 0, r30),
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где
r10 =

√
2 + 2s

√
s2 − 1− 2s2,

r30 = −s+
√
s2 − 1.

Для обеих точек выполнено r2 = 0. Легко проверить, что в точках ξ1 и ξ2

градиенты функций F, I1 и I2 линейно зависимы. Следовательно,

grad (H|M4)|ξi = grad (F |M4)|ξi = 0

для обеих точек, и ранг отображения момента в этих точках равен нулю. Да-

лее, подставляя точки в гамильтониан, получаем два критических значения.

Следующая лемма полезна для поиска индексов критических точек. Под

d2K будем понимать гессиан функции K, то есть матрицу вторых частных

производных.

ЛЕММА 2.2.1 [21, том 2, лемма 5.1] Пусть для точки ξ0 ∈M4 выполнено

условие

gradH|ξ0 = λ1grad (I1)|ξ0 + λ2grad (I2)|ξ0.

Тогда квадратичная форма, определяемая гессианом функции

H̃ = H|M4

в точке ξ0, является ограничением формы, определяемой матрицей

G = d2H − λ1d2I1 − λ2d2I2,

на касательное пространство Tξ0M4.

Продолжим доказательство теоремы. В обеих критических точках выпол-

нено следующее равенство

grad (H) = λgrad (I1), где λ = − 1

2r1
√
W (r3)

.
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Воспользуемся леммой 2.2.1. В координатах S1, S2, S3, r1, r2, r3 получаем

d2H =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 +G 0 0 0

0 0 0 0 0
1

2W
√
W

0 0 0 0 0 0

0 0 0
1

2W
√
W

0 −
3r1

4W 2
√
W



,d2I1 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 0 2


.

В касательном пространстве кM4 в точках ξi векторы

e(1) =



0

1

0

0

0

0


, e(2) =



−r30
0

r1

0

0

0


, e(3) =



0

0

0

0

1

0


, e(4) =



0

0

0

−r30
0

r1


,

можно взять за базис. Тогда матрица d2H̃ в этом базисе примет вид:

d2H̃ =



1 0 0 0

0 r21

 1

1− r23
+G

 0 0

0 0
1

r1
√
W

0

0 0 0
r1
√
W


. (2.2.6)

Итак, в точках ξ1 и ξ2 определитель матрицы (2.2.6) не равен нулю, зна-

чит, обе критические точки ξ1 и ξ2 невырождены. При этом, ξ1 — локальный

минимум, ξ2 — седло индекса 2. Следовательно, для любого h из (h1, h2) изо-
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энергетическая поверхность Q3
h диффеоморфна S3, как поверхность уровня

функции Морса вблизи точки локального минимума.

Теперь рассмотрим Q3
h при h > h2. Заменим G(r3) на tG(r3), тем самым

введем еще один параметр t ∈ [0, 1]. Тогда критические значения нового

гамильтониана будут те же — h1 и h2. Потому что при подсчете критиче-

ских значений исходного гамильтониана от функцииG(r3) нам потребовалось

только одно свойство
1

1− r23
+G > 0,

а оно сохранится после введения параметра. Следовательно, неособые ком-

пактные поверхности вM4,

{χ ∈M4|Ht(χ) = h},

диффеоморфны при t ∈ [0, 1]. При t = 1 получаем Q3
h, а при t = 0 новую

поверхность, которая задается системой уравнений:


S2
1 + S2

2 + S2
3 = 2h+

2r1
√
W
,

r1S1 + r2S2 + r3S3 = 0,

r21 + r22 + r23 = 1.

Если взять

h > max
r21+r

2
2+r

2
3=1

(
r1√
W (r3)

),

то гладкой заменой

−→
S →

h+
r1√
W (r3)

h

−→
S
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получаем еще одну поверхность
S2
1 + S2

2 + S2
3 = 2h,

r1S1 + r2S2 + r3S3 = 0,

r21 + r22 + r23 = 1.

Последняя поверхность уже диффеоморфна RP 3, а значит, и изоэнерге-

тическая поверхность Q3
h при h > h2 диффеоморфна RP 3. Теорема 2.2.1

доказана. �

2.3 Невырожденность точек ранга ноль

Верен следующий результат

ТЕОРЕМА 2.3.1 Для случая Дуллина-Матвеева на множестве парамет-

ров s > 1, c = 0 верно следующее описание лиувиллева слоения в окрестно-

сти критических точек отображения момента ранга ноль:

1) ξ1 — особая точка типа центр-центр, если√
s2 − 1

√
2(s−

√
s2 − 1) 6= 1,

2) ξ2 — особая точка типа фокус-фокус.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Определение типа особой точки ранга ноль было

дано в разделе 1.2.5. Для вычисления симплектических операторов AH и AF

полезна следующая техническая лемма.

ЛЕММА 2.3.1 Пусть ξ — критическая точка функции ϕ на M4, Φ —

гладкое продолжение функции ϕ на все R6(S, r), тогда
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1) Существуют такие λ1, λ2 ∈ R, что

grad (Φ)|ξ = λ1grad (I1)|ξ + λ2grad (I2)|ξ,

2) Оператор Aϕ = Ω−1d2H|ξ равен ограничению оператора

πij(d2H|ξ − λ1d2I1|ξ − λ2d2I2|ξ)jk)

наM4 в точке ξ.

Доказательство Леммы. Линеаризация векторного поля v в особой

точке ξ в координатной форме представляется в виде

∂vi

∂xj
|ξ.

При этом, если векторное поле сохраняет некоторое подмногообразие N , то-

гда оператор линеаризации этого векторного поля в особой точке на под-

многообразии будет ограничением оператора линеаризации в объемлющем

многообразииM.

В нашем случае оператор Aϕ является линеаризацией гамильтонова век-

торного поля в особой точке. Действительно,

∂

∂xk

(
ωij

∂ϕ

∂xj

)
|ξ =

∂

∂xk
(
ωij
) ∂ϕ
∂xj
|ξ + ωij

∂

∂xk

(
∂ϕ

∂xj

)
|ξ = ωij

∂2ϕ

∂xj∂xk
|ξ,

поскольку
∂ϕ

∂xj
|ξ = 0.

С другой стороны, оператор Aϕ есть ограничение линеаризации гамильтонова

векторного поля в объемлющем пространстве R6, то есть

Aϕ =
∂

∂rk2

(
πij

∂Φ

∂rj2

)
(ξ)|M4.

Лемма доказана. �
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С помощью леммы вычислим операторы AH и AF в критических точках.

Для оператора AH имеем:

AH = Ω−1d2H|ξ = ||πij(d2H − λ1d2I1 − λ2d2I2)jk||(ξ),

где

grad (H)|ξ = λ1grad (I1)|ξ + λ2grad (I2)|ξ.

Для оператора AF :

AF = Ω−1d2F |ξ = ||πij(d2F − µ1d2I1 − µ2d2I2)jk||(ξ),

если

grad (F )|ξ = µ1grad I1|ξ + µ2grad (I2)|ξ.

В нашем случае

grad (H)|ξl = − 1

r1
√
W

grad (I1)|ξl, grad (F )|ξl =
2
√
W

r1
grad (I2)|ξl,

Следовательно, для линеаризации векторного поля sgradH получаем следу-

ющее выражение

||πij(d2H +
1

r1
√
W

d2I1)jk||(ξl)

=



0 0 0 0 r3 0

0 0 0 −r3 0 r1

0 0 0 0 −r1 0

0 r3 0 0 0 0

−r3 0 r1 0 0 0

0 −r1 0 0 0 0


×



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 +G 0 0 0

0 0 0 1
r1

√
W

0 1
2W

√
W

0 0 0 0 1
r1

√
W

0

0 0 0 1
2W

√
W

0 1
r1

√
W
− 3r1

4W 2
√
W



=



0 0 0 0 r3
r1

√
W

0

0 0 0 − r3
r1

√
W

+ r1
2W

√
W

0 − r3
2W

√
W

+ r1

(
1

r1
√
W
− 3r1

4W 2
√
W

)
0 0 0 0 − 1√

W
0

0 r3 0 0 0 0

−r3 0 r1(1 +G) 0 0 0

0 −r1 0 0 0 0


.
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И для линеаризации векторного поля sgradF :

||πij

d2F −
2
√
W (r3)

r1
d2I2


jk

||(ξl) =



0 0 0 0 r3 0

0 0 0 −r3 0 r1

0 0 0 0 −r1 0

0 r3 0 0 0 0

−r3 0 r1 0 0 0

0 −r1 0 0 0 0



×



0 0 0 −2
√
W

r1
0 1√

W

0 0 0 0 −2
√
W

r1
0

0 0 0 − 1√
W

0 r1
2W

√
W
− 2

√
W

r1

−2
√
W

r1
0 − 1√

W
0 0 0

0 −2
√
W

r1
0 0 0 0

1√
W

0 r1
2W

√
W
− 2

√
W

r1
0 0 0



=



0 −2r3
√
W

r1
0

2r3
√
W

r1
+ r1√

W
0 r3√

W
+ r1

(
r1

2W
√
W
− 2

√
W

r1

)
0 2

√
W 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 −2r3
√
W

r1
0

2r3
√
W

r1
− r1√

W
0 r3√

W
+ r1

(
r1

2W
√
W
−

√
W
r1

)
0 2

√
W 0



Осталось ограничить эти два оператора на T |ξlM4. В базисе e(1), e(2), e(3),

e(4) операторы AH и AF принимают вид:
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AH =


0 0 0 r1√

W

0 0 − 1
r1
√
W

0

0 1 + r21G 0 0

−1 0 0 0

 ,

AF =


0 −2r1

√
W 0 0

2
√
W
r1

0 0 0

0 0 0 −2r1
√
W

0 0 2
√
W
r1

0


Теперь рассмотрим линейную комбинацию AH и AF

AH −
r1

2
√
W
AF =


0 r21 0 r1√

W

−1 0 − 1
r1
√
W

0

0 1 + r21G 0 r21

−1 0 −1 0

 (2.3.1)

Характеристический многочлен оператора (2.3.1) имеет вид:

λ4 + 2

 r1
√
W

+ r21

λ2 +

 r1
√
W
− r21


2

.

Дискриминант D = 16r31/
√
W . Теперь для точки ξ1, где r1 > 0, получаем 4

различных чисто мнимых собственных значения, но только если свободный

член многочлена не равен нулю, то есть

1 6= r1
√
W =

√
s2 − 1

√
2(s−

√
s2 − 1).

А для точки ξ2, где r1 < 0, четыре различных комплексных не чисто мнимых

и не действительных значения. То есть ξ1 — особая точка типа центр-центр,

ξ2 — особая точка типа фокус-фокус. �
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2.4 Бифуркационная диаграмма отображения момента

2.4.1 Критические точки отображения момента при r2 6= 0

Будем искать критические точки отображения момента способом, описан-

ным в разделе 1.2.2. Для нахождения критических точек полезна следующая

техническая лемма.

ЛЕММА 2.4.1 f1, f2, f3, f4 : e(3)∗ → R — попарно коммутирующие в неко-

торой точке ξ ∈ (e(3))∗ функции (т.е. {fi, fj}(ξ) = 0). Пусть в этой точке

λ0 выполнены следующие два условия

1) зависимы первые 5 координат градиентов функций f1, f2, f3, f4, отве-

чающих переменным S1, S2, S3, r1, r2,

2) для некоторого i ∈ {1, 2, 3, 4} выполняется r1
∂fi

∂S2
− r2

∂fi

∂S1
6= 0,

Тогда градиенты функций f1, f2, f3, f4 линейно зависимы в этой точке.

Доказательство Леммы. Рассмотрим линейную комбинацию гради-

ентов функций fj, j = 1, ..., 4 в точке ξ:

α = a1grad (f1)|ξ + a2grad (f2)|ξ + a3grad (f3)|ξ + a4grad (f4)|ξ.

Из условия 1) леммы следует, что можно так подобрать коэффициенты aj,

что первые пять координат вектора α будут обращаться в нуль. Рассмотрим

шестую координату вектора α = (0, ..., 0, α6). Поскольку f1, f2, f3, f4 попарно

коммутируют в точке ξ, значит, градиенты функций fj и их линейные комби-

нации коммутируют относительно формы на векторах, отвечающей тензору

Пуассона (1.3.2), взятого в точке ξ. Пусть для определенности в условии 2)

леммы i = 1, то есть

r1
∂f1
∂S2
− r2

∂f1
∂S1
6= 0.
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Тогда

0 = (grad f1)iπ
ijαj =

(
r1
∂f1
∂S2
− r2

∂f1
∂S1

)
α6.

Следовательно, α6 = 0. Лемма доказана. �

Воспользуемся леммой для нахождения точек, где зависимы градиенты

функций H,F, I1, I2. Следуя лемме, почти везде необходимо искать толь-

ко точки, где зависимы лишь первые пять координат градиентов, а не все

шесть. Для проверки условия 2) полезно воспользоваться таблицей градиен-

тов (2.4.2). Тогда это условие запишется в виде:

 r2 6= 0,

r1S2 6= 0.
(2.4.1)

Следовательно, на множестве r2 6= 0 достаточно смотреть зависимость
лишь первых пяти координат градиентов функций H,K, I1, I2. Выпишем таб-
лицу, в строчках которой стоят компоненты градиентов функций H,K, I1, I2

H : S1 S2 (1 +G)S3 −
1
√
W

0

K : 2S1S3 + 2
√
W 2S2S3 S2

1 + S2
2 + 3GS2

3 −
r1
√
W

+
2c

W
−

S3
√
W

0

I1 : 0 0 0 r1 r2

I2 : r1 r2 r3 S1 S2

(2.4.2)

ТЕОРЕМА 2.4.1 Множество критических точек отображения момента
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интегрируемого случая Дуллина-Матвеева при r2 6= 0 имеет вид:

r21 + r22 + r23 = 1,

r1S1 + r2S2 + r3S3 = 0,

(r1S2 − r2S1)

 S3

2Wr2
+
S2

r22

 =
1
√
W
,

2G− 1−
r3

2W

S2
3 +

2S2S3W

r2
+

1−
1− r23 + 2r3W

r22

S2
2 + S2

1 +
2c

W
= 0.

(2.4.3)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Ищем точки, где зависимы строчки таблицы (2.4.2).

Вычтем из второй строчки первую с коэффициентом 2S3

S1 S2 (1 +G)S3 −
1
√
W

0

2
√
W 0 S2

1 + S2
2 + (G− 2)S2

3 −
r1
√
W

+
2c

W

S3
√
W

0

0 0 0 r1 r2

r1 r2 r3 S1 S2

(2.4.4)

Теперь в таблице (2.4.4) вычтем из четвертой строчки третью с коэффи-

циентом S2/r2. Поскольку r2 6= 0, зависимость строчек таблицы (2.4.4) экви-

валента зависимости строчек таблицы

S1 S2 (1 +G)S3 −
1
√
W

2
√
W 0 S2

1 + S2
2 + (G− 2)S2

3 −
r1
√
W

+
2c

W

S3
√
W

r1 r2 r3 S1 − S2

r1

r2

(2.4.5)
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Вычтем из первой строчки третью с коэффициентом S2/r2. Опять, по-

скольку r2 6= 0, зависимость строчек таблицы (2.4.5) эквивалента зависимо-

сти строчек новой таблицы

S1 − S2

r1

r2
(1 +G)S3 − S2

r3

r2
−

1
√
W

2
√
W S2

1 + S2
2 + (G− 2)S2

3 −
r1
√
W

+
2c

W

S3
√
W

+ 2
S2

√
W

r2

Нижний элемент первого столбца последней таблицы ненулевой. Поэтому

для зависимости строк необходимо приравнять к нулю лишь два определи-

теля: это 1-ый и 2-ой столбцы, и 1-ый и 3-ий. Приравнивая эти два опреде-

лителя к нулю, получаем два последних равенства в системе (2.4.3). Теорема

доказана. �

2.4.2 Бифуркационная диаграмма

Пусть ξ ∈ M4 — критическая точка. Тогда либо ξ является неподвижной

для гамильтонова векторного поля v = sgradH, либо в этой точке косые

градиенты F и H пропорциональны. Пусть λ — коэффициент пропорцио-

нальности, то есть

sgradF = λ sgradH. (2.4.6)

Поскольку функция F постоянна вдоль векторного поля sgradH, значит вся

траектория, выходящая из точки ξ, состоит из критических точек отображе-

ния момента с тем же коэффициентом пропорциональности λ, то есть (2.4.6)

верно вдоль всей критической траектории. Получаем

УТВЕРЖДЕНИЕ 2.4.1 Коэффициент пропорциональности полей sgradF

и sgrad H постоянен вдоль критических окружностей.
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В случае Дуллина-Матвеева этот коэффициент равен 2g, где

g = S3 +
r2
√
W

r2S1 − r1S2
(2.4.7)

Шестую координату полей sgradF и sgradH, отвечающую переменной r3,

легко вычислить. Коэффициент 2g есть отношение шестых координат косых

градиентов. Исходя из третьего уравнения системы (2.4.3) на критические

точки, на множестве r2 6= 0 коэффициент g определен корректно.

ТЕОРЕМА 2.4.2 Для каждой критической точки отображения момента

случая Дуллина-Матвеева при r2 6= 0 существуют такие g, λ ∈ R, что

выполняются следующие условия:

r21 + r22 + r23 = 1,

r1S1 + r2S2 + r3S3 = 0,

g = S3 +
r2
√
W

r2S1 − r1S2
,

λ =
S3 − g
W

,

S2 =
r2(S3 − 2g)

2W
,

2g((s2 − 1)λ+ gs− 2c)λ2 = 1.

(2.4.8)

При этом

H =
1

2
((s2 − 1)λ2 + 4gsλ+ 3g2), F = −2g(s2 − 1)λ2 + 8gcλ+ 2g3.

Фактически теорема обеспечивается лишь необходимые условия на крити-

ческие точки, но не достаточные. Для поиска бифуркационной диаграммы,

следует еще оценить, при каких значениях g и λ система (2.4.8) совместна.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Подставим выражение для g в третье уравнение

(2.4.3), получим:

S2 =
r2(S3 − 2g)

2W
. (2.4.9)

Получившееся подставим в выражение для g:

(S3 − g)

(
1− r23
2W

(S3 − 2g) + r3S3

)
= r1
√
W.

Как легко видеть четвертое уравнение (2.4.3) может быть записано в виде:

GS2
3 + S2

1 + S2
2 +

1− r23 + 2r3W

W 2
g(S3 − g)− 2gS3 +

2c

W
= 0. (2.4.10)

Опять же из (2.4.7) и (2.4.9) выразим S1 через переменные r3 и S3:

S1 = r1
S3 − 2g

2W
+

√
W

g − S3
.

Распишем выражение через r3, S3 и g

S2
1 + S2

2 =
W

(S3 − g)2
−GS2

3 +
g

W

1− r23 + 2r3W

W
S3 − g

1− r23
W 2

. (2.4.11)

Выражение (2.4.11) подставляем в (2.4.10) и после некоторых преобразований

получаем

1 + 2g

(
(1− s2)

(
S3 − g
W

)
− gs

)(
S3 − g
W

)2

+ 2c

(
S3 − g
W

)2

= 0.

Теперь видно, что

λ =
S3 − g
W

является еще одной функцией, постоянной на критических окружностях. Вы-

ражение для H подставим в (2.4.11):

2H +
2r1√
W
− S2

3 +
1− r23 + 2r3W

W 2
g(S3 − g)− 2gS3 = 0,

2H + (1− s2)
(
S3 − g
W

)2

− 4gs
S3 − g
W

− 3g2 = 0
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H =
1

2
((s2 − 1)λ2 + 4gsλ+ 3g2).

Выражение (2.4.11) подставим в формулу для интеграла F :

F = g

(
2S3 −

1− r23 + 2r3W

W 2
(S3 − g)

)
S3 −

r1√
W
S3 + 2

√
WS1.

Упростим:

2
√
WS1 −

r1√
W
S3 = −g1− r23 + 2r3W

W 2
(S3 − g)2+

+g2
1− r23 − 2r3W

W 2
(S3 − g)− 22W

S3 − g
,

g

(
2S3 −

1− r23 + 2r3W

W 2
(S3 − g)

)
S3 = g

(
2− 1− r23 + 2r3W

W 2

)
(S3 − g)2+

+g2
(

4− 1− r23 + 2r3W

W 2

)
(S3 − g) + 2g3,

F = g

(
2− 2

1− r23 + 2r3W

W 2

)
(S3 − g)2 + 4g2

(
1− r3W

W 2

)
(S3 − g)+

+2g3 − 2A2W

S3 − g
,

F = 2g(s2 − 1)λ2 + 4g2sλ+ 2g3 − 2

λ
,

или

F = −2g(s2 − 1)λ2 + 8gcλ+ 2g3.

Теорема доказана. �

ЛЕММА 2.4.2 Множество критических траекторий случая Дуллина -

Матвеева, полностью лежащих в гиперплоскости r2 = 0, исчерпывается

особыми точками векторного поля v = sgradH.
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Доказательство Леммы. Рассмотрим траекторию, полностью лежа-

щую в гиперплоскости r2 = 0. Тогда вдоль этой траектории координата по-

ля, отвечающая переменной r2, равна нулю. Приравняем координату sgradH,

отвечающую переменной r2, к нулю:

(sgradH)5 = −r3
∂H

∂S1
+ r1

∂H

∂S3
= −r3S1 + r1(1 +G)S3 = 0.

На гиперплоскости r2 = 0 выделим следующие случаи. Пусть r1 = 0, r2 =

0, тогда интеграл площадей I2 = r3S3 = 0. Получаем r3 = ±1, S3 = 0, и из

условия (sgradH)5 = 0 имеем S1 = 0. Мы рассматриваем критические точки

векторного поля, то есть те точки, в которых зависимы градиенты функций

H,F, I1, I2. А поэтому матрица, составленная из первых, третьих, четвертых

и шестых координат градиентов функций H,F, I1, I2, должна быть вырожде-

на. Первую, третью и четвертую координаты градиентов функций H,F, I1, I2

можно взять из таблицы (2.4.2), шестую координату придется подсчитать

при r2 = 0. Поэтому матрица, составленная из первых, третьих, четвертых и

шестых координат градиентов функций H,F, I1, I2, при r2 = 0 примет вид

0 0 − 1√
W

0

2
√
W S2

2 +
2c

W
0 0

0 0 0 r3

0 r3 0 0


Но определитель такой матрицы равен 2r23, и он не равен нулю. Значит, при

r1 = 0, r2 = 0 критических точек гамильтонова векторного поля Дуллина-

Матвеева нет.

В случае r1 6= 0, r2 = 0 из (sgradH)5 = 0 и из равенства нулю интеграла

площадей получаем:(
1

1− r23
+G(r3)

)
S3 = 0, I2 = r1S1 + r3S3.
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Рис. 2.1: Бифуркационная диаграмма отображения момента случая Дуллина-Матвеева

при c = 0

Значит, S3 = 0, S1 = 0. Теперь из зависимости строк таблицы (2.4.4) получаем

S2 = 0, r21 + 2r3W (r3)−
2cr1√
W (r3)

= 0.

Следовательно, при r1 6= 0, r2 = 0 получаем множество точек, которые в

точности совпадает с множеством критических точек из системы (2.2.5). �

Теперь для построения бифуркационной диаграммы в случае c = 0 необ-

ходимо найти условия совместности системы (2.4.8). Такие вычисления тех-

нические и не очень сложные, поэтому приводим лишь результат.

ТЕОРЕМА 2.4.3 Бифуркационная диаграмма отображения момента для

интегрируемой системы Дуллина-Матвеева при c = 0 состоит из следую-

щих компонент:

1) критические точки (h, f) = (h1, 0), (h, f) = (h2, 0)
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2) кривых, задающихся при λ, g ∈ R условием :
2g((s2 − 1)λ+ gs)λ2 = A2,

H = 1
2((s2 − 1)λ2 + 4gsλ+ 3g2), H > h1,

F = −2g(s2 − 1)λ2 + 2g3.

2.5 Критические окружности и их невырожденность

2.5.1 Количество критических окружностей в прообразе точек кри-

вых бифуркационной диаграммы при c = 0

В этом пункте мы рассчитаем количество критических окружностей в про-

образе каждой точки бифуркационной диаграммы.

ТЕОРЕМА 2.5.1 В случае Дуллина-Матвеева при c = 0 в прообразе

1) каждой точки кривых бифуркационной диаграммы γ1, β2, α1, β1, α2 и γ2

лежит ровно по одной критической окружности,

2) общей точки кривых γ1 и γ2 лежит одна точка изM4,

3) пересечений β2∩α1, β2∩α2 и β1∩α2 лежит по две критические окруж-

ности.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из предыдущего пункта имеем следующее пред-

ставление для критических точек отображения момента
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

r21 + r22 + r23 = 1,

r1S1 + r2S2 + r3S3 = 0,

g = S3 +
r2
√
W

r2S1 − r1S2
,

λ =
S3 − g
W

,

S2 =
r2(S3 − 2g)

2W
,

2g((s2 − 1)λ+ gs− 2c)λ2 = 1.

Для каждого g и λ посчитаем количество критических окружностей, удо-

влетворяющих вышеуказанной системе. Получаем:

S3 = g + λW, S2 =
r2(λW − g)

2W
, S1 =

r1(λW − g)

2W
−

1

λ
√
W
. (2.5.1)

Следовательно, уравнение совместности системы можно свести к уравнению

на сфере Пуассона:

r1 =
λ

2
√
W (r3)

[(1−r23)(λW (r3)−g)+2r3W (r3)(g+λW (r3))] =: f(r3). (2.5.2)

Теперь рассмотрим точки пересечения гладкой плоской кривой r1 = f(r3)

и окружности r21 + r23 = 1 и разделим эти точки на три типа:

1) точки, в которых кривая r1 = f(r3) ”
входит“ во внутренность круга

r21 + r23 6 1,

2) точки, в которых кривая
”
выходит“ во внешность круга,

3) точки, в которых кривая лишь касается окружности, оставаясь вне или

внутри окружности.

Заметим, что точкам типа 3) соответствуют особые точки векторного поля

sgradH. Мы рассматриваем лишь вырожденные точки отображения момента

66



ранга 1 — без критических точек ранга 0. Поэтому ни при каких допустимых

значениях интегралов g и λ точек типа 3) получиться не может. Следователь-

но, возможны лишь точки типов 1) и 2), причем в равных количествах. То

есть если при каких-то g и λ у нас k точек типа 1), то и k точек типа 2). И

при этом в прообразе лежит k критических окружностей.

Сделаем еще одно замечание. Возьмем какую-то критическую точку би-

фуркационной диаграммы, посчитаем количество критических окружностей,

”
висящих “ над этой точкой. Пусть их оказалось k штук. Теперь начинаем

гладко передвигаться по кривой бифуркационной диаграммы на уровни бо-

лее высокой энергии. Тем самым мы гладко меняем как параметры g и λ так

и уравнение кривой r1 = f(r3). При этом количество критических окружно-

стей меняться не должно. В противном случае для кривой r1 = f(r3) возни-

кали бы точки третьего типа пересечения с окружностью r21 + r23 = 1. Итак,

на каждой гладкой кривой бифуркационной диаграммы количество критиче-

ских окружностей строго постоянно, причем равно количеству окружностей

для критических значений с высокой энергией.

Рассмотрим точку на кривой α1 и устремим ее на высокий уровень энер-

гии, что будет характеризоваться условиями g → +0, λ → +∞, gλ3 = O(1).

Уравнение кривой r1 = f(r3) примет вид:

r1 = (1− r23 + 2r3W (r3))
λ2
√
W (r3)

2A
+ o(1).

Пересечения с окружностью r21 + r23 = 1 ровно два: одно — точка типа 1),

другое — типа 2). Таким образом, в прообразе каждой внутренней точки

кривой α1 лежит одна критическая окружность.

Теперь рассмотрим точку на кривой α2. Устремим ее на бесконечность.

Это будет характеризоваться условиями

g → +∞, λ→ +0, gλ =
1√
2s

+ o(1).
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В таком случае уравнение кривой r1 = f(r3) примет вид:

r1 =
2r3W (r3) + r23 − 1

2
√

2sW (r3)
+ o(1).

Точек пересечения с окружностью r21 + r23 = 1 опять только две. Таким обра-

зом, в прообразе каждой внутренней точки кривой α2 лежит тоже лишь одна

окружность.

Для кривой γ2 имеем

g → +∞, λ→ −0, gλ = − 1√
2s

+ o(1).

Уравнение кривой r1 = f(r3) имеет вид:

r1 = −2r3W (r3) + r23 − 1

2
√

2sW (r3)
+ o(1).

Точек пересечения с окружность опять только две. В прообразе каждой внут-

ренней точки кривой γ2 лежит одна окружность.

Поскольку наша диаграмма по своей структуре симметрична относительно

прямой f = 0, значит, в прообразе точек кривых β1, β2 и γ1 тоже лежит ровно

по одной критической окружности.

Теорема доказана.�

2.5.2 Явное интегрирование вдоль критических окружностей

Выпишем квадратуры для решения системы Дуллина-Матвеева вдоль кри-

тических окружностей. Вдоль таких решений координату r3 можно взять

в качестве параметра. Остальные координаты объемлющего 6-мерного про-

странства выражаются через r3 по формулам (2.5.1), (2.5.2). Получаем

ṙ3 = r2S1 − r1S2 = −
r2

λ
√
W (r3)

= −

√
1− r23 − f 2(r3)

λ
√
W (r3)

.
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Следовательно,

ṙ3 = −
1

λ

√√√√(r3 + s)(1− r23)− (r3 + s)f 2(r3)

(r3 + s)2
.

Многочлен в числители под корнем имеет шестую степень по r3.

2.5.3 Индексы некоторых критических окружностей

При исследовании интегрируемых гамильтоновых систем с двумя степе-

нями свободы важным является не только найти критические окружности,

но и указать их индекс. Знание индекса критической окружности помогает,

допустим, описать топологию слоений Лиувилля в окрестности этой окруж-

ности.

Формулы для гамильтониана и первого интеграла (2.1.1) системы Дуллина-

Матвеева довольно сложные. Поэтому посчитать индекс каждой критической

окружности оказалось сложной задачей. Однако, удалось найти индекс одной

критической окружности.

УТВЕРЖДЕНИЕ 2.5.1 При c = 0 одна окружность в прообразе кривой α2

имеет индекс 1.

Доказательство Утверждения. При c = 0 рассмотрим критическую

точку ξ, имеющую на сфере Пуассона координаты r1 = 0, r2 = 1, r3 = 0.

Согласно теореме 2.4.2 имеем:

r1 = 0, r2 = 1, r3 = 0,

S2 = 0,

S1S3 = −2
√
s,

S4
3 =

8s3

2s2 − 1
.
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Выбираем точку, в которой S1 < 0, а S3 > 0. Тогда, подсчитав параметры

g = S3/2 > 0 и λ = S3/(2s) > 0 для точки ξ, легко понять, что эта точка

лежит на кривой α2, причем F (ξ) > 0.

Таблица градиентов интегралов системы в точке ξ имеет вид:

H : S1 0 1−
1

4s2
−

1
√
s

0 S2
3

2s2 − 1

4s3

F : −2
√
s 0 S2

1 + S2
3

3

4s2
−
S3
√
s

0 S3
3

2s2 − 1

2s3
+
S1
√
s

I1 : 0 0 0 0 1 0

I2 : 0 1 0 S1 0 S3

Для упрощения подсчете индекса интеграла F на изоэнергетической по-

верхности Q3
h(ξ) в точке ξ воспользуемся [21, том 2, лемма 5.1]. Очевидна

линейная комбинация градиентов gradF−S3gradH = 0. Поэтому квадратич-

ная форма, определяемая гессианом функции F̃ = F |Q3
h
в точке ξ, является

ограничением формы G = d2F − S3d
2H на касательное пространство TξQ3

h,

где d2H и d2F — гессианы интегралов H и F как функций в шестимерном

пространстве. После несложных подсчетов получаем:

d2H|ξ =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0
4s2 + 1

4s2
0 0 S3

2s2 − 1

2s3

0 0 0 0 0
1

2s
√
s

0 0 0 0 0 0

0 0 S3

2s2 − 1

2s3

1

2s
√
s

0 S2
3

3− 5s2

4s4



,
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d2F |ξ =



2S3 0
4
√
s

S3
0 0

1
√
s

0 2S3 0 0 0 0

4
√
s

S3
0

3

2s2
−

1
√
s

0 S2
3

3(2s2 − 1)

2s3

0 0 −
1
√
s

0 0
S3

2s
√
s

0 0 0 0 0 0

1
√
s

0 S2
3

3(2s2 − 1)

2s3
0 0 S3

3

11− 8s2

8s4



,

G|ξ =



S3 0
4
√
s

S3
0 0

1
√
s

0 S3 0 0 0 0

4
√
s

S3
0

5− 4s2

4s2
−

1
√
s

0 S2
3

2s2 − 1

s3

0 0 − 1√
s

0 0 0

0 0 0 0 0 0

1
√
s

0 S2
3

2s2 − 1

s3
0 0 S3

3

5− 8s2

8s4



.

Рассмотрим ортогональное дополнение относительно стандартной евкли-

довой формы в R6 к градиентам H, I1, I2 из таблицы (2.2.1). Выберем в этом
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пространстве базисные векторы

e1 =

 1

S3

√
s
,−S3, 0, 0, 0, 1

 ,

e2 =

−S3

2s
,
2
√
s

S3
, 0, 1, 0, 0

 ,

e3 =

S2
3

4s2 + 1

8s2
√
s
, 0, 1, 0, 0, 0


Тогда ограничение формы G = d2F − S3d

2H на касательное пространство

TξQ
3
h можно представить в координатном виде как:

GQ3
h

=



S3
3

4s4 − s2 + 1

4s4
−

(2s2 + 1)S3

s
√
s

S3
3

8s2 − 1

4s2

−
(2s2 + 1)S3

s
√
s

S3
3

4s2 − 1

4s2
−

3S4
3

16S3
√
s

S3
3

8s2 − 1

4s2
−

3S4
3

16s3
√
s

S5
3

− 64s4 + 52s2 − 1

64s5


.

Итак, матрицы GQ3
h
имеет по одному положительному, отрицательному и

нулевому собственное значение.

Утверждение доказано. �

2.5.4 Экспериментальные данные

Как отмечалось в предыдущем пункте, задача о поиске индексов критиче-

ских окружной случая Дуллина-Матвеева оказалась сложной. Поэтому ра-

зумно применить компьютер для расчета индексов хотя бы при некоторых

параметрах системы.

Для поиска индексов критических окружностей случая Дуллина-Матвеева

полезна следующая лемма.
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ЛЕММА 2.5.1 Любая критическая окружность случая Дуллина-Матвеева

при c = 0 проходит через гиперплоскость r2 = 0.

Доказательство Леммы. Движение вдоль критической траектории

периодично, поэтому координаты точки на критической окружности повто-

ряются циклически. Следовательно, вдоль критической окружности каждая

координата скорости должна обращаться в нуль в некоторых точках. По-

скольку

(sgradH)3 = − r2√
W (r3)

,

значит, на любой критической траектории есть точка, где r2 = 0.

Лемма доказана. �

При помощи компьютера удалось доказать следующее утверждение.

УТВЕРЖДЕНИЕ 2.5.2 (
”
Экспериментальное “) При c = 0 критические

окружности в прообразе внутренних точек кривых бифуркационной диа-

граммы все невырождены. Индекс окружностей, лежащих в прообразе внут-

ренних точек кривых

1) α1, γ1, равен 2,

2) α2, β2 — равен 1,

3) γ2, β1 — равен 0.

Для доказательства утверждения был разработан алгоритм подсчета индек-

сов критических окружностей. Двигаясь по кривым бифуркационной диа-

граммы с маленьким шагом (подробнее смотри ниже), индексы были вычис-

лены в серии порядка 3000 точек.

Доказательство Утверждения. Сначала представим некоторое тео-

ретическое обоснование алгоритма, а в конце доказательства укажем сам ал-

горитм.
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Как видно из таблицы градиентов (2.4.4) на множестве критических точек

из условия r2 = 0 следует S2 = 0. Рассмотрим случай r1 6= 0.

На множестве r2 = 0, S2 = 0 гессианы интегралов H,F, I1, I2 принимают

вид

d2H =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 +G 0 0 G′S3

0 0 0 0 0
1

2W
√
W

0 0 0 0 0 0

0 0 G′S3

1

2W
√
W

0 ∗



,

d2F =



2S3 0 2S1 0 0
1
√
W

0 2S3 0 0 0 0

2S1 0 6GS3 −
1
√
W

0
r1

2W
√
W

0 0 −
1
√
W

0 0
S3

2W
√
W

0 0 0 0 0 0

1
√
W

0
r1

2W
√
W

S3

2W
√
W

0 ∗



,

74



d2I1 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1


, d2I2 =



0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0


,

где выражения ∗ — громоздкие, и могут быть выписаны при необходимости.

На множестве критических точек градиенты интегралов линейно зависимы:

sgradF = λ1sgradH + λ2sgrad I1 + λ3sgrad I2,

где коэффициенты λ1, λ2, λ3 можно найти из первых трех столбцов таблицы

градиентов (2.4.4). А именно


S1 0 r1

(1 +G)S3 0 r3

−
1
√
W

r1 S1



λ1

λ2

λ3

 =



2S1S3 + 2
√
W

S2
1 + 3GS2

3 −
r1
√
W

−
AS3
√
W


По правилу Крамера получаем

λ1 =
∆1

∆
, λ2 =

∆2

∆
, λ3 =

∆3

∆
,
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где

∆ = r21

 1

r21
+G

S3,

∆1 = r21

3

r23
r21

+G

S2
3 −

 r1
√
W

+
2r3
√
W

r1


 ,

∆2 = −
r23

r21

3−
1

r21
−G

S4
3 −

− r23

r1
√
W
− 2G

 r1
√
W

+
r3
√
W

r1

+

+

 r1
√
W
−

2r3
√
W

r1


S2

3 −
1
√
W

 Ar21√
W

+ 2r3
√
W

 ,

∆3 = −r3

3−
1

r21
−G

S3
3 − r1

 r3
√
W
− 2(1 +G)

√
W

S3,

Теперь для множества критических точек строим квадратичную форму,

определяемую вторым дифференциалом интеграла F как функции на Q3
h, по

правилу

d2(F |Q3
h
) = (d2F − λ1d2H − λ2d2I1 − λ3d2I2)|Q3

h
.

Эта квадратичная форма на множестве критических точек всегда вырожде-

на. И для нас интересны точки, в которых ранг этой формы равен 2.

Как видно из таблицы градиентов (2.2.1) при r2 = 0, S2 = 0 вектора e2 и

e5 лежат в TQ3
h. Осталось найти еще один вектор e из TQ3

h, ортогональный

e2, e5 и градиентам из таблицы (2.2.1). Имеем
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e =

r1
r3

2
G′(r3)−

1

r21
(1 +G(r3))

 ,

0, r21

r3
r41

+
1

2
G′(r3)

S2
3 + r1

 Ar21

2W (r3)
√
W (r3)

+
r3√
W (r3)

 ,

−r3r1

 1

r21
+G(r3)

 , 0,−r21

 1

r21
+G(r3)


 .

Вычислим

d2F − λ1d2H − λ2d2I1 − λ3d2I2

как квадратичную форму на векторах e2, e5, e. Ограничение d2F − λ1d2H −

λ2d
2I1 − λ3d2I2 на < e2, e5 > имеет вид:

2S3 0

0 0

− λ1
1 0

0 0

− λ2
0 0

0 1

− λ3
0 1

1 0

 =

2S3 − λ1 −λ3

−λ3 −λ2

 .

Определитель последней матрицы равен (λ1 − 2S3)λ2 − λ23. Если его прирав-

нять к нулю, получим следующее уравнение:

(∆1 − 2S3∆)∆2 −∆2
3 = 0.

И если расписать последнее равенство, можно получить довольно громоздкое

выражение:

b1ξ
2 + b2ξ + b3 = 0, (2.5.3)
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где

b1 =

3−
1

r21
−G


−3r23

r21
− (r21 + r3W )

2G

r21
+ (r21 − 2r3W )

1

r21
+

+
r23

r41
(r21 + 2r3W ) + (1 +G)

4r3W

r21
),

b2 = (r21 + 2r3W )

3−
1

r21
−G−

r23

r21
− (r21 + r3W )

2G

r21
+

+(r21 − 2r3W )
1

r41
− (r3 − 2W (1 +G))2

 ,

b3 = (r21 + 2r3W )2,

ξ =
r1S

2
3√
W
.

Теперь составим уравнения критических точек при r2 = S2 = 0, r1 6= 0.

Косые градиенты H и F имею только по две отличные от нуля координаты,

а именно

(sgradH)2 =

−r3
r1
G+

r1

2
G′

S2
3 +

 r3
√
W

+
Ar21

2W
√
W

 ,

(sgradH)5 = r1

 1

r21
+G

S3,

(sgradF )2 =

2r3

r1
−
r33

r31
−

3r3

r1
G+ r1G

′

S3
3 −

2
√
W −

r3
√
W
−

r21

2W
√
W

S3,

(sgradF )5 = 3r1

r23
r21

+G

S2
3 −

2r3
√
W +

r21√
W

 .

После этого уравнения на зависимость косых градиентов примет вид:

a1ξ
2 + a2ξ + a3 = 0, (2.5.4)
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где

a1 = −2W

r3
r41

+
G′

2


3−

1

r21
−G

 ,

a2 = (2r3W + r21)

2r3W

r21
G−WG′ − 3 + 2

 1

r21
+G


+ 4W 2

 1

r21
+G

 ,

a3 = −(r21 + 2r3W )2.

Как видно, уравнения (2.5.3) и (2.5.4) эквивалентны. К тому же

(< e2, e5 >)T (d2F − λ1d2H − λ2d2I1 − λ3d2I2)(< e >) = 0.

Отсюда получаем

d2(F |Q3
h
) =


2S3 − λ1 −λ3 0

−λ3 −λ2 0

0 0 a33

 , (2.5.5)

где

a33 = eT (d2F − λ1d2H − λ2d2I1 − λ3d2I2)e,

а главный минор, натянутый на первые два столбца и две строки, равен нулю.

Теперь укажем алгоритм, при помощи которого можно проверить
”
экспе-

риментальное“ утверждение.

1) Выбираем N ∈ N.

2) Для каждого r3m = 2m/N − 1, где m = 1, 2, ..., N − 1, рассматриваем

r1m = −
√

1− r21m, либо r1m =
√

1− r23m.

3) Для выбранных r3m и r1m находим S3m из формулы (2.5.4).

4) Для получившихся r3m, r1m и S3m численно считаем количество положи-

тельных и отрицательных собственных значений матрицы (2.5.5).
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Описанный алгоритм проверен при s = 2, c = 0, N = 1000. Программа

написана на языке C + +.

Утверждение доказано. �

2.6 Грубые инварианты слоения Лиувилля и бифурка-

ционный комплекс

Теперь на основании экспериментального утверждения можно провести

грубую лиувиллеву классификацию случая Дуллина-Матвеева при c = 0.

Напомним, что h1 и h2 — критические уровни гамильтониана (см. рис. 2.2).

Пусть hZ —уровень энергии точки пересечения кривых α2 и β2, hk — уро-

вень энергии общей точки кривых α1 и α2 (β1 и β2). Тогда понятно, что

при движении вверх от уровня энергии h1 грубый топологический тип изо-

энергетической поверхности может поменяться лишь на уровнях h2, hk и hZ .

Доказательство следующей теоремы основано на компьютерном эксперимен-

те, поэтому ее также следует рассматривать как
”
экспериментальную“. Роль

компьютера заключается в том, что бы рассчитать индексы большого коли-

чества критических окружностей при разных параметрах системы.

ТЕОРЕМА 2.6.1 (
”
Экспериментальная“ теорема) Грубые молекулы

изоэнергетических поверхностей Q3
h случая Дуллина-Матвеева имеют тип

1 при h ∈ (h1, hk)\{h2}, тип 2 при h ∈ (hk, hZ)\{h2}, и тип 3 при h ∈

(hk, hc)\{h2} (см. рис. 2.3).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В прообразе кривых γ1, γ2, α1, β2 лежат критиче-

ские окружности индексов 0 и 2. Поэтому бифуркации, отвечающие этим

кривым, имеют тип атом A. Критические окружности, соответствующие кри-

вым α2, β1, имеют индекс 1. Таким кривым будет соответствовать либо атом
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Рис. 2.2: Бифуркационная диграмма при c = 0

Рис. 2.3: Грубые типы молекул изоэнергетических поверхностей случая Дуллина-Матвеева

при c = 0

B, либо атом A∗. Атом A∗ не возможен, поскольку перестройка A∗ не изменя-

ет количество торов в прообразе. Теперь тип грубой молекулы определяется

однозначно.

Теорема доказана. �

Проиллюстрируем
”
Экспериментальную“ теорему при помощи бифурка-

ционного комплекса рис. 2.4 (определение см. в разделе 1.2.2). Бифуркацион-

ный комплекс является
”
накрытием“ над бифуркационной диаграммой и по-

казывает количество торов в прообразе каждой камеры бифуркационной диа-

граммы. Более того, если кривая бифуркационной диаграммы лежит внутри

бифуркационного комплекса, то этой кривой отвечает седловая бифуркация.

Если же кривая лежит на границе комплекса, то ей отвечает атом A.

81



Рис. 2.4: Бифуркационный комплекс слоений Лиувилля случая Дуллина-Матвеева при

c = 0

2.7 Тонкий инвариант Фоменко-Цишанга

2.7.1 Циклы на торах Лиувилля

Проведем тонкий топологический анализ системы Дуллина-Матвеева. На-

шей целью будет описать допустимые системы координат на торах Лиувилля

вблизи всех бифуркаций и выписать всевозможные матрицы склейки. Для

этого опишем ряд наблюдений.

ЛЕММА 2.7.1 Плоскость S1 = S3 = r2 = 0 является инвариантной от-

носительно векторного поля sgradH.

Эта лемма говорит о том, что некоторые торы в прообразе F = 0 являют-

ся резонансными. А именно те, которые проходят через плоскость S1 = S3 =

r2 = 0. Такое свойство является следствием того, что дополнительный инте-

грал F является нечетной функций по импульсам. Подобную резонансность

торов можно наблюдать и в случае Горячева-Чаплыгина [32]
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Доказательство Леммы. Действительно, в координатах объемлющего

пространства R6(S, r) для векторного поля sgradH имеет место

Ṡ1 = −G(r3)S2S3 − r2

1

2
G′(r3)S

2
3 +

r1

2W (r3)
√
W (r3)

 ,

Ṡ3 = −
r2√
W (r3)

,

ṙ2 = r1(1 +G(r3))S3 − r3S1.

Очевидно, что при S1 = S3 = r2 = 0 верно Ṡ1 = Ṡ3 = ṙ2 = 0. Лемма

доказана. �

Введем некоторые естественные циклы на торах Лиувилля. Во-первых,

дугам γ1, γ2 бифуркационной диаграммы (см. рис. 2.1) соответствует атом

A. А на торах вблизи атома A всегда существует цикл, стягивающийся в

точку при приближении к особому слою. Пусть λ1, λ2 — два таких цикла,

отвечающих атомам A на дугах γ1, γ2. Причем мы предположим, что наM4

введена ориентация таким образом, что λ1, λ2 являются первыми элементами

допустимых базисных циклов в окрестности особенностей, отвечающих дугам

γ1, γ2.

Во-вторых, согласно лемме 2.7.1, траектории sgradH замкнуты при F = 0.

Пусть λ0 — цикл, задающийся этими периодическими траекториями.

И в-третьих, согласно [21, том 1, глава 9] на торах вблизи особенности

фокус-фокус существует определенный однозначно с точностью до знака цикл

λs, стягивающийся в точку при приближении к особенности. Более того, этот

цикл λs выделяется еще и следующим свойством. Нарисуем на бифуркацион-

ной диаграмме окружность вокруг точки фокус-фокус. Обход по этой окруж-

ности задает оператор монодромии на циклах на торах Лиувилля. И цикл λs

является инвариантным для этого оператора.
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Итак, можно определить четыре цикла λ1, λ2, λs и λ0. Причем только на

цикле λ0 задана естественная ориентация. Ориентации на остальных циклах

зададим позже.

При описании циклов на торах Лиувилля интегрируемой системы необхо-

димо извлекать много информации из формул для гамильтониана и первого

интеграла. Для случая Дуллина-Матвеева гамильтониан H является четной

функций по импульсам, а дополнительный интеграл F — нечетной. Поэто-

му следует ввести естественный диффеоморфизм τ : M4 → M4 фазового

многообразия по правилу:

τ : (S1, S2, S3, r1, r2, r3) 7→ (−S1,−S2,−S3, r1, r2, r3).

ЛЕММА 2.7.2 Для диффеоморфизма τ имеет место

1) H(τx) = H(x), F (τx) = −F (x),

2) τ сохраняет ориентацию наM4 и на Q3
h,

3) dτ сохраняет векторное поле sgradF и переворачивает векторное поле

sgradH,

4) τ(λ1) = −λ2, τ(λ2) = −λ1, τ(λ0) = −λ0, τ(λs) = λs

Доказательство Леммы. Первый пункт очевидным образом следует

из четности гамильтониана и нечетности дополнительного интеграла по им-

пульсам (2.1.1).

Для понимания второго пункта воспользуемся следующими соображения-

ми. Пусть τ :M→M — диффеоморфизм, ε1 = ind τ . То есть ε1 = 1, если τ

сохраняет ориентацию наM, и ε1 = −1, если τ меняет ориентацию.

N = {x ∈M|I(x) = 0}
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инвариантное относительно τ подмногообразие M, где I(x) — некоторая

гладкая функция на M. И пусть I(τx) = ε2I(x) на N для некоторой кон-

станты ε2 = ±1. Тогда τ сохраняет ориентацию на N тогда и только тогда,

когда ε1ε2 = 1. Применим это соображение несколько раз

Напомним, что многообразиеM4 задается в виде

M4 = {x ∈ R6(S, r)|I1(x) = r21 + r22 + r23 = 1, I2(x) = S1r2 + S2r2 + S3r3 = 0}.

Получаем, τ меняет ориентацию на R6(S,x), и I1(τx) = I1(x). Значит, τ

меняет ориентацию на

{x ∈ R6(S, r)|I1(x) = r21 + r22 + r23 = 1}.

Поскольку I2(τx) = −I2(x), значит, τ сохраняет ориентацию на M4. И по-

следнее, ввиду H(τx) = H(x), получаем, что τ сохраняет ориентацию на

Q3
h = {x ∈M4|H(x) = h}.

Пункт три получается легким подсчетом степеней по импульсам компо-

нент поля sgradH и поля sgradF .

Поскольку dτ переворачивает векторное поле sgradH, значит τ(λ0) = −λ0.

Очевидно, что для цикла λs имеет место τ(λs) = ±λs. Следуя соображениям

из пункта два этой леммы, τ меняет ориентацию на торе при F = 0, значит

τ(λs) = λs.

Осталось показать, что τ(λ1) = −λ2, τ(λ2) = −λ1. Очевидно, что τ(λ1) =

±λ2.Пусть (λ1, µ1) — допустимая система координат на торе вблизи особенно-

сти на кривой γ1, тогда (−dτ(λ1),−dτ(µ1)) — допустимая система координат

на торе вблизи особенности на кривой γ2. Отсюда получаем, что τ(λ1) = −λ2.

Лемма доказана. �

Монодромия точки фокус-фокус нетривиальна. Поэтому описанные выше

циклы λ1, λ2, λs и λ0 будем сравнивать вдоль путей отдельно
”
над“ и

”
под“
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точкой фокус-фокус.

ЛЕММА 2.7.3 Вдоль путей, проходящих
”
ниже“ точки фокус-фокус, име-

ет место:

1) индексы пересечения циклов λ1, λ2 равен 1, а циклов λ0, λs — равен 2,

2) λ1 − λ2 = ±λs,

3) λ1 + λ2 = ±λ0,

Рис. 2.5: Склейка S3 из двух полноториев

Доказательство Леммы. Согласно [21, том 1, глава 4], топология слое-

ний изоэнергетических поверхностей вблизи точки центр-центр устроена сле-

дующим образом. Грубая молекула имеет вид A—A, метка r = 0. Это означа-

ет, что слоение Лиувилля изоэнергетическая поверхность устроено так, как

показано на рис. 2.5. Поэтому λ1 и λ2 имеют индекс пересечения 1. Значит,

λ1 и λ2 можно рассматривать в качестве базисных циклов.

Докажем, что индекс пересечения λ0, λs равен 2. Для этого рассмотрим,

как плоскость S1 = S3 = r2 = 0 сечет изоэнергетические поверхности Q3
h. В

пространстве R3(S2, r1, r3) оно задается системой
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Рис. 2.6: Циклы вблизи

точки фокус-фокус


S2
2

2
−

r1

W (r2)
= h,

r21 + r23 = 1.

Получаем, что эта плоскость на торе высекает од-

ну окружности при h1 < h < h2, ”
восьмерку“ при

h = h2, и две окружности при h > h2 (см. рис. 2.6).

Получаем, что индекс пересечения λ0, λs равен 2 при

h1 < h < h2, и равен 1 при h > h2,

Докажем оставшиеся два пункта леммы. Для это-

го циклы λ0 и λs разложим по циклам λ1 и λ2. Из соображений четности —

пункт 3) Леммы 2.7.2 — получаем

λs = a(λ1 − λ2),

λ0 = b(λ1 + λ2),

где a, b ∈ Z\{0}. Циклы λ1 и λ2 образуют базис. Поэтому индекс пересечения

λ0 и λs равен

±

∣∣∣∣∣∣ a −ab b

∣∣∣∣∣∣ = ±2ab.

Следовательно, a = ±1, b = ±1.

Лемма доказана. �

Выберем ориентацию на многообразии так, что бы
”
ниже“ точки фокус-

фокус

λ0 = λ1 + λ2.

Очевидным образом, мы всегда так можем сделать. А ориентацию на цикле λs

выберем так, чтобы пара циклов (λ1, λs) образовывала допустимую систему

координат вблизи бифуркаций на кривой γ1. Тогда (λ2,−λs) будет допусти-
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мой системой координат вблизи бифуркаций на кривой γ2. Это следует из

того, что τ сохраняет ориентацию на Q3
h.

Итак, на всех выбранных нами циклах фиксирована ориентация. Цикла λ0

разложен по базису (λ1, λ2). Для того, что бы понимать все линейные комби-

нации циклов λ1, λ2, λs и λ0 ”
ниже“ точки фокус-фокус осталось разложить

цикл λs по тому же базису (λ1, λ2).

ЛЕММА 2.7.4
”
Ниже“ точки фокус-фокус имеет место:

λs = λ2 − λ1.

Доказательство Леммы. Пусть λ2 − λ1 = ελs, где ε = ±1. Цикл

λs + ελ1 может быть выбран в качестве второго базисного цикла вблизи дуги

γ1, и стягивается в точку при приближении к дуге γ2. А цикл −λs + ελ2

может быть выбран в качестве второго базисного цикла вблизи дуги γ2, и

стягивается в точку при приближении к дуге γ1. Разложим цикл λ0 по паре

циклов λs + ελ1,−λs + ελ1

λ0 = ε(λs + ελ1) + ε(−λs + ελ1).

Согласно лемме 1.2.1, по крайней мере, один из коэффициентов разложения

должен быть положительным. Значит, ε = 1.

Лемма доказана. �

ЛЕММА 2.7.5
”
Выше“ фокуса имеет место:

1) индексы пересечения циклов λ1, λ2 равен 2, а циклов λ0, λs — равен 1,

2) λ2 − λ1 = 2λs,

4) λ1 + λ2 = 2λ0,

5) пары циклов λ1, λs и λ2, λs имеют индекс пересечения 1.
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Доказательство Леммы. Изоэнергетическая поверхность
”
выше“ точ-

ки фокус-фокус гомеоморфна RP 3 (см. Теорема 2.2.1). Поэтому индекс пере-

сечения циклов λ1 и λ2 равен двум [21, том 1, глава 4].

Перестройка тора при переходе через точку фокус-фокус при F = 0 устро-

ена так, как показано на рисунке 2.6. Поэтому индекс пересечения циклов λ0

и λs выше точки фокус-фокус равен 1. Так, пара циклов λ0, λs образует базис

фундаментальной группы на торах вдоль путей
”
выше“ точки фокус-фокус.

Значит, по этим циклам можно разложить циклы λ1 и λ2. Поскольку индекс

пересечения λ1 и λ2 равен двум, получаем

λ2 − λ1 = ±2λs,

λ1 + λ2 = ±2λ0.
(2.7.1)

Вдоль пути
”
ниже“ точки фокус-фокус λ2 − λ1 = λs. И как отмечалось в

разделе 1.2.5, если индекс пересечения циклов λ, λs равен 1, тогда при обходе

вокруг точки фокус-фокус цикл λ изменится на цикл λ± λs. ”
Ниже“ точки

фокус-фокус индекс пересечения циклов λ2, λs равнялся 1. Поэтому с учетом

предыдущей леммы получаем, что вдоль пути
”
выше“ точки фокус-фокус

λ2 − λ1 = λs ± λs.

Значит, λ2 − λ1 = 2λs.

Теперь для доказательства леммы осталось определить знак во втором

уравнении (2.7.1). Для этого воспользуемся соображениями ориентации. Пусть

λ1 + λ2 = 2ελ0, где ε = ±1. Из рис. 2.6 видно, что циклы λ0 и λs ориенти-

рованы одинаково
”
ниже“ и

”
выше“ точки фокус-фокус. Более того,

”
ниже“

точки фокус-фокус пары циклов (λ0, λs) и (λ1, λs) ориентированы одинако-

во.
”
Выше“ же точки фокус-фокус пара циклов (λ0, λs) выражается через
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(λ1, λs) при помощи матрицы перехода ε ε

0 1

 .

Ее определитель равен ε, и должен быть положительным. Значит, ε = 1, и

пункт 4) леммы доказан. Пункт 5) тривиален.

Лемма доказана. �

2.7.2 Допустимые системы координат и матрицы склейки

Введем допустимые системы координат в окрестности каждой особенно-

сти так, как показано на рис. 2.7. Циклы µ1 и µ2 — однозначно определенные

Рис. 2.7: Допустимые системы координат в окрестности бифуркаций. Бифуркационный

комплекс представлен в виде склейки трех листов. Границы склейки выделены более жир-

ной линией

циклы, стягивающиеся в точку в окрестности атома A. µ — элемент допу-

стимого базиса в окрестности атома B. Соответствующие матрицы склейки

нарисованы на рис. 2.8.

По матрицам склейки не сложно посчитать метки. Напомним, что h1 и
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Рис. 2.8: Матрицы склейки. Бифуркационный комплекс представлен в виде склейки трех

листов. Границы склейки выделены более жирной линией

h2 — критические уровни гамильтониана (см. рис. 2.2), hZ —уровень энергии

точки пересечения кривых α2 и β2, hk — уровень энергии общей точки кривых

α1 и α2 (β1 и β2). Получаем

ТЕОРЕМА 2.7.1 Инвариант Фоменко-Цишанга изоэнергетических поверх-

ностей системы Дуллина-Матвеева при c = 0 имеют типа 1 при h ∈

(h1, h2) ∩ (h1, hk), типа 2 при h ∈ (h2, hk) (если h2 < hk), тип 3 при h ∈

(hk, h2) (если hk < h2), типа 4 при h ∈ (h2, hZ) ∩ (hk, hZ) и тип 5 при

h > hZ (см. рис. 2.9).
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Рис. 2.9: Меченые молекулы слоений Лиувилля изоэнергетических поверхностей системы

Дуллина-Матвеева при c = 0.
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Глава 3

Шар Чаплыгина с ротором на

плоскости

Рассматривается задача о качении уравновешенного динамически несим-

метричного шара с ротором по горизонтальной шероховатой плоскости. Для

исследования динамики системы и нахождения особых решений построены

бифуркационная диаграмма отображения момента и бифуркационный ком-

плекс. Описаны критические окружности и исследована их устойчивость. По-

казано, что добавление ротора может стабилизировать неустойчивые и деста-

билизировать устойчивые критические решения.

3.1 Уравнения движения и первые интегралы

Рассмотрим задачу о качении уравновешенного динамически несиммет-

ричного шара по абсолютно шероховатой горизонтальной плоскости. В таком

случае скорость точки контакта равна нулю. Движение шара в проекциях на

главные оси, связанные с шаром, описывается уравнениями
Ṁ = M × ω,

γ̇ = γ × ω,

M = Jω −D(γ,ω)γ, J = I +DE,

D = ma2 > 0, E = ||δij||.
(3.1.1)
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где ω — вектор угловой скорости, γ — орт вертикали, I = diag(I1, I2, I3) —

тензор инерции шара относительно его центра, m — масса шара, a — его

радиус, D = ma2. Вектор M имеет смысл кинетического момента шара от-

носительно точки контакта. Как показал С.А.Чаплыгин [33] данная система

обладает четырьмя первыми интегралами

H = 1
2(M ,ω), N = (M ,M),

C = (M ,γ), K1 = (γ,γ) = 1.

Теперь закрепим внутрь шара ротор. Тогда уравнения (3.1.1) можно обоб-

щить 
Ṁ = (M +K)× ω,

γ̇ = γ × ω,
(3.1.2)

где K — постоянный вектор момента ротора. Легко проверить, что система

(3.1.2) допускает интегралы

H = 1
2(M ,ω), N = (M +K,M +K),

C = (M +K,γ), K1 = (γ,γ) = 1.
(3.1.3)

Согласно [34], системы (3.1.1) и (3.1.2) являются конформно - гамильто-

новыми с гамильтонианом H и приводящим множителем

µ(M ,γ) = 1/
√

1−D(γ, J−1γ). (3.1.4)

Скобку Пуассона легко выписать в координатах L = (M +K)µ, γ:

{Li, Lj} = εijk(Lk −D detJ((L,γ)µ2 − (γ,J−1K))γk),

{Li,γj} = εijkγk,

{γi,γj} = 0.

(3.1.5)

При этом интегралы C и K1 являются функциями Казимира скобки. Они

расслаивают фазовое пространство R3(M) × S2(γ) на четырехмерные сим-

плектические листы

M4
c = {C = c, K1 = 1}.
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Следует отметить, что скобка (3.1.5) при D = 0 совпадает со скобкой

Пуассона в коалгебре e(3)∗, а приводящий множитель (3.1.4) обращается в

константу. Тем самым, уравнения (3.1.1) и (3.1.2) становятся гамильтоновы-

ми без замены времени. Более того, система (3.1.1) при D = 0 совпадает с

уравнениями для случая Эйлера, а система (3.1.2) при D = 0 — для случая

Жуковского [31].

Будем рассматривать лишь случай различных собственных значений тен-

зора I. При этом для простоты упорядочим главные моменты инерции I1 <

I2 < I3. Компоненты ротораK = (k1, k2, k3) и параметр D могут обращаться

в ноль.

3.2 Критические точки отображения момента

3.2.1 Критические окружности

Опишем критические окружности на каждом уровне интеграла площадей

c ∈ R. Для этого ограничим интегралы H и N на симплектическое многооб-

разиеM4
c

H̃ := H|M4
c
Ñ := N |M4

c

и введем отображение момента

H̃ × Ñ :M4
c → R2(h, n). (3.2.1)

Согласно теореме Лиувилля, неособые поверхности уровня отображения

(3.2.1) будут объединениями двумерных торов. На особых же слоях суще-

ствуют точки, где ранг дифференциала отображения (3.2.1) меньше двух.

Поскольку многообразие M4
c симплектическое, неподвижные точки вектор-

ного поля sgrad H̃ находятся из соотношения dH̃ = 0. Тем самым, критиче-
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ские точки отображения (3.2.1) либо неподвижные, либо ранга один, где

dÑ = 2λdH̃ (3.2.2)

для некоторого λ ∈ R. Во втором случае особые точки не изолированы (см.

раздел 1.2.1). Через каждую из них проходит целая траектория точек ранга

один. Причем коэффициент λ является интегралом этой траектории, а сами

траектория замкнута.

Для случая шара Чаплыгина с ротором будем различать два типа кри-

тических окружностей. Для окружностей первого типа λ 6= 0, для второго

типа λ = 0.

Критические окружности первого типа находим следующим образом. Фик-

сируем λ 6= 0 и решаем уравнение (3.2.2). Для этого находим точки, где за-

висимы dN −2λdH, dC, и dK1, и ограничивает их наM4
c . Градиенты проще

выписывать в координатах M ,γ. Следует отметить, что вдоль критических

окружностей первого типа вектора M +K и γ независимы. Так уравнение

(3.2.2) становится эквивалентно условию Jω +K = λω. Вдоль критических

окружностей второго типа M + K параллелен γ. Тогда из (3.1.3) следует,

что M +K = cγ. Вектор угловой скорости ω им не коллинеарен.

При отображении момента (3.2.1) каждое критическая окружность пере-

ходит в точку. Это облегчает описание критических окружностей. Выпишем

две системы



Jω +K = λω,

c = (λ−D)(γ,ω),

n = λ2((ω,ω)− (γ,ω)2) + c2,

2h = (Jω,ω)−D(γ,ω)2,

(3.2.3)
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

M = cγ −K,

n = c2,

2h = (J−1M ,M) +
D(J−1M ,γ)2

1−D(γ,J−1γ)
.

(3.2.4)

Здесь h, n, c — значения интегралов H,N,C соответственно. Из (3.1.3) полу-

чаем

ЛЕММА 3.2.1 Вдоль критической окружности первого типа для некото-

рого λ 6= 0 имеет место (3.2.3). Вдоль критических окружностей второго

типа справедливо (3.2.4).

Тем самым, для описания критических окружностей первого типа необ-

ходимо найти h, n, c, λ, где система (3.2.3) совместна относительно ω,γ. Для

описания окружностей второго типа, необходимо исследовать совместность

системы (3.2.4) относительно ω,γ. Совместность обеих систем обсуждается

ниже.

Критические окружности первого типа представляют собой перманент-

ные вращения вокруг неподвижного вектора угловой скорости ω. Движения

вдоль них допускают наглядную интерпретацию. Они представляют собой

такие движения, когда скорость точки контакта и вектор угловой скорости

постоянны в неподвижной системе координат.

Динамически несимметричный шар Чаплыгина с ротором и без допускает

вращение с неподвижной точкой контакта. Вдоль таких решений вектора ω

и M +K вертикальны.

Критические окружности второго типа описаны в работе [35]. Там пока-

зана связь этих решений с движением свободного ротора. Так же выведены

уравнения и проиллюстрированы движения точки контакта.
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3.2.2 Неподвижные точки

Рассмотрим неподвижные точки векторного поля (3.1.2). Разобьем все та-

кие точки на точки первого рода, в которых ω 6= 0, и точки второго рода,

где ω = 0.

ЛЕММА 3.2.2 Точки первого рода изолированы. В каждой из них n = c2

и ранг отображения момента (3.2.1) равен нулю. При c2 < (K,K) объеди-

нение точек второго рода является окружностью, в каждой из них ранг

отображения (3.2.1) равен единице.

Заметим также, что точки второго рода лежат на одном совместном уровне

интегралов H и N . А именно h = 0, n = (K,K).

3.3 Бифуркационная диаграмма

3.3.1 Бифуркационные кривые

Для описания бифуркационной диаграммы отображения (3.2.1) найдем

наборы h, n, когда совместна либо система (3.2.3), либо система (3.2.4). От-

метим, что реальные движения возможны лишь в области n > c2, поэтому на

бифуркационной диаграмме будет присутствовать ограничительная прямая

n = c2.

ТЕОРЕМА 3.3.1 Бифуркационная диаграмма отображения (3.2.1) состо-

ит из объединения
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1) набора кривых σ

n(λ) = λ2

 k21

(J1 − λ)2
+

k22

(J2 − λ)2
+

k23

(J3 − λ)2
−

c2

(D − λ)2

+ c2, n > c2,

2h(λ) =
k21J1

(J1 − λ)2
+

k22J2

(J2 − λ)2
+

k23J3

(J3 − λ)2
−

Dc2

(D − λ)2
.

(3.3.1)

2) отрезка σ0 при c = 0

n = 2Dh−D(I−1K,K), где n ∈ [0, D2(I−1K, I−1K)],

3) луча σi, если ki = 0

n = 2Jih−
Dc2

Ii
− Ji

∑
j 6=i

k2j
Ij − Ii

, где n > c2 + J2
i

∑
j 6=i

k2j
(Ij − Ii)2

− c2

I2i

 ,

4) отрезка τ на прямой n = c2.

5) точки T0 h = 0, n = (K,K) при c2 6 (K,K).

Следует отметить, что количество кривых σ может быть от двух до ше-

сти. Будем различать их интервалами для λ. Набор кривых σ, отрезок σ0 и

лучи σ1, σ2, σ3 отвечают критическим окружностям первого типа. Образ кри-

тических окружностей второго типа лежит на отрезке τ . Прообраз точки T0

состоит из неподвижных точке второго рода.

Неподвижные точки первого рода отображаются в точки пересечения кри-

вых σ, либо отрезка σ0 и прямой n = c2. Это легко понять следующим обра-

зом. В каждой неподвижной точке первого рода имеет место Jω +K = λω

для некоторого λ ∈ R. Поэтому в них справедливы система (3.2.3) и формулы

(3.3.1).

Доказательство теоремы 3.3.1. Рассмотрим критические окружно-

сти первого типа. Из системы (3.2.3) при λ 6= D получаем набор кривых σ.
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Рис. 3.1: I = diag(3, 6.5, 10),K = (0.8, 0.7, 0.5), D = 2, c = 0

Вдоль критических окружностей первого типа ω и γ независимы. Поэтому

условие совместности системы (3.2.3) (γ,ω)2 < (ω,ω) эквивалентно n > c2.

Из (3.2.3) при c = 0 для λ = D на бифуркационной диаграмме получаем

дополнительный отрезок σ0. Луч σi соответствует λ = Ji. Образ критических

окружностей второго рода лежит на прямой n = c2 и образует отрезок.

Теорема доказана. �

Рис. 3.2: I = diag(3, 6.5, 10),K = (0.8, 0.7, 0.5), D = 5, c = 0.3

Область возможных движений изображена темным цветом (см. рис. 3.1,

3.2). Уходящие на бесконечность два клюва получаются по формулам (3.3.1)

при λ ∈ (J1, J2) и λ ∈ (J2, J3). Образ неподвижных точке показаны крупны-

ми точками. В случае Жуковского D = 0, поэтому отрезок σ0 совпадает с

точкой.
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Бифуркационная диаграмма для случая Жуковского, когда все ki 6= 0 бы-

ла впервые построена Харламовым [6]. Там же произведен топологический

анализ. А бифуркационная диаграмма в случае, когда ротор K = 0 впер-

вые была получена Килиным [35]. В этой работе был проведен качественный

анализ движения шара Чаплыгина.

Несложно видеть из (3.2.3), каждой точке кривых σ отвечает одна крити-

ческая окружность. Это перманентное вращение вокруг постоянного вектора

угловой скорости ω = −(J−λE)−1K. В таком случае решение выписывается

явно

γ =
(γ,ω)

(ω,ω)
ω + (ξ1 cos(|ω|t)− ξ2 sin(|ω|t))

√
1− (γ,ω)2

(ω,ω)
, (3.3.2)

где ξ1 и ξ2 — два ортогональных орта, что [ξ1, ξ2] = ω/|ω|. Выражения для

(γ,ω) и (ω,ω) можно получить из системы (3.2.3).

Каждой точке отрезка σ0 и лучей σ1, σ2, σ3 соответствует по две критиче-

ские окружности. Это тоже перманентными вращениями вокруг постоянного

ω.

Решения в прообразе отрезка τ были исследованы Килиным [35]. В этой ра-

боте показано, что уравнения (3.1.2) в прообразе отрезка τ совпадают с урав-

нениями Жуковского-Вольтерра, описывающие движения свободного ротора

[31].

3.3.2 Устойчивость критических окружностей и бифуркационный

комплекс

Исследуем боттовость дополнительного интеграла и устойчивость крити-

ческих окружностей (см. раздел 1.2.1). Введем следующее выражения

(λ−D) det(J− λE)n′λ (3.3.3)
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ТЕОРЕМА 3.3.2 В прообразе каждой внутренней точки

1) кривых из набора σ лежит одна устойчивая критическая окруж-

ность, если выражение (3.3.3) положительно, и одна неустойчивая, если

это выражение отрицательно.

2) отрезка σ0 лежат две устойчивые критические окружности.

3) луча σi лежат две устойчивые критические окружности если i = 1, 3,

и две неустойчивые — если i = 2.

4) отрезка τ лежат либо неподвижные точки, либо устойчивые кри-

тические решения. Эти критические решения являются невырожденными

устойчивыми критическими окружностями при c 6= 0.

Рис. 3.3: Бифуркационные комплексы, K = (1, 1, 1), I = diag(1, 2, 3), D = 1
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Вдоль критических окружностей первого типа

верно

dN = β1dK1 + β2dC + β3dH,

где

β1 = −D2(γ,ω)2, β2 = −2D(γ,ω), β3 = 2λ.

Определим матрицу

G = d2N − β1d2K1 − β2d2C − β3d2H.

Двумерное пространство, ортогональное градиентам (3.1.3) и трансверсаль-

ное векторному полю (3.1.2), натянуто на вектора

r1 =

 (λ−D)(γ,ω)ω + bγ

ω − (γ,ω)γ

 , r2 =

 γ × ω

0

 ,

где b = D(γ,ω)2 − λ(ω,ω).

Обозначим через Ĝ ограничение G на < r1, r2 > как квадратичную форму.

Согласно разделу 1.2.1, критическая окружность устойчивая, если det Ĝ > 0,

и неустойчивая, если det Ĝ < 0. Вдоль критических окружностей первого

типа получаем

det Ĝ =
2((ω,ω)− (γ,ω)2)2

(1−D(γ, J−1γ)) detJ
m(λ,γ,ω),

где функция m(λ,γ,ω) при λ 6= D, J1, J2, J3 зависит только от первого ар-

гумента и совпадает с выражением (3.3.3). Это доказывает первый пункт

теоремы.

При λ = D, c = 0 функция

m(λ,γ,ω) = 2D(γ,ω)2 det I > 0.
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Тем самым, в прообразе отрезка σ0 лежат устойчивые критические окружно-

сти. В критических точках, отвечающих лучу σi имеем

m(λ,γ,ω) = 2J2
i Iiω

2
i

∏
j 6=i

(Ij − Ii).

Откуда det Ĝ > 0 для i = 1, 3 и det Ĝ < 0 для i = 2.

Исследуем критические окружностей второго типа. В них справедливо

dN = 2c dC − c2dK1.

Определим

G = d2N − 2c d2C + c2d2K1.

Двумерное пространство порождено векторами

r1 =

 ω − (γ,ω)γ

D(γ,ω)(ω − (γ,ω)γ)

 , r2 =

 γ × ω

0

 .

Опять, пусть Ĝ будет ограничением G на < r1, r2 > как квадратичная форма.

Тогда

det Ĝ = 4((ω,ω)− (γ,ω)2)2(c+D(γ,ω))2 > 0.

Легко понять, что во внутренних точках отрезка τ выражение c+D(γ,ω) 6= 0

при c 6= 0. Значит, критические окружности второго типа устойчивые.

Теорема доказана. �

Проиллюстрируем результат с помощью бифуркационного комплекса 1.2.2.

Теорема 3.3.2 позволяет описать его топологию (см. рис. 3.3).

Границы комплексов изображены жирными линиями. В их прообразе ле-

жат устойчивые периодические решения. В прообразе тонких сплошных ли-

ний лежат связные особые слои, содержащие неустойчивые критической тра-

ектории. Соответствующие линии на бифуркационных диаграммах тоже либо

жирные, либо тонкие. Образ неподвижных точек помечен жирными точками.

Верхний левый комплекс соответствует c = 0. Далее c увеличивается.
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3.3.3 Стабилизация и дестабилизация критических решений

В данном разделе остановимся на механической интерпретации получен-

ных результатов. А именно воспользуемся соображением, что невырожден-

ным критическим окружностям индекса 0 или 2 соответствуют устойчивые

решения, а критическим окружностям индекса 1 — неустойчивые.

В работе [33] исследована устойчивость критических окружностей для за-

дачи (3.1.1). Там показано, что в случае нулевой константы площадей особые

периодические решения представляют собой вращения вокруг главных осей.

Причем вращение вокруг средней оси неустойчиво, а вокруг наибольшей и

наименьшей — устойчиво. Возникают естественные вопросы, возможно ли

стабилизировать вращения вокруг средней оси, добавив в шар ротор, парал-

лельный этой оси? А так же, дестабилизируются ли устойчивые вращения,

если ротор направить вдоль наибольшей или наименьшей осей?

Подробно разберем случай c = 0. Бифуркационная диаграмма отображе-

ния (3.2.1) при K = 0 наM4
0 состоит из трех лучей

σi : h =
n

2Ji
, i = 1, 2, 3.

В прообразе точек лучей σ1 и σ3 лежит по две устойчивые критические

окружности, в прообразе σ2 — по две неустойчивые (см. рис. 3.4).

Теперь к шару добавим ротор, параллельный средней оси K = (0, k, 0).

На бифуркационной диаграмме отображения (3.2.1) (см. рис. 3.4) в прообразе

более жирных кривых лежат устойчивые критические решения. Имеем

УТВЕРЖДЕНИЕ 3.3.1 Пусть K = (0, k, 0). Тогда в прообразе каждой

точки дуг

σ, λ ∈ (−∞, 0) ∪ (D, J1) ∪ (J3,+∞)
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Рис. 3.4: Бифуркационная диаграмма при K = (0, k, 0), c = 0

(см. рис. 3.4) лежит по одной, а в прообразе отрезка σ0 по две устойчи-

вые критические окружности. Решения, отвечающие этим окружностям,

являются равномерными вращениями вокруг средней оси инерции.

При K = 0 перманентные вращения вокруг средней оси инерции были

неустойчивы. Добавив же ротор вида K = (0, k, 0), некоторые из таких вра-

щений стабилизировались. Без ограничения общности положим k > 0. Тогда

в прообразе дуг

σ, λ ∈ (J1, J2) ∪ (J2, J3)

лежат неустойчивые вращения вокруг средней оси, причем

ω2 ∈
(
−∞,− k

I2 − I1

)
∪
(

k

I3 − I2
,+∞

)
.

В прообразе же дуг

σ, λ ∈ (−∞, 0) ∪ (D, J1) ∪ (J3,+∞)

и отрезка σ0 лежат устойчивые вращения. Они соответствуют

ω2 ∈
(
− k

I2 − I1
,

k

I3 − I2

)
.

Тем самым, перманентные вращения вокруг средней оси при небольшой уг-

ловой скорости ω2 ∈
(
− k
I2−I1 ,

k
I3−I2

)
стали устойчивыми.
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Теперь к шару добавим ротор и направим его вдоль устойчивой наимень-

шей оси K = (k, 0, 0). Бифуркационная диаграмма отображения момента и

бифуркационный комплекс представлены на рис. 3.5. Получаем

Рис. 3.5: Бифуркационные комплекс и диаграмма при K = (k, 0, 0), c = 0

УТВЕРЖДЕНИЕ 3.3.2 Пусть K = (k, 0, 0). Тогда в прообразе каждой

точки дуг

σ, λ ∈ (0, D) ∪ (J2, J3)

(см. рис. 3.5) лежит по одной неустойчивой критической окружности. Ре-

шения, отвечающие этим окружностям, являются равномерными враще-

ниями вокруг наименьшей оси инерции.

Так часть перманентных вращений вокруг средней оси стали неустойчи-

выми. А именно, положив k > 0, те вращения, где

ω1 ∈
(
− k
I1
,− k

J1

)
∪
(
− k

I3 − I1
,− k

I2 − I1

)
.
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Глава 4

Резиновый шар на плоскости

Классической является задача о движении динамически несимметричного

уравновешенного шара (шара Чаплыгина) по горизонтальной плоскости. Мы

предполагаем, что мгновенная скорость точки контакта равна нулю. В дан-

ной главе исследуются движения шара Чаплыгина при наличии еще одного

ограничения — проекция вектора угловой скорости на нормально к плоскости

должна равняться нулю. В дальнейшем такой шар будем называть резино-

вым (Rubber Ball). Такая модель была введена в работе [36].

4.1 Уравнения движения и первые интегралы

4.1.1 Резиновый шар на плоскости

Рассмотрим задачу о качении уравновешенного динамически несиммет-

ричного резинового шара по горизонтальной плоскости. Как уже предполо-

жено ранее, равна нулю не только скорость точки контакта шара с плос-

костью, но и проекция вектора угловой скорости на вертикаль. То есть в

координатах, жестко связанных с телом

v + ω × r = 0, (ω,n) = 0. (4.1.1)
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Здесь ω,v — угловая скорость и скорость центра масс шара, n — орт, на-

правленный вертикально вниз, r — вектор из центра масс в точку контакта.

Движения шара в проекциях на главные оси, связанные с шаром, описыва-

ются уравнениями Jω̇ = Jω × ω + µn,

ṅ = n× ω,
µ = −

(Jω × ω,J−1n)

(n,J−1n)
, (4.1.2)

где J = I +DE, I = diag(I1, I1, I3) — тензор инерции шара относительно его

центра, E — единичная матрица, D = mR2, m и R — масса и радиус шара.

Будем предполагать, что главные моменты инерции различны: 0 < I1 < I2 <

I3.

Очевидным образом система (4.1.2) эквивалентна системе Веселовой [37],

описывающей движение твердого тела с неподвижной точкой при наличии

связи (ω,n) = 0. Система уравнения (4.1.2) допускают интеграл энергии и

геометрический интеграл

H =
1

2
(Jω,ω), (n,n) = 1. (4.1.3)

Имеется также дополнительный интеграл

F = (Jω,Jω)− (Jω,n)2. (4.1.4)

4.1.2 Резиновый шар на плоскости с ротором в потенциальном

поле

Теперь закрепим внутри шара постоянный ротор и поместим в вертикаль-

ное потенциальное поле. При этом сохраним требования (4.1.1). Тогда урав-

нения движения (4.1.2) можно обобщить
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 Jω̇ = (Jω +K)× ω + n×
∂U

∂n
+ µn,

ṅ = n× ω,

µ = −
((Jω +K)× ω + n× ∂U

∂n ,J
−1n)

(n,J−1n)
,

(4.1.5)

Здесь K — постоянный вектор момента ротора, U = U(n) — потенциал си-

лового поля. Уравнения (4.1.5) также сохраняют интеграл энергии

H =
1

2
(Jω,ω) + U(n). (4.1.6)

Однако в общем случае дополнительного первого интеграла не существует.

В работе [38] система (4.1.5) (а потому и (4.1.2)) была представлена в

конформно-гамильтоновом виде. Опишем это представление. Рассмотрим ли-

нейное пространство R6(ω,n). В новых координатах (M ,γ)

M = ρJ1/2ω, γ = ρ−1J−1/2n : (4.1.7)

введем скобку Пуассона

{Mi,Mj} = εijk(Mk − ρ3 detJ(K,J1/2γ)γk),

{Mi, γj} = εijkγk,

{γi, γj} = 0.

(4.1.8)

В таком случае фазовым пространство системы (4.1.5) — многообразие

M4 = {(ω,n) = 0, (n,n) = 1} ≡ {(M ,γ) = 0, (γ,γ) = 1} (4.1.9)

будет симплектическим листом этой скобки, а значит, M4 — симплектиче-

ское многообразие. Переписав скобку (4.1.8) обратно в координатах (ω,n),

система (4.1.5) будет иметь вид (1.3.3). Где гамильтониан H представляется

в форме (4.1.6), а приводящий множитель равен

µ(ω,n) = ρ =
√

(n,J−1n).
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4.1.3 Интегрируемые случаи

Как отмечалось выше, в общем случае система (4.1.5) не обладает допол-

нительным первым интегралом. Однако некоторые из таких обобщений все

же будут интегрируемыми.

1. При U(n) ≡ 0 система (4.1.5) обладает дополнительным интегралом

F = (Jω +K,Jω +K)− (Jω +K,n)2. (4.1.10)

2. В случае

K = 0, U(n) = −ε
4

(Jn,n) (4.1.11)

система (4.1.5) допускает интеграл

F = (Jω × n)2 +
ε detJ

2
(J−1n,n). (4.1.12)

Потенциал вида (4.1.11) соответствует полю сил задачи Бруна. В таком

случае все точки шара притягиваются к плоскости с силой, пропорциональ-

ной расстоянию до плоскости. Для классической задачи о качении шара Ча-

плыгина интегрируемое обобщение добавлением потенциала (4.1.11) было по-

казано В.В.Козловым [39]. А добавление потенциала (4.1.11) к волчку Эйлера

будет интегрируемым случаем Клебша [31].

4.2 Критические окружности их устойчивость

Укажем критические окружности и построим бифуркационные диаграм-

мы для указанных выше интегрируемых случаев.
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4.2.1 Резиновый шар

Гамильтониан (4.1.3) и дополнительный интеграл (4.1.4) заданы на много-

образии (4.1.9). Стационарные решения уравнений (4.1.2) имеют вид: ω = 0,

а n — произвольный единичный вектор. Этим решениям отвечают состояния

покоя шара. Точки, в которых ранг дифференциала интегрального отобра-

жения

rank d(H × F ) = 0

совпадают со стационарными решениями.

Вдоль решений, отвечающим критическим окружностям, вектор угловой

скорости ω постоянен и направлен вдоль одной из главных осей. В таком

случае шар равномерно катится по прямой, при этом ось вращения направ-

лена вдоль одной из главных осей инерции. Бифуркационная диаграмма

отображения момента для гамильтониана (4.1.3), дополнительного интеграла

(4.1.4), заданных на многообразии (4.1.9), состоит из трех лучей

h =
f

2Ji
, f > 0.

При этом вращению вокруг средней оси отвечает устойчивая критическая

окружность, а вокруг наибольшей и наименьшей — неустойчивая (см. рис.

4.1). Вид бифуркационной диаграммы довольно типичный. Это связано с

тем, что задача о качении резинового шара по плоскости сводится к задаче

Неймана [37].

В работе [35] были исследованы критические решения аналогичной клас-

сической системы — качение шара Чаплыгина по плоскости. Оказалось, что

резиновый шар не допускает ряд движений, возможных для классического

аналога — а именно, шар Чаплыгина допускает вращение на неподвижной

точке, при котором одно из главных направлений тензора инерции направ-
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Рис. 4.1: Резиновый шар на плоскости, I = diag(4, 5, 6), D = 7. Траектория точки контакта

на поверхности шара при вращении около устойчивой оси (рис. а) и около неустойчивой

(рис. б). Траектория на рис. а) выпущена из точки ω = (1, 0, 0.1),n = (0, 1, 0), на рис. б)

— из точки ω = (0, 1, 0.1),n = (1, 0, 0)

лено вертикально. Для резинового шара такие движения невозможны.

4.2.2 Резиновый шар с ротором

Как отмечено в разделах 4.1.2, 4.1.3, задача о качении резинового шара

с ротором по плоскости является интегрируемой по Лиувиллю после заме-

ны времени. Фазовое пространство — многообразие (4.1.9), гамильтониан и

дополнительный первый интеграл выражаются формулами (4.1.3) и (4.1.10).

Тем самым корректно определено отображение момента

H × F :M4 → R2(h, f).

ТЕОРЕМА 4.2.1 Бифуркационная диаграмма отображения момента для

задачи о качении резинового шара с ротором по плоскости состоит из объ-

единения (см. рис. 4.2, а)

1) набора кривых σ (λ 6= 0, J1, J2, J3)
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Рис. 4.2: Резиновый шар с ротором на плоскости, I = diag(4, 5, 6), D = 7,K = (1, 1, 1). а)

Бифуркационная диаграмма интегрального отображения. б) Бифуркационный комплекс.

f(λ) = λ2

 k21

(J1 − λ)2
+

k22

(J2 − λ)2
+

k23

(J3 − λ)2

 ,

2h(λ) =
k21J1

(J1 − λ)2
+

k22J2

(J2 − λ)2
+

k23J3

(J3 − λ)2
,

2) лучей σi, если ki = 0

f = 2Jih− Ji
∑
j 6=i

k2j
Jj − Ji

, где f > J2
i

∑
j 6=i

k2j
(Jj − Ji)2

,

3) отрезка τ1 : f = 0, 2h ∈ (0, (K,J−1K)),

4) отрезка τ2 : f ∈ [0, (K,K)], h = 0,

ТочкаM4 является стационарной для системы (4.1.5) при U(n) ≡ 0, если

в ней ω = 0. Все такие точки соответствуют состояниям покоя шара и

при отображении момента переходят в отрезок τ2. Точка M4 является

точкой ранга ноль отображения момента, если в ней ω = 0, n||K. Обе

такие точки при отображении момента проектируются в точку (0, 0).
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Кратко опишем схему доказательства теоремы. Вначале следует найти

множество критические точек отображения момента. Это множество полно-

стью состоит из особых траекторий и совпадает с теми точками M4, где

зависимы градиенты четырех функций

H,F, (n,n), (ω,n)

как функций в объемлющем пространстве R6(ω,n). Далее следует найти об-

раз этого множества при отображении момента.

Критические окружности в задаче о качении резинового шара с посто-

янным ротором устроены следующим образом. В прообразе каждой точки

кривых σ лежит по одной, а лучей σi по две критические окружности. Вдоль

таких решений вектор угловой скорости ω постоянен и может быть найден

из системы

Jω +K = λω

для кривых σ, и

Jω +K = Jiω

для луча σi. В абсолютном пространстве вдоль таких решений шар равно-

мерно катится по прямой.

Внутренним точкам отрезка τ1 отвечает по две критические окружности.

Вдоль них

Jω +K||n,

вектор n описывает траектории (см.рис 4.3, а):

(K,J−1K)−
(K,J−1n)2

(n,J−1n)
= 2h.

При этом

ω = J−1(αn−K), где α =
(K,J−1n)

(n,J−1n)
.
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Рис. 4.3: Резиновый шар с ротором на плоскости, I = diag(4, 5, 6), D = 7,K = (1, 1, 1). а)

Траектория точки контакта на поверхности шара вдоль особых решений, где Jω +K||n.

б) Траектория точки контакта при возмущении стационарной точки ω = (0, 0, 0),n =

(0.6, 0, 0.8)

Прообраз отрезка τ2 устроен очень просто. В прообразе точки (f, h = 0)

лежат стационарные решения, при которых вектор момента ротора K на-

правлен под углом φ к вертикали, где sin2 φ = f/(K,K).

Опишем некоторые различия в движениях резинового шара и шара Ча-

плыгина. Критические решения для задачи о качении шара Чаплыгина с

ротором были описаны главе 3. Некоторые из таких решений представляют

прямолинейные качения, при которых вектор угловой скорости постоянен в

абсолютном пространстве и направлен не горизонтально. Вдоль подобных

критических решений для резинового шара с ротором вектор угловой скоро-

сти тоже постоянен, но обязательно горизонтален.

Исследуем устойчивость критических окружностей (см. раздел 1.2.1). Вы-

пишем выражение

det(J− λE)f ′λ (4.2.1)

УТВЕРЖДЕНИЕ 4.2.1 В прообразе каждой внутренней точки

1) кривых σ лежит по одной устойчивой критической окружности, если

выражение (4.2.1) положительно и одной неустойчивой — если это

выражение отрицательно.
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2) луча σi лежит по две устойчивые критические окружности при i =

1, 3 и две неустойчивые — при i = 2.

3) отрезка τ1 лежит по две устойчивые критические траектории.

4) отрезка τ2 лежит по две окружности. Каждая точка этих окружно-

стей есть неустойчивое положение равновесия.

Среди стационарных решений устойчивы только два. Это точки, где n||K.

При возмущении остальных неподвижных точек, вектор n вM4 будет вра-

щаться вокруг вектора K (см.рис. 4.3, б). Бифуркационный комплекс слое-

ния Лиувилля изображен на рис. 4.2, б.

Доказательство Утверждения. Докажем пункт 1). Вдоль критиче-

ских периодических траекторий в прообразе кривой σ верно

dF = 2λdH

Введем матрицу

G = d2F − 2λd2H.

Двумерное пространство вR6(ω,n), ортогональное градиентам функций (ωn),

(n,n), H и трансверсальное к полю (4.1.5) при U(n) = 0, натянуто на век-

тора

r1 =

 − (ω,ω)

(n,J−1n)
J−1n

ω

 , r2 =

 −(Jω,n× ω)

(ω,Jω)
ω + n× ω

0


Обозначим через Ĝ ограничение G на < r1, r2 > как квадратичную форму.

Согласно разделу 1.2.1 критическая окружность устойчива если вдоль нее

det Ĝ > 0, и неустойчива если det Ĝ < 0. Получаем,

det Ĝ =
(ω,ω)4(J−1n,n) detJ

(Jω,ω)
det(J− λE)f ′λ.
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Поскольку дробь в последней формуле строго положительна, а выражение

после дроби совпадает с выражением (4.2.1), утверждение пункта 1) доказано.

В критических точках, отвечающих лучу σi, имеем

det Ĝ = 2Jiω
4
i (J
−1n,n)(detJ)

∏
j 6=i

(Jj − Ji).

Отсюда det Ĝ > 0 при i = 1, 3 и det Ĝ < 0 при i = 2.

Исследуем критические окружности в прообразе отрезка τ1. Следуя опре-

делению из раздела 1.2.1, эти окружности будут вырожденными. Поэтому

их орбитальную устойчивость будем проверять по определению. Рассмотрим

прообраз точки H = h + o(1), F = o(1) и убедимся, что он лежит в окрест-

ности прообраза точки H = h, F = 0. Действительно, имеем

(K,J−1K)− (K,J−1n)2

(n,J−1n)
= 2h+ o(1).

При этом

ω = J−1(αn−K) + o(1), где α =
(K,J−1n)

(n,J−1n)
+ o(1).

Утверждение доказано. �

4.2.3 Резиновый шар в поле сил задачи Бруна

Задача о качении резинового шара в поле сил задачи Бруна также являет-

ся интегрируемой по Лиувиллю после замены времени. Многообразие (4.1.9)

является фазовым пространством, гамильтониан и дополнительный первый

интеграл выписаны в выражениях (4.1.6) и (4.1.12). Так определено инте-

гральное отображение H × F : M4 → R2(h, f). Пусть e1, e2, e3 — главные

направления тензора инерции, отвечающие моментам I1, I2, I3 соответствен-

но.
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ТЕОРЕМА 4.2.2 Бифуркационная диаграмма отображения момента для

задачи о качении резинового шара в поле сил Бруна состоит из объединения

(см. рис. 4.4)

1) трех лучей

σi : f = 2Jih+
εJi

2
(trJ− Ji), h > −

ε

4
max
j 6=i

Jj, i = 1, 2, 3.

2) кривой τ при λ ∈ (J2, J3)

h(λ) =
ε

4
(2λ− trJ),

f(λ) = 2λh(λ) +
ελ

2
(trJ− λ).

Точка M4 является стационарной для системы (4.1.5) при K = 0, если в

ней

ω = 0, n||ei для некоторого i = 1, 2, 3.

Все шесть таких точек соответствуют состояниям покоя шара и при

отображении момента переходят в точки пересечения лучей σ1, σ2, σ3. Точ-

ки ранга ноль отображения момента совпадают со стационарными реше-

ниями.

Опишем, как устроены критические окружности. В прообразе каждой неосо-

бой точки лучей σ1, σ2, σ3 лежит по две, а дуги τ — по четыре критические

окружности. Вдоль критических окружностей, отвечающих лучу σi, вектор

угловой скорости параллелен ei — i-ому главному направлению тензора инер-

ции. Пусть

j = min
k 6=i

k.
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Рис. 4.4: Резиновый шар в поле сил задачи Бруна на плоскости. а) Бифуркационная диа-

грамма, б) бифуркационный комплекс (состоит из склейки трех компонент).

Тогда при h < −εJj/4 шар осуществляет колебания. Минимум потенциаль-

ной энергии этого колебания достигается, когда вектор ej направлен верти-

кально. Если же h > −εJj/4, то шар неравномерно катится по прямой.

Вдоль критических окружностей, отвечающих внутренним точкам дуги

τ , шар так же осуществляет колебания, при которых направление вектора

угловой скорости уже не постоянно. В прообразе точки (f(λ), h(λ)) вектор n

описывает траекторию

((J− λE)−1n,n) = 0.

Вектор угловой скорости при этом будет

ω = ν(J− λE)−1n, где ν2 =
ε

2

det(J− λE)

λ
.

Некоторые траектории точки контакта вдоль таких особых решений на

поверхности шара и на плоскости изображены на (рис. 4.5).

Как видно, бифуркационная диаграмма отображения момента для задачи

о качении резинового шара по плоскости в поле сил задачи Бруна совпадает

с диаграммой для случая Клебша из динамики твердого тела при нулевой

константе площадей. Исследование случая Клебша было проведено Харла-

мовым
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Рис. 4.5: Резиновый шар в поле сил задачи Бруна на плоскости,I = diag(4, 5, 6), D =

7, R = 1, ε = 1. Траектория точки контакта на поверхности шара и на плоскости при

λ = 11, 01; 11, 2; 11, 6; 11, 99 для решений в прообразе дуги τ

Исследуем устойчивость критических окружностей.

УТВЕРЖДЕНИЕ 4.2.2 В прообразе

1) части луча σi на границе заштрихованной области (см. рис. 4.4) ле-

жит по две устойчивые критические окружности.

2) части луча σi внутри заштрихованной области лежит по две неустой-

чивые критические окружности.

3) дуги τ лежит по четыре устойчивые критические окружности.

Стационарные решения, в которых n||e3 — устойчивы, а в которых n||e1

121



или n||e2 — неустойчивы.

Последнее утверждение можно иллюстрировать с помощью бифуркаци-

онного комплекса. Этот комплекс не вкладывается в R3, однако его можно

представить в виде склейки (см. рис. 4.4 б) ребро a приклеивается к ребру a,

ребро b — к ребру b).

Доказательство Утверждения. Исследуем устойчивость критиче-

ских окружностей, отвечающих лучу σi. Для этого рассчитаем индекс кри-

тической траектории, проходящей через точку

ω = ωiei,n = ek.

В таких точках имеет место

dF = 2JidH +
ε

2
Ji(trJ− Ji)d(n,n).

Введем матрицу

G = d2F − 2Jid
2H − ε

2
Ji(trJ− Ji)d2(n,n).

Двумерное пространство вR6(ω,n), ортогональное градиентам функций (ω,n),

(n,n), H и трансверсальное к полю (4.1.5) при K = 0, натянуто на вектора

r1 =

 −ωiek
ei

 , r2 =

 ej

0


Обозначим через Ĝ ограничениеG на< r1, r2 > как квадратичную форму.

Получаем

det Ĝ = 4Jj(Jj − Ji)(Jk − Ji)
(
Jiω

2
i −

ε

2
(Ji − Jj)

)
.

Так, det Ĝ > 0 для особых решений из пункта 1), и det Ĝ < 0 для особых

решений из пункта 2) утверждения 4.2.2.
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Вдоль особых решений, отвечающих дуге τ верно

dF = 2λdH +
(ε

2
λ(trJ− λ)− ν2

)
d(n,n).

Опять введем матрицу

G = d2F − 2λd2H −
(ε

2
λ(trJ− λ)− ν2

)
d(n,n).

Двумерное пространство ортогональное градиентам функций (ω,n), (n,n), H

и трансверсальное к полю (4.1.5) при K = 0 натянуто на вектора

r1 =

 e

0

 , r2 =

 −(ω,ω)n+ αω

ω



где e =
n× ω
|n× ω|

, α =
(ω,ω) + ε

2

λ(ω,ω)

Обозначая через Ĝ ограничение G на < r1, r2 > как квадратичную форму,

получаем det Ĝ > 0. Тем самым, критические окружности в прообразе дуги

τ невырожденные и устойчивы.

Исследуем устойчивость неподвижных точек. Функция H является глад-

кой и ограниченной снизу на M4. Положения равновесия ω = 0,n = ±e3

являются ее двумя невырожденными (т.е. морсовскими) изолированными ми-

нимумами, а потому устойчивы.

Остальные положения равновесия неустойчивые. Действительно, сколь угод-

но близко к положениям ω = 0,n = ±e1 и n = ±e2 существуют особые

решения, вдоль которых шар катится при ω||e2 или e3 и e3 соответственно.
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Глава 5

О полноте гамильтоновых векторных

полей

5.1 Редукция систем

Рассмотрим многообразиеM и векторное поле v на нем. Пусть определено

действие произвольная группа Ли G наM, сохраняющее векторное поле v.

Множество орбит этого действия K =M/G не обязано быть хаусдорфовым

пространством. Очевидно, тогда поле v переводит орбиты этого действия в

орбиты. Тем самым v локально задает поток φvt на пространстве орбит.

ЛЕММА 5.1.1 φvt определено ∀t ∈ R на K =⇒ поле v полно наM.

Доказательство Леммы. Рассмотрим точку x0 ∈M и интегральную

траекторию векторного поля v, начинающуюся в этой точке. Докажем, что

эта траектория определена на отрезке t ∈ [0, T ] для ∀T > 0.

Сделаем следующее замечание. Пусть две точки x,y ∈M лежат на одной

орбите A ∈M/G. И пусть интегральная траектория поля v с началом в точ-

ке x определена вдоль интервала (−ε1, ε2), тогда интегральная траектория v

с началом в точке y так же определена на интервале (−ε1, ε2). Это свойство

следует из того, что действие G наM определено везде наM.
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Точка x0 лежит на некоторой орбите A0 ∈ M/G действия группы G.

Поток φvt задает кривую

φvt (A0), t ∈ [0, T ].

Покроем отрезок [0, T ] интервалами

[0, T ] ⊂
⋃

t∈[0,T ]

(at, bt)

такими, что, во-первых, at < t < bt, а во-вторых, интегральные траектории

поля v, начинающиеся в точках с орбиты φvt (A0) продолжаются на интервале

(at − t, bt − t). Выберем конечно подпокрытие

[0, T ] ⊂
n⋃
i=1

(ati, bti).

Тогда получим, что траектория поля v продолжается вдоль каждого из ин-

тервалов (ati, bti), а значит, и вдоль отрезка [0, T ].

Тем самым лемма доказана. �

5.2 Левоинвариантные гамильтоновы системы на груп-

пах Ли и уравнения Эйлера на алгебрах Ли

Пусть G — вещественная группа Ли, g — касательное пространство в еди-

нице, g∗ — двойственное пространство к g. Возьмем гладкую функцию

H : g∗ → R

и определим по ней левоинвариантным образом функцию

H : T ∗G→ R

на кокасательном расслоении T ∗G к группе G.
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С функциями H и H естественным образом связаны две динамические

системы (v, g∗) и (w, T ∗G). Первая из них, v, определена на g∗ :

v(ξ) = ad∗dH(ξ)ξ,

где ξ ∈ g∗. При этом уравнения

ξ̇ = v(ξ)

на g∗ называется уравнениями Эйлера. Вторая, w, определена на T ∗G — га-

мильтонова система относительно естественной симплектической структуры

на кокасательном расслоении к многообразию G с гамильтонианом H. При

помощи леммы 5.1.1 не сложно доказать следующий результат:

УТВЕРЖДЕНИЕ 5.2.1 Поле (v, g∗) полно ⇐⇒ полно поле (w, T ∗G).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Действительно, пустьM = T ∗G. Группа G дей-

ствует наM левыми сдвигами. Для применения леммы 5.1.1 необходимо по-

казать, что поле (ω, T ∗G) сохраняется при таком действии. А это уже пока-

зано в книге [40]:

ЛЕММА 5.2.1 [40, Глава 7, § 2.1, лемма 1] Если функция Гамильтона

H(t), t ∈ T ∗G, левоинвариантна, то векторное поле sgradH тоже лево-

инвариатно.

Отождествим множество орбит действия G наM с g∗. Встает естествен-

ный вопрос: как связаны поле (v, g∗) и поле, задающее поток φωt на g∗? Ответ

получен в [40]:

ЛЕММА 5.2.2 [40, Глава 7, § 2.1, лемма 2] Поле v задает поток φωt на g∗.

Итак, пусть векторное поле (v, g∗) полное. Тогда поток φωt на g∗ определен

для любого t ∈ R. Значит по лемме 5.1.1 поле (ω, T ∗G) полно.
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И наоборот. Если поле (ω, T ∗G) полно, тогда поток φωt на g∗ определен для

любого t ∈ R. А поскольку поле v задается именно этим потоком, значит v

полно.

Утверждение доказано. �

5.3 О полноте гамильтоновых векторных полей для по-

линомов, полученных методом Садэтова

Рассмотрим полиномы, полученные методом Садэтова для некоторой ал-

гебры Ли над полем действительных чисел R. Как описано в разделе 1.4.2, с

процедурой поиска полиномов связана последовательность троек 1.4.1. Верен

следующий результат:

УТВЕРЖДЕНИЕ 5.3.1 Гамильтоновые векторные поля для полиномов из

gi для последовательности 1.4.1 полны.

Доказательство. Будем доказывать по индукции по номеру шага в ме-

тоде Садэтова. На первом шаге g1 = g — множество линейных полиномов.

Поэтому соответствующие гамильтоновы поля полны. Пусть ∀fi ∈ gi поле

sgrad fi (5.3.1)

полно. Докажем, что ∀fi+1 ∈ gi+1 поле

sgrad fi+1 (5.3.2)

полно. Тройка (zi+1, hi+1, gi+1) строится по тройке (zi, hi, gi) в зависимости от

того, какой реализовался случай леммы 1.4.1 для алгебры gi/zi. Разберем все

случаи в отдельности.
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Коммутативный идеал. Пусть в алгебре gi/zi существует коммутатив-

ный идеал. Тогда, во-первых,

hi+1 ⊂ Ann(gi+1), (5.3.3)

а во-вторых, gi+1 — множество линейных комбинаций элементов из gi с ко-

эффициентами из hi+1:

fi+1 = h1f
1
i + h2f

2
i + ...+ hkf

k
i , (5.3.4)

где h1, h2, ..., hk ∈ hi+1, f 1i , f 2i , ..., fki ∈ gi, k ∈ N. Теперь, поскольку (5.3.3),

полиномы h1, h2, ..., hk постоянны вдоль траекторий поля (5.3.2). Следова-

тельно, поскольку (5.3.4), каждая траектория поля (5.3.2) совпадает с траек-

торией некоторого поля (5.3.1). Значит, поле (5.3.2) полно.

Идеал Гейзенберга. Пусть в алгебре gi/zi существует идеал, изоморф-

ный алгебре Гейзенберга. Тогда любой элемент fi+1 ∈ gi+1 представим в виде

fi+1 = (h1f
1
i + h2f

2
i + ...+ hkf

k
i )e+

∑
hj,svjvs,

где hj,s, h1, h2, ..., hk ∈ hi+1, e, f 1i , f 2i , ..., fki , v1, v2, ...., v2m ∈ gi, k ∈ N (см. обо-

значения раздела 1.4.2). Причем

e, hj,s, h1, h2, ..., hk, f
1
i , f

2
i , ..., f

k
i , v1, v2, ...., v2m, fi+1 ⊂ Ann(fi+1).

Следовательно многочлен

h1f
1
i + h2f

2
i + ...+ hkf

k
i ∈ Ann(fi+1)

и постоянен вдоль траекторий поля (5.3.2). Получаем

sgrad fi+1 =

(h1f
1
i + h2f

2
i + ...+ hkf

k
i )sgrad e+

e sgrad (h1f
1
i + h2f

2
i + ...+ hkf

k
i )+∑

hj,svjsgrad vs +
∑
hj,svssgrad vj.
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Коэффициенты постоянные. Следовательно, каждая траектория поля (5.3.2)

совпадает с траекторией некоторого поля (5.3.1). Значит, поле (5.3.2) полно.

Полупростой случай. В случае, когда алгебра gi/zi представляется в

виде прямой суммы поля и полупростой подалгебры gi+1 ∈ gi. Поэтому из

полноты полей (5.3.1) следует полнота полей (5.3.2).

Утверждение доказано. �

Прокомментируем утверждение 5.3.1. Исследуется полнота гамильтоновых

векторных полей для полиномов, полученных методом Садэтова. Поиск ком-

мутирующих полиномов происходит пошагово. На каждом шаге добавляется

несколько полиномов. При этом если на некотором шаге алгебра gi/zi не

является полупростой, тогда добавляемые на этом шаге полиномы лежат в

линейном пространстве gi. И по предыдущему утверждению их поля косой

градиент полны. Если же алгебра gi/zi полупроста, тогда добавляемые поли-

номы имеют инею природы, и для них предыдущее утверждение непримени-

мо.
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