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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà âû÷èñëåíèþ ãëîáàëüíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðè-

àíòîâ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ äëÿ èçâåñòíûõ ñëó÷àåâ èíòåãðèðóåìîñòè ìåõàíè-

êè òâåðäîãî òåëà. Â ðàáîòå íàõîäÿò àêòèâíîå ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ðà-

íåå ïðåäëîæåííûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòîâ (ìåòîä êðóãîâûõ ìîëå-

êóë [1, 2] è ôîðìóëà Òîïàëîâà [3]), à òàêæå äåìîíñòðèðóþòñÿ íîâûå ïîäõîäû

è òåõíè÷åñêèå ïðèåìû.

Ìåõàíèêà òâåðäîãî òåëà âåäåò ñâîþ èñòîðèþ ñ 1765 ãîäà, êîãäà Ë. Ýéëå-

ðîì [4] áûëà ïîñòàâëåíà è ðåøåíà çàäà÷à î äâèæåíèè òåëà, çàêðåïëåííîãî

â öåíòðå ìàññ â ïîëå òÿæåñòè. Âûäàþùèåñÿ ìàòåìàòèêè ðàçíûõ ýïîõ, â èõ

÷èñëå Ëàãðàíæ, Êèðõãîô, Ñ. Â. Êîâàëåâñêàÿ, Í. Å.Æóêîâñêèé, À. Ì. Ëÿïó-

íîâ, Ñ. À. ×àïëûãèí, Ë. Í. Ñðåòåíñêèé è äðóãèå, âíåñëè â åå ðàçâèòèå ñâîé

âêëàä. Ïî ñåãîäíÿøíèé äåíü ìåõàíèêà òâåðäîãî òåëà îñòàåòñÿ îäíîé èç äè-

íàìè÷åñêè ðàçâèâàþùèõñÿ êëàññè÷åñêèõ îáëàñòåé ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé

íàóêè.

Â íàøè äíè â ìåõàíèêå òâåðäîãî òåëà ìîæíî âûäåëèòü ÷åòûðå îñíîâíûõ

íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé:

1. Ïîèñê íîâûõ ñëó÷àåâ èíòåãðèðóåìîñòè, â òîì ÷èñëå ñ ïðèâëå÷åíèåì

êîìïüþòåðíûõ ìåòîäîâ, ïîëó÷åíèå ïîëíîãî ñïèñêà èíòåãðèðóåìûõ ñè-

ñòåì (Õ. Ì. ßõüÿ [5, 6], Ñîêîëîâ [7, 8], Ò. Âîëüô, Î. Â. Åôèìîâñêàÿ [9],
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À. Â. Áîðèñîâ, È. Ñ. Ìàìàåâ [10] è äð.)

2. Èçó÷åíèå èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì c ïðèâëå÷åíèåì àëãåáðàè÷åñêèõ ìåòî-

äîâ, èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ïðåäñòàâëåíèé â ôîðìå Ëàêñà è ñïåêòðàëü-

íûõ êðèâûõ (Ì. Îäåí [11], Þ. À. Áðàèëîâ [12], À. Â. Áîðèñîâ, È. Ñ. Ìà-

ìàåâ [10], Â. Â. Ñîêîëîâ, À. Â. Öûãàíêîâ [13] è äð.)

3. Èññëåäîâàíèå òîïîëîãèè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì,

êëàññèôèêàöèÿ îñîáåííîñòåé, ïîñòðîåíèå áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì è

îïðåäåëåíèå òèïîâ áèôóðêàöèé, âû÷èñëåíèå ëîêàëüíûõ è ãëîáàëüíûõ

èíâàðèàíòîâ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ, òðàåêòîðíûõ èíâàðèàíòîâ (À. Ò. Ôî-

ìåíêî, Õ. Öèøàíã [14], À. Â. Áîëñèíîâ [15], À. À. Îøåìêîâ [16, 17],

Â. Ñ. Ìàòâååâ [18], Ì. Ï. Õàðëàìîâ [19], Ï. Òîïàëîâ [3], Î. Å. Îðåë [20],

Ï. Å. Ðÿáîâ [21, 22, 23, 24] è äð.)

4. Èçó÷åíèå è êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ñèñòåì áëèçêèõ ê èíòåãðèðó-

åìûì, ÊÀÌ�òåîðèÿ (Â. Â. Êîçëîâ [25, 26], À. Â. Áîðèñîâ, Ê. Â. Åìå-

ëüÿíîâ [27], À. È. Êèðüÿíîâ [28] è äð.)

Äàííàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïðèíàäëåæèò ê òðåòüåìó íàïðàâëåíèþ:

îíà ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ òåõíèêè âû÷èñëåíèÿ ãëîáàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ëè-

óâèëëåâûõ ñëîåíèé � èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà [1, 14] � è åå ïðàê-

òè÷åñêîìó ïðèìåíåíèþ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëíîãî ñïèñêà èíâàðèàíòîâ ðÿäà

èçâåñòíûõ ñëó÷àåâ èíòåãðèðóåìîñòè. Èíâàðèàíò Ôîìåíêî-Öèøàíãà òàêæå

íàçûâàþò ìå÷åíîé ìîëåêóëîé èëè òîíêèì ëèóâèëëåâûì èíâàðèàíòîì.

Âû÷èñëåíèå èíâàðèàíòîâ ñëîåíèé â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ Ýéëåðà è Ëàãðàí-

æà ïðîâîäèòñÿ ïðÿìûìè ìåòîäàìè [1], îäíàêî äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì

ïîòðåáîâàëîñü ñîçäàíèå ñïåöèàëüíîé òåõíèêè. Â ðàáîòå [2] À. Ò. Ôîìåíêî,

À. Â. Áîëñèíîâ, Ï. Ðèõòåð ïðåäëîæèëè ìåòîä êðóãîâûõ ìîëåêóë è óñïåø-

íî ïðèìåíèëè åãî äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòîâ âîë÷êà Êîâàëåâñêîé. Ðàíåå
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Ï. Òîïàëîâ [3] íàøåë ôîðìóëó, óñòàíàâëèâàþùóþ ñâÿçü ìåæäó òîïîëîãèåé

íåñóùåãî òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ è èíâàðèàíòîì Ôîìåíêî-Öèøàíãà, ÷òî

ïîçâîëèëî åìó ïîëíîñòüþ âû÷èñëèòü ìå÷åíûå ìîëåêóëû äëÿ ñëó÷àÿ Æó-

êîâñêîãî.

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ïîêàçàíî, êàê êîìáèíàöèÿ ýòèõ äâóõ ïîäõî-

äîâ, ñ ïðèâëå÷åíèåì íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ñîîáðàæåíèé è òåõíè÷å-

ñêèõ ïðèåìîâ, ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ïîëíûé ñïèñîê èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-

Öèøàíãà â ñëó÷àÿõ èíòåãðèðóåìîñòè Êëåáøà [29], Ñòåêëîâà [30], Ñîêîëî-

âà [7], à òàêæå Êîâàëåâñêîé-ßõüè [5, 6] ïðè íóëåâîì èíòåãðàëå ïëîùàäåé.

Öåëü ðàáîòû

Âû÷èñëåíèå ïîëíîãî ñïèñêà èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà è êðóãîâûõ ìî-

ëåêóë îñîáåííîñòåé, êëàññèôèêàöèÿ íåâûðîæäåííûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ

äëÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì Êëåáøà, Ñòåêëîâà, Ñîêîëîâà è Êîâàëåâñêîé-

ßõüè (ïðè íóëåâîì èíòåãðàëå ïëîùàäåé). Ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå è îáî-

ãàùåíèå òåõíèêè âû÷èñëåíèÿ ãëîáàëüíûõ ëèóâèëëåâûõ èíâàðèàíòîâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òîïîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà èíòåãðèðóåìûõ ãà-

ìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïðè ïðîâåðêå íåâûðîæ-

äåííîñòè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ëèíåéíîé àëãåáðû è

êëàññè÷åñêîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ñ ïðèâëå÷åíèåì êîìïüþòåðíûõ

ïàêåòîâ ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì:
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1. Âû÷èñëåíû âñå èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà ñëó÷àåâ èíòåãðèðóåìî-

ñòè Êëåáøà, Ñòåêëîâà, Ñîêîëîâà, à òàêæå Êîâàëåâñêîé-ßõüè ïðè íó-

ëåâîì èíòåãðàëå ïëîùàäåé.

2. Âû÷èñëåíû âñå êðóãîâûå ìîëåêóëû âûøåïåðå÷èñëåííûõ èíòåãðèðóå-

ìûõ ñèñòåì.

3. Ïîëó÷åíî äîêàçàòåëüñòâî íåâûðîæäåííîñòè è äàíà êëàññèôèêàöèÿ òî-

÷åê ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåì.

4. Ïîëó÷åíî òîïîëîãè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî èçîìîðôíîñòè ñëîåíèé Ëè-

óâèëëÿ ñèñòåì Ýéëåðà, Êëåáøà è Ñòåêëîâà äëÿ ðÿäà çíà÷åíèé ïàðà-

ìåòðîâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ óñòàíîâëåíèÿ èçî-

ìîðôèçìîâ ëèóâèëëåâûõ ñëîåíèé ðàçëè÷íûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, ïðè

èçó÷åíèè âîçìóùåíèé èññëåäîâàííûõ ñèñòåì, â òîì ÷èñëå íåèíòåãðèðóåìûõ.

Ïîëíîå îïèñàíèå êðóãîâûõ ìîëåêóë ìîæåò áûòü ïîëåçíî ïðè ñîñòàâëåíèè

ñïèñêà íàèáîëåå òèïè÷íûõ îñîáåííîñòåé ñëîåíèé â èíòåãðèðóåìûõ çàäà÷àõ

ìåõàíèêè è ôèçèêè. Ïîäðîáíî îïèñàííàÿ è ïðîäåìîíñòðèðîâàííàÿ íà êîí-

êðåòíûõ ïðèìåðàõ òåõíèêà âû÷èñëåíèé ãëîáàëüíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâà-

ðèàíòîâ ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ïðè êëàññèôèêàöèè ñëîåíèé äðóãèõ ñëó÷àåâ

èíòåãðèðóåìîñòè.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ:

�Symmetry in Nonlinear Mathematical Physics� (Êèåâ, 2003), Ìåæäóíàðîäíûé

ñåìèíàð èìåíè Ëîáà÷åâñêîãî �Ñîâðåìåííàÿ ãåîìåòðèÿ è òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ
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ïîëåé� (Êàçàíü, 2002). Ðåçóëüòàòû òàêæå äîêëàäûâàëèñü íà êîíôåðåíöèè

�Àëåêñàíäðîâñêèå ÷òåíèÿ� (Ìîñêâà, 2006), íà çàñåäàíèÿõ Âîðîíåæñêîé çèì-

íåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû èì Ñ. Â. Êðåéíà (Âîðîíåæ, 2002), íà ãåîìåòðè-

÷åñêîì ñåìèíàðå ïðîô. Êíèïïåðà (Áîõóìñêèé óíèâåðñèòåò, Ãåðìàíèÿ, 2003),

íà ñåìèíàðå �Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû� ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. À. Ì. Ñòå-

ïèíà (ìåõ-ìàò ÌÃÓ, 2001), íà ñåìèíàðå �Íåêîììóòàòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ è òî-

ïîëîãèÿ� ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. À. Ñ. Ìèùåíêî (ìåõ-ìàò ÌÃÓ, 2006), à

òàêæå ìíîãîêðàòíî íà ñåìèíàðå �Ñîâðåìåííûå ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû� ïîä

ðóêîâîäñòâîì àêàä. À. Ò. Ôîìåíêî è ïðîô. À. Ñ. Ìèùåíêî (ìåõ-ìàò ÌÃÓ).

Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â øåñòè ðàáîòàõ, ñïèñîê

êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå ââåäåíèÿ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è ïÿòè ãëàâ. Òåêñò äèññåðòàöèè èçëîæåí

íà 146 ñòðàíèöàõ è äîïîëíÿåòñÿ 10 òàáëèöàìè è 19 ðèñóíêàìè. Ñïèñîê ëè-

òåðàòóðû ñîäåðæèò 46 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè ôîðìóëèðóåòñÿ öåëü ðàáîòû, êðàòêî èçëàãàþòñÿ åå ðåçóëüòà-

òû è ñîäåðæàíèå, à òàêæå îñâåùàåòñÿ ìåñòî äàííûõ èññëåäîâàíèé â ñîâðå-

ìåííîé ìåõàíèêå òâåðäîãî òåëà.

Â ïåðâîé ãëàâå ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è èçëàãàþòñÿ êëþ÷åâûå

òåîðåìû òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñè-

ñòåì [1, 14]. Òàêæå îïèñàíû ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî è äèôôåðåíöèàëüíûå
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óðàâíåíèÿ íà àëãåáðå Ëè e(3)∗, êîòîðûå âîçíèêàþò â çàäà÷å î äâèæåíèè

òâåðäîãî òåëà; ïåðå÷èñëåíû îñíîâíûå èçâåñòíûå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ñëó-

÷àè èíòåãðèðóåìîñòè è äîñòèæåíèÿ â îáëàñòè èõ òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôè-

êàöèè.

Îïðåäåëåíèå. Ñëîåíèåì Ëèóâèëëÿ, îòâå÷àþùèì âïîëíå èíòåãðèðóåìîé

ñèñòåìå, íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèå ôàçîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ M 2n ñèñòåìû íà

ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ñîâìåñòíûõ ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ èíòåãðàëîâ f1, . . . , fn.

Îïðåäåëåíèå.Äâå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìû (M, v) è (M ′, v′)

íàçûâàþòñÿ ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò äèôôåîìîð-

ôèçì Φ : M → M ′, ïåðåâîäÿùèé ëèóâèëëåâî ñëîåíèå ïåðâîé ñèñòåìû â

ëèóâèëëåâî ñëîåíèå âòîðîé ñèñòåìû.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû,

òî åñòü òàêèå, ó êîòîðûõ ôàçîâîå ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå M èìå-

åò ðàçìåðíîñòü 4, à èíòåãðèðóåìîñòü ãàðàíòèðóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèåì ëèøü

îäíîãî ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìîãî ñ ãàìèëüòîíèàíîì H äîïîëíèòåëüíî-

ãî èíòåãðàëà F . Âñÿêèé ñëó÷àé èíòåãðèðóåìîñòè â ìåõàíèêå òâåðäîãî òå-

ëà ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî èíòåãðèðóåìûõ ãà-

ìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ïàðà-

ìåòðà âûñòóïàåò çíà÷åíèå èíòåãðàëà ïëîùàäåé.

Èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ ãàìèëü-

òîíèàíà Q3
h = {H(x) = h}. Ïîëíûì èíâàðèàíòîì ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íà

íåîñîáîé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíò Ôîìåíêî-Öè-

øàíãà, òàêæå íàçûâàåìûé ìå÷åíîé ìîëåêóëîé èëè òîíêèì ëèóâèëëåâûì èí-

âàðèàíòîì. Îí ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ãðàô, ðåáðà êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò

îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâàì òîðîâ Ëèóâèëëÿ, à âåðøèíû � êðèòè÷å-
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ñêèì ñëîÿì, â êîòîðûõ ïðîèñõîäÿò áèôóðêàöèè.

Îïðåäåëåíèå. Êëàññ ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè çàìêíóòîé îêðåñò-

íîñòè îñîáîãî ñëîÿ íàçûâàåòñÿ 3-àòîìîì.

Îêàçûâàåòñÿ, â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñèñòåì ðàçíîîáðàçèå áèôóð-

êàöèé îãðàíè÷èâàåòñÿ ÷åòûðüìÿ íàáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè 3-àòîìàìè,

êîòîðûå îáîçíà÷àþò A, A∗, B è C2.

Îáîçíà÷åíèÿ 3-àòîìîâ ïîìåùàþò â âåðøèíû ãðàôà. Ñïîñîá ñêëåéêè ãëî-

áàëüíîãî èçîýíåðãåòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ Q3
h èç ýòèõ �óíèâåðñàëüíûõ êèð-

ïè÷åé� çàäàåòñÿ ÷èñëîâûìè ìåòêàìè òðåõ òèïîâ: r, ε è n. Âìåñòå ñ îïèñàí-

íûì ãðàôîì îíè è ñîñòàâëÿþò èíâàðèàíò Ôîìåíêî-Öèøàíãà.

Ïîñëåäóþùèå ãëàâû ïîñâÿùåíû âû÷èñëåíèþ òîíêèõ èíâàðèàíòîâ ñëîå-

íèé äëÿ ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ èíòåãðèðóåìîñòè è èçëîæåíû â ïîðÿäêå âîçðàñ-

òàíèÿ ñëîæíîñòè çàäà÷è ëèóâèëëåâîé êëàññèôèêàöèè êîíêðåòíîé ñèñòåìû.

Âî âòîðîé ãëàâå ïîëó÷åíà ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ èíòåãðèðóåìîãî

ñëó÷àÿ Ñòåêëîâà [30]. Îòòàëêèâàÿñü îò îáùåãî óòâåðæäåíèÿ Í. Ò. Çóíãà [31],

äîêàçàíî âàæíîå ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ

Ïðåäëîæåíèå. Íà ðåáðàõ, ñîåäèíÿþùèõ äâà ñåäëîâûõ àòîìà êðóãîâîé ìî-

ëåêóëû âûðîæäåííîé îäíîìåðíîé îðáèòû, ìåòêè r ðàâíû ∞. Íà ðåáðàõ,

ñîåäèíÿþùèõ àòîì A c ñåäëîâûì, ìåòêè r êîíå÷íû. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìåò-

êè ε ðàâíû +1.

Âûðîæäåííûå îäíîìåðíûå îðáèòû âìåñòå ñ òî÷êàìè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-

ñèÿ ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ äâà ãëàâíûõ êëàññà îñîáåííîñòåé èíòåãðèðóåìûõ

ñèñòåì íà M 4. Ñ ïðèìåíåíèåì ïðèâåäåííîãî óòâåðæäåíèÿ ìåòîä êðóãîâûõ

ìîëåêóë ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ãëîáàëüíûé àíàëèç ñèñòåìû Ñòåêëîâà äî êîíöà.

Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðèðóåìîñòè îñíîâíóþ òåõíè÷åñêóþ ñëîæíîñòü ñîñòàâëÿ-

åò ïðîâåðêà íåâûðîæäåííîñòè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû, ÷òî ñâÿçàíî
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ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ïàðàìåòðîâ è ñëîæíûìè ÿâíûìè ôîðìóëàìè èí-

òåãðàëîâ. Êðàéíå ïîëåçíûì çäåñü îêàçàëîñü ïðèâëå÷åíèÿ êîìïüþòåðà äëÿ

ïðîâåäåíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ âûêëàäîê.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ëèóâèëëåâîé êëàññèôèêàöèè ñèñòåìû Êëåá-

øà [29]. Â ýòîì ñëó÷àå íàáëþäàåòñÿ îáðàòíàÿ ñèòóàöèÿ: àíàëèòè÷åñêàÿ ÷àñòü

çàäà÷è ïðîñòà, îäíàêî òîïîëîãè÷åñêèé àíàëèç òðåáóåò êðàéíåé ñêðóïóëåçíî-

ñòè. Ìåòîä êðóãîâûõ ìîëåêóë íå äàåò îêîí÷àòåëüíîãî îòâåòà è òîëüêî íåîä-

íîêðàòíîå ïðèìåíåíèå â îïðåäåëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóëû Òîïà-

ëîâà ïîçâîëÿåò ðàçðåøèòü êëþ÷åâûå íåîïðåäåëåííîñòè. Ïîñëå ýòîãî îñòàåò-

ñÿ âû÷èñëèòü ðÿä ε-ìåòîê, ÷òî äîñòèãàåòñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ Êëåáøà

êàê âîçìóùåíèÿ ñëó÷àÿ Ýéëåðà â êëàññå èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì.

Ñëåäñòâèåì âòîðîé è òðåòüåé ãëàâ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîå äîêàçàòåëü-

ñòâî äâóõ åñòåñòâåííûõ èçîìîðôèçìîâ.

Òåîðåìà

1. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè ñèñòåìû Ñòåêëîâà è

Êëåáøà ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû ñëó÷àþ Ýéëåðà.

2. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ àáñîëþòíûõ çíà÷åíèÿõ èíòåãðàëà ïëîùà-

äåé ñèñòåìû Ñòåêëîâà è Êëåáøà ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû ñëó÷àþ

Ýéëåðà êàê ñèñòåìû íà ÷åòûðåõìåðíîì ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðà-

çèè.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ ñëîåíèé äëÿ ñëó÷àÿ Ñîêî-

ëîâà [7], êîòîðûé áûë îòêðûò â 2001 ãîäó ñ ïðèìåíåíèåì êîìïüþòåðíûõ ìå-

òîäîâ. Ïðè ýòîì âíîâü ïðèìåíÿåòñÿ êîìáèíàöèÿ ìåòîäà êðóãîâûõ ìîëåêóë è

ôîðìóëû Òîïàëîâà. Îñíîâíóþ òåõíè÷åñêóþ ñëîæíîñòü ñîñòàâëÿåò ïðîâåð-

êà íåâûðîæäåííîñòè òî÷åê ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû, ÷òî ñâÿçàíî ñ

÷åòâåðòîé ñòåïåíüþ è ñëîæíîé ÿâíîé ôîðìóëîé äëÿ èíòåãðàëà F .
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Íàêîíåö, â ïÿòîé ãëàâå äàíà ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ èíòåãðèðóå-

ìîé ñèñòåìû Êîâàëåâñêîé-ßõüè [5, 6]. Äàííûé ñëó÷àé îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî

ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ íå îäíî-, à äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî èíòåãðè-

ðóåìûõ ñèñòåì. Êëàññè÷åñêèé ñëó÷àé Êîâàëåâñêîé ÿâëÿåòñÿ îäíîïàðàìåò-

ðè÷åñêèì ïîäñåìåéñòâîì, ñîîòâåòñòâóþùèì íóëåâîìó çíà÷åíèþ ãèðîñòàòè-

÷åñêîãî ìîìåíòà ñèñòåìû, è ïîëíîñòüþ èññëåäîâàí â [2]. Ìû æå â ïÿòîé

ãëàâå èññëåäîâàëè äðóãîå åñòåñòâåííîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ïîäñåìåéñòâî,

ñîîòâåòñòâóþùåå íóëåâîìó çíà÷åíèþ èíòåãðàëà ïëîùàäåé. Ðåçóëüòàòû ýòèõ

äâóõ èññëåäîâàíèé äîëæíû ñèëüíî îáëåã÷èòü çàäà÷ó ëèóâèëëåâîé êëàññè-

ôèêàöèè �ñìåøàííûõ� ñëó÷àåâ.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ëèóâèëëåâîé êëàññèôèêàöèè íàèáîëüøèé èíòåðåñ â ïÿ-

òîé ãëàâå ïðåäñòàâëÿåò ìåòîä ïîñòðîåíèÿ äîïóñòèìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò áè-

ôóðêàöèé â îêðåñòíîñòè âûðîæäåííûõ îäíîìåðíûõ îðáèò ñ ïðèìåíåíèåì

ôîðìóëû Òîïàëîâà, à òàêæå ïðåäëîæåííûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ òîïîëîãè÷å-

ñêîãî òèïà òðåõìåðíûõ êðóãîâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòå-

ëþ � àêàäåìèêó À. Ò. Ôîìåíêî, à òàêæå ïðîôåññîðó À. Â. Áîëñèíîâó è

äîöåíòó À. À. Îøåìêîâó çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå, ìíîæåñòâî öåí-

íûõ çàìå÷àíèé è êîíñóëüòàöèé.
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Ãëàâà 1

Èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà

1.1 Èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû íà ñèìïëåêòè÷åñêîì
ìíîãîîáðàçèè

1.1.1 Ïîíÿòèå èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû. Ðàññìîòðèì ãëàä-

êîå 2n-ìåðíîå ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå (M 2n, ω) ñ çàäàííîé íà íåì

ãëàäêîé ôóíêöèåé H. Äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó v = sgradH íàçûâàþò ãà-

ìèëüòîíîâîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, à ôóíêöèþ H

� åå ãàìèëüòîíèàíîì. (Âåêòîðíîå ïîëå sgradH îïðåäåëÿåòñÿ òîæäåñòâîì

ω(l, sgradH) = l(H), ãäå l � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà, à l(H) � ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè H âäîëü l.) Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ

(x1, . . . , x2n) òàêóþ ñèñòåìó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

ẋi = {xi, H}, i = 1, . . . , 2n.

Çäåñü {, } � ñêîáêà Ïóàññîíà íà ìíîãîîáðàçèè M 2n, îïðåäåëÿåìàÿ ñèì-

ïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ω ïîñðåäñòâîì òîæäåñòâà:

{f, g} = ω(sgradf, sgradg).
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Îïðåäåëåíèå 1 Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà v íàçûâàåòñÿ âïîëíå èíòåãðè-

ðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ, åñëè ñóùåñòâóåò íàáîð ãëàäêèõ ôóíêöèé f1, . . . , fn,

òàêèõ ÷òî:

1)f1, . . . , fn � ïåðâûå èíòåãðàëû v (÷òî ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ {fi, H} =

0, âûïîëíåííîì ïðè ëþáîì i íà âñåì M),

2)îíè ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû, òî åñòü ïî÷òè âñþäó íà M èõ ãðà-

äèåíòû ëèíåéíî íåçàâèñèìû,

3){fi, fj} = 0 ïðè ëþáûõ i è j,

4)âåêòîðíûå ïîëÿ sgradfi ïîëíû.

×àñòî äëÿ êðàòêîñòè âïîëíå èíòåãðèðóåìûå ïî Ëèóâèëëþ ñèñòåìû íà-

çûâàþò ïðîñòî èíòåãðèðóåìûìè.

Îïðåäåëåíèå 2 Ñëîåíèåì Ëèóâèëëÿ, îòâå÷àþùèì âïîëíå èíòåãðèðóåìîé

ñèñòåìå, íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèå ìíîãîîáðàçèÿ M 2n íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû

ñîâìåñòíûõ ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ èíòåãðàëîâ f1, . . . , fn.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ïîòîêè sgradf1, . . . , sgradfn

êîììóòèðóþò, ïîñêîëüêó

{sgradfi, sgradfj} = sgrad{fi, fj} = 0,

è ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè. Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íà ìíîãîîáðàçèè M 2n äåé-

ñòâèå àáåëåâîé ãðóïïû Rn, ïîðîæäåííîå ñäâèãàìè âäîëü âåêòîðíûõ ïîëåé

sgradf1, . . . , sgradfn. Ýòî äåéñòâèå íàçûâàåòñÿ äåéñòâèåì Ïóàññîíà.

1.1.2 Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ. Òîïîëîãèÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíî-

âîé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè ñîâìåñòíîé ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ åå

ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ïîëíîñòüþ îïèñûâàåòñÿ òåîðåìîé Ëèóâèëëÿ. Îáîçíà÷èì

ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ çà Tξ:
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Tξ = {x ∈ M |fi(x) = ξi, i = 1, . . . n}.

Ðåãóëÿðíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî äèôôåðåíöèàëû dfi ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà

Tξ.

Òåîðåìà 1 (Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ) Ïóñòü íà M 2n çàäàíà âïîëíå èíòåãðè-

ðóåìàÿ ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà v = sgradH è Tξ � ðåãóëÿðíàÿ

ñîâìåñòíàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ èíòåãðàëîâ f1, . . . , fn. Òîãäà:

1) Tξ � ãëàäêîå ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå, èíâàðèàíòíîå îòíîñè-

òåëüíî ïîòîêîâ v = sgradH è sgradf1, . . . sgradfn.

2) Åñëè ìíîãîîáðàçèå Tξ êîìïàêòíî, òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè

Tξ äèôôåîìîðôíà n-ìåðíîìó òîðó T n. Òàêèå òîðû íàçûâàþòñÿ òîðàìè

Ëèóâèëëÿ.

3)Ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òîðà Ëèóâèëëÿ Tξ

òðèâèàëüíî, ò.å. äèôôåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ òîðà T n íà äèñê

Dn.

4)Â îêðåñòíîñòè U = T n×Dn ñóùåñòâóåò ñèñòåìà êîîðäèíàò s1, . . . , sn,

ϕ1, . . . , ϕn, íàçûâàåìûõ ïåðåìåííûå äåéñòâèå-óãîë, ñî ñâîéñòâàìè:

a)s1, . . . , sn � êîîðäèíàòû íà äèñêå Dn,ϕ1, . . . , ϕn � ñòàíäàðòíûå óãëî-

âûå êîîðäèíàòû íà òîðå T n, ϕ ∈ R/2πZ.

á) ω =
∑

dϕi ∧ dsi.

â) Ïåðåìåííûå äåéñòâèå si ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè èíòåãðàëîâ f1, . . . , fn.

ã) Â ïåðåìåííûõ äåéñòâèå-óãîë ãàìèëüòîíîâ ïîòîê âûïðÿìëÿåòñÿ íà

êàæäîì òîðå Ëèóâèëëÿ èç îêðåñòíîñòè U , è ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ

ïðèíèìàþò âèä

ṡi = 0, ϕ̇i = qi(s1, . . . , sn), i = 1, . . . i = n.
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà êàæäîì òîðå ïîòîê v çàäàåò óñëîâíî

-ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå, à òðàåêòîðèè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîëèíåéíûìè îá-

ìîòêàìè òîðà (ðàöèîíàëüíûìè èëè èððàöèîíàëüíûìè).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ìîæíî íàéòè â [1, ò.1, ãë.1].

1.1.3 Îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.

Â òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ

ñèñòåì òðàäèöèîííî ðàññìàòðèâàþòñÿ íåñêîëüêî îñíîâíûõ òèïîâ èõ èçî-

ìîðôèçìîâ.

Îïðåäåëåíèå 3 Äâå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû (M, v) è (M ′, v′) íàçûâàþòñÿ

òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûìè (ãëàäêî ñîïðÿæåííûìè), åñëè ñóùåñòâóåò

ãîìåîìîðôèçì (äèôôåîìîðôèçì) Φ : M → M ′, ïåðåâîäÿùèé ïîòîê σt, îò-

âå÷àþùèé ñèñòåìå (M, v), â ïîòîê σ′t, îòâå÷àþùèé ñèñòåìå (M ′, v′), ò. å.

σ′t = Φ ◦ σt ◦ Φ−1.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñîïðÿæåííûå ñèñòåìû ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ðå-

ãóëÿðíîé çàìåíîé êîîðäèíàò, ïîýòîìó ñîïðÿæåííîñòü � ñàìîå ñèëüíîå îò-

íîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 4 Äâå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû (M, v) è (M ′, v′) íàçûâàþòñÿ

òîïîëîãè÷åñêè (ãëàäêî) òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò

ãîìåîìîðôèçì (äèôôåîìîðôèçì) Φ : M → M ′, ïåðåâîäÿùèé ïåðåâîäÿùèé

îðèåíòèðîâàííûå òðàåêòîðèè ïåðâîé ñèñòåìû â îðèåíòèðîâàííûå òðàåê-

òîðèè âòîðîé ñèñòåìû.

Ïðè ýòîì íå òðåáóåòñÿ ñîõðàíåíèÿ ïàðàìåòðà (âðåìåíè) âäîëü òðàåêòî-

ðèé. Èíûìè ñëîâàìè, òðàåêòîðèè ðàññìàòðèâàþòñÿ çäåñü êàê êðèâûå áåç
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ïàðàìåòðèçàöèè, íî ñ íàïðàâëåíèåì, çàäàâàåìûì ïîòîêîì. Âñÿêèå äâå ñî-

ïðÿæåííûå ñèñòåìû, î÷åâèäíî, òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòíû, íî íå íàîáîðîò.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà êëàññèôèêàöèè íåêîòîðûõ èçâåñòíûõ èíòåãðè-

ðóåìûõ ñèñòåì èç ìåõàíèêè òâåðäîãî òåëà ñ òî÷íîñòüþ äî îòíîøåíèÿ ëè-

óâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 5 Äâå èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìû (M, v) è

(M ′, v′) íàçûâàþòñÿ ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò äèô-

ôåîìîðôèçì Φ : M → M ′, ïåðåâîäÿùèé ëèóâèëëåâî ñëîåíèå ïåðâîé ñèñòå-

ìû â ëèóâèëëåâî ñëîåíèå âòîðîé ñèñòåìû.

Ýòî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ìîæíî íåñêîëüêî îñëàáèòü. Â ðåçóëüòàòå

âîçíèêàåò ïîíÿòèå ãðóáîé ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 6 Äâå èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìû (M, v) è

(M ′, v′) íàçûâàþòñÿ ãðóáî ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâó-

åò ãîìåîìîðôèçì ìåæäó áàçàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ,

êîòîðûé ëîêàëüíî (ò.å. â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè) ïîäíèìàåòñÿ äî

ïîñëîéíîãî ãîìåîìîðôèçìà ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî îòíîøåíèå ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè åñòü îñëàá-

ëåíèå îòíîøåíèÿ òðàåêòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè: çäåñü òðåáóåòñÿ ñîõðàíåíèå

ëèøü ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ èíòåãðàëîâ ñèñòåìû, â òî âðåìÿ êàê îòäåëüíûå

òðàåêòîðèè ñèñòåìû ìîãóò íàðóøàòüñÿ.

1.2 Èíâàðèàòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíî-
âûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Áóäåì äàëåå ðàññìàòðèâàòü èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû ñ äâóìÿ

ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, òî åñòü ñëó÷àé n = 2. Òîãäà èíòåãðèðóåìîñòü ñèñòåìû íà
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M 4 ãàðàíòèðóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèåì ëèøü îäíîãî ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñè-

ìîãî ñ ãàìèëüòîíèàíîì H èíòåãðàëà F . Â ýòîì ïóíêòå ìû îïèøåì îñíîâíûå

ýòàïû ïîñòðîåíèÿ èçâåñòíîãî èíâàðèàíòà Ôîìåíêî-Öèøàíãà (èëè ìå÷åíîé

ìîëåêóëû) [1, ò.1, ãë.4], êîòîðûé îïèñûâàåò ãëîáàëüíóþ ñòðóêòóðó ëèóâèë-

ëåâà ñëîåíèÿ íà íåîñîáûõ òðåõìåðíûõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèÿõ

ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà M 4 èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ

ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

1.2.1 Èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè. Èçîýíåðãåòè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿ-

ìè íàçûâàþòñÿ òðåõìåðíûå ïîâåðõíîñòè âèäà Q3
h = {x ∈ M 4|H(x) = h}.

Ñðàçó îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ëèøü òåõ h, ïðè êîòîðûõ, âî-ïåðâûõ, Q3
h

êîìïàêòíà è, âî-âòîðûõ, dH 6= 0 âñþäó íà Q3
h. Òåì ñàìûì ìû ãàðàíòèðóåì,

÷òî Q3
h ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì êîìïàêòíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì â M 4, à âåêòîðíîå

ïîëå v = sgradH íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íîëü.

Íàðÿäó ñ ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ íà âñåì ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíî-

ãîîáðàçèè ìû áóäåì ãîâîðèòü î ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè íà èçáðàííûõ

èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñòðîãî ââåñòè ýòî ïîíÿòèå,

äîñòàòî÷íî â îïðåäåëåíèÿõ 5 è 6 çàìåíèòü M 4 íà Q3.

Îïðåäåëåíèå 7 Òî÷êó x ∈ Q3 áóäåì íàçûâàòü êðèòè÷åñêîé, åñëè âåêòî-

ðû sgradH è sgradF â íåé ëèíåéíî çàâèñèìû.

Çàìåòèì ÷òî, ñèíãóëÿðíûå ñîâìåñòíûå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ èíòåãðàëîâ

Tξ â Q3 � ýòî â òî÷íîñòè òå ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðûå ïîïàëè êðèòè÷åñêèå

òî÷êè, è òåîðåìà Ëèóâèëëÿ ê íèì íå ïðèìåíèìà.

Ñäåëàåì åùå îäíî ïðåäïîëîæåíèå î èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, êà-

ñàþùååñÿ ñâîéñòâ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî êðèòè÷åñêèå òî÷-

êè íà Q3 íå ìîãóò áûòü èçîëèðîâàííûìè. Ïîýòîìó ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äîïîë-

íèòåëüíûé èíòåãðàë F ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà, áåññìûñëåííî. Îäíàêî â
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ñëó÷àå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé àíàëîã ýòîãî ïîíÿ-

òèÿ.

Îïðåäåëåíèå 8 Äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë F íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Áîò-

òà íà äàííîé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Q3, åñëè âñå åãî êðèòè÷åñêèå

òî÷êè îðãàíèçîâàíû â íåâûðîæäåííûå êðèòè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì

îáúåäèíåíèåì íåêîòîðûõ ãëàäêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé, ïðè÷åì êàæäîå èç íèõ

íåâûðîæäåíî â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Âòîðîé äèôôåðåíöèàë d2F íåâûðîæäåí

íà ïîäïðîñòðàíñòâå, òðàíñâåðñàëüíîì ê ïîäìíîãîîáðàçèþ (â êàæäîé òî÷êå).

Äðóãèìè ñëîâàìè, îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè F íà òðàíñâåðñàëü ê ïîäìíîãîîá-

ðàçèþ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà.

Â ðåàëüíûõ èíòåãðèðóåìûõ çàäà÷àõ ôèçèêè è ìåõàíèêè òèïè÷íà ñèòó-

àöèÿ, êîãäà íàéäåííûé äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë F ÿâëÿåòñÿ áîòòîâñêèì

äëÿ âñåõ h, êðîìå íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî íàáîðà çíà÷åíèé. Ñëó÷àåâ æå, êî-

ãäà íåáîòòîâñêèå çíà÷åíèÿ h îòñóòñòâóþò ïîëíîñòüþ, èçâåñòíî êðàéíå ìàëî.

1.2.2 Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ìîìåíòà F,

êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F : M 4 → R2(h, f)

F : x → (H(x), F (x))

Îáðàç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ïðè îòîáðàæåíèè ìîìåíòà íàçûâàåòñÿ áèôóð-

êàöèîííîé äèàãðàììîé. Êàê ïðàâèëî îíà ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ íàáîð ãëàä-

êèõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè, èìåþùèõ êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ, êàñà-

íèÿ è âîçâðàòà. Âîçìîæíû òàêæå è èçîëèðîâàííûå òî÷êè. Áèôóðêàöèîííóþ
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äèàãðàììó óäîáíî èñïîëüçîâàòü êàê íåêîòîðûé ïîðòðåò ôàçîâîãî ïðîñòðàí-

ñòâà èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû ñ öåëüþ âèçóàëèçàöèè ñòðóêòóðû êðèòè÷åñêî-

ãî ìíîæåñòâà. Îòìåòèì, ÷òî ïðè îòîáðàæåíèè ìîìåíòà èçîýíåðãåòè÷åñêèå

ïîâåðõíîñòè ïåðåõîäÿò â ñåìåéñòâî ïàðàëëåëüíûõ âåðòèêàëüíûõ ïðÿìûõ.

1.2.3 Ñòðóêòóðà êðèòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ íà èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè.

Óñëîâèå áîòòîâîñòè íàêëàäûâàåò ñóùåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå íà ñòðóêòóðó

ìíîæåñòâà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê â Q3. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäàÿ êîìïîíåíòà åãî

ñâÿçíîñòè äîëæíà áûòü çàìêíóòûì ïîäìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè 1 èëè 2.

Èç óñëîâèÿ v = sgradH 6= 0, ñëåäóåò, ÷òî íà ýòèõ ïîäìíîãîîáðàçèÿõ ñóùå-

ñòâóåò ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå, îòëè÷íîå îò íóëÿ â êàæäîé òî÷êå. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ýòî èëè îêðóæíîñòü, èëè äâóìåðíûé òîð, èëè áóòûëêà Êëåéíà. Â

èçâåñòíûõ ïðèìåðàõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè êðèòè÷åñêèå ìíîæåñòâà äâóõ

ïîñëåäíèõ òèïîâ âñòðå÷àþòñÿ êðàéíå ðåäêî è èõ ïîÿâëåíèå ñâÿçàíî, êàê ïðà-

âèëî, ñ íåóäà÷íûì âûáîðîì äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà. Òîïîëîãèÿ òàêèõ

îñîáåííîñòåé ïîäðîáíî èçó÷åíà â [1, ò.1, ãë.4]. Ìû æå äàëåå áóäåì ïðåäïî-

ëàãàòü, ÷òî âñå êðèòè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòÿìè.

1.2.4 Îêðåñòíîñòè ñèíãóëÿðíûõ ñëîåâ ëèóâèëëåâà ñëîåíèÿ íà èçîýíåðãåòè-

÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü Q3 ïðåäñòàâëÿåò èç

ñåáÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñîâìåñòíûõ ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ Tξ

èíòåãðàëîâ ñèñòåìû H è F , ïàðàìåòðèçîâàííîå çíà÷åíèåì âòîðîãî èíòåãðà-

ëà F . Åñëè ñòÿíóòü êàæäóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ïîâåðõíîñòåé Tξ â òî÷êó,

òî ìû ïîëó÷èì íåêîòîðûé îäíîìåðíûé ãðàô � áàçó ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ (ñì.

ðèñ. 1). Íàä êàæäûì ðåáðîì òàêîãî ãðàôà �âèñèò� ìíîãîîáðàçèå äèôôåî-

ìîðôíîå T 2×(0, 1). Âåðøèíàì ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò ñèíãóëÿðíûå ñëîè. Òè-

ïè÷íîé ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êðèòè÷åñêèé óðîâåíü
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÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè Tξ ìåíÿåòñÿ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàìêíóòóþ òðåõìåðíóþ îêðåñòíîñòü îñîáîãî ñëîÿ

â Q3. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â áîòòîâñêîì ñëó÷àå c òî÷íîñòüþ äî ëèóâèëëåâîé

ýêâèâàëåíòíîñòè ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî âîçìîæíûõ ïåðåñòðîåê

(áèôóðêàöèé), åñëè ôèêñèðîâàòü êîëè÷åñòâî êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé íà

ñèíãóëÿðíîì ñëîå.

Îïðåäåëåíèå 9 Êëàññ ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè çàìêíóòîé îêðåñò-

íîñòè îñîáîãî ñëîÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íàçûâàåòñÿ 3-àòîìîì.

Ñ êîíñòðóêòèâíîé òî÷êè çðåíèÿ, 3-àòîì � ýòî òðåõìåðíîå ìíîãîîáðà-

çèå ñî ñòðóêòóðîé ëèóâèëëåâà ñëîåíèÿ, ñîäåðæàùåãî ðîâíî îäèí ñèíãóëÿð-

íûé ñëîé, ïðè ýòîì ñèíãóëÿðíûé ñëîé ïðåäïîëàãàåòñÿ ñâÿçíûì. Êðàé òàêî-

ãî ìíîãîîáðàçèÿ ñîñòîèò èç íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà òîðîâ Ëèóâèëëÿ. ×èñëî

êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé íà îñîáîì ñëîå íàçûâàåòñÿ ñëîæíîñòüþ 3-àòîìà.

Â [1, ò.1, ãë.3] èçëîæåí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ÿâíî ïåðå÷èñëèòü âñå 3-

àòîìû äàííîé ñëîæíîñòè. 3-àòîìû ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü çàãëàâíûìè ëàòèí-

ñêèìè áóêâàìè ñ íàòóðàëüíûìè èíäåêñàìè è çâåçäî÷êàìè. ×åòûðå íàèáî-

ëåå ïðîñòûõ è ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ 3-àòîìà (A,A∗, B, è C2) èçîáðàæåíû

íà ðèñ. 2.

Åñëè òåïåðü â âåðøèíàõ ãðàôà íà ðèñ. 1 ïîñòàâèòü ïîäõîäÿùèå 3-àòîìû,

òî ìû ïîëó÷èì òàê íàçûâàåìóþ ãðóáóþ ìîëåêóëó. Ãðóáàÿ ìîëåêóëà íåñåò

èíôîðìàöèþ î áàçå ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ, à òàêæå ïîçâîëÿåò ëîêàëüíî âîñ-

ñòàíîâèòü åãî ñòðóêòóðó âáëèçè êàê ðåãóëÿðíûõ, òàê è ñèíãóëÿðíûõ ñëîåâ.

Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2 (À. Ò. Ôîìåíêî) Äâå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòå-

ìû (v, Q3) è (v′, Q′3) ãðóáî ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû â òîì è òîëüêî òîì

ñëó÷àå, êîãäà èõ ãðóáûå ìîëåêóëû ñîâïàäàþò.
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Ïîëíîå è ïîñëåäîâàòåëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ôàêòîâ, èçëîæåííûõ â ýòîì

ïóíêòå, ìîæíî íàéòè â [1, ò.1, ãë.3]. Çäåñü ìû ñôîðìóëèðóåì îñíîâíóþ òåî-

ðåìó, íà êîòîðóþ îïèðàþòñÿ ýòè äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 3 (À. Ò. Ôîìåíêî) 1)Òðåõìåðíàÿ îêðåñòíîñòü ñèíãóëÿðíîãî ñëîÿ

ëèóâèëëåâîãî ñëîåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì Çåéôåðòà, îñîáûå ñëîè êîòî-

ðîãî (åñëè îíè ñóùåñòâóþò) èìåþò òèï (2,1).

2)Åñëè îñîáûõ ñëîåâ ó ýòîãî ðàññëîåíèÿ íåò, òî îêðåñòíîñòü ïðåäñòà-

âèìà â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ P 2 × S1, ãäå P 2 � îðèåíòèðóåìàÿ ïî-

âåðõíîñòü ñ êðàåì èç íåñâÿçíûõ îêðóæíîñòåé.

3)Ñòðóêòóðà ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà ñîãëàñîâàíà ñî ñòðóêòóðîé ëèóâèë-

ëåâîãî ñëîåíèÿ, â òîì ñìûñëå, ÷òî âñÿêèé ñëîé ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà (îêðóæ-

íîñòü) öåëèêîì ëåæèò íà íåêîòîðîì ñëîå ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ.

1.2.5 Ìàòðèöû ñêëåéêè è äîïóñòèìûå ñèñòåìû êîîðäèíàò. 3-àòîìû îïèñû-

âàþò ëîêàëüíóþ ñòðóêòóðó ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòè îñîáîãî ñëîÿ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âîññòàíîâèòü ñòðóêòóðó ñëîåíèÿ ãëîáàëüíî íà âñåì Q3,

íóæíî çíàòü ãîìåîìîðôèçìû, ïî êîòîðûì ñêëååíû ãðàíè÷íûå òîðû 3-àòîìîâ.

Åñëè íà êàæäîì èç ïàðû ñêëåèâàåìûõ òîðîâ âûáðàòü áàçèñíûå öèêëû, òî

ñêëåèâàþùèé ãîìåîìîðôèçì çàäàåòñÿ öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöåé 2×2 ñ îïðå-

äåëèòåëåì ±1. Íî áàçèñû ìîæíî âûáèðàòü ìíîãèìè ðàçíûìè ñïîñîáàìè.

Îêàçûâàåòñÿ, îäíàêî, ÷òî âñÿêèé 3-àòîì îïðåäåëÿåò íà ñâîèõ ãðàíè÷íûõ

òîðàõ íåêîòîðûé öèêë, íàçûâàåìûé îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûì öèêëîì äàí-

íîé áèôóðêàöèè. Â ñëó÷àå ìèíèìàêñíîãî àòîìà A ýòî öèêë, êîòîðûé ñòÿãè-

âàåòñÿ â òî÷êó ïðè ïðèáëèæåíèè ê êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè � îí îïðåäåëåí

ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî îðèåíòàöèè. Â ñëó÷àå âñåõ îñòàëüíûõ (ñåäëîâûõ) àòî-

ìîâ (A∗, B, C2, . . .) ýòî öèêë, èçîòîïíûé ñëîÿì ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà. Ïðè
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ýòîì îðèåíòàöèÿ öèêëà îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì ïîòîêîì ñèñòå-

ìû.

Îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé öèêë áèôóðêàöèè âñåãäà áåðåòñÿ çà ïåðâûé

ýëåìåíò áàçèñà íà âñåõ ãðàíè÷íûõ òîðàõ ðàññìàòðèâàåìîãî 3-àòîìà. Âûäå-

ëèòü ïîäîáíûì îáðàçîì êàêîé-òî îäèí öèêë èç ìíîæåñòâà êàíäèäàòîâ íà

âòîðóþ ïîçèöèþ â áàçèñå íå óäàåòñÿ. Ïîýòîìó îãðàíè÷èâàþòñÿ âûáîðîì îä-

íîãî èç ìíîæåñòâà öèêëîâ, îáëàäàþùèõ íåêîòîðûìè îáùèìè ñâîéñòâàìè.

Ýòî ìíîæåñòâî â ïàðå ñ ïåðâûì öèêëîì ñîñòàâëÿþò êëàññ òàê íàçûâàåìûõ

äîïóñòèìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò äëÿ äàííîãî 3-àòîìà. Òî÷íîå îïðåäåëåíèå

çàâèñèò îò òèïà àòîìà è áóäåò äàíî íèæå. Ïðè ýòîì ãðóïïà çàìåí âíóòðè

êëàññà äîïóñòèìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò èìååò óæå î÷åíü ïðîñòóþ ñòðóêòóðó.

Îïèøåì óñëîâèÿ, îïðåäåëÿþùèå âòîðûå áàçèñíûå öèêëû äîïóñòèìûõ ñè-

ñòåì êîîðäèíàò. Çäåñü ñëåäóåò ðàçëè÷àòü òðè ñëó÷àÿ:

1. Ìèíèìàêñòíûé àòîì A

2. Ñåäëîâûå àòîìû áåç çâåçäî÷åê, òî åñòü ïðåäñòàâèìûå êàê òðèâèàëüíîå

S1- ðàññëîåíèå Çåéôåðòà (àòîìû B, C2, . . .)

3. Ñåäëîâûå àòîìû ñî çâåçäî÷êàìè, ðàññëîåíèå Çåéôåðòà êîòîðûõ èìååò

îäèí èëè íåñêîëüêî îñîáûõ ñëîåâ òèïà (2,1) (àòîì A∗ è äð.)

Â ñëó÷àå ìèíèìàêñíîãî àòîìà A çà âòîðîé ýëåìåíò áåðóò ëþáîé äðó-

ãîé öèêë, äîïîëíÿþùèé ïåðâûé äî áàçèñà. Ïðè ýòîì îðèåíòàöèÿ âòîðîãî

áàçèñíîãî öèêëà ôèêñèðîâàíà è çàäàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì ïîòîêîì.

Äëÿ ñåäëîâûõ àòîìîâ áåç çâåçäî÷åê äîïîëíèòåëüíî òðåáóþò, ÷òîáû â ñî-

âîêóïíîñòè âòîðûå öèêëû áàçèñîâ îáðàçîâûâàëè íà 3-àòîìå ãëîáàëüíîå ñå-

÷åíèå, íàä êîòîðûì ýòîò àòîì ïðåäñòàâèì êàê òðèâèàëüíîå S1-ðàññëîåíèå.

Â ñëó÷àå ñåäëîâûõ àòîìîâ ñî çâåçäî÷êàìè òàêîãî ãëîáàëüíîãî ñå÷åíèÿ

íå ñóùåñòâóåò. Îäíàêî åãî âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü, óäàëèâ èç 3-àòîìà ìà-
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ëûå îêðåñòíîñòè-ïîëíîòîðèÿ îñîáûõ ñëîåâ. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî íåêîòîðûì

åñòåñòâåííûì îáðàçîì çàêðåïèòü ýòî ñå÷åíèå âáëèçè îñîáûõ ñëîåâ. Äëÿ ýòî-

ãî ðàññìîòðèì ãðàíèöó îêðåñòíîñòè îñîáîãî ñëîÿ, ÿâëÿþùóþñÿ òîðîì. Íà

íåì îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû öèêëû λ � ñëîé ðàññëîåíèÿ � è κ, ñòÿãèâàþ-

ùèéñÿ â òî÷êó âíóòðè ïîëíîòîðèÿ. Âòîðîé öèêë ìû îðèåíòèðóåì òàê, ÷òîáû

(λ,κ) îáðàçîâûâàëà ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííóþ ïàðó, íå ÿâëÿþùóþñÿ

îäíàêî áàçèñîì, ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìûå öèêëû èìåþò äâå òî÷êè ïåðå-

ñå÷åíèÿ. Äàëåå èç ñîîòíîøåíèÿ λ = κ−2µ îïðåäåëèì öèêë µ, äîïîëíÿþùèé

λ äî áàçèñà . Òàê ïîñòðîåííûå öèêëû µ îïðåäåëÿþò ñå÷åíèå òðèâèàëüíîãî

ðàññëîåíèÿ íà ãðàíèöàõ âûáðîøåííûõ îñîáûõ ñëîåâ. Ïîñòðîåííûå ñå÷åíèÿ

áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûìè, à âûñåêàåìûå èìè íà ãðàíèöàõ 3-àòîìà öèê-

ëû áóäåì áðàòü çà âòîðûå ýëåìåíòû åãî äîïóñòèìûõ áàçèñîâ.

Íåîïðåäåëåííîñòü â âûáîðå îðèåíòàöèé âòîðûõ áàçèñíûõ öèêëîâ ñåäëî-

âûõ àòîìîâ è ïåðâîãî áàçèñíîãî öèêëà ìèíèìàêñíîãî àòîìà A óñòðàíÿåòñÿ

òðåáîâàíèåì ñîãëàñîâàííîñòè îðèåíòàöèé áàçèñîâ, êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â

ñëåäóþùåì.

Çàôèêñèðóåì îðèåíòàöèþ íà èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Q3
h. Ãðàíè-

öû âñåõ 3-àòîìîâ ýòîé ïîâåðõíîñòè äåëÿòñÿ íà ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöà-

òåëüíûå ïî íàïðàâëåíèþ ðîñòà äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà f . Ïîòðåáóåì,

÷òîáû òðîéêà (λ1, λ2, gradf), ãäå λ1, λ2 ñîîòâåòñòâåííî ïåðâûé è âòîðîé ýëå-

ìåíòû áàçèñà íà òîðå, áûëà ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàíà â Q3
h, åñëè òîð

îòíîñèòñÿ ê ïîëîæèòåëüíîé ãðàíèöå àòîìà, è îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàíà

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

1.2.6 ×èñëîâûå ìåòêè. Èíâàðèàíòàìè äåéñòâèÿ ãðóïïû çàìåí äîïóñòè-

ìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò íà ìíîæåñòâå ìàòðèö ñêëååê ìîëåêóëû ÿâëÿþòñÿ

÷èñëîâûå ìåòêè r, ε è n. Îíè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ìàòðèöàì ñêëååê ïîñðåäñòâîì
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ñëåäóþùèõ ÿâíûõ ôîðìóë.

Ïóñòü íà ðåáðå i ìîëåêóëû ñòîèò ìàòðèöà ñêëåéêè


 ai bi

ci di


 ,

òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ:

ri =





{
ai

bi

}
, åñëè bi 6= 0

∞, åñëè bi = 0
, εi =





sign bi, åñëè bi 6= 0

sign ai, åñëè bi = 0
.

Ðàçðåæåì ìîëåêóëó ïî âñåì êîíå÷íûì ðåáðàì, òî åñòü òàêèì, ÷òî ri 6= ∞.

Êóñêè, ñîäåðæàùèå ëèøü ñåäëîâûå àòîìû, áóäåì íàçûâàòü ñåìüÿìè. Ìåòêà

n îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ âñÿêîé ñåìüè, ïî ôîðìóëå:

n =
∑

âûõ.ðåáðà

[
ai

bi

]
+

∑

âõoä.ðåáðà

[
−di

bi

]
+

∑

âíóò.ðåáðà

[
− ci

ai

]
.

Â [1, ò.1, ãë.4] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìåòêè íå çàâèñÿò îò âûáîðà äîïóñòèìûõ

êîîðäèíàò. Ïðè âûáðàííûõ äîïóñòèìûõ áàçèñàõ ìàòðèöû ñêëååê ïî ìåòêàì

âîññòàíàâëèâàþòñÿ îäíîçíà÷íî.

×èñëîâûå ìåòêè èìåþò åñòåñòâåííûé òîïîëîãè÷åñêèé ñìûñë. Òàê çíàìå-

íàòåëü ìåòêè r � ñóòü áåççíàêîâûé èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäå-

ëåííûõ öèêëîâ áèôóðêàöèé, êîòîðûå ñîåäèíåíû ñîîòâåòñòâóþùèì ðåáðîì.

Ìåòêà ε ∈ {1,−1} ãîâîðèò î ñîãëàñîâàííîñòè èëè íåñîãëàñîâàííîñòè îðèåí-

òàöèé êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé äâóõ áèôóðêàöèé, êîãäà òàêîå ñðàâíåíèå

êîððåêòíî îïðåäåëåíî. À ìåòêà n ∈ Z ðàâíà ÷èñëó Ýéëåðà ðàññëîåíèÿ Çåé-

ôåðòà, îáðàçîâàííîãî ñåìüåé, êîòîðîé îíà ñîîòâåòñòâóåò.

Íàêîíåö äàäèì îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòà Ôîìåíêî-Öèøàíãà è ñôîðìóëè-

ðóåì îñíîâíóþ òåîðåìó ýòîé ãëàâû.
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Îïðåäåëåíèå 10 Ãðóáàÿ ìîëåêóëà W , ñíàáæåííàÿ ìåòêàìè ri, εi è nk,

íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì Ôîìåíêî-Öèøàíãà (ìå÷åíîé ìîëåêóëîé, òîíêèì

ëèóâèëëåâûì èíâàðèàíòîì).

Òåîðåìà 4 (À. Ò. Ôîìåíêî, Õ. Öèøàíã [1, ò.1, ãë.4]) Äâå èíòåãðèðó-

åìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû (v, Q3) è (v′, Q′3) ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû

â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà èõ ìå÷åíûå ìîëåêóëû ñîâïàäàþò.

1.2.7 Ôîðìóëà Òîïàëîâà. Ôîðìóëà Òîïàëîâà [3] ñâÿçûâàåò ìåòêè ìîëå-

êóëû ñ òîïîëîãè÷åñêèì òèïîì íåñóùåé ïîâåðõíîñòè. Îíà ÿâëÿåòñÿ îäíèì

èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ñðåäñòâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-

Öèøàíãà è àêòèâíî ïðèìåíÿåòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå.

Êîíêðåòíûé âèä ôîðìóëû Òîïàëîâà çàâèñèò îò ñòðóêòóðû ìîëåêóëû è

ïîëó÷àåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì, ïðèâåäåííûì â [3]. Çäåñü ìû óêà-

æåì îòâåò äëÿ ïðîñòûõ, íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ ñëó÷àåâ, êîòîðûõ

áóäåò äîñòàòî÷íî äëÿ íàøèõ öåëåé.

Ïóñòü íåêîòîðàÿ ìîëåêóëà W ∗ íå ñîäåðæèò ñåìåé èç áîëåå ÷åì îäíî-

ãî àòîìà è ïîñëå ñòèðàíèÿ âíóòðåííèõ ðåáåð ñåìåé ïðèíèìàåò âèä äåðåâà.

Ïóñòü òàêæå âñå àòîìû W ∗ èìåþò ðîä 0. (Àòîìû A, A∗, B è C2 îòíîñÿòñÿ ê

ýòîé êàòåãîðèè.) Òîãäà ýíåðãèÿ ìîëåêóëû N(W ∗), ââåäåííàÿ Ï. Òîïàëîâûì,

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

N(W ∗) =





0, åñëè rkH1(Q
3) > 0

|TorH1(Q
3)|, åñëè rkH1(Q

3) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî N(W ∗) öåëèêîì îïðåäåëÿåòñÿ òîïîëîãèåé ìíîãîîáðàçèÿ.

Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîé ñåìüè ÷èñëî ñ = n+
∑

ri +
p
2 , ãäå n � åå n-ìåòêà,

ri � ìåòêè r íà åå âíåøíèõ ðåáðàõ, à p � ÷èñëî çâåçäî÷åê äàííîé ñåìüè.

Óêàæåì êîíêðåòíûé âèä ôîðìóëû Òîïàëîâà äëÿ òðåõ òèïîâ ìîëåêóë. Íèæå
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çà bi îáîçíà÷åí âòîðîé ýëåìåíò ìàòðèöû ñêëåéêè ðåáðà ei. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî âñå ðåáðà ei êîíå÷íû, òî åñòü bi 6= 0. Ïîä êîëè÷åñòâîì çâåçäî÷åê ñåìüè

ïîíèìàåòñÿ ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî îñîáûõ ñëîåâ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàññëîå-

íèÿ Çåéôåðòà. Ñòðåëêà íà ðåáðå óêàçûâàåò, äîïóñòèìûé áàçèñ êàêîãî àòîìà

ìû ïîëó÷èì, óìíîæèâ áàçèñ âòîðîãî àòîìà íà ìàòðèöó ñêëåéêè.

1. Ìîëåêóëà ñîñòîèò èç îäíîé ñåìüè F c p çâåçäî÷êàìè, èç êîòîðîé èñõî-

äÿò ðåáðà e1, . . . en âèäà F
ei−→ A:

N(W ∗) = ±2pb1 . . . bnñ(F ) (1.1)

2. Ìîëåêóëà ñîñòîèò èç ôðàãìåíòà F1
e0−→ F2 è ðåáåð Fj

ei−→ A, âåäóùèõ

â àòîìû A; ñóììàðíîå ÷èñëî çâåçäî÷åê äâóõ ñåìåé ðàâíî p:

N(W ∗) = ±2pb0b1 . . . bn(ñ(F1)ñ(F2)− b−2
0 ) (1.2)

3. Ìîëåêóëà ñîñòîèò èç ôðàãìåíòà F0
e0−→ F2

e1−→ F1 è ðåáåð Fj
ei−→ A,

âåäóùèõ â àòîìû A; ñóììàðíîå ÷èñëî çâåçäî÷åê ñåìåé ðàâíî p:

N(W ∗) = ±2pb0b1 . . . bn(ñ(F0)ñ(F1)ñ(F2)− ñ(F0)b
−2
0 − ñ(F1)b

−2
1 ) (1.3)

1.3 Èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû â ìåõàíèêå òâåðäîãî
òåëà

1.3.1 Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî. Îïðåäåëèì ïàðó (M 4, ω), âîçíèêàþùóþ â ìå-

õàíèêå òâåðäîãî òåëà.

Ðàññìîòðèì àëãåáðó Ëè e(3) ãðóïïû Ëè E(3) äâèæåíèé òðåõìåðíîãî åâ-

êëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå e(3)∗ îïðåäåëåíà ñêîáêà
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Ëè-Ïóàññîíà äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ãëàäêèõ ôóíêöèé f è g:

{f, g}(x) = x([dxf, dxg]),

ãäå x ∈ e(3)∗, à [ , ] � êîììóòàòîð â àëãåáðå Ëè e(3).

Â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:

(s1, s2, s3, r1, r2, r3)

íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå e(3)∗ ýòà ñêîáêà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

{si, sj} = εijksk {ri, sj} = εijkrk {ri, rj} = 0, (1.4)

ãäå

1 6 i, j, k 6 3, εijk =
1

2
(i− j)(j − k)(k − i).

Ïóñòü íà e(3)∗ çàäàíà íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà H(s, r). Ðàññìîò-

ðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

ṡi = {si, H}, ṙi = {ri, H} (1.5)

Ôóíêöèè f1 = r2
1 + r2

2 + r2
3 è f2 = s1r1 + s2r2 + s3r3 ëåæàò â ÿäðå ñêîáêè

Ëè-Ïóàññîíà è ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè óðàâíåíèé (1.5). Íà

ñîâìåñòíûõ ÷åòûðåõìåðíûõ ïîâåðõíîñòÿõ óðîâíÿ ôóíêöèé f1 è f2:

M 4
g = {f1 = r2

1 + r2
2 + r2

3 = 1, f2 = s1r1 + s2r2 + s3r3 = g},

îãðàíè÷åíèå ñèñòåìû (1.5) ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ

äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïîâåðõíîñòè M 4
g ÿâëÿþòñÿ íåîñîáûìè ãëàäêè-

ìè ñèìïëåêòè÷åñêèìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè â e(3)∗, äèôôåîìîðôíûìè TS2.

Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà çàäàåòñÿ îãðàíè÷åíèåì ñêîáêè Ëè-Ïóàññîíà èç
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îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà e(3)∗. Ñèñòåìà áóäåò èíòåãðèðóåìîé íà ïîâåðõ-

íîñòè M 4
g , åñëè íà íåé ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìàÿ ñ H ãëàäêàÿ

ôóíêöèÿ F (s, r), òàêàÿ ÷òî {H, F} = 0. Åñëè òàêàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò

ãëîáàëüíî íà âñåì e(3)∗, òî íà êàæäîì M 4
g âîçíèêàåò èíòåãðèðóåìàÿ ãà-

ìèëüòîíîâà ñèñòåìà ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïàðàìåòð g çäåñü èìååò

ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîñòîÿííîé ïëîùàäåé.

1.3.2 Îñíîâíûå ñëó÷àè èíòåãðèðóåìîñòè. Ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â ìåõà-

íèêå òâåðäîãî òåëà èãðàåò ñëó÷àé èíòåãðèðóåìîñòè Ýéëåðà (1765 ãîä) [4],

êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ñâîáîäíîìó äâèæåíèþ òâåðäîãî òåëà, çàêðåïëåííîãî

â öåíòðå ìàññ. Óêàæåì êîíêðåòíûé âèä ãàìèëüòîíèàíà H è äîïîëíèòåëü-

íîãî èíòåãðàëà F ñëó÷àÿ Ýéëåðà:

H =
s2
1

2A1
+

s2
2

2A2
+

s2
3

2A3
,

F = s2
1 + s2

2 + s2
3.

Çäåñü âåùåñòâåííûå ïàðàìåòðû 0 < A1 < A2 < A3 èìåþò ñìûñë ãëàâíûõ

ìîìåíòîâ èíåðöèè òâåðäîãî òåëà.

Õîðîøî èçâåñòíû òàêæå ñëó÷àè èíòåãðèðóåìîñòè Êëåáøà è Ñòåêëîâà,

êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò çàäà÷å î äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà â æèäêîñòè:

Ñëó÷àé Êëåáøà (1871 ãîä) [29]:

H =
s2
1

2A1
+

s2
2

2A2
+

s2
3

2A3
+

ε

2
(A1r

2
1 + A2r

2
2 + A3r

2
3),

F =
1

2
(s2

1 + s2
2 + s2

3)−
ε

2
(A2A3r

2
1 + A1A3r

2
2 + A1A2r

2
3).

Ñëó÷àé Ñòåêëîâà (1893 ãîä) [30]:

H =
s2
1

2A1
+

s2
2

2A2
+

s2
3

2A3
+ ε(A1r1s1 + A2r2s2 + A3r3s3)+
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+
ε2

2
(A1(A

2
2 + A2

3)r
2
1 + A2(A

2
3 + A2

1)r
2
2 + A3(A

2
1 + A2

2)r
2
3),

F = (s2
1 + s2

2 + s2
3)− 2ε(A2A3s1r1 + A3A1s2r2 + A1A2s3r3)

+ε2(A2
1(A2 − A3)

2r2
1 + A2

2(A3 − A1)
2r2

2 + A2
3(A1 − A2)

2r2
3).

Çäåñü ε ∈ R � íåêîòîðûé äåéñòâèòåëüíûé ïàðàìåòð. Êàê âèäíî, ýòè äâà

ñëó÷àÿ èíòåãðèðóåìîñòè ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê îäíîïàðàìåòðè÷å-

ñêèå âîçìóùåíèÿ ñëó÷àÿ Ýéëåðà â êëàññå èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì.

Êàê èçâåñòíî, ïîìèìî ñëó÷àÿ Ýéëåðà, ñóùåñòâóþ åùå äâà ñëó÷àÿ èíòå-

ãðèðóåìîñòè çàäà÷è î äâèæåíèè òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà, ïîäâåøåííîãî â

ïîëå òÿæåñòè: ñëó÷àè Ëàãðàíæà è Êîâàëåâñêîé. Óêàæåì äëÿ íèõ âèä èíòå-

ãðàëîâ H è F .

Ñëó÷àé Ëàãðàíæà (1788 ãîä):

H =
s2
1

2A
+

s2
2

2A
+

s2
3

2B
+ ar3, K = s3.

Ñëó÷àé Êîâàëåâñêîé (1889 ãîä) [33, 34]:

H =
s2
1

2A
+

s2
2

2A
+

s2
3

A
+ a1r1 + a2r2,

F =

(
s2
1 − s2

2

2A
+ a2r2 − a1r1

)2

+
(s1s2

A
− a1r2 − a2r1

)2
.

Òàêæå èçâåñòåí ñëó÷àé ÷àñòè÷íîé èíòåãðèðóåìîñòè Ãîðÿ÷åâà-×àïëûãèíà

(1899 ãîä) [35, 36]. Ó ýòîé ñèñòåìû {H, F} = 0 ëèøü íà îäíîé ïîâåðõíîñòè

M 4
g=0:

H =
s2
1

2A
+

s2
2

2A
+

2s2
3

A
+ a1r1 + a2r2,
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F = s3(s
2
1 + s2

2)− Ar3(a1s1 + a2s2).

Â ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèìåðàõ ïàðàìåòðû A,B > 0 îòâå÷àþò çíà÷åíèÿì

ãëàâíûõ ìîìåíòîâ èíåðöèè òâåðäîãî òåëà, a, a1, a2 ∈ R îïðåäåëÿþò òî÷êó

çàêðåïëåíèÿ òâåðäîãî òåëà.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå ïðèâåäåííûå âûøå ñëó÷àè èíòåãðèðóåìîñòè çàäà÷è

î äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà â ïîëå òÿæåñòè äîïóñêàþò îáîáùåíèÿ íà ñëó÷àé

íàëè÷èÿ â ñèñòåìå ïîñòîÿííûõ ãèðîñòàòè÷åñêèõ ñèë. Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷à-

åò, ÷òî ñ òåëîì æåñòêî ñâÿçàí âîë÷îê, âðàùàþùèéñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé

ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíî îñè ñâîåé äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè. Äàííûå ñëó÷àè

äàþò ïðèìåðû âîçìóùåíèÿ îïèñàííûõ âûøå ñèñòåì â êëàññå âïîëíå èíòå-

ãðèðóåìûõ ïî Ëèóâèëëþ.

Ñëó÷àé Æóêîâñêîãî (1885 ãîä)[32]:

H =
(s1 + λ1)

2

2A1
+

(s2 + λ2)
2

2A2
+

(s3 + λ3)
2

2A3
,

F = s2
1 + s2

2 + s2
3.

Ñëó÷àé Ëàãðàíæà ñ ãèðîñòàòîì:

H =
s2
1

2A
+

s2
2

2A
+

(s3 + λ)2

2B
+ ar3, K = s3.

Ñëó÷àé Êîâåëåâñêîé-ßõüè (1986 ãîä)[5, 6]:

H =
s2
1

2A
+

s2
2

2A
+

(s3 + λ)2

A
+ a1r1 + a2r2,

F =

(
s2
1 − s2

2

2A
+ a2r2 − a1r1

)2

+
(s1s2

A
− a1r2 − a2r1

)2
−

−2λ

A2 (s3 + 2λ)(s2
1 + s2

2) +
4λr3

A
(a1s1 + a2s2).
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Ñëó÷àé ÷àñòè÷íîé èíòåãðèðóåìîñòè Ñðåòåíñêîãî (1963 ãîä) [37]:

H =
s2
1

2A
+

s2
2

2A
+

2(s3 + λ)2

A
+ a1r1 + a2r2,

F = (s3 + 2λ)(s2
1 + s2

2)− Ar3(a1s1 + a2s2).

Ïàðàìåòðû λ, λ1, λ2, λ3 ∈ R çàäàþò ïîñòîÿííûé ãèðîñòàòè÷åñêèé ìîìåíò.

Â ïîñëåäíèå ãîäû â ñâÿçè ñ áóðíûì ðàçâèòèåì êîìïüþòåðíûõ ìåòîäîâ è

ïîÿâëåíèåì âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ ïàêåòîâ ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé óäà-

ëîñü çíà÷èòåëüíî ïðîäâèíóòüñÿ â çàäà÷å íàõîæäåíèÿ êâàäðàòè÷íûõ ãàìèëü-

òîíèàíîâ óðàâíåíèé (1.5), äîïóñêàþùèõ ïîëèíîìèàëüíûé äîïîëíèòåëüíûé

èíòåãðàë. Îòìåòèì ðàáîòû Â. Â. Ñîêîëîâà [7, 8], Âîëüôà è Åôèìîâñêîé [9].

Îáíàðóæåííûå ñëó÷àè èíòåãðèðóåìîñòè çà÷àñòóþ íå èìåþò ÿñíîé ôèçè÷å-

ñêîé èíòåðïðåòàöèè, ÷òî, âïðî÷åì, íå ìåøàåò çàíèìàòüñÿ èññëåäîâàíèåì

èõ òîïîëîãèè êàê èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Ïðèìåðîì îäíîé

èç òàêèõ ñèñòåì ìîæåò ñëóæèòü ñëó÷àé èíòåãðèðóåìîñòè Ñîêîëîâà (2001

ãîä) [7], ïîäðîáíî èçó÷åííûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå:

H =
1

2
(s2

1 + s2
2 + 2s2

3) + r2s3 − 1

2
r2
3,

F = s2
3(s

2
1 + s2

2 + s2
3 +2(r2s3− r3s2)+ r2

2 + r2
3)+2s3(s2− r3)(r1s1 + r2s2 + r3s3).

1.3.3 Ðåçóëüòàòû ëèóâèëëåâîé êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àåâ. Ïå-

ðå÷èñëèì îñíîâíûå èçâåñòíûå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ðåçóëüòàòû â íàïðàâëå-

íèè ëèóâèëëåâîé êëàññèôèêàöèè êîíêðåòíûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ìåõà-

íèêè òâåðäîãî òåëà.
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Ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ ñëó÷àåâ Ýéëåðà è Ëàãðàíæà ïîäðîáíî èçëî-

æåíà â [1, ò.2, ãë.5]. Â ðàáîòå [2] À. Â. Áîëñèíîâûì, Ï. Ðèõòåðîì è À. Ò. Ôî-

ìåíêî áûë âïåðâûå ïðåäëîæåí ìåòîä êðóãîâûõ ìîëåêóë, ñòàâøèé ãëàâíûì

èíñòðóìåíòîì âû÷èñëåíèÿ ìå÷åííûõ ìîëåêóë ñëîæíûõ èíòåãðèðóåìûõ ñè-

ñòåì, êîòîðûé òàêæå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèé â äàííîé ðà-

áîòå. Ïðè ïîìîùè íåãî àâòîðàìè áûëè âû÷èñëåíû âñå èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-

Öèøàíãà âîë÷êà Êîâàëåâñêîé. Òåì ñàìûì áûëà çàâåðøåíà ëèóâèëëåâà êëàñ-

ñèôèêàöèÿ âñåõ ñëó÷àåâ èíòåãðèðóåìîñòè çàäà÷è î äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà,

ïîäâåøåííîãî â ïîëå òÿæåñòè.

Äî ýòîãî, â 1996 ãîäó, Ï. Òîïàëîâ [3] ïîëó÷èë îáùóþ ôîðìóëó, ñâÿçûâàþ-

ùóþ ÷èñëîâûå ìåòêè ìîëåêóëû ñ òîïîëîãèåé åå èçîýíåðãåòè÷åñêîãî ìíîãî-

îáðàçèÿ, ÷òî ïîçâîëèëî åìó âû÷èñëèòü âñå ìå÷åíûå ìîëåêóëû ñëó÷àÿ Æó-

êîâñêîãî, à â ñëó÷àÿõ Êîâàëåâñêîé è Ñðåòåíñêîãî ïîëó÷èòü êîíå÷íûé ñïè-

ñîê àëüòåðíàòèâ äëÿ òîíêèõ ëèóâèëëåâûõ èíâàðèàíòîâ. Ôîðìóëà Òîïàëîâà

îêàçàëàñü ìîùíûì ñðåäñòâîì äëÿ íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíûõ ëèóâèëëåâûõ èí-

âàðèàíòîâ ñëîåíèé è àêòèâíî ïðèìåíÿåòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå.

Ãðóáàÿ ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ ñëó÷àåâ Êëåáøà, Ñòåêëîâà è Æóêîâ-

ñêîãî áûëà ïîëó÷åíà â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå À. À. Îøåìêîâà è îïóáëè-

êîâàíà â [16, 17].

Äëÿ ñèñòåìû Ãîðÿ÷åâà-×àïëûãèíà Î. Å. Îðåë [20] áûëà äàíà òðàåêòîðíàÿ

êëàññèôèêàöèÿ. Ìå÷åíûå ìîëåêóëû ñëó÷àÿ Ñðåòåíñêîãî áûëè âû÷èñëåíû

Â. Â. Êîðíååâûì ïðè ïîìîùè ìåòîäà êðóãîâûõ ìîëåêóë [38]; îòâåò ìîæíî

íàéòè â [1, ò.2, ãë.5].

Â ñåðèè ðàáîò Ï. Å. Ðÿáîâà , Î. Å. Îðåë, Ì. Ï. Õàðëàìîâà [21, 22, 23, 24]

áûëè ïîñòðîåíû áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû è äàíà ãðóáàÿ ëèóâèëëåâà

êëàññèôèêàöèÿ ìíîãèõ íåäàâíî îáíàðóæåííûõ ñëîæíûõ ñëó÷àåâ èíòåãðè-

ðóåìîñòè, â òîì ÷èñëå ñèñòåìû Êîâàëåâñêîé-ßõüè è Ñîêîëîâà.
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Îòìåòèì òàêæå áîëåå ðàííèå ðàáîòû Ì. Ï. Õàðëàìîâà [19, 43] è Ò. È. Ïî-

ãîñÿíà [44, 45, 46], â êîòîðûõ áûëè âïåðâûå ïîñòðîåíû áèôóðêàöèîííûå

äèàãðàììû ìíîãèõ óïîìÿíóòûõ âûøå ñëó÷àåâ èíòåãðèðóåìîñòè.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîäðîáíîìó èññëåäîâàíèþ ñòðóêòóðû ñëîåíèé

Ëèóâèëëÿ â ñëó÷àÿõ Ñòåêëîâà, Êëåáøà, a òàêæå Ñîêîëîâà è Êîâàëåâñêîé-

ßõüè (ïîñëåäíåå ïðè g = 0). Äàíà êëàññèôèêàöèÿ âñåõ íåâûðîæäåííûõ ïî-

ëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ (ñì. 2.3), âû÷èñëåíû âñå êðóãîâûå ìîëåêóëû (ñì. 2.2)

è èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà. Ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ñåðèè ñòà-

òåé [39, 40, 41, 42].
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Ãëàâà 2

Ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ
èíòåãðèðóåìîãî ñëó÷àÿ Ñòåêëîâà

Âû÷èñëåíèå òîíêèõ ëèóâèëëåâûõ èíâàðèàíòîâ îòäåëüíûõ ñëó÷àåâ èíòåãðè-

ðóåìîñòè ìåõàíèêè òâåðäîãî òåëà íà÷íåì ñ ñèñòåìû Ñòåêëîâà [30]:

H =
s2
1

2A1
+

s2
2

2A2
+

s2
3

2A3
+ ε(A1r1s1 + A2r2s2 + A3r3s3)+

+
ε2

2
(A1(A

2
2 + A2

3)r
2
1 + A2(A

2
3 + A2

1)r
2
2 + A3(A

2
1 + A2

2)r
2
3),

F = (s2
1 + s2

2 + s2
3)− 2ε(A2A3s1r1 + A3A1s2r2 + A1A2s3r3)

+ε2(A2
1(A2 − A3)

2r2
1 + A2

2(A3 − A1)
2r2

2 + A2
3(A1 − A2)

2r2
3).

Ïîðÿäîê èçëîæåíèÿ äëÿ ñëó÷àåâ èíòåãðèðóåìîñòè âûáðàí èñõîäÿ èç ïðèí-

öèïà äâèæåíèÿ îò ïðîñòîãî ê ñëîæíîìó. Òåõíèêà è ïðèåìû âû÷èñëåíèÿ ìå-

÷åííûõ ìîëåêóë áóäóò îáîãàùàòüñÿ ïðè ïåðåõîäå ê êàæäîìó ñëåäóþùåìó

èíòåãðèðóåìîìó ñëó÷àþ. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ åñòåñòâåííî íà÷àòü ñî ñëó÷àÿ

Ñòåêëîâà, äëÿ êîòîðîãî ìåòîä êðóãîâûõ ìîëåêóë [2] äàåò îêîí÷àòåëüíûé îò-

âåò ñ ïðèâëå÷åíèåì ëèøü íåêîòîðûõ îáùèõ äîïîëíèòåëüíûõ ñîîáðàæåíèé,
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ñïðàâåäëèâûõ äëÿ ëþáîé äðóãîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû.

2.1 Ãðóáàÿ ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ ñèñòåì ñëó÷àÿ Ñòåêëîâà

Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû è ãðóáûå ìîëåêóëû äëÿ èíòåãðèðóåìîãî ñëó-

÷àÿ Ñòåêëîâà áûëè âû÷èñëåíû À. À. Îøåìêîâûì â ðàáîòå [17]. Â ýòîì ïóíê-

òå ìû âêðàòöå ïðèâîäèì åãî ðåçóëüòàòû è ââîäèì ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ,

êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ íàì äëÿ âû÷èñëåíèÿ òîíêèõ ëèóâèëëåâûõ èíâàðèàí-

òîâ.

Ðàññìîòðèì êîììóòèðóþùóþ ïàðó ôóíêöèé íà e(3)∗:

H0 = a1s
2
1 + a2s

2
2 + a3s

2
3 + 2(a2

1s1r1 + a2
2s2r2 + a2

3s3r3) + a3
1r

2
1 + a3

2r
2
2 + a3

3r
2
3,

F0 = s2
1 + s2

2 + s2
3 − 2(a1s1r1 + a2s2r2 + a3s3r3)− 3(a2

1r
2
1 + a2

2r
2
2 + a2

3r
2
3),

ãäå a1 + a2 + a3 = 0. Êàê âïåðâûå çàìåòèë À. À. Îøåìêîâ, ëþáîé ãàìèëüòî-

íèàí H ñëó÷àÿ Ñòåêëîâà ïðåäñòàâèì â âèäå,

H = αH0 + βF0 + γf1 + δf2,

ãäå

a1 =
ε

3
(2A2A3 − A3A1 − A1A2), a2 =

ε

3
(2A3A1 − A1A2 − A2A3),

a3 =
ε

3
(2A1A2 − A2A3 − A3A1), α =

1

2εA1A2A3
,

β =
1

6

(
1

A1
+

1

A2
+

1

A3

)
, γ = ε2

(
2(A1A2 + A2A3 + A3A1)

3

27A1A2A3
− A1A2A3

)
,

δ =
ε

9

(
5(A1 + A2 + A3)− 2

(
A2A3

A1
+

A3A1

A2
+

A1A2

A3

))
.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü èíòåãðèðóåìóþ ñèñòåìó ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H0 è äîïîëíèòåëüíûì èíòåãðàëîì F0. Òåì ñàìûì ìû ôàêòè÷åñêè ïîíè-

æàåì ÷èñëî ïàðàìåòðîâ ñ ÷åòûðåõ äî äâóõ. Ïåðåíóìåðàöèåé ïåðåìåííûõ
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äîáüåìñÿ, ÷òîáû

a1 < 0 6 a2 < a3.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ìîìåíòà F:

F : M 4
g → R2(f, h)

F : x → (F0(x), H0(x))

Â ñëó÷àå Ñòåêëîâà ïðè ëþáîì çíà÷åíèè g áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà

ñîñòîèò èç êðèâîé, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè:

f = −8µg − 12µ2, h = −4µ2g − 8µ3,−(g + a3) 6 2µ 6 −(g + a1), (2.1)

è òðåõ ëó÷åé ëåæàùèõ íà ïðÿìûõ h = aif + 4a3
i + 4ga2

i (i = 1, 2, 3). Ëó÷è

çàäàþòñÿ òàê: {h = aif +4a3
i +4ga2

i , f > T −12a2
i −8gai}, ãäå T � íåêîòîðîå

íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.

Êðèâàÿ (2.1), çàäàííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêè ñ ïàðàìåòðîì µ, èìååò âèä, èçîá-

ðàæåííûé íà ðèñ. 3.

a) g < −3a3,

b) −3a3 < g < −3a2,

c) −3a2 < g < −3a1,

d) g > −3a1.

Äëÿ òî÷êè êðèâîé, îòìå÷åííîé öèôðîé i, çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ðàâíî−1
2(g+

ai). Ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé è ïðÿìîé h = aif +4a3
i +4ga2

i . Äëÿ òî÷êè

âîçâðàòà êðèâîé ìû èìååì µ = g
3 ïðè −3a3 < g < −3a1. Â òî÷êå êàñàíèÿ

ëó÷à ñ êðèâîé çíà÷åíèå ïàðàìåòðà íà êðèâîé ðàâíî ai.

Â ðåçóëüòàòå äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé g ïîëó÷àåì â îáùåé ñëîæíîñòè

10 êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûõ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì. Îíè èçîáðàæåíû íà

ðèñ. 4. Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ g òàêîâû:
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a) g < −3a3,

b) −3a3 < g < a1 − a3,

c) a1 − a3 < g < a1 − a2,

d) a1 − a2 < g < −3a2,

e) −3a2 < g < a2 − a3,

f) a2 − a3 < g < a3 − a2,

g) a3 − a2 < g < a2 − a1,

h) a2 − a1 < g < a3 − a1,

i) a3 − a1 < g < −3a1,

j) g > −3a1.

Íà ðèñ. 4 ãëàäêèå äóãè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû îáîçíà÷åíû ìàëûìè

ãðå÷åñêèìè áóêâàìè ñ èíäåêñàìè. Îêðåñòíîñòè èõ ïðîîáðàçîâ â Q3 ïðåä-

ñòàâëÿþò èç ñåáÿ áîòòîâñêèå ïåðåñòðîéêè òîðîâ Ëèóâèëëÿ, îïèñûâàåìûå

3-àòîìàìè. Óêàæåì èõ òèïû:

2A : α1, α2, α3, α4, α5, α6, α9, α10, α11, α12

4A : α7, α8

2B : β1, β2, β3, β4

C2 : γ1

2C2 : γ2, γ3

Ðåãóëÿðíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà íà R2(f, h) ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè

íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà íåñâÿçíûõ òîðîâ Ëèóâèëëÿ. Ýòè òîðû åñòåñòâåííûì

îáðàçîì ðàçáèâàþòñÿ íà ñåìåéñòâà, êîòîðûå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ðèìñêèìè

öèôðàìè I-V (ñì. ðèñ. 4). ×èñëî ïðîîáðàçîâ äëÿ êàæäîé îáëàñòè ðåãóëÿð-

íîñòè òàêæå âû÷èñëåíî â [17]. Èìååì:
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ñåìåéñòâî ÷èñëî òîðîâ Ëèóâèëëÿ

I 2

II 2

III 2

IV 4

V 2

Â êàæäîå ñåìåéñòâî ìû îòíåñëè òîðû, êîòîðûå èñïûòûâàþò îäèíàêî-

âûå áèôóðêàöèè íà ãðàíèöàõ îáëàñòè ðåãóëÿðíîñòè. Ïîÿâëåíèå ïàð òîðîâ-

áëèçíåöîâ íå äîëæíî íàñ óäèâëÿòü. Äåëî â òîì, ÷òî ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî

â ñëó÷àå Ñòåêëîâà, îáëàäàåò î÷åâèäíîé ñèììåòðèåé

Φ : (s, r) → (−s,−r),

òàêîé ÷òî Φ : (f1, f2, H0, F0) → (f1, f2, H0, F0).

Îñîáî îòìåòèì, ÷òî ðåãóëÿðíûå òîðû Ëèóâèëëÿ ìîãóò ëåæàòü è â ïðîîá-

ðàçàõ êðèâûõ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, êàê ýòî ïðîèñõîäèò, íàïðèìåð,

ñ äóãîé β1. Äåëî â òîì, ÷òî êðèâàÿ β1 ÿâëÿåòñÿ áèôóðêàöèîííîé òîëüêî

äëÿ ñåìåéñòâà III, à äëÿ ñåìåéñòâà II òîðîâ ýòà äóãà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ îá-

ëàñòè ðåãóëÿðíîñòè. Ýòîò ýôôåêò îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî áèôóðêàöèîí-

íàÿ äèàãðàììà (âìåñòå ñ ðåãóëÿðíûì òî÷êàìè) åñòü ïðîåêöèÿ áàçû ñëîåíèÿ

Ëèóâèëëÿ íà R2(f, h). Â ðåçóëüòàòå ðåãóëÿðíûå è îñîáûå êîìïîíåíòû ñâÿç-

íîñòè îäíîãî ñëîÿ, óäàëåííûå äðóã îò äðóãà íà M 4, îòîáðàæàþòñÿ â îäíó

òî÷êó ïëîñêîñòè.

Èñõîäíûé ãàìèëüòîíèàí Ñòåêëîâà H ïðåäñòàâèì â âèäå H = αH0+βK0+

γf1 + δf2, â ñèëó ÷åãî ïðè îòîáðàæåíèè ìîìåíòà èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõ-

íîñòè Q3
h = {H(x) = h} áóäóò îòîáðàæàòüñÿ â ñå÷åíèÿ áèôóðêàöèîííîé

äèàãðàììû ñåìåéñòâîì ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ αh+βf = c. Ïðè ýòîì ñëåäó-

åò ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå ïðÿìûå, êîòîðûå ïåðåñåêàþò áèôóðêàöèîííóþ
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äèàãðàììó ïî êîìïàêòíîìó ìíîæåñòâó, íå ïðîõîäÿò ÷åðåç åå îñîáûå òî÷êè

è ïåðåñåêàþò äóãè äèàãðàììû òðàíñâåðñàëüíî. Òåì ñàìûì ìû ãàðàíòèðóåì

âûïîëíåíèå óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè, íàêëàäûâàåìûõ íà èçîýíåðãåòè÷åñêèå

ïîâåðõíîñòè.

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðåäñòàâëåííîé â ýòîì ïóíêòå èíôîðìàöèè äî-

ñòàòî÷íî äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü ãðóáûå ìîëåêóëû ýòèõ ïîâåðõíîñòåé,

÷òî ñîñòàâëÿåò ãðóáóþ ëèóâèëëåâó êëàññèôèêàöèþ ñëó÷àÿ Ñòåêëîâà.

Ïîñëå ýòîãî äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà íàì îñòàåòñÿ

âû÷èñëèòü ÷èñëîâûå ìåòêè ýòèõ ìîëåêóë. Îäíàêî ìû ðåøèì áîëåå îáùóþ

çàäà÷ó: íàó÷èìñÿ âû÷èñëÿòü ìå÷åíóþ ìîëåêóëó äëÿ ïðîèçâîëüíîé äîïóñòè-

ìîé êðèâîé. Ïîä äîïóñòèìîé êðèâîé ïîíèìàåòñÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ïåðåñåêà-

þùàÿ äóãè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû òðàíñâåðñàëüíî è íå ïðîõîäÿùàÿ

÷åðåç å¼ îñîáûå òî÷êè. Ïîòðåáóåì, êàê è ðàíåå, ÷òîáû êðèâàÿ ïåðåñåêàëà

îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà ïî êîìïàêòíîìó ìíîæåñòâó. Â êîíöå ãëàâû ìû

ïðåäúÿâèì àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ìå÷åíîé ìîëåêóëû äëÿ ïðîèçâîëüíîé äî-

ïóñòèìîé êðèâîé â ñëó÷àå Ñòåêëîâà è â êà÷åñòâå ïðèìåðà âû÷èñëèì îäíó

èç èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìîëåêóë.

2.2 Êëàññèôèêàöèÿ êðóãîâûõ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ

Òî÷êè M , N , P , Q, R, L è zi íà ðèñ. 4 ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè òî÷êàìè áèôóð-

êàöèîííîé äèàãðàììû. Îíè îáðàçîâàíû òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ, êàñàíèÿ èëè

âîçâðàòà ãëàäêèõ êðèâûõ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ îñîáóþ òî÷êó. Îïè-

øåì âîêðóã íåå ìàëóþ îêðóæíîñòü. Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé äîïóñòèìîé êðè-

âîé. Â ïðîîáðàçå îêðóæíîñòè èìååòñÿ íåêîòîðîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå,

íà êîòîðîì âîçíèêàåò ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ. Èíâàðèàíò Ôîìåíêî-Öèøàíãà ýòî-

ãî ñëîåíèÿ íàçûâàþò êðóãîâîé ìîëåêóëîé äàííîé îñîáåííîñòè. Îêàçûâàåò-

ñÿ, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, êðóãîâûå ìîëåêóëû ìíîãî �çíàþò� î ãëîáàëüíîì
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ñëîåíèè ñèñòåìû, à ñ äðóãîé � èõ íåñëîæíî âû÷èñëèòü, òàê êàê îíè öåëèêîì

îïðåäåëÿþòñÿ ëîêàëüíîé ñòðóêòóðîé ñëîåíèÿ âáëèçè îñîáåííîñòè.

Òåîðåìà 5 Êðóãîâûå ìîëåêóëû âñåõ îñîáûõ òî÷åê ñëó÷àÿ Ñòåêëîâà ïðè-

âåäåíû â òàáëèöå 1.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû áóäåò ïîëó÷åíî â äâóõ ñëåäóþùèõ ïóíêòàõ.

2.3 Êëàññèôèêàöèÿ íåâûðîæäåííûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ

Â ïðîîáðàçàõ òî÷åê M , N , P , Q, R è L áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû ëåæàò

òî÷êè, â êîòîðûõ ðàíã îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà ïàäàåò äî íóëÿ. Ýòî � îáðàçû

ñëîåâ, ñîäåðæàùèõ îäíó èëè íåñêîëüêî íåïîäâèæíûõ òî÷åê äåéñòâèÿ Ïóàñ-

ñîíà. Áóäåì äàëåå íàçûâàòü èõ òî÷êàìè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû.

Äàäèì îïðåäåëåíèå íåâûðîæäåííîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ èíòåãðè-

ðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Ïóñòü íà (M 4, ω) çàäàíà èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà ñ ãàìèëüòîíèàíîì H è

äîïîëíèòåëüíûì èíòåãðàëîì F . Ïóñòü òî÷êà x ∈ M 4 òàêàÿ, ÷òî dH(x) =

dF (x) = 0. Òîãäà íà TxM êîððåêòíî îïðåäåëåíû äâà ñèìïëåêòè÷åñêèõ îïå-

ðàòîðà AH = Ω−1d2H è AF = Ω−1d2F , ïîðîæäàþùèå â àëãåáðå Ëè sp(4,R)

íåêîòîðóþ êîììóòàòèâíóþ ïîäàëãåáðó K(H, F ).

Îïðåäåëåíèå 11 Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì,

åñëè ïîäàëåáðà K(H,F ) ÿâëÿåòñÿ êàðòàíîâñêîé ïîäàëãåáðîé â sp(4,R).

Èçâåñòíî, ÷òî â sp(4,R) ñóùåñòâóåò ðîâíî ÷åòûðå íåñîïðÿæåííûõ ïîäàë-

ãåáðû Êàðòàíà, ðàçëè÷àåìûõ ïî òèïó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé åå ýëåìåíòîâ.

Â çàâèñèìîñòè îò íèõ, íåâûðîæäåííîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ îòíîñÿò ê îä-

íîìó èç ñëåäóþùèõ òèïîâ:

1. ia,−ia, ib,−ib � öåíòð-öåíòð,
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2. a,−a, ib,−ib � ñåäëî-öåíòð,

3. a,−a, b,−b � ñåäëî-ñåäëî,

4. a + ib, a− ib,−a + ib,−a− ib � ôîêóñ-ôîêóñ,

ãäå a, b ∈ R+.

Òåïåðü óêàæåì ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ïðîâåðêè êàðòàíîâîñòè ïîäàëãåáðû

K(H, F ).

Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîðû AH è AF ñîâïàäàþò ñ ëèíåàðèçàöè-

ÿìè âåêòîðíûõ ïîëåé sgradH è sgradF ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî ïîçâîëÿåò ëåã-

êî âû÷èñëÿòü ìàòðèöû, êîòîðûìè îíè çàäàþòñÿ â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ.

Äåéñòâèòåëüíî,

∂(sgradH)i

∂xj
=

∂

∂xj

(
ωik ∂H

∂xk

)
= ωik ∂2H

∂xj∂xk
= (Ω−1d2H)i

j

Êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà â sp(4,R) ÿâëÿåòñÿ êàðòàíîâñêîé åñëè è òîëü-

êî åñëè îíà äâóìåðíà è ñðåäè åå ýëåìåíòîâ íàéäåòñÿ ëèíåéíûé îïåðàòîð ñ

ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè íåíóëåâûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè. Èòàê, ñíà÷à-

ëà íóæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îïåðàòîðû AH è AF ëèíåéíî íåçàâèñèìû, è çàòåì

ïðîâåðèòü, ÷òî íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ λAH + µAF èìååò ïîïàðíî

ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Íåâûðîæäåííûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îáëàäàþò ìíîãèìè çàìå÷àòåëü-

íûìè ñâîéñòâàìè. Â ÷àñòíîñòè îêðåñòíîñòè èõ ñëîåâ â M 4 ïðåäñòàâèìû â

âèäå ïî÷òè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ 2-àòîìîâ. Ñòðóêòóðà ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ

âáëèçè îñîáûõ ñëîåâ, ñîäåðæàùèõ íåâûðîæäåííûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ,

ïîëíîñòüþ îïèñàíà. Äëÿ ñëó÷àåâ ìàëîé ñëîæíîñòè (ïî êîëè÷åñòâó íåïî-

äâèæíûõ òî÷åê íà ñëîå) èìåþòñÿ êëàññèôèêàöèîííûå òàáëèöû, â êîòîðûõ,

â ÷àñòíîñòè, óêàçàíû êðóãîâûå ìîëåêóëû. Èçëîæåíèþ ýòîé òåîðèè ïîñâÿ-

ùåíà ãëàâà [1, ò.1, ãë.9].
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Âåðíåìñÿ ê ñëó÷àþ Ñòåêëîâà.

Òåîðåìà 6 Óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè, òèïû è ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ïî-

÷òè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, ëåæàùèõ â ïðî-

îáðàçàõ òî÷åê M , N , P , Q, R, L áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû óêàçàíû â

òàáëèöå:

óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè òèï ï/ï ïðîèçâ.

M g ∈ (−∞, a2 − a3) ∪ (a3 − a2, +∞)\{−3a1} öåíòð-öåíòð 2(A× A)

g ∈ (a2 − a3, a3 − a2) ñåäëî-öåíòð 2(A×B)

N g ∈ (−∞, a1 − a2) ∪ (a2 − a1, +∞)\{−3a3} öåíòð-öåíòð 2(A× A)

g ∈ (a1 − a2, a2 − a1) ñåäëî-öåíòð 2(A×B)

P g ∈ (−∞, a1 − a3) ∪ (a3 − a1, +∞) ñåäëî-öåíòð (A× C2)

g ∈ (a1 − a3, a3 − a1)\{−3a2} ñåäëî-ñåäëî (B × C2)

Q g ∈ (a1 − a3, a1 − a2) ñåäëî-öåíòð 2(A× C2)

R g ∈ (a3 − a2, a3 − a1) ñåäëî-öåíòð 2(A× C2)

L g ∈ (a2 − a3, a2 − a1) öåíòð-öåíòð 4(A× A)

Êðóãîâûå ìîëåêóëû òî÷åê M , N , P , Q, R, L óêàçàíû â òàáëèöå 1. Äðóãèõ

êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ó ãàìèëüòîíèàíà H0 íà M 4
g íåò.

Äîêàçàòåëüñòâî:

Êîîðäèíàòû (s1, s2, s3, r1, r2, r3) êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ãàìèëüòîíèàíà H0 íà

M 4
g áûëè íàéäåíû À. À. Îøåìêîâûì [17]:

xM = ±(g, 0, 0, 1, 0, 0),

xN = ±(0, 0, g, 0, 0, 1),

xP = ±(0, g, 0, 0, 1, 0),

xQ = (0, (a1 − a3)u1, (a1 − a2)v1, 0, u1, v1)
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u2
1 =

g + a2 − a1

a2 − a3
, v2

1 =
g + a3 − a1

a3 − a2
, a1 − a3 6 g 6 a1 − a2;

xL = ((a2 − a3)v2, 0, (a2 − a1)u2, v2, 0, u2)

u2
2 =

g + a3 − a2

a3 − a1
, v2

2 =
g + a1 − a2

a1 − a3
, a2 − a3 6 g 6 a2 − a1;

xR = ((a3 − a2)u3, (a3 − a1)v3, 0, u3, v3, 0)

u2
3 =

g + a1 − a3

a1 − a2
, v2

3 =
g + a2 − a3

a2 − a1
, a3 − a2 6 g 6 a3 − a1.

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû ω íà

M 4
g , óñëîâèÿ dH0|M4

g
= 0 è sgradH0 = 0 ýêâèâàëåíòíû. Ïðîâåðêà ïîêàçûâà-

åò, ÷òî ïîëå sgradF0 â ýòèõ òî÷êàõ òàêæå îáíóëÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè

xM , . . . , xR è òîëüêî îíè ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè äåéñòâèÿ Ïóàñ-

ñîíà.

Ïðîâåðèì íåâûðîæäåííîñòü ýòèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ïðè óêàçàííûõ

çíà÷åíèÿõ g. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ìàòðèöû ëèíåàðèçàöèé âåêòîðíûõ ïîëåé
1
2sgradH0 è 1

2sgradF0 â e(3)∗. Èìååì:

ṡi =
1

2
{si, H0}, ṙi =

1

2
{ri, H0} ⇔





ṡ1 = (a2 − a3)s2s3 + (a2
2 − a2

3)(r2s3 + s2r3) + (a3
2 − a3

3)r2r3

ṡ2 = (a3 − a1)s3s1 + (a2
3 − a2

1)(r3s1 + s3r1) + (a3
3 − a3

1)r3r1

ṡ3 = (a1 − a2)s1s2 + (a2
1 − a2

2)(r1s2 + s1r2) + (a3
1 − a3

2)r1r2

ṙ1 = a2s2r3 − a3s3r2 + (a2
2 − a2

3)r2r3

ṙ2 = a3s3r1 − a1s1r3 + (a2
3 − a2

1)r3r1

ṙ3 = a1s1r2 − a2s2r1 + (a2
1 − a2

2)r1r2

Äèôôåðåíöèðóÿ ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ïîëó÷àåì ìàòðèöó ëèíåàðèçà-

öèè A6
H0

âåêòîðíîãî ïîëÿ 1
2sgradH0 â êîîðäèíàòàõ (s1, s2, s3, r1, r2, r3):
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A6
H0

=


 A B

C D


 ,

ãäå

A =




0 (a2 − a3)s3 + (a2
2 − a2

3)r3 (a2 − a3)s2 + (a2
2 − a2

3)r2

(a3 − a1)s3 + (a2
3 − a2

1)r3 0 (a3 − a1)s1 + (a2
3 − a2

1)r1

(a1 − a2)s2 + (a2
1 − a2

2)r2 (a1 − a2)s1 + (a2
1 − a2

2)r1 0




B =




0 (a2
2 − a2

3)s3 + (a3
2 − a3

3)r3 (a2
2 − a2

3)s2 + (a3
2 − a3

3)r2

(a2
3 − a2

1)s3 + (a3
3 − a3

1)r3 0 (a2
3 − a2

1)s1 + (a3
3 − a3

1)r1

(a2
1 − a2

2)s2 + (a3
1 − a3

2)r2 (a2
1 − a2

2)s1 + (a3
1 − a3

2)r1 0




C =




0 a2r3 −a3r2

−a1r3 0 a3r1

a1r2 −a2r1 0




D =




0 (a2
2 − a2

3)r3 − a3s3 (a2
2 − a2

3)r2 + a2s2

(a2
3 − a1

3)r3 + a3s3 0 (a2
3 − a2

1)r1 − a1s1

(a2
1 − a2

2)r2 − a2s2 (a2
1 − a2

2)r1 + a1s1 0




Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ íåîáõîäèìî ïðîäåëàòü äëÿ ïîëÿ 1
2sgradF0.

ṡi =
1

2
{si, F0}, ṙi =

1

2
{ri, F0} ⇔





ṡ1 = (a3 − a2)(r2s3 + s2r3) + 3(a2
3 − a2

2)r2r3

ṡ2 = (a1 − a3)(r3s1 + s3r1) + 3(a2
1 − a2

3)r3r1

ṡ3 = (a2 − a1)(r1s2 + s1r2) + 3(a2
2 − a2

1)r1r2

ṙ1 = s2r3 − s3r2 + (a3 − a2)r2r3

ṙ2 = s3r1 − s1r3 + (a1 − a3)r3r1

ṙ3 = s1r2 − s2r1 + (a2 − a1)r1r2
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A6
F0

=


 A′ B′

C ′ D′




A′ =




0 (a3 − a2)r3 (a3 − a2)r2

(a1 − a3)r3 0 (a1 − a3)r1

(a2 − a1)r2 (a2 − a1)r1 0




B′ =




0 3(a2
3 − a2

2)r3 + (a3 − a2)s3 3(a2
3 − a2

2)r2 + (a3 − a2)s2

3(a2
1 − a2

3)r3 + (a1 − a3)s3 0 3(a2
1 − a2

3)r1 + (a1 − a3)s1

3(a2
2 − a2

1)r2 + (a2 − a1)s2 3(a2
2 − a2

1)r1 + (a2 − a1)s1 0




C ′ =




0 r3 −r2

−r3 0 r1

r2 −r1 0




D′ =




0 (a3 − a2)r3 − s3 (a3 − a2)r2 + s2

(a1 − a3)r3 + s3 0 (a1 − a3)r1 − s1

(a2 − a1)r2 − s2 (a2 − a1)r1 + s1 0




Ðàññìîòðèì òî÷êó M . Â åå ïðîîáðàçå ëåæèò äâà ñèììåòðè÷íûõ ïîëîæå-

íèÿ ðàâíîâåñèÿ xM = ±(g, 0, 0, 1, 0, 0). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè, âîçüìåì òî÷-

êó ñîîòâåòñòâóþùóþ çíàêó �+�. Â êà÷åñòâå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò â åå 4-

îêðåñòíîñòè íà M 4
g ìîæíî âçÿòü ôóíêöèè (s2, s3, r2, r3). Òîãäà êàíîíè÷åñêèé

áàçèñ â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàåòñÿ ìàòðèöåé:

TM 4
g =




−r2

r1
−r3

r1

r2s1−s2r1

r2
1

r3s1−s3r1

r2
1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −r2

r1
−r3

r1

0 0 1 0

0 0 0 1




=




0 0 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



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Îãðàíè÷èâàÿ îïåðàòîðû A6
H0

è A6
F0

èç e(3)∗ íà TMM 4
g , íàõîäèì ìàòðèöû

ñèìïëåêòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ AH0
è AF0

:

AH0
=




0 (a3 − a1)g+ 0 (a2
3 − a2

1)g+

+(a2
3 − a2

1) +(a3
3 − a3

1)

(a1 − a2)g+ 0 (a2
1 − a2

2)g+ 0

+(a2
1 − a2

2) +(a3
1 − a3

2)

0 a3 0 (a2
3 − a2

1)− a1g

−a2 0 (a2
1 − a2

2) + a1g 0




AF0
=




0 (a1 − a3) 0 3(a2
1 − a2

3) + (a1 − a3)g

a2 − a1 0 3(a2
2 − a2

1) + (a2 − a1)g 0

0 1 0 a1 − a3 − g

−1 0 a2 − a1 + g 0




Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòè ìàòðèöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïðè ëþáûõ g: äëÿ

ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü êâàäðàòû 2 × 2 â ëåâûõ íèæíèõ óãëàõ äâóõ

ìàòðèö. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâîå óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè âûïîëíÿåòñÿ. Ïðî-

âåðèì âòîðîå óñëîâèå. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè g /∈ {a2 − a3, a3 − a2,−3a1, 3a1}
ìàòðèöà AF0

èìååò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ýòà ìàòðèöà

èìååò âèä:

X =




0 A1 0 B1

A2 0 B2 0

0 C1 0 D1

C2 0 D2 0




Óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

det(X − λE) =
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= λ4 − (A1A2 + B1C2 + B2C1 + D1D2)λ
2 + (A1D1 −B1C1)(A2D2 −B2C2) =

= λ4 − bλ2 + ∆1∆2 = λ4 − bλ2 + ∆ = t2 − bt + ∆ = 0,

ãäå 



t = λ2,

b = A1A2 + B1C2 + B2C1 + D1D2,

∆ = ∆1∆2 = (A1D1 −B1C1)(A2D2 −B2C2).

Äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ èìååì:

b = ((a2−a1)(a1−4a3)+(a1−a3)(4a2−a1)−g2) = −(22a2a3+7a2
2+7a2

3+g2) < 0,

∆ = −4(a1−a3)(a2−a1)(g
2−(a3−a2)

2) = 4(2a2
2+2a2

3+5a2a3)(g
2−a2

2−a2
3+2a2a3).

Âû÷èñëèì äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ:

D = (22a2a3 + 7a2
2 + 7a2

3 + g2)2 − 16(2a2
2 + 2a2

3 + 5a2a3)(g
2 − a2

2 − a2
3 + 2a2a3)

Êàê âèäíî, äèñêðèìèíàíò ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé îò g2, ïðèíè-

ìàþùåé ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ íà ±∞. Íàéäåì òî÷êó ìèíèìóìà è ìè-

íèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè D(g2):

g2
min = −1

2

(
2(22a2a3 + 7a2

2 + 7a2
3)− 16(2a2

2 + 2a2
3 + 5a2a3)

)
=

= 9(2a2a3 + a2
2 + a2

3) = (3a1)
2,

Dmin = (22a2a3 + 7a2
2 + 7a2

3 + 9(2a2a3 + a2
2 + a2

3))
2−

−16(2a2
2 + 2a2

3 + 5a2a3)(9(2a2a3 + a2
2 + a2

3)− a2
2 − a2

3 + 2a2a3) =

= 64((2a2
2 + 2a2

3 + 5a2a3)
2 − (2a2

2 + 2a2
3 + 5a2a3)(2a

2
2 + 2a2

3 + 5a2a3)) = 0.

Êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ t1, t2 ∈ R, òàê êàê D > 0.

Ïðè g ∈ (a2 − a3, a3 − a2) èìååì ∆ < 0 è ïî òåîðåìå Âèåòà t2 < 0 < t1.

Çíà÷èò ÷åòûðå êîðíÿ λi áèêâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

èìåþò âèä {±
√
|t1|,±i

√
|t2|}. Ñëåäîâàòåëüíî, îñîáåííîñòü íåâûðîæäåíà è

èìååò òèï ñåäëî-öåíòð.
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Ïðè g ∈ (−∞, a2 − a3) ∪ (a3 − a2, +∞) èìååì ∆ > 0. Ñ ó÷åòîì òîãî ÷òî

b < 0, ïî òåîðåìå Âèåòà èìååì t1 < t2 < 0, à çíà÷èò ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé èìååò âèä {±i
√
|t1|,±i

√
|t2|}, è íóæíî äîïîëíèòåëüíî òðåáîâàòü,

÷òîáû t1 6= t2 ⇔ D 6= 0 ⇔ g 6= ±3a1. Òîãäà îñîáåííîñòü èìååò òèï öåíòð-

öåíòð.

Èòàê ìû äîêàçàëè, ÷òî ïðè g /∈ {a2−a3, a3−a2,−3a1, 3a1} ïîëîæåíèå ðàâ-

íîâåñèÿ xM â ïðîîáðàçå òî÷êè M íåâûðîæäåíî. Íå ïðèõîäèòñÿ ñîìíåâàòüñÿ,

÷òî ïðè g ∈ {a2 − a3, a3 − a2,−3a1} òî÷êà xM äåéñòâèòåëüíî âûðîæäàåòñÿ,

òàê êàê ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ ïðîèñõîäÿò ïåðåñòðîéêè áèôóðêàöèîííîé äèà-

ãðàììû â òî÷êå M . Îäíàêî, ýòî íå òàê äëÿ g = 3a1. Íà ñàìîì äåëå ïðè

ýòîì g âûðîæäåíèÿ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ xM íå ïðîèñõîäèò. Ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû AF0
|g=3a1

ñîâïàäàþò, íî ñðåäè ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé

(λAH0
+ µAF0

) |g=3a1
îñòàþòñÿ ìàòðèö ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ñîáñòâåííû-

ìè çíà÷åíèÿìè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü,

÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû AH0
|g=3a1

íå ñîâïàäàþò. Äåéñòâèòåëüíî,

ñîõðàíÿÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ, èìååì:

AH0
|g=3a1

=




0 a2
3 − 4a2

1+ 0 a3
3 − 4a3

1+

+3a1a3 +3a1a
2
3

4a2
1 − a2

2− 0 4a3
1 − a3

2− 0

−3a1a2 −3a1a
2
2

0 a3 0 a2
3 − 4a2

1

−a2 0 4a2
1 − a2

2 0




−b = (a2
2+3a1a2−4a2

1)(a
2
3+3a1a3−4a2

1)+a3(a
3
2+3a1a

2
2−4a3

1)+a2(a
3
3+3a1a

2
3−

4a3
1) + (a2

2− 4a2
1)(a

2
3− 4a2

1) = 32a4
1− 4a2

1(2a
2
2 + 2a2

3 + 3a1a2 + 3a1a3) + 2a2
2a

2
3 +

6a1a
2
2a3 + 6a1a2a

2
3 + 9a2

1a2a3 + a3
2a3 + a2a

3
3− 4a3

1a2− 4a3
1a3 = 48a4

1 + 4a2
1a2a3−
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8a2
1a

2
2 − 8a2

1a
2
3 = 4a2

1(12a2
1 + a2a3 − 2a2

2 − 2a2
3) = 4a2

1(10a2
2 + 10a2

3 + 25a2a3) =

20a2
1(2a

2
2 + 2a2

3 + 5a2a3) > 0,

∆ = ∆1∆2,

∆2 = (a2
3 + 3a1a3 − 4a2

1)(a
2
3 − 4a2

1)− a3(a
3
3 + 3a1a

2
3 − 4a3

1) = a2
3(a

2
3 + 3a1a3)−

4a2
1(2a

2
3 +3a1a3)+16a4

1− a2
3(a

2
3 +3a1a3)+4a3

1a3 = −4a2
1(2a

2
3 +3a1a3− a1a3)+

16a4
1 = 16a4

1 − 8a2
1(a

2
3 + a1a3) = 8a2

1(2a
2
1 + a3a2) = 8a2

1(2a
2
2 + 2a2

3 + 5a2a3),

∆1 = ∆2 = 8a2
1(2a

2
2 + 2a2

3 + 5a2a3), ∆ = 64a4
1(2a

2
2 + 2a2

3 + 5a2a3)
2 > 0.

t2 − bt + ∆ = 0,

D

4
=

(
b

2

)2

−∆ = 36a4
1(2a

2
2 + 2a2

3 + 5a2a3)
2 > 0, b < 0, ∆ > 0 ⇒

⇒ t1, t2 ∈ R, t2 < t1 < 0, {λi} = {±i
√
|t1|,±i

√
|t2|}.

Â ïðîîáðàçàõ òî÷åê N è P áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû ëåæàò ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ ñ êîîðäèíàòàìè ±(0, 0, g, 0, 0, 1) è ±(0, g, 0, 0, 1, 0) ñîîòâåòñòâåí-

íî. Ïðîâåðêà èõ óñëîâèé íåâûðîæäåííîñòè ïðîâîäèòñÿ ïóòåì òåõ æå âû-

êëàäîê, ÷òî è â ñëó÷àå òî÷êè M , ñ ïðèìåíåíèåì öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè

èíäåêñîâ ó ïàðàìåòðîâ a1, a2, a3 è ïåðåîöåíêîé ïîëó÷àþùèõñÿ íåðàâåíñòâ.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê òî÷êàì Q,L, R. Â èõ ïðîîáðàçàõ ëåæèò ïî ÷åòûðå

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíûì çíàêàì ui, vi. Íà÷íåì ñ

òî÷êè Q. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè âîçüìåì îñîáåííîñòü, ñîîòâåòñòâóþùóþ çíà-

êàì �+�. Â êà÷åñòâå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò íà M 4
g âîçüìåì (s1, s2, r1, r2). Òî-

ãäà êàíîíè÷åñêèé áàçèñ â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàåòñÿ âåêòîðàìè:
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TQM 4
g =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 −1 0 z

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 −1




, ãäå z =
g

u2
1
− 2(a1 − a3).

Ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü îïåðàòîðîâ AH0
è AF0

ìîæíî óñìîòðåòü õîòÿ áû

èç òîãî, ÷òî îíè ïåðåâîäÿò âåêòîð (1, 1,−1, 0, 0, 0)t êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà â âåêòîðà (∗, ∗, ∗, a2v1+a3u1,−a1v1, a1u1)
t è (∗, ∗, ∗, v1+u1,−v1, u1)

t ñîîò-

âåòñòâåííî. Ïîñëåäíèå ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïðè ëþáîì g ∈ (a1−a3, a1−a2).

Äàëüíåéøèå âûêëàäêè ïî âû÷èñëåíèþ ìàòðèöû îïåðàòîðà AF0
ñòàíîâÿò-

ñÿ êðàéíå ãðîìîçäêèìè, ïîýòîìó â ýòîì ìåñòå ìû ïðèáåãëè ê ïîìîùè ïàêåòà

ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé Matlab 6.5 Symbolic Math Toolbox. Â ðåçóëüòàòå áû-

ëî íàéäåíî óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

det(AF0
− λE) = (λ2 + 4(2a2 + a3)g + 4a2

3 + 16a2a3 + 16a2
2)·

·(λ2 + 4(2a3 + a2)g + 4a2
2 + 16a2a3 + 16a2

3) = 0.

Íàïîìíèì, ÷òî a1 < 0 6 a2 < a3 è a1 + a2 + a3 = 0, ïîýòîìó êîýôôèöèåíòû

ïðè g ïîëîæèòåëüíû. Ïóñòü t = λ2. Òîãäà êîðíè óðàâíåíèÿ t1, t2 ñ ðîñòîì g

ëèíåéíî óáûâàþò. Ïðè ïîäñòàíîâêå ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ gmin = a1 − a3

â óðàâíåíèå îíî ïðèìåò âèä:

det(AF0
− λE) = t(t + 8a2

2 − 4a2a3 − 4a2
3) = t(t + (3a2)

2 − (a2 + 2a3)
2) = 0,

(3a2)
2 − (a2 + 2a3)

2 < 0 ⇒ t1 = 0, t2 > 0.

Ïîäñòàâëÿÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå gmax = a1 − a2 èìååì:

det(AF0
− λE) = t(t + 8a2

3 − 4a2a3 − 4a2
2) = t(t + (3a3)

2 − (a3 + 2a2)
2) = 0,
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(3a3)
2 − (a3 + 2a2)

2 > 0 ⇒ t1 < 0, t2 = 0.

Â èòîãå, äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ g ∈ (a1 − a3, a1 − a2) áóäåì èìåòü t1 < 0 <

t2. Ñëåäîâàòåëüíî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi èìåþò âèä {±i
√
|t1|,±

√
|t2|}, è

ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ íåâûðîæäåíî è èìååò òèï ñåäëî-öåíòð.

Â ñëó÷àå òî÷åê R è L âûêëàäêè ïîâòîðÿþòñÿ ñ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâ-

êîé èíäåêñîâ ó ïàðàìåòðîâ a1, a2, a3. Äëÿ òî÷êè R áóäåì èìåòü:

det(AF0
− λE) = (λ2 + 4(2a1 + a2)g + 4a2

2 + 16a1a2 + 16a2
1)·

·(λ2 + 4(2a2 + a1)g + 4a2
1 + 16a1a2 + 16a2

2) = 0.

Êîýôôèöèåíòû ïðè g îòðèöàòåëüíû è êîðíè t1, t2 ëèíåéíî ðàñòóò ñ ðîñòîì

g.

gmin = a3 − a2 ⇒ det(AF0
− λE) = t(t + (3a1)

2 − (a1 + 2a2)
2) = 0,

(3a1)
2 − (a1 + 2a2)

2 > 0 ⇒ t1 < 0, t2 = 0.

gmax = a3 − a1 ⇒ det(AF0
− λE) = t(t + (3a2)

2 − (a2 + 2a1)
2) = 0,

(3a2)
2 − (a2 + 2a1)

2 < 0 ⇒ t1 = 0, t2 > 0.

Äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ g ∈ (a3−a2, a3−a1) áóäåì èìåòü t1 < 0 < t2. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi èìåþò âèä {±i
√
|t1|,±

√
|t2|}, è ïîëîæåíèå

ðàâíîâåñèÿ íåâûðîæäåíî è èìååò òèï ñåäëî-öåíòð.

Âíîâü öèêëè÷åñêè ïåðåñòàâëÿÿ èíäåêñû, äëÿ òî÷êè L èìååì:

det(AF0
− λE) = (λ2 + 4(2a3 + a1)g + 4a2

1 + 16a1a3 + 16a2
3)·

·(λ2 + 4(2a1 + a3)g + 4a2
3 + 16a1a3 + 16a2

1) = 0.

gmin = a2 − a3 ⇒ det(AF0
− λE) = t(t + (3a3)

2 − (a3 + 2a1)
2) = 0,

(3a3)
2 − (a3 + 2a1)

2 > 0 ⇒ t1 < 0, t2 = 0.

gmax = a2 − a1 ⇒ det(AF0
− λE) = t(t + (3a1)

2 − (a1 + 2a3)
2) = 0,
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(3a1)
2 − (a1 + 2a3)

2 > 0 ⇒ t1 = 0, t2 < 0.

Äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ g ∈ (a2 − a3, a2 − a1) áóäåì èìåòü t1 < 0, t2 < 0.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi èìåþò âèä {±i
√
|t1|,±i

√
|t2|}. Óñëîâèå t1 = t2

ðàâíîñèëüíî g = 3a2 ∈ (a2 − a3, a2 − a1), íî ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî â

ýòîì èñêëþ÷èòåëüíîì ñëó÷àå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ AH0
áóäóò ïîïàðíî ðàç-

ëè÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ íåâûðîæäåíî è èìååò òèï

öåíòð-öåíòð.

Òåì ñàìûì çàâåðøåíà ïðîâåðêà óñëîâèé íåâûðîæäåííîñòè è íàéäåíû

òèïû äëÿ òî÷åê M , N , P , Q, R è L.

Ñëîæíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ îñîáåííîñòåé íå ïðåâîñõîäÿò ÷åòûðåõ. Â

òàáëèöàõ íåâûðîæäåííûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ìàëîé ñëîæíîñòè, ïðèâå-

äåííûõ â [1, ò.1, ãë.9], äëÿ êàæäîé îñîáåííîñòè óêàçàíû ïðåäñòàâëåíèå â âè-

äå ïî÷òè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ è êðóãîâàÿ ìîëåêóëà. Çíàÿ òèïû 3-àòîìîâ,

íåñëîæíî îïðåäåëèòü, êàêóþ èìåííî îñîáåííîñòü ìû íàáëþäàåì â ñëó÷àå

êàæäîé òî÷êè.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

2.4 Êðóãîâûå ìîëåêóëû âûðîæäåííûõ îäíîìåðíûõ îðáèò

Òî÷êè âîçâðàòà è êàñàíèÿ zi (i = 1, .., 8) áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû ïðåä-

ñòàâëÿþò äðóãîé ðàñïðîñòðàíåííûé êëàññ îñîáåííîñòåé èíòåãðèðóåìûõ ãà-

ìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Â ïðîîáðàçå íåêîòîðîé èõ

îêðåñòíîñòè ãàìèëüòîíèàí H0 íå èìååò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, à ãàìèëüòîíîâ

ïîòîê v = sgradH0 íå îáðàùàåòñÿ â íîëü. Âîçüìåì ýòî çà îïðåäåëåíèå âû-

ðîæäåííûõ îäíîìåðíûõ îðáèò. Ïîëíîé êëàññèôèêàöèè ýòèõ îñîáåííîñòåé

íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íå ñóùåñòâóåò, îäíàêî íåêîòîðûå èõ îáùèå ñâîéñòâà

ïîçâîëÿò íàì ïîëíîñòüþ îïèñàòü èõ êðóãîâûå ñëîåíèÿ äëÿ èññëåäóåìîé ñè-
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ñòåìû.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå îáúåêòû âåùåòâåííî-àíàëèòè÷åñêèå. Îòîá-

ðàæåíèå ìîìåíòà, êàê è ðàíåå, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç F. Ðàññìîòðèì òî÷êó

z áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, òàêóþ ÷òî rk F|F−1(z) > 1 è ñôîðìóëèðóåì

òåîðåìó Í. Ò. Çóíãà [31] äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâî-

áîäû.

Òåîðåìà 7 (Í. Ò. Çóíã [31]) Ïóñòü ëèáî dim F−1(z) = 1, ëèáî

dim F−1(z) = 2 è F−1(z) ñîäåðæèò ðåãóëÿðíóþ òî÷êó. Òîãäà â îêðåñòíî-

ñòè U 4(F−1(z)) ⊂ M 4 ñóùåñòâóåò ñèìïëåêòè÷åñêîå àíàëèòè÷åñêîå ëîêàëüíî-

ñâîáîäíîå äåéñòâèå îêðóæíîñòè S1, ñâîáîäíîå íà òîðàõ Ëèóâèëëÿ è ñîõðà-

íÿþùåå îòîáðàæåíèå ìîìåíòà F.

Ðàññìîòðèì �êðóãîâîå� ìíîãîîáðàçèå Q3
τ , ëåæàùåå â ïðîîáðàçå ìàëîé

îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â z. Îðáèòû S1-äåéñòâèÿ çàäàþò íà íåì ñòðóêòó-

ðó ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà, ñîãëàñîâàííîãî ñî ñëîåíèåì Ëèóâèëëÿ. Ðàíåå ìû

îáñóæäàëè (òåîðåìà 3), ÷òî òàêîå ðàññëîåíèå âñåãäà ñóùåñòâóåò íà 3-àòîìàõ.

Èç òåîðåìû Çóíãà ñëåäóåò, ÷òî ðàññëîåíèÿ âñåõ 3-àòîìîâ íà Q3
τ ñîãëàñîâàíû

è îáðàçóþò îäíî ãëîáàëüíîå ðàññëîåíèå Çåéôåðòà. Îòäåëüíî îòìåòèì, ÷òî

äëÿ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ýòîò ôàêò íåâåðåí.

Ñäåëàåì îòñþäà âûâîäû î ñâîéñòâàõ êðóãîâûõ ìîëåêóë èçó÷àåìûõ îñî-

áåííîñòåé. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 7 ñïðàâåäëèâî

Ïðåäëîæåíèå 1 Íà ðåáðàõ, ñîåäèíÿþùèõ äâà ñåäëîâûõ àòîìà êðóãîâîé

ìîëåêóëû âûðîæäåííîé îäíîìåðíîé îðáèòû, ìåòêè r ðàâíû ∞. Íà ðåá-

ðàõ, ñîåäèíÿþùèõ àòîì A c ñåäëîâûì, ìåòêè r êîíå÷íû. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ

ìåòêè ε ðàâíû +1.

Äîêàçàòåëüñòâî:
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Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ðàâåíñòâî ìåòêè r áåñêîíå÷íîñòè, ÿâëÿåòñÿ êðè-

òåðèåì òîãî, ÷òî äâà ñåäëîâûõ àòîìà, êîòîðûå ñîåäèíÿåò ðàññìàòðèâàåìîå

ðåáðî, îáðàçóþò åäèíîå ðàññëîåíèå Çåéôåðòà [1, ò.1, ãë.4]. Ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû ìèíèìàêñíàÿ îêðóæíîñòü àòîìà A ÿâëÿåòñÿ ñëîåì ýòîãî ðàññëîåíèÿ.

Ïîýòîìó ñòÿãèâàåìûé öèêë àòîìà A íå ìîæåò èìåòü ñî ñëîÿìè ðàññëîåíèÿ

Çåéôåðòà íóëåâîé èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìåòêà r ðåáðà �àòîì

A � ñåäëîâîé àòîì� êîíå÷íà.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ðàâåíñòâî ìåòêè ε = +1 îçíà÷àåò, ÷òî

êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè-òðàåêòîðèè äâóõ àòîìîâ èìåþò îäèíàêîâóþ îðè-

åíòàöèþ ñ òî÷êè çðåíèÿ îáùåãî ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà. Â ïðîîáðàçå òî÷êè

íà ãëàäêîé äóãå áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû ìîæåò ëåæàòü íåñêîëüêî êðè-

òè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé àòîìà. Èçâåñòíî, ÷òî â ñëó÷àå òîïîëîãè÷åñêè óñòîé-

÷èâûõ áîòòîâñêèõ ïåðåñòðîåê, îíè îðèåíòèðîâàíû îäèíàêîâî [1, ò.1, ãë.3],

ïîýòîìó äàëåå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëèøü îäíó êðèòè÷åñêóþ îêðóæíîñòü.

Íî ïðè äâèæåíèè âäîëü ãëàäêîé êðèâîé áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû è ïðè

ïåðåñå÷åíèè îñîáîé òî÷êè, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò âûðîæäåííîé îäíîìåðíîé

îðáèòå, ýòà êðèòè÷åñêàÿ îêðóæíîñòü íåïðåðûâíî �ïëûâåò�, íå ìåíÿÿ ñâîåé

îðèåíòàöèè, ò.ê. v 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, îðèåíòàöèè êðèòè÷åñêè îêðóæíî-

ñòåé ðàçíûõ àòîìîâ òàêæå ñîâïàäàþò.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå 1 Ðàâåíñòâî âñåõ ìåòîê ε = +1 ðàâíîñèëüíî îðèåíòèðîâàí-

íîñòè áàçû ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà, ïîýòîìó â íàøåì ñëó÷àå ýòî ñôåðà S2 ñ

g ðó÷êàìè. Êàæäàÿ çâåçäî÷êà íà ñåäëîâîì àòîìå äàåò îñîáûé ñëîé òèïà

(1, 2), à êàæäàÿ äðîáíàÿ ìåòêà r = p
q � îñîáûé ñëîé òèïà (p, q). Ýéëåðîâ

êëàññ Q3
τ â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ n-ìåòêîé ñåìüè, îáðàçîâàííîé âñåìè

ñåäëîâûìè àòîìàìè.
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Çàìå÷àíèå 2 Ìàòðèöà ñêëåéêè íà ðåáðàõ �ñåäëî � ñåäëî� êðóãîâîé ìîëå-

êóëû âûðîæäåííîé îäíîìåðíîé îðáèòû âñåãäà ðàâíà


 1 0

k −1


, ãäå k ∈ Z.

Ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìåòêè r = ∞ è ñâîéñòâ ìàòðèö ñêëååê.

Çàìå÷àíèå 3 Íàðÿäó ñ êðóãîâûìè ìîëåêóëàìè âûðîæäåííûõ îäíîìåðíûõ

îðáèò èíîãäà áûâàåò ïîëåçíî ðàññìàòðèâàòü êðóãîâûå ìîëåêóëû ðåãóëÿð-

íûõ òî÷åê áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, ò.å. îáðàçîâ 3-àòîìîâ. Ïðåäëîæå-

íèå 1 äëÿ íèõ î÷åâèäíî òîæå âåðíî.

Äîêàæåì åùå îäíî ïðåäëîæåíèå, êîòîðîå õîòü è èìååò èñêëþ÷èòåëüíî

÷àñòíûé õàðàêòåð, íà ïðàêòèêå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî äëÿ î÷åíü áîëüøîãî

êîëè÷åñòâà ñèñòåì.

Ïðåäëîæåíèå 2 Ïóñòü òî÷êà z ñîîòâåòñòâóåò âûðîæäåííîé îäíîìåð-

íîé îðáèòå, à â åå îêðåñòíîñòè áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ïðåäñòàâëÿåò

èç ñåáÿ ãëàäêóþ êðèâóþ ñ òî÷êîé âîçâðàòà â z, ìåíÿþùóþ ïðè ýòîì òèï

3-àòîìà ñ B íà A. Òîãäà íà ðåáðå êðóãîâîé ìîëåêóëû B�A ìåòêà r = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî:

Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ðàññìàòðèâàåìîé îñîáåííîñòè èçîáðàæåíà

íà ðèñóíêå 5. Ïðîèçâåäåì äåôîðìàöèþ êîíòóðà ABC0D0 â êîíòóð ABC1D1.

Ïðè ýòîì òîïîëîãè÷åñêèé òèï ìíîãîîáðàçèÿ â ïðîîáðàçå íå èçìåíèòñÿ: ïðî-

îáðàç îòðåçêà CD îïðåäåëÿåòñÿ â M 4 óðàâíåíèåì H = const, èç óñëîâèÿ æå

èçâåñòíî, ÷òî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê H â îêðåñòíîñòè z íåò. Îñòàëüíûå çâåíüÿ

êîíòóðà èñïûòûâàþò ãëàäêóþ èçîòîïèþ, íå âñòðå÷àÿ òî÷åê áèôóðêàöèé.

Êîíòóð ABC0D0 îïðåäåëÿåò êðóãîâóþ ìîëåêóëó ðåãóëÿðíîé òî÷êè. Â åãî

ïðîîáðàçå î÷åâèäíî ëåæèò òðåõìåðíûé òîð T3. Ñëåäîâàòåëüíî, êðóãîâîå

ìíîãîîáðàçèå z òîæå èìååò òèï T3.
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Êðóãîâàÿ ìîëåêóëà ðàññìàòðèâàåìîé îñîáåííîñòè ñîñòîèò èç äâóõ àòîìîâ

� B è A � è äâóõ ðåáåð: îäíî ðåáðî íà÷èíàåòñÿ è çàêàí÷èâàåòñÿ â àòîìå

B, âòîðîå ðåáðî èäåò èç àòîìà B â àòîì A. Ìàòðèöà ñêëåéêè ïåðâîãî ðåáðà

èìååò âèä, óêàçàííûé â çàìå÷àíèè 2. Ïóñòü ìàòðèöà ñêëåéêè ðåáðà B −→ A

åñòü:


 a b

c d




Äàëåå H1(T3) = Z3 ⇒ N(W ∗) = 0 è ïî ôîðìóëå Òîïàëîâà èìååì:

ñ = n +
∑

ri + p/2 =

([a

b

]
+

[
−k

1

])
+

{a

b

}
+ 0 =

a

b
− k,

(1.1) ⇒ (a/b− k)b = 0 ⇒ a = kb ⇒ r = 0

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Äàëåå áóäåì çà r(x�y), îáîçíà÷àòü r-ìåòêó ðåáðà, êîòîðîå ñîåäèíÿåò áè-

ôóðêàöèè x è y. Íàïîìíèì î÷åâèäíîå ïðàâèëî ñëîæåíèÿ ìåòîê: ïóñòü

äëÿ ðåáåð, îòíîñÿùèõñÿ ê íåêîòîðîìó ñåìåéñòâó òîðîâ, èçâåñòíû ìåòêè

r(x�y) = r0 è r(y�z) = ∞, òîãäà r(x�z) = r0 â òîì æå ñåìåéñòâå.

Òåîðåìà 8 Êðóãîâûå ìîëåêóëû îñîáûõ òî÷åê zi (i = 1, .., 8) ñëó÷àÿ Ñòåê-

ëîâà ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 1.

Äîêàçàòåëüñòâî:

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 7 âûïîëíÿþòñÿ äëÿ êàæäîé èç òî÷åê

zi, ïîýòîìó îñòàåòñÿ âû÷èñëèòü ìåòêè r íà ðåáðàõ, âåäóùèõ â àòîìû A. Ðàñ-

ñìîòðèì ðåáðî êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè z2, îòíîñÿùååñÿ ê ñåìåéñòâó III.

Îíî ñîåäèíÿåò áèôóðêàöèè β1 è α5. Èç êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè P èìå-

60



åì r(β1�γ2) = 0, òî÷êè Q � r(γ2�α5) = ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðàâèëó

ñëîæåíèÿ ìåòîê, r(β1�α5) = 0. Äëÿ äðóãèõ ñåìåéñòâ òîðîâ ïîëó÷àåì:

• òî÷êà z2:

ñåìåéñòâî II: r(β1�γ2) = 0, r(γ2�α2) = ∞⇒ r(β1�α2) = 0

ñåìåéñòâî II: r(β1�γ1) = 0, r(γ1�α4) = ∞⇒ r(β1�α4) = 0

• òî÷êà z3:

ñåìåéñòâî I: r(α1�α3) = 0, r(α1�β2) = ∞⇒ r(β2�α3) = 0

ñåìåéñòâî IV: r(β2�γ2) = 0, r(γ2�α7) = ∞⇒ r(β2�α7) = 0

• òî÷êà z4:

ñåìåéñòâî III: r(α6�α5) = 0, r(γ2�α5) = ∞⇒ r(γ2�α6) = 0

• òî÷êà z6:

ñåìåéñòâî V: r(α12�α9) = 0, r(γ3�α9) = ∞⇒ r(γ3�α12) = 0

• òî÷êà z7:

ñåìåéñòâî II: r(α11�α2) = 0, r(α2�β3) = ∞⇒ r(β3�α11) = 0

ñåìåéñòâî IV: r(β3�γ3) = 0, r(γ3�α8) = ∞⇒ r(β3�α8) = 0

• òî÷êà z8:

ñåìåéñòâî V: r(β4�γ3) = 0, r(γ3�α9) = ∞⇒ r(β4�α9) = 0

ñåìåéñòâî I: r(β4�γ3) = 0, r(γ3�α1) = ∞⇒ r(β4�α1) = 0

ñåìåéñòâî I: r(β4�γ1) = 0, r(γ1�α10) = ∞⇒ r(β4�α10) = 0

Ìåòêè r íà ðåáðàõ B�A ìîëåêóë òî÷åê z1 è z5 òàêæå íóëåâûå â ñèëó

ïðåäëîæåíèÿ 2.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

2.5 Ïîñòðîåíèå äîïóñòèìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò

Ðàññìîòðèì ìàëûé îòðåçîê, òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùèé äóãó áèôóðêà-

öèîííîé äèàãðàììû. Â åãî ïðîîáðàçå ëåæèò ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì � 3-àòîì.
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Åãî êðàé ñîñòîèò èç íåêîòîðîãî ÷èñëà (â çàâèñèìîñòè îò òèïà áèôóðêàöèè)

ãðàíè÷íûõ òîðîâ. Íàì ïðåäñòîèò âûáðàòü íà êàæäîì òàêîì òîðå äîïóñòè-

ìóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò â åãî ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå.

Îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé öèêë áèôóðêàöèè ∗ áóäåì îáîçíà÷àòü λ∗. Ïî-

ñòàâèì íàøåé öåëüþ ïðåäúÿâèòü íà êàæäîì ãðàíè÷íîì òîðå áèôóðêàöèé

äîïóñòèìóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, âûðàæåííóþ â öèêëàõ λ∗. Äëÿ îïðåäåëåí-

íîñòè äîãîâîðèìñÿ ðåáðà âñåõ àòîìîâ îðèåíòèðîâàòü ïî âîçðàñòàíèþ H0.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ê ïîëîæèòåëüíîé ãðàíèöåé âñÿêîãî 3-àòîìà îòíåñåì òå

òîðû, íà êîòîðûõ çíà÷åíèå èíòåãðàëà H0 áîëüøå.

Â íà÷àëå âûáåðåì äîïóñòèìûå êîîðäèíàòû íà ñåäëîâûõ àòîìàõ.

Ðàññìîòðèì òî÷êó P ïðè a1 − a3 < g < −3a2. Îíà èìååò òèï ñåäëî-

ñåäëî. Åå 4-îêðåñòíîñòü ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ 2-àòîìîâ

(B×C2). Åãî ñîìíîæèòåëè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 6. Ãðàíè÷íûå öèêëû àòîìîâ

B è C2 îáîçíà÷åíû çà u, v1, v2 è p1, p2, q1, q2 ñîîòâåòñòâåííî.

Îáîçíà÷èì 3-àòîìû, áëèçêèå ê òî÷êå P , ñîîòâåòñòâåííî Qγ1
, Qγ2

, Qβ1
,

Qβ3
. Òîãäà èìååì:

1. Qγ1
= C2 × u;

2. Qγ2
= (C2 × v1) ∪ (C2 × v2);

3. Qβ1
= (B × p1) ∪ (B × p2);

4. Qβ2
= (B × q1) ∪ (B × q2);

Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå äîïóñòèìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò íà ñåäëîâûõ àòî-

ìàõ áåç çâåçäî÷åê, äëÿ ïåðâîãî 3-àòîìà Qγ1
èìååì:

(u, q1)
(I)
↘

(u, q2)
(I)
↗

C2 γ1

(II)
↗ (u,−p1)

(II)
↘ (u,−p2)

62



Ñòðåëî÷êè óêàçûâàþò íàïðàâëåíèå ðîñòà H0. Ðèìñêèå öèôðû íàä ñòðå-

ëî÷êàìè îáîçíà÷àþò ñåìåéñòâî òîðîâ, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ äàííûé ãðà-

íè÷íûé òîð. Çíàê ìèíóñ òðåáóåòñÿ äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ îðèåíòàöèé ñèñòåì êî-

îðäèíàò íà àòîìå.

Â ïðîîáðàçàõ îñòàëüíûõ òðåõ ãëàäêèõ äóã áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû,

ñõîäÿùèõñÿ â òî÷êå P , ëåæèò ïî äâà ýêçåìïëÿðà ñîîòâåòñòâóþùèõ àòîìîâ.

Èìååì äëÿ i = 1, 2:

(vi, q1)
(IV )
↘

(vi, q2)
(IV )
↗

C2 γ2

(II)
↗ (vi,−p1)

(III)
↘ (vi,−p2)

(pi,−u)
(II)→ B

β1

(II)
↗ (pi, v1)

(III)
↘ (pi, v2)

(qi,−u)
(I)→ B

β2

(IV )
↗ (qi, v1)

(IV )
↘ (qi, v2)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûáîðå äîïóñòèìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò íà àòîìå Qγ1
ìû

ïðîèçâîëüíî ïîñòàâèëè çíàê �-� ó ïðàâûõ áàçèñîâ, à íå ó ëåâûõ. Òåì ñàìûì

ìû ôèêñèðîâàëè íåêîòîðóþ îðèåíòàöèþ íà ìíîãîîáðàçèè Q3
γ1
. Îäíàêî ïîñëå

ýòîãî ïðîèçâîëà â âûáîðå äîïóñòèìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò äëÿ îñòàëüíûõ òðåõ

àòîìîâ íåò: îäíîçíà÷íûé îòâåò äàåò óñëîâèå ñîãëàñîâàííîñòè îðèåíòàöèé

áàçèñîâ.

Òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî ïåðâûé áàçèñíûé öèêë áèôóðêàöèè âñåãäà ñîâïà-

äàåò ñ åå îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûì öèêëîì. Îòêóäà èìååì:

λγ1
= u, λγ2

= vi, λβ1
= pi, λβ2

= qi.
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Òåì ñàìûì ìû âûáðàëè äîïóñòèìûå ñèñòåìû êîîðäèíàò, âûðàæåííûå â

îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûõ áàçèñíûõ öèêëàõ, äëÿ äóã γ1, γ2, β1 è β2. Ðåçóëüòàò

âûãëÿäèò òàê:

(λγ1
, λβ2

) (I)
↘

(λγ1
, λβ2

) (I)
↗

C2 γ1

(II)
↗ (λγ1

,−λβ1
)

(II)
↘ (λγ1

,−λβ1
)

(λγ2
, λβ2

) (IV )
↘

(λγ2
, λβ2

) (IV )
↗

C2 γ2

(II)
↗ (λγ2

,−λβ1
)

(III)
↘ (λγ2

,−λβ1
)

(λβ1
,−λγ1

)
(II)→ B

β1

(II)
↗ (λβ1

, λγ2
)

(III)
↘ (λβ1

, λγ2
)

(λβ2
,−λγ1

)
(I)→ B

β2

(IV )
↗ (λβ2

, λγ2
)

(IV )
↘ (λβ2

, λγ2
)

Àíàëîãè÷íî, ðàññìîòðåâ òî÷êó P ïðè −3a2 < g < a3 − a1, ïîëó÷àåì

äîïóñòèìûå ñèñòåìû êîîðäèíàò äëÿ áèôóðêàöèé β3, β4, γ3 è âòîðîé âàðèàíò

äîïóñòèìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò äëÿ γ1:

(λγ1
,−λβ4

) (I)
↘

(λγ1
,−λβ4

) (I)
↗

C ′
2 γ1

(II)
↗ (λγ1

, λβ3
)

(II)
↘ (λγ1

, λβ3
)

(λγ3
,−λβ4

) (I)
↘

(λγ3
,−λβ4

) (V )
↗

C2 γ3

(IV )
↗ (λγ3

, λβ3
)

(IV )
↘ (λγ3

, λβ3
)
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(λβ3
, λγ3

) (IV )
↘

(λβ3
, λγ3

) (IV )
↗

B
β3

(II)→ (λβ3
,−λγ1

)

(λβ4
, λγ3

) (I)
↘

(λβ4
, λγ3

) (V )
↗

B
β4

(I)→ (λβ4
,−λγ1

)

Çäåñü òîëüêî íåîáõîäèìî ïîÿñíèòü âûáîð îðèåíòàöèé âòîðûõ áàçèñíûõ

öèêëîâ. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè âûáîðå äîïóñòèìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò äëÿ áè-

ôóðêàöèé γ1, γ2, β1, β2 ó íàñ áûëà àëüòåðíàòèâà: âçÿòü òàêèå çíàêè âòîðûõ

áàçèñíûõ öèêëîâ, íà êîòîðûõ ìû îñòàíîâèëèñü, ëèáî îäíîâðåìåííî çàìå-

íèòü âñå çíàêè íà ïðîòèâîïîëîæíûå. Îäíàêî ïîñëå òîãî êàê ìû ôèêñèðî-

âàëè âûáîð çíàêîâ äëÿ áèôóðêàöèé γ1, γ2, β1, β2, àíàëîãè÷íîãî ïðîèçâîëà

äëÿ äóã γ1, γ3, β3, β4 óæå íåò. Ïîêàæåì, ÷òî âûáîð çíàêîâ, óêàçàííûé âûøå,

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííî âåðíûì.

Èç êðóãîâûõ ìîëåêóë îñîáûõ òî÷åê z4 è z6 ñëåäóåò, ÷òî λγ2
= λβ3

è λγ3
=

λβ4
íà òîðàõ ñåìåéñòâà IV. Îáðàòèìñÿ ê äîïóñòèìûì áàçèñàì áèôóðêàöèé γ2

è β3, ñîîòâåòñòâóþùèì ïîñëåäíåìó ñåìåéñòâó. Èç ñòðóêòóðû ñëîåíèÿ âáëèçè

òî÷êè z4 ñëåäóåò, ÷òî îíè äîëæíû áûòü îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàíû. Äëÿ γ2

ìû âûáðàëè áàçèñ (λγ2
, λβ2

), ïîýòîìó äëÿ β3 ñëåäóåò âûáðàòü áàçèñ (λβ3
, λγ3

),

êàê è áûëî ñäåëàíî, à íå (λβ3
,−λγ3

). Òàêèì îáðàçîì óñòðàíÿåòñÿ ïðîèçâîë

â âûáîðå çíàêîâ âòîðûõ áàçèñíûõ öèêëîâ äëÿ äóã γ1, γ3, β3 è β4.

Îñòàëîñü âûáðàòü ñèñòåìû êîîðäèíàò íà àòîìàõ A.

Íàïîìíèì, ÷òî äîïóñòèìûå ñèñòåìû êîîðäèíàò íà A-àòîìàõ èìåþò îä-

íî ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå: ðåãóëèðîâêà îðèåíòàöèè áàçèñà îñóùåñòâëÿåòñÿ

çà ñ÷åò ñîîòâåòñòâóþùåãî âûáîðà îðèåíòàöèè ïåðâîãî áàçèñíîãî öèêëà (îí

îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî òîëüêî ñ òî÷íîñòüþ äî îðèåíòàöèè). È ýòî ïîíÿòíî,
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òàê êàê ó àòîìà A âòîðîé, à íå ïåðâûé áàçèñíûé öèêë èìååò åñòåñòâåííóþ

îðèåíòàöèþ, çàäàâàåìóþ ãàìèëüòîíîâûì ïîòîêîì.

Â íà÷àëå ñôîðìóëèðóåì ïðåäëîæåíèå, êîòîðîå ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäå-

ëåíèÿ ìåòêè r (ñì. 1.2.6).

Ïðåäëîæåíèå 3 Ìåòêà r(∗� ∗ ∗) = ∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èí-

äåêñ ïåðåñå÷åíèÿ öèêëîâ λ∗ è λ∗∗ íà òîðàõ ýòîãî ñåìåéñòâà ðàâåí 0 (ò.å.

öèêëû ãîìîëîãè÷íû ñ òî÷íîñòüþ äî îðèåíòàöèè); r(∗� ∗ ∗) = 0 ⇔ ìî-

äóëü èíäåêñà ïåðåñå÷åíèÿ λ∗ è λ∗∗ ðàâåí 1 è ïàðà (λ∗, λ∗∗) îáðàçóåò áàçèñ;

r(∗� ∗ ∗) = 1/2 ⇔ ìîäóëü èíäåêñà ïåðåñå÷åíèÿ λ∗ è λ∗∗ ðàâåí 2.

Âûáåðåì äîïóñòèìóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò äëÿ àòîìà α1 èñõîäÿ èç êðóãî-

âîé ìîëåêóëû òî÷êè z8. Ìåòêè r = 0, ïîýòîìó ïàðà (±λα1
,±λβ4

) îáðàçóåò

áàçèñ íà òîðàõ ñåìåéñòâà I. Îñòàëîñü ðàçîáðàòüñÿ ñ îðèåíòàöèåé. Ïåðåä λβ4

ñ íåîáõîäèìîñòüþ äîëæåí ñòîÿòü çíàê �+� òàê êàê íà ñîîòâåòñòâóþùåì ðåá-

ðå êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè z8 ñòîèò ìåòêà ε = +1. Çíàê ïåðåä λα1
ëèøåí

ñìûñëà, òàê êàê ýòîò öèêë ïîêà îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî îðèåíòàöèè. Ïî-

ñòàâèì ïåðåä íèì çíàê �+�, à îðèåíòàöèþ λα1
âûáåðåì òàêîé, ÷òîáû áàçèñ

(λα1
, λβ4

) èìåë òàêóþ æå îðèåíòàöèþ, êàê è ïðî÷èå áàçèñû ïîëîæèòåëüíûõ

ãðàíèö àòîìîâ ñåìåéñòâà I. Èòàê:

A α1

(I)→ (λα1
, λβ4

)

Äëÿ îñòàëüíûõ àòîìîâ A èç êðóãîâûõ ìîëåêóë òî÷åê zi àíàëîãè÷íî ïî-

ëó÷àåì:

(λα2
, λβ1

)
(II)→ A α2

(λα3
, λβ2

)
(I)→ A α3

66



(λα4
, λβ1

)
(II)→ A α4

(λα5
, λβ1

)
(III)→ A α5

(λα6
, λγ2

)
(III)→ A α6

(λα7
, λβ2

)
(IV )→ A α7

A α8

(IV )→ (λα8
, λβ3

)

A α9

(V )→ (λα9
, λβ4

)

A α10

(I)→ (λα10
, λβ4

)

A α11

(II)→ (λα11
, λβ3

)

A α12

(V )→ (λα12
, λγ3

)

2.6 Îïðåäåëåíèå âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ áàçèñíûõ öèêëîâ

Ïðîàíàëèçèðóåì èíôîðìàöèþ èç êðóãîâûõ ìîëåêóë è ñïèñêà äîïóñòèìûõ

ñèñòåì êîîðäèíàò äëÿ îïðåäåëåíèÿ âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè öèêëîâ λ∗ íà

òîðàõ ñåìåéñòâ I-V.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî I. Íà êàæäîì òîðå ýòîãî ñåìåéñòâà áèôóðêàöèè

îïðåäåëÿþò öèêëû λα1
, λα3

, λα10
λβ2

, λβ4
, λγ1

è λγ3
. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3

èç êðóãîâûõ ìîëåêóë îñîáûõ òî÷åê M,P,R, z3, z6, z8 ìîæíî èçâëå÷ü ñëåäó-

þùóþ èíôîðìàöèþ îá èíäåêñàõ ïåðåñå÷åíèÿ öèêëîâ:
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ïàðà öèêëîâ èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ

λα1
, λα3

1

λα1
, λβ2

0

λα10
, λγ1

0

λβ2
, λγ1

1

λβ4
, λγ1

1

λβ4
, λγ3

1

λα1
, λγ3

0

λα3
, λβ2

1

λα3
, λβ2

1

λβ2
, λγ3

0

λα1
, λβ4

1

λα10
, λβ4

1

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, áàçèñû íà ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ãðàíèöàõ

àòîìîâ äîëæíû èìåòü ðàçíóþ îðèåíòàöèþ. Â ñèëó ÷åãî èç ñïèñêà äîïóñòè-

ìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò ñëåäóåò, ÷òî áàçèñû (λα1
, λβ4

), (λα10
, λβ4

), (λγ1
, λβ2

),

(λγ1
,−λβ4

), (λγ3
,−λβ4

) äîëæíû èìåòü îäèíàêîâóþ îðèåíòàöèþ, à áàçèñû

(λα3
, λβ2

), (λβ4
,−λγ1

) � ïðîòèâîïîëîæíóþ èì.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòè óñëîâèÿ îïðåäåëÿþò âçàèìíîå ðàñïîëîæå-

íèå âñåõ öèêëîâ ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà îäíîçíà÷íî.

Àíàëèç îñòàëüíûõ ñåìåéñòâ òîðîâ ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî. Ìû íå ïðè-

âîäèì çäåñü ýòè ðàññóæäåíèÿ â ñèëó èõ òðèâèàëüíîñòè. Â êàæäîì ñëó÷àå

èíôîðìàöèè èç ñïèñêà êðóãîâûõ ìîëåêóë è äîïóñòèìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò

îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü âçàèìíîå ðàñïîëî-

æåíèå öèêëîâ.

Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåí èòîãîâûé ðåçóëüòàò. Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû ñå-
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ìåéñòâ òîðîâ èçîáðàæåíû â âèäå öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè íà ïëîñêîñòè, à

öèêëû � â âèäå âåêòîðîâ íà íåé. Ýòî ïîçâîëÿåò íàãëÿäíî îòîáðàçèòü ñî-

áðàííóþ èíôîðìàöèþ.

2.7 Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòà Ôîìåíêî-Öèøàíãà

Ðèñ. 7 ñëåäóåò ñ÷èòàòü îòâåòîì íà ïîñòàâëåííóþ â äàííîé ðàáîòå çàäà÷ó.

Äåéñòâèòåëüíî, çíàÿ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå áàçèñíûõ öèêëîâ íà òîðàõ è

âñå äîïóñòèìûå ñèñòåìû êîîðäèíàò, ìîæíî âû÷èñëèòü ìîëåêóëó, ñîîòâåò-

ñòâóþùóþ ëþáîé äîïóñòèìîé êðèâîé. Äåéñòâîâàòü ñëåäóåò òàê:

1. Èçîáðàçèòü êðèâóþ íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå.

2. Çàäàòü íà êðèâîé îðèåíòàöèþ.

3. Âûïèñàòü äîïóñòèìûå ñèñòåìû êîîðäèíàò íà àòîìàõ, ëåæàùèõ â ïðî-

îáðàçå êðèâîé; ïîäêîððåêòèðîâàòü îðèåíòàöèè àòîìîâ, ñîãëàñóÿ èõ ñ

îðèåíòàöèåé íà êðèâîé. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè ñìåíå îðèåíòàöèè íà ñåäëî-

âûõ àòîìàõ, ìåíÿþòñÿ çíàêè âñåõ âòîðûõ áàçèñíûõ öèêëîâ, à â ñëó÷àå

àòîìà A � çíàê ïåðâîãî áàçèñíîãî öèêëà.

4. Âûïèñàòü ìàòðèöû ñêëååê íà ðåáðàõ ìîëåêóëû, ïîëüçóÿñü ðèñ. 7.

5. Âû÷èñëèòü ïî ìàòðèöàì ñêëååê ÷èñëîâûå ìåòêè r, ε è n.

2.8 Ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ ìå÷åíîé ìîëåêóëû

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ âûøåèçëîæåííîãî àëãîðèòìà âû÷èñëèì

ìåòêè ìîëåêóëû, ñîîòâåòñòâóþùåé âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ïðà-

âåå âñåõ îñîáûõ òî÷åê áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû. Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ

ìîëåêóëà áîëüøèõ ýíåðãèé (äëÿ èñõîäíîãî ãàìèëüòîíèàíà Ñòåêëîâà H).
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Îðèåíòèðóåì ïðÿìóþ ïî âîçðàñòàíèþ H0. Åé ñîîòâåòñòâóåò ãðóáàÿ ìî-

ëåêóëà:
A ↘

A ↗
C2

↗ A

↘ A

Âûïèøåì äîïóñòèìûå ñèñòåìû êîîðäèíàò àòîìîâ ìîëåêóëû:

A α1

(I)→ (λα1 , λβ4)

A α1

(I)→ (λα1 , λβ4)

(λγ1 , λβ2)
(I)
↘

(λγ1 , λβ2)
(I)
↗

C
2 γ1

(II)
↗ (λγ1 ,−λβ1)

(II)
↘ (λγ1 ,−λβ1)

(λα2 , λβ1)
(II)→ A α2

(λα2 , λβ1)
(II)→ A α2

Ïî ðèñ. 7 âû÷èñëÿåì ìàòðèöû ñêëååê:

 λγ1

λβ2


 =


 1 1

1 0





 λα1

λβ4





 λα2

λβ1


 =


 1 1

0 −1





 λγ1

−λβ1




Âû÷èñëÿÿ ïî ìàòðèöàì ñêëååê ìåòêè, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé âèä èí-

âàðèàíòà Ôîìåíêî-Öèøàíãà äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïðÿìîé:

r = 0

ε = 1

r = 0

ε = 1

A ↘ ↗ A

C2

A ↗ n = 2 ↘ A

r = 0

ε = 1

r = 0

ε = 1

Ñîïîñòàâëÿÿ ýòîò ðåçóëüòàò ñ ðåçóëüòàòàìè ëèóâèëëåâîé êëàññèôèêàöèè

ñëó÷àÿ Ýéëåðà [1, ò.2, ãë.5], çàêëþ÷àåì, ÷òî èõ ìîëåêóëû áîëüøèõ ýíåðãèé
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ñîâïàäàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìû Ñòåêëîâà è Ýéëåðà ëèóâèëëåâî ýêâèâà-

ëåíòû íà Q3
h ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ h. Ýòîò ôàêò ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü,

ðàññìàòðèâàÿ ñëó÷àé Ñòåêëîâà êàê îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå âîçìóùåíèå ñëó-

÷àÿ Ýéëåðà â êëàññå èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì (ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìîé 11).

Òî, ÷òî íàøè âû÷èñëåíèÿ ïîäòâåðæäàþò ýòîò âûâîä, ãîâîðèò â ïîëüçó ïðà-

âèëüíîñòè ïðîäåëàííîãî àíàëèçà.

71



Ãëàâà 3

Ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ
èíòåãðèðóåìîãî ñëó÷àÿ Êëåáøà

Â äàííîé ãëàâå âû÷èñëÿþòñÿ òîíêèå ëèóâèëëåâû èíâàðèàíòû èíòåãðèðóå-

ìîãî ñëó÷àé Êëåáøà (1871 ãîä) [29] äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà â æèäêîñòè.

Ñóùåñòâóåò òàêæå äðóãàÿ ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ � äâèæåíèå òâåðäîãî

òåëà, çàêðåïëåííîãî â öåíòðå ìàññ, â ëèíåéíîì ïîëå ñèë [39]. Îíà ïðèâîäèò ê

òåì æå äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Ãàìèëüòîíèàí è äîïîëíèòåëüíûé

èíòåãðàë ñèñòåìû, çàïèñàííûå â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ íà e(3)∗, èìåþ

âèä:

H =
s2
1

2A1
+

s2
2

2A2
+

s2
3

2A3
+

ε

2
(A1r

2
1 + A2r

2
2 + A3r

2
3),

F =
1

2
(s2

1 + s2
2 + s2

3)−
ε

2
(A2A3r

2
1 + A1A3r

2
2 + A1A2r

2
3).

Ïðîñòîòà ýòèõ ôóíêöèé ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì Ñòåêëîâà îáìàí÷è-

âà: äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìåòîê ìîëåêóë ïðèõîäèòñÿ ïðèâëåêàòü áîëåå øèðîêèé

ñïåêòð ìåòîäîâ. Èìåííî ïîýòîìó ìû èçëàãàåì ãëàâû, ïîñâÿùåííûå ñëó÷àÿ-

ìè Ñòåêëîâà è Êëåáøà â òàêîì ïîðÿäêå. Îòäåëüíî îòìåòèì, ÷òî â ñèñòåìå

Êëåáøà íàáëþäàþòñÿ âñå ÷åòûðå òèïà òî÷åê íåâûðîæäåííîãî ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ: öåíòð-öåíòð, ñåäëî-öåíòð, ñåäëî-ñåäëî è ôîêóñ-ôîêóñ. Ïðè ýòîì
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îñîáåííîñòü ñåäëî-ñåäëî èìååò òèï íå ïðÿìîãî, à ïî÷òè ïðÿìîãî ïðîèçâåäå-

íèÿ 2-àòîìîâ.

3.1 Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû, ñåìåéñòâà òîðîâ è èõ ïåðå-
ñòðîéêè

Â ãàìèëüòîíèàí ñëó÷àÿ Êëåáøà âõîäÿò ÷åòûðå ïàðàìåòðà: A1, A2, A3, è

ε. Ïîëàãàÿ A′
i =

√
|ε| è ïîäåëèâ ãàìèëüòîíèàí íà

√
|ε|, ìû ïîëó÷àåì ãà-

ìèëüòîíèàí ñ ïàðàìåòðàìè A′
1, A′

2, A′
3, è ε = ±1. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî

èññëåäîâàòü ëèøü ãàìèëüòîíèàíû ñ ε = ±1.

Êàê è â ñëó÷àå Ñòåêëîâà, âñå ãàìèëüòîíèàíû ñëó÷àÿ Êëåáøà ïðåäñòàâè-

ìû â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äâóõ êîììóòèðóþùèõ ôóíêöèé:

H = αH0 + βF0,

H0 = (s2
1 + s2

2 + s2
3) + (c1r

2
1 + c2r

2
2 + c3r

2
3),

F0 = (c1s
2
1 + c2s

2
2 + c3s

2
3)− (c2

1r
2
1 + c2

2r
2
2 + c2

3r
2
3),

ãäå c1 + c2 + c3 = 0, c1 < c2 6 0 < c3. Òåì ñàìûì ìû ôàêòè÷åñêè ïîíèçèëè

÷èñëî ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû äî äâóõ.

Íà ðèñóíêå 8 ïîêàçàíî, êàêîé èç ãàìèëüòîíèàíîâ ñëó÷àÿ Êëåáøà ïîëó-

÷àåòñÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ α è β. Åñëè ïðÿìàÿ αh + βk = 0 ëåæèò

â çîíå I, òî èìååì ãàìèëüòîíèàí Êëåáøà H = αH0 + βF0 ñ ε = +1 � òàê

íàçûâàåìû ñëó÷àé ïðèòÿæåíèÿ; åñëè æå ïðÿìàÿ αh + βk = 0 ëåæèò â çîíå

II, òî èìååì ãàìèëüòîíèàí ñ ε = −1, íàçûâàåìûé ñëó÷àåì îòòàëêèâàíèÿ.

Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû ñëó÷àÿ Êëåáøà áûëè ïîñòðîåíû è èññëå-

äîâàíû Ò .È. Ïîãîñÿíîì [43, 44, 45, 46]. Îíè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 9. Áóäåì
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ðàçëè÷àòü ÷åòûðå êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ:

a) g = 0

b) g2 < p1

c) p1 < g2 < p2

d) g2 > p2

Çäåñü p1 = 3c3 −
√

9c2
3 − (c1 − c2)2, p2 = 3c3 +

√
9c2

3 − (c1 − c2)2. Ïðè

ïðîòèâîïîëîæíûõ çíà÷åíèÿõ g áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû îäèíàêîâû.

Óðàâíåíèå áèôóðêàöèîííîé êðèâîé óäîáíî çàïèñàòü â ïàðàìåòðè÷åñêîé

ôîðìå, ãäå h è k çàâèñÿò îò äâóõ ïàðàìåòðîâ x è y, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü

ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì. À èìåííî:

h = −2x− g

y
(c1c2 + c2c3 + c3c1 + 3x2),

k = c1c2 + c2c3 + c3c1 − x2 − g

y
(x3 − x(c1c2 + c2c3 + c3c1) + 2c1c2c3),

ãäå y2 = (x− c1)(x− c2)(x− c3).

Ïðè ýòîì áèôóðêàöèîííîé êðèâîé, ÿâëÿåòñÿ íå âñÿ ýòà êðèâàÿ, à ëèøü åå

÷àñòü, ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 9. Àñèìïòîòàìè áèôóðêàöèîííîé êðèâîé ÿâëÿþò-

ñÿ òðè ïðÿìûå: k = c1h + c2c3, k = c2h + c3c1 è k = c1h + c2c3.

Ãëàäêèå äóãè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû ìû îáîçíà÷èëè ìàëûìè ãðå÷å-

ñêèìè áóêâàìè ñ èíäåêñàìè. Îêðåñòíîñòè èõ ïðîîáðàçîâ â Q3 ïðåäñòàâëÿþò

èç ñåáÿ áîòòîâñêèå ïåðåñòðîéêè òîðîâ Ëèóâèëëÿ, îïèñûâàåìûå 3-àòîìàìè.

Èõ òèïû áûëè óñòàíîâëåíû À. À. Îøåìêîâûì [17]. Óêàæåì èõ:

2A : α1, α2, α3, α4, α5

2B : β1, β2

C2 : γ1, γ2

Ðåãóëÿðíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà íà R2(h, f) ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè

íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà íåñâÿçíûõ òîðîâ Ëèóâèëëÿ. Ýòè òîðû åñòåñòâåííûì
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îáðàçîì ðàçáèâàþòñÿ íà ñåìåéñòâà, êîòîðûå ìû îáîçíà÷èëè ðèìñêèìè öèô-

ðàìè I-III (ñì. ðèñ. 9). ×èñëî ïðîîáðàçîâ äëÿ êàæäîé îáëàñòè ðåãóëÿðíîñòè

òàêæå âû÷èñëåíî â [17]. Èìååì:

ñåìåéñòâî ÷èñëî òîðîâ Ëèóâèëëÿ

I 2

II 2

III 2

Â êàæäîå ñåìåéñòâî ìû îòíåñëè òîðû, êîòîðûå èñïûòûâàþò îäèíàêî-

âûå áèôóðêàöèè íà ãðàíèöàõ îáëàñòè ðåãóëÿðíîñòè. Ïîÿâëåíèå ïàð òîðîâ-

áëèçíåöîâ íå äîëæíî íàñ óäèâëÿòü. Äåëî â òîì, ÷òî ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî

ñèñòåìû Êëåáøà, êàê è â ñëó÷àå Ñòåêëîâà, îáëàäàåò î÷åâèäíîé ñèììåòðèåé

Φ : (s, r) → (−s,−r),

òàêîé ÷òî Φ : (f1, f2, H0, F0) → (f1, f2, H0, F0).

3.2 Êëàññèôèêàöèÿ íåâûðîæäåííûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ

Òî÷êè M , N è P áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû ñèñòåìû Êëåáøà íà ðèñ. 9

îòíîñÿòñÿ ê íåâûðîæäåííûì ïîëîæåíèÿì ðàâíîâåñèÿ. Äàííûé ïàðàãðàô

ïîñâÿùåí èõ îïèñàíèþ.

Òåîðåìà 9 Óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè, òèïû è ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ïî-

÷òè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, ëåæàùèõ â ïðîîá-

ðàçàõ òî÷åê M , N è P áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû ñëó÷àÿ Êëåáøà óêàçàíû
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â òàáëèöå:

òî÷êà óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè òèï ï/ï ïðîèçâåäåíèå

M g ∈ R öåíòð-öåíòð 2(A× A)

N g ∈ R ñåäëî-öåíòð A× C2

P g2 < p1 ñåäëî-ñåäëî (C2 × C2)/Z2

p1 < g2 < p2 ôîêóñ-ôîêóñ �

g2 > p2 öåíòð-öåíòð 2(A× A)

Êðóãîâûå ìîëåêóëû òî÷åê M , N , P ïðèâåäåíû â òàáëèöå 2. Äðóãèõ êðè-

òè÷åñêèõ òî÷åê ó ãàìèëüòîíèàíà H0 íà M 4
g íåò.

Äîêàçàòåëüñòâî:

Âû÷èñëèì ìàòðèöû ëèíåàðèçàöèé A6
H0

è A6
F0

âåêòîðíûõ ïîëåé 1
2sgradH0

è 1
2sgradF0 â e(3)∗. Èìååì:

ṡi =
1

2
{si, H0}, ṙi =

1

2
{ri, H0} ⇔





ṡ1 = (c2 − c3)r2r3

ṡ2 = (c3 − c1)r3r1

ṡ3 = (c1 − c2)r1r2

ṙ1 = s2r3 − s3r2

ṙ2 = s3r1 − s1r3

ṙ3 = s1r2 − s2r1

(3.1)

Äèôôåðåíöèðóÿ ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì ìàòðèöó ëèíåàðèçàöèè

A6
H0

âåêòîðíîãî ïîëÿ 1
2sgradH0 â êîîðäèíàòàõ (s1, s2, s3, r1, r2, r3):
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A6
H0

=




0 0 0 0 (c2 − c3)r3 (c2 − c3)r2

0 0 0 (c3 − c1)r3 0 (c3 − c1)r1

0 0 0 (c1 − c2)r2 (c1 − c2)r1 0

0 r3 −r2 0 −s3 s2

−r3 0 r1 s3 0 −s1

r2 −r1 0 −s2 s1 0




Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ íåîáõîäèìî ïðîäåëàòü äëÿ ïîëÿ 1
2sgradF0.

ṡi =
1

2
{si, F0}, ṙi =

1

2
{ri, F0} ⇔





ṡ1 = (c2 − c3)(s2s3 − c1r2r3)

ṡ2 = (c3 − c1)(s3s1 − c2r3r1)

ṡ3 = (c1 − c2)(s1s2 − c3r1r2)

ṙ1 = c2s2r3 − c3s3r2

ṙ2 = c3s3r1 − c1s1r3

ṙ3 = c1s1r2 − c2s2r1

(3.2)

Äèôôåðåíöèðóÿ ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ïîëó÷àåì ìàòðèöó ëèíåàðèçàöèè

A6
F0

âåêòîðíîãî ïîëÿ 1
2sgradF0 â êîîðäèíàòàõ (s1, s2, s3, r1, r2, r3):

A6
F0

=




0 (c2 − c3)s3 (c2 − c3)s2 0 c1(c3 − c2)r3 c1(c3 − c2)r2

(c3 − c1)s3 0 (c3 − c1)s1 c2(c1 − c3)r3 0 c2(c1 − c3)r1

(c1 − c2)s2 (c1 − c2)s1 0 c3(c2 − c1)r2 c3(c2 − c1)r1 0

0 c2r3 −c3r2 0 −c3s3 c2s2

−c1r3 0 c3r1 c3s3 0 −c1s1

c1r2 −c2r1 0 −c2s2 c1s1 0



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Â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû ω íà M 4
g , óñëîâèå

dH0|M4
g

= 0 ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ sgradH0 = 0. Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè

óðàâíåíèé (3.1) íóëþ, íàõîäèì êîîðäèíàòû êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ãàìèëüòîíè-

àíà H0 íà M 4
g :

xM = ±(g, 0, 0, 1, 0, 0)

xN = ±(0, g, 0, 0, 1, 0)

xP = ±(0, 0, g, 0, 0, 1)

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå òî÷êè â (3.2), óáåæäàåìñÿ, ÷òî îíè æå ÿâëÿþòñÿ

íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè äåéñòâèÿ Ïóàññîíà.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèÿ óñëîâèé íåâûðîæäåííîñòè.

Ðàññìîòðèì òî÷êó M . Äëÿ îïðåäåëåííîñòè, âîçüìåì íåïîäâèæíóþ òî÷-

êó, îòâåòñòâóþùóþ çíàêó �+�. Â êà÷åñòâå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò â åå 4-

îêðåñòíîñòè íà M 4
g ìîæíî âçÿòü ôóíêöèè (s2, s3, r2, r3). Îãðàíè÷èâàÿ îïå-

ðàòîðû A6
H0

è A6
F0

èç e(3)∗ íà TMM 4
g , íàõîäèì ìàòðèöû ñèìïëåêòè÷åñêèõ

îïåðàòîðîâ AH0
è AF0

:

AH0
=




0 0 0 c3 − c1

0 0 c1 − c2 0

0 1 0 −g

−1 0 g 0




AF0
=




0 (c3 − c1)g 0 c2(c1 − c3)

(c1 − c2)g 0 c3(c2 − c1) 0

0 c3 0 −c1g

−c2 0 c1g 0




Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòè ìàòðèöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïðè ëþáûõ g, è

òåì ñàìûì, ïåðâîå óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè âûïîëíÿåòñÿ. Òåïåðü ïðîâå-
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ðèì âòîðîå óñëîâèå. Ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà AH0
âñåãäà èìååò ïîïàðíî ðàç-

ëè÷íûå ÷èñòî ìíèìûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

det(AH0
− λE) = λ4 − bλ2 + ∆ = t2 − bt + ∆ = 0, λ2 = t. (3.3)

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ èìååì:

b = (c1 − c3) + (c1 − c2)− g2 = g2 − 3c1 > 0,

∆ = (c2 − c1)(c3 − c1) > 0.

Âû÷èñëèì òàêæå äèñêðèìèíàíò D:

D = b2 − 4∆ = (g2 − 3c1)
2 − 4(c2 − c1)(c3 − c1) = g4 − 6c1g

2 + c2
1 − 4c2c3 =

= g4 − 6c1g
2 + (c2 − c3)

2 > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Âèåòà óðàâíåíèå (3.3) èìååò êîðíè t1 < t2 < 0, è

÷åòûðå êîðíÿ λi áèêâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìåþò

âèä {±i
√
|t1|,±i

√
|t2|}. À çíà÷èò, òî÷êà ðàâíîâåñèÿ íåâûðîæäåíà è èìååò

òèï öåíòð-öåíòð.

Öèêëè÷åñêè ïåðåñòàâëÿÿ èíäåêñû, äëÿ òî÷êè N èìååì ∆ = (c3− c2)(c1−
c2) < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, t1 < 0 < t2 è λi = {±i

√
|t1|,±

√
|t2|} � ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ ïîïàðíî ðàçëè÷íû, à ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ èìååò òèï ñåäëî-

öåíòð.

Íàèáîëåå ñëîæíûì áóäåò àíàëèç ñëó÷àÿ òî÷êè P .

b = g2 − 3c3 =





b < 0, ïðè g2 < 3c3,

b > 0, ïðè g2 > 3c3.

∆ = (c1 − c3)(c2 − c3) > 0,

D(g2) = g4 − 6c3g
2 + (c1 − c2)

2.
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Èìååì D(0) = (c1 − c2)
2 > 0, Dmin = D(g2 = 3c3) = −9c2

3 + (c1 − c2)
2 < 0 è,

ñëåäîâàòåëüíî, D(g2) èìååò äâà êîðíÿ

g2 = p1 = 3c3 −
√

9c2
3 − (c1 − c2)2

g2 = p2 = 3c3 +
√

9c2
3 − (c1 − c2)2

ìåæäó êîòîðûì îí ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Ïðè îòðèöàòåëüíî äèñêðèìèíàíòå D(g2) êîðíè t1 è t2 � ñîïðÿæåííûå

ìíèìûå è òî÷êà ðàâíîâåñèÿ èìååò òèï ôîêóñ-ôîêóñ.

Ïðè g2 < p1, D > 0, b < 0, ∆ > 0, à çíà÷èò t1 > t2 > 0, λi =

{±
√
|t1|,±

√
|t2|}, è ìû ïîëó÷àåì íåâûðîæäåííóþ òî÷êó òèïà ñåäëî-ñåäëî.

Ïðè g2 > p2, D > 0, b > 0, ∆ > 0, à çíà÷èò t1 < t2 < 0, λi =

{±i
√
|t1|,±i

√
|t2|}, è ìû ïîëó÷àåì íåâûðîæäåííóþ òî÷êó òèïà öåíòð-öåíòð.

Ñëîæíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ îñîáåííîñòåé íå ïðåâîñõîäÿò 2. Òèïû ïå-

ðåñòðîåê òîðîâ â èõ îêðåñòíîñòÿõ èçâåñòíû. Èç òàáëèö, ïðèâåäåííûõ â [1,

ò.1, ãë.9], íàõîäèì ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ïî÷òè ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé è êðó-

ãîâûå ìîëåêóëû òî÷åê. Èñêëþ÷åíèå çäåñü ñîñòàâëÿåò òî÷êà P , êîòîðàÿ ïðè

p1 < g2 < p2 èìååò òèï ôîêóñ-ôîêóñ. Îñîáåííîñòü òàêîãî òèïà íå ïðåäñòàâè-

ìà â âèäå ïî÷òè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ 2-àòîìîâ, à åå êðóãîâàÿ ìîëåêóëà �

ýòî îêðóæíîñòü, îñíàùåííàÿ ìàòðèöåé ìîíîäðîìèè. Â ï. 3.7 áóäåò ïîêàçàíî,

÷òî îíà ðàâíà


 1 0

1 1


.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

3.3 Êðóãîâûå ìîëåêóëû âûðîæäåííûõ îäíîìåðíûõ îðáèò

Òåîðåìà 10 Êðóãîâûå ìîëåêëû îñîáûõ òî÷åê z1, z2, z3 è z4 ñëó÷àÿ Êëåáøà,

ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðîæäåííûì îäíîìåðíûì îðáèòàì ñèñòåìû, ïðèâå-

äåíû â òàáëèöå 2.
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Äîêàçàòåëüñòâî:

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 îñòàåòñÿ âû÷èñëèòü r-ìåòêè íà ðåáðàõ B�A. Òî÷-

êè âîçâðàòà z3 è z4 ïîäïàäàþò ïîä ïðåäëîæåíèå 2. Ïîýòîìó èõ êðóãîâûå ìî-

ëåêóëû öåëèêîì èçâåñòíû. Â ÷àñòíîñòè, èìååì r(α4�β1) = 0 è r(α4�β2) = 0

â ñåìåéñòâå III, ÷òî äàåò r-ìåòêè äëÿ ðåáåð ýòîãî æå ñåìåéñòâà ìîëåêóë òî-

÷åê z1 è z2. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âû÷èñëèòü îñòàâøèåñÿ r-ìåòêè, îòíîñÿùèõñÿ

ê ñåìåéñòâó II, èç êàêèõ-ëèáî ýëåìåíòàðíûõ ñîîáðàæåíèé, êàê ýòî áûëî â

ñëó÷àå Ñòåêëîâà, íåâîçìîæíî. Ïîçæå â ï. 3.5 ìû óáåäèìñÿ, ÷òî îíè òàêæå

íóëåâûå. Çäåñü ìû ïðèâîäèì ýòîò ôàêò äëÿ ïîëíîòû.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

3.4 Äîïóñòèìûå ñèñòåìû êîîðäèíàò

Óêàæåì äîïóñòèìûå ñèñòåìû êîîðäèíàò 3-àòîìîâ â òåðìèíàõ öèêëîâ λ∗.

Äîïóñòèìûå ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ñåäëîâûõ àòîìàõ β1, β2, γ1 è γ2 âûáå-

ðåì èñõîäÿ èç ïðåäñòàâëåíèÿ îñîáåííîñòè òî÷êè P òèïà ñåäëî-ñåäëî â âèäå

ïî÷òè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ (C2×C2)/Z2, ïðè÷åì ãðóïïà Z2 äåéñòâóåò öåí-

òðàëüíîé ñèììåòðèåé íà êàæäîì èç ñîìíîæèòåëåé. Èìååì:

(λγ1
, λβ1

) (II)
↘

(λγ1
, λβ1

) (II)
↗

C2 γ1

(I)
↗ (λγ1

,−λγ2
)

(I)
↘ (λγ1

,−λγ2
)

(λγ2
,−λβ2

) (II)
↘

(λγ2
,−λβ2

) (II)
↗

C2 γ2

(I)
↗ (λγ2

, λγ1
)

(I)
↘ (λγ2

, λγ1
)
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(λβ1
,−λβ1

+λβ2

2 ) (II)
↘

(λβ1
,−λβ1

+λβ2

2 ) (III)
↗

B
β1

(II)→ (λβ1
, λγ1

+ λβ1
)

(λβ2
,

λβ1
+λβ2

2 ) (II)
↘

(λβ2
,

λβ1
+λβ2

2 ) (III)
↗

B
β2

(II)→ (λβ2
,−(λγ2

+ λβ2
))

Òåïåðü âûáåðåì äîïóñòèìûå ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ìèíèìàêñíûõ àòîìàõ

A áèôóðêàöèé α1, . . . α5.

Äîïóñòèìûé áàçèñ íà àòîìå A α4
âûáèðàåòñÿ èç êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷-

êè z3, èñõîäÿ èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé, ÷òî ïðèâîäèëèñü äëÿ ñëó÷àÿ Ñòåêëîâà.

A α4

(III)→ (λα4
, λβ1

)

Îòìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàÿ êðóãîâóþ ìîëåêóëó òî÷êè z4, äëÿ ýòîé áè-

ôóðêàöèè ìû ìîãëè òàêæå âûáðàòü áàçèñ (λα4
, λβ2

). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

ïàðû (λα4
, λβ1

) è (λα4
, λβ2

) èìåþò îäèíàêîâóþ îðèåíòàöèþ.

Ïîçæå â ï. 3.5 ìû óâèäèì, ÷òî íà ðåáðàõ ìîëåêóë òî÷åê z1 è z2, îòíî-

ñÿùèõñÿ ê ñåìåéñòâó II, ñòîÿò ìåòêè r = 0. Ýòî äàñò âîçìîæíîñòü âûáðàòü

äîïóñòèìûé áàçèñ áèôóðêàöèè α3. Ìû óêàçûâàåì åãî çäåñü äëÿ ïîëíîòû

ñïèñêà, îäíàêî ïîëüçîâàòüñÿ ýòèì ïîêà íå áóäåì:

A α3

(II)→ (λα3
, λβ1

)

Çàäà÷à âûáîðà äîïóñòèìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò äëÿ îñòàëüíûõ àòîìîâ A

ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé. Â êàæäîì ñëó÷àå ìû ëåãêî íàéäåì öèêë, äîïîë-

íÿþùèé ïåðâûé äî áàçèñà, îäíàêî ïî òðåáîâàíèÿì äîïóñòèìîñòè îí åùå
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äîëæåí èìåòü îðèåíòàöèþ, ñîãëàñîâàííóþ ñ ãàìèëüòîíîâûì ïîòîêîì âáëè-

çè áèôóðêàöèè. Èç-çà îòñóòñòâèÿ îñîáåííîñòåé âûðîæäåííûõ îäíîìåðíûõ

îðáèò, â êîòîðûõ áû ó÷àñòâîâàëè ðàññìàòðèâàåìûå àòîìû A, ïðîâåðèòü ýòî

ñòàðûì ìåòîäîì íå óäàñòñÿ.

Èç ìåòîê r = ∞ êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè N ñëåäóåò, ÷òî öèêëû λα1
è

λγ1
ãîìîëîãè÷íû (ñ òî÷íîñòüþ äî îðèåíòàöèè). Èç êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè

P òèïà ñåäëî-ñåäëî, ïîëó÷àåì, ÷òî èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ λγ1
è λβ1

ðàâåí 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðà (λα1
± λβ1

) îáðàçóåò áàçèñ áèôóðêàöèè α1. Ðàññóæäàÿ

àíàëîãè÷íî, ìû çàâåðøàåì ñïèñîê äîïóñòèìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò:

(λα1
,±λβ1

)
(II)→ A α1

(λα2
,±λγ2

)
(I)→ A α2

(λα5
,±λγ1

)
(I)→ A α5

Ïîçæå â ï. 3.6 áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðàâèëüíûé âàðèàíò â êàæäîì èç ñëó-

÷àåâ ñîîòâåòñòâóåò çíàêó �+�, îäíàêî äëÿ ýòîãî áóäóò ïðèâëå÷åíû íåòðèâè-

àëüíûå äîïîëíèòåëüíûå ðàññóæäåíèÿ.

3.5 Îïðåäåëåíèå âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ áàçèñíûõ öèêëîâ

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ öèêëîâ λ∗ áóäåì ðàññìàòðèâàòü

ñåìåéñòâà òîðîâ I-III ïîî÷åðåäíî.

Íà÷íåì ñ ñàìîãî ïðîñòîãî ñåìåéñòâà III. Íà êàæäîì òîðå ýòîãî ñåìåé-

ñòâà áèôóðêàöèè îïðåäåëÿþò öèêëû λα4
, λβ1

è λβ2
. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3

èç êðóãîâûõ ìîëåêóë îñîáûõ òî÷åê P , z3 è z4 ìîæíî èçâëå÷ü ñëåäóþùóþ

èíôîðìàöèþ îá èíäåêñàõ ïåðåñå÷åíèÿ öèêëîâ:
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ïàðà öèêëîâ èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ

λα4
, λβ1

1

λα4
, λβ2

1

λβ1
, λβ2

2

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, áàçèñû íà ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ãðàíèöàõ

àòîìîâ äîëæíû èìåòü ðàçíóþ îðèåíòàöèþ. Â ñèëó ÷åãî èç ñïèñêà äîïó-

ñòèìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò ñëåäóåò, ÷òî áàçèñû (λα4
, λβ1

), (λα4
, λβ2

) äîëæíû

èìåòü îäèíàêîâóþ îðèåíòàöèþ, à áàçèñû (λβ1
,−λβ1

+λβ2

2 ), (λβ2
,

λβ1
+λβ2

2 ) � ïðî-

òèâîïîëîæíóþ èì. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòè óñëîâèÿ îïðåäåëÿþò âçà-

èìíîå ðàñïîëîæåíèå âñåõ öèêëîâ ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà îäíîçíà÷íî.

Ðåçóëüòàò èçîáðàæåí íà ðèñ. 10 â âèäå âåêòîðîâ íà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå

òîðà.

Ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ ñåìåéñòâà II.

Ðàññìîòðèì êðóãîâóþ ìîëåêóëó òî÷êè z3. Èç ñïèñêà äîïóñòèìûõ ñèñòåì

êîîðäèíàò è ðèñ. 10 íàõîäèì ìàòðèöó ñêëåéêè íà ðåáðå B −→ A, îòíîñÿ-

ùåìóñÿ ê óæå èññëåäîâàííîìó ñåìåéñòâó III:


 λα4

λβ1


 =


 1 1

1 0





 λβ1

−λβ1
+λβ2

2




Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2, íà ðåáðå îòíîñÿùåìñÿ ê ñåìåéñòâó II, èìååì ñîîòíîøå-

íèå:


 λβ1

λβ1
+ λγ1


 =


 1 0

k −1





 λβ1

−λβ1
+λβ2

2


 , k ∈ Z

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Òîïàëîâà (1.1) ê êðóãîâîé ìîëåêóëå òî÷êè z3, Q3
τ
∼= T3,

N(W ∗) = 0, èìååì:
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1 · (1/1 + [−k/1]) = 0 ⇔ k = 1 ⇒

λβ1
+ λγ1

= λβ1
+

λβ1
+ λβ2

2
⇔ λγ1

=
λβ1

+ λβ2

2
.

Ïðîâîäÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ äëÿ êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè z4, èìååì:


 λα4

λβ1


 =


 −1 1

−1 2





 λβ2

λβ1
+λβ2

2





 λβ2

−(λβ2
+ λγ2

)


 =


 1 0

k′ −1





 λβ2

λβ1
+λβ2

2


 , k′ ∈ Z

1 · (−1/1 + [−k′/1]) = 0 ⇔ k′ = −1 ⇒

−(λβ1
+ λγ2

) = −λβ1
− λβ1

+ λβ2

2
⇔ λγ2

=
λβ1

+ λβ2

2
.

Äâà ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèÿ â êóïå ñ èíôîðìàöèåé îá èíäåêñàõ ïåðåñå-

÷åíèÿ èç êðóãîâûõ ìîëåêóë è îá îðèåíòàöèè áàçèñîâ èç ñïèñêà äîïóñòèìûõ

ñèñòåì êîîðäèíàò îïðåäåëÿþò âçàèìíîå ïîëîæåíèå öèêëîâ λβ1
, λβ2

è λγ1
, λγ2

îäíîçíà÷íî (ñì. ðèñ. 10).

Èç êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè N öèêë λα1
ãîìîëîãè÷åí ñ òî÷íîñòüþ äî

îðèåíòàöèè öèêëó λγ1
. Âîïðîñ îá åãî îðèåíòàöèè áóäåò ðåøåí â ï. 3.6.

Îòíîñèòåëüíî öèêëà λα3
ïîêà ñîõðàíÿåòñÿ ïîëíàÿ íåîïðåäåëåííîñòü, ñâÿ-

çàííàÿ ñ òåì, ÷òî ìû íå çíàåì r-ìåòîê â ñåìåéñòâå II ìîëåêóë òî÷åê z1 è

z2.

Ðàññìîòðèì ìîëåêóëó â ïðîîáðàçå âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé

ñïðàâà îò âñåõ îñîáûõ òî÷åê áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû. Ýòî òàê íàçû-

âàåìàÿ ìîëåêóëà áîëüøèõ ýíåðãèé (äëÿ èñõîäíîãî ãàìèëüòîíèàíà Êëåáøà

H). Âûïèøåì ìàòðèöû ñêëåéêè íà åå ðåáðàõ äëÿ ñëó÷àÿ g2 < p1, íàñêîëüêî

îíè íàì ñåé÷àñ èçâåñòíû:
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(
a b

∗ ∗

) (
0 ±1

±1 0

)

A α3
↖ ↗ A α2

C2 γ2

A α3
↙ ↘ A α2(

a b

∗ ∗

) (
0 ±1

±1 0

)

Êàê èçâåñòíî, ìîëåêóëà áîëüøèõ ýíåðãèé â ìåõàíèêè òâåðäîãî òåëà âñå-

ãäà èìååò òîïîëîãè÷åñêèé òèï RP 3 [1, ò.2, ãë.5]. Èìååì H1(RP 3) = Z2 ⇒
N(W ∗) = 2, è ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Òîïàëîâà (1.1):

b2
(

a

b
+

a

b
+

0

±1
+

0

±1

)
= ±2 ⇔ ab = ±1

Â ðåçóëüòàòå äëÿ èçîáðàæåíèÿ öèêëà λα3
íà ðèñ. 10 îñòàåòñÿ ÷åòûðå âà-

ðèàíòà: (1,−1), (1,−3), (−1, 1) è (−1, 3). Âû÷èñëÿÿ ïåðâûå ñòðîêè ìàòðèö

ñêëåéêè íà ðåáðàõ êðóãîâûõ ìîëåêóë òî÷åê z1 è z2 äëÿ êàæäîé èç àëüòåð-

íàòèâ, óáåæäàåìñÿ, ÷òî òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ a = b = 1 ⇔ λα3
= (1,−1) âñå

÷åòûðå ìåòêè ε ðàâíû +1:


 λα3

∗


 =


 1 1

∗ ∗





 λβ1

−λβ1
+λβ2

2


 ⇒ ε = +1,


 λα3

∗


 =


 −1 1

∗ ∗





 λβ2

λβ1
+λβ2

2


 ⇒ ε = +1,

÷òî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþ. Òåì ñà-

ìûì ïîëîæåíèå öèêëà λα3
â ñåìåéñòâå II íàìè óñòàíîâëåíî îäíîçíà÷íî.

Çàìå÷àíèå 4 Èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ öèêëîâ λα3
ñ λβ1

è λα3
ñ λβ1

ðàâåí 1,

ñëåäîâàòåëüíî, íà ðåáðàõ êðóãîâûõ ìîëåêóë òî÷åê z1 è z2 ñåìåéñòâà II
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ìåòêè r = 0, à áàçèñ (λα3
, λβ1

) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì äëÿ áèôóðêàöèè α3.

Çàìå÷àíèå 5 Ê äàííîìó ìîìåíòó íàìè óñòàíîâëåíî, ÷òî ìîëåêóëà áîëü-

øèõ ýíåðãèé â ñëó÷àå Êëåáøà èìååò âèä:

r = 0

ε = 1

r = 0

ε =?

A (II)
↘

(I)
↗A

C2

A (II)
↗ n = 2 (I)

↘A

r = 0

ε = 1

r = 0

ε =?

Îñòàëîñü óÿñíèòü âçàèìíîå ïîëîæåíèå öèêëîâ â ñåìåéñòâå I.

Íà ýòîì ñåìåéñòâå îïðåäåëåíû öèêëû λα1
, λα5

, λγ1
è λγ2

, ïðè ýòîì èçâåñò-

íî, ÷òî öèêëû λα1
è λγ1

ñ òî÷íîñòüþ äî îðèåíòàöèè ãîìîëîãè÷íû, à ïàðà

(λγ2
, λγ1

) îáðàçóåò áàçèñ ïîëîæèòåëüíîé ãðàíèöû àòîìà.

Îðèåíòàöèÿ öèêëà λα1
áóäåò íàéäåíà â ï. 3.6. Óñòàíîâèì ïîëîæåíèå öèê-

ëà λα5
. Âûïèøåì ìàòðèöû ñêëåéêè äëÿ ìîëåêóëû áîëüøèõ ýíåðãèé äëÿ

ñëó÷àÿ g2 > p2, íàñêîëüêî îíè íà äàííûé ìîìåíò íàì èçâåñòíû:

(
−1 1

0 1

) (
a′ b′

±1 0

)

A α3
↘ ↗ A α5

C2 γ1

A α3
↗ ↘ A α5(

−1 1

0 1

) (
a′ b′

±1 0

)

Ñäåëàåì âàæíîå
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Çàìå÷àíèå 6 Â ñëó÷àå Êëåáøà ìîëåêóëà áîëüøèõ ýíåðãèé îäèíàêîâà äëÿ

ëþáûõ çíà÷åíèé g.

Äåéñòâèòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùèå èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè ìîãóò

áûòü ïåðåâåäåíû äðóã â äðóãà ãëàäêîé èçîòîïèåé ñ èçìåíåíèåì ïàðàìåòðà

g, íå âñòðå÷àÿ îñîáûõ òî÷åê áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû. Ñëåäîâàòåëüíî,

òèï ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íà íèõ íå èçìåíèòñÿ.

Ðàññìàòðèâàÿ ðàíåå ìîëåêóëó áîëüøèõ ýíåðãèé â ñëó÷àå g2 < p1, ìû

óñòàíîâèëè, ÷òî ìåòêà r íà ðåáðàõ ñåìåéñòâà I ðàâíà 0, à ìåòêà n = 2. Â

ï. 3.6 áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ìåòêà ε = +1. Â ðåçóëüòàòå íà êîýôôèöèåíòû a′

è b′ èìååì óñëîâèÿ:

r = 0 ⇒ a′/b′ ∈ Z,

ε = 1 ⇒ b′ > 0 ⇒ b′ = 1,

n = 2 ⇔ n = 2

[
−1

1

]
+ 2

[
a′

b′

]
= 2 ⇔ a′ = 2.

Òåì ñàì ïîëîæåíèå öèêëà λα5
îäíîçíà÷íî óñòàíîâëåíî.

Äëÿ ñåìåéñòâà I îòäåëüíî ñëåäóåò îáãîâîðèòü ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî.

Â ñëó÷àÿõ g2 < p1 è g2 > p2 àëãîðèòìîì âû÷èñëåíèÿ ìå÷åíîé ìîëåêóëû äëÿ

ïðîèçâîëüíîé äîïóñòèìîé êðèâîé (ï. 2.7) ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ áåç êàêèõ-

ëèáî èçìåíåíèé. Îäíàêî â ñëó÷àå p1 < g2 < p2, êîãäà â ñåìåéñòâå I �ñèäèò�

îñîáàÿ òî÷êà P òèïà ôîêóñ-ôîêóñ (ñì. ðèñ. 9 c), òàê ìîæíî ïîñòóïàòü ëèøü

äëÿ êðèâûõ, ïðîõîäÿùèõ ñëåâà îò íåå, òî åñòü âäîëü îñòîâà áèôóðêàöèîííîé

äèàãðàììû. Â ñëó÷àå, êîãäà êðèâàÿ ïðîõîäèò ñïðàâà îò òî÷êè P , ìåòêè

ìîëåêóëû óñòàíàâëèâàþòñÿ èç çàìå÷àåíèÿ 6.
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3.6 Ðàçðåøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé ñ îðèåíòàöèÿìè

Äëÿ çàâåðøåíèÿ Ëèóâèëëåâîé êëàññèôèêàöèè ñèñòåìû Êëåáøà íàì îñòà-

ëîñü óñòðàíèòü íåîïðåäåëåííîñòü, ñâÿçàííóþ ñ îðèåíòàöèåé âòîðûõ áàçèñ-

íûõ öèêëîâ áèôóðêàöèé α1, α2 è α5. Ïîñëå ýòîãî îðèåíòàöèè öèêëîâ λα1
è

λα2
âûáèðàþòñÿ èñõîäÿ èç òðåáîâàíèÿ ñîãëàñîâàííîñòè îðèåíòàöèé áàçèñîâ

(ñì. ï. 1.2.5). Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ôóíäàìåíòàëüíûì ôàêòîì.

Òåîðåìà 11 Ñëó÷àè Êëåáøà è Ýéëåðà ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû ïðè äî-

ñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè.

Äîêàçàòåëüñòâî:

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé Êëåáøà, çàäàâàåìûé ïàðîé (Hε, Fε), êàê

âîçìóùåíèå ñëó÷àÿ Ýéëåðà, ïîëó÷àþùåãîñÿ ïðè ε = 0. Çàôèêñèðóåì çíà-

÷åíèå g 6= 0 è áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî áèôóð-

êàöèîííûõ äèàãðàìì Hε × Fε. Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ε → 0 èìååì

ci → 0 ⇒ p1, p2 → 0, ïîýòîìó, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íîãî ìàëîãî

çíà÷åíèÿ ε, áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ïðèìåò âèä, óêàçàííûé íà ðèñ. 9 d,

à â ïðåäåëå ïðåâðàòèòñÿ â áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó ñëó÷àÿ Ýéëåðà. Îò-

ìåòèì, ÷òî áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñëó÷àÿ Ýéëåðà (ñì. ðèñ. 12) êà÷å-

ñòâåííî íå îòëè÷àåòñÿ îò áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû Êëåáøà ïðè g2 > p2.

Ðàññìîòðèì âåðòèêàëüíóþ ïðÿìóþ, êîòîðàÿ â ïðîöåññå äåôîðìàöèè îñòà-

åòñÿ ñïðàâà îò îñîáûõ òî÷åê áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû. Èç ïðèâåäåííûõ

âûøå ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü. Òàêàÿ ïðÿìàÿ ñî-

îòâåòñòâóåò ìîëåêóëå áîëüøèõ ýíåðãèé. Îíà èñïûòûâàåò ãëàäêóþ èçîòîïèþ

è ñëîåíèå â åå ïðîîáðàçå íå ìåíÿåòñÿ.

Äëÿ ñëó÷àÿ g = 0 óòâåðæäåíèå òåîðåìû òàêæå âåðíî â ñèëó çàìå÷àíèÿ 6.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ìîëåêóëà áîëüøèõ ýíåðãèé ñëó÷àÿ Ýéëåðà èçâåñòíà èç [1, ò.2, ãë.5]: îíà

ñîâïàäàåò ñ ìîëåêóëîé, óêàçàííîé â çàìå÷àíèè 5, ïðè ýòîì âñå åå ìåòêè

ε = +1. Ñëåäîâàòåëüíî, è â ñëó÷àå Êëåáøà ìåòêè ε, îòíîñÿùèåñÿ ê ðåá-

ðàì ñåìåéñòâà I � åäèíñòâåííûå, îñòàâàâøèåñÿ äî íàñòîÿùåãî ìîìåíòà íå

âû÷èñëåííûìè, � ðàâíû +1. Çàìåòèì, ÷òî îñòàëüíûå ìåòêè ìîëåêóëû áû-

ëè âû÷èñëåíû íàìè áåç èñïîëüçîâàíèÿ a priori ýêâèâàëåíòíîñòè Ýéëåðà è

Êëåáøà. Òî ÷òî ýòè ìåòêè ñîâïàëè ñ îæèäàåìûìè ãîâîðèò â ïîëüçó ïðà-

âèëüíîñòè ïðîäåëàííîãî àíàëèçà.

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ íàéäåííîé ìîëåêóëîé áîëüøèõ ýíåðãèé Êëåáøà

äëÿ ðàçðåøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé ñ îðèåíòàöèÿìè öèêëîâ.

Ïðè g2 < p1 íà ðåáðå ñåìåéñòâà I èìååì:


 λα2

±λγ2


 =


 0 ±1

±1 0





 λγ2

λγ1


 .

Èç-çà òîãî, ÷òî ìåòêà ε = 1, çàêëþ÷àåì, ÷òî èìååò ìåñòî ñëó÷àé çíàêà �+�,

è ïðàâèëüíûé âàðèàíò äîïóñòèìîãî áàçèñà äëÿ α2:

(λα2
, λγ2

)
(I)→ A α2

Ðàññìàòðèâàÿ ñëó÷àé g2 > p2, äëÿ áèôóðêàöèè α5 èìååì:

 λα5

±λγ1


 =


 2 ±1

±1 0





 λγ1

−λγ2


 , ε = 1 ⇒ (λα5

, λγ1
)

(I)→ A α5

Îðèåíòàöèþ âòîðîãî áàçèñíîãî öèêëà äëÿ áèôóðêàöèè α1 óñòàíîâèì èñ-

õîäÿ èç îñîáåííîñòè òî÷êè N òèïà ñåäëî-öåíòð. Ñîãëàñíî [1, ò.1, ãë.9] êðóãî-

âàÿ ìîëåêóëà îñîáåííîñòè òèïà ñåäëî-öåíòð îáëàäàåò ñâîéñòâîì: ε = +1 íà

âñåõ èñõîäÿùèõ ðåáðàõ è ε = −1 íà âñåõ âõîäÿùèõ ðåáðàõ, èëè íàîáîðîò �

â çàâèñèìîñòè îò îðèåíòàöèè íà Q3
τ . Âû÷èñëèì ε-ìåòêè íà ðåáðàõ ñåìåéñòâà

I:
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
 λα2

λγ2


 =


 1 0

0 −1





 λγ1

−λγ2


 ⇒ ε = 1.

Òîãäà íà ðåáðàõ ñåìåéñòâà II äîëæíà ñòîÿòü ìåòêà ε = −1:


 λγ1

λβ1


 =


 ∓1 0

0 ±1





 λα1

±λβ1


 , ε = −1 ⇒ (λα1

, λβ1
)

(II)→ A α1

è äîïóñòèìûé áàçèñ äëÿ áèôóðêàöèè α1 òåïåðü óñòàíîâëåí.

3.7 Âû÷èñëåíèå ìîíîäðîìèè îñîáåííîñòè òèïà ôîêóñ-ôîêóñ

Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ P ïðè p1 < g2 < p2 ÿâëÿåòñÿ îñîáåííîñòüþ òèïà

ôîêóñ-ôîêóñ. Êàê èçâåñòíî [1, ò.1, ãë.9], âñÿêàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ñèíãó-

ëÿðíîãî ñëîÿ â ýòîì ñëó÷àå � ýòî òîð ñ m ïåðåòÿæêàìè. Ýòè ïåðåòÿæêè è

åñòü íåïîäâèæíûå òî÷êè äåéñòâèÿ Ïóàññîíà. Êîëè÷åñòâî íåïîäâèæíûõ òî-

÷åê íà ñâÿçíîé êîìïîíåíòå ñèíãóëÿðíîãî ñëîÿ îïðåäåëÿåò êëàññ ëèâèëëåâîé

ýêâèâàëåíòíîñòè îñîáåííîñòè ôîêóñ-ôîêóñ è, â ÷àñòíîñòè, åå ìîíîäðîìèþ.

Åñëè íà òîðå ôèêñèðîâàòü íåêîòîðûé áàçèñ, òî ìîíîäðîìèÿ çàäàåòñÿ ìàò-

ðèöåé ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòîãî áàçèñà ïðè îáõîäå îñîáåííîñòè ïî îêðóæíîñòè.

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè êîëè÷åñòâî ïåðåòÿæåê ðàâíî m, òî â ïîäõîäÿùåì áàçèñå

ìàòðèöà ìîíîäðîìèè èìååò âèä


 1 0

m 1


.

Íàì èçâåñòíî, ÷òî â ïðîîáðàçå òî÷êè P ëåæèò äâå íåïîäâèæíûõ òî÷êè,

îäíàêî íå ÿñíî, ðàñïîëàãàþòñÿ ëè îíè íà åäèíñòâåííîé êîìïîíåíòå ñâÿçíî-

ñòè ñèíãóëÿðíîãî ñëîÿ, èëè æå ñèíãóëÿðíûé ñëîé ñîñòîèò èç äâóõ êîìïî-

íåíò, òî åñòü äâóõ òîðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò ïî îäíîé ïåðåòÿæêå.

Ïðîâåäåííûé â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ àíàëèç ïîâîëèò íàì ëåãêî âû÷èñëèòü

ìîíîäðîìèþ è òåì ñàìûì óáåäèòüñÿ, ÷òî èìååò ìåñòî âòîðîé âàðèàíò.
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Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó ïðè p1 < g2 <

p2 (ðèñ. 9 c) è âû÷èñëèì ìàòðèöó ñêëåéêè íà ðåáðå ñåìåéñòâà I ìîëåêó-

ëû áîëüøèõ ýíåðãèé. Èç çàìå÷àíèÿ 6 íàì èçâåñòíû âñå ìåòêè, ïîýòîìó ñ

íåîáõîäèìîñòüþ ïîëó÷àåì:

(
−1 1

0 1

) (
2 1

1 0

)

A α3
↘ ↗ A α2

C2 γ1

A α3
↗ ↘ A α2(

−1 1

0 1

) (
2 1

1 0

)

Ïóòü âîêðóã òî÷êè P ïðåäñòàâèì â âèäå êîìïîçèöèè ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî

äóãó α2 ñ äóãîé γ1 ñëåâà îò òî÷êè P , è ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî äóãó γ1 ñ äóãîé α2

ñïðàâà îò íåå. Ìàòðèöà ñêëåéêè ïåðâîãî ïóòè ðàâíà


 1 0

0 −1


, à ìàòðèöà

ñêëåéêè âòîðîãî ïóòè åñòü ìàòðèöà ñêëåéêè íà ðåáðå ñåìåéñòâà I ìîëåêóëû

áîëüøèõ ýíåðãèé ïðè p1 < g2 < p2 è áûëà òîëüêî ÷òî âû÷èñëåíà. Â èòîãå,

íàõîäèì ìàòðèöó ìîíîäðîìèè U :

U =


 2 −1

1 0


 =


 2 1

1 0





 1 0

0 −1


 .

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòà ìàòðèöà ëåæèò â îäíîì êëàññå ñîïðÿæåííîñòè

ñ ìàòðèöåé


 1 0

1 1


. Äåéñòâèòåëüíî:

U = C−1


 1 0

1 1


 C =


 1 −1

2 −1





 1 0

1 1





 −1 1

−2 1


 =


 2 −1

1 0


 .
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3.8 Ïîëíûé ñïèñîê èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìîëåêóë ñëó÷àÿ Êëåáøà

Â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ íàìè ïîëó÷åí ïîëíûé ñïèñîê äîïóñòèìûõ ñèñòåì

êîîðäèíàò è óñòàíîâëåíî âçàèìíîå ïîëîæåíèå öèêëîâ λ∗ â ñëó÷àå Êëåáøà.

Äàííàÿ èíôîðìàöèÿ ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ìå÷åíóþ ìîëåêóëó ëþáîé äîïó-

ñòèìîé êðèâîé â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì ï. 2.7.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âàæíûé ñëó÷àé èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìîëå-

êóë. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè ïðè îòîáðàæåíèè

ìîìåíòà H0 × F0 ïåðåõîäÿò â ïðÿìûå αh + βf = c ñ óãëîì íàêëîíà èç

çîí I è II ðèñ. 8. Ðàçëè÷íûå ñå÷åíèÿ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû òàêèìè

ïðÿìûìè ïîêàçàíû íà ðèñ. 11. ×àñòü èç íèõ äëÿ óäîáñòâà èçîáðàæåíà êðè-

âûìè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò èçîòîïíûì èì ïðÿìûì ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ

ïàðàìåòðîâ c1, c2 è c3.

Íîìåðàì ïðÿìûõ íà ðèñ. 11 ñîîòâåòñòâóþò ìîëåêóëû â òàáëèöàõ 3 è 4. Â

ïåðâîé ïðèâåäåíû ìîëåêóëû ñ ñ ìàòðèöàìè ñêëååê, âî âòîðîé � ìå÷åíûå ìî-

ëåêóëû. Â ïîñëåäíåé òàáëèöå òàêæå óêàçàíû òîïîëîãè÷åñêèå òèïû ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé Q3
h, âû÷èñëåííûå À. À. Îøåì-

êîâûì [17]. Çà N 3 îáîçíà÷åíà ñâÿçíàÿ ñóììà (S1 × S2)](S1 × S2)](S1 × S2).

C ó÷åòîì òîãî, ÷òî ìîëåêóëû íîìåð 1 è 11, à òàêæå 10 è 12 ñîâïàäàþò ñ

òî÷íîñòüþ äî âûáîðà îðèåíòàöèè íà Q3
h, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû:

Òåîðåìà 12 Ïîëíûé ñïèñîê èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìîëåêóë ñëó÷àÿ Êëåáøà

ïðèâåäåí â òàáëèöå 4. Ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïîñòîÿííîé ïëîùàäåé g è

ýíåðãèè h îáíàðóæèâàåòñÿ 10 íåýêâèâàëåíòûõ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ.

3.9 Ýêâèâàëåíòíîñòè ñëó÷àåâ Ýéëåðà, Êëåáøà è Ñòåêëîâà

Ïðîâåäåííûé àíàëèç ïîçâîëÿåò â ÷àñòíîñòè óñòàíîâèòü åñòåñòâåííûå ýêâè-

âàëåíòíîñòè ìåæäó ñëó÷àÿìè èíòåãðèðóåìîñòè Ýéëåðà, Êëåáøà è Ñòåêëîâà.
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Òåîðåìà 13

1. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ èíòåãðàëîâ ýíåðãèè ñëó÷àè Ýé-

ëåðà, Êëåáøà è Ñòåêëîâà ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû.

2. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïî ìîäóëþ çíà÷åíèÿõ ïîñòîÿííîé ïëîùàäåé

g ñëó÷àè Êëåáøà è Ñòåêëîâà ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû ñëó÷àþ Ýéëåðà

ñ íåíóëåâîé ïîñòîÿííîé ïëîùàäåé êàê ñèñòåìû íà ÷åòûðåõìåðíûõ

ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ (òî åñòü â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 5).

Äîêàçàòåëüñòâî:

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñðàçó ñëåäóåò èç ñîâïàäåíèÿ ìîëåêóë áîëü-

øèõ ýíåðãèé òðåõ ñèñòåì.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ðàññìîòðèì áèôóðêàöèîííûå

äèàãðàììû ñëó÷àÿ Êëåáøà ïðè g2 > p2 è ñëó÷àé Ýéëåðà ïðè g′ 6= 0 (ðèñ. 12).

Ñëó÷àé Ñòåêëîâà ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Óòâåðæäàåòñÿ ñóùåñòâîâà-

íèå ïîñëîéíîãî äèôôåîìîðôèçìà ÷åòûðåõìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé:

Φ : M 4
g → M ′4

g′

Çäåñü ïîâåðõíîñòü M ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ Êëåáøà, à M ′ � ñëó÷àþ Ýéëåðà;

g2 > p2 è g′ 6= 0.

Ðàññìîòðèì ðàçðåçû 1, 2, 1' è 2', ðàçäåëÿþùèå áèôóðêàöèîííûå äèàãðàì-

ìû íà çîíû, îáîçíà÷åííûå ðèìñêèìè öèôðàìè.

Ïðîîáðàç êàæäîé èç çîí I, I', III è III' ñóòü íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèÿ äâóõ

îäèíàêîâûõ îêðåñòíîñòåé îñîáåííîñòè òèïà öåíòð-öåíòð. Íà ðèñ. 12 èçîáðà-

æåí çàìêíóòûé äèñê D1 è îòêðûòûé äèñê D2, êàæäûé èç êîòîðûõ ðàññëîåí

íà îêðóæíîñòè. Îêðåñòíîñòü îñîáåííîñòè öåíòð-öåíòð ìîæåò áûòü çàäàíà
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êàê D1 × D2 (òî åñòü ïðîèçâåäåíèå 2-àòîìîâ A × A). Êðàåì ìíîãîîáðàçèÿ

ñëóæèò ðàññëîåííîå íà òîðû Ëèóâèëëÿ ïîëíîòîðèå ∂D1 ×D2.

Ïðîîáðàçû çîí II è II' ÿâëÿþòñÿ ÷åòûðåõìåðíûìè îêðåñòíîñòÿìè îñîáåí-

íîñòè ñåäëî-öåíòð òèïà A × C2 è àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîãóò áûòü ïðåä-

ñòàâëåíû â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ îòêðûòîãî äèñêà D3 è äâóìåðíîé

ïîâåðõíîñòè C2 ñ êðàåì ∂C2 èç ÷åòûðåõ îêðóæíîñòåé. Äâå èç íèõ ñîîòâåò-

ñòâóþò ðàçðåçó 1 è îáðàçóþò ÷àñòü êðàÿ ∂C+
2 , à äâå äðóãèõ � ðàçðåçó 2, èõ

îáîçíà÷èì çà ∂C−
2 . Êðàåì ÷åòûðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñëóæèò ∂C2×D3 =

(∂C+
2 ×D3)∪ (∂C−

2 ×D3) � îáúåäèíåíèå ÷åòûðåõ ðàññëîåííûõ íà òîðû Ëè-

óâèëëÿ ïîëíîòîðèé.

Ìíîãîîáðàçèÿ M 4
g è M ′4

g′ ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèêëåèâàÿ ê �áàçå� C2 ×D3

�ðó÷êè� D1 × D2 ñ ñîõðàíåíèåì ñòðóêòóðû ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ. Äëÿ ýòîãî

òðåáóåòñÿ óêàçàòü ïîñëîéíûé äèôôåîìîðôèçì äâóõ ïîëíîòîðèé. Îò âûáî-

ðà ïàð ñêëåèâàåìûõ òîðîâ ðåçóëüòàò, î÷åâèäíî, íå çàâèñèò. À ñïîñîá ñêëåé-

êè êàæäîé ïàðû òîðîâ öåëèêîì îïðåäåëÿåòñÿ ìåòêàìè íà ñîîòâåòñòâóþùåì

ðåáðå ìîëåêóëû áîëüøèõ ýíåðãèé. Íî îíè îäèíàêîâû, ñëåäîâàòåëüíî, ìíî-

ãîîáðàçèÿ M 4
g è M ′4

g′ áóäóò ïîñëîéíî äèôôåîìîðôíû.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ãëàâà 4

Ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ
èíòåãðèðóåìîãî ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà

4.1 Ãàìèëüòîíèàí è äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà

Èíòåãðèðóåìûé ñëó÷àé Ñîêîëîâà [7], îáíàðóæåííûé â 2001 ãîäó, çàäàåòñÿ

íà e(3)∗ ãàìèëüòîíèàíîì H:

H =
1

2
(s2

1 + s2
2 + 2s2

3) + r2s3 − 1

2
r2
3.

Äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë F ÷åòâåðòîé ñòåïåíè èìååò âèä:

F = s2
3(s

2
1 + s2

2 + s2
3 +2(r2s3− r3s2)+ r2

2 + r2
3)+2s3(s2− r3)(r1s1 + r2s2 + r3s3).

Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ñëó÷àé èíòåãðèðóåìîñòè áûë îáíàðóæåí ïðè ïîìîùè

êîìïüþòåðíûõ ìåòîäîâ. Â íàñòîÿùåé ãëàâå ïîëíîñòüþ èññëåäîâàíî ëèóâèë-

ëåâî ñèñòåìû Ñîêîëîâà: äàíà êëàññèôèêàöèÿ íåâûðîæäåííûõ ïîëîæåíèé

ðàâíîâåñèÿ, âû÷èñëåíû âñå êðóãîâûå è èçîýíåðãåòè÷åñêèå ìîëåêóëû.

4.2 Ðåçóëüòàòû Ï. Å. Ðÿáîâà

Ãðóáàÿ ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ èíòåãðèðóåìîãî ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà áûëà

ïîëó÷åíà Ðÿáîâûì [24]. Â ýòîì ïóíêòå ìû âêðàòöå ïðèâîäèì åãî ðåçóëüòàòû.
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Òåîðåìà 14 (Ï. Å. Ðÿáîâ [24]) Íà ïëîñêîñòè R2(f, h) áèôóðêàöèîííàÿ

äèàãðàììà ñèñòåìû Ñîêîëîâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå ãëàäêèõ êðè-

âûõ Γi, i = 1, ..5, ãäå
Γ1 : f = −g2, h > 1

2(g
2 − 1),

Γ2 : f = 2g2h− g4, 1
2(g

2 − 1) 6 h 6 g2,

Γ3 : f = (h + 1
2)

2 − g2, h > g2 − 1
2 ,

Γ4 : f = h2, h > g2 − 1
4 ,

Γ5 : f = 0,

h > 0, åñëè 0 6 g 6 1
2,

h > g − 1
2, åñëè 1

2 6 g 6 1,

h > g2

2 , åñëè g > 1.

Ïðè ïðîòèâîïîëîæíûõ çíà÷åíèÿõ g ïîëó÷àåì èçîìîðôíûå ñèñòåìû, ïî-

ýòîìó äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî g > 0. Ñëåäóåò ðàçëè÷àòü ÷åòûðå

êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûõ âèäà áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì (ñì. ðèñ. 13):

a) g = 0,

b) 0 < g < 1
2 ,

c) 1
2 < g < 1,

d) g > 1.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè g = 0 â ïðîîáðàçå ëåâîé ñòåíêè áèôóðêàöèîííîé äèà-

ãðàììû ëåæàò êðèòè÷åñêèå òîðû. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî íåêðè-

òè÷åñêèå çíà÷åíèÿ g.

Íà ðèñ. 13 ãëàäêèå äóãè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû îáîçíà÷åíû ìàëû-

ìè ãðå÷åñêèìè áóêâàìè ñ èíäåêñàìè. Â èõ ïðîîáðàçàõ ëåæàò áîòòîâñêèå

ïåðåñòðîéêè òîðîâ Ëèóâèëëÿ, îïèñûâàåìûå 3-àòîìàìè. Óêàæåì èõ òèïû:
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α1 : 2A β1 : 2B

α2 : 2A β2 : 2B

α3 : 2A β2 : 2B

α4 : 4A γ1 : C2

α5 : 2A γ2 : 2C2

α6 : 2A δ1 : 2A

δ2 2A∗

Ñåìåéñòâà òîðîâ Ëèóâèëëÿ îáîçíà÷åíû ðèìñêèìè öèôðàìè I-V. Êàæäàÿ

òî÷êà ñåìåéñòâ I-IV îáðàçîâàíà ïàðîé ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî èíâîëþ-

öèè Φ : (s, r) → (−s,−r) òîðîâ. Ñåìåéñòâî V ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ êîìïîíåíò

ñâÿçíîñòè.

Â ïðîîáðàçå ïðÿìûõ A, B, C, D, E, F, G, H è I ëåæàò èçîýíåðãåòè÷åñêèå

ïîâåðõíîñòè Q3
h c ðàçíûì òèïîì ëèóâèëëåâîãî ñëîåíèÿ. Ï. Å. Ðÿáîâ [24]

óêàçàë ãðóáûå ìîëåêóëû, êîòîðûå èì ñîîòâåòñòâóþò, è âû÷èñëèë òîïîëîãè-

÷åñêèå òèïû ýòèõ ïîâåðõíîñòåé. Îíè òàêîâû: A, B � 2S2; C, D, H, I � S1×S2;

G �(S1×S2)](S1×S2)](S1×S2); E, F � RP 3. Íàøåé ãëàâíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ

âû÷èñëåíèå r, ε è n ìåòîê ýòèõ ìîëåêóë.

4.3 Íåâûðîæäåííûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ñëó÷àå Ñîêîëîâà

Â ýòîì ïóíêòå ìû äàåì êëàññèôèêàöèþ íåâûðîæäåííûõ ïîëîæåíèé ðàâíî-

âåñèÿ ñèñòåìû Ñîêîëîâà è âû÷èñëÿåì èõ êðóãîâûå ìîëåêóëû.

Òåîðåìà 15 Óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè, òèïû è ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ïî-

÷òè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, ëåæàùèõ â ïðî-

îáðàçàõ òî÷åê M , N , P , Q, L, R áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû óêàçàíû â

òàáëèöå.
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òî÷êà óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñè òèï ï/ï ïðîèçâåäåíèå

M g > 0 öåíòð-öåíòð 2(A× A)

N 0 < g < 1
2 ñåäëî-öåíòð 2(A×B)

P 0 < g < 1 ñåäëî-ñåäëî B × C2

Q 1
2 < g < 1 ñåäëî-öåíòð 2(A× C2)

L g > 1
2 öåíòð-öåíòð 2(A× A)

R g > 1 ñåäëî-öåíòð A× C2

Êðóãîâûå ìîëåêóëû ýòèõ îñîáûõ òî÷åê ïðèâåäåíû â òàáëèöå 5. Äðóãèõ

êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ó ãàìèëüòîíèàíà H íà M 4
g íåò.

Äîêàçàòåëüñòâî:

Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà v = sgardH, çàïèñàííàÿ â êîîðäèíàòàõ

(s1, s2, s3, r1, r2, r3), èìååò âèä:

ṡi = {si, H}, ṙi = {ri, H} ⇔

ṡ1 = (−s2 + r3)(r2 + s3), ṙ1 = r3s2 − 2r2s3 − r2
2,

ṡ2 = s3s1 + s1r2 − r1r3, ṙ2 = −s1r3 + 2r1s3 + r1r2,

ṡ3 = −r1s3, ṙ3 = s1r2 − s2r1

Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé, íàõîäèì êîîðäèíàòû êðèòè-

÷åñêèõ òî÷åê H íà M 4
g . Íàéäåííûå òî÷êè òàêæå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïîëîæå-

íèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû.
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óñë. ñóù. êîë-âî êîîðäèíàòû

P,Q g ∈ R 2 ±(g, 0, 0, 1, 0, 0)

M g ∈ R 2 ±
(

0, g2√
g2+1

,− g√
g2+1

, 0, g√
g2+1

,− 1√
g2+1

)

N,L g ∈ R 2 ±
(

0, g√
g2+ 1

4

,
√

g2 + 1
4 − 1

2
√

g2+ 1
4

, 0, 1
2
√

g2+ 1
4

, g√
g2+ 1

4

)

Q 1
2 6 g 6 1 4 ± (∓√2g − 1,

√
1− g, 0,∓√2g − 1,

√
1− g,

√
1− g

)

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîé èç òî÷åê, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà AH

ïîïàðíî ðàçëè÷íû, îòëè÷íû îò íóëÿ è ñîîòâåòñòâóþò óêàçàííîìó òèïó.

Íà÷íåì ñ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû ëèíåàðèçàöèè A6
H ãàìèëüòîíîâà ïîòîêà

v = sgradH â e(3)∗ â îáùåì âèäå:

A6
H =




0 −(r2 + s3) −s2 + r3 0 −s2 + r3 r2 + s3

r2 + s3 0 s1 −r3 s1 −r1

0 0 −r1 −s3 0 0

0 r3 −2 r2 0 −2(s3 + r2) s2

−r3 0 2 r1 2 s3 + r2 r1 −s1

r2 −r1 0 −s2 s1 0




Ðàññìîòðèì òî÷êè P è R. Â ïðîîáðàçå êàæäîé ëåæèò ïî äâà ñèììåò-

ðè÷íûõ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñ êîîðäèíàòàìè ±(g, 0, 0, 1, 0, 0). Ïðîâåäåì

âû÷èñëåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ çíàêà �+�. Â êà÷åñòâå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò íà M 4
g

âîçüìåì (s2, s3, r2, r3). Òîãäà êàíîíè÷åñêèé áàçèñ â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàí-
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ñòâå çàäàåòñÿ ìàòðèöåé:

TM 4
g =




−r2

r1
−r3

r1

r2s1−s2r1

r2
1

r3s1−s3r1

r2
1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −r2

r1
−r3

r1

0 0 1 0

0 0 0 1




⇒ TP,RM 4
g =




0 0 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




È ìû ëåãêî íàõîäèì ìàòðèöó èñêîìîãî îïåðàòîðà AH = A6
H |TP,RM :

AH =




0 g g −1

0 −1 0 0

0 1 1 −g

−1 0 g 0




Óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

det(A− λE) = (λ− 1)(λ + 1)(λ2 + g − 1) = 0 ⇒ λ1,2 = ±1, λ3,4 = ±
√

1− g

Êàê âèäíî, ïðè g = 1 ïðîèñõîäèò âûðîæäåíèå: òî÷êà P ïðåâðàùàåòñÿ â

òî÷êó R, ìåíÿÿ ñâîé òèï ñ ñåäëî-ñåäëî íà ñåäëî-öåíòð.

Ïðîäåëàåì òó æå ïðîöåäóðó äëÿ òî÷êè M . Â åå ïðîîáðàçå ëåæèò äâà

ñèììåòðè÷íûõ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ:

±
(

0,
g2

√
g2 + 1

,− g√
g2 + 1

, 0,
g√

g2 + 1
,− 1√

g2 + 1

)
.

Ïðîâåäåì âû÷èñëåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ çíàêà �−�. Â êà÷åñòâå ëîêàëüíûõ êî-

îðäèíàò âîçüìåì (s1, s2, r1, r2), òîãäà:
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TM 4
g =




1 0 0 0

0 1 0 0

−r1

r3
−r2

r3

r1s3−s1r3

r2
3

r2s3−s2r3

r2
3

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 −r1

r3
−r1

r3




⇒ TMM 4
g =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 g 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 g




Îïåðàòîð A6
H ïåðåâîäèò äàííûé áàçèñ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â âåêòîðà:

A6
H · TM =




0 g(1+g2)√
g2+1

0 1+g2√
g2+1

0 0 − 1√
g2+1

0

0 0 − g√
g2+1

0

0 1+2g2√
g2+1

0 − g3√
g2+1

− 1√
g2+1

0 g√
g2+1

0

− g√
g2+1

0 g2√
g2+1

0




Ðàçëàãàÿ íàéäåííûå âåêòîðà ïî âûáðàííîìó áàçèñó â TMM 4
g , ïîëó÷àåì ìàò-

ðèöó îïåðàòîðà AH = A6
H |TMM :

√
g2 + 1 · AH =




0 0 0 −1

g(1 + g2) 0 1 + 2g2 0

0 −1 0 g

1 + g2 0 −g3 0




Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ det(
√

g2 + 1 ·AH − λE) = 0 ⇒
λ1,2 = ±i

√
g2 + 1, λ3,4 = ±i(g2+1), ñîîòâåòñòâóþùèå òèïó öåíòð-öåíòð. Ïðè

g = 0 îíè ðàâíû (±i,±i), è ïðîèñõîäèò âûðîæäåíèå.
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Ðàññìàòðèâàÿ ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå çíàêó �+�, äëÿ

òî÷åê N è L â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (s1, s2, r1, r2), èìååì:

TN,LM 4
g =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 − 1
2g 0 1

4g2 − 1

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 − 1
2g




,

√
g2 +

1

4
· A6

H · TN,L =




0 − (
g2 + 1

4

)
0 − 1

2g

(
g2 + 1

4

)
(
g2 + 1

4

)
0 −g 0

0 0
(1

4 − g2
)

0

0
(
g + 1

2g

)
0 −2

(
g2 + 1

2

)

−g 0 2g2 0

1
2 0 −g 0




⇒

√
g2 +

1

4
· AH =




0
(
g2 + 1

4

)
0 −g

− (
g2 + 1

4

)
0 1

g

(
g2 + 1

2

)
0

0 −g 0 2g2

− 1
2g

(
g2 + 1

4

)
0 −2

(
g2 + 1

2

)
0




Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà
√

g2 + 1
4 · AH :





λ1,2 = ±1
4

√
1− 16g4

λ3,4 = ± i
2

√
16g4 + 12g2 + 2

Ïðè g = 1
2 èìååì λ1,2 = 0. Ìû âèäèì, ÷òî òî÷êà âûðîæäàåòñÿ, ìåíÿÿ ñâîé

òèï ñ ñåäëî-öåíòð, íà öåíòð-öåíòð.

Íàêîíåö, ðàññìàòðèì ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ
(
−

√
2g − 1,

√
1− g, 0,−

√
2g − 1,

√
1− g,

√
1− g

)
,
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ëåæàùåå â ïðîîáðàçå òî÷êè Q, â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (s2, s3, r2, r3). Èìå-

åì:

TQM 4
g =




√
1−g
2g−1

√
1−g
2g−1 0 −

√
1−g
2g−1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0
√

1−g
2g−1

√
1−g
2g−1

0 0 1 0

0 0 0 1




,

√
2g − 1 · AH =




1− g 0 g − 1 g

2− 3g 2g − 1 1− 3g 1− g

−g 0 2− 3g −g

4g − 3 0 1 2g − 2




Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà √2g − 1 · AH





λ1,2 = ±(2g − 1)

λ3,4 = ±2i
√
−2g2 + 3g − 1

ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî ïðè 1
2 < g < 0 òî÷êà íåâûðîæäåíà è èìååò òèï

ñåäëî-öåíòð.

Èòàê ìû çàêîí÷èëè âû÷èñëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà AH ,

íî íåîáõîäèìî åùå ïðîâåðèòü åãî ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ñ îïåðàòîðîì

AF . Èç-çà òîãî, ÷òî èíòåãðàë F ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì ïîëèíîìîì ÷åòâåðòîé

ñòåïåíè, ñäåëàòü ýòî íå òàê ëåãêî. Ïîýòîìó ìû âû÷èñëèì ëèøü ÷àñòü êî-

ýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû ëèíåàðèçàöèè A6
F âåêòîðíîãî ïîëÿ 1

2sgradF â e(3)∗.

Èìååì:
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1
2{r1, F} = −s3r2(s

2
1 + s2

2 + s2
3 + 2(r2s3 − r3s2) + r2

2 + r2
3)+

+s2
3(s2r3 − s3r2 − r2

2 − r2
3)+

+(r1s1 + r2s2 + r3s3)(s3r3 − s2r2 + r2r3),

1
2{r2, F} = s3r1(s

2
1 + s2

2 + s2
3 + 2(r2s3 − r3s2) + r2

2 + r2
3)+

+s2
3(s3r1 − s1r3 + r1r2) + (r1s1 + r2s2 + r3s3)(s2r1 − r2r1),

1
2{r3, F} = s2

3(s1r2 − s2r1 + r3r1)− (r1s1 + r2s2 + r3s3)r1s3.

(A6
F )i+3,j =

1

2

∂

∂sj
{ri, F}, 1 6 i, j 6 3,

(A6
F )i+3,j+3 =

1

2

∂

∂ri
{ri, F}, 1 6 i, j 6 3,

Ðàññìîòðèì òî÷êè P è R. Âåêòîð v = (0, 1, 0, 0, 0, 0)t ∈ TP,RM ïîä äåé-

ñòâèåì îïåðàòîðà AH = A6
H |TM ïåðåõîäèò â âåêòîð (∗, ∗, ∗, 0, 0,−1)t, à ïîä

äåéñòâèåì îïåðàòîðà AF = A6
F |TM � â âåêòîð

(∗, ∗, ∗, (A6
F )4,2, (A

6
F )5,2, (A

6
F )6,2)

t = (∗, ∗, ∗, 0, g, 0)t. Ïîñëåäíèå äâà âåêòîðà

çàâåäîìî ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïðè g 6= 0, à ñëåäîâàòåëüíî è îïåðàòîðû AH

è AF áóäóò ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äëÿ îñòàëüíûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü îïåðàòî-

ðîâ AH è AF óñìàòðèâàåì èç ñîîòíîøåíèé, ïðèâåäåííûõ íèæå.

• òî÷êà M :

v = (0, 0, 0, 1, 0, 0)t ∈ TMM ,

AHv =

(
∗, ∗, ∗, 0,− g√

g2+1
,− g2√

g2+1

)t

,

AFv =

(
∗, ∗, ∗, 0, 0,− g2

(g2+1)
3
2

)t

.

AHv è AFv çàâåäîìî ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïðè g 6= 0.

• òî÷êè N è L:

v = (0, 0, 0, 1, 0, 0)t ∈ TN,LM ,
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AHv =

(
∗, ∗, ∗, 0, 4g2√

4g2+1
,− 2g√

4g2+1

)t

,

AFv =

(
∗, ∗, ∗, 0, g2(4g2−1)√

4g2+1
, (4g2−1−16g3)(4g2−1)

4(4g2+1)
3
2

)t

,

AHv è AFv çàâåäîìî ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïðè g 6= 0,±1
2 .

• òî÷êà Q:

v = (
√

1−g
2g−1 , 1, 0, 0, 0, 0)t ∈ TQM ,

AHv =
(
∗, ∗, ∗,√1− g, g−1√

2g−1 ,
g√

2g−1

)t

,

AFv =
(∗, ∗, ∗,−g

√
1− g,−g

√
2g − 1, 0

)t.

AHv è AFv çàâåäîìî ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïðè 1
2 < g < 1.

Òåì ñàìûì çàêîí÷åíà ïðîâåðêà óñëîâèé íåâûðîæäåííîñòè. Îòìåòèì ÷òî

ïðè ïðîâåäåíèè ïðîìåæóòî÷íûõ âûêëàäîê ìû àêòèâíî ïîëüçîâàëèñü ïàêå-

òîì ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé Matlab 6.5 Symbolic Math Toolbox.

Ïîñëå ýòîãî òèïû, ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ïî÷òè ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé è

êðóãîâûå ìîëåêóëû òî÷åê M , N , P , Q, L, è R îïðåäåëÿþòñÿ ïî òàáëèöàì

ïðèâåäåííûì â [1, ò.1, ãë.9].

Òåîðåìà äîêàçàíà.

4.4 Êðóãîâûå ìîëåêóëû âûðîæäåííûõ îäíîìåðíûõ îðáèò

Òî÷êè z1, z2, z3 è z4 ñîîòâåòñòâóþò íåáîòòîâñêèì êðèòè÷åñêèì îêðóæíîñòÿì

ñèñòåìû Ñîêîëîâà.

Òåîðåìà 16 Êðóãîâûå ìîëåêóëû òî÷åê z1, z2, z3 è z4 ïðèâåäåíû â òàáëè-

öå 5.

Äîêàçàòåëüñòâî:

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 îñòàåòñÿ âû÷èñëèòü ìåòêè r íà ðåáðàõ, âåäóùèõ

â àòîìû A. Áóäåì çà r(x�y), îáîçíà÷àòü r-ìåòêó ðåáðà êîòîðîå ñîåäèíÿåò
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áèôóðêàöèè x è y. Ðàññìîòðèì ðåáðà êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè z1, îòíî-

ñÿùèåñÿ ê ñåìåéñòâó V. Îíè ñîåäèíÿþò áèôóðêàöèè β1 è α4. Èç êðóãîâîé

ìîëåêóëû òî÷êè P èìååì r(β1�γ2) = 0, òî÷êè Q � r(γ2�α4) = ∞. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ïî ïðàâèëó ñëîæåíèÿ ìåòîê (ñì. ï. 2.4), r(β1�α4) = 0. Àíàëîãè÷íî

ïîëó÷àåì:

• òî÷êà z1:

ñåìåéñòâî I: r(β1�γ1) = 0, r(γ1�α2) = ∞⇒ r(β1�α2) = 0

• òî÷êà z2:

ñåìåéñòâî IV: r(δ1�α6) = 0, r(γ2�α6) = ∞⇒ r(δ1�γ2) = 0

• òî÷êà z4:

ñåìåéñòâî II: r(β2�γ1) = 0, r(γ1�α3) = ∞⇒ r(β2�α3) = 0

ñåìåéñòâî III: r(β2�γ2) = 0, r(γ2�α5) = ∞⇒ r(β2�α5) = 0

ñåìåéñòâî IV: r(β2�γ2) = 0, r(γ2�α6) = ∞⇒ r(β2�α6) = 0

Â ðåçóëüòàòå íå âû÷èñëåííîé îñòàåòñÿ òîëüêî ìåòêà r íà ðåáðå A�B ìî-

ëåêóëû òî÷êè z3. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, îíà ðàâíà 1
2 . Ýòîò ôàêò ìû ïîëó÷èì,

âû÷èñëèâ èçîýíåðãåòè÷åñêèå ìîëåêóëû. Çäåñü ìû ïðèâîäèì åãî äëÿ ïîëíî-

òû êàðòèíû.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

4.5 Ïîñòðîåíèå äîïóñòèìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò

Äîïóñòèìûå ñèñòåìû êîîðäèíàò íà 3-àòîìàõ êðèâûõ β1, β2, γ1, γ2 âûáèðàþò-

ñÿ èñõîäÿ èç 4-îêðåñòíîñòè òî÷êè ñåäëî-ñåäëî P , êîòîðàÿ èìååò òèï ïðÿìîãî

ïðîèçâåäåíèÿ B × C2 � òàêîé æå, êàê â ñëó÷àå Ñòåêëîâà. Ñòðåëî÷êè óêà-

çûâàþò íàïðàâëåíèå ðîñòà F .
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(λγ1
, λβ1

) (I)
↘

(λγ1
, λβ1

) (I)
↗

C2 γ1

(II)
↗ (λγ1

,−λβ2
)

(II)
↘ (λγ1

,−λβ2
)

(λγ2
, λβ1

) (V )
↘

(λγ2
, λβ1

) (V )
↗

C2 γ2

(III)
↗ (λγ2

,−λβ2
)

(IV )
↘ (λγ2

,−λβ2
)

(λβ1
,−λγ1

)
(I)← B

β1

(V )
↙ (λβ1

, λγ2
)

(V )
↖ (λβ1

, λγ2
)

(λβ2
,−λγ1

)
(II)← B

β2

(III)
↙ (λβ2

, λγ2
)

(IV )
↖ (λβ2

, λγ2
)

Äîïóñòèìûå ñèñòåìû êîîðäèíàò íà àòîìàõ A âûáåðåì, ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî

íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáðàõ êðóãîâûõ ìîëåêóë òî÷åê M, z1, z2, z4 r-ìåòêè

ðàâíû 0. Äëÿ áèôóðêàöèè α1, îðèåíòàöèÿ âòîðîãî áàçèñíîãî öèêëà óñòàíàâ-

ëèâàåòñÿ èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî ïðè g → 0 êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè àòîìîâ α1

è γ1 áåñêîíå÷íî ñáëèæàþòñÿ. Ïîëó÷àåì:

A α1

(I)→ (λα1
, λγ1

)

(λα2
, λβ1

)
(I)→ A α2

(λα3
, λβ2

)
(II)→ A α3

(λα4
, λβ1

)
(V )→ A α4

(λα5
, λβ2

)
(III)→ A α5

(λα6
, λβ2

)
(IV )→ A α6
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(λδ1
, λγ2

)
(IV )→ A

δ1

Ìû íå áóäåì âûáèðàòü âòîðûå áàçèñíûå öèêëû äëÿ àòîìîâ B
β3

è A∗
δ2

â òåðìèíàõ λ∗. Îáîçíà÷èì èõ xβ,−yβ,−xδ, yδ.

(λβ3
, xβ)

(III)
↘

(λβ3
, xβ)

(IV )
↗

B
β3

(V )→ (λβ3
,−yβ)

(λδ2
,−xδ)

(II)→ A∗
δ2

(III)→ (λβ3
, yδ)

Èç çàìå÷àíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî

xβ = λβ1
+ k1λγ2

,

yβ = λβ2
+ k2λγ2

,

xδ = λγ2
+ k3λδ2

,

yδ = λγ1
+ k4λδ2

,

ãäå ki ∈ Z � íåèçâåñòíû.

4.6 Îïðåäåëåíèå âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ áàçèñíûõ öèêëîâ

Ïðîàíàëèçèðóåì èíôîðìàöèþ èç êðóãîâûõ ìîëåêóë è ñïèñêà äîïóñòèìûõ

ñèñòåì êîîðäèíàò äëÿ îïðåäåëåíèÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèè öèêëîâ λ∗. Áó-

äåì ðàññìàòðèâàòü ñåìåéñòâà òîðîâ Ëèóâèëëÿ I-V ïîî÷åðåäíî.

Ñåìåéñòâî I

Íà êàæäîì òîðå ýòîãî ñåìåéñòâà áèôóðêàöèè îïðåäåëÿþò öèêëû λα1
, λα2

,

λβ1
, λγ1

. Èç êðóãîâûõ ìîëåêóë îñîáûõ òî÷åê M,P, R, z1 â ñèëó ïðåäëîæå-

íèÿ 3 ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ èíôîðìàöèþ îá èíäåêñàõ ïåðåñå÷åíèÿ öèêëîâ

λ∗:
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ïàðà öèêëîâ èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ

λα1
, λα2

1

λβ1
, λγ1

1

λα2
, λγ1

0

λα2
, λβ1

1

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, áàçèñû íà ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ãðàíèöàõ

àòîìîâ äîëæíû èìåòü ðàçíóþ îðèåíòàöèþ. Â ñèëó ÷åãî èç ñïèñêà äîïóñòè-

ìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò ñëåäóåò, ÷òî áàçèñû (λα2
, λβ1

), (λγ1
, λβ1

), (λβ1
,−λγ1

)

äîëæíû èìåòü îäèíàêîâóþ îðèåíòàöèþ, à áàçèñ (λα1
, λα2

) � ïðîòèâîïîëîæ-

íóþ èì.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòè óñëîâèÿ îïðåäåëÿþò âçàèìíîå ðàñïîëîæå-

íèå öèêëîâ λα1
, λα2

è λγ1
îäíîçíà÷íî, à ïðî öèêë λβ1

ìîæíî óòâåðæäàòü,

÷òî

λβ1
= λα1

+ l1λγ1
, l1 ∈ Z.

Íà ðèñ. 14 ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà òîðà èçîáðàæåíà â âèäå öåëî÷èñëåí-

íîé ðåøåòêè íà ïëîñêîñòè, à öèêëû � â âèäå âåêòîðîâ íà íåé. Ýòî ïîçâîëÿåò

íàãëÿäíî îòîáðàçèòü ñîáðàííóþ èíôîðìàöèþ.

Ñåìåéñòâî II

Öèêëû ñåìåéñòâà: λα3
, λβ2

, λγ1
, λδ2

.

Èíäåêñû ïåðåñå÷åíèÿ öèêëîâ:

ïàðà öèêëîâ èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ

λβ2
, λδ2

0

λβ2
, λγ1

1

λα3
, λγ1

0

λα3
, λβ2

1

Èç ìåòîê ε êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè z3 ñëåäóåò, ÷òî λβ2
= λδ2

.

110



Ïðè ýòîì áàçèñû (λα3
, λβ2

), (λβ2
, λγ1

) èìåþò îäèíàêîâóþ îðèåíòàöèþ.

Ïåðå÷èñëåííûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå

öèêëîâ λ∗ ýòîãî ñåìåéñòâà. Ðåçóëüòàò èçîáðàæåí íà ðèñ. 14.

Ñåìåéñòâî III

Öèêëû ñåìåéñòâà: λα5
, λβ2

, λβ3
, λγ2

, λδ2
.

Èíäåêñû ïåðåñå÷åíèÿ öèêëîâ:

ïàðà öèêëîâ èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ

λβ2
, λδ2

0

λβ2
, λγ2

1

λα5
, λγ2

0

λα5
, λβ2

1

Èç êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷åê z2 è z3 ñëåäóåò, ÷òî λβ2
= λδ2

è λβ3
= λγ2

.

Ïðè ýòîì áàçèñû (λα5
, λβ2

) è (λβ2
, λγ2

) èìåþò ïðîòèâîïîëîæíóþ îðèåíòà-

öèþ.

Ïåðå÷èñëåííûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå

öèêëîâ λ∗ ýòîãî ñåìåéñòâà. Ðåçóëüòàò èçîáðàæåí íà ðèñ. 14.

Ñåìåéñòâî IV

Öèêëû ñåìåéñòâà: λα6
, λβ2

, λγ2
, λδ1

.

Èíäåêñû ïåðåñå÷åíèÿ öèêëîâ:

ïàðà öèêëîâ èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ

λγ2
, λδ1

1

λβ2
, λγ2

1

λα6
, λγ2

0

λα6
, λδ1

1

λα6
, λβ2

1
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Ïðè ýòîì áàçèñû (λα6
, λβ2

), (λδ1
, λγ2

) èìåþò îäèíàêîâóþ îðèåíòàöèþ, à

áàçèñ (λβ2
, λγ2

) � ïðîòèâîïîëîæíóþ èì.

Ïåðå÷èñëåííûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå

öèêëîâ λα6
, λβ2

, λγ2
. Ïðî öèêë λδ1

ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî

λδ1
= −λβ2

+ l2λγ2
, l2 ∈ Z.

Áîëåå òîãî, íà ðåáðå B�A ìîëåêóëû òî÷êè z3 ìåòêà r êîíå÷íà, à ìåòêà

ε = +1, ïîýòîìó ñ íåîáõîäèìîñòüþ âûïîëíåíî l2 > 1.

Ñåìåéñòâî V

Öèêëû ñåìåéñòâà: λα4
, λβ1

, λβ3
, λγ2

.

Èíäåêñû ïåðåñå÷åíèÿ öèêëîâ:

ïàðà öèêëîâ èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ

λβ3
, λγ2

0

λβ1
, λγ2

1

λα4
, λγ2

0

λα4
, λβ1

1

Èç êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè z2 ñëåäóåò, ÷òî λβ3
= λγ2

.

Ïðè ýòîì áàçèñû (λα4
, λβ1

) è (λγ2
, λβ1

) èìåþò îäèíàêîâóþ îðèåíòàöèþ.

Ïåðå÷èñëåííûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå

öèêëîâ λ∗ ýòîãî ñåìåéñòâà. Ðåçóëüòàò èçîáðàæåí íà ðèñ. 14.

4.7 Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû Òîïàëîâà

Ðåçóëüòàòû äâóõ ïðåäûäóùèõ ïóíêòîâ ïîçâîëÿþò âûïèñàòü ìàòðèöû ñêëå-

åê èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìîëåêóë ñ íåèçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè k1, k2, k3,

k4, l1, l2. Îíè ïðèâåäåíû â òàáëèöå 6. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû âû-

÷èñëèòü ïî ýòèì ìàòðèöàì ìåòêè r, ε è n, âîâñå íåîáÿçàòåëüíî çíàòü òî÷íûå
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çíà÷åíèÿ âñåõ êîýôôèöèåíòîâ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îò k1 è k2 ìåòêè âîîáùå

íå çàâèñÿò, à îò k3 è k4 çàâèñèò òîëüêî n-ìåòêà íà àòîìàõ A∗ ìîëåêóëû F.

Ïðåäëîæåíèå 4 Íà àòîìàõ A∗ â ìîëåêóëå F ìåòêà n = −1; l1 = 1, l2 = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî:

Äëÿ ìîëåêóë E, F ïðèìåíèì ôîðìóëó Òîïàëîâà (1.3):

N(W ∗) = ±2p(ñ1ñ
2 − 2ñb−2

0 )
∏

j

bj,

ãäå ÷èñëî ñ1 ñîîòâåòñòâóåò àòîìó C2, ñ � àòîìàì B èëè A∗, b0 � êîýôôè-

öèåíò ìàòðèöû ñêëåéêè íà ðåáðàõ C2�B ëèáî C2�A∗, à ïðîèçâåäåíèå
∏

j bj

áåðåòñÿ ïî âñåì ðåáðàì ìîëåêóëû.

Íàì èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ìîëåêóë E è F Q3 ∼= RP 3 ⇒ H1(Q
3) = Z2 ⇒

N(W ∗) = 2.

Äëÿ ìîëåêóëû E èìååì n(B) = [− 1
l2
] = −1 (âåäü l2 > 1 ), ñ1 = −2l1.

Ôîðìóëà Òîïàëîâà äàåò:

±2 = l22(−2l1(−1 + 1− 1

l2
)2 − 2(−1 + 1− 1

l2
)) ⇔ l1 = ±1 + l2 ⇒ l1 > 0

Äëÿ ìîëåêóëû F ñ = n(A∗) + 1
2 , ñ1 = −2l1. Ïîëó÷àåì:

±2 = 4(−2l1(n(A∗) +
1

2
)2 − 2(n(A∗) +

1

2
))

±2 = (−2l1(2n(A∗) + 1)2 − 4(2n(A∗) + 1))

±1 = (2n(A∗) + 1)(l1(2n(A∗) + 1) + 2)

Ïðè óñëîâèè l1 > 0 ýòî óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå n(A∗) = −1, l1 = 1 ⇒ l2 = 2. ×òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Òåïåðü ïî òàáëèöå 6 ìîæíî âû÷èñëèòü âñå ìåòêè èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìî-

ëåêóë A,B . . . , I.
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Çàìå÷àíèå 7 Èç ìîëåêóëû E, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ìåòêà r = 1
2

íà ðåáðå B�A êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè z3.

Ñôîðìóëèðóåì èòîãîâûé ðåçóëüòàò ãëàâû.

Òåîðåìà 17 Ïîëíûé ñïèñîê èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà äëÿ ñëó÷àÿ

Ñîêîëîâà ïðèâåäåí â òàáëèöå 7. Ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïîñòîÿííîé ïëîùà-

äåé g è ýíåðãèè h îáíàðóæèâàåòñÿ 9 íåýêâèâàëåíòíûõ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ.
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Ãëàâà 5

Ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ
èíòåãðèðóåìîãî ñëó÷àÿ
Êîâàëåâñêîé-ßõüè ïðè g = 0

Ñëó÷àé èíòåãðèðóåìîñòè Êîâàëåâñêîé-ßõüè � ýòî îáîùåíèå êëàññè÷åñêî-

ãî âîë÷êà Êîâàëåâñêîé íà ñëó÷àé çàäà÷è î äâèæåíèè òÿæåëîãî ãèðîñòàòà.

Âî ìíîãèõ îòíîøåíèÿõ îí ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ñëîæíûì èç èçâåñòíûõ ñëó÷àåâ

èíòåãðèðóåìîñòè ìåõàíèêè òâåðäîãî òåëà. Äëÿ âñÿêîãî çíà÷åíèÿ ãèðîñòàòè-

÷åñêîãî ïàðàìåòðà λ ïàðà (Hλ, Fλ) Êîâàëåâñêîé-ßõüè äàåò èíòåãðèðóåìóþ

ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íà êàæäîé ïîâåðõíîñòè

M 4
g . Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ôàçîâîãî ïðî-

ñòðàíñòâà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò îáîèõ ïàðàìåòðîâ. Íà ðèñ. 15 íà ïëîñêî-

ñòè R2(g, λ) èçîáðàæåíû êðèâûå, ðàçäåëÿþùèå îáëàñòè ñ êà÷åñòâåííî ðàç-

ëè÷íûì âèäîì áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì ñèñòåìû. Îíè áûëè ïîëó÷åíû

Ï. Å. Ðÿáîâûì è Ì. Ï. Õàðëàìîâûì [21]. Êàê âèäíî, ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ

ïàðàìåòðîâ íàáëþäàåòñÿ 18 óñòîé÷èâûõ òèïîâ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì.

Ðàáîòà [2] ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ ñòðóêòóðû ëèóâèëëåâà ñëîåíèÿ â êëàññè-

÷åñêîì ñëó÷àå Êîâàëåâñêîé (λ = 0). Â ýòîé ãëàâå ìû ðåøàåì àíàëîãè÷íóþ

çàäà÷ó äëÿ ñëó÷àÿ g = 0. Èñ÷åðïûâàþùåå èññëåäîâàíèå ïî ëèóâèëëåâîé
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êëàññèôèêàöèè âñåãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ â ðàìêàõ äàííîé ðà-

áîòû íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Òåì íè ìåíåå, ïðè èçó÷åíèè òîïîëîãèè

ñëîåíèé â êàêîé-ëèáî òî÷êå îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñèñòåìû Êîâàëåâñêîé-ßõüè

ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ äâóõ �îáðàçóþùèõ� ñåìåéñòâ ìîæåò ïîñëóæèòü õî-

ðîøåé îòïðàâíîé òî÷êîé. Îòäåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå

êðèòè÷åñêèõ äâèæåíèé, íàïðèìåð, ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êå A.

5.1 Ãàìèëüòîíèàí è äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ãàìèëüòîíèàíà Êîâàëåâñêîé:

H =
s2
1

2A
+

s2
2

2A
+

(s3 + λ)2

A
+ a1r1 + a2r2

Êàê âïåðâûå â 1986 ãîäó óêàçàë Õ. Ì. ßõüÿ [5, 6] äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò

äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë ÷åòâåðòîé ñòåïåíè:

F =

(
s2
1 − s2

2

2A
+ a2r2 − a1r1

)2

+
(s1s2

A
− a1r2 − a2r1

)2
−

−2λ

A2 (s3 + 2λ)(s2
1 + s2

2) +
4λr3

A
(a1s1 + a2s2).

Çäåñü (A,A, A
2 ) - ãëàâíûå ìîìåíòû èíåðöèè òâåðäîãî òåëà, ïàðàìåòðû a1

è a2 çàäàþò ïîëîæåíèå òî÷êè ïîäâåñà âîë÷êà â ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè

ýëëèïñîèäà èíåðöèè, à λ � âåëè÷èíó ïîñòîÿííîãî ãèðîñòàòè÷åñêîãî ìîìåí-

òà, íàïðàâëåííîãî ïî óñëîâèþ âäîëü îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè âîë÷êà.

Ïðè λ = 0 ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêèé ñëó÷àé Êîâàëåâñêîé.
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Ëèíåéíîé çàìåíîé êîîðäèíàò íà e(3)∗





s1 =
√

ζ
A

(
−a1

ζ s̃1 + a2

ζ s̃2

)

s2 =
√

ζ
A

(
−a2

ζ s̃1 − a1

ζ s̃2

)

s3 =
√

ζ
A s̃3

r1 = −a1

ζ r̃1 + a2

ζ r̃2

r2 = −a2

ζ r̃1 − a1

ζ r̃2

r3 = r̃3

ãäå ζ =
√

a2
1 + a2

2, äîáèâàþòñÿ èñêëþ÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ A, a1 è a2. Â íîâûõ

ïåðåìåííûõ (s̃1, s̃2, s̃3, r̃1, r̃2, r̃3), ñêîáêà Ëè-Ïóàññîíà, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíî-

øåíèÿìè (1.4), áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíà èñõîäíîé, à ãàìèëüòîíèàí è äîïîë-

íèòåëüíûé èíòåãðàë Êîâàëåâñêîé-ßõüè ïðèìóò óïðîùåííûé âèä:

H =
s2
1

4
+

s2
2

4
+

(s3 + λ)2

2
− r1,

F =

(
s2
1 − s2

2

4
+ r1

)2

+
(s1s2

2
+ r2

)2
− λ

2
(s3 + 2λ)(s2

1 + s2
2) + 2λs1r3.

Çäåñü è äàëåå ìû äëÿ ïðîñòîòû èñïîëüçóåì ñòàðûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ íîâûõ

ïåðåìåííûõ. Çà íîâûé ïàðàìåòð λ îáîçíà÷åíà èñõîäíàÿ âåëè÷èíà
√

ζAλ.

Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ (1.5) â êîîðäèíàòàõ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

ṡ1 = −s2

2 (s3 + 2λ) ṙ1 = s2r3

2 − r2(s3 + λ)

ṡ2 = s1

2 (s3 + 2λ) + r3 ṙ2 = −s1r3

2 + r1(s3 + λ)

ṡ2 = −r2 ṙ3 = s1r2

2 − s2r1

2

(5.1)

Èòàê, íà âñÿêîì ÷åòûðåõìåðíîì ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M 4
g äëÿ

çàäàííîãî çíà÷åíèÿ λ ìû ïîëó÷àåì èíòåãðèðóåìóþ ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ

äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, çàäàâàåìóþ ïàðîé (Hλ, Fλ).
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Â íàñòîÿùåé ãëàâå, îòòàëêèâàÿñü îò ðåçóëüòàòîâ ïî ñòðóêòóðå áèôóðêà-

öèîííîãî ìíîæåñòâà, ðàíåå ïîëó÷åííûõ Ì. Ï. Õàðëàìîâûì è Ï. Å. Ðÿáî-

âûì [21], âû÷èñëåíû âñå èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà ñèñòåìû Êîâàëåâñêîé-

ßõüè ïðè g = 0 (òåîðåìà 20). Âñåãî îáíàðóæåíî 10 òèïîâ ñëîåíèé, ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ðàçëèíûì óðîâíÿì ýíåðãèè è çíà÷åíèÿì ãèðîñòàòè÷åñêîãî ïàðà-

ìåòðà λ. Òàêæå ïîëó÷åíî îïèñàíèå âñåõ êðóãîâûõ ñëîåíèé (òåîðåìà 19) è

äàíà êëàññèôèêàöèÿ íåâûðîæäåííûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (òåî-

ðåìà 18).

5.2 Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû, ñåìåéñòâà òîðîâ è èõ ïåðå-
ñòðîéêè

Â ýòîì ïóíêòå ìû èçëàãàåì ðåçóëüòàòû Ì.Ï.Õàðëàìîâà è Ï.Å.Ðÿáîâà [21],

êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû íàìè â äàëüíåéøåì, à òàêæå ââîäèì íåêîòîðûå

îáîçíà÷åíèÿ.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ìîìåíòà F:

F : M 4 → R2(f, h)

F : x → (F (x), H(x))

Â ñëó÷àå Êîâàëåâñêîé-ßõüè áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà áóäåò çàâèñåòü

îò ïàðàìåòðîâ g è λ. Â [21] íàéäåí ÿâíûé âèä êðèâûõ áèôóðêàöèîííûõ äèà-

ãðàìì ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, à òàêæå óêàçàíû êðèâûå íà ïëîñêî-

ñòè R2(g, λ), ðàçäåëÿþùèå îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè áèôóðêàöèîííûõ

äèàãðàìì (ñì. ðèñ. 15). Ïðè çàìåíå çíàêà ó g èëè λ ïîëó÷àåì ñèñòåìó èçî-

ìîðôíóþ èñõîäíîé, ïîýòîìó äàëåå ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî g, λ > 0. Â ðàñ-

ñìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå g = 0 ñëåäóåò ðàçëè÷àòü ïÿòü òèïîâ äèàãðàìì

(ñì. ðèñ. 16):
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a) λ = 0

b) 0 < λ2 < 1

c) 1 < λ2 < 8
3
√

3

d) 8
3
√

3
< λ2 < 2

e) λ2 > 2

Ãëàäêèå äóãè áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì ìû îáîçíà÷èëè ìàëûìè ãðå÷å-

ñêèìè áóêâàìè ñ èíäåêñàìè. Â èõ ïðîîáðàçàõ ëåæàò áîòòîâñêèå ïåðåñòðîéêè

òîðîâ Ëèóâèëëÿ, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ 3-àòîìàìè. Èõ òèïû óêàçàíû íèæå:

A : α1, α2, α4, α5, α6, α9, α10, α11, α12

2A : α3, α7, α8

A∗ : δ1, δ2

B : β1, β2, β3, β5, β6

2B : β4

C2 : γ

Ðåãóëÿðíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà íà R2(f, h) ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè

íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà íåñâÿçíûõ òîðîâ Ëèóâèëëÿ. Èõ ÷èñëî äëÿ êàæäîé

îáëàñòè òàêæå âû÷èñëåíî â [21]. Ýòè òîðû åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàçáèâà-

þòñÿ íà ñåìåéñòâà. Ìû îáîçíà÷èëè ðèìñêèìè öèôðàìè I-VII.

ñåìåéñòâî ÷èñëî òîðîâ Ëèóâèëëÿ

I 1

II 2

III 1

IV 1

V 1

VI 1

VII 2
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Èíòåðåñóþùèå íàñ èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè Q3
h ëåæàò â ïðîîáðà-

çàõ ñå÷åíèé áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì ãîðèçîíòàëüíûìè ïðÿìûìè A, . . . , J .

Óñòàíîâëåíî, ÷òî îíè èìåþò ñëåäóþùèå òîïîëîãè÷åñêèå òèïû:

ïðÿìàÿ òèï Q3
h

A,B, C, F S3

D,E, G RP 3

H (S1 × S2)](S1 × S2)

I, J S1 × S2

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðåäñòàâëåííîé â ýòîì ïóíêòå èíôîðìàöèè äî-

ñòàòî÷íî äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ãðóáûå èíâàðèàíòû ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ íà

ýòèõ ïîâåðõíîñòÿõ. Ïîñëå ýòîãî äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà

íàì îñòàåòñÿ âû÷èñëèòü ÷èñëîâûå ìåòêè ìîëåêóë.

5.3 Êëàññèôèêàöèÿ íåâûðîæäåííûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ

Äàäèì îïèñàíèå íåâûðîæäåííûõ òî÷åê ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû

Êîâàëåâñêîé-ßõüè.

Òåîðåìà 18 Â ñëó÷àå Êîâàëåâñêîé-ßõüè ïðè g = 0 è íåêðèòè÷åñêèõ çíà-

÷åíèÿõ λ2 /∈
{

0, 1, 8
3
√

3
, 2

}
òî÷êè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû M , N , P , Q,

R è L ñîîòâåòñòâóþò íåâûðîæäåííûì ïîëîæåíèÿì ðàâíîâåñèÿ. Èõ òè-

ïû è ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ïî÷òè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ óêàçàíû íèæå.
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òî÷êà òèï ï/ï ïðîèçâåäåíèå

M öåíòð-öåíòð A× A

R öåíòð-öåíòð 2(A× A)

Q ñåäëî-öåíòð A×B

L ñåäëî-öåíòð 2(A×B)

N ñåäëî-ñåäëî (B × C2)/Z2

P ñåäëî-ñåäëî B ×B

Êðóãîâûå ìîëåêóëû ýòèõ îñîáåííîñòåé ïðèâåäåíû â òàáëèöå 8. Äðóãèõ

êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ó ãàìèëüòîíèàíîâ Hλ íà Mg=0 íåò.

Äîêàçàòåëüñòâî:

Â íà÷àëå íåîáõîäèìî íàéòè êîîðäèíàòû òî÷åê ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ íà

ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû. Áóäåì èñêàòü èõ èç óñëîâèÿ dH|M4(x) = 0.

Òîãäà sgradH(x) = 0, à çíà÷èò ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé (5.1) îáíóëÿåòñÿ.

Èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû èìååì r2 = 0. Òîãäà, åñëè ïðåäïîëîæèòü

÷òî s2 6= 0, òî èç ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèÿ (íà ṙ1) cëåäóåò, ÷òî r3 = 0, à èç

øåñòîãî � ÷òî r1 = 0. Íî ýòî íåâîçìîæíî â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ f1 = r2
1 +r2

2 +

r2
3 = 1. Èòàê ñ íåîáõîäèìîñòüþ s2 = r2 = 0.

Ïîñëå ýòîãî ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé 1, 3, 4 è 6 îáíóëÿþòñÿ àâòîìàòè÷å-

ñêè, è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà òî÷êè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ:





f1 = r2
1 + r2

3 = 1

f2 = r1s1 + r3s3 = 0

s1s3

2 + λs1 + r3 = 0

−s1r3

2 + λr1 + s3r1 = 0

(5.2)

Ïóñòü s1 = x, s3 = y, òîãäà èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé (5.2) ñëåäóåò, ÷òî

êîîðäèíàòû èñêîìûõ òî÷åê èìåþò âèä:
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(
x, 0, y,± y√

x2 + y2
, 0,∓ x√

x2 + y2

)

Ïîäñòàâëÿÿ â òðåòüå è ÷åòâåðòîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (5.2) ïîëó÷àåì:




xy
2 + λx = ± x√

x2+y2

2y2 + x2 + 2λy = 0
(5.3)

Åñëè x = 0, òî ñ íåîáõîäèìîñòüþ y = −λ, è ìû ïîëó÷àåì äâà ðåøåíèÿ:

(0, 0,−λ, 1, 0, 0) è (0, 0,−λ,−1, 0, 0). Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïåðâîå ñîîò-

âåòñòâóåò òî÷êå M áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, à âòîðîå � òî÷êàì N , P è

Q â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ λ.

Áóäåì èñêàòü îñòàëüíûå ðåøåíèÿ. Ïóñòü x 6= 0. Âòîðîå óðàâíåíèå (5.3)

ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå x2 = −2y(y +λ) ⇒ y ∈ (−λ, 0). Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæå-

íèå äëÿ x2 â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì:

y + 2λ = ± 2√
−y2 − 2λy

⇔ (y + 2λ)2(−y2 − 2λy) = 4 ⇔ −y(y + 2λ)3 = 4

Èññëåäóåì âîïðîñ: êîãäà ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èìååò êîðåíü èç èíòåðâàëà

(−λ, 0)?

f(y) = −y(y + 2λ)3 ⇒ f ′(y) = −2(y + 2λ)2(2y + λ) ⇒ ymax = −λ/2

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì íàëè÷èÿ êîðíåé ÿâëÿåòñÿ:

f(ymax) =
27

16
λ4 > 4 ⇔ λ2 > 8

3
√

3

Îíî æå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîðíÿ yR (ñì. ðèñ. 17).

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîðíÿ yL äîïîëíèòåëüíî íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü: f(−λ) 6

4 ⇔ λ2 6 2.
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Íàéäåííûå òî÷êè ðàâíîâåñèÿ ñîîòâåòñòâóþ òî÷êàì R è L áèôóðêàöèîí-

íîé äèàãðàììû. Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ïåðâîãî ñëó÷àÿ, çäåñü â ïðîîá-

ðàçå ëåæèò ïî äâà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì çíàêàì

x.

Èòîãè ïîèñêà òî÷åê ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïîäâåäåíû â òàáëèöå.

òî÷êà óñë. ñóù. êîë-âî êîîðäèíàòû

M λ ∈ R 1 (0, 0,−λ, 1, 0, 0)

N,P, Q λ ∈ R 1 (0, 0,−λ,−1, 0, 0)

R λ2 > 8
3
√

3
2

(
x, 0, y, y√

x2+y2
, 0,− x√

x2+y2

)
,

ãäå − y(y + 2λ)3 = 4, y2 ∈ (0, λ2

4 ),

x = ±
√
−2y(y + λ)

L 8
3
√

3
< λ2 < 2 2

(
x, 0, y, y√

x2+y2
, 0,− x√

x2+y2

)
,

ãäå − y(y + 2λ)3 = 4, y2 ∈ (λ2

4 , λ2),

x = ±
√
−2y(y + λ)

Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî â íàéäåííûõ òî÷êàõ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îïåðà-

òîð AH èìååò íåíóëåâûå ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è óñòà-

íîâèì òèïû òî÷åê. Äèôôåðåíöèðóÿ ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (5.1), ïîëó÷àåì

ìàòðèöó A6
H ëèíåàðèçàöèè âåêòîðíîãî ïîòîêà 1

2sgradH íà e(3)∗ â êîîðäèíà-

òàõ (s1, s2, s3, r1, r2, r3):
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A6
H =




0 −(s3 + 2λ) −s2 0 0 0

s3 + 2λ 0 s1 0 0 2

0 0 0 0 −2 0

0 r3 −2r2 0 −2(s3 + λ) s2

−r3 0 2r1 2(s3 + λ) 0 −s1

r2 −r1 0 −s2 s1 0




Ðàññìîòðèì ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ â ïðîîáðàçå òî÷êè M . Âîçüìåì

(s2, s3, r2, r3) çà ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû. Òîãäà êàíîíè÷åñêèé áàçèñ êàñàòåëü-

íîãî ïðîñòðàíñòâà ê M 4 â òî÷êå M èìååò âèä:

TMM 4 =




0 0 0 λ

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




Ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà A6
H îí ïåðåõîäèò â âåêòîðà:

A6
H · TMM 4 =




−λ 0 0 0

0 0 0 2 + λ2

0 0 −2 0

0 0 0 0

0 2 0 0

−1 0 0 0



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Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà èñêîìîãî îïåðàòîðà AH = A6
H |TMM4:

AH =




0 0 0 λ2 + 2

0 0 −2 0

0 2 0 0

1 0 0 0




Åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ±2i,±(
√

λ2 + 2)i ÷èñòî ìíèìûå è ïîïàðíî ðàç-

ëè÷íû ïðè λ2 6= 2. Òàêèì îáðàçîì, ïðè óñëîâèè ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè

îïåðàòîðîâ AH è AF èññëåäóåìàÿ òî÷êà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íåâûðîæäå-

íà è èìååò òèï öåíòð-öåíòð.

Àíàëîãè÷íî äëÿ òî÷åê N , P è Q èìååì:

TM 4 =




0 0 0 −λ

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




⇒ AH · TM 4 =




−λ 0 0 0

0 0 0 2− λ2

0 0 −2 0

0 0 0 0

0 −2 0 0

1 0 0 0




⇒

AH |TM4 =




0 0 0 2− λ2

0 0 −2 0

0 −2 0 0

1 0 0 0




Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ±2,±√2− λ2 ïîïàðíî ðàçëè÷íû è îòëè÷íû îò íóëÿ

ïðè λ2 6= 2, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè óñëîâèè ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè îïåðàòîðîâ

AH è AF ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ íåâûðîæäåíî. Ïðè λ2 < 2 âñå ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ äåéñòâèòåëüíû, ïîëó÷àåì òèï ñåäëî-ñåäëî � ñëó÷àé òî÷åê N è P .
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Ïðè λ2 > 2 äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ äåéñòâèòåëüíû, à äâà äðóãèõ � ÷èñòî

ìíèìûå, è ìû èìååì òèï ñåäëî-öåíòð � ñëó÷àé òî÷êè Q.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ òî÷åê R è L. Â êà÷åñòâå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò

íà M 4 âîçüìåì ôóíêöèè (s1, s2, r1, r2). Èìååì:

TR,LM 4 =




1 0 0 0

0 1 0 0

y
x 0 (x2+y2)

3
2

x2 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 y
x 0




⇒

AH =




0 −(y + 2λ) 0 0

2(y + λ) 0 (x2+y2)
3
2 +2y

x 0

0 − x√
x2+y2

0 −2(y + λ)

x2+2y2

x
√

x2+y2
0 3x2y+2y3+2λx2

x2 0




Ñîâåðøàÿ ïîäñòàíîâêó â ñîîòâåòñòâèè ñ òîæäåñòâîì x2 = −2y(y +λ), ïîëó-

÷èì:

AH =




0 −(y + 2λ) 0 0

2(y + λ) 0 (−y(y+2λ))
3
2 +2y

x 0

0 − x√
−y(y+2λ)

0 −2(y + λ)

− 2yλ

x
√
−y(y+2λ)

0 (y+2λ)(2y+λ)
y+λ 0




Ðàññìàòðèâàÿ ñëó÷àé λ > 0, y+2λ ∈ (λ, 2λ) > 0, èç òîæäåñòâà−y(y+2λ)3 =

4 èìååì:
√
−y(y + 2λ) =

√
−y(y + 2λ)3

(y + 2λ)
=

2

y + 2λ
,

(−y(y + 2λ))
3
2 =

8

(y + 2λ)3 =
−8y

−y(y + 2λ)3 = −2y,
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îòêóäà:

AH =




0 −(y + 2λ) 0 0

2(y + λ) 0 0 0

0 −x(y+2λ)
2 0 −2(y + λ)

−yλ(y+2λ)
x 0 (y+2λ)(2y+λ)

y+λ 0




ïîñëå ÷åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µi îïåðàòîðà AH íàõîäÿòñÿ â ÿâíîì âèäå:




µ1,2 = ±i
√

2y2 + 6λy + 4λ2

µ3,4 = ±i
√

4y2 + 10λy + 4λ2

Îöåíèì çíàêè ïîäêîðíåâûõ òðåõ÷ëåíîâ:

2y2 +6λy +4λ2 = 2λ2(t2 +3t+2) = 2λ2(t+1)(t+2) > 0 ïðè t =
y

λ
∈ (−1, 0),

4y2 + 10λy + 4λ2 = 2λ2(2t2 + 5t + 2) = 4λ2(t + 2)

(
t +

1

2

)
=

=


 > 0, ïðè t ∈ (−1

2 , 0) ⇔ y ∈ (−λ
2 , 0) � cëó÷àé òî÷êè R

< 0, ïðè t ∈ (−1,−1
2) ⇔ y ∈ (−λ,−λ

2) � cëó÷àé òî÷êè L.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå òî÷êè L ìû èìååì ïàðó ÷èñòî ìíèìûõ è ïàðó

âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òèïó ñåäëî-öåíòð,

à â ñëó÷àå òî÷êè R � äâå ïàðû ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ÷òî

ñîîòâåòñòâóåò òèïó öåíòð-öåíòð. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå åùå íåîáõîäèìî óäî-

ñòîâåðèòüñÿ, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ýòî ëåãêî óñòà-

íàâëèâàåòñÿ èç:

2y2 + 6λy + 4λ2 = 4y2 + 10λy + 4λ2 ⇔

⇔ 2y2 + 5yλ = y2 + 3yλ ⇔ y(y + 2λ) = 0 ⇔ y ∈ {0,−2λ}, íî y ∈ (−λ, 0).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íåâûðîæäåííîñòè íàéäåííûõ ïîëîæå-

íèé ðàâíîâåñèÿ îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî â êàæäîé òî÷êå îïåðàòîðû AH è

127



AF áóäóò ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Èç-çà òîãî, ÷òî èíòåãðàë F ÿâëÿåòñÿ ñëîæ-

íûì ïîëèíîìîì ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ñäåëàòü ýòî íå òàê ëåãêî. Ïîýòîìó âû-

÷èñëèì ëèøü ÷àñòü êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû ëèíåàðèçàöèè A6
F âåêòîðíîãî

ïîëÿ 1
2sgradF â e(3)∗. Èìååì:

{r1, F} = −
(

s2
1−s2

2

4 + r1

)
s2r3 +

(
s1s2

2 + r2
)
s1r3+

+1
2λr2(s

2
1 + s2

2)− λ(s3 + 2λ)s2r3,

{r2, F} = −
(

s2
1−s2

2

4 + r1

)
s1r3 −

(
s1s2

2 + r2
)
s2r3−

−1
2λr1(s

2
1 + s2

2) + λ(s3 + 2λ)s1r3 − 2λr2
3,

{r3, F} =
(

s2
1−s2

2

4 + r1

)
(s1r2 + s2r1) +

(
s1s2

2 + r2
)
(s2r2 − s1r1)−

−λ(s3 + 2λ)(s1r2 − s2r1) + 2λr2r3,

(A6
F )i+3,j =

1

2

∂

∂sj
{ri, F}, 1 6 i, j 6 3,

(A6
F )i+3,j+3 =

1

2

∂

∂ri
{ri, F}, 1 6 i, j 6 3,

Ðàññìîòðèì òî÷êó M . Âåêòîð v = (0, 1, 1, 0, 1, 0)t ∈ TMM 4 ïîä äåéñòâèåì

îïåðàòîðà AH = A6
H |TM ïåðåõîäèò â âåêòîð (∗, ∗, ∗, 0, 2,−1)t, à ïîä äåéñòâè-

åì îïåðàòîðà AF = A6
F |TM � â âåêòîð (∗, ∗, ∗, 0, 0, 1 + λ2)t. Ïîñëåäíèå äâà

âåêòîðà çàâåäîìî ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à ñëåäîâàòåëüíî è îïåðàòîðû AH è

AF áóäóò ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äëÿ òî÷åê N , P è Q èìååì: v = (0, 1, 1, 0, 1, 0)t ∈ TM ,

AHv = (∗, ∗, ∗, 0,−2, 1)t, AFv =
(∗, ∗, ∗, 0, 0, 1− λ2

)t. AHv è AFv çàâåäîìî

ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïðè λ2 6= 1.

Äëÿ òî÷åê L è R, ïðåäñòàâèâ èõ êîîðäèíàòû â âèäå(
x, 0, y, y(y+2λ)

2 , 0,−x(y+2λ)
2

)
, áóäåì èìåòü: v = (0, 0, 0, 0, 1, 0)t ∈ TM , AHv =

(∗, ∗, ∗,−2(y + λ), 0, x)t, AFv =
(
∗, ∗, ∗,−x2(y+λ)

2 , 0, x3

4 − 2λ(y + 2λ)x
)t

. AHv

è AFv çàâåäîìî ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïðè y /∈ {−2λ, 0}, íî, êàê èçâåñòíî,

y ∈ (−λ, 0).
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Òåì ñàìûì çàêîí÷åíà ïðîâåðêà óñëîâèé íåâûðîæäåííîñòè. Îòìåòèì ÷òî

ïðè ïðîâåäåíèè ïðîìåæóòî÷íûõ âûêëàäîê ìû àêòèâíî ïîëüçîâàëèñü ïàêå-

òîì ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé Matlab 6.5 Symbolic Math Toolbox.

Ïîñëå ýòîãî èç òàáëèö, ïðèâåäåííûõ â [1, ò.1, ãë.9], íàõîäèì ïðåäñòàâëå-

íèÿ â âèäå ïî÷òè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ è êðóãîâûå ìîëåêóëû.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

5.4 Êðóãîâûå ìîëåêóëû âûðîæäåííûõ îäíîìåðíûõ îðáèò

Äàäèì îïèñàíèå êðóãîâûõ ìîëåêóë âûðîæäåííûõ îäíîìåðíûõ îðáèò ñëó÷àÿ

Êîâàëåâñêîé-ßõüè ïðè g = 0.

Òåîðåìà 19 Êðóãîâûå ìîëåêóëû îñîáûõ òî÷åê zi (i = 1, .., 6), à òàêæå òî-

ïîëîãè÷åñêèå òèïû ñîîòâåòñòâóþùèõ êðóãîâûõ ìíîãîîáðàçèé ïðèâåäåíû

â òàáëèöå 8.

Äîêàçàòåëüñòâî:

Ñ ó÷åòîì ïðåäëîæåíèÿ 1 íàì îñòàåòñÿ âû÷èñëèòü ìåòêè r íà ðåáðàõ,

âåäóùèõ â àòîìû A.

Ðàññìîòðèì ðåáðî êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè z1, îòíîñÿùååñÿ ê ñåìåé-

ñòâó I. Îíî ñîåäèíÿåò áèôóðêàöèè β1 è α2. Èç êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè P

èìååì r(β1�β3) = 0, òî÷êè Q � r(β3�α2) = ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðàâèëó

ñëîæåíèÿ ìåòîê r(β1�α2) = 0. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì:

• òî÷êà z1:

ñåìåéñòâî II: r(β1�β4) = 0, r(β4�α3) = ∞⇒ r(β1�α3) = 0

• òî÷êà z5:

ñåìåéñòâî VII: r(α7�α8) = 0, r(α8�β4) = ∞⇒ r(β4�α7) = 0
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• òî÷êà z6:

ñåìåéñòâî II: r(β6�β4) = 0, r(β4�α3) = ∞⇒ r(β6�α3) = 0

ñåìåéñòâî III: r(β3�β5) = 0, r(β3�α9) = ∞⇒ r(β5�α9) = 0

ñåìåéñòâî IV: r(β3�β6) = 0, r(β3�α10) = ∞⇒ r(β6�α10) = 0

ñåìåéñòâî VII: r(β5�β4) = 0, r(β4�α8) = ∞⇒ r(β5�α8) = 0

Äëÿ òî÷êè z2 íà ðåáðå B�A ìåòêà r = 0 â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.

Òî÷êà z7 íàáëþäàåòñÿ òîëüêî ïðè λ = 0 è îòíîñèòñÿ ê êëàññè÷åñêîìó

ñëó÷àþ Êîâàëåâñêîé. Åå êðóãîâàÿ ìîëåêóëà óêàçàíà â [2].

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî íåäîñòàþùèå ìåòêè ìîëåêóë òî÷åê z3 è z4 íåëü-

çÿ âû÷èñëèòü òàêèì ýëåìåíòàðíûì ñïîñîáîì. Îêîí÷àòåëüíûé îòâåò áóäåò

ïîëó÷åí â ïîñëåäóþùèõ ïóíêòàõ. Çäåñü ìû ïðèâîäèì åãî äëÿ ïîëíîòû.

Îïðåäåëèì òàêæå òîïîëîãè÷åñêèå òèïû êðóãîâûõ ìíîãîîáðàçèé Q3
τ âû-

ðîæäåííûõ îäíîìåðíûõ îðáèò.

Ðàññìîòðèì òî÷êó z3. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè åé

îòâå÷àåò äâå íåñâÿçíûõ îñîáåííîñòè, êîòîðûå ñïðîåöèðîâàíû â îäíó òî÷-

êó áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû îòîáðàæåíèåì ìîìåíòà. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ

íàëè÷èå äëÿ íåå äâóõ êðóãîâûõ. Ðàññìîòðèì îñîáåííîñòü, îòâå÷àþùóþ ìî-

ëåêóëå A�A∗�A. Åå áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 18.

Ïðîèçâåäåì äåôîðìàöèþ êîíòóðà ABC0D0 â ABC1D1. Ïðè ýòîì òîïîëî-

ãè÷åñêèé òèï ìíîãîîáðàçèÿ â ïðîîáðàçå êîíòóðà íå èçìåíèòñÿ: ïðîîáðàç

îòðåçêà CD îïðåäåëÿåòñÿ â M 4 óðàâíåíèåì H = const, à èç òåîðåìû 18 íàì

èçâåñòíî, ÷òî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê H â îêðåñòíîñòè z3 íåò. Îñòàëüíûå çâåíüÿ

êîíòóðà èñïûòûâàþò ãëàäêóþ èçîòîïèþ, íå âñòðå÷àÿ òî÷åê áèôóðêàöèé.

Êîíòóð ABC0D0 îïðåäåëÿåò êðóãîâóþ ìîëåêóëó íåîñîáîé òî÷êè áèôóðêà-

öèîííîé äèàãðàììû, áîëåå òî÷íî � êðóãîâóþ ìîëåêóëó 3-àòîìà A êðèâîé

α6. Òàêèå êðóãîâûå ìîëåêóëû ïîëíîñòüþ îïèñàíû â [1, ò.2, ãë.1]. Ïðèâåäåì

òîïîëîãè÷åñêèå òèïû êðóãîâûõ ìíîãîîáðàçèé äëÿ îñíîâíûõ 3-àòîìîâ:
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3-àòîì òèï êðóãîâîãî ìí-èÿ

ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà T3

A S1 × S2

A∗ H3

B S1 × (S2 + 2g)

C2 S1 × (S2 + 3g)

Çäåñü (S2 + Ng) � côåðà ñ N ðó÷êàìè; çà H3 îáîçíà÷åíî ðàññëîåíèå Çåé-

ôåðòà ñî ñëîåì îêðóæíîñòü è áàçîé T2 ñ äâóìÿ îñîáûìè òî÷êàìè òèïà (2, 1).

Òàêèì îáðàçîì, êðóãîâîå ìíîãîîáðàçèå ðàññìîòðåííîé îñîáåííîñòè òî÷êè

z3, ëåæàùåå â ïðîîáðàçå êîíòóðà ABC1D1, òîïîëîãè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ S1×S2.

Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ äðóãèõ âûðîæäåííûõ îäíîìåð-

íûõ îðáèò è èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííóþ âûøå òàáëèöó, ïîëó÷àåì òîïîëîãè÷å-

ñêèå òèïû îñòàëüíûõ êðóãîâûõ ìíîãîîáðàçèé òî÷åê zi.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

5.5 Ïîñòðîåíèå äîïóñòèìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò

Ïîñòàâèì íàøåé öåëüþ âûáðàòü äëÿ êàæäîãî 3-àòîìà äîïóñòèìûå ñèñòåìû

êîîðäèíàò, ñîñòàâëåííûå èç öèêëîâ λ∗.

Äîïóñòèìûå ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ñåäëîâûõ àòîìàõ âûáåðåì èñõîäÿ èç

ïðåñòàâëåíèÿ â âèäå ïî÷òè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ îñîáåííîñòåé òî÷åê N è

P òèïà ñåäëî-ñåäëî. Àíàëîãè÷íàÿ ïðîöåäóðà ïðîäåëûâàåòñÿ â [2] äëÿ êëàñ-

ñè÷åñêîãî ñëó÷àÿ Êîâàëåâñêîé, ãäå îñîáåííîñòè òèïà ñåäëî-ñåäëî â òî÷íîñòè

òàêèå æå. Ïîýòîìó íàì îñòàåòñÿ âûïèñàòü îòâåò.

Ðàññìàòðèâàÿ òî÷êó N ñ ïðåäñòàâëåíèåì (B × C2)/Z2, ïîëó÷àåì:
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(λβ2
,−λβ2

+λδ2

2 ) (I)
↘

(λβ2
,−λβ2

+λδ1

2 ) (V I)
↗

B
β2

(I)→ (λβ2
, λβ2

+ λβ1
)

(
λδ1

,
λδ1

+ λβ2

2

)
(V I)→ A∗

δ1

(V )→ (λδ1
,−λγ)

(
λδ2

,
λδ2

+ λβ2

2

)
(I)→ A∗

δ2

(IV )→ (λδ2
,−λγ)

(λγ,−λδ1
) (V )

↘

(λγ,−λδ2
) (IV )

↗

C2 γ

(II)
↗ (λγ, λβ1

)

(II)
↘ (λγ, λβ1

)

Ðàññìàòðèâàÿ òî÷êó P ñ ïðåäñòàâëåíèåì B ×B ïîëó÷àåì:

(λβ1
,−λβ3

)
(I)→ B

β1

(II)
↗ (λβ1

, λβ4
)

(II)
↘ (λβ1

, λβ4
)

(λβ3
, λβ1

)
(I)→ B

β3

(III)
↗ (λβ3

,−λβ5
)

(IV )
↘ (λβ3

,−λβ6
)
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(λβ4
, λβ1

)
(II)→ B

β4

(V II)
↗ (λβ4

,−λβ5
)

(II)
↘ (λβ4

,−λβ6
)

(λβ5
,−λβ3

)
(III)→ B

β5

(V II)
↗ (λβ5

, λβ4
)

(V II)
↘ (λβ5

, λβ4
)

(λβ6
,−λβ3

)
(IV )→ B

β6

(II)
↗ (λβ6

, λβ4
)

(II)
↘ (λβ6

, λβ4
)

Òåïåðü âûáåðåì äîïóñòèìûå ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ìèíèìàêñíûõ àòîìàõ

A.

Íà ðåáðå êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè z7, ñîîòâåòñòâóþùåìó ñåìåéñòâó I,

r(α1�β2) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, öèêëû λα1
è λβ2

èìåþò èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ 1

è îáðàçóþò áàçèñ. Ïîñêîëüêó âòîðîé öèêë èìååò îðèåíòàöèþ, çàäàííóþ ãà-

ìèëüòîíîâûì ïîòîêîì, áàçèñ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì äëÿ ðàññìàòðèâàåìî-

ãî àòîìà A α1
. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì äîïóñòèìûå áàçèñû äëÿ

îñòàëüíûõ áèôóðêàöèé. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿþòñÿ àòîìû A α5
è A α6

, äëÿ

êîòîðûõ ìû ïîêà íå ìîæåì óêàçàòü âòîðûå áàçèñíûå öèêëû, èç-çà òîãî ÷òî

ñîîòâåòñòâóþùèå r-ìåòêè êðóãîâûõ ìîëåêóë íàì åùå íåèçâåñòíû. Èõ ìû

íàéäåì ïîçæå, à çäåñü ïðèâåäåì îòâåò äëÿ çàâåðøåííîñòè ñïèñêà.

A α1

(I)→ (λα1
, λβ2

)

133



(λα2
, λβ1

)
(I)→ A α2

(λα3
, λβ1

)
(II)→ A α3

(λα4
, λβ2

)
(V I)→ A α4

(λα5
, λβ5

)
(III)→ A α5

A α6

(V )→ (λα6
, λγ)

(λα7
, λβ4

)
(V II)→ A α7

(λα8
, λβ5

)
(V II)→ A α8

(λα9
, λβ5

)
(III)→ A α9

(λα10
, λβ6

)
(IV )→ A α10

A α11

(I)→ (λα11
, λβ2

)

A α12

(V I)→ (λα12
, λβ2

)

5.6 Îïðåäåëåíèå âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ áàçèñíûõ öèêëîâ

Ïðîàíàëèçèðóåì èíôîðìàöèþ èç êðóãîâûõ ìîëåêóë è ñïèñêà äîïóñòèìûõ

ñèñòåì êîîðäèíàò äëÿ îïðåäåëåíèÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ öèêëîâ λ∗ íà

êàæäîì èç ñåìåéñòâ òîðîâ.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî I. Íà êàæäîì òîðå ýòîãî ñåìåéñòâà áèôóðêàöèè

îïðåäåëÿþò öèêëû λα1
, λα2

, λα11
, λβ1

, λβ2
, λβ3

è λδ2
. Èç êðóãîâûõ ìîëåêóë

îñîáûõ òî÷åê M , N , P , Q è z1, z7 èçâëåêàåì ñëåäóþùóþ èíôîðìàöèþ îá

èíäåêñàõ ïåðåñå÷åíèé öèêëîâ λ∗:
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ïàðà öèêëîâ èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ

λα1
, λα2

1

λα1
, λβ2

1

λα2
, λβ1

1

λα2
, λβ3

0

λα11
, λβ2

1

λβ1
, λβ2

1

λβ1
, λβ3

1

λβ2
, λδ2

2

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, áàçèñû íà ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ãðàíè-

öàõ 3-àòîìîâ äîëæíû èìåòü ðàçíóþ îðèåíòàöèþ. Â ñèëó ÷åãî èç ñïèñêà

äîïóñòèìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò çàêëþ÷àåì, ÷òî áàçèñû (λα1
, λβ2

), (λα11
, λβ2

)

è (λβ2
, λβ2

+λβ1
) äîëæíû èìåòü îäèíàêîâóþ îðèåíòàöèþ, à áàçèñû (λα2

, λβ1
),

(λα2
, λβ1

), (λβ1
,−λβ3

), (λβ1
, λβ2

), (λδ2
,

λδ2
+λβ2

2 ) è (λβ2
,−λβ2

+λδ2

2 ) � ïðîòèâîïî-

ëîæíóþ èì.

Ýòè óñëîâèÿ îïðåäåëÿþò âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå âñåõ öèêëîâ êðîìå λα11

îäíîçíà÷íî. Ïîñëåäíèé öèêë îòíîñèòñÿ ê êëàññè÷åñêîìó ñëó÷àþ Êîâàëåâ-

ñêîé è ñîîòíîøåíèå íà íåãî λα11
=

λβ2
−λδ2

2 ìû ïîëó÷àåì èç [2].

Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå öèêëîâ îñòàëüíûõ ñåìåéñòâ àíàëèçèðóåòñÿ ïî

àíàëîãè÷íîé ñõåìå. Íà ðèñ. 19 ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû òîðîâ èçîáðàæåíû

â âèäå öåëî÷èñëåííûõ ðåøåòîê íà ïëîñêîñòè, à öèêëû � â âèäå âåêòîðîâ íà

íèõ. Ýòî ïîçâîëÿåò íàãëÿäíî îòîáðàçèòü ñîáðàííóþ èíôîðìàöèþ.

Ïîëîæåíèå öèêëîâ α4, α5, α5 è α7, îäíàêî æå, îïðåäåëèòü òàêèì ìåòî-

äîì íå óäàåòñÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ìû äî íàñòîÿùåãî ìîìåíòà íå çíàåì

íåêîòîðûõ ìåòîê êðóãîâûõ ìîëåêóë. Äàííóþ íåîïðåäåëåííîñòü ìû îêîí-

÷àòåëüíî óñòðàíèì â ñëåäóþùåì ïóíêòå, ïîêà æå îòâåò äëÿ ýòèõ öèêëîâ
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èçîáðàæåí ïóíêòèðîì.

5.7 Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû Òîïàëîâà

Òåïåðü ìû èñïîëüçóåì ôîðìóëó Òîïàëîâà â âàðèàíòå (1.1) äëÿ ðàçðåøåíèÿ

îñòàâøèõñÿ íåîïðåäåëåííîñòåé.

Ðàññìîòðèì êðóãîâóþ ìîëåêóëó òî÷êè z2. Íàõîäèì ìàòðèöó ñêëåéêè íà

áåñêîíå÷íîì ðåáðå:
 λβ2

−λβ2
+λδ2

2


 =


 1 0

1 −1





 λβ2

λβ2
+ λβ1




Íà êîíå÷íîì ðåáðå ìàòðèöà ñêëåéêè èìååò âèä:
 λα4

λβ2


 =


 m 1

1 0





 λβ2

−λβ2
+λδ1

2


 ,m ∈ Z

Òîïîëîãè÷åñêèé òèï êðóãîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ - T3, H1(T3) = Z3 ⇒ N(W ∗) =

0. Èìååì:

ñ = n +
∑

ri + p/2 = m− 1, (1.1) ⇒ (m− 1) · 1 = 0 ⇒ m = 1

Òåì ñàìûì îïðåäåëåíî ïîëîæåíèå öèêëà λα4
îòíîñèòåëüíî äðóãèõ öèêëîâ

ñåìåéñòâà VI.

Äàëåå ðàññìîòðèì êðóãîâóþ ìîëåêóëó òî÷êè z3, èìåþùóþ âèä A�A∗�A.

Òåïåðü ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ìàòðèöó ñêëåéêè íà åå ðåáðå, îòíîñÿùåìñÿ ê

ñåìåéñòâó VI:


 λα4

λβ2


 =


 −1 1

−1 2





 λδ1

λδ1
+λβ2

2


 ⇒ r = 0

Âòîðóþ ìàòðèöó ñêëåéêè ìîëåêóëû


 a b

c d


 îïðåäåëèì èç óðàâíåíèÿ

Òîïàëîâà. Òîïîëîãè÷åñêèé òèï ìíîãîîáðàçèÿ - S1 × S2, H1(S1 × S2) = Z ⇒
N(W ∗) = 0. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 ε = +1 ⇒ b > 0.
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ñ = n +
∑

ri + p/2 =
[a

b

]
− 1 +

{a

b

}
+

1

2
=

a

b
− 1

2
,

(1.1) ⇒ (a/b− 1/2)b = 0 ⇒ 2a = b ⇒ a = 1, b = 2 ⇒ r = 1/2.

Ìû ïîëó÷èëè ñîîòíîøåíèå íà äîïóñòèìûå ñèñòåìû êîîðäèíàò, îïðåäåëÿ-

þùåå ïîëîæåíèå öèêëà λα6
:


 λα6

x


 =


 1 2

k 2k − 1





 λδ1

−λγ


 , k ∈ Z

Âòîðàÿ ñòðîêà çàäàåò ìíîæåñòâî äëÿ âûáîðà âòîðîãî ýëåìåíòà äîïóñòèìîãî

áàçèñà äëÿ α6. Â ñïèñêå äîïóñòèìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò ìû äëÿ îïðåäåëåí-

íîñòè çàôèêñèðîâàëè âàðèàíò ñîîòâåòñòâóþùèé k = 0.

Àíàëèç êðóãîâûõ ìíîãîîáðàçèé òî÷åê z5, à çàòåì z4 ïîçâîëÿåò â òî÷íî-

ñòè àíàëîãè÷íî îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå öèêëîâ λα7
è λα5

è âûáðàòü âòîðîé

áàçèñíûé ýëåìåíò äëÿ α5.

Òåì ñàìûì çàâåðøåíû âû÷èñëåíèå êðóãîâûõ ìîëåêóë, âûáîð äîïóñòè-

ìûõ êîîðäèíàò è îïðåäåëåíèå âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ áàçèñíûõ öèêëîâ,

ïîñëå ÷åãî âû÷èñëåíèå èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìîëåêóë ïðåâðàùàåòñÿ â íåñëîæ-

íóþ àëãîðèòìè÷åñêóþ ïðîöåäóðó. Èç ñïèñêà äîïóñòèìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò

è âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ áàçèñíûõ öèêëîâ âû÷èñëÿåì âñå ìàòðèöû ñêëååê

èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìîëåêóë. Ðåçóëüòàò ïðèâåäåí â òàáëèöå 9. Ïî ìàòðèöàì

ñêëååê âû÷èñëÿåì ÷èñëîâûå ìåòêè. Ñôîðìóëèðóåì èòîãîâûé ðåçóëüòàò â

âèäå òåîðåìû.

Òåîðåìà 20 Ïîëíûé ñïèñîê èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà äëÿ ñëó÷àÿ

èíòåãðèðóåìîñòè Êîâàëåâñêîé-ßõüè ïðè g = 0 ïðèâåäåí â òàáëèöå 10. Â

çàâèñèìîñòè çíà÷åíèé ãèðîñòàòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà λ è óðîâíÿ ýíåðãèè

îáíàðóæèâàåòñÿ 10 íåýêâèâàëåíòûõ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ.
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Ñïèñîê òàáëèö

1. Êðóãîâûå ìîëåêóëû ñëó÷àÿ Ñòåêëîâà

2. Êðóãîâûå ìîëåêóëû ñëó÷àÿ Êëåáøà

3. Ìàòðèöû ñêëåéêè èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìîëåêóë â ñëó÷àå Êëåáøà

4. Èçîýíåðãåòè÷åñêèå ìîëåêóëû ñëó÷àÿ Êëåáøà

5. Êðóãîâûå ìîëåêóëû ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà

6. Ìàòðèöû ñêëåéêè èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìîëåêóë â ñëó÷àå Ñîêîëîâà

7. Èçîýíåðãåòè÷åñêèå ìîëåêóëû ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà

8. Êðóãîâûå ìîëåêóëû ñëó÷àÿ Êîâàëåâñêîé-ßõüè ïðè g = 0

9. Ìàòðèöû ñêëåéêè èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìîëåêóë â ñëó÷àå Êîâàëåâñêîé-

ßõüè ïðè g = 0

10. Èçîýíåðãåòè÷åñêèå ìîëåêóëû ñëó÷àÿ Êîâàëåâñêîé-ßõüè ïðè g = 0
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Ñïèñîê ðèñóíêîâ

1. Ïðèìåð áàçû ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ

2. Îñíîâíûå 3-àòîìû: A, A∗, B, C2

3. Ðàçëè÷àåìûå ñëó÷àè äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé áèôóðêàöèîííîé äèà-

ãðàììû ñèñòåìû Ñòåêëîâà

4. Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû ñëó÷àÿ Ñòåêëîâà

5. Äåôîðìàöèÿ êðóãîâîãî êîíòóðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè âîçâðàòà áèôóð-

êàöèîííîé äèàãðàììû

6. Ïðåäñòàâëåíèå 4-îêðåñòíîñòè îñîáåííîñòè â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäå-

íèÿ 2-àòîìîâ

7. Ðàñïîëîæåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûõ öèêëîâ áèôóðêàöèé íà ñåìåé-

ñòâàõ òîðîâ â ñëó÷àå Ñòåêëîâà

8. Çîíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñëó÷àÿìè ïðèòÿæåíèÿ è îòòàëêèâàíèÿ â çàäà÷å

Êëåáøà

9. 7 Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû ñëó÷àÿ Êëåáøà

10. Ðàñïîëîæåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûõ öèêëîâ áèôóðêàöèé íà ñåìåé-

ñòâàõ òîðîâ â ñëó÷àå Êëåáøà

11. Èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïðÿìûå ñ ðàçëè÷íûì òèïîì ñëîåíèÿ â ñëó÷àå Êëåá-

øà

139



12. Ýêâèâàëåíòíîñòü ñëó÷àåâ Êëåáøà è Ýéëåðà íà M 4
g

13. Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà

14. Ðàñïîëîæåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûõ öèêëîâ áèôóðêàöèé íà ñåìåé-

ñòâàõ òîðîâ â ñëó÷àå Ñîêîëîâà

15. Îáëàñòè ðàçëè÷íûõ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì ñëó÷àÿ Êîâàëåâñêîé-

ßõüè â çàâèñèìîñòè îò g è λ

16. Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû ñëó÷àÿ Êîâàëåâñêîé-ßõüè ïðè g = 0

17. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé yL è yR

18. Äåôîðìàöèÿ êîíòóðà êðóãîâîé ìîëåêóëû âûðîæäåííîé îäíîìåðíîé îð-

áèòû

19. Ðàñïîëîæåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûõ öèêëîâ áèôóðêàöèé íà ñåìåé-

ñòâàõ òîðîâ â ñëó÷àå Êîâàëåâñêîé-ßõüè ïðè g = 0
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