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Ââåäåíèå

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîcâÿùåíà ðåøåíèþ ðÿäà ïðîáëåì â àêòèâíî ðàç-

âèâàþùåéñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, êîòîðûå èãðà-

þò âàæíóþ ðîëü ïðè îïèñàíèè ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ áåç äèññèïàöèè. Âàæ-

íûìè âîïðîñàìè â òåîðèè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è èññëåäîâà-

íèÿ ïîëíîòû ïîòîêà, îïèñûâàþùåãî ñèñòåìó (íåîáõîäèìîå óñëîâèå èíòåãðè-

ðóåìîñòè ñèñòåìû ïî Ëèóâèëëþ), è çàäà÷è êëàññèôèêàöèè (ñ òî÷íîñòüþ äî

ðàçëè÷íûõ îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè) òàêèõ ñèñòåì.

Ïóñòü M 2n � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, ω � ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà

M 2n, H : M 2n → R � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, íàçûâàåìàÿ ãàìèëüòîíèàíîì, è

ïóñòü sgradH � ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå ñ ãàìèëüòîíèàíîì H íà M 2n.

Ñëåäóÿ [7, �1.5], ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó (M 2n, ω,H) íàçîâåì âïîëíå èíòåãðè-

ðóåìîé (èëè èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ), åñëè ñóùåñòâóåò íàáîð ãëàäêèõ

ôóíêöèé f1 = H, f2, . . . , fn : M 2n → R, òàêîé ÷òî:

1) f1, . . . , fn � ïåðâûå èíòåãðàëû sgradH;

2) f1, . . . , fn ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû íà M 2n, òî åñòü ïî÷òè âñþäó íà

M 2n èõ ãðàäèåíòû ëèíåéíî íåçàâèñèìû;

3) {fi, fj} = 0 ïðè ëþáûõ i, j = 1, . . . , n;

4) âåêòîðíûå ïîëÿ sgrad fi, i = 1, . . . , n ïîëíû, òî åñòü åñòåñòâåííûé ïàðà-

4



ìåòð íà èõ òðàåêòîðèÿõ îïðåäåëåí íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Åñëè âûïîëíåíû ëèøü óñëîâèÿ 1�3 (à óñëîâèå ïîëíîòû ïîòîêîâ íå îáÿçà-

òåëüíî âûïîëíåíî), òî ñèñòåìó ñ ñîîòâåòñòâóþùèì íàáîðîì ïåðâûõ èíòåãðà-

ëîâ f1, . . . , fn íàçîâåì èíòåãðèðóåìîé.

Åñëè åñòåñòâåííûé ïàðàìåòð íà òðàåêòîðèÿõ õîòÿ áû îäíîãî èç êîììóòè-

ðóþùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé sgrad fi, i = 1, . . . , n îïðåäåëåí íå íà âñåé ÷èñëîâîé

ïðÿìîé, òî íàáîð âåêòîðíûõ ïîëåé è íàáîð ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîòîêîâ íàçîâåì

íåïîëíûìè, à ñèñòåìó � èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé ñ íåïîë-

íûìè ïîòîêàìè.

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ íåïîëíû-

ìè ïîòîêàìè ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà (R2 \ {O}, dx ∧ dy,−y), çàäàííàÿ íà R2 \ {O}

âåêòîðíûì ïîëåì v = (1, 0) â ñòàíäàðòíûõ êîîðäèíàòàõ x, y íà R2, ãäå O ∈ R2

� íåêîòîðàÿ òî÷êà, ñì. ðèñ. 1. Îäíàêî â äàííîì ïðèìåðå îñîáåííîñòü âåêòîð-

íîãî ïîëÿ v â òî÷êå O ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé, ïîñêîëüêó ìîæíî òàê îïðåäå-

ëèòü âåêòîðíîå ïîëå v â òî÷êå O ∈ R2, ÷òî, âî-ïåðâûõ, âåêòîðíîå ïîëå v áóäåò

îïðåäåëåíî êîððåêòíî íà âñåì R2, à, âî-âòîðûõ, ïîòîê, ñîîòâåòñòâóþùèé âåê-

òîðíîìó ïîëþ v, áóäåò ïîëíûì. Äàííûé ïðèìåð ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü

êàê ïðèìåð äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, çàäàííîé âåêòîðíûì ïîëåì v = (1, 0) íà

R2 \ {O}, äëÿ êîòîðîé âåêòîðíûå ïîëÿ v = (1, 0) è u = (0, 1) âñþäó ëèíåé-

íî íåçàâèñèìû, êîììóòèðóþò è îáëàäàþò íåïîëíûìè ïîòîêàìè. Ïðèìåðîì

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ íåóñòðàíèìîé îñîáåííîñòüþ è íåïîëíûìè êîììó-

òèðóþùèìè ïîòîêàìè ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà íà C \ {0}, çàäàííàÿ âåêòîðíûì ïî-

ëåì v = z−(n+1) â ñòàíäàðòíîé êîîðäèíàòå z íà C, ñ ïàðîé êîììóòèðóþùèõ

âåêòîðíûõ ïîëåé v è i v, ãäå n ∈ N. Òàêàÿ îñîáåííîñòü íàçûâàåòñÿ ïîëþñîì
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ïîðÿäêà n+ 1, åå èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2.

Ðèñ. 1: Óñòðàíèìàÿ îñîáåííîñòü Ðèñ. 2: Ïîëþñ ïîðÿäêà 2

Â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ ïî èññëåäîâàíèþ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ

ñèñòåì:

1) ñèñòåì, âîçíèêàþùèõ â ìåõàíèêå è îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà,

2) ñèñòåì, çàäàííûõ óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà íà êîìïàêòíûõ àëãåáðàõ Ëè

(ñì. [1], [2], [8], [6], [5], [11], [13], [17], [18]) áåçóñëîâíî âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

ïîëíîòû ïîòîêîâ, ÷òî ïîçâîëÿëî èñïîëüçîâàòü êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó Ëè-

óâèëëÿ (ñì. [7]) äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ òàêèõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Òàê êàê

äëÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñ íåïîëíûìè ïîòîêàìè, ïî-âèäèìîìó, íåèçâåñòíû

íèêàêèå àíàëîãè òåîðåìû Ëèóâèëëÿ, òî êëàññ òàêèõ ñèñòåì ïðåäñòàâëÿåòñÿ

âåñüìà òðóäíûì äëÿ èçó÷åíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì À.Ò. Ôîìåíêî ïîñòàâèë çàäà÷ó

îá îáîáùåíèè òåîðåìû Ëèóâèëëÿ íà ñëó÷àé èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ

ñèñòåì ñ íåïîëíûìè ïîòîêàìè, à èìåííî: îïèñàíèå òîïîëîãèè ñëîÿ, îïèñà-

íèå ëàãðàíæåâà ñëîåíèÿ â îêðåñòíîñòè ñëîÿ, ïîñòðîåíèå àíàëîãà ïåðåìåííûõ

äåéñòâèå-óãîë. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî çàäà÷à äîêàçàòåëüñòâà èíòåãðèðóåìîñòè

ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñàìà ïî ñåáå íåòðèâèàëüíà. Ýòèì, ïî-

âèäèìîìó, îáúÿñíÿåòñÿ òî, ÷òî èññëåäîâàíèÿ óñëîâèÿ ïîëíîòû ïîòîêîâ äëÿ

èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ïîÿâèëèñü ñîâñåì íåäàâíî â ðàáîòàõ

W. Gordon [39], À.Þ. Ìîñêâèíà, Ä.Â. Íîâèêîâà.
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ

ñèñòåì

(C2,Re(dz ∧ dw),Re(f(z, w))), (0.0.1)

îáëàäàþùèõ â �áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ� íåïîëíûìè ïîòîêàìè, ãäå f(z, w) �

ìíîãî÷ëåí äâóõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ è Im(f(z, w)) � ïåðâûé èíòåãðàë

ñèñòåìû. Òàêîé êëàññ ñèñòåì áûë ïðåäëîæåí äëÿ èññëåäîâàíèÿ À.Ò. Ôîìåí-

êî è À.È. Øàôàðåâè÷åì, ïîñêîëüêó îí òåñíî ñâÿçàí ñ êâàíòîâàíèåì êîì-

ïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé, â ÷àñòíîñòè, ñ îïèñàíèåì êâàíòîâûõ ñèñòåì Êàëîä-

æåðî�Ñòðîêêè, ñì. [12]. Ïîä C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé

(M 2
C, ωC, f),

ãäå M 2
C � äâóìåðíîå êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå, dimCM

2
C = 2, ωC � çàìêíó-

òàÿ íåâûðîæäåííàÿ ãîëîìîðôíàÿ 2-ôîðìà íà M 2
C, f : M 2

C → C � ãîëîìîðô-

íàÿ ôóíêöèÿ, áóäåì ïîíèìàòü äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, çàäàííóþ �êîìïëåêñ-

íûìè� óðàâíåíèÿìè Ãàìèëüòîíà ẋ(t) = sgrad Cf |x(t), ãäå x = (x1, x2) � ëî-

êàëüíûå êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû, sgrad Cf := (ωijC
∂f
∂xj )

2
i=1, ω

ij
C � êîìïîíåíòû

îáðàòíîé ìàòðèöû ê ìàòðèöå 2-ôîðìû ωC â êîîðäèíàòàõ (x1, x2), ïàðàìåòð t

ïðåäïîëàãàåòñÿ âåùåñòâåííûì. Â ýòîì ñëó÷àå ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.0.1) ñ

òî÷êè çðåíèÿ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà ðàâíîñèëüíà C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå

(C2, dz ∧ dw, f(z, w)), (0.0.2)

ñì. îïðåäåëåíèå 2.1.5 è ëåììó 2.1.7.

Êàê ïðàâèëî, óñëîâèå ïîëíîòû âåêòîðíîãî ïîëÿ èññëåäîâàëîñü â òåðìèíàõ

àëãåáðàè÷åñêèõ è àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé âåêòîðíî-

ãî ïîëÿ. Âìåñòå ñ òåì ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ óñëîâèÿ
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ïîëíîòû â ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ, íàïðèìåð, â òåðìèíàõ ìíîãîóãîëüíèêà

Íüþòîíà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé âûïóêëóþ îáîëî÷êó öåëî÷èñëåííûõ òî-

÷åê � èíäåêñîâ íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìèàëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà

(ñì. ïðèìåð íà ðèñ. 3). Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé

ðàáîòû äëÿ ñèñòåì (0.0.2) ñ ãàìèëüòîíèàíîì f(z, w), íåâûðîæäåííûì îòíî-

ñèòåëüíî ñâîåãî ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà (òåîðåìà 11 è ñëåäñòâèå 1.3.4(Á)).

Êðîìå òîãî, â ýòîé æå ãëàâå â òåðìèíàõ ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà âû÷èñëÿ-

þòñÿ òèïû îñîáåííîñòåé ãàìèëüòîíîâà âåêòîðíîãî ïîëÿ â �áåñêîíå÷íî óäàëåí-

íûõ� òî÷êàõ ïîïîëíåííîãî ñëîÿ (ñëåäñòâèÿ 1.3.2 è 1.3.4(Â)). Ìíîãîãðàííèêè

Íüþòîíà (ìíîãîìåðíûé àíàëîã ìíîãîóãîëüíèêîâ Íüþòîíà) ïðèìåíÿëèñü â

ðàáîòàõ À.Ä. Áðþíî (ñì. [9]) äëÿ îïèñàíèÿ ëîêàëüíûõ ñâîéñòâ ñèñòåì îáûê-

íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòî ëåæèò â ñòîðîíå îò çàäà÷ íà-

ñòîÿùåé ðàáîòû, òàê êàê â äèññåðòàöèè ñèñòåìà ðàññìàòðèâàåòñÿ ãëîáàëüíî

è, â ÷àñòíîñòè, îïèñàíû òîïîëîãèÿ è îêðåñòíîñòü íåîñîáîãî ñëîÿ f−1(ξ) â

òåðìèíàõ ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà ìíîãî÷ëåíà f .

Ðèñ. 3: Ïðèìåð ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêàçàí àíàëîã òåîðåìû Ëè-

óâèëëÿ äëÿ êëàññà ñèñòåì (0.0.2) ñ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì ãàìèëüòîíèàíîì
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f(z, w) = z2 + Pn(w), îòâå÷àþùèì ìíîãî÷ëåíó Pn(w) ñòåïåíè n ∈ N ñ ïðî-

ñòûìè âåùåñòâåííûìè êîðíÿìè, â îêðåñòíîñòè íóëåâîãî óðîâíÿ f−1(0) (ñì.

òåîðåìû 25 è 26). Äëÿ òàêèõ ñèñòåì ëàãðàíæåâû ñëîè f−1(ξ) ãîìåîìîðôíû

ñôåðå ñ [n−1
2 ] ðó÷êàìè è n− 2[n−1

2 ] ïðîêîëàìè, à ïðè n ≥ 3 ñèñòåìà îáëàäàåò

íåïîëíûìè ïîòîêàìè.

Äðóãîé âàæíîé ïðîáëåìîé â òåîðèè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ çà-

äà÷à êëàññèôèêàöèè ñèñòåì ñ òî÷íîñòüþ äî ðàçëè÷íûõ îòíîøåíèé ýêâèâà-

ëåíòíîñòè. Â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ðàññìàòðèâàåò-

ñÿ íåñêîëüêî îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè ñèñòåì: ãàìèëüòîíîâà ýêâèâàëåíò-

íîñòü (îçíà÷àþùàÿ ñóùåñòâîâàíèå ñèìïëåêòîìîðôèçìà ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ,

ïåðåâîäÿùåãî ãàìèëüòîíèàí îäíîé ñèñòåìû â ãàìèëüòîíèàí äðóãîé ñèñòåìû ñ

òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé êîíñòàíòû), òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîïðÿæåííîñòü, òðàåê-

òîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, òîïîëîãè÷åñêàÿ ïîñëîéíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü è äðó-

ãèå. Ïåðå÷èñëåííûå âûøå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè óïîðÿäî÷åíû îò íàè-

áîëåå ñèëüíîãî äî íàèáîëåå ñëàáîãî. Çàäà÷è êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ

ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì â ïîñëåäíèå ãîäû èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ À.Ò. Ôî-

ìåíêî [23], [25], [26], À.Â. Áîëñèíîâà [3], [4], À.À. Îøåìêîâà [19], Ì. Àäëåðà,

Ï. âàí Ìåðáåêå [31], [32], Ë. Ãàâðèëîâà [38], Â.Â. Êîçëîâà [14] è äðóãèõ.

Âàæíûì êëàññîì ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì (0.0.2) ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìû ñ ïîëè-

íîìèàëüíûì ãàìèëüòîíèàíîì f ìàëîé ñòåïåíè. Ýòî îáóñëîâëåíî ïðåæäå âñåãî

òåì, ÷òî òàêèå ñèñòåìû ëèáî ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè ïî Ëèóâèëëþ, ëèáî

äîïóñêàþò �âëîæåíèå â èíòåãðèðóåìûå ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâû ñèñòå-

ìû�. Ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ àêòóàëüíûìè çàäà÷à î êëàññèôèêàöèè òàêèõ ñèñòåì

ñ òî÷íîñòüþ äî ãàìèëüòîíîâîé ýêâèâàëåíòíîñòè, à òàêæå çàäà÷à î ïîñòðîå-
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íèè êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàò äåéñòâèå-óãîë (èëè èõ àíàëîãîâ) â îêðåñòíîñòè

íåîñîáîãî ëàãðàíæåâà ñëîÿ òàêîé ñèñòåìû. Ðåøåíèþ ýòèõ çàäà÷, â ñëó÷àå ãè-

ïåðýëëèïòè÷åñêèõ ãàìèëüòîíèàíîâ ìàëîé ñòåïåíè, ïîñâÿùåíà âòîðàÿ ãëàâà

äèññåðòàöèè (ñì. òåîðåìû 12, 13, 14, 15, 19, ëåììó 2.5.2 è ñëåäñòâèÿ 2.2.2,

2.4.6, 2.4.7, 2.5.7, 2.5.8).

Áîëåå ñëàáûì îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíî-

âûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ïîñëîéíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, ïîä êî-

òîðîé áóäåì ïîíèìàòü ñóùåñòâîâàíèå ãîìåîìîðôèçìà ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ,

ïåðåâîäÿùåãî ëàãðàíæåâû ñëîè îäíîé ñèñòåìû â ëàãðàíæåâû ñëîè äðóãîé ñè-

ñòåìû. Òàêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü îáîáùàåò èçâåñòíóþ ëèóâèëëåâó ýêâèâàëåíò-

íîñòü äëÿ èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Ëèóâèëëå-

âà ýêâèâàëåíòíîñòü èññëåäîâàëàñü â ðàáîòàõ À.Ò. Ôîìåíêî [23], [25], [26],

À.Â. Áîëñèíîâà [3], [4], À.À. Îøåìêîâà [19], Íãóåí Òüåí Çóíã [41], [42], Ë. Ãàâ-

ðèëîâà [38], È.À. Òàéìàíîâà [20], Ë. Áåéòñà [33] è äðóãèõ. Â îòëè÷èå îò áîëü-

øèíñòâà ýòèõ ðàáîò, â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè íå ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîëíîòà ãà-

ìèëüòîíîâûõ ïîòîêîâ. Áîëåå òîãî, â �áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ� ãàìèëüòîíîâû ïî-

òîêè íå ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå

òîïîëîãèè ëàãðàíæåâà ñëîåíèÿ â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, íå ÿâëÿþ-

ùèõñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîðñîâñêèìè (ëîêàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ îñîáåííîñòåé

ëàãðàíæåâà ñëîåíèÿ), à òàêæå êëàññèôèêàöèÿ ëàãðàíæåâà ñëîåíèÿ â îêðåñò-

íîñòè îñîáîãî ñëîÿ (ïîëóëîêàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ îñîáåííîñòåé ëàãðàíæåâà

ñëîåíèÿ). Ðåøåíèþ ýòèõ çàäà÷, â ñëó÷àå ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ ãàìèëüòîíèà-

íîâ, ïîñâÿùåíà òðåòüÿ ãëàâà äèññåðòàöèè (ñì. ïðåäëîæåíèÿ 3.2.1, 3.2.3, òåî-

ðåìó 24).
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Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ãëàâ.

Â ïåðâîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ òîïîëîãèÿ íåîñîáîãî ñëîÿ {f(z, w) = ξ} ⊂ C2,

ξ ∈ C, ÷åòûðåõìåðíàÿ îêðåñòíîñòü íåîñîáîãî ñëîÿ è ÷åòûðåõìåðíàÿ îêðåñò-

íîñòü áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷åê, äëÿ íåâûðîæäåííîãî ìíîãî÷ëåíà äâóõ

êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ f(z, w)− ξ, òî åñòü ìíîãî÷ëåíà, îãðàíè÷åíèå (f −

ξ)|Γ êîòîðîãî íà ëþáóþ ãðàíü Γ ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà íå èìååò êðèòè-

÷åñêèõ òî÷åê â (C \ {0})2⋂{(z, w) ∈ C2 | (f − ξ)|Γ = 0}, óäîâëåâòâîðÿþ-

ùåìó ñëåäóþùåìó óñëîâèþ (i): äëÿ ëþáîé òî÷êè (u, v) ∈ P ïðÿìîóãîëüíèê

conv{(0, 0), (u, 0), (0, v), (u, v)} ⊂ P , ãäå P � ìíîãîóãîëüíèê Íüþòîíà ìíîãî-

÷ëåíà f(z, w) − ξ. Òàêæå èçó÷àåòñÿ ïîïîëíåíèå äàííîãî ñëîÿ îòíîñèòåëüíî

ìåòðèêè ïîïîëíåíèÿ ρξ, ïîðîæäåííîé êîñîñèììåòðè÷íûì âåêòîðíûì ïîëåì.

Òîïîëîãèÿ ñëîÿ è îñîáåííîñòè êîñîñèììåòðè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ îïèñàíû

â òåðìèíàõ ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà èñõîäíîãî ìíîãî÷ëåíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tξ = {(z, w) ∈ C2|f(z, w) = ξ} � íåîñîáûé ñëîé íåâû-

ðîæäåííîãî ìíîãî÷ëåíà f(z, w), ÷åðåç ng � êîëè÷åñòâî öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê

ñòðîãî âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà, ÷åðåç nµ � óâåëè÷åííîå íà åäèíèöó

êîëè÷åñòâî öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê íà ñòîðîíàõ ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà ñ ïî-

ëîæèòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè. Òîãäà âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, âûòåêàþùàÿ

èç ðàáîòû À.Ã. Õîâàíñêîãî [29].

Òåîðåìà 1 (À.Ã. Õîâàíñêèé). Ïóñòü f(z, w) − ξ � íåâûðîæäåííûé ìíîãî-

÷ëåí. Òîãäà íåîñîáûé ñëîé Tξ ñâÿçåí è äèôôåîìîðôåí ñôåðå ñ ng ðó÷êàìè,

áåç nµ òî÷åê.

Âîçíèêàåò çàäà÷à óòî÷íåíèÿ òåîðåìû 1 â ñëó÷àå, êîãäà (C2, dz∧dw, f(z, w))

� èíòåãðèðóåìàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå áûë ïðåä-
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ëîæåí ìåòîä ïîïîëíåíèÿ èñõîäíîãî ñëîÿ îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè åñòåñòâåííûì

îáðàçîì ñâÿçàííîé ñ ãàìèëüòîíîâûì âåêòîðíûì ïîëåì, à èìåííî: èíòåãðàëü-

íûå òðàåêòîðèè ãàìèëüòîíîâà âåêòîðíîãî ïîëÿ ñîâïàäàþò ñ ãåîäåçè÷åñêèìè

ìåòðèêè êàê ïàðàìåòðèçîâàííûå êðèâûå. Çàìåòèì, ÷òî ïîõîæèå êîíñòðóêöèè

èñïîëüçîâàëèñü â ðàáîòàõ Ñ.Ï. Íîâèêîâà([43], [44]) è Ë. Áåéòñà([34]). Òàêîé

ïîäõîä ïîçâîëèë ñâÿçàòü çàäà÷ó óòî÷íåíèÿ òåîðåìû 1 ñ çàäà÷åé èññëåäîâàíèÿ

ïîëíîòû èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f(z, w)− ξ0 � íåâûðîæäåííûé ìíîãî÷ëåí îòíîñèòåëü-

íî ñâîåãî ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà Pf−ξ0, ïðè÷åì ìíîãîóãîëüíèê Íüþòî-

íà Pf−ξ0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (i) âûøå, è dim Pf−ξ0 = 2 (ñì. îïðåäåëå-

íèå 1.1.1). Òîãäà ñóùåñòâóþò ε > 0 è R > 0, òàêèå ÷òî

1) äëÿ ëþáîé ñòîðîíû Γl ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà, íå ëåæàùåé íà êî-

îðäèíàòíûõ îñÿõ, ñóùåñòâóþò ðîâíî nΓl ãîëîìîðôíûõ âëîæåíèé JΓl,n :

(D2
ξ0,ε

)× (D2
0,ε \ {0})→ C2, 1 ≤ n ≤ nΓl, òàêèõ ÷òî

f ◦ JΓl,n(ξ, u) = ξ, J∗Γl,nωC = u(1−u0)αΓl
+(1−v0)βΓl

−1dξ ∧ du,

(ξ, u) ∈ D2
ξ0,ε
× (D2

0,ε \ {0}), ãäå nΓl + 1 ðàâíî êîëè÷åñòâó òî÷åê ñ öåëî÷èñ-

ëåííûìè êîîðäèíàòàìè íà ñòîðîíå Γl, (αΓl, βΓl) � íåñîêðàòèìûé âåêòîð

âíåøíåé íîðìàëè ñòîðîíû Γl, è (u0, v0) ∈ Γl � ëþáàÿ òî÷êà íà Γl;

2) îáðàçû âñåõ ýòèõ nµ =
∑

l nΓl âëîæåíèé (îòâå÷àþùèõ îäíîé è òîé æå

ñòîðîíå, íî ðàçíûì çíà÷åíèÿì n, ëèáî ðàçíûì ñòîðîíàì ìíîãîóãîëüíèêà

Íüþòîíà) ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, è îáúåäèíåíèå ýòèõ îáðàçîâ ñîäåðæèò

f−1(D2
ξ0,ε

)\D4
0,R (ò.å. äîïîëíåíèå ýòîãî îáúåäèíåíèÿ â f−1(D2

ξ0,ε
) îãðàíè÷åíî,

à ïîòîìó êîìïàêòíî).
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Ê ðåçóëüòàòàì ïåðâîé ãëàâû îòíîñÿòñÿ òåîðåìà 11, â êîòîðîé áûëè ââå-

äåíû êîîðäèíàòû (ξ, u) â ÷åòûðåõìåðíîé îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ

òî÷åê, ïðè÷åì êîîðäèíàòà ξ ïîñòîÿíà íà ñëîå, à êîîðäèíàòà u çàäàåò îêðåñò-

íîñòü áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè íà ñëîå Tξ, ñëåäñòâèå 1.3.4, îïèñûâàþùåå

ïîïîëíåíèå Tξ íåîñîáîãî ñëîÿ Tξ îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè gξ, à òàêæå îïèñûâà-

þùåå â òåðìèíàõ ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà êëàññèôèêàöèþ ñèñòåì íà ñëîÿõ

ñ òî÷íîñòüþ äî òðàåêòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Âî âòîðîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ òî÷-

íîñòüþ äî ãàìèëüòîíîâîé ýêâèâàëåíòíîñòè â ñëó÷àå ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé ôóíê-

öèè Ãàìèëüòîíà âèäà f = z2 + Pn(w), n = 1, 2, 3, 4. Êðîìå òîãî, â ýòîé ãëàâå

äîêàçàíà ïîëíîòà ãàìèëüòîíîâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ïðè n = 1, 2, ïîñòðîåíî

âëîæåíèå ïðè n = 3, 4 òàêèõ ñèñòåì âî âïîëíå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû

ñèñòåìû, îïèñàíà òîïîëîãèÿ íåîñîáûõ ñëîåâ, à òàêæå ïîñòðîåíû êàíîíè÷å-

ñêèå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè íåîñîáûõ ñëîåâ, ñì. òåîðåìû 12, 13, 14, 15,

16, 17, 18, 19, 20, 21, 22.

Îáîçíà÷èì ÷åðåçHn(a, bn, . . . , b0) C-ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó (C2, dz∧dw, f(z, w))

ñ ãàìèëüòîíèàíîì f(z, w) = az2+bnw
n+· · ·+b1w+b0, a, bn, . . . , b0 ∈ C, abn 6= 0.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ñîáðàíû ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ãëàâû, îòíîñÿùèå-

ñÿ ê êëàññèôèêàöèè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ òî÷íîñòüþ äî ãàìèëüòîíîâîé

ýêâèâàëåíòíîñòè.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü äàíà C-ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ñ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì

ãàìèëüòîíèàíîì ñòåïåíè n, n ≤ 4. Òîãäà:

• Êàæäàÿ C-ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà H1(a, b, c) ãàìèëüòîíîâî ýêâèâàëåíò-

íà êàíîíè÷åñêîé �ëèíåéíîé� C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå
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(C2(p, q), dp∧dq, f0(p, q) = p). Âñå ñëîè C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû H1(a, b, c)

ÿâëÿþòñÿ íåîñîáûìè, C-äèôôåîìîðôíûìè C.

• Êàæäàÿ C-ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà H2(a1, b1, c1, d1) ãàìèëüòîíîâî ýêâè-

âàëåíòíà ñèñòåìå H2(a, 1, 0, 0), äëÿ a = a1b1 ∈ C \ {0}. Âñå íåîñîáûå

ñëîè C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû H2(a, b, c, d) C-äèôôåîìîðôíû R× S1.

• Êàæäàÿ íåâûðîæäåííàÿ C-ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà H3(a, b, c, d, e) ãà-

ìèëüòîíîâî ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå H3(r, s, s, 0, 0) äëÿ íåêîòîðûõ r, s ∈

C, rs 6= 0. Âñå íåîñîáûå ñëîè C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû H3(a, b, c, d, e)

ãîìåîìîðôíû T2 \ {p}.

• Êàæäàÿ íåâûðîæäåííàÿ C-ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà H4(a, b, c, d, e, k) ãà-

ìèëüòîíîâî ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå H3(r, s, s(p + 1), sp, 0, 0) äëÿ íåêî-

òîðûõ r, s, p ∈ C, rs 6= 0. Âñå íåîñîáûå ñëîè C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû

H4(a, b, c, d, e, k) ãîìåîìîðôíû T2 \ {p1, p2}.

Âî âòîðîé ãëàâå òàêæå îïðåäåëåíà ïîïîëíåííàÿ ñèñòåìà ïðè n = 3, 4,

ñì. îïðåäåëåíèÿ 2.4.4, 2.5.5. Ýòî ïîïîëíåíèå îïðåäåëåíî êîððåêòíî, ïîñêîëü-

êó ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé, ïðîäîëæåíèå ñèìïëåêòè-

÷åñêîé ñòðóêòóðû ωC íåâûðîæäåííî. Îòìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ íåîñîáûõ

ñëîåâ ïîïîëíåííîé ñèñòåìû íà èñõîäíóþ ñèñòåìó ÿâëÿþòñÿ íåîñîáûìè ñëîÿ-

ìè èñõîäíîé ñèñòåìûu.

Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ýòîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿ 2.4.5, 2.5.6

îá èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ëèóâèëëþ ïîïîëíåííîé ñèñòåìû, êàê âåùåñòâåííîé

ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû. Ïðè ýòîì âåùåñòâåííûå êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû

äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû ïîëó÷àþòñÿ îãðàíè÷åíèåì âåùåñòâåííûõ êîîðäèíàò
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äåéñòâèå-óãîë, îïðåäåëåííûõ äëÿ ïîïîëíåííîé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè ëþáîãî

íåîñîáîãî ñëîÿ, ñì. ñëåäñòâèÿ 2.4.6, 2.5.7.

Â òðåòüåé ãëàâå èçó÷àåòñÿ òîïîëîãèÿ ëàãðàíæåâûõ ñëîåíèé èíòåãðèðó-

åìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, îòâå÷àþùèõ C-

ãàìèëüòîíîâûì ñèñòåìàì ñ îäíîé êîìïëåêñíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû íà C2 ñ

ãèïåðýëëèïòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè Ãàìèëüòîíà f = z2 + Pn(w), n ∈ N. Òà-

êàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé (âåùåñòâåííîé) ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé

(C2,ReωC,i, H = Re f) ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ñ äîïîëíèòåëüíûì ïåðâûì

èíòåãðàëîì F = Im f , ïðè÷åì íåîñîáûå ëàãðàíæåâû ñëîè f−1(ξ) ãîìåîìîðô-

íû ñôåðå ñ [n−1
2 ] ðó÷êàìè è n− 2[n−1

2 ] ïðîêîëàìè, à ãàìèëüòîíîâû âåêòîðíûå

ïîëÿ ñ ãàìèëüòîíèàíàìè H è F íåïîëíû íà êàæäîì ñëîå ïðè n ≥ 3. Â ýòîé

ãëàâå ðàçâèâàþòñÿ ìåòîäû, ïðåäëîæåííûå â ðàáîòàõ [16], [21], [22], [24].

Äâå ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè fi : Mi → C íàçîâåì òîïîëîãè÷åñêè ýêâè-

âàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì h :

M1 → M2 òàêîé, ÷òî f1 = f2 ◦ h + const. Â òðåòüåé ãëàâå îïèñàíû êëàññû

òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé f â ìàëûõ

îêðåñòíîñòÿõ îñîáûõ ñëîåâ f−1(ξ) â çàâèñèìîñòè îò n è êîìáèíàòîðíîãî òèïà

ñëîÿ � íàáîðà êðàòíîñòåé êðèòè÷åñêèõ òî÷åê â ñëîå (ïîëóëîêàëüíàÿ òîïîëî-

ãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ). Äâå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòî-

íîâû ñèñòåìû (M 4
i ,ReωC,i, Hi = Re fi) ñ äîïîëíèòåëüíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì

Fi = Im fi, i = 1, 2, íàçûâàþò ïîñëîéíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò

ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçìû h1 : M1 →M2 è h2 : C→ C òàêèå,

÷òî f1 = h2 ◦ f2 ◦ h1. Ðåçóëüòàòû ãëàâû ïîêàçûâàþò, ÷òî â ìàëîé îêðåñòíîñòè

ëþáîãî ëàãðàíæåâà ñëîÿ f−1(ξ) ïîñëîéíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñèñòåì ðàâíî-
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ñèëüíà òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèé f è ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿ-

åòñÿ êîìáèíàòîðíûì òèïîì ñëîÿ, ñì. òåîðåìó 24. Íà îñíîâå òåîðåìû Ð.Òîìà

(1965) îïèñàíû ðåàëèçóåìûå íàáîðû êîìáèíàòîðíûõ òèïîâ îñîáûõ ñëîåâ äëÿ

ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ ãàìèëüòîíèàíîâ.

Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ãëàâû ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ñëîåíèÿ â ëî-

êàëüíîé îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè ñèñòåì ñ êîìïëåêñíîçíà÷íûìè ïîëèíîìè-

àëüíûìè ãàìèëüòîíèàíàìè âèäà f(z, w) = z2 + Pn(w), n ∈ N ðàçäåëüíî äëÿ

÷åòíîãî è íå÷åòíîãî n. Îòäåëüíî èññëåäîâàí ñëó÷àé ìîðñîâñêîé îñîáåííîñòè.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ÷åòíîãî n îïèñàíèå ñëîåíèÿ ñôîðìóëèðîâàíî â ñëåäóþùåì

ïðåäëîæåíèè.

Ïðåäëîæåíèå 0.0.1. Ïðè ÷åòíîì n ∈ N äëÿ ëþáîãî ε > 0 ôóíêöèÿ g : V
4
ε →

C, ãäå V 4
ε = {(z, w) ∈ C2 | |z2 + wn| ≤ εn, |w| ≤ 2ε}, g(z, w) = z2 + wn + ξ0,

ξ0 ∈ C, ýêâèâàëåíòíà ôóíêöèè q = qn : M 4
ε → C, ãäå M 4

ε = ([0, εn] × S1 ×

S1 × ([−1, 0−]
⊔

[0+, 1]))/ ∼, îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ â îïðåäåëåíèè

M 4
ε ïîðîæäåíî ñëåäóþùèìè n+ 1 îòíîøåíèÿìè: (r, ϕmod 2π, ϕ+t+2πk

n mod 2π, 0−) ∼1,k (r, ϕmod 2π, ϕ−t+2πk
n mod 2π, 0+),

(0, ϕmod 2π, ψmod 2π, h) ∼2 (0, 0 mod 2π, ψmod 2π, h),

(0.0.3)

ãäå 0 ≤ k ≤ n − 1, ϕmod 2π ∈ R/2πZ, t ∈ [−π, π], h ∈ [−1, 0−]
⊔

[0+, 1],

q(r, ϕmod 2π, ψmod 2π, h) = rei(ϕmod 2π) + ξ0. Çäåñü 0+ := 0 ∈ [0+, 1], 0− :=

0 ∈ [−1, 0−] è g(V
4
ε) = q(M 4

ε ) = D
2
ξ0,ε

.

Ýòî ïðåäëîæåíèå èìååò ñëåäóþùèé �ãåîìåòðè÷åñêèé� ñìûñë. Â ïðîñòðàí-

ñòâå M 4
ε êàæäûé ñëîé ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì äâóõ ïîëóöèëèí-

äðîâ {(r, ϕmod 2π)} × S1 × ([0+, 1]
⊔

[−1, 0−]), ïðè÷åì ïåðâûå ñîîòíîøåíèÿ
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∼1,k ôîðìóëû (0.0.3) ïðåâðàùàåò åãî â ñôåðó ñ n− 1-îé ðó÷êîé è äâóìÿ ïðî-

êîëàìè. Âòîðîå ñîîòíîøåíèå ∼2 â (0.0.3) îòîæäåñòâëÿåò äðóã ñ äðóãîì ñëîè

âèäà ({(0, ϕmod 2π)} × S1 × ([0+, 1]
⊔

[−1, 0−]))/ ∼1,k, ϕmod 2π ∈ S1 (îñî-

áûé ñëîé). Èç ñîîòíîøåíèé â (0.0.3) ñëåäóåò, ÷òî íà ýòîì ñëîå îêðóæíîñòü

{(0, 0)}×S1×{0+} ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó (�ïåðåòÿæêà� íà îñîáîì ñëîå). Äàííîå

ïîÿñíåíèå ïðîèëëþñòðèðóåì ñëåäóþùèìè ðèñ. 4 è 5.

Ðèñ. 4: Ñëîé áëèçêèé ê îñîáîìó

Ðèñ. 5: Ìîíîäðîìèÿ ñëîÿ

Êðîìå òîãî, â òðåòüåé ãëàâå îïèñàíî ñëîåíèå â îêðåñòíîñòè îñîáîãî ñëîÿ ñè-

ñòåì ñ êîìïëåêñíîçíà÷íûìè ïîëèíîìèàëüíûìè ãàìèëüòîíèàíàìè âèäà f(z, w) =

z2 + Pn(w), n ∈ N. Ïîëó÷åííàÿ êîíñòðóêöèÿ êëàññèôèêàöèè ñëîåíèÿ ÿâëÿ-

åòñÿ ÷åòûðåõìåðíûì àíàëîãàì ïîíÿòèÿ àòîìà, ââåäåííîãî À.Ò. Ôîìåíêî, òî

åñòü îêðåñòíîñòè îñîáîãî ñëîÿ, ðàññëîåííîé íà ëèíèè óðîâíÿ ãàìèëüòîíèà-

íà è ðàññìàòðèâàåìîé ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñëîéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Àòîìû

áûëè êëàññèôèöèðîâàíû â ðàáîòàõ À.Ò. Ôîìåíêî [36], [37], À.Â. Áîëñèíî-

âà [35] è äðóãèõ. Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå óñëîæíÿåòñÿ êîíñòðóêöèÿ òàê

íàçûâàåìîãî êðåñòà (ñì. [7]), à ñêëåéêè íå èìåþò ñòîëü íàãëÿäíîãî âèäà.

Îäíàêî ïðè ïåðåñå÷åíèè V
4
ε îêðåñòíîñòè íåîñîáîãî ñëîÿ Tξ0 ñ ïëîñêîñòüþ

Π = {(z, w) ∈ C2 | Im z = 0, Imw = 0} âîçíèêàåò ñòàíäàðòíûé êðåñò è àòîì,
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ñì. ðèñ. 6 è 7.

Ðèñ. 6: Äâóìåðíûé êðåñò

Ðèñ. 7: Äâóìåðíûé àòîì

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü Ln,k,l1,...,lk,ε := Tξ0 \

(
k⋃
i=1

U 4
i,ε) � êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, dimC Ln,k,l1,...,lk,ε = 1, ãîìåî-

ìîðôíîå M 2
g,h,b ïðè n > l, M 2

0,1,1
⊔
M 2

0,1,1 ïðè ÷åòíîì n =
k∑
i=1

li, è M
2
0,1,1 ïðè

íå÷åòíîì n =
k∑
i=1

li, g = [n−1
2 ] −

k∑
i=1

[ li2 ], h = 3+(−1)n

2 , b =
k∑
i=1

3+(−1)li
2 , M 2

0,1,1 �

ïðîêîëîòûé çàìêíóòûé äâóìåðíûé äèñê. Òîãäà âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î

ïîëóëîêàëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ñëîåíèÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé

ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè îñîáîãî ñëîÿ ñ íåñêîëüêèìè êðèòè÷å-

ñêèìè òî÷êàìè, ÿâëÿþùàÿñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ òðåòüåé ãëàâû.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü Tξ0 � îñîáûé ñëîé ãèïåðýëëèïòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà f(z, w)

ñòåïåíè n ≥ 2, ñîäåðæàùèé ðîâíî k êðèòè÷åñêèõ òî÷åê p1, . . . , pk ∈ Tξ0,

ïðè÷åì êðàòíîñòè ýòèõ òî÷åê ðàâíû l1−1, . . . , lk−1, l1, . . . , lk ≥ 2, ñîîòâåò-

ñòâåííî. Òîãäà ñóùåñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî 0 < ε ≤ ε0 ôóíê-

öèÿ f
f−1(D

2

ξ0,ε
) òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ôóíêöèè fn,k,l1,...,lk : M 4

n,k,l1,...,lk,ε
→
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C. ÇäåñüM 4
n,k,l1,...,lk,ε

= (
k⊔
i=1

V
4
li,ε

)
⋃

φn,k,l1,...,lk,ε

(D
2
ξ0,ε
×Ln,k,l1,...,lk,ε) := (

k⊔
i=1

V
4
li,ε

)
⊔

(D
2
ξ0,ε
×

Ln,k,l1,...,lk,ε))/(x ∼ φn,k,l1,...,lk,ε(x)) ïîëó÷åíî èç íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ
k⊔
i=1

V
4
li,ε

è D
2
ξ0,ε
×Ln,k,l1,...,lk,ε îòîæäåñòâëåíèåì ëþáîé òî÷êè x ∈ ∂+V

4
li,ε
, 1 ≤ i ≤ k, ñ

åå îáðàçîì φn,k,l1,...,lk,ε(x) ∈ D2
ξ0,ε
×∂Ln,k,l1,...,lk,ε ïðè ãîìåîìîðôèçìå φn,k,l1,...,lk,ε :

k⊔
i=1

∂+V
4
li,ε
→ D

2
ξ0,ε
× ∂Ln,k,l1,...,lk,ε, çàäàâàåìîì ôîðìóëîé

φn,k,l1,...,lk,ε(z, w) := (z2 + wli + ξ0, α((argw) mod 2π, sgn Im
z

wli
)),

(z, w) ∈ ∂+V
4
li,ε
, 1 ≤ i ≤ k, ïðè li ÷åòíîì,

φn,k,l1,...,lk,ε(z, w) := (z2 + wli + ξ0, α(argw + (li argw + π − 2 arg z)) mod 4π),

(z, w) ∈ ∂+V
4
li,ε
, 1 ≤ i ≤ k, ïðè li íå÷åòíîì, à ôóíêöèÿ fn,1,l çàäàåòñÿ ôîð-

ìóëàìè fn,k,l1,...,lk|V 4

li,ε
(z, w) = z2 + wli + ξ0, (z, w) ∈ V 4

li,ε
, 1 ≤ i ≤ k,

fn,k,l1,...,lk|D2

ξ0,ε
×Ln,k,l1,...,lk,ε

(ξ, x) = ξ, (ξ, x) ∈ D2
ξ0,ε
× Ln,k,l1,...,lk,ε.

Ïðè ýòîì fn,k,l1,...,lk(M
4
n,k,l1,...,lk,ε

) = D
2
ξ0,ε

.

Â ïÿòîé ãëàâå äîêàçàí àíàëîã òåîðåìû Ëèóâèëëÿ äëÿ èíòåãðèðóåìûõ ãà-

ìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ íåïîëíûì ãàìèëüòîíîâûì âåêòîðíûì ïîëåì â ñëó÷àå

ãàìèëüòîíèàíà âèäà f(z, w) = z2 + (w−w1) . . . (w−wn), ãäå wi ∈ R, wi 6= wj,

i, j = 1, . . . , n, i 6= j, â îêðåñòíîñòè íóëåâîãî ñëîÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà ðàçðåçàíèè îêðåñòíîñòè íóëåâîãî

ñëîÿ T0 = {f(z, w) = 0} íà ÷åòûðåõìåðíûå ðó÷êè, íà êàæäîé èç êîòîðûõ

ââîäÿòñÿ êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû, âû÷èñëÿþòñÿ ïåðèîäû è âèä èíòåãðàëü-

íûõ òðàåêòîðèé íà íóëåâîì ñëîå èçîáðàæåí íà ðèñóíêå. Òåîðåìà äîêàçàíà

ðàçäåëüíî äëÿ ÷åòíîãî è íå÷åòíîãî n. Â ÷àñòíîñòè, íèæå ñôîðìóëèðîâàíà

òåîðåìà äëÿ íå÷åòíîãî n.
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Òåîðåìà 5 (êîìïëåêñíàÿ òåîðåìà Ëèóâèëëÿ). Äëÿ C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòå-

ìû (C2, dz ∧ dw, f) ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà f(z, w) = z2 + P2n+1(w) è ñîîò-

âåòñòâóþùåãî ëàãðàíæåâà ñëîåíèÿ (ñì. îïðåäåëåíèå 3.1.6), ãäå P2n+1(w) =

(w−a1) . . . (w−a2n+1), ai ∈ R, i = 1, . . . , 2n+1, a1 < a2 < . . . < a2n+1, n ∈ N,

ñóùåñòâóåò ε > 0, òàêîå ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) äëÿ ëþáîãî ξ ∈ C, |ξ| < ε, ñëîé Tξ = f−1(ξ) ÿâëÿåòñÿ íåîñîáûì è

ãîìåîìîðôåí ñôåðå ñ n ðó÷êàìè è îäíèì ïðîêîëîì;

2) ëàãðàíæåâî ñëîåíèå â ÷åòûðåõìåðíîé ε-îêðåñòíîñòè Uε(T0) ñëîÿ T0

òðèâèàëüíî, ò.å. ïîñëîéíî ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ñëîÿ T0 íà

îòêðûòûé äâóìåðíûé äèñê D2
0,ε = {ξ ∈ C | |ξ| < ε};

3) â îêðåñòíîñòè Uε(T0) ñóùåñòâóþò 2n ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé

I1, . . . , In, J1, . . . , Jn : Uε(T0)→ C,

à äëÿ êàæäîé ÷åòûðåõìåðíîé ε-ðó÷êè Gε,k ⊂ Uε(T0), k = 1, . . . , n, ñóùå-

ñòâóåò ãîëîìîðôíîå âëîæåíèå (çàäàâàåìîå ïðè k > 1 �êîìïëåêñíûìè êîîð-

äèíàòàìè äåéñòâèå-óãîë�)

(Ik|Gε,k, ϕk mod 2π) : Gε,k ↪→


C× (C/2πZ), 2 ≤ k ≤ n;⋃
I1∈D̃ε,1

{I1} × (T 2
C(dJ1

dI1
(I1))) \ γI1, k = 1,

ãäå ïðè k = 1 ôóíêöèÿ ϕ1 mod 2π ÿâëÿåòñÿ ìíîãîçíà÷íîé àíàëèòè÷åñêîé

ôóíêöèåé, ÷åðåç T 2
C(dJ1

dI1
(I1)) := C/2π(Z ⊕ dJ1

dI1
(I1)Z) îáîçíà÷åí êîìïëåêñíûé

òîð ñ ïàðàìåòðîì dJ1

dI1
(I1) ∈ C \ R, ÷åðåç γI1 ⊂ T 2

C(dJ1

dI1
(I1)) îáîçíà÷åí îá-

ðàç ïðÿìîëèíåéíîãî îòðåçêà A
(1)
3 (I1)A

(1)
4 (I1) ⊂ C (âûðîæäàþùåãîñÿ â òî÷-

êó â ñëó÷àå n = 1, ñì. ï.á) íèæå) ïðè ïðîåêöèè C → T 2
C(dJ1

dI1
(I1)), è ÷åðåç

(T 2
C(dJ1

dI1
(I1))) \ γI1 îáîçíà÷åíî ïîïîëíåíèå �íàäðåçàííîãî òîðà� (T 2

C(dJ1

dI1
(I1))) \
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γI1 îòíîñèòåëüíî ðèìàíîâîé ìåòðèêè dϕ1dϕ1, ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

à) êàæäàÿ ôóíêöèÿ Ik, Jk : Uε(T0) → C ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöè-

åé Ik = Ik(f) è Jk = Jk(f) îò f áåç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, åå ìíîæåñòâî

çíà÷åíèé

D̃ε,k := Ik(Uε(T0)) = Ik(Gε,k), D̂ε,k := Jk(Uε(T0)) = Jk(Gε,k) ⊂ C

îòêðûòî â C è ãîìåîìîðôíî îòêðûòîìó êðóãó, îíà âûðàæàåòñÿ â îêðåñò-

íîñòè Uε(T0) ÷åðåç ëþáóþ äðóãóþ òàêóþ ôóíêöèþ ôîðìóëàìè

Ik = Ik(f(I`)), Ik = Ik(f(J`)), Jk = Jk(f(I`)), Jk = Jk(f(J`));

ãäå f(Ik) è f(Jk) � ôóíêöèè, îáðàòíûå ê ôóíêöèÿì Ik(f) è Jk(f) ñîîòâåò-

ñòâåííî (k = 1, . . . , n);

á) ïðè ëþáûõ k = 1, . . . , n è Ik ∈ D̃ε,k ìíîæåñòâî çíà÷åíèé �êîìïëåêñíîé

êîîðäèíàòû óãîë� ϕk mod 2π|Gε,k∩Tf(Ik)
ïîëó÷àåòñÿ èç íåêîòîðîé çàìêíóòîé

îáëàñòèWk,Ik ⊂ C, îãðàíè÷åííîé øåñòèóãîëüíèêîì ñ âåðøèíàìè A
(k)
1 (Ik), . . . , A

(k)
6 (Ik) ∈

C (âûðîæäàþùèìñÿ ïðè k = n â ïàðàëëåëîãðàìì ñ âåðøèíàìè A
(k)
1 (Ik), A

(k)
2 (Ik),

A
(n)
3 (Ik) = A

(n)
4 (Ik), A

(n)
5 (Ik) = A

(n)
6 (Ik)) è ñòîðîíàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè

ãåîäåçè÷åñêèì dk(f(Ik)), s2k−1(f(Ik)), s2k−2(f(Ik)) ⊂ Tf(Ik), à òàêæå ãåîäå-

çè÷åñêèì s2k(f(Ik)), s2k+1(f(Ik)) ⊂ Tf(Ik) â ñëó÷àå k < n, ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: (i) âûêèäûâàíèåì âñåõ âåðøèí (ñîîòâåòñòâóþùèõ áåñêîíå÷íî óäàëåí-

íîé òî÷êå pf(Ik)), è (ii) îòîæäåñòâëåíèåì (ò.å. ñêëåèâàíèåì) ïðè ïîìîùè

ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ëþáîé ïàðû ñòîðîí, îòâå÷àþùèõ îäíîé è òîé æå

ãåîäåçè÷åñêîé (ëèáî dk(f(Ik)), ëèáî s1(f(I1)) ïðè k = 1); ïðè÷åì øåñòè-

óãîëüíèê (ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëîãðàìì ïðè k = n) îäíîçíà÷íî çàäàåò-

ñÿ ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè (ñì. ðèñ. 4.5, 4.6 ïðè 1 ≤ k < n, 1 ≤ k = n

ñîîòâåòñòâåííî):

21



• øåñòèóãîëüíèê (èëè ïàðàëëåëîãðàìì) ∂Wk,Ik ⊂ C îáðàçîâàí òðåìÿ ïà-

ðàìè ðàâíûõ è ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëåäóþùèì

ãåîäåçè÷åñêèì è ïîëó÷àþùèõñÿ äðóã èç äðóãà ñëåäóþùèìè ñäâèãàìè â

ïëîñêîñòè C:

A
(k)
1 (Ik)A

(k)
2 (Ik) = ϕk(dk(ξ))

2π−→ A
(k)
5 (Ik)A

(k)
4 (Ik) = ϕk(dk(ξ)),

A
(k)
2 (Ik)A

(k)
3 (Ik) = ϕk(s2k−1(ξ))

−〈Dk(ξ)〉k−→ A
(k)
1 (Ik)A

(k)
6 (Ik) = ϕk(s2k−2(ξ)),

A
(k)
3 (Ik)A

(k)
4 (Ik) = ϕk(s2k(ξ))

−〈Dk(ξ)〉k−→ A
(k)
6 (Ik)A

(k)
5 (Ik) = ϕk(s2k+1(ξ)), k < n,

ãäå ξ := f(Ik) ∈ D2
0,ε, ÷åðåç δ : C → C îáîçíà÷åí ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ

íà âåêòîð δ ∈ C â ïëîñêîñòè C, s0(ξ) := s1(ξ),

〈Dk(f(Ik))〉k := 2π

(
dJk
dIk

(Ik)−
dJk−1

dIk
(Ik) + . . .+ (−1)k−1dJ1

dIk
(Ik)

)
,

• ïðè ëþáîì k < n âûïîëíåíî

−−−−−−−−−−−→
A

(k)
3 (Ik)A

(k)
4 (Ik) =

−−−−−−−−−−−→
A

(k)
6 (Ik)A

(k)
5 (Ik)

= 〈Sk+1(f(Ik))〉k := 2π

(
dIk+1

dIk
(Ik)−

dIk+2

dIk
(Ik) + . . .+ (−1)n−k−1dIn

dIk
(Ik)

)
,

• òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïàðàëëåëîãðàììà A(k)
1 (Ik)A

(k)
2 (Ik)A

(k)
3 (Ik)A

(k)
6 (Ik)

ðàâíà 1
2(A

(k)
1 (Ik) + A

(k)
3 (Ik)) = 0 = ϕk(0, a2k(f(Ik))) (îòêóäà òî÷êà ïåðå-

ñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé (âûðîæäàþùåãîñÿ â îòðåçîê ïðè k = n) ïàðàëëå-

ëîãðàììà A
(k)
3 (Ik)A

(k)
4 (Ik)A

(k)
5 (Ik)A

(k)
6 (Ik) ðàâíà 1

2(A
(k)
3 (Ik) + A

(k)
5 (Ik)) =

π = ϕk(0, a2k+1(f(Ik))), à ïðè k = 1 öåíòðû îòîæäåñòâëÿåìûõ ñòîðîí

A
(1)
2 (I1)A

(1)
3 (I1) è A

(1)
1 (I1)A

(1)
6 (I1) ñóòü îòîæäåñòâëÿåìûå òî÷êè ±1

2〈D1(f(I1))〉1 =

ϕ1(0, a1(f(I1))));

22



â ÷àñòíîñòè, ïðè k = 1 äëÿ ëþáîãî I1 ∈ D̃ε,1 îáðàçîì êîìïëåêñíîé óãëîâîé

êîîðäèíàòû ϕ1 mod 2π|Gε,1∩Tf(I1)
: Gε,1 ∩ Tf(I1) → (T 2

C(dJ1

dI1
(I1))) \ γI1 ÿâëÿåòñÿ

âåñü �ïîïîëíåííûé íàäðåçàííûé òîð� (T 2
C(dJ1

dI1
(I1))) \ γI1 (ñîâïàäàþùèé ñ òî-

ðîì T 2
C(dJ1

dI1
(I1)) â ñëó÷àå n = 1) çà èñêëþ÷åíèåì äâóõ òî÷åê A

(1)
3 (I1), A

(1)
4 (I1)

(ñîâïàäàþùèõ äðóã ñ äðóãîì â ñëó÷àå n = 1), ÿâëÿþùèõñÿ �êîíöàìè ëèíèè

íàäðåçà� è îòâå÷àþùèõ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå;

â) (dz ∧ dw)|Gε,k = dIk ∧ dϕk, k = 1, . . . , n;

ã) ïåðåìåííàÿ �äåéñòâèå� Ik = Ik(f) è ôóíêöèÿ Jk = Jk(f) èìåþò âèä

Ik(ξ) =
1

π

a2k+1(ξ)∫
a2k(ξ)

√
ξ − P2n+1(y)dy, Jk(ξ) =

1

π

a2k(ξ)∫
a2k−1(ξ)

√
ξ − P2n+1(y)dy, ξ ∈ D2

0,ε,

ãäå â êà÷åñòâå ôóíêöèè√ áåðóòñÿ åå âåòâè, òàêèå ÷òî
√
−P2n+1(

1
2(a2k + a2k+1)) >

0 â ïåðâîì ñëó÷àå, è i
√
−P2n+1(

1
2(a2k−1 + a2k)) < 0 âî âòîðîì ñëó÷àå;

ä) äëÿ ëþáûõ äâóõ ðó÷åê Gε,k, Gε,`, ñîäåðæàùèõ â ñâîåé ãðàíèöå îäíî è

òî æå ñåìåéñòâî ãåîäåçè÷åñêèõ sj(ξ), âûïîëíåíî k = `±1, ïðè÷åì â ñëó÷àå

1 ≤ k < n ïåðåñå÷åíèå Gε,k ∩Gε,k+1 ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ãåîäåçè÷åñêèõ

Gε,k ∩Gε,k+1 =
⋃
|ξ|<ε

(s2k(ξ) ∪ s2k+1(ξ)) =
⋃
|ξ|<ε

(Prw|Tξ)−1(Sk+1(ξ)),

è íà ýòîì ïåðåñå÷åíèè êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû óãîë ϕk mod 2π è ϕk+1 mod 2π

ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ôîðìóëàìè:

I ′k+1(ξ) ϕk+1|s2k(ξ) + πJ ′k+1(ξ) = I ′k(ξ) (ϕk|s2k(ξ) − π),

I ′k+1(ξ) ϕk+1|s2k+1(ξ) − πJ ′k+1(ξ) = I ′k(ξ) (ϕk|s2k+1(ξ) − π);

å) óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà â êîîðäèíàòàõ (Ik, ϕk mod 2π) íà ðó÷êå Gε,k,
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k = 1, . . . , n, ïðèíèìàþò âèä:

İk = 0, ϕ̇k =
df(Ik)

dIk
;

4) àíòèêàíîíè÷åñêàÿ èíâîëþöèÿ C2 → C2, (z, w) 7→ (−z, w), ñîõðàíÿþ-

ùàÿ Ãàìèëüòîíèàí f , ïåðåâîäèò êàæäóþ ÷åòûðåõìåðíóþ ε-ðó÷êó Gε,k â ñå-

áÿ, è îãðàíè÷åíèå ýòîé èíâîëþöèè íà ýòó ðó÷êó â êîîðäèíàòàõ (Ik, ϕk mod 2π)

èìååò âèä (Ik, ϕk mod 2π) 7→ (Ik,−ϕk mod 2π), 1 ≤ k ≤ n.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ è èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîèì íàó÷íûì

ðóêîâîäèòåëÿì À.Ò. Ôîìåíêî è Å.À. Êóäðÿâöåâîé çà áîëüøîå âíèìàíèå ê ðà-

áîòå è ðÿä öåííûõ çàìå÷àíèé, îïðåäåëèâøèõ îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ åå ðàç-

âèòèÿ. Àâòîð áëàãîäàðåí À.È. Øàôàðåâè÷ó, À.Á. Æåãëîâó çà ïîëåçíûå îá-

ñóæäåíèÿ â ïðîöåññå ðàáîòû íà äèññåðòàöèåé, À.Ì. Ñòåïèíó è Ä.À. Àíîñîâó

çà âíèìàíèå ê ðàáîòå è öåííûå çàìå÷àíèÿ.
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Ãëàâà 1

Èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû

ñ íåïîëíûìè ïîòîêàìè è

ìíîãîóãîëüíèêè Íüþòîíà

1.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è óòâåðæäåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1.1.1 ([30, �2.1 è �3.4]). Ìíîãîóãîëüíèêîì Íüþòîíà Pf ⊂ R2

ìíîãî÷ëåíà f(z, w) =
∑
l,m≥0

al,mz
lwm íàçûâàåòñÿ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæå-

ñòâà òî÷åê (l,m) ∈ Z2 òàêèõ, ÷òî al,m 6= 0. Ðàçìåðíîñòüþ dim Pf ìíîãîóãîëü-

íèêà Íüþòîíà Pf íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü ìèíèìàëüíîãî àôôèííîãî ïîäïðî-

ñòðàíñòâà â R2, ñîäåðæàùåãî ìíîãîóãîëüíèê Íüþòîíà Pf . Ìíîãîóãîëüíèêîì

Pη
f ⊂ R2, îòâå÷àþùèì ìíîãîóãîëüíèêó Íüþòîíà Pf è êîâåêòîðó η ∈ R2∗,

íàçîâåì ãðàíü (ðàçìåðíîñòè 0, 1 èëè 2) ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà Pf , íà êî-

òîðîé äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ôóíêöèÿ Pf → R, x 7→ 〈η, x〉, x ∈ Pf , ãäå ÷åðåç

〈η, x〉 ∈ R îáîçíà÷åíî çíà÷åíèå êîâåêòîðà η íà âåêòîðå x ∈ R2 (â ÷àñòíîñòè,

ñàì ìíîãîóãîëüíèê Íüþòîíà P0
f = Pf îòâå÷àåò íóëåâîìó êîâåêòîðó η = 0, à

êàæäàÿ ñòîðîíà ìíîãîóãîëüíèêà Pf îòâå÷àåò ñâîåìó �âåêòîðó âíåøíåé íîð-
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ìàëè�). Ïî ìíîãî÷ëåíó f(z, w) =
∑
l,m≥0

al,mz
lwm è êîâåêòîðó η îïðåäåëèì óñå-

÷åííûé ìíîãî÷ëåí f η(z, w) =
∑

(l,m)∈Pηf

al,mz
lwm, ñì. ðèñ. 1.1.

Ðèñ. 1.1: Ïðèìåð ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà

Íèæå (îïðåäåëåíèÿ 1.1.2, 1.1.3 è 1.1.4) ââåäåíû òðè ïîíÿòèÿ íåâûðîæäåí-

íîñòè äëÿ ìíîãî÷ëåíà f(z, w) − ξ, à èìåííî îïðåäåëåíû íåâûðîæäåííîñòü

ìíîãî÷ëåíà îòíîñèòåëüíî ñâîåãî ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà, íåîñîáîñòü ñëîÿ

f−1(ξ) äëÿ ôóíêöèè f è íåïðèâîäèìîñòü ìíîãî÷ëåíà f(z, w) − ξ. Ëþáîå èç

ýòèõ óñëîâèé âûïîëíåíî äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ �îáùåãî ïîëîæåíèÿ�. Ïðè âûïîë-

íåíèè äàííûõ óñëîâèé óäàåòñÿ îïèñàòü òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ñëîÿ f−1(ξ)

(ñì. òåîðåìû 7, 8, 9, 10 è ñëåäñòâèå 1.2.3, à òàêæå òåîðåìó 11 è ñëåäñòâèÿ 1.3.2

è 1.3.4 íèæå). Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, äàííûå ñâîéñòâà ÿâëÿþòñÿ íåçàâè-

ñèìûìè (ñì. ïðèìåð 1.1.6).

Îïðåäåëåíèå 1.1.2 ([30, �2.1, îïðåäåëåíèå]). Ìíîãî÷ëåí f(z, w) íàçûâàåòñÿ

íåâûðîæäåííûì îòíîñèòåëüíî ñâîåãî ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà Pf , åñëè

äëÿ ëþáîãî êîâåêòîðà η ∈ R2∗ âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå: äëÿ ëþáîãî

ðåøåíèÿ (z, w) óðàâíåíèÿ f η(z, w) = 0, ëåæàùåãî â (C\{0})2, äèôôåðåíöèàë

df η(z, w) 6= 0.
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Îïðåäåëåíèå 1.1.3. Ñëîåì Tξ ⊂ C2 ìíîãî÷ëåíà f : C2(z, w) → C íàçûâà-

åòñÿ ìíîæåñòâî Tξ = {(z, w) ∈ C2|f(z, w) = ξ}. Ñëîé Tξ ⊂ C2 íàçûâàåòñÿ

íåîñîáûì äëÿ ôóíêöèè f , åñëè df(z, w) 6= 0 äëÿ ëþáûõ (z, w) ∈ Tξ.

Îïðåäåëåíèå 1.1.4. Ìíîãî÷ëåí f(z, w) íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè íå

ñóùåñòâóåò åãî ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè f(z, w) = p1(z, w)p2(z, w), ãäå

p1(z, w) è p2(z, w) � ìíîãî÷ëåíû, îòëè÷íûå îò êîíñòàíòû.

Â äàëüíåéøåì â îñíîâíîì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî íåîñîáûå ñëîè

íåâûðîæäåííûõ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Åñòåñòâåííîñòü ýòîãî ïðåäïî-

ëîæåíèÿ ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå 1.1.5.

Çàìå÷àíèå 1.1.5. Äëÿ çàäàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà P 6= ∅ è ïî÷òè âñåõ ìíî-

ãî÷ëåíîâ f , òàêèõ ÷òî Pf = P, âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) íóëåâîé ñëîé T0 = {(z, w) ∈ C2 | f(z, w) = 0} ÿâëÿåòñÿ íåîñîáûì (ñì.

òåîðåìó 6);

2) ìíîãî÷ëåí f(z, w) ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì îòíîñèòåëüíî ñâîåãî ìíî-

ãîóãîëüíèêà Íüþòîíà Pf (ñì. [30, �2.2, òåîðåìà]);

3) ìíîãî÷ëåí f(z, w) ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì.

Ïðèìåð 1.1.6. Â òàáëèöå íèæå äëÿ êàæäîãî èç âûïèñàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ

óêàçàíî, âûïîëíåíû ëè äëÿ íåãî ñâîéñòâà íåîñîáîñòè íóëåâîãî ñëîÿ, íåâû-

ðîæäåííîñòè îòíîñèòåëüíî ñâîåãî ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà è íåïðèâîäèìî-

ñòè.
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Ìíîãî÷ëåí Íåîñîáîñòü T0 Íåâûðîæäåííîñòü Íåïðèâîäèìîñòü

z + + +

z2 + w3 − + +

z2 + w2 + 2zw + w + − +

z3 + (w + 1)2 − − +

(z + 1)(z + 2) + + −

zw − + −

(z2 + w2 + 1)(z2 + w2 + 2) + − −

(z + 1)3 − − −

Çàìå÷àíèå 1.1.7. Êàê ïîêàçàíî â ïðèìåðå 1.1.6, óñëîâèÿ íåîñîáîñòè ñëîÿ

Tξ ìíîãî÷ëåíà f , íåâûðîæäåííîñòè ìíîãî÷ëåíà f − ξ îòíîñèòåëüíî ñâîåãî

ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà Pf−ξ, íåïðèâîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíà f − ξ ÿâëÿþòñÿ

íåçàâèñèìûìè, ãäå ξ ∈ C.

Òåîðåìà 6 (Êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà îñîáûõ çíà÷åíèé [28], [40]). Ïóñòü f :

C2 → C � êîìïëåêñíûé ìíîãî÷ëåí äâóõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ, îòëè÷-

íûé îò êîíñòàíòû. Òîãäà ìíîæåñòâî Σf ⊂ C îñîáûõ çíà÷åíèé êîíå÷íî,

ò.å. èìååò âèä Σf = {ξi}Ni=1, ãäå ξi ∈ C, i = 1, . . . , N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòèì â C3 ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå X = {(z, w, ξ) ∈

C3 | f(z, w) = ξ} ⊂ C3 è ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå Prξ : C3 → C, (z, w, ξ) 7→ ξ.

Ðåãóëÿðíîñòü îòîáðàæåíèÿ Prξ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî, â ÷àñòíîñòè,
∂Prξ(z,w,ξ)

∂ξ =

1. Îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ F := Prξ|X ÿâëÿåòñÿ F (X) = C, ïîñêîëüêó ìíî-

ãî÷ëåí f(z, w) îòëè÷åí îò êîíñòàíòû. Ïî óñèëåííîé òåîðåìå Áåðòèíè (äëÿ

ñõåì) îòñþäà ñëåäóåò (ñì. [28, Ãë.III, ñëåäñòâèå 10.7]), ÷òî ñóùåñòâóåò îò-

êðûòîå ïî Çàðèññêîìó íåïóñòîå ìíîæåñòâî U ⊂ C òàêîå, ÷òî F |F−1(U) :
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F−1(U) → U ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìîðôèçìîì ñîîòâåòñòâóþùèõ ñõåì â ñìûñ-

ëå [28, Ãë.III, �10, îïðåäåëåíèå]. Ïî òåîðåìå [28, Ãë.III, òåîðåìà 10.2] ñõåìà

Xξ := Spec(C[z, w]/(f − ξ)) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé äëÿ ëþáîãî ξ ∈ U , ò.å., â

÷àñòíîñòè, îíà ðåãóëÿðíà â ñëåäóþùåì ñìûñëå: äëÿ ëþáîé òî÷êè (z, w) ∈ C2,

òàêîé ÷òî (z, w, ξ) ∈ X, ëîêàëüíîå êîëüöî äàííîé ñõåìû â òî÷êå (z, w, ξ) ðå-

ãóëÿðíî â ñìûñëå [28, Ãë.I, �5, îïðåäåëåíèå]. Ïîêàæåì, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî (∂f∂z (z, w), ∂f∂w(z, w)) 6= (0, 0), ò.å. ξ ÿâëÿåòñÿ íåîñîáûì çíà÷åíèåì ôóíê-

öèè f . Äåéñòâèòåëüíî, èç òåîðåìû (ñì. [40, òåîðåìà 36, ñ.121] èëè [28, Ãë.1,

óïðàæíåíèå 5.13]) î òîì, ÷òî ëîêàëüíîå ðåãóëÿðíîå êîëüöî íå èìååò äåëèòåëåé

íóëÿ ñëåäóåò, ÷òî f(z, w)− ξ � ýòî ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ

Pi(z, w) áåç îáùèõ íóëåé, ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (∂f∂z (z, w), ∂f∂w(z, w)) 6= (0, 0)

ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå àíàëîãè÷íûõ íåðàâåíñòâ äëÿ êàæäîãî íåïðèâîäèìîãî

ñîìíîæèòåëÿ Pi(z, w). À äëÿ íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà P (z, w) òðåáóåìîå

íåðàâåíñòâî äîêàçàíî â [28, Ãë.I, òåîðåìà 5.1]. Âñÿêîå îòêðûòîå ïî Çàðèññêî-

ìó íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî U ⊂ C èìååò âèä U = C\{ξi}Ni=1, îòêóäà îáðàç Σf

ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê ñîäåðæèòñÿ â {ξi}Ni=1, ò.å. êîíå÷åí.

1.2 Îáçîð èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ ïî òîïîëîãèè ñëîåâ

1.2.1 Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñâÿçíîñòè ñëîÿ

Ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû 7 è 8 óñòàíàâëèâàþò ñâÿçíîñòü íóëåâîãî ñëîÿ

ìíîãî÷ëåíà, ÿâëÿþùåãîñÿ ëèáî íåïðèâîäèìûì, ëèáî íåâûðîæäåííûì îòíî-

ñèòåëüíî ñâîåãî ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà, èìåþùåãî ðàçìåðíîñòü 2.

Òåîðåìà 7 (Ñâÿçíîñòü ñëîåâ íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà [28, Ãë.I]). Ïóñòü
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ìíîãî÷ëåí f = f(z, w) íåïðèâîäèì. Òîãäà íóëåâîé ñëîé T0 = f−1(0) ñâÿçåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî [28, Ãë.I, ñëåäñòâèå 1.4] ñëîé T0 íåïðèâîäèì òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà èäåàë, ïîðîæäåííûé ìíîãî÷ëåíîì f , ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ìíîãî÷ëåí f ÿâëÿåòñÿ íåïðèâî-

äèìûì. Íåïðèâîäèìîñòü ñëîÿ T0 îçíà÷àåò (ñì. [28, Ãë.I, îïðåäåëåíèå â �1,

ñòð. 18]), ÷òî íå ñóùåñòâóåò Y1, Y2 ⊂ T0 � ñîáñòâåííûõ çàìêíóòûõ (â ñìûñëå

òîïîëîãèè Çàðèññêîãî) â T0 ïîäìíîæåñòâ, òàêèõ ÷òî T0 = Y1
⋃
Y2, ÷òî âëå÷åò

ñâÿçíîñòü T0.

Òåîðåìà 8 (Ñâÿçíîñòü ñëîåâ íåâûðîæäåííîãî ìíîãî÷ëåíà [29, �2.1]). Ïóñòü

ìíîãî÷ëåí f = f(z, w) íåâûðîæäåí îòíîñèòåëüíî ñâîåãî ìíîãîóãîëüíèêà

Íüþòîíà Pf , è dim(Pf) = 2. Òîãäà ïîäìíîæåñòâî T̂0 := T0 \ ((C × {0}) ∪

({0} × C)) íóëåâîãî ñëîÿ T0 = f−1(0) ñâÿçíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X̃ � çàìûêàíèå ìíîãîîáðàçèÿ X := T̂0 â äîñòàòî÷íî

ïîëíîé ïðîåêòèâíîé òîðè÷åñêîé êîìïàêòèôèêàöèè M ⊃ C2. Ñîãëàñíî [29,

�2.1, òåîðåìà], X̃ ñâÿçíî. Òàê êàê X̃,X áèðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíû è èìåþò

êîìïëåêñíóþ ðàçìåðíîñòü 1, ìíîæåñòâî X̃\X êîíå÷íî. Ïîýòîìó èç ñâÿçíîñòè

X̃ ïîëó÷àåì ñâÿçíîñòü X.

1.2.2 Òîïîëîãèÿ ñëîÿ íåâûðîæäåííîãî ìíîãî÷ëåíà

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Ïóñòü M � êîìïàêòíîå àíàëèòè÷åñêîå ïðîåêòèâíîå

ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè dimCM = n. Àðèôìåòè÷åñêèì ðîäîì pa(M) ìíî-

ãîîáðàçèÿ M íàçûâàåòñÿ àëüòåðíèðîâàííàÿ ñóììà

pa(M) :=
n∑
k=0

(−1)k dimC(Ωk(M)),
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ãäå ÷åðåç Ωk(M) îáîçíà÷åíî ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

k-ôîðì íà M (ñì. [29, �1.1]). Äëÿ íåêîìïàêòíîãî àíàëèòè÷åñêîãî ìíîãîîáðà-

çèÿ M ′ àðèôìåòè÷åñêèé ðîä îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé pa(M
′) := pa(M), ãäå

M � ëþáîå êîìïàêòíîå àíàëèòè÷åñêîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå, áèðàöèî-

íàëüíî ýêâèâàëåíòíîå M ′.

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ áèðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíûõ êîìïàêòíûõ àëãåáðàè-

÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé M1,M2 âûïîëíåíî dimC(Ωk(M1)) = dimC(Ωk(M2)) è

pa(M1) = pa(M2) (ñì. [29, �1.1]). Ïîýòîìó îïðåäåëåíèå 1.2.1 êîððåêòíî äëÿ

íåêîìïàêòíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Åñëè M1 è M2 áèðàöèîíàëüíî

ýêâèâàëåíòíû è dimCM1 = 1, òî èìåþòñÿ êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà N1 ⊂ M1

è N2 ⊂M2, òàêèå ÷òî M1 \N1 è M2 \N2 êîìïëåêñíî äèôôåîìîðôíû.

Òåîðåìà 9 (Íåîñîáîñòü è àðèôìåòè÷åñêèé ðîä ñëîÿ [29, �1.1, òåîðåìà 1 â

�1.3, òåîðåìà â �2.1, òåîðåìà â �4.1]). Ñëîé T0 = f−1(0), îïðåäåëåííûé íåâû-

ðîæäåííûì (îòíîñèòåëüíî ñâîåãî ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà Pf) ìíîãî÷ëå-

íîì f(z, w) 6= const ñ íåíóëåâûì ñâîáîäíûì ÷ëåíîì, ÿâëÿåòñÿ íåîñîáûì

äëÿ ôóíêöèè f . Åãî àðèôìåòè÷åñêèé ðîä pa(T0) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìó-

ëå pa(T0) = 1 − (−1)dim PfB+(Pf), ãäå B
+(Pf) � êîëè÷åñòâî öåëî÷èñëåí-

íûõ òî÷åê, ëåæàùèõ ñòðîãî âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà Pf (â òîïî-

ëîãèè ìèíèìàëüíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîäåðæàùåãî Pf). Òî åñòü,

pa(T0) = 1−B+(Pf) ïðè dim Pf = 2, è pa(T0) = 1 +B+(Pf) ïðè dim Pf = 1.

Ïðèìåð 1.2.2. Äëÿ f(z, w) = zn − 1 ñëîé T0 = f−1(0) ≈ C × {1, . . . , n}

èìååò àðèôìåòè÷åñêèé ðîä pa(T0) = 1 + B+(Pf) = n â ñèëó òåîðåìû 9.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïàêòíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ M ⊃ T0,

áèãîëîìîðôíî ýêâèâàëåíòíàÿ ñëîþ T0, ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì n
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ýêçåìïëÿðîâ ñôåð Ðèìàíà: M = C× {1, . . . , n}.

Ñîãëàñíî [27, �19.14], åñëè X � êîìïàêòíîå ñâÿçíîå 1-ìåðíîå êîìïëåêñíîå

ìíîãîîáðàçèå (ò.å. ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü), ãîìåîìîðôíàÿ ñôåðå ñ ng ðó÷-

êàìè, òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà íåé ðàâíà ng.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå òåîðåì 8 è 9.

Ñëåäñòâèå 1.2.3 (Êîëè÷åñòâî ðó÷åê ó ñëîÿ). Ïóñòü ìíîãî÷ëåí f(z, w) − ξ

íåâûðîæäåí îòíîñèòåëüíî ñâîåãî ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà Pf−ξ, ïðè÷åì

dim Pf−ξ = 2 è f(0, 0) 6= ξ. Òîãäà ñëîé Tξ ÿâëÿåòñÿ íåîñîáûì äëÿ ôóíêöèè f

è ãîìåîìîðôåí ñôåðå ñ ng = B+(Pf−ξ) ðó÷êàìè è êîíå÷íûì ÷èñëîì ïðîêîëîâ,

ãäå B+(Pf−ξ) êàê â òåîðåìå 9.

Îïðåäåëåíèå 1.2.4. Âåêòîðíûì ïîëåì êîñîé ãðàäèåíò sgrad Cf ∈ Vect(C2)

ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè f : C2 → C îòíîñèòåëüíî ãîëîìîðôíîé 2-ôîðìû ωC =

dz ∧ dw íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ïîëå sgrad Cf = (−∂f(z,w)
∂w , ∂f(z,w)

∂z ), çàäàííîå â

êîîðäèíàòàõ (z, w).

Îïðåäåëåíèå 1.2.5. (À) Ðèìàíîâîé ìåòðèêîé ïîïîëíåíèÿ gξ íåîñîáîãî ñëîÿ

Tξ äëÿ ôóíêöèè f íàçîâåì ðèìàíîâó ìåòðèêó gξ = Sym(∆ξ ⊗∆ξ), ãäå ãîëî-

ìîðôíàÿ 1-ôîðìà ∆ξ îïðåäåëåíà íà ñëîå Tξ ñîîòíîøåíèåì ∆ξ(sgrad Cf |Tξ) =

1. Îòìåòèì, ÷òî ðèìàíîâà ìåòðèêà gξ ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé, è èíòåãðàëüíûå òðà-

åêòîðèè âåêòîðíûõ ïîëåé sgrad Cf |Tξ è i sgrad Cf |Tξ ÿâëÿþòñÿ åå ãåîäåçè÷å-

ñêèìè.

(Á) Íà ñëîå Tξ îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ ρξ : Tξ × Tξ → R, ãäå

äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Tξ, ρξ(x, y) � íèæíÿÿ ãðàíü äëèí âñåõ êðèâûõ, ëåæàùèõ

â Tξ è ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè x, y, ðàññòîÿíèå â ñìûñëå ðèìàíîâîé ìåòðèêè

ïîïîëíåíèÿ gξ.
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Òåîðåìà 10 (Êîëè÷åñòâî ðó÷åê è ãîëîìîðôíûå 1-ôîðìû íà ñëîå [29, óòâåð-

æäåíèå è ïðèìåð â �2.2]). Ïóñòü ìíîãî÷ëåí f(z, w)− ξ íåâûðîæäåí îòíîñè-

òåëüíî ñâîåãî ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà Pf−ξ, ïðè÷åì dim Pf−ξ = 2. Òîãäà

ïîäìíîæåñòâî T̂ξ := Tξ\((C×{0})∪({0}×C)) ñëîÿ Tξ = f−1(ξ) ãîìåîìîðôíî

ñôåðå ñ ng = B+(Pf−ξ) ðó÷êàìè è êîíå÷íûì ÷èñëîì ïðîêîëîâ, ãäå B+(Pf−ξ)

êàê â òåîðåìå 9. Áîëåå òîãî, 1-ôîðìû ∆0z
lwm íà X, ãäå (l,m) ∈ Z2 �

âíóòðåííèå öåëî÷èñëåííûå òî÷êè ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà Pf , îáðàçóþò

áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà íåêîòîðîé êîìïàêòíîé ñâÿçíîé

àíàëèòè÷åñêîé ïðîåêòèâíîé êðèâîé X̃ ⊃ T̂ξ, áèãîëîìîðôíî ýêâèâàëåíòíîé

ìíîãîîáðàçèþ T̂ξ.

1.3 Ïîâåäåíèå ãàìèëüòîíîâà ïîëÿ â áåñêîíå÷íî óäàëåí-

íûõ òî÷êàõ íà ïîïîëíåííîì ñëîå

Îïðåäåëåíèå 1.3.1. (À) Ñêàæåì, ÷òî ìåðîìîðôíîå âåêòîðíîå ïîëå v, îïðå-

äåëåííîå íà íåêîòîðîé êîìïëåêñíîé êðèâîé, èìååò ïîëþñ ïîðÿäêà k ≥ 0 â

òî÷êå x, åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå:

v = h(u)u−k d
du , ãäå u : U → C � ëîêàëüíàÿ êîîðäèíàòà â îêðåñòíîñòè òî÷êè

x, h(u) � íåêîòîðàÿ ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà u(U), òàêèå ÷òî u(x) = 0 è

h(0) 6= 0.

(Á) Ñêàæåì, ÷òî ãîëîìîðôíàÿ 1-ôîðìà ∆, îïðåäåëåííàÿ íà íåêîòîðîé

êîìïëåêñíîé êðèâîé, èìååò íîëü ïîðÿäêà k ≥ 0 â òî÷êå x, åñëè â íåêî-

òîðîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå: ∆ = h(u)ukdu, ãäå

u : U → C � ëîêàëüíàÿ êîîðäèíàòà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x, h(u) � íåêîòîðàÿ

ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà u(U), òàêèå ÷òî u(x) = 0 è h(0) 6= 0.
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Èç îïðåäåëåíèÿ 1.3.1 ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî åñëè ãîëîìîðôíàÿ 1-ôîðìà ∆ íà

êîìïëåêñíîé êðèâîé èìååò íîëü ïîðÿäêà k â òî÷êå x, òî â íåêîòîðîé îêðåñò-

íîñòè U òî÷êè x âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå: ∆ = ukdu äëÿ íåêîòîðîé ëîêàëüíîé

êîîðäèíàòû u : U → C â îêðåñòíîñòè òî÷êè x. Ïîëþñ ïîðÿäêà k = 0 ÿâëÿ-

åòñÿ óñòðàíèìîé îñîáåííîñòüþ âåêòîðíîãî ïîëÿ. Èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè

âåêòîðíîãî ïîëÿ v, èìåþùåãî ïîëþñ ïîðÿäêà 2, èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1.2.

Ðèñ. 1.2: Ïîëþñ ïîðÿäêà 2

Ïóñòü ìíîãîóãîëüíèê Íüþòîíà Pf−ξ0 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

(i) ìíîãîóãîëüíèê Íüþòîíà P = Pf−ξ0 ñîäåðæèò âìåñòå ñ êàæäîé ñâîåé òî÷-

êîé (u, v) ∈ P ïðÿìîóãîëüíèê conv{(0, 0), (u, 0), (0, v), (u, v)} = Pzuwv+zu+wv+1.

Óñëîâèå (i) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî Pzl+wm+1 ⊆ Pf−ξ0 ⊆ Pzlwm+zl+wm+1 äëÿ

íåêîòîðûõ íåîòðèöàòåëüíûõ l,m ∈ Z.

Îáîçíà÷èì D2
z0,ε

:= {z ∈ C | |z − z0| < ε}, îòêðûòûé äâóìåðíûé äèñê.

Òåîðåìà 11 (Íîðìàëèçàöèÿ íåâûðîæäåííîãî ìíîãî÷ëåíà è 2-ôîðìû dz∧dw

â �áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷êàõ� ñëîåâ). Ïóñòü f(z, w)− ξ0 � íåâûðîæäåí-

íûé ìíîãî÷ëåí îòíîñèòåëüíî ñâîåãî ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà Pf−ξ0, ïðè-

÷åì ìíîãîóãîëüíèê Íüþòîíà Pf−ξ0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (i) âûøå, è dim Pf−ξ0 =

2 (ñì. îïðåäåëåíèå 1.1.1). Òîãäà ñóùåñòâóþò ε > 0 è R > 0, òàêèå ÷òî
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1) äëÿ ëþáîé ñòîðîíû Γl ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà, íå ëåæàùåé íà êî-

îðäèíàòíûõ îñÿõ, ñóùåñòâóþò ðîâíî nΓl ãîëîìîðôíûõ âëîæåíèé JΓl,n :

D2
ξ0,ε
× (D2

0,ε \ {0})→ C2, 1 ≤ n ≤ nΓl, òàêèõ ÷òî

f ◦ JΓl,n(ξ, u) = ξ, J∗Γl,n(dz ∧ dw) = u(u0−1)αΓl
+(v0−1)βΓl

−1dξ ∧ du,

(ξ, u) ∈ D2
ξ0,ε
× (D2

0,ε \ {0}), ïðè÷åì limu→0 |JΓl,n(ξ, u)| = ∞ ðàâíîìåðíî ïî

ξ ∈ D2
ξ0,ε

, 1 ≤ n ≤ nΓl, ãäå nΓl + 1 ðàâíî êîëè÷åñòâó öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê

íà ñòîðîíå Γl, (αΓl, βΓl) � íåñîêðàòèìûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ñòîðîíû

Γl, è (u0, v0) ∈ Γl � ëþáàÿ òî÷êà íà Γl;

2) îáðàçû âñåõ ýòèõ nµ =
∑

l nΓl âëîæåíèé (îòâå÷àþùèõ îäíîé è òîé æå

ñòîðîíå, íî ðàçíûì çíà÷åíèÿì n, ëèáî ðàçíûì ñòîðîíàì ìíîãîóãîëüíèêà

Íüþòîíà) ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, è îáúåäèíåíèå ýòèõ îáðàçîâ ñîäåðæèò

f−1(D2
ξ0,ε

)\D4
0,R (ò.å. äîïîëíåíèå ýòîãî îáúåäèíåíèÿ â f−1(D2

ξ0,ε
) îãðàíè÷åíî,

à ïîòîìó åãî çàìûêàíèå â C2 êîìïàêòíî).

Ñëåäñòâèå 1.3.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 11. Èìååòñÿ êîì-

ïëåêñíîå 2-ìåðíîå ñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå M̃ 4 = M̃ 4
ξ0,ε

ñ êîìïëåêñíî àíàëèòè-

÷åñêèì àòëàñîì èç nµ+1 êàðò, ïîëó÷åííîå èçM 4 = M 4
ξ0,ε

:= f−1(D2
ξ0,ε

) ⊂ C2

ïðèêëåèâàíèåì nµ ýêçåìïëÿðîâ ìíîæåñòâà D2
ξ0,ε
× D2

0,ε ⊂ C2 ïðè ïîìî-

ùè âëîæåíèé JΓl,n (ñì. òåîðåìó 11), òàêîå ÷òî M̃ 4 \M 4 ≈ D2
ξ0,ε
× {0} ×

{1, . . . , nµ} (�áåñêîíå÷íî óäàëåííûå� òî÷êè pξ,Γl,n) è çàìûêàíèå T̃ξ ⊂ M̃ 4

êàæäîãî ñëîÿ Tξ = f−1(ξ) â M̃ 4, ÿâëÿåòñÿ íåîñîáûì êîìïàêòíûì ñâÿç-

íûì ñëîåì T̃ξ = f̃−1(ξ) íåêîòîðîé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè f̃ : M̃ 4 → C,

ξ ∈ D2
ξ0,ε

, òàêîé ÷òî f̃ |M4 = f . Â UΓl,n := JΓl,n(D
2
ξ0,ε
× (D2

0,ε \ {0})) ⊂ M 4

âåêòîðíîå ïîëå sgrad Cf , 1-ôîðìà ∆ξ è ðèìàíîâà ìåòðèêà ïîïîëíåíèÿ gξ

(ñì. îïðåäåëåíèÿ 1.2.4 è 1.2.5(À)) èìåþò ñëåäóþùèé âèä â êîîðäèíàòàõ
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(ξ, u) ∈ D2
ξ0,ε
× (D2

0,ε \ {0}) èç òåîðåìû 11:

sgrad Cf |UΓl,n
= u(1−u0)αΓl

+(1−v0)βΓl
+1 ∂

∂u
,

∆ξ|UΓl,n
= u(u0−1)αΓl

+(v0−1)βΓl
−1du, ξ ∈ D2

ξ0,ε
,

gξ|UΓl,n
= (uu)(u0−1)αΓl

+(v0−1)βΓl
−1du du, ξ ∈ D2

ξ0,ε
.

Ïðè ýòîì (u0 − 1)αΓl + (v0 − 1)βΓl − 1 ≥ 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ìíîãîóãîëüíèê Íüþòîíà Pf−ξ0 ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó âíóòðåííþþ òî÷êó

ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè (ò.å. êîãäà T̃ξ0 6≈ S2).

Çàìå÷àíèå 1.3.3. Ïðè |ξ−ξ0| < ε âåêòîðíîå ïîëå sgrad Cf |T̃ξ íà êîìïàêòíîé

ñâÿçíîé ïîâåðõíîñòè T̃ξ = f̃−1(ξ) èìååò ðîâíî nµ îñîáûõ òî÷åê, èíäåêñû

êîòîðûõ ðàâíû (1 − u0)αΓl + (1 − v0)βΓl + 1, ñì. ñëåäñòâèå 1.3.2. Ïîýòîìó

ñóììà èíäåêñîâ ðàâíà nµ−2S(Pf−ξ), ãäå S(Pf−ξ) � ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà

conv{(1, 1)}∪(∪lΓl). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ñëåäñòâèþ 1.2.3 ðîä ïîâåðõíîñòè T̃ξ

(ò.å. êîëè÷åñòâî ðó÷åê) ðàâåí ng = B+(Pf−ξ). Òàê êàê ñóììà èíäåêñîâ îñîáûõ

òî÷åê âåêòîðíîãî ïîëÿ ðàâíà 2 − 2ng, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî nµ − 2S(Pf−ξ) =

2− 2B+(Pf−ξ), ðàâíîñèëüíîå èçâåñòíîé òåîðåìå Ïèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11. Ñíà÷àëà îòìåòèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ (i) âû-

ïîëíåíî αΓl ≥ 0 è βΓl ≥ 0, ïðè÷åì ïî êðàéíåé ìåðå îäíî íåðàâåíñòâî ñòðîãîå.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè (u0, v0) � íà÷àëüíàÿ âåðøèíà ñòîðîíû Γl ⊂ ∂∆f−ξ0

ïî îòíîøåíèþ ê ïîëîæèòåëüíîé îðèåíòàöèè (ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè) çà-

ìêíóòîé ëîìàíîé ∂∆f−ξ0 ⊂ C. Òîãäà öåëî÷èñëåííûå òî÷êè ñòîðîíû Γl èìåþò

êîîðäèíàòû (un, vn) := (u0−nβΓl, v0 +nαΓl), n = 0, 1, . . . , nΓl. Äàëåå, ðàññìîò-

ðèì âåêòîð η := (αΓl, βΓl) âíåøíåé íîðìàëè ñòîðîíû Γl è îòâå÷àþùèé åìó
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óñå÷åííûé ìíîãî÷ëåí f η(z, w) =
nΓl∑
n=0

aun,vnz
unwvn = zu0wv0PΓl

(
w
αΓl

z
βΓl

)
, ãäå

PΓl(y) :=

nΓl∑
n=0

aun,vny
n =

nΓl∑
n=0

au0−nβΓl
,v0+nαΓl

yn.

Ïóñòü ŷ1, . . . , ŷnΓl
� êîðíè óðàâíåíèÿ PΓl(y) = 0. Çàìåòèì, ÷òî âñå êîðíè

óðàâíåíèÿ PΓl(y) = 0 ðàçëè÷íû (òàê êàê f(z, w) � íåâûðîæäåííûé ìíîãî-

÷ëåí) è íå ðàâíû íóëþ (òàê êàê au0,v0
6= 0 è aunΓl

,vnΓl
= au0−nΓl

βΓl
,v0+nΓl

αΓl
6= 0

â ñèëó òîãî, ÷òî (u0, v0) è (unΓl
, vnΓl

) = (u0 − nΓlβΓl, v0 + nΓlαΓl) � âåðøèíû

ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà). Ïîëîæèì ŷ := ŷn, ãäå n = 1, . . . , nΓl.

Øàã 1. Ïóñòü αΓl 6= 0. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

Iε2,ε3,αΓl
,βΓl

,ŷ : (D2
0,ε2
\ {0})×D2

0,ε3
→ C2, (u, g) 7→ (u−αΓl , u−βΓl(ŷ + g)1/αΓl),

ãäå ε2, ε3 > 0 � íåêîòîðûå ÷èñëà. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ gn(ξ, u),

òàêàÿ ÷òî âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

gn(ξ, 0) = 0, f ◦ Iε1,ε2,ε3,αΓl
,βΓl

,ŷ(u, gn(ξ, u)) = ξ.

Â ñàìîì äåëå, çíà÷åíèå ëþáîãî ìîíîìà ak,mz
kwm ìíîãî÷ëåíà f(z, w) íà ïà-

ðå (z, w) = Iε2,ε3,αΓl
,βΓl

,ŷ(u, g) ðàâíî ak,mz
kwm = ak,mu

−kαΓl
−mβΓl(ŷ + g)m/αΓl =

ak,mu
−αΓl

u0−βΓl
v0uαΓl

(u0−k)+βΓl
(v0−m)(ŷ+g)m/αΓl . Çàìåòèì, ÷òî αΓl(u0−k)+βΓl(v0−

m) ≥ 0, ïîñêîëüêó (k,m) ∈ Pf−ξ0, è αΓl(u0 − k) + βΓl(v0 − m) = 0 òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà (k,m) ∈ Γl, ïîñêîëüêó (αΓl, βΓl) � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê Γl.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f◦Iε2,ε3,αΓl
,βΓl

,ŷ(u, g)−ξ = u−αΓl
u0−βΓl

v0(PΓl(ŷ+g)+. . . ), ãäå

íåâûïèñàííûå ìîíîìû èìåþò ñòåïåíü ïî ïåðåìåííîé u áîëüøå ëèáî ðàâíóþ

åäèíèöå. Ðàññìîòðèì â îáëàñòè C×D2
0,ε2
×D2

0,ε3
ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ

F (ξ, u, g) := (f ◦ Iε2,ε3,αΓl
,βΓl

,ŷ(u, g)− ξ)uαΓl
u0+βΓl

v0 = PΓl(ŷ + g) + . . .
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è ðàññìîòðèì óðàâíåíèå F (ξ, u, g) = 0. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ξ ïðè u = 0

ïîäñòàíîâêà g = 0 äàåò ðåøåíèå, ïîñêîëüêó ŷ � êîðåíü óðàâíåíèÿ PΓl(y) = 0,

ò.å. F (ξ, 0, 0) = 0. Äàëåå, (∂F/∂g)|(ξ,0,0) = (P ′Γl(ŷ+g)+ . . . )|(ξ,0,0) = P ′Γl(ŷ) 6= 0,

òàê êàê (â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ìíîãî÷ëåíà f − ξ0 îòíîñèòåëüíî ñâîåãî

ìíîãîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà Pf−ξ0) ìíîãî÷ëåí PΓl(y) íå èìååò êðàòíûõ êîð-

íåé. Ïîýòîìó, ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè, ñóùåñòâóþò ε1, ε2, ε3 > 0, òàêèå

÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ gΓl,n : D2
ξ0,ε1
× D2

0,ε2
→ D2

0,ε3
⊂ C ñî

ñâîéñòâîì

gΓl,n(ξ, 0) = 0, F (ξ, u, gΓl,n(ξ, u)) = 0,

à, ñòàëî áûòü, Iε2,ε3,αΓl
,βΓl

,ŷ(u, gΓl,n(ξ, u)) ∈ Tξ. Áîëåå òîãî, ñîãëàñíî òåîðåìå î

íåÿâíîé ôóíêöèè, ôóíêöèÿ gΓl,n = gΓl,n(ξ, u) ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé.

Øàã 2. Äàëåå, ïîëîæèì

Jε1,ε2,ε3,αΓl
,βΓl

,ŷ(ξ, u) := Iε2,ε3,αΓl
,βΓl

,ŷ(u, gΓl,n(ξ, u))

è âû÷èñëèì

J∗ε1,ε2,ε3,αΓl
,βΓl

,ŷ(dz ∧ dw) = d(u−αΓl) ∧ d(u−βΓl(ŷ + gΓl,n(ξ, u))1/αΓl)

= (−αΓlu
−αΓl

−1du) ∧ (
(ŷ + gΓl,n(ξ, u))(1−αΓl

)/αΓl

αΓl
u−βΓl

∂gΓl,n(ξ, u)

∂ξ
dξ)

= (ŷ + gΓl,n(ξ, u))(1−αΓl
)/αΓlu−αΓl

−βΓl
−1(−∂F (ξ, u, gΓl,n)

∂ξ
/
∂F (ξ, u, gΓl,n)

∂g
)dξ ∧ du

= uαΓl
(u0−1)+βΓl

(v0−1)−1 (ŷ + gΓl,n(ξ, u))(1−αΓl
)/αΓl

P ′Γl(ŷ + gΓl,n(ξ, u)) + . . .
dξ ∧ du,

ãäå íåâûïèñàííûå ìîíîìû, êàê è ïðåæäå, èìåþò ñòåïåíü ïî u áîëüøå ëèáî

ðàâíóþ åäèíèöå. Ïîýòîìó

J∗ε1,ε2,ε3,αΓl
,βΓl

,ŷ(dz ∧ dw) = uαΓl
(u0−1)+βΓl

(v0−1)−1h(ξ, u)dξ ∧ du,
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ãäå h(ξ, u) � ãîëîìîðôíàÿ îòäåëåííàÿ îò íóëÿ ôóíêöèÿ äâóõ êîìïëåêñíûõ

ïåðåìåííûõ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (ξ0, 0). Îòñþäà ñóùåñòâóþò ε > 0

è çàìåíà êîîðäèíàò ψ : U(ξ0, 0) → D2
ξ0,ε
× D2

0,ε, ψ : (ξ, u) 7→ (ξ̃, ũ), ïðè÷åì

ξ̃ = ξ, òàêèå ÷òî

(Jε1,ε2,ε3,αΓl
,βΓl

,ŷ ◦ ψ−1)∗(dz ∧ dw) = ũαΓl
(u0−1)+βΓl

(v0−1)−1dξ ∧ dũ,

ãäå U(ξ0, 0) ⊂ C2 � íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè (ξ0, 0) â C2.

Øàã 3. Äîêàæåì, ÷òî Jε1,ε2,ε3,αΓl
,βΓl

,ŷ � âëîæåíèå. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, òî-

ãäà ñóùåñòâóþò (ξ1, u1) è (ξ2, u2), òàêèå ÷òî (ξ1, u1) 6= (ξ2, u2) è Jε1,ε2,ε3,αΓl
,βΓl

,ŷ(ξ1, u1) =

Jε1,ε2,ε3,αΓl
,βΓl

,ŷ(ξ2, u2). Îòñþäà ξ1 = ξ2, òàê êàê ξ1 = f(Jε1,ε2,ε3,αΓl
,βΓl

,ŷ(ξ1, u1)) =

f(Jε1,ε2,ε3,αΓl
,βΓl

,ŷ(ξ2, u2)) = ξ2, îáîçíà÷èì ξ := ξ1 = ξ2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

òàê êàê (u
−αΓl
1 , u

−βΓl
1 (ŷ + gΓl,n(ξ, u1))

1/αΓl) = (u
−αΓl
2 , u

−βΓl
2 (ŷ + gΓl,n(ξ, u2))

1/αΓl),

òî gΓl,n(ξ, u1) = gΓl,n(ξ, u2) è (â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû αΓl è βΓl) u1 = u2,

ïðîòèâîðå÷èå.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿ Jε1,ε2,ε3,αΓl
,βΓl

,ŷ, åñëè αΓl = 0 è βΓl 6=

0 (êàê ñëåäñòâèå, βΓl = 1). Òåì ñàìûì ïóíêò 1) äîêàçàí. Äîêàæåì ïóíêò 2).

Øàã 4. Äîêàæåì, ÷òî îáðàçû ïîñòðîåííûõ âëîæåíèé ïîïàðíî íå ïåðåñåêà-

þòñÿ è ÷òî êàæäîå èç íèõ èíúåêòèâíî. Ïóñòü Γl1 6= Γl2.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü αΓli 6= 0, i = 1, 2. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ŷ1, ŷ2 ∈ C \

{0}, n1, n2 ∈ N, 1 ≤ n1 ≤ nΓl1 , 1 ≤ n2 ≤ nΓl2 , òàêèå ÷òî äëÿ ëþáûõ ñêîëü óãîä-

íî ìàëûõ ε1, ε2 > 0 ñóùåñòâóþò (ξi, ui), |ξi− ξ0| < ε1, |ui| < ε2, i = 1, 2, òàêèå

÷òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå: Jε1,ε2,ε3,αΓl1
,βΓl1

,ŷ1
(ξ1, u1) = Jε1,ε2,ε3,αΓl2

,βΓl2
,ŷ2

(ξ2, u2).

Òîãäà

u
−αΓl1
1 = u

−αΓl2
2 , u

−βΓl1
1 (ŷ1 + gΓl1 ,n1

)
1/αΓl1 = u

−βΓl2
2 (ŷ2 + gΓl2 ,n2

)
1/αΓl2 .
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Îòñþäà u
αΓl1

βΓl2
−αΓl2

βΓl1
2 =

(ŷ2+gΓl2
,n2

)
αΓl1

/αΓl2

ŷ1+gΓl1
,n1

, à, çíà÷èò, u
αΓl1

βΓl2
−αΓl2

βΓl1
2 îãðàíè-

÷åíî è îòäåëåíî îò íóëÿ (ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëûõ u2), ñëåäîâàòåëüíî αΓl1βΓl2−

αΓl2βΓl1 = 0, îòêóäà âåêòîðû (αΓl1 , βΓl1) è (αΓl2 , βΓl2) ïðîïîðöèîíàëüíû, à ïî-

òîìó ñîâïàäàþò, ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü αΓl1 6= 0 è αΓl2 = 0 (çàìåòèì, ÷òî îäíîâðåìåííî ðàâåíñòâà

íóëþ αΓli = 0, i = 1, 2, íåâîçìîæíû, â ñèëó óñëîâèÿ Γl1 6= Γl2). Äîïóñòèì, ÷òî

ñóùåñòâóþò ŷ1, ŷ2 ∈ C\{0}, n1, n2 ∈ N, 1 ≤ n1 ≤ nΓl1 , 1 ≤ n2 ≤ nΓl2 , òàêèå ÷òî

äëÿ ëþáûõ ñêîëü óãîäíî ìàëûõ ε1, ε2 > 0 ñóùåñòâóþò (ξi, ui), |ξi − ξ0| < ε1,

|ui| < ε2, i = 1, 2, òàêèå ÷òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå: Jε1,ε2,ε3,αΓl1
,βΓl1

,ŷ1
(ξ1, u1) =

Jε1,ε2,ε3,0,1,ŷ2
(ξ2, u2). Òîãäà u

−αΓl1
1 = (ŷ2 +gΓl2 ,n2

)
1/βΓl2 . Îòñþäà u

−αΓl1
1 îãðàíè÷åíî

è îòäåëåíî îò íóëÿ (ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëûõ u1), ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó

óñëîâèÿ αΓl1 > 0, ïðîòèâîðå÷èå.

Äàëåå, ðàññìîòðèì ñòîðîíó Γl. Ïóñòü αΓl 6= 0. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâó-

þò ŷ1, ŷ2 ∈ C \ {0}, ŷ1 6= ŷ2, n1, n2 ∈ N, 1 ≤ n1 < n2 ≤ nΓl1 , òàêèå ÷òî

äëÿ ëþáûõ ñêîëü óãîäíî ìàëûõ ε1, ε2 > 0 ñóùåñòâóþò (ξi, ui), |ξi − ξ0| < ε1,

|ui| < ε2, i = 1, 2, òàêèå ÷òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå: Jε1,ε2,ε3,αΓl
,βΓl

,ŷ1
(ξ1, u1) =

Jε1,ε2,ε3,αΓl
,βΓl

,ŷ2
(ξ2, u2). Òîãäà ŷ1 − ŷ2 = gΓl,n2

(ξ2, u2) − gΓl,n1
(ξ1, u1), ÷òî íåâîç-

ìîæíî, â ñèëó òîãî, ÷òî ŷ1 6= ŷ2 è gΓl,n(ξ, u) � îãðàíè÷åííàÿ ãîëîìîðôíàÿ

ôóíêöèÿ, ïðè÷åì gΓl,n(ξ, 0) = 0, ïðîòèâîðå÷èå. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ

ñëó÷àé, êîãäà βΓl 6= 0.

Øàã 5. Äîêàæåì, ÷òî ïðè 0 < ε1 < |a0,0 − ξ0|/2 ìíîæåñòâî

f−1(D2
ξ0,ε1

) \
⋃
Γl,n

Jε1,ε2,ε3,αΓl
,βΓl

,ŷn

(
D2
ξ0,ε1
× (D2

0,ε2
\ {0})

)
îãðàíè÷åíî â C2. Îáîçíà÷èì X :=

⋃
Γl,n

Jε1,ε2,ε3,αΓl
,βΓl

,ŷn(D
2
ξ0,ε1
× (D2

0,ε2
\ {0})).
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Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî f−1(D2
ξ0,ε1

)\X îãðàíè÷åíî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, òîãäà

ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (zj, wj) ∈ f−1(D2
ξ0,ε1

) \ X, j ∈ N, òàêàÿ ÷òî

ëèáî zj → ∞, ëèáî wj → ∞. Òîãäà |zj| = eαj , |wj| = eβj , ãäå αj, βj ∈ R è

max{αj, βj} → +∞. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ñòîðîíû Γl ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (αj, βj) îòäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè îò

âåêòîðà íîðìàëè (αΓl, βΓl). Òîãäà |f(zj, wj) − ξj| = eu0αj+v0βj(|ãu0,v0
| + o(1))

ïðè j →∞, ãäå ξj := f(zj, wj), ãu,v := au,v ïðè (u, v) 6= (0, 0), ã0,0 := a0,0 − ξj,

u0, v0 ∈ Z � êîîðäèíàòû âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà, íà êîòîðîé çíà-

÷åíèå âûðàæåíèÿ αju0 +βjv0 íàèáîëüøåå (òàêàÿ âåðøèíà â ðàññìàòðèâàåìîì

ñëó÷àå, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, íå çàâèñèò îò j ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì

j). Ëåâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ðàâíà íóëþ, à ïðàâàÿ îòëè÷íà îò íóëÿ,

ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëó÷àé 2. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (αj, βj) ñ òî÷íîñòüþ äî ïðî-

ïîðöèîíàëüíîñòè ñòðåìèòñÿ ê âåêòîðó âíåøíåé íîðìàëè (αΓl, βΓl) íåêîòîðîé

ñòîðîíû Γl ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà. Âîçìîæíû äâà ïîäñëó÷àÿ.

Ïîäñëó÷àé 2à. Äîïóñòèì, ÷òî (αΓl, βΓl) = (−1, 0). Òîãäà |zj| = e−tj → 0,

|wj| = eo(tj) → +∞, ãäå tj → +∞ ïðè j →∞, è äëÿ ëþáîãî ìîíîìà |zpjw
q
j | =

etj(−p+o(1)), p, q ∈ Z. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 0 = f(zj, wj)−ξj = o(1)+f(0, wj)−ξj,

ãäå ξj := f(zj, wj), ïîýòîìó, ââèäó òîãî, ÷òî |wj| → ∞, èìååì f(0, w) ≡ const,

òî åñòü f(z, w)− ξ = zL(z, w) äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíòû ξ ∈ C è ìíîãî÷ëåíà

L = L(z, w), ïðîòèâîðå÷èå ââèäó óñëîâèé (i) è dim Pf−ξ0 = 2.

Ïîäñëó÷àé 2á. Òàêèì îáðàçîì, αΓl ≥ 0 è βΓl ≥ 0. Íàïîìíèì, ÷òî öå-

ëî÷èñëåííûå òî÷êè ñòîðîíû Γl èìåþò êîîðäèíàòû (u0 − nβΓl, v0 + nαΓl),
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n = 0, 1, . . . , nΓl, ãäå (u0, v0) � íà÷àëüíàÿ âåðøèíà ñòîðîíû Γl ⊂ ∂∆f−ξ0 ïî

îòíîøåíèþ ê ïîëîæèòåëüíîé îðèåíòàöèè (ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè) çàìêíó-

òîé ëîìàíîé ∂∆f−ξ0 ⊂ C. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè αΓl 6= 0 (òîãäà αΓl > 0,

βΓl ≥ 0 è |zj| → ∞), ðàññìîòðèì (αΓl-çíà÷íîå) îòîáðàæåíèå

hΓl : (x, y) 7→ (z, w) = (xαΓl , xβΓly1/αΓl)

îáëàñòè (C \ {0}) × C â ñåáÿ. Òîãäà zj = x
αΓl

j , wj = x
βΓl

j y
1/αΓl

j äëÿ íåêîòîðûõ

xj, yj ∈ C. Èìååì xj →∞, |yj| = |xj|o(1), îòêóäà

|f(zj, wj)− fΓl(zj, wj)− ξj| = O(|xj|u0αΓl
+v0βΓl

−1/2),

fΓl(zj, wj) = x
u0αΓl

+v0βΓl

j

( nΓl∑
n=0

aun,vny
vn/αΓl

j

)
= x

u0αΓl
+v0βΓl

j y
v0/αΓl

j

( nΓl∑
n=0

aun,vny
n
j

)
,

ãäå un := u0 − nβΓl, vn := v0 + nαΓl. Ïîýòîìó

0 = f(zj, wj)− ξj = x
u0αΓl

+v0βΓl

j

(
O(|xj|−1/2) + y

v0/αΓl

j

nΓl∑
n=0

aun,vny
n
j

)
ïðè j → ∞. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yj ∈ C ìîæåò ñòðå-

ìèòüñÿ òîëüêî ê áåñêîíå÷íîñòè (ïðè v0 < 0, vnΓl
< 0), ê íóëþ (ïðè v0 > 0,

vnΓl
> 0) è ê êîðíÿì ìíîãî÷ëåíà PΓl(y) :=

∑nΓl
n=0 aun,vny

n. Ïåðâîå íåâîçìîæíî,

òàê êàê f(z, w) ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì ìíîãî÷ëåíîì (à íå ìíîãî÷ëåíîì Ëîðàíà),

à ïîòîìó v0 ≥ 0 è vnΓl
≥ 0. Âòîðîå òîæå íåâîçìîæíî, òàê êàê â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå âûïîëíÿëîñü áû |xj| → ∞ è |yj| = |xj|−εj → 0 äëÿ íåêîòîðîãî εj → 0,

îòêóäà εj > 0 (íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî j), è |xj|−1/2 = |yj|1/(2εj) = o(|yj|v0/αΓl),

÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yj ∈ C îãðàíè-

÷åíà è ìîæåò èìåòü ñâîèìè ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè òîëüêî êîðíè ìíîãî÷ëåíà

PΓl(y).
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Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî limj→∞ yj = ŷn =: ŷ ∈ C è

PΓl(y) = (y − ŷ)Q(y), ãäå Q � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè nΓl − 1, òîãäà ŷ 6= 0 â ñèëó

óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè.

Îïðåäåëèì ïåðåìåííûå (u, g) = hΓl,ŷ(x, y) := (x−1, y − ŷ), òîãäà â ýòèõ ïå-

ðåìåííûõ â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò îòíîøåíèå (f ◦hΓl−ξ)/xu0αΓl
+v0βΓl

ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèåé F (ξ, u, g), ñîâïàäàþùåé ñ ââåäåííîé íà øà-

ãå 1. Òàê êàê (uj, gj)→ (0, 0) (â ñèëó xj →∞ è yj → ŷ ïî äîêàçàííîìó âûøå),

|ξj − ξ0| < ε1 è F (ξj, uj, gj) = 0, òî â ñèëó øàãà 1 èìååì gj = gΓl,n(ξj, uj), íà-

÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî j, ãäå ξj := f(zj, wj) è gΓl,n(ξ, u) � ôóíêöèÿ èç øàãà 1.

Îòñþäà è èç øàãà 2 èìååì

(zj, wj) = hΓl ◦ h−1
Γl,ŷ(uj, gj) = (u

−αΓl

j , u
−βΓl

j (ŷ + gj)
1/αΓl)

= Iε2,ε3,αΓl
,βΓl

,ŷ(uj, gj) = Jε1,ε2,ε3,αΓl
,βΓl

,ŷ(ξj, uj).

Îòñþäà (zj, wj) ∈ X, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî j, ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäñòâèå 1.3.4 (Óñëîâèå êîìïàêòíîñòè ïîïîëíåííûõ ñëîåâ, òèïû îñîáåííî-

ñòåé ïîëÿ sgrad Cf |Tξ). Ïóñòü f(z, w)− ξ0 � íåâûðîæäåííûé ìíîãî÷ëåí îò-

íîñèòåëüíî ñâîåãî ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà Pf−ξ0, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëî-

âèþ (i), ïðè÷åì dim Pf−ξ0 = 2, ãäå dim Pf−ξ0 � ðàçìåðíîñòü ìèíèìàëüíîãî

ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà â R2, ñîäåðæàùåãî Pf−ξ0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ε > 0

òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ξ ∈ C, |ξ − ξ0| ≤ ε, âûïîëíåíî:

(À) ìíîãî÷ëåí f(z, w) − ξ � íåâûðîæäåí îòíîñèòåëüíî ñâîåãî ìíîãî-

óãîëüíèêà Íüþòîíà dim Pf−ξ, ξ � íåîñîáîå çíà÷åíèå, dim Pf−ξ = 2;

(Á) ïðè ng := B+(Pf−ξ) ≥ 1 ïîïîëíåíèå Tξ ñëîÿ Tξ = f−1(ξ) îòíîñè-

òåëüíî ìåòðèêè ïîïîëíåíèÿ gξ ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíîé ñâÿçíîé ïîâåðõíî-

ñòüþ ñ ïëîñêîé ìåòðèêîé è êîíè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè; ýòà ïîâåðõíîñòü
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ãîìåîìîðôíà ñëîþ T̃ξ = f̃−1(ξ) (ñì. ñëåäñòâèå 1.3.2), ãîìåîìîðôíà ñôåðå ñ ng

ðó÷êàìè, ïðè÷åì |Tξ \ Tξ| = nµ, è â òî÷êàõ ìíîæåñòâà Tξ \ Tξ, íàçûâàå-

ìûõ áåñêîíå÷íî óäàëåííûìè, ìåòðèêà èìååò êîíè÷åñêèå îñîáåííîñòè; ïðè

ng = 0 ïîïîëíåíèå Tξ ëþáîãî ñëîÿ Tξ îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ïîïîëíåíèÿ

gξ ñîâïàäàåò ñ ñàìèì ñëîåì Tξ è èçîìåòðè÷íî åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè èëè

ïëîñêîìó öèëèíäðó;

(Â) ðàçëè÷íûì ñòîðîíàì ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà ñîîòâåòñòâóþò ðàç-

ëè÷íûå áåñêîíå÷íî óäàëåííûå òî÷êè íà Tξ; êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ áåñêî-

íå÷íî óäàëåííûõ òî÷åê, îòâå÷àþùèõ îäíîé è òîé æå ñòîðîíå ìíîãîóãîëü-

íèêà Íüþòîíà, ðàâíî nΓl; ïðè ng ≥ 1 (ñîîòâåòñòâåííî ng = 0) â êàæ-

äîé èç ýòèõ òî÷åê âåêòîðíîå ïîëå sgrad Cf |Tξ èìååò îñîáåííîñòü ïîëþñ

ïîðÿäêà (1 − u0)αΓl + (1 − v0)βΓl + 1 ≥ 0 (ñîîòâåòñòâåííî íîëü ïîðÿäêà

(u0 − 1)αΓl + (v0 − 1)βΓl − 1 > 0); ïðè ng ≥ 1 ïëîñêàÿ ìåòðèêà íà ïîïîë-

íåííîì ñëîå Tξ èìååò â êàæäîé áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå êîíè÷åñêóþ

îñîáåííîñòü ñ ïîëíûì óãëîì 2π((1− u0)αΓl + (1− v0)βΓl + 2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêò (À) ñëåäóåò èç òåîðåìû 6 è òîãî ôàêòà, ÷òî â ñè-

ëó óñëîâèÿ (i) ìíîãîóãîëüíèê Íüþòîíà ìíîãî÷ëåíà f(z, w) − ξ0 ñîâïàäàåò

ñ ìíîãîóãîëüíèêîì Íüþòîíà ìíîãî÷ëåíà f(z, w) − ξ. Ïóíêò (Á) ñëåäóåò èç

ñëåäñòâèÿ 1.2.3, òåîðåìû 7 è ñëåäñòâèÿ 1.3.2. Ïóíêò (Â) ñëåäóåò èç òåîðåìû 7

è ñëåäñòâèÿ 1.3.2.

1.4 Ïðèìåðû

Ïðèìåð 1.4.1. Ïóñòü f(z, w) = z3 +w3, òîãäà îñîáîå çíà÷åíèå îäíî è ðàâíî

0. Äëÿ ëþáîãî ξ ∈ C \ {0} íåîñîáûé ñëîé Tξ ≈ T2 \ {pξ,1, pξ,2, pξ,3} � òîð áåç
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òðåõ áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷åê. Â êàæäîé áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå pξ,i,

i = 1, 2, 3, âåêòîðíîå ïîëå sgrad Cf èìååò óñòðàíèìóþ îñîáåííîñòü. Äåéñòâè-

òåëüíî, êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ðàâíà (0, 0), îñîáîå çíà÷åíèå ðàâíî 0, ìíîæåñòâî

íåîñîáûõ çíà÷åíèé ñîâïàäàåò ñ C \ {0}. Ìíîãîóãîëüíèê Íüþòîíà äëÿ ìíî-

ãî÷ëåíà f(z, w) − ξ = z3 + w3 − ξ, ξ ∈ C \ {0}, ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíèêîì ñ

âåðøèíàìè â òî÷êàõ A1(3, 0), A2(0, 3), A3(0, 0), ñì. ðèñ. 1.3. Ïðîâåðèì, ÷òî

ìíîãî÷ëåí f(z, w) − ξ, ξ ∈ C \ {0}, ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì îòíîñèòåëüíî

ñâîåãî ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà. Îáîçíà÷èì ñòîðîíó A2A3 ìíîãîóãîëüíèêà

Íüþòîíà ÷åðåç Γ1, ñòîðîíó A1A3 ÷åðåç Γ2, ñòîðîíó A1A2 ÷åðåç Γ3. Ìíîãî-

÷ëåí, îòâå÷àþùèé ãðàíÿì Γ1 è Γ2, ðàâåí PΓ1
(y) = PΓ2

(y) = y3 − ξ è íå èìååò

êðàòíûõ êîðíåé. Ìíîãî÷ëåí, îòâå÷àþùèé ñòîðîíå Γ3, ðàâåí PΓ3
(y) = y3 + 1

è íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 11 âû-

ïîëíåíû. Êîëè÷åñòâî öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê ñòðîãî âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà

Íüþòîíà ðàâíî ng = 1, êîëè÷åñòâî öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê íà ñòîðîíå Γ3 ðàâíî

2, ïîýòîìó nµ = 3. Ïî òåîðåìå 11 ñëîé Tξ èìååò òðåáóåìûå ñâîéñòâà.

Ðèñ. 1.3: Ìíîãîóãîëüíèê Íüþòîíà ìíîãî÷ëå-

íà f(z, w) = z3 + w3 − ξ

Ðèñ. 1.4: Ìíîãîóãîëüíèê Íüþòîíà ìíîãî÷ëå-

íà f(z, w) = zp + wq − ξ

Ïðèìåð 1.4.2. Ïóñòü f(z, w) = zp +wq, p, q ∈ N, òîãäà îñîáîå çíà÷åíèå îäíî
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è ðàâíî 0. Äëÿ ëþáîãî ξ ∈ C \ {0} íåîñîáûé ñëîé Tξ ãîìåîìîðôåí ñôåðå

ñ ((p− 1)(q − 1)− (gcd(p, q)− 1)) /2 ðó÷êàìè è áåç gcd(p, q) áåñêîíå÷íî óäà-

ëåííûõ òî÷åê. Â êàæäîé áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå pξ,i, i = 1, . . . , gcd(p, q),

âåêòîðíîå ïîëå sgrad Cf èìååò îñîáåííîñòü ïîëþñ ïîðÿäêà (p−1)(q−1)−1
gcd(p,q) − 1.

Äåéñòâèòåëüíî, êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ðàâíà (0, 0), îñîáîå çíà÷åíèå ðàâíî 0, ìíî-

æåñòâî íåîñîáûõ çíà÷åíèé ñîâïàäàåò ñ C \ {0}. Ìíîãîóãîëüíèê Íüþòîíà äëÿ

ìíîãî÷ëåíà f(z, w) − ξ = zp + wq − ξ, ξ ∈ C \ {0}, ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíèêîì

ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ A1(p, 0), A2(0, q), A3(0, 0), ñì. ðèñ 1.4. Ïðîâåðèì, ÷òî

ìíîãî÷ëåí f(z, w) − ξ, ξ ∈ C \ {0}, ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì îòíîñèòåëüíî

ñâîåãî ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà. Îáîçíà÷èì ñòîðîíó A2A3 ìíîãîóãîëüíèêà

Íüþòîíà ÷åðåç Γ1, ñòîðîíó A1A3 ÷åðåç Γ2, ñòîðîíó A1A2 ÷åðåç Γ3. Ìíîãî÷ëåí,

îòâå÷àþùèé ñòîðîíå Γ1, ðàâåí PΓ1
(y) = yp − ξ è íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé.

Ìíîãî÷ëåí, îòâå÷àþùèé ñòîðîíå Γ2, ðàâåí PΓ2
(y) = yq−ξ è íå èìååò êðàòíûõ

êîðíåé. Ìíîãî÷ëåí, îòâå÷àþùèé ñòîðîíå Γ3, ðàâåí PΓ3
(y) = ygcd(p,q) + 1 è íå

èìååò êðàòíûõ êîðíåé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 11 âûïîëíåíû.

Êîëè÷åñòâî öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê ñòðîãî âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà

ðàâíî ng = ((p− 1)(q− 1)− (gcd(p, q)− 1))/2, êîëè÷åñòâî öåëî÷èñëåííûõ òî-

÷åê íà ñòîðîíå Γ3 ðàâíî gcd(p, q)− 1, ïîýòîìó nµ = gcd(p, q). Ïî òåîðåìå 11

ñëîé Tξ èìååò òðåáóåìûå ñâîéñòâà.

Ïðèìåð 1.4.3. Ïóñòü f(z, w) = z2 + Pn(w), ãäå Pn(w) � ìíîãî÷ëåí îäíîé

ïåðåìåííîé ñòåïåíè n, Pn(w) =
n∑
k=0

akw
k, a0 . . . , an ∈ C, an 6= 0, òîãäà îñî-

áûå çíà÷åíèÿ ðàâíû ξi = Pn(w
0
i ), ãäå w

0
i � êîðåíü óðàâíåíèÿ P ′n(w) = 0,

i = 1, . . . , n − 1. Äëÿ ëþáîãî ξ ∈ C \ {ξi}n−1
i=1 íåîñîáûé ñëîé Tξ ãîìåîìîðôåí

ñôåðå ñ [(n− 1)/2] ðó÷êàìè è áåç (3 + (−1)n) /2 áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷åê.
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Â êàæäîé áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå pξ,i, i = 1, . . . , (3 + (−1)n) /2, âåêòîð-

íîå ïîëå sgrad Cf èìååò îñîáåííîñòü ïîëþñ ïîðÿäêà (n−2)
gcd(n,2) − 1. Äåéñòâèòåëü-

íî, êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ðàâíà (0, w0
i ), ãäå w

0
i � êîðåíü óðàâíåíèÿ P ′n(w) = 0,

i = 1, . . . , n− 1, îòñþäà îñîáûå çíà÷åíèÿ ðàâíû ξi = f(0, w0
i ) = Pn(w

0
i ), ìíî-

æåñòâî íåîñîáûõ çíà÷åíèé ñîâïàäàåò ñ C \ {ξi}n−1
i=1 . Ìíîãîóãîëüíèê Íüþòîíà

äëÿ ìíîãî÷ëåíà f(z, w) − ξ = z2 + Pn(w) − ξ, ξ ∈ C \ {ξi}n−1
i=1 , ÿâëÿåòñÿ òðå-

óãîëüíèêîì ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ A1(2, 0), A2(0, n), A3(0, 0), åñëè a0− ξ 6= 0,

ñì. ðèñ 1.5, è òðåóãîëüíèêîì ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ A1(2, 0), A2(0, n), A3(0, 1),

åñëè a0− ξ = 0, ïðè÷åì â ýòîì ñëó÷àå a1 6= 0, òàê êàê ξ � íåîñîáîå çíà÷åíèå,

ñì. ðèñ. 1.6. Ïðîâåðèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(z, w) − ξ, ξ ∈ C \ {ξi}n−1
i=1 , ÿâëÿåò-

ñÿ íåâûðîæäåííûì îòíîñèòåëüíî ñâîåãî ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà. Îáîçíà-

÷èì ñòîðîíó A2A3 ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà ÷åðåç Γ1, ñòîðîíó A1A3 ÷åðåç

Γ2, ñòîðîíó A1A2 ÷åðåç Γ3. Ìíîãî÷ëåí, îòâå÷àþùèé ñòîðîíå Γ1, ðàâåí ëèáî

PΓ1
(y) = y2+a0−ξ, åñëè a0−ξ 6= 0, ëèáî PΓ1

(y) = y2+a1, åñëè a0−ξ = 0. Â ñèëå

òîãî, ÷òî ξ � íåîñîáîå çíà÷åíèå, a0−ξ = 0 è a1 = 0 íå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ îä-

íîâðåìåííî, ïîýòîìó PΓ1
íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé. Ìíîãî÷ëåí, îòâå÷àþùèé

ñòîðîíå Γ2, ðàâåí PΓ2
(y) = Pn(y) − ξ è íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé. Ìíîãî-

÷ëåí, îòâå÷àþùèé ñòîðîíå Γ3, ðàâåí PΓ3
(y) = y2 + an è íå èìååò êðàòíûõ

êîðíåé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 11 âûïîëíåíû. Êîëè÷åñòâî öå-

ëî÷èñëåííûõ òî÷åê ñòðîãî âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà ng = [(n− 1)/2],

êîëè÷åñòâî öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê íà ñòîðîíå Γ3 ðàâíî (1 + (−1)n) /2, ïîýòîìó

nµ = (3 + (−1)n) /2. Ïî òåîðåìå 11 ñëîé Tξ èìååò òðåáóåìûå ñâîéñòâà.
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Ðèñ. 1.5: Ìíîãîóãîëüíèê Íüþòîíà ìíîãî÷ëå-

íà f(z, w) = z2 + Pn(w)− ξ ïðè ξ 6= a0

Ðèñ. 1.6: Ìíîãîóãîëüíèê Íüþòîíà ìíîãî÷ëå-

íà f(z, w) = z2 + Pn(w)− ξ ïðè ξ = a0
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Ãëàâà 2

Ãàìèëüòîíîâà êëàññèôèêàöèÿ ñèñòåì ñ

ýëëèïòè÷åñêèì ãàìèëüòîíèàíîì ñòåïåíè

1,2,3,4

2.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è óòâåðæäåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé íàçûâàåòñÿ òðîéêà (M 2n, ω,H),

ãäå M 2n � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, ω � ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà M 2n,

H : M 2n → R � ãëàäêàÿ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, íàçûâàåìàÿ ãàìèëü-

òîíèàíîì. Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò íàáîð èç n

ãëàäêèõ ôóíêöèé f1, . . . , fn : M 2n → R, íàçûâàåìûõ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè,

òàêîé ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) íàáîð f1, . . . , fn ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèì íà M 2n, òî åñòü df1, . . . , dfn

ëèíåéíî íåçàâèñèìû â êàæäîé òî÷êå âñþäó ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà â M 2n, è

f1 = H;

2) ïðè ëþáûõ i, j = 1, . . . , n fi è fj íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè îòíîñèòåëüíî

ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ω, òî åñòü {fi, fj} = ωkl ∂fi
∂xk

∂fj
∂xl

= 0 â ëîêàëüíûõ
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êîîðäèíàòàõ x1, . . . , xn.

Îïðåäåëåíèå 2.1.2. Âåêòîðíûì ïîëåì êîñîé ãðàäèåíò ôóíêöèè f : M 2n →

R íàçûâàåòñÿ ïîëå sgrad f , òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g : M 2n → R âûïîë-

íåíî ñîîòíîøåíèå {f, g} = sgrad g(f). Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ x1, . . . , xn

âåêòîðíîå ïîëå sgrad f èìååò âèä (sgrad f)i = ωij ∂f∂xj .

Ñ êàæäîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé ñâÿçàíî óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà.

Îïðåäåëåíèå 2.1.3. Óðàâíåíèåì Ãàìèëüòîíà ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (M 2n, ω,H)

íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ẋ(t) = sgradH|x(t), ãäå t ∈ I � ïà-

ðàìåòð â íåêîòîðîì èíòåðâàëå I ⊂ R. Åñëè ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ

èíòåãðèðóåìîé è âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà ñóùåñòâóþò ãëîáàëüíî,

òî åñòü äîïóñêàþò ïðîäîëæåíèå ïàðàìåòðà t íà R, òî ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ

èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ èëè âïîëíå èíòåãðèðóåìîé.

Îïèñàíèå íåâûðîæäåííûõ âïîëíå èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì

ñì. â [7].

Îïðåäåëåíèå 2.1.4. Ñëîåì (èëè ëèñòîì) èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñè-

ñòåìû (M 2n, ω,H) ñ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè f1, . . . , fn íàçûâàåòñÿ êîìïîíåíòà

ñâÿçíîñòè ïîäìíîæåñòâà Tξ1,...,ξn = {x ∈ M 2n|f1(x) = ξ1, . . . , fn(x) = ξn}.

Ñëîé Tξ1,...,ξn íàçûâàåòñÿ íåîñîáûì, åñëè â êàæäîé åãî òî÷êå df1, . . . , dfn ëè-

íåéíî íåçàâèñèìû. Îòîáðàæåíèå Φ : M 2n → Rn, Φ : x 7→ (f1(x), . . . , fn(x)) íà-

çûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì ìîìåíòà. Áèôóðêàöèîííîé äèàãðàìîé Σf1,...,fn ⊂ Rn

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà.

Îïðåäåëåíèå 2.1.5. Àíàëîãè÷íî, êîìïëåêñíàÿ C-ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà

(M 2n, ωC, f) è âåêòîðíîå ïîëå sgrad Cf îïðåäåëÿþòñÿ, êîãäà íà M 2n ââåäåíà
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êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà, ωC � çàìêíóòàÿ, íåâûðîæäåííàÿ êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ

äèôôåðåíöèàëüíàÿ 2-ôîðìà íà M 2n íàä C, f : M 2n → C � êîìïëåêñíî

äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.

Âàæíûé êëàññ êîìïëåêñíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Ïóñòü M =

C2(z, w). Ðàññìîòðèì ÷åòûðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå R4(x1, y1, x2, y2) è äèô-

ôåîìîðôèçì R4(x1, y1, x2, y2)→ C2(z, w), (x1, y1, x2, y2) 7→ (x1+iy1, x2+iy2) =

(z, w). Íà R4 ââåäåì ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ω = dx1 ∧ dx2 − dy1 ∧ dy2,

çàìåòèì, ÷òî ω = Re(dz ∧ dw), òàêæå ââåäåì ôóíêöèþ H = Re(f(z, w)) :

R4 → R, ãäå f(z, w) � êîìïëåêñíûé ìíîãî÷ëåí äâóõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåí-

íûõ. Ñîãëàñíî ñëåäóþùåé ëåììå, ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà

(R4, ω,H) = (C2(z, w),Re(dz ∧ dw),Re(f(z, w))) (2.1.1)

èìååò äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë F = Im(f(z, w)).

Ëåììà 2.1.6. Åñëè ìíîãî÷ëåí f(z, w) îòëè÷åí îò êîíñòàíòû íà C2, òî

ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (2.1.1) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ñ äîïîëíèòåëüíûì

ïåðâûì èíòåãðàëîì F = Im(f(z, w)), ïðè÷åì sgradF = −i sgradH.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F : R4 → R, ãäå F = Im(f(z, w)).

Äîêàæåì, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (2.1.1). Â êîîðäèíàòàõ

x1, y1, x2, y2 èìååì sgradH = (−Hx2
, Hy2

, Hx1
,−Hy1

), sgradF = (−Fx2
, Fy2

, Fx1
,−Fy1

).

Ïîñêîëüêó f(z, w) = H + iF � ìíîãî÷ëåí, èìåþò ìåñòî óñëîâèÿ Êîøè-

Ðèìàíà:
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

Hx1
= Fy1

,

Hy1
= −Fx1

,

Hx2
= Fy2

,

Hy2
= −Fx2

.

Îòñþäà sgradF = (Hy2
, Hx2

,−Hy1
,−Hx1

) = −i sgradH. Åñëè H è F ÿâ-

ëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëüíî çàâèñèìûìè íà íåïóñòîì îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå

D ⊂ R4 ñ êîýôôèöèåíòàìè ïðîïîðöèîíàëüíîñòè λ,−µ ∈ R, çàâèñÿùèìè îò

òî÷êè íà D, ïðè÷åì λ 6= 0, òî Hx1
= −µ

λFx1
= µ

λHy1
= −(µλ)2Fy1

= −(µλ)2Hx1

íà D, îòêóäà ∂f(z,w)
∂z = 0 íà D. Àíàëîãè÷íî ∂f(z,w)

∂w = 0 íà D. Çíà÷èò, f(z, w)

ïîñòîÿííà íà D, ïðîòèâîðå÷èå.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè H è F íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè îòíîñè-

òåëüíî ω. Ñêîáêà Ïóàññîíà {H,F} ðàâíà {H,F} = Hx2
Fx1
−Hx1

Fx2
−Hy2

Fy1
+

Hy1
Fy2

= −Hx2
Hy1

+Hx1
Hy2
−Hy2

Hx1
+Hy1

Hx2
= 0.

Ëåììà 2.1.7. Âåêòîðíîå ïîëå sgradH ñîâïàäàåò ñ êîñûì ãðàäèåíòîì sgrad Cf

êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè f(z, w) îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíîçíà÷íîé ñèì-

ëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ωC = dz ∧ dw íà C2(z, w), òî åñòü sgradH =

sgrad Cf (ñì. îïðåäåëåíèå 2.1.5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê sgradH = (−Hx2
, Hy2

, Hx1
,−Hy1

) = (−Hx2
,−Fx2

, Hx1
, Fx1

),

òî â ïåðåìåííûõ z, w âûïîëíåíî sgradH = (−fw, fz) = sgrad Cf .

Ïî ëåììå 2.1.7 óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà ñèñòåì (R4, ω,H) = (C2,Re(ωC),Re f)

è (C2, ωC, f) ñîâïàäàþò. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî C-ãàìèëüòîíîâû

ñèñòåìû. Ëåììû 2.1.6 è 2.1.7 ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì îïðåäåëåíèÿì.
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Îïðåäåëåíèå 2.1.8. ÄâåC-ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû (M1, ωC,1, f1) è (M2, ωC,2, f2)

íàçîâåì ãàìèëüòîíîâî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò êîìïëåêñíî äèô-

ôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå h : M1 →M2 òàêîå, ÷òî:

1) îòîáðàæåíèå h ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé;

2) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå ωC,1 = h∗(ωC,2);

3) f1 = f2 ◦ h+ const.

Îïðåäåëåíèå 2.1.9. Äâå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû (Ta, (sgrad Cf)|Ta) è (Tb, (sgrad Cf)|Tb)

íà íåîñîáûõ ñëîÿõ Ta è Tb, a, b ∈ C, C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû íàçûâàþò ñî-

ïðÿæåííûìè, åñëè ñóùåñòâóåò êîìïëåêñíî äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå

h : Ta → Tb òàêîå, ÷òî:

1) îòîáðàæåíèå h ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé;

2) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå h∗((sgrad Cf)|Ta) = (sgrad Cf)|Tb;

è ïî÷òè ñîïðÿæåííûìè, åñëè:

2') âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå h∗((sgrad Cf)|Ta) = λ(sgrad Cf)|Tb, λ ∈ C.

Îïðåäåëåíèå 2.1.10. Ïóñòü dimCM
4 = 2.Ìåòðèêîé ïîïîëíåíèÿ ñëîÿ Tξ C-

ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (M 4, ωC, f) íàçîâåì ðèìàíîâó ìåòðèêó gξ = Sym(∆ξ⊗

∆ξ), ãäå 1-ôîðìà ∆ξ íàä C îïðåäåëåíà íà ñëîå ñ ïðîêîëàìè Tξ \ C ñîîòíî-

øåíèåì ∆ξ(sgrad Cf |Tξ\C) = 1, ãäå C ⊆ M 4 � ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê

ôóíêöèè f . Íà ñëîå Tξ îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ ρξ : Tξ × Tξ → R+,

ãäå äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Tξ, ρξ(x, y) � òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü äëèí âñåõ êðèâûõ,

ëåæàùèõ â Tξ è ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè x, y, â ñìûñëå ìåòðèêè gξ, R+ = {r ∈ R |

r ≥ 0}
⋃
{∞}. Åñëè x ∈ C è x 6= y, òî áóäåì ïîëàãàòü ρξ(x, y) = ρξ(y, x) =∞.

Ëåììà 2.1.11. Äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ìíîãî÷ëåíà Pn : C → C ñòåïåíè

n ∈ N è ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ξ ∈ C ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííîå ÷èñëî
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R > 0 òàêîå, ÷òî íà ìíîæåñòâå VR := C \ D2
R ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ

g = g(w) := n
√
Pn(w)− ξ, èìååò îäíîçíà÷íóþ âåòâü g0 : VR → C, êîòîðàÿ

ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì íà îáðàç, ãäå D2
R � îòêðûòûé äâóìåðíûé äèñê

ðàäèóñà R = R(ξ), ïðè÷åì R íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Pn(w) = anw
n + an−1w

n−1 + . . .+ a1w+ a0. Ïîëîæèì

u = u(x, ξ) := 1
an

(
an−1x+ an−2x

2 + . . .+ a1x
n−1 + (a0 − ξ)xn

)
, x ∈ C. Òàê

êàê u(0, ξ) = 0 è ôóíêöèÿ u(x, ξ) íåïðåðûâíà, ñóùåñòâóåò ε0 = ε0(ξ) > 0

òàêîå, ÷òî |u(x, ξ)| < 1 ïðè |x| < ε0. Ïîëîæèì y(x) := x
n
√
an(1+u(x,ξ))1/n , |x| <

ε0, ãäå ÷èñëî n
√
an îòâå÷àåò íåêîòîðîé (ïðîèçâîëüíîé) âåòâè ôóíêöèè n

√ ,

à ôóíêöèÿ (1 + u)1/n îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà 1 + 1
nu +

1
n( 1

n − 1)u
2

2! + 1
n( 1

n − 1)( 1
n − 2)u

3

3! + . . . ïðè |u| < 1. Ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèÿ

y = y(x) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â êðóãå |x| < ε0. Òàê êàê y′(0) = 1
n
√
an
6=

0, ñóùåñòâóåò ε = ε(ξ) ≤ ε0(ξ) òàêîå, ÷òî îòîáðàæåíèå x 7→ y(x), |x| <

ε, ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì íà îáðàç. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëà ε0, ε

ìîãóò áûòü âûáðàíû íåïðåðûâíî çàâèñÿùèìè îò ξ. Ïîëîæèì R = R(ξ) := 1
ε ,

g0(w) := 1
y(1/w) = w n

√
an(1+u( 1

w , ξ))
1/n, |w| > R, òîãäà (g0(w))n = Pn(w)−ξ, òî

åñòü ôóíêöèÿ g0 = g0(w) ÿâëÿåòñÿ âåòâüþ ôóíêöèè g = g(w). Ïî äîêàçàííîìó

ôóíêöèÿ g0 ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì îáëàñòè |w| > R íà îáðàç.

Îïðåäåëåíèå 2.1.12. Êîìïëåêñíûé ïîëèíîìèàëüíûé ãàìèëüòîíèàí âèäà

f(z, w) = z2 + Pn(w) áóäåì òàêæå íàçûâàòü ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì ãàìèëü-

òîíèàíîì ñòåïåíè n (èìååòñÿ â âèäó ñòåïåíü ïî w).
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2.2 Ãèïåðýëëèïòè÷åñêèé ãàìèëüòîíèàí ñòåïåíè îäèí

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé ñ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì ãà-

ìèëüòîíèàíîì ñòåïåíè îäèí íàçûâàåòñÿ òðîéêà (C2, ωC, f), ãäåC2 = C2(z, w),

f(z, w) = az2 + bw + c, a, b, c ∈ C, ab 6= 0 è ωC = dz ∧ dw; îáîçíà÷èì ýòó ãà-

ìèëüòîíîâó ñèñòåìó ÷åðåç H1(a, b, c).

Òåîðåìà 12 (Êîìïëåêñíûå êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû). Êàæäàÿ ñèñòåìà

H1(a, b, c) ãàìèëüòîíîâî ýêâèâàëåíòíà êàíîíè÷åñêîé �ëèíåéíîé� C-ãàìèëü-

òîíîâîé ñèñòåìå (C2(p, q), dp ∧ dq, f0(p, q) = p). Áîëåå òîãî, èìååòñÿ C-

ñèìïëåêòîìîðôèçì h èç (C2, ωC) â ñåáÿ, çàäàâàåìûé ôîðìóëàìè (z, w) 7→

(f(z, w),−z
b) = (az2 + bw + c,−z

b) =: (p, q), òàêîé ÷òî â êàíîíè÷åñêèõ êîì-

ïëåêñíûõ êîîðäèíàòàõ p, q ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà è óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà

èìåþò âèä f ◦ h−1(p, q) = p, ṗ = 0, q̇ = 1. Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ Ãàìèëü-

òîíà f0 = f ◦ h−1 : C2 → C ñþðúåêòèâíà è íå èìååò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå h ÿâëÿåòñÿC-ñèìïëåêòîìîðôèçìîì, ïîñêîëü-

êó h âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Èìååì h∗(dp ∧ dq) = (2az dz + b dw) ∧ (−1
bdz) =

dz ∧ dw = ωC, h
∗p = p ◦ h = f .

Ñëåäñòâèå 2.2.2. Âñå C-ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû H1(a, b, c) ÿâëÿþòñÿ ãà-

ìèëüòîíîâî ýêâèâàëåíòíûìè äðóã äðóãó. Âñå ñëîè C-ãàìèëüòîíîâîé ñè-

ñòåìû H1(a, b, c) ÿâëÿþòñÿ íåîñîáûìè, C-äèôôåîìîðôíûìè C, à îãðàíè÷å-

íèÿ íà íèõ ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ñîïðÿæåííûìè äðóã äðóãó. Âåêòîðíûå ïîëÿ

sgradH = sgrad Cf è sgradF = −i sgrad Cf ïîëíû. Äëÿ ëþáîãî ñëîÿ Tξ ñó-

ùåñòâóåò êîìïëåêñíûé äèôôåîìîðôèçì fξ : Tξ → C íà êîìïëåêñíóþ ïëîñ-

êîñòü, òàêîé ÷òî (sgrad Cf)|Tξ = d
dfξ
, ãäå d

dfξ
∈ Vect(Tξ) � êîîðäèíàòíîå
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âåêòîðíîå ïîëå íà ñëîå Tξ, îòâå÷àþùåå êîîðäèíàòíîìó äèôôåîìîðôèçìó

fξ, òî åñòü äèôôåîìîðôèçì fξ âûïðÿìëÿåò èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè íà

Tξ, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 2.1.

Ðèñ. 2.1: Èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû H1(a, b, c)

Ñëåäñòâèå 2.2.3. C-ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ñ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì ãàìèëü-

òîíèàíîì ñòåïåíè îäèí ÿâëÿåòñÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ.

Îòìåòèì, ÷òî àíòèêàíîíè÷åñêàÿ èíâîëþöèÿ (z, w) 7→ (−z, w) ñîõðàíÿåò

ãàìèëüòîíèàí f , íà êàæäîì ñëîå èìååò îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó, à â êîì-

ïëåêñíûõ êîîðäèíàòàõ p, q èç òåîðåìû 12 èìååò âèä (p, q) 7→ (p,−q).

2.3 Ãèïåðýëëèïòè÷åñêèé ãàìèëüòîíèàí ñòåïåíè äâà

Îïðåäåëåíèå 2.3.1. C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé ñ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì ãà-

ìèëüòîíèàíîì ñòåïåíè äâà íàçûâàåòñÿ òðîéêà (C2, ωC, f), ãäå ωC = dz∧dw,

C2 = C2(z, w) è f(z, w) = az2 + bw2 + cw + d, a, b, c, d ∈ C, ab 6= 0; îáîçíà÷èì

ýòó C-ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ÷åðåç H2(a, b, c, d).

Òåîðåìà 13. Äâå C-ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû H2(a1, b1, c1, d1) è H2(a2, b2, c2, d2)

ãàìèëüòîíîâî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a1b1 = a2b2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1b1 = a2b2, îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå h : C2(z1, w1)→

C2(z2, w2) ôîðìóëàìè z2 =
√

a1

a2
z1, w2 =

√
b1
b2

(w1+
c1−c2

√
b1
b2

2b1
). Òîãäà h � ãàìèëü-

òîíîâà ýêâèâàëåíòíîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, f2(z2, w2) = a2z
2
2 +b2w

2
2 +c2w2 +d2 =

a1z
2
1 + b1w

2
1 + c1w1 +

(c1−c2
√

b1
b2

)2

4b1
+

c2(c1−c2
√

b1
b2

)

2
√
b1b2

+d2 = f1(z1, w1) +d2−d1 +
c21−c22

b1
b2

4b1
,

h∗(ωC,2) = dz2 ∧ dw2 =
√

a1

a2

√
b1
b2
dz1 ∧ dw1 = ωC,1 â ñèëó a1b1 = a2b2 (äëÿ

ñîãëàñîâàííûõ âûáîðîâ âåòâåé îáåèõ ôóíêöèé êîðåíü).

Îáðàòíî, ïóñòü h � ãàìèëüòîíîâà ýêâèâàëåíòíîñòü ìåæäó H2(a1, 1, 0, 0) è

H2(a2, 1, 0, 0), Πj,ε = {(z,−ε√−ajz) | z ∈ C}, ãäå ε = ±1, j = 1, 2. Òîãäà∮
γ

∆1 =
∮
h◦γ

∆2, ãäå ∆j � 1-ôîðìà íàä C íà îñîáîì ñëîå f−1
j (0) = Πj,+

⋃
Πj,−

áåç îñîáîé òî÷êè (0, 0), äâîéñòâåííàÿ âåêòîðíîìó ïîëþ sgrad Cfj, γ � çàìêíó-

òûé ïóòü γ(t) = (e2πit,
√
−a1e

2πit), t ∈ [0, 1]. Òàê êàê f−1
j (0) = Πj,+

⋃
Πj,−, ãäå

Πj,+ ≈ Πj,− ≈ C è Πj,+
⋂

Πj,− = {(0, 0)} è êðèâàÿ γ ïðîñòàÿ è íåñòÿãèâàåìàÿ

â f−1
1 (0) \ {(0, 0)}, òî h ◦ γ ãîìîëîãè÷íà â f−1

2 (0) \ {(0, 0)} îäíîé èç êðèâûõ

γ±(t) = (e2πit,±√a2e
2πit), èëè ïîëó÷åííûõ èç íèõ ñìåíîé îðèåíòàöèè. Îòñþäà

è èç ∆j = 1
2ajz

dw|f−1
j (0)\{(0,0)} èìååì

∮
γ

∆1 = − πi√
−a1

= ±
∮
γ±

∆2 = ± πi√
−a2

, îòêóäà

a1 = a2.

Ñëåäñòâèå 2.3.2. C-ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà H2(a1, b1, c1, d1) ñ ãèïåðýëëèï-

òè÷åñêèì ãàìèëüòîíèàíîì ñòåïåíè äâà ãàìèëüòîíîâî ýêâèâàëåíòíà êàíî-

íè÷åñêîé �ëèíåéíîé� ñèñòåìå H2(a, 1, 0, 0), äëÿ a = a1b1 ∈ C \ {0}.

Ëåììà 2.3.3. Ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí îñîáûé ñëîé T
d− c24b

. Îí ÿâëÿåòñÿ îáú-

åäèíåíèåì äâóõ òðàíñâåðñàëüíûõ êîìïëåêñíûõ ïðÿìûõ {z = i
√

b
a(w+ c

2b)} è

{z = −i
√

b
a(w + c

2b)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì ëåììó äëÿC-ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìH2(a, 1, 0, 0).

Âåêòîðíîå ïîëå sgrad Cf = (−2w, 2az), îòêóäà ðàâåíñòâî sgrad Cf = 0 ðàâíî-

57



ñèëüíî z = w = 0. Ïîýòîìó îñîáûé ñëîé � ýòî T0 = f−1(0), òðàíñâåðñàëüíîå

ïåðåñå÷åíèå äâóõ êîìïëåêñíûõ ïðÿìûõ {z = ± w√
a
}.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû H2(a, b, c, d) äîêàçàòåëüñòâî

ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì ãàìèëüòîíîâîé ýêâèâàëåíòíîñòè èç äîêàçàòåëüñòâà

òåîðåìû 13.

Òåîðåìà 14 (Êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû äåéñòâèå-óãîë âíå îñîáîãî ñëîÿ).

Âåêòîðíûå ïîëÿ sgradH = sgrad Cf è sgradF = −i sgrad Cf ïîëíû. Íà äî-

ïîëíåíèè ê îñîáîìó ñëîþ V := T
d− c24b

ñèñòåìà H2(a, b, c, d) ãàìèëüòîíîâî ýê-

âèâàëåíòíà êàíîíè÷åñêîé �ëèíåéíîé� C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå ((C\{0})×

(C/2πZ)(p, qmod 2π), dp ∧ dq, f0(p, qmod 2π) = 2
√
abp). Áîëåå òîãî, èìååò-

ñÿ C-ñèìïëåêòîìîðôèçì h : (C2 \ V, ωC) → ((C \ {0}) × (C/2πZ), dp ∧ dq),

çàäàâàåìûé êàíîíè÷åñêèìè êîìïëåêñíûìè êîîðäèíàòàìè

(p, qmod 2π) :=

(
f(z, w)− (d− c2

4b)

2
√
ab

,−i ln
(√

az + i
√
b(w +

c

2b
)
)

mod 2π

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì òåîðåìó äëÿ C-ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì

H2(a, 1, 0, 0). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà íà íåêîòîðîì íåîñîáîì ñëîå

Tξ, ξ 6= 0:  ż = −2w,

ẇ = 2az.

Ðåøåíèå èìååò âèä (z(t), w(t)) = (Ce2
√
−at+De−2

√
−at,−

√
−aCe2

√
−at+
√
−aDe−2

√
−at),

ãäå C,D ∈ C � êîíñòàíòû, çàäàííûå íà÷àëüíîé òî÷êîé òðàåêòîðèè, 4aCD =

ξ. Ïîñêîëüêó ðåøåíèå îïðåäåëåíî äàííîé ôîðìóëîé ïðè ëþáîì t ∈ C, òî

âåêòîðíûå ïîëÿ sgrad Cf è −i sgrad Cf ïîëíû.

Ïîêàæåì, ÷òî h � âëîæåíèå. Ïóñòü h(z, w) = (p, qmod 2π). Âûðàçèì (z, w)

÷åðåç (p, qmod 2π): z = eiq+2
√
ape−iq

2
√
a

è w = eiq−2
√
ape−iq

2i .
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Îòîáðàæåíèå h ñþðúåêòèâíî, òàê êàê äëÿ ëþáûõ p 6= 0 è qmod 2π ñó-

ùåñòâóåò ðåøåíèå (z, w) óðàâíåíèÿ h(z, w) = (p, qmod 2π), âûðàæàþùååñÿ

÷åðåç (p, qmod 2π) ïî âûøåïðèâåäåííûì ôîðìóëàì.

Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà (h−1)∗(ωC) = (h−1)∗(dz ∧ dw) = 1
4
√
ai
d(eiq +

2
√
ape−iq) ∧ d(eiq − 2

√
ape−iq) = dp ∧ dq. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà h∗(2

√
ap) =

2
√
ap ◦ h = f .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû H2(a, b, c, d) äîêàçàòåëüñòâî

ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì ãàìèëüòîíîâîé ýêâèâàëåíòíîñòè èç äîêàçàòåëüñòâà

òåîðåìû 13.

Ñëåäñòâèå 2.3.4. Â êàíîíè÷åñêèõ êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàòàõ p, qmod 2π íà

äîïîëíåíèè ê îñîáîìó ñëîþ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà è óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòî-

íà èìåþò âèä f(p, qmod 2π) = 2
√
abp, ṗ = 0, q̇ = 2

√
ab. Îãðàíè÷åíèÿ C-

ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû H2 = (a, b, c, d) íà ëþáûå íåîñîáûå ñëîè ñîïðÿæå-

íû äðóã äðóãó, è äëÿ ëþáîãî íåîñîáîãî ñëîÿ Tξ ñóùåñòâóåò êîìïëåêñíûé

äèôôåîìîðôèçì fξ = fξ mod 2π : Tξ → C/2πZ íà öèëèíäð, òàêîé ÷òî

(sgrad Cf)|Tξ = 2
√
ab d

dfξ
, ãäå d

dfξ
∈ Vect(Tξ) � êîîðäèíàòíîå âåêòîðíîå ïî-

ëå íà ñëîå Tξ, îòâå÷àþùåå êîîðäèíàòíîìó äèôôåîìîðôèçìó fξ mod 2π, òî

åñòü äèôôåîìîðôèçì fξ mod 2π âûïðÿìëÿåò èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè íà

Tξ.

Íà ðèñ. 2.2 èçîáðàæåíû íåîñîáûé ñëîé è èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ñèñòå-

ìû H2(a, b, c, d) íà âëîæåíèè ñëîÿ â R3 è ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçâåðòêå â R2.

Çàìå÷àíèå 2.3.5. (À) Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 14 ïîêàçûâàåò, ÷òî êàíîíè-

÷åñêèå êîîðäèíàòû p, qmod 2π ïðîäîëæàþòñÿ äî êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàò íà

äîïîëíåíèè ê ïðÿìîé Π+ = {z = −i
√

a
b (w+ c

2b)} ⊂ T
d− c24b

, çàäàþùèõ ãàìèëü-
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Ðèñ. 2.2: Èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû H2(a, b, c, d)

òîíîâó ýêâèâàëåíòíîñòü h− : (C2\Π+, ωC, f)→ (C×(C/2πZ), dp∧dq, 2
√
abp).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì ãàìèëüòîíîâó ýêâèâàëåíòíîñòü h+ : (C2\Π−, ωC, f)→

(C× (C/2πZ), dp ∧ dq̂, 2
√
abp) ôîðìóëàìè

(p, q̂mod 2π) :=

(
f(z, w)− (d− c2

4b)

2
√
ab

, i ln
(√

az − i
√
b(w +

c

2b
)
)

mod 2π

)
.

Ôóíêöèÿ ïåðåõîäà h+ ◦ h−1
− : (C \ {0}) × (C/2πZ) → (C \ {0}) × (C/2πZ)

èìååò âèä (p, qmod 2π) 7→ (p, q̂mod 2π) = (p, q+ i ln(2
√
abp) mod 2π) è çàäàåò

ïîñëîéíûé àâòîìîðôèçì òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ (C \ {0}) × (C/2πZ) →

C \ {0}, êîòîðûé ïîñëîéíî íå ãîìîòîïåí òîæäåñòâåííîìó àâòîìîðôèçìó. Ïî-

ýòîìó h−|C2\V è h+|C2\V îïðåäåëÿþò �òîïîëîãè÷åñêè ðàçëè÷íûå� òðèâèàëèçà-

öèè ëàãðàíæåâà ñëîåíèÿ â C2 \ V ≈ (C \ {0})× (C/2πZ) ñ áàçîé C \ {0}.
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(Á) Â ñëó÷àå a = b = 1/2, c = d = 0 ãèïåðïëîñêîñòü Π3 := C(R×R) ⊂ C×C

èíâàðèàíòíà è ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì �èñ÷åçàþùèõ öèêëîâ� (ñì. çàìå÷à-

íèå 3.2.2) è îñîáîé òî÷êè (0, 0). Çäåñü �èñ÷åçàþùèé öèêë� íà íåîñîáîì ñëîå

Tξ � ýòî îáðàç ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè γξ(t) := (
√
reiϕ/2 cos t,

√
reiϕ/2 sin t),

t ∈ [0, 2π], ãäå ξ = reiϕ, r > 0. Îí íàçûâàåòñÿ èñ÷åçàþùèì, òàê êàê γξ(t)
ξ→0→

(0, 0) ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, 2π]. Ïðè ãàìèëüòîíîâîé ýêâèâàëåíòíîñòè h± èñ-

÷åçàþùèé öèêë γξ ïåðåõîäèò â h±(γξ(t)) = (ξ, t ± i
2 ln ξ

2 mod 2π), t ∈ [0, 2π].

Ïîýòîìó îáúåäèíåíèå Π3\{(0, 0)} èñ÷åçàþùèõ öèêëîâ ïåðåõîäèò â {(reiϕ, ψ±
i
2 ln r

2 mod 2π) | r > 0, ϕmod 2π, ψmod 2π ∈ S1} ≈ R× S1 × S1.

2.4 Ãèïåðýëëèïòè÷åñêèé ãàìèëüòîíèàí ñòåïåíè òðè

Îïðåäåëåíèå 2.4.1. C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé ñ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì ãà-

ìèëüòîíèàíîì ñòåïåíè òðè íàçûâàåòñÿ òðîéêà (C2, ωC, f), ãäåC2 = C2(z, w),

ωC = dz ∧ dw è f(z, w) = az2 + bw3 + cw2 + dw + e, a, b, c, d, e ∈ C, ab 6= 0.

Îáîçíà÷èì ýòó ñèñòåìó ÷åðåç H3(a, b, c, d, e). Ñèñòåìó H3(a, b, c, d, e) íàçî-

âåì íåâûðîæäåííîé, åñëè êðèòè÷åñêèì òî÷êàì ôóíêöèè f ñîîòâåòñòâóþò äâà

ðàçëè÷íûõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿ (ýòî ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ c2 6= 3bd, òî åñòü

òîìó, ÷òî f � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ Ìîðñà, ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-

ìû 15).

Òåîðåìà 15. Âñÿêàÿ íåâûðîæäåííàÿ C-ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà H3(a, b, c, d, e)

ãàìèëüòîíîâî ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå H3(r, s, s, 0, 0) äëÿ íåêîòîðûõ r, s ∈

C, rs 6= 0. C-ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà H3(r, s, s, 0, 0) íåâûðîæäåíà ïðè ëþáûõ

r 6= 0, s 6= 0. Äâå íåâûðîæäåííûå C-ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû H3(r1, s1, s1, 0, 0)

è H3(r2, s2, s2, 0, 0) ãàìèëüòîíîâî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
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ãäà r1 = r2 è s1 = ±s2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü w0 � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ôóíêöèè bw3+cw2+dw+e,

òîãäà f(z, w) = az2 + b(w−w0)
2(w−α) +β, ãäå α, β ∈ C, α 6= w0. Îïðåäåëèì

îòîáðàæåíèå h : C2 → C2 ôîðìóëîé h(z, w) = ((w0−α)z, w−w0

w0−α ). Îòîáðàæåíèå

h � èñêîìàÿ ãàìèëüòîíîâà ýêâèâàëåíòíîñòü.

Îñîáûå òî÷êè p1 è p2 âåêòîðíîãî ïîëÿ sgrad Cf ñèñòåìû H3(r, s, s, 0, 0)

òàêîâû: p1 = (0, 0) è p2 = (0,−2
3), îòêóäà f(p1) = 0 è f(p2) = −2

9s. Âûðàæåíèå

f(p1) 6= f(p2) ðàâíîñèëüíî s 6= 0, ÷òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2.4.1, âûïîëíåíî.

Ïóñòü ìåæäó ñèñòåìàìè H3(r1, s1, s1, 0, 0) è H3(r2, s2, s2, 0, 0) çàäàíà ãà-

ìèëüòîíîâà ýêâèâàëåíòíîñòü h. Çàìåòèì, ÷òî ëèáî h(p1,j) = h(p2,j), ëèáî

h(p1,j) = h(p2,3−j), j = 1, 2, ãäå pi,1, pi,2 � îñîáûå òî÷êè âåêòîðíûõ ïîëåé

sgrad Cfi, i = 1, 2. Ïîýòîìó h ñîõðàíÿåò ðàçíîñòü êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé: ëèáî

f1(p1,1)−f1(p1,2) = f2(p2,1)−f2(p2,2), ëèáî f1(p1,1)−f1(p1,2) = f2(p2,2)−f2(p2,1),

ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê pi,1 = (0, 0), pi,2 = (0,−2
3), òî ëèáî s1 = s2 è

h(p1,j) = p2,j, ëèáî s1 = −s2 è h(p1,j) = p2,3−j ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàâåíñòâà r1 = r2 ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îïåðàòîð Ai,j

â Tpi,jC2 � îïåðàòîð ëèíåàðèçàöèè âåêòîðíîãî ïîëÿ sgrad Cfi = (−si(3w +

2)w, 2riz)T â òî÷êå pi,j; â êîîðäèíàòàõ z, w îí çàäàåòñÿ ìàòðèöåé

Ai,1 =

 0 −2si

2ri 0

 , Ai,2 =

 0 2si

2ri 0

 ,

îòêóäà detAi,1 = 4risi è detAi,2 = −4risi, i = 1, 2. Èç äîêàçàííîãî âûøå

ñëåäóåò, ÷òî s1 = ±s2, ïðè÷åì ïðè s1 = s2 èìååì h(p1,j) = p2,j è A2,j ◦dh|p1,j
=

dh|p1,j
◦ A1,j, îòêóäà detA1,j = detA2,j, ïîýòîìó r1 = r2. Ïðè s1 = −s2 èìååì

h(p1,j) = p2,3−j è A2,3−j ◦ dh|p1,j
= dh|p1,j

◦ A1,j, îòêóäà detA1,j = detA2,3−j,
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ïîýòîìó r1 = r2.

Òåîðåìà 16. Ïóñòü Tξ � ïîïîëíåíèå ïðîèçâîëüíîãî (íåîáÿçàòåëüíî íåîñî-

áîãî) ñëîÿ Tξ ñèñòåìû H3(a, b, c, d, e) îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ïîïîëíåíèÿ

gξ (òî÷íåå, îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ ρξ, ñì. îïðåäåëåíèå 2.1.10).

Òîãäà:

1) âûïîëíåíî Tξ = Tξ

⋃
{pξ}, ãäå pξ � òî÷êà, íàçûâàåìàÿ áåñêîíå÷íî óäà-

ëåííîé;

2) åñëè Tξ � íåîñîáûé ñëîé, òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì Tξ ≈ T2;

3) ñóùåñòâóåò êîìïëåêñíàÿ êîîðäèíàòà â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäà-

ëåííîé òî÷êè pξ ∈ Tξ â Tξ, ÿâëÿþùàÿñÿ C-äèôôåðåíöèðóåìîé â ïðîêîëîòîé

îêðåñòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò äâå ëåììû, ïðèâåäåííûå íèæå.

Ëåììà 2.4.2. Äëÿ ëþáîãî (íå îáÿçàòåëüíî íåîñîáîãî) ñëîÿ Tξ, ξ ∈ C, ñóùå-

ñòâóåò òàêîå ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà C2 çàìêíóòûìè ïîäìíîæåñòâàìè

Uξ,i ⊂ C2, ãîìåîìîðôíûìè C × D
2 ⊂ C × C, i ∈ N, ÷òî Uξ,i ⊂ Uξ,j ïðè

i < j,
∞⋃
i=1

Uξ,i = C2 è äëÿ ëþáîãî i âûïîëíåíî Tξ\Uξ,i ≈ D2\{∗}, ãäå D2 �

îòêðûòûé äâóìåðíûé äèñê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Ñîãëàñíî ëåììå 2.1.11, äëÿ ëþáîãî ξ ∈ C ñóùåñòâó-

åò âåùåñòâåííîå ÷èñëî r0(ξ) > 0 òàêîå, ÷òî îïðåäåëåíà âåòâü 3
√
bw3 + cw2 + dw + e− ξ :

C \D2
r0(ξ) → C, ÿâëÿþùàÿñÿ ãîìåîìîðôèçìîì íà îáðàç, ãäå D

2
r0
⊂ Cw � çà-

ìêíóòûé äâóìåðíûé øàð ðàäèóñà r0(ξ) ñ öåíòðîì â 0. Ïîëîæèì r0 := r0(ξ).

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå hξ : Cz × (Cw \ D
2
r0

) → C2 ôîðìóëîé hξ(z, w) =

(
√
az, 3
√
bw3 + cw2 + dw + e− ξ), ãäå ôèêñèðîâàíà îäíà èç âåòâåé ó√ , 3

√ .
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Òîãäà hξ îïðåäåëåíî êîððåêòíî è ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì íà îáðàç, êîîð-

äèíàòàìè íà îáðàçå ÿâëÿþòñÿ

z̃ =
√
az, w̃ = 3

√
bw3 + cw2 + dw + e− ξ. (2.4.1)

Ïîëîæèì r̃0 := 3

√
max
|w|≤r0

|bw3 + cw2 + dw + e− ξ|. Äîêàæåì, ÷òî Uξ,i := (C ×

D
2
r0(ξ))

⋃
h−1
ξ (C×D2

ri(ξ)) � èñêîìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ãäå ri = ri(ξ) = r̃0 +i.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Prz̃ : C2
z̃,w̃ → C, ãäå Prz̃(z̃, w̃) = z̃.

Øàã 2. Äîêàæåì, ÷òî Prz̃ ◦ hξ(Tξ \ Uξ,i) = Cz̃ \D
2
ri(ξ)

3
2
≈ D2 \ {0}.

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî Prz̃ ◦ hξ(Tξ \ Uξ,i) ⊆ Cz̃ \ D
2
ri(ξ)

3
2
. Ïóñòü z̃0 ∈ Prz̃ ◦

hξ(Tξ \ Uξ,i), ðàññìîòðèì w̃0 òàêîå, ÷òî (z̃0, w̃0) ∈ hξ(Tξ \ Uξ,i), îòêóäà |w̃0| >

ri, à çíà÷èò, |z̃0| > r
3
2

i .

Îáðàòíî, ïóñòü z̃0 ∈ Cz̃ \D
2

r
3
2
i

, òîãäà ñóùåñòâóåò w̃0 òàêîå, ÷òî z̃
2
0 + w̃3

0 = 0

è |w̃0| > ri. Âñå êîðíè óðàâíåíèÿ bw
3 + cw2 + dw + e− ξ = w̃3

0 ðàçëè÷íû è ïî

ìîäóëþ áîëüøå r0, îòêóäà (z̃0, w̃0) ∈ hξ(Tξ \ Uξ,i) è îòîáðàæåíèå Prz̃ ◦hξ|Tξ\Uξ,i
ÿâëÿåòñÿ íåðàçâåòâëåííûì òðèëèñòíûì íàêðûòèåì ñ áàçîé C\D2

r
3
2
i

≈ D2\{∗}.

Øàã 3. Äîêàæåì, ÷òî íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî hξ(Tξ \Uξ,i) ñâÿçíî. Ðàñ-

ñìîòðèì ïîäíÿòèå γ̃(t) = (r
3
2

i e
πit, r

3
2

i e
2πit+πi

3 ) çàìêíóòîãî ïóòè γ(t) = r
3
2

i e
πit,

0 ≤ t ≤ 6, ïðè íàêðûòèè Prz̃|hξ(Tξ\Uξ,i). Òîãäà γ̃ � ïðîñòîé çàìêíóòûé ïóòü,

òðèëèñòíî íàêðûâàþùèé ïðîñòîé çàìêíóòûé ïóòü γ(t), 0 ≤ t ≤ 2, îòêóäà

íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî ñâÿçíî.

Ëåììà 2.4.3. Âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå ρξ(x, y) = o(1), ãäå R → ∞, x, y ∈

Tξ \ (C×D2
R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f̃(z̃, w̃) = z̃2 + w̃3, ω̃C = dz̃ ∧ dw̃ è ξ̃ = 0, òîãäà

sgrad Cf̃ = −3w̃2 ∂
∂z̃ + 2z̃ ∂

∂w̃ è ∆̃0 = −3w̃2dz̃+2z̃dw̃
9w̃4+4z̃2 |T T̃0

. Ïîñêîëüêó z̃2 + w̃3 = 0
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íà T̃0, −3w̃2dz̃ + 2z̃dw̃ = 9w̃4dw̃
2z̃ + 2z̃dw̃ = 9w̃4+4z̃2

2z̃ dw̃ íà T̃0, çíà÷èò ∆̃0 = dw̃
2z̃ ,

îòêóäà g̃0 = |dw̃|2
4|z̃|2 = |dw̃|2

4|w̃|3 .

Äàëåå, ïóñòü x0 è y0 òàêèå, ÷òî |x| = |x0|, |y| = |y0| è x0 = (iR
3/2
x , Rx),

y0 = (iR
3/2
y , Ry) äëÿ íåêîòîðûõ Rx > 0 è Ry > 0. Ñîãëàñíî äîêàçàòåëüñòâó

ëåììû 2.4.2, òàêèå x0, y0 ∈ f̃−1(0) =: Ṽ ñóùåñòâóþò. Âåðíî íåðàâåíñòâî

ρ̃0(x, y) ≤ ρ̃0(x, x0) + ρ̃0(x0, y0) + ρ̃0(y0, y).

Îöåíèì ρ̃0(x, x0) è ρ̃0(y, y0). Ðàññìîòðèì äâóëèñòíîå íàêðûòèå p : Ṽ \(C×

D
2
R)→ C \D2

R, p(z̃, w̃) = w̃, îòêóäà ρ̃0(x, x0) ≤
∮

|w̃|=Rx

1√
4R3

x

|dw̃| = π√
Rx
. Àíàëî-

ãè÷íî ρ̃0(y, y0) ≤ π√
Ry
.

Îöåíèì ρ̃0(x0, y0) = |
∫ Ry
Rx

dw̃√
4w̃3
| ≤ 1√

min{Rx,Ry}
. Îòñþäà ρ̃0(x, y) ≤ π√

Rx
+

1√
min{Rx,Ry}

+ π√
Ry
≤ 8√

min{Rx,Ry}
.

Ñîãëàñíî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 2.4.2, øàã 1, â C× (C \D2
r0(ξ)) ñóùåñòâóåò

çàìåíà êîîðäèíàò hξ(z, w) = (z̃, w̃) = (
√
az, 3
√
bw3 + cw2 + dw + e− ξ), îòêó-

äà (f−ξ)◦h−1
ξ = f̃ = z̃2 +w̃3. Îöåíèì ∆ξ: èìååì (hξ|Tξ\h−1

ξ (C×D2

R))
∗∆̃0 = Aξ∆ξ,

ãäå ôóíêöèÿ Aξ : Tξ \ (C × D
2
R) → C îïðåäåëåíà óñëîâèåì AξωC = h∗ξω̃C.

Òàê êàê Aξ =
√
a 3bw2+2cw+d

3(bw3+cw2+dw+e−ξ)
2
3

= A(1 + o(1)) ïðè R → ∞, ãäå A =
√
a 3
√
b ∈ C \ {0}, òî ρξ < 2

|A| ρ̃0. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî
1

min{Rx,Ry} = O( 1
R) ïðè

R→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 16. Ïóíêò 1 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ëåìì 2.4.2

è 2.4.3. Äîêàæåì ïóíêòû 2 è 3. Èç ëåìì ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ñëîé Tξ êîì-

ïàêòåí. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå p : Tξ → C, ãäå p(z, w) = w � ðàçâåòâëåí-

íîå äâóëèñòíîå ñîõðàíÿþùåå îðèåíòàöèþ íàêðûòèå. Îñîáûìè çíà÷åíèÿìè (òî

åñòü îáðàçàìè òî÷åê, â êîòîðûõ p íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ãîìåîìîðôèçìîì)

ÿâëÿþòñÿ êîðíè óðàâíåíèÿ bw3 +cw2 +dw+e−ξ = 0 è áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ
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òî÷êà. Ñîãëàñíî ôîðìóëå Ðèìàíà-Ãóðâèöà, èìååì χ(Tξ) = 2χ(C) − 4 = 0,

îòêóäà Tξ ãîìåîìîðôíî òîðó.

Ââåäåì êîîðäèíàòó uξ íà ñëîå Tξ â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî

óäàëåííîé òî÷êè ñîîòíîøåíèåì z̃ = iu−3
ξ ,

w̃ = u−2
ξ ,

(2.4.2)

ãäå uξ : Tξ \ h−1
ξ

(
C×D2

r̃0(ξ)

)
→ D2

r̃0(ξ)−
1
2
\ {0}. Ïðîäîëæèì äèôôåîìîðôèçì

uξ äî ãîìåîìîðôèçìà uξ : Tξ \ h−1
ξ

(
C×D2

r̃0(ξ)

)
→ D2

r̃0(ξ)−
1
2
â áåñêîíå÷íî óäà-

ëåííóþ òî÷êó ñîîòíîøåíèåì uξ(pξ) = 0.

Îïðåäåëåíèå 2.4.4. C-ãàìèëüòîíîâûì ïîïîëíåíèåì C-ãàìèëüòîíîâîé ñè-

ñòåìûH3(a, b, c, d, e), îáîçíà÷àåìûìH 3(a, b, c, d, e), íàçîâåì C-ãàìèëüòîíîâó

ñèñòåìó (M 4, ωC, f), ãäå

• ìíîæåñòâî M 4 =
⋃
ξ∈C

Tξ := {(ξ, x)|ξ ∈ C, x ∈ Tξ} îáëàäàåò ñòðóêòóðîé

C-ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, çàäàâàåìîé ñëåäóþùèì íàáîðîì êàðò U ≈

V, Uξ0 ≈ Vξ0, ãäå U, Uξ0 ⊂ M 4, ξ0 ∈ C, è ôóíêöèé ïåðåõîäà: êàðòà U ≈

V := C2(z, w), ñåìåéñòâî êàðò Uξ0 ≈ Vξ0 = {(ξ, u) ∈ C2 | |ξ − ξ0| <

ε, |u| < ε}, ξ0 ∈ C, ãäå ε = ε(ξ0) > 0, à ôóíêöèÿ ïåðåõîäà φξ0 : V ′ξ0 → V ′,

ãäå V ′ := {(z, w) ∈ C2 | |f(z, w) − ξ0| < ε, (z, w) ∈ h−1
f(z,w)(Cz̃ × (Cw̃ \

D
2
r̃0(f(z,w))))} è V ′ξ0 := Vξ0 \ {(ξ, 0) ∈ C2 | |ξ − ξ0| < ε}, îïðåäåëåíà ñ

ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé (2.4.1) è (2.4.2): (ξ, u) 7→ (z, w) := h−1
ξ (z̃ =

iu−3, w̃ = u−2);

• âûïîëíåíî ωC|U = ϕ∗ωC è f |U = f ◦ ϕ, ãäå ϕ : U → V � êîîðäèíàòíûé

ãîìåîìîðôèçì äëÿ êàðòû U ≈ V .
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Îòìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ M 4 òî÷êè pξ1 6= pξ2 ðàçëè÷íû ïðè ξ1 6= ξ2.

Äàëåå áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ìíîæåñòâî C2 = V ñ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì

U ⊂M 4 ïðè ïîìîùè êîîðäèíàòíîãî ãîìåîìîðôèçìà ϕ : U → V .

Òåîðåìà 17 (Ñóùåñòâîâàíèå C-ãàìèëüòîíîâà ïîïîëíåíèÿ). Äëÿ ëþáîé C-

ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (C2, ωC, f) = H3(a, b, c, d, e) âûïîëíåíû ñëåäóþùèå

ñâîéñòâà:

1) äëÿ ëþáîãî ξ0 ∈ C ôóíêöèÿ φξ0 : V ′ξ0 → V ′ èíúåêòèâíà è èìååò âñþäó

íåíóëåâîé ÿêîáèàí;

2) íà êîìïëåêñíîì ìíîãîîáðàçèè M 4 C-äèôôåðåíöèàëüíàÿ 2-ôîðìà ωC è

ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà f îïðåäåëåíû êîððåêòíî è ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêè-

ìè;

3) 2-ôîðìà ωC íåâûðîæäåíà, òî åñòü âñþäó îòëè÷íà îò íóëÿ íà M 4 è

ÿâëÿåòñÿ C-ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ C-ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà H3(a, b, c, d, e) èìååò åäèí-

ñòâåííîå C-ãàìèëüòîíîâî ïîïîëíåíèå (M 4, ωC, f).

Òåîðåìà 18. Äëÿ ëþáîé C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (C2, ωC, f) = H3(a, b, c, d, e)

âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè f ñîäåðæàòñÿ â C2 è ñîâïàäàþò ñ êðè-

òè÷åñêèìè òî÷êàìè ôóíêöèè f ; H3(a, b, c, d, e) ñëîé Tξ C-ãàìèëüòîíîâîé

ñèñòåìû H3(a, b, c, d, e) ÿâëÿåòñÿ íåîñîáûì;

2) âåêòîðíûå ïîëÿ sgrad Cf è i sgrad Cf ïîëíû íà M 4 è íå èìåþò íóëåé

âíå òî÷åê p1, p2 ∈ C.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 17 è 18. Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.4.2, øàã 1, è

ôîðìóëû (2.4.2) ñëåäóåò, ÷òî φξ0 èíúåêòèâíî, è ÷òî â êîîðäèíàòàõ (z̃, w̃) :=
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hξ0(z, w) â C2
z,w \ (C × D

2
r0(ξ0)) 2-ôîðìà (h−1

ξ0
)∗ωC = Bξ0dz̃ ∧ dw̃ , ãäå ôóíê-

öèÿ Bξ0 = 1
Aξ0◦h

−1
ξ0

îïðåäåëåíà â îáëàñòè C × (C \ D2
r̃0(ξ0)) îïðåäåëåíèÿ (z̃, w̃),

Bξ0(z̃, w̃) 6= 0 è |Bξ0(z̃, w̃)| îãðàíè÷åí íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (z̃, w̃).

Êîîðäèíàòû (z̃, w̃) = hξ0(z, w) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç (ξ, u) ïîñðåäñòâîì îòîá-

ðàæåíèÿ hξ0 ◦ φξ0 : (ξ, u) 7→ (z̃, w̃) = hξ0 ◦ h−1
ξ (iu−3, u−2) òàê: φξ0 : (ξ, u) 7→

(z, w) = h−1
ξ (iu−3, u−2), z̃ = iu−3, w̃ = (ξ − ξ0 + u−6)

1
3 , îòêóäà (hξ0 ◦ φξ0)∗dz̃ ∧

dw̃ = i(1 + (ξ − ξ0)u
6)−

2
3dξ ∧ du è φ∗ξ0ωC = (hξ0 ◦ φξ0)∗(h−1

ξ0
)∗ωC = i(Bξ0 ◦

hξ0 ◦ φξ0)(1 + (ξ − ξ0)u
6)−

2
3dξ ∧ du. Îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâ-

íîé è âñþäó íåâûðîæäåííîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû lξ0(ξ, u)dξ ∧ du íà

Vξ0 = {|ξ−ξ0| < ε, |u| < ε}, ñîâïàäàþùåé ñ ϕ∗ξ0ωC íà {|ξ−ξ0| < ε, 0 < |u| < ε},

ãäå lξ0(ξ, u) = i(1 + (ξ − ξ0)u
6)−

2
3Bξ0 ◦ hξ0 ◦ φξ0(ξ, u) = i(1+(ξ−ξ0)u6)−

2
3

Aξ0◦φξ0(ξ,u) � îãðàíè-

÷åííàÿ, âñþäó íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ, lξ0(ξ, 0) = i
A = i√

a 3
√
b
, ñì. äîêàçàòåëüñòâî

ëåììû 2.4.3. Òàê êàê ÿêîáèàí ôóíêöèè ïåðåõîäà φξ0 ðàâåí lξ0(ξ, u), îí âñþäó

îòëè÷åí îò íóëÿ.

Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà f ◦ h−1
ξ0

â îáëàñòè {|ξ − ξ0| < ε, 0 < |uξ| < ε} ⊂

C2(z̃, w̃) èìååò âèä f ◦ h−1
ξ0

= z̃2 + w̃3 + ξ0, f ◦ φξ0 = ξ, ïîýòîìó â êîîðäèíàòàõ

(ξ, u) ôóíêöèÿ f èìååò âèä f = ξ, çíà÷èò f êîððåêòíî îïðåäåëåíà, ÿâëÿåòñÿ

àíàëèòè÷åñêîé è íå èìååò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê â M 4 \ C2.

Òåîðåìà 17 è òåîðåìà 18, ïóíêò 1), äîêàçàíû.

Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå sgrad Cf â êîîðäèíàòàõ (ξ, u),

sgrad Cf = (0, 1
lξ0(ξ,u)) = 1

lξ0(ξ,u)
∂
∂u , îòêóäà âåêòîðíîå ïîëå sgrad Cf íå èìååò

íóëåé íà Tξ \ (C×D2
r0

).

Âåêòîðíûå ïîëÿ sgrad Cf è i sgrad Cf ïîëíû íà M 4, áóäó÷è ãëàäêèìè âåê-

òîðíûìè ïîëÿìè íà êàæäîì èíâàðèàíòíîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâåM 4
C :=

68



⋃
|ξ|≤C

Tξ ⊂ M 4, ñîäåðæàùåì âñå îñîáûå ñëîè, ãäå C > 0 � ëþáàÿ êîíñòàíòà,

ïðåâîñõîäÿùàÿ max{|f(p1)|, |f(p2)|}.

Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà λ ∈ C \ R ðàññìîòðèì â àáåëåâîé ãðóïïå (C,+) ïîä-

ãðóïïû 2πZ ∼= Z, λZ ∼= Z è 2πZ + λZ ∼= Z ⊕ Z. Òàê êàê ÷èñëà 2π, λ ∈ C

ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä R, òî ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî T2
λ := C/(2πZ + λZ)

ãîìåîìîðôíî äâóìåðíîìó òîðó T2 = S1 × S1.

Ñëåäñòâèå 2.4.5 (Êîîðäèíàòû äåéñòâèå-óãîë äëÿ ïîïîëíåííîé ñèñòåìû).

Äëÿ C-ãàìèëüòîíîâà ïîïîëíåíèÿ H 3(a, b, c, d, e) ëþáîé C-ãàìèëüòîíîâîé

ñèñòåìû (C2, ωC, f) = H3(a, b, c, d, e) âåêòîðíûå ïîëÿ sgrad Cf è i sgrad Cf

ïîëíû. Äëÿ ëþáîãî íåîñîáîãî ñëîÿ Tξ ñóùåñòâóþò ÷èñëà λ(ξ) ∈ C \ R,

ωξ ∈ C \ {0} è êîìïëåêñíûé äèôôåîìîðôèçì fξ = fξ mod (2π, λ(ξ)) : Tξ →

T2
λ(ξ) = C/(2πZ + λ(ξ)Z) íà äâóìåðíûé òîð, òàêèå ÷òî sgrad Cf |Tξ = ωξ

d
dfξ
,

ãäå d
dfξ
∈ Vect(Tξ) � êîîðäèíàòíîå âåêòîðíîå ïîëå íà ñëîå Tξ, îòâå÷àþ-

ùåå êîîðäèíàòíîìó äèôôåîìîðôèçìó fξ mod (2π, λ(ξ)), òî åñòü äèôôåîìîð-

ôèçì fξ mod (2π, λ(ξ)) âûïðÿìëÿåò èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè íà Tξ. Âåùå-

ñòâåííûå êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû äåéñòâèå-óãîë äëÿ ïîïîëíåííîé ñèñòå-

ìû H 3(a, b, c, d, e) îïðåäåëåíû (íåîäíîçíà÷íûì îáðàçîì) â ìàëîé îêðåñòíî-

ñòè ëþáîãî íåîñîáîãî ñëîÿ â M 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëíîòà âåêòîðíûõ ïîëåé äîêàçàíà â òåîðåìå 18, ïóíêò 2).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 16, ïóíêò 2), è äîêàçàòåëüñòâó âåùåñòâåííîé òåîðåìû Ëè-

óâèëëÿ äëÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (M 4,ReωC,Re f) ñ äîïîëíèòåëüíûì èí-

òåãðàëîì Im f (ñì. ëåììó 2.1.6), ñëîé Tξ ãîìåîìîðôåí äâóìåðíîìó òîðó, ïðè

ýòîì îïðåäåëåíî òðàíçèòèâíîå è ëîêàëüíî ñâîáîäíîå C-äèôôåðåíöèðóåìîå
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äåéñòâèå ρξ : C × Tξ → Tξ ïëîñêîñòè C íà ñëîå Tξ ñäâèãàìè âäîëü èíòå-

ãðàëüíûõ òðàåêòîðèé âåêòîðíûõ ïîëåé c sgrad Cf , c ∈ C, çà âðåìÿ 1. Ñòàáè-

ëèçàòîð òî÷êè äëÿ ýòîãî äåéñòâèÿ íå çàâèñèò îò òî÷êè è ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé

â C âèäà λ1(ξ)Z + λ2(ξ)Z, ãäå ÷èñëà λ1(ξ), λ2(ξ) ∈ C ëèíåéíî íåçàâèñèìû

íàä R. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé òî÷êè Pξ ∈ Tξ C-äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå

(ρξ|C×{Pξ}) ◦ µξ èíäóöèðóåò C-äèôôåîìîðôèçì jξ : C/(2πZ + λ(ξ)Z) → Tξ,

ãäå µξ : C → C � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà 2π
λ1(ξ) , λ(ξ) := 2πλ2(ξ)

λ1(ξ) . Â êà÷å-

ñòâå êîîðäèíàòû fξ mod (2π, λ(ξ)) âîçüìåì îáðàòíûé äèôôåîìîðôèçì j−1
ξ =:

fξ mod (2π, λ(ξ)). Òîãäà sgrad Cf |Tξ = λ1(ξ)
2π

d
dfξ

= ωξ
d
dfξ
, ãäå ωξ := λ1(ξ)

2π .

Ñóùåñòâîâàíèå âåùåñòâåííûõ êîîðäèíàò äåéñòâèå-óãîë äëÿ ïîïîëíåííîé

ñèñòåìû ñëåäóåò, â ñèëó òåîðåìû Ëèóâèëëÿ, èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïîïîëíåííîé

ñèñòåìû (ñì. òåîðåìó 17) è êîìïàêòíîñòè ñëîåâ Tξ ⊂M 4 (ñì. òåîðåìó 16).

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñëåäñòâèÿ 2.4.5 ðàññìàòðèâàåòñÿ R-ëèíåéíûé

îïåðàòîð µR
ξ : C → R2, îïðåäåëåííûé íà áàçèñå ôîðìóëàìè µR

ξ (λ1(ξ)) =

(2π, 0) è µR
ξ (λ2(ξ)) = (0, 2π). Òîãäà îòîáðàæåíèå (ρξ|C×{Pξ}) ◦ µR

ξ èíäóöèðóåò

R-äèôôåîìîðôèçì jR
ξ : R2/(2πZ)2 → Tξ. Ïîëîæèì ϕξ modd 2π := (jR

ξ )−1 :

Tξ → (R/2πZ)2 =: T2. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ñòðîÿòñÿ (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-

ìû Ëèóâèëëÿ) âåùåñòâåííûå êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû äåéñòâèå-óãîë

(I1, I2, ϕ1 mod 2π, ϕ2 mod 2π) : Ũξ0 → D2 × T2 (2.4.3)

äëÿ �ïîïîëíåíèÿ� (M 4,ReωC,Re f) ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (C2,ReωC,Re f)

ñ äîïîëíèòåëüíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì Im f , îïðåäåëåííûå â ìàëîé îêðåñò-

íîñòè Ũξ0 =
⋃

|ξ−ξ0|<ε̃
Tξ ⊂ M 4 ëþáîãî íåîñîáîãî ñëîÿ Tξ0 è ïðèíèìàþùèå çíà-

÷åíèÿ â îáëàñòè D2 × T2, ãäå D2 ⊂ R2 � îáëàñòü, ãîìåîìîðôíàÿ îòêðûòîìó
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êðóãó, ε̃ = ε̃(ξ0) > 0 � äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî. Ïîêàæåì, ÷òî çíà÷åíèå ïåðå-

ìåííûõ óãîë íà ìíîæåñòâå áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷åê pξ ∈ Ũξ0 ìîæåò áûòü

âûáðàíî ðàâíûì (ϕ1 mod 2π)(pξ) = (ϕ2 mod 2π)(pξ) = 0 mod 2π. Òåì ñàìûì

èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû H3(a, b, c, d, e) èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2.3.

Ðèñ. 2.3: Èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû H3(a, b, c, d, e)

Ñëåäñòâèå 2.4.6 (Âåùåñòâåííûå êîîðäèíàòû äåéñòâèå-óãîë äëÿ èñõîäíîé

ñèñòåìû). Âåùåñòâåííûå êîîðäèíàòû äåéñòâèå-óãîë I1, I2, ϕ1 mod 2π, ϕ2 mod 2π

â îêðåñòíîñòè Ũξ0 íåîñîáîãî ñëîÿ Tξ0 â M 4 äëÿ �ïîïîëíåííîé� ñèñòåìû

(M 4,ReωC,Re f) ìîãóò áûòü âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî èõ îãðàíè÷åíèå

íà C2⋂ Ũξ0 çàäàåò âåùåñòâåííûå êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè

ñëîÿ Tξ0 äëÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (C2,ReωC,Re f), ïðèíèìàþùèå çíà-

÷åíèÿ â îáëàñòè D2× (T2 \{(0, 0) modd 2π}). Ïðè ýòîì â óêàçàííîé îêðåñò-

íîñòè ïåðâûå èíòåãðàëû Re f è Im f ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò I1, I2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü Λ := {pξ | ξ ∈ C} = M 4 \ C2,

ñîñòîÿùóþ èç áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷åê. Ïóñòü v ∈ TpξΛ, v 6= 0, òîãäà ïàðà

(v, iv) � áàçèñ â TpξΛ. Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ω(v, iv) = ReωC(v, iv) =
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0, îòêóäà Λ � ëàãðàíæåâà ïîâåðõíîñòü âM 4. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïåðåìåííûå

óãîë ìîæíî âûáðàòü (äëÿ çàäàííûõ ïåðåìåííûõ äåéñòâèå) òàêèì îáðàçîì,

÷òî (ϕ1 mod 2π)(pξ) = (ϕ2 mod 2π)(pξ) = 0 mod 2π, |ξ − ξ0| < ε̃.

Îòìåòèì, ÷òî àíòèêàíîíè÷åñêàÿ èíâîëþöèÿ (z, w) 7→ (−z, w) ñîõðàíÿåò

ãàìèëüòîíèàí f è íà êàæäîì íåîñîáîì ñëîå Tξ èìååò ÷åòûðå íåïîäâèæíûå

òî÷êè, âêëþ÷àÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó pξ. Â êîîðäèíàòàõ (ξ, u) èç îïðå-

äåëåíèÿ 2.4.4 ýòà èíâîëþöèÿ èìååò âèä (ξ, u) 7→ (ξ,−u), ñì. (2.4.1) è (2.4.2).

Â âåùåñòâåííûõ êîîðäèíàòàõ äåéñòâèå-óãîë èç ñëåäñòâèÿ 2.4.6 èíâîëþöèÿ

èìååò âèä (I1, I2, ϕ1 mod 2π, ϕ2 mod 2π) 7→ (I1, I2,−ϕ1 mod 2π,−ϕ2 mod 2π).

Ñëåäñòâèå 2.4.7. Äëÿ C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû H3(a, b, c, d, e) â îêðåñò-

íîñòè Uξ0 íåîñîáîãî ñëîÿ Tξ0 ⊂ Uξ0, ξ0 ∈ C \ Σf , çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò äåé-

ñòâèå (I1, I2) íà ñëîå Tξ ⊂ Uξ0 ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî ôîðìóëàì:

I`(Tξ) =
1

π
Re

∫
γξ,`

zξ(w)dw, ` = 1, 2,

ãäå zξ(w) =
√

ξ−bw3−cw2−dw−e
a � îäíà èç äâóõ âåòâåé, íåïðåðûâíî çàâèñÿùàÿ

îò ξ, γξ,1, γξ,2 : [0, 1] → C � ïðîñòûå ïóòè, âåäóùèå èç wξ,1 â wξ,3 è èç

wξ,2 â wξ,3 ñîîòâåòñòâåííî, ïåðåñåêàþùèåñÿ òîëüêî â êîíå÷íîé òî÷êå wξ,3

è íåïðåðûâíî çàâèñÿùèå îò ξ, wξ,m, m = 1, 2, 3 � êîðíè óðàâíåíèÿ bw3 +

cw2 + dw + e = ξ, íåïðåðûâíî çàâèñÿùèå îò ξ. Ïåðåìåííàÿ äåéñòâèÿ I`

îòâå÷àåò öèêëó íà Tξ, ïîëó÷åííîìó ïîñëåäîâàòåëüíîìó ïðîõîæäåíèþ ïóòè

(zξ(γξ,`(t)), γξ,`(t)), t ∈ [0, 1], è ïóòè (−zξ(γξ,`(1−t)), γξ,`(1−t)), t ∈ [0, 1], ` =

1, 2.
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2.5 Ãèïåðýëëèïòè÷åñêèé ãàìèëüòîíèàí ñòåïåíè ÷åòûðå

Îïðåäåëåíèå 2.5.1. C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé ñ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì ãà-

ìèëüòîíèàíîì ñòåïåíè ÷åòûðå íàçûâàåòñÿ òðîéêà (C2, ωC, f), ãäå C2 =

C2(z, w), f(z, w) = az2 + bw4 + cw3 + dw2 + ew + k, a, b, c, d, e, k ∈ C, ab 6= 0

è ωC = dz ∧ dw. Îáîçíà÷èì ýòó ñèñòåìó ÷åðåç H4(a, b, c, d, e, k). Ñèñòåìó

H4(a, b, c, d, e, k) íàçîâåì íåâûðîæäåííîé, åñëè ôóíêöèÿ f èìååò ðîâíî òðè

ðàçëè÷íûõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿ (ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî f � êîìïëåêñ-

íîçíà÷íàÿ ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ Ìîðñà, ñì. ëåììó 2.5.2 íèæå).

Ëåììà 2.5.2. Âñÿêàÿ C-ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà H4(r, s, s(p + 1), sp, 0, 0),

r, s, p ∈ C, rs 6= 0, èìååò íå áîëåå òðåõ îñîáûõ ñëîåâ Tf(0,tj), j = 1, 2, 3,

íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ìîãóò ñîâïàäàòü, ãäå t1 = 0, t2 =
−3(p+1)−

√
9(p+1)2−32p
8 ,

t3 =
−3(p+1)+

√
9(p+1)2−32p
8 . C-ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà H4(r, s, s(p+1), sp, 0, 0, 0)

íåâûðîæäåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà rs 6= 0 è p /∈ {0,±1, 7±4i
√

2
9 }. Äëÿ

ëþáîãî j ∈ {1, 2, 3} ñóùåñòâóåò C-ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà H4(r1, s1, s1(p1 +

1), s1p1, 0, 0), ãàìèëüòîíîâî ýêâèâàëåíòíàÿ H4(r, s, s(p+1), sp, 0, 0) ñ ãàìèëü-

òîíîâîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ hj òàêîé, ÷òî hj(0, tj) = (0, 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì q =
√

9(p+ 1)2 − 32p äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåòâè

√ . Îñîáûå ñëîè ñèñòåìû îòâå÷àþò çíà÷åíèÿì f(pj), j = 1, 2, 3, ãäå p1 =

(0, 0), p2 = (0, t2), p3 = (0, t3), ãäå t2 = −3(p+1)−q
8 , t3 = −3(p+1)+q

8 . Òàê êàê

f(z, w) = rz2 + sw2(w + 1)(w + p), òî f(0, t2) = s (q+3p+3)2(−q+5p−3)(q+3p−5)
212 è

f(0, t3) = s (q−3p−3)2(q+5p−3)(−q+3p−5)
212 . Íåâûðîæäåííîñòü ñèñòåìû îçíà÷àåò, ÷òî

çíà÷åíèÿ f(pj), j = 1, 2, 3 ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

ïîñëåäíåå óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî p /∈ {0,±1, 7±4i
√

2
9 }. Ðàññìîòðèì òðè
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êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿ: h1 : (z, w) 7→ (z, w),

h2 : (z, w) 7→ (z−t2−α ,−αw), ãäå α = 1
8(7+9p2+q+3pq+2

√
2
√

5− 6p+ 5p2 + q + pq),

h3 : (z, w) 7→ (z−t3−α ,−αw), ãäå α = 1
8(7+9p2+q+3pq−2

√
2
√

5− 6p+ 5p2 + q + pq).

Äàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèÿì ëåììû.

Òåîðåìà 19. Âñÿêàÿ íåâûðîæäåííàÿ C-ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà H4(a, b, c, d, e, k)

ãàìèëüòîíîâî ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå H4(r, s, s(p + 1), sp, 0, 0) äëÿ íåêîòî-

ðûõ r, s, p ∈ C, rs 6= 0, p /∈ {0,±1, 7±4i
√

2
9 }. Äâå íåâûðîæäåííûå C-ãàìèëüòîíîâû

ñèñòåìû H4(r1, s1, s1(p1 +1), p1, 0, 0) è H4(r2, s2, s2(p2 +1), s2p2, 0, 0) ãàìèëü-

òîíîâî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî r1 = r2, s1 = s2 è

p1 = p2, ëèáî r1 = r2

p2
2
, s1 = s2p

4
2 è p1 = 1

p2
, ïðè óñëîâèè òîãî, ÷òî îáðàç îñîáîé

òî÷êè (0, 0) îòíîñèòåëüíî ãàìèëüòîíîâîé ýêâèâàëåíòíîñòè ðàâåí (0, 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü w1 � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ôóíêöèè bw4 + cw3 +dw2 +

ew + k, òîãäà f(z, w) = az2 + b(w − w1)
2(w − α)(w − β) + γ, ãäå α, β, γ ∈ C,

α, β 6= w1 è α 6= β, f(0, w2) 6= f(0, w3), ãäå w2 è w3 � äâå äðóãèå êðèòè-

÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè bw4 + cw3 + dw2 + ew + k. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

h : C2 → C2 ôîðìóëîé h : (z, w) 7→ (z(w1 − α), w−w1

w1−α ). Îòîáðàæåíèå h �

èñêîìàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ r = a
(w1−α)2 , s = b(w1 − α)4, p = w1−β

w1−α .

Ïóñòü ìåæäó ñèñòåìàìè H4(r1, s1, s1(p1 + 1), s1p1, 0, 0) è H4(r2, s2, s2(p2 +

1), s2p2, 0, 0) çàäàíà ãàìèëüòîíîâà ýêâèâàëåíòíîñòü h. Îñîáûå ñëîè ñèñòåì

îòâå÷àþò çíà÷åíèÿì fi(pi,j), i = 1, 2 è j = 1, 2, 3, ãäå pi,1 = (0, 0), pi,2 =

(0, ti,2), pi,3 = (0, ti,3), ãäå ti,2 = −3(pi+1)−qi
8 , ti,3 = −3(pi+1)+qi

8 , i = 1, 2, ãäå

qi îïðåäåëåíî êàê â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.5.2. Òàê êàê fi(z, w) = riz
2 +

siw
2(w + 1)(w + pi), òî fi(0, ti,2) = si

(qi+3pi+3)2(−qi+5pi−3)(qi+3pi−5)
212 è fi(0, ti,3) =

si
(qi−3pi−3)2(qi+5pi−3)(−qi+3pi−5)

212 .
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Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îïåðàòîð Ai,j â Tpi,jC2 � îïåðàòîð ëèíåàðèçàöèè

âåêòîðíîãî ïîëÿ sgrad Cfi = (−si(4w3 +3(pi+1)w2 +2piw), 2riz)T â òî÷êå pi,j,

j = 1, 2, 3; â êîîðäèíàòàõ z, w îí çàäàåòñÿ ìàòðèöåé

Ai,1 =

 0 −2sipi

2ri 0

 , Ai,2 =

 0 −siqi qi+3+3pi
8

2ri 0

 , Ai,3 =

 0 −siqi qi−3−3pi
8

2ri 0

 ,

îòêóäà detAi,1 = 4risipi, detAi,2 = risiqi
qi+3+3pi

4 è detAi,3 = risiqi
qi−3−3pi

4 , ãäå

i = 1, 2.

Ïóñòü ïðè îòîáðàæåíèè h âûïîëíåíî h(p1,j) = p2,σ(j), ãäå j = 1, 2, 3 è

σ ∈ S3 � íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà. Èìååì A2,σ(j)◦dh|p1,j
= dh|p1,j

◦A1,j, ïîýòîìó

detA1,j = detA2,σ(j), è f1(p1,k) − f1(p1,l) = f2(p2,σ(k)) − f2(p2,σ(l)), ãäå j, k, l =

1, 2, 3. Îòñþäà ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé íà âåëè÷èíû r2, s2, p2, σ ∈ S3

ïðè çàäàííûõ r1, s1, p1, âûòåêàþùóþ èç ãàìèëüòîíîâîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Ýòà

ñèñòåìà èìååò ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ ñî ñâîéñòâîì σ(1) = 1, à èìåííî

ðåøåíèå r2 = r1, s2 = s1, p2 = p1, σ = id, è ðåøåíèå r2 = r1

p2
1
, s2 = s1p

4
1, p2 = 1

p1
,

σ = (23).

Ðåøåíèå r2 = r1, s2 = s1, p2 = p1, σ = id ñîîòâåòñòâóåò ãàìèëüòîíîâîé

ýêâèâàëåíòíîñòè (z1, w1) 7→ (z1, w1) = (z2, w2), à ðåøåíèå r2 = r1

p2
1
, s2 = s1p

4
1,

p2 = 1
p1
, σ = (23) ñîîòâåòñòâóåò ãàìèëüòîíîâîé ýêâèâàëåíòíîñòè (z1, w1) 7→

(p1z1,
w1

p1
) = (z2, w2).

Òåîðåìà 20. Ïóñòü Tξ � ïîïîëíåíèå ïðîèçâîëüíîãî (íåîáÿçàòåëüíî íåîñî-

áîãî) ñëîÿ Tξ ñèñòåìû H4(a, b, c, d, e, k) îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ïîïîëíåíèÿ

gξ (òî÷íåå, îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ ρξ, ñì. îïðåäåëåíèå 2.1.10).

Òîãäà:

1) âûïîëíåíî Tξ = Tξ

⋃
{pξ,1, pξ,2}, ãäå pξ,1, pξ,2 � äâå òî÷êè, íàçûâàåìûå
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áåñêîíå÷íî óäàëåííûìè;

2) åñëè Tξ � íåîñîáûé ñëîé, òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì Tξ ≈ T2;

3) ñóùåñòâóåò êîìïëåêñíàÿ êîîðäèíàòà â îêðåñòíîñòè êàæäîé èç áåñ-

êîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷åê pξ,j ∈ Tξ, j = 1, 2 â Tξ, ÿâëÿþùàÿñÿ C-äèôôåðåí-

öèðóåìîé â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò äâå ëåììû, àíàëîãè÷íûå ëåììàì 2.4.2 è 2.4.3

è ïðèâåäåííûå íèæå.

Ëåììà 2.5.3. Äëÿ ëþáîãî (íå îáÿçàòåëüíî íåîñîáîãî) ñëîÿ Tξ, ξ ∈ C, ñóùå-

ñòâóåò òàêîå ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà C2 çàìêíóòûìè ïîäìíîæåñòâàìè

Uξ,i ⊂ C2, ãîìåîìîðôíûìè C×D2 ⊂ C×C, i ∈ N, ÷òî Uξ,i ⊂ Uξ,j ïðè i < j,
∞⋃
i=1

Uξ,i = C2, è äëÿ ëþáîãî i âûïîëíåíî Tξ\Uξ,i ≈ (D2\{∗})
⊔

(D2\{∗}), ãäå

D2 � îòêðûòûé äâóìåðíûé äèñê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Ñîãëàñíî ëåììå 2.1.11, äëÿ ëþáîãî ξ ∈ C ñóùåñòâó-

åò âåùåñòâåííîå ÷èñëî r0(ξ) > 0 òàêîå, ÷òî îïðåäåëåíà âåòâü 4
√
bw4 + cw3 + dw2 + ew + k − ξ :

C \ D2
r0(ξ) → C, ÿâëÿþùàÿñÿ ãîìåîìîðôèçìîì íà îáðàç, ãäå D

2
r0(ξ) ⊂ Cw �

çàìêíóòûé äâóìåðíûé øàð ðàäèóñà r0(ξ) ñ öåíòðîì â 0. Ïîëîæèì r0 := r0(ξ).

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå hξ : Cz × (Cw \ D
2
r0

) → C2 ôîðìóëîé hξ(z, w) =

(
√
az, 4
√
bw4 + cw3 + dw2 + ew + k − ξ), ãäå ôèêñèðîâàíà îäíà èç âåòâåé ó

√ è 4
√ . Òîãäà hξ îïðåäåëåíî êîððåêòíî è ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì íà

îáðàç, êîîðäèíàòàìè íà îáðàçå ÿâëÿþòñÿ

z̃ =
√
az, w̃ = 4

√
bw4 + cw3 + dw2 + ew + k − ξ. (2.5.1)

Ïîëîæèì r̃0 := 4

√
max
|w|≤r0

|bw4 + cw3 + dw2 + ew + k − ξ|. Äîêàæåì, ÷òî Uξ,i :=
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(C×D2
r0(ξ))

⋃
h−1
ξ (C×D2

ri(ξ)) � èñêîìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ãäå ri = ri(ξ) =

r̃0 + i. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Prz̃ : C2
z̃,w̃ → C, ãäå Prz̃(z̃, w̃) = z̃.

Øàã 2. Äîêàæåì, ÷òî Prz̃ ◦ hξ(Tξ \ Uξ,i) = Cz \D
2
ri(ξ)2 ≈ D2\{0}.

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî Prz̃ ◦ hξ(Tξ \ Uξ,i) ⊆ Cz \ D
2
ri(ξ)2. Ïóñòü z̃0 ∈ (Prz̃ ◦

hξ|Tξ\Uξ,i), ðàññìîòðèì w̃0 òàêîå, ÷òî (z̃0, w̃0) ∈ hξ(Tξ \ Uξ,i), îòêóäà |w̃0| > ri,

à çíà÷èò, |z̃0| > r2
i .

Îáðàòíî, ïóñòü z̃0 ∈ C \D2
r2
i
, òîãäà ñóùåñòâóåò w̃0 òàêîå, ÷òî z̃

2
0 + w̃4

0 = 0 è

|w̃0| > ri. Âñå êîðíè óðàâíåíèÿ bw
4+cw3+dw2+ew+k−ξ = w̃4

0 ðàçëè÷íû è ïî

ìîäóëþ áîëüøå r0, îòêóäà (z̃0, w̃0) ∈ hξ(Tξ \ Uξ,i) è îòîáðàæåíèå Prz̃0
◦hξ|Tξ\Uξ,i

ÿâëÿåòñÿ íåðàçâåòâëåííûì ÷åòûðåõëèñòíûì íàêðûòèåì ñ áàçîé C \ D2
r2
i
≈

D2 \ {∗}.

Øàã 3. Äîêàæåì, ÷òî íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî èìååò äâå êîìïîíåíòû

ñâÿçíîñòè. Ðàññìîòðèì äâà ïîäíÿòèÿ γ̃±(t) = (r2
i e
πit, rie

2πit±π
4 ) çàìêíóòîãî ïó-

òè γ(t) = r2
i e
πit, 0 ≤ t ≤ 4, ïðè íàêðûòèè Prz̃|hξ(Tξ\Uξ,i). Òîãäà êàæäûé èç γ̃± �

ïðîñòîé çàìêíóòûé ïóòü, äâóëèñòíî íàêðûâàþùèé ïðîñòîé çàìêíóòûé ïóòü

γ(t), 0 ≤ t ≤ 2, îòêóäà íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî èìååò äâå êîìïîíåíòû

ñâÿçíîñòè.

Ëåììà 2.5.4. Âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå ρξ(x, y) = o(1), ãäå R → ∞, x, y ∈

Tξ \ (C×D2
R) è x, y ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè Tξ \ (C×D2

R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f̃(z̃, w̃) = z̃2 + w̃4, ω̃C = dz̃ ∧ dw̃ è ξ̃ = 0, òîãäà

sgrad Cf̃ = −4w̃3 ∂
∂z̃ + 2z̃ ∂

∂w̃ è ∆̃0 = −4w̃3dz̃+2z̃dw̃
16w̃6+4z̃2 |T T̃0

. Ïîñêîëüêó z̃2 + w̃4 = 0

íà T̃0 = f̃−1(0), −4w̃3dz + 2z̃dw̃ = 16w̃6dw̃
2z̃ + 2z̃dw̃ = 16w̃6+4z̃2

2z̃ dw̃ íà T̃0, çíà÷èò

∆̃0 = dw̃
2z̃ , îòêóäà g̃0 = |dw̃|2

4|z̃|2 = |dw̃|2
4|w̃|4 .

Äàëåå, ïóñòü x0 è y0 òàêèå, ÷òî |x| = |x0|, |y| = |y0| è x0 = (iR2
x, Rx),
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y0 = (iR2
y, Ry) äëÿ íåêîòîðûõ Rx > 0 è Ry > 0. Ñîãëàñíî äîêàçàòåëüñòâó ëåì-

ìû 2.5.3, òàêèå x0, y0 ∈ f̃−1(0) = T̃0, ëåæàùèå â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè

T̃0 \ (C×D2
R), ñóùåñòâóþò. Ïóñòü T̃0 \ (C×D2

R) = Ṽ1
⊔
Ṽ2 è x0, y0 ∈ Ṽ1. Âåðíî

íåðàâåíñòâî ρ̃0(x, y) ≤ ρ̃0(x, x0) + ρ̃0(x0, y0) + ρ̃0(y0, y).

Îöåíèì ρ̃0(x, x0) è ρ̃0(y, y0). Ðàññìîòðèì äâóëèñòíîå íàêðûòèå p : Ṽ1 \ (C×

D
2
R) → C, p(z̃, w̃) = w̃, îòêóäà ρ̃0(x, x0) ≤

∮
|w̃|=Rx

1√
4R4

x

|dw̃| = π
Rx
. Àíàëîãè÷íî

ρ̃0(y, y0) ≤ π
Ry
.

Îöåíèì ρξ(x0, y0) ≤ |
∫ Ry
Rx

dw√
4w3
| ≤ 1

min{Rx,Ry} . Îòêóäà ρξ(x, y) ≤ π
Rx

+ 1
min{Rx,Ry}+

π
Ry
≤ 8

min(Rx,Ry) .

Ñîãëàñíî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 2.5.3, øàã 1, â C× (C \D2
r0(ξ)) ñóùåñòâóåò

çàìåíà êîîðäèíàò hξ(z, w) = (z̃, w̃) = (
√
az, 4
√
bw4 + cw3 + dw2 + ew + k − ξ),

îòêóäà (f − ξ) ◦ h−1
ξ = f̃ = z̃2 + w̃4. Îöåíèì ∆ξ: èìååì (hξ|Tξ\h−1

ξ (C×D2

R))
∗∆̃0 =

Aξ∆ξ, ãäå ôóíêöèÿ Aξ : Tξ \ (C × D
2
R) → C îïðåäåëåíà óñëîâèåì AξωC =

h∗ξω̃C. Òàê êàê Aξ =
√
a 4bw3+3cw2+2dw+e

4(bw4+cw3+dw2+ew+k−ξ)
3
4

= A(1 + o(1)) ïðè R → ∞, ãäå

A =
√
a 4
√
b ∈ C \ {0}, òî ρξ < 2

|A| ρ̃0. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî
1

min{Rx,Ry} = O( 1
R)

ïðè R→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 20. Ïóíêò 1 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ëåìì 2.5.3

è 2.5.4. Äîêàæåì ïóíêòû 2 è 3. Èç ëåìì ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ñëîé Tξ êîì-

ïàêòåí. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå p : Tξ → C, ãäå p(z, w) = w � ðàçâåòâ-

ëåííîå äâóëèñòíîå ñîõðàíÿþùåå îðèåíòàöèþ íàêðûòèå. Îñîáûìè çíà÷åíèÿìè

(òî åñòü îáðàçàìè òî÷åê â êîòîðûõ p íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ãîìåîìîðôèç-

ìîì) ÿâëÿþòñÿ êîðíè óðàâíåíèÿ bw4 + cw3 + dw2 + ew + k − ξ = 0. Áåñêî-

íå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ, òàê êàê èìååò ðîâíî

äâà ïðîîáðàçà. Òàê êàê ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà òî÷êà âåòâëåíèÿ, íàêðû-
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âàþùåå ïðîñòðàíñòâî Tξ ñâÿçíî. Ñîãëàñíî ôîðìóëå Ðèìàíà-Ãóðâèöà èìååì

χ(Tξ) = 2χ(C)− 4 = 0, îòêóäà Tξ ãîìåîìîðôíî òîðó.

Ââåäåì êîîðäèíàòó uξ,j íà ñëîå Tξ â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî

óäàëåííîé òî÷êè pξ,j, j = 1, 2, ñîîòíîøåíèåì: z̃ = (−1)j−1iu−2
ξ,j ,

w̃ = u−1
ξ,j ,

(2.5.2)

ãäå uξ,j : Vj → D2
r̃0(ξ)−1\{0}, ãäå Vj � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà Tξ\h−1

ξ

(
C×D2

r̃0(ξ)

)
≈

(D2 \ {∗})
⊔

(D2 \ {∗}), òàêàÿ ÷òî pξ,j ∈ V j (ñì. ëåììó 2.5.3). Ïðîäîëæèì

äèôôåîìîðôèçì uξ,j äî ãîìåîìîðôèçìà uξ,j : V j → D2
r̃0(ξ)−1 â áåñêîíå÷íî

óäàëåííóþ òî÷êó pξ,j ñîîòíîøåíèåì uξ,j(pξ,j) = 0, j = 1, 2.

Îïðåäåëåíèå 2.5.5. C-ãàìèëüòîíîâûì ïîïîëíåíèåì C-ãàìèëüòîíîâîé ñè-

ñòåìûH4(a, b, c, d, e, k), îáîçíà÷àåìûìH 4(a, b, c, d, e, k), íàçîâåìC-ãàìèëüòîíîâó

ñèñòåìó (M 4, ωC, f), ãäå

• ìíîæåñòâî M 4 =
⋃
ξ∈C

Tξ := {(ξ, x) | ξ ∈ C, x ∈ Tξ} îáëàäàåò ñòðóêòóðîé

C-ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, çàäàâàåìîé ñëåäóþùèì íàáîðîì êàðò U ≈

V, Uξ0,j ≈ Vξ0,j, j = 1, 2, ãäå U, Uξ0,j ⊂ M 4, ξ0 ∈ C, è ôóíêöèé ïåðåõîäà:

êàðòà U ≈ V := C2(z, w), ñåìåéñòâî êàðò Uξ0,j ≈ Vξ0,j := {(ξ, uj) ∈ C2 |

|ξ − ξ0| < ε, |uj| < ε}, ξ0 ∈ C, j = 1, 2, ãäå ε = ε(ξ0) > 0, à ôóíêöèÿ

ïåðåõîäà φξ0,j : V ′ξ0,j → V ′, ãäå V ′ := {(z, w) ∈ C2 | |f(z, w) − ξ0| <

ε, (z, w) ∈ h−1
f(z,w)(Cz̃ × (Cw̃ \ D

2
r̃0(f(z,w))))} è V ′ξ0,j := Vξ0,j \ {(ξ, 0) ∈ C2 |

|ξ − ξ0| < ε}, îïðåäåëåíà ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé (2.5.1) è (2.5.2):

(ξ, uj) 7→ (z, w) := h−1
ξ (z̃ = (−1)j−1iu−2

j , w̃ = u−1
j );

• âûïîëíåíî ωC|U = ϕ∗ωC è f |U = f ◦ ϕ, ãäå ϕ : U → V = C2 � êîîðäè-
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íàòíûé ãîìåîìîðôèçì äëÿ êàðòû U ≈ V .

Îòìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ M 4 òî÷êè pξ1,j1 6= pξ2,j2 ðàçëè÷íû ïðè ξ1 6= ξ2

èëè j1 6= j2. Äàëåå áóäåì îòîæäåñòâëÿòü C2 = V ñ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì

U ⊂M 4 ïîñðåäñòâîì êîîðäèíàòíîãî ãîìåîìîðôèçìà ϕ : U → V .

Òåîðåìà 21 (Ñóùåñòâîâàíèå C-ãàìèëüòîíîâà ïîïîëíåíèÿ). Äëÿ ëþáîé C-

ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (C2, ωC, f) = H4(a, b, c, d, e, k) âûïîëíåíû ñëåäóþ-

ùèå ñâîéñòâà:

1) äëÿ ëþáîãî ξ0 ∈ C è j = 1, 2 ôóíêöèÿ φξ0,j : V ′ξ0,j → V ′ èíúåêòèâíà è

èìååò âñþäó íåíóëåâîé ÿêîáèàí;

2) íà êîìïëåêñíîì ìíîãîîáðàçèè M 4 C-äèôôåðåíöèàëüíàÿ 2-ôîðìà ωC è

ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà f îïðåäåëåíû êîððåêòíî è ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêè-

ìè.

3) 2-ôîðìà ωC íåâûðîæäåíà, òî åñòü âñþäó îòëè÷íà îò íóëÿ íà M 4 è

ÿâëÿåòñÿ C-ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ C-ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà H4(a, b, c, d, e, k) èìååò åäèí-

ñòâåííîå C-ãàìèëüòîíîâî ïîïîëíåíèå (M 4, ωC, f).

Òåîðåìà 22. Äëÿ ëþáîé C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (C2, ωC, f) = H4(a, b, c, d, e, k)

âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè f ñîäåðæàòñÿ â C2 è ñîâïàäàþò ñ êðè-

òè÷åñêèìè òî÷êàìè ôóíêöèè f ; â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî íåîñîáîãî ñëîÿ

Tξ C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû H4(a, b, c, d, e, k) ñëîé Tξ C-ãàìèëüòîíîâîé

ñèñòåìû H 4(a, b, c, d, e, k) ÿâëÿåòñÿ íåîñîáûì;

2) âåêòîðíûå ïîëÿ sgrad Cf è i sgrad Cf ïîëíû íà M 4 è íå èìåþò íóëåé

âíå òî÷åê p1, p2, p3 ∈ C.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 21 è 22. Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.5.3, øàã 1, è

ôîðìóëû (2.5.2) ñëåäóåò, ÷òî ϕξ0,j èíúåêòèâíî, è ÷òî â êîîðäèíàòàõ (z̃, w̃) =

hξ0(z, w) â C2
z,w\(C×D2

r0(ξ0)) 2-ôîðìà (h−1
ξ0

)∗ωC = Bξ0dz̃∧dw̃, ãäå Bξ0 = 1
Aξ0◦h

−1
ξ0

îïðåäåëåíà â îáëàñòè C × (C \ D2
r̃0(ξ0)) îïðåäåëåíèÿ (z̃, w̃), Bξ0(z̃, w̃) 6= 0 è

|Bξ0(z̃, w̃)| îãðàíè÷åí íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (z̃, w̃).

Êîîðäèíàòû (z̃, w̃) = hξ0(z, w) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç (ξ, uj) ïîñðåäñòâîì îòîá-

ðàæåíèÿ hξ0 ◦ ϕξ0,j : (ξ, uj) 7→ (z̃, w̃) = hξ0 ◦ h−1
ξ ((−1)j−1iu−2

j , u−1
j ) òàê: ϕξ0,j :

(ξ, uj) 7→ (z, w) = h−1
ξ ((−1)j−1iu−2

j , u−1
j ), z̃ = (−1)j−1iu−2

j , w̃ = (ξ− ξ0 + u−4
j )

1
4 ,

îòêóäà (hξ0 ◦ϕξ0,j)∗(dz̃ ∧ dw̃) = (−1)j−1 i
2(1 + (ξ − ξ0)u

4
j)
− 3

4dξ ∧ duj è ϕ∗ξ0,jωC =

(hξ0 ◦ ϕξ0,j)∗(h−1
ξ0

)∗ωC = (−1)j−1 i
2(Bξ0 ◦ hξ0 ◦ ϕξ0,j)(1 + (ξ − ξ0)u

4
j)
− 3

4dξ ∧ duj.

Îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíîé è âñþäó íåâûðîæäåííîé ñèì-

ïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû lξ0,j(ξ, uj)dξ ∧ duj íà Vξ0,j = {|ξ − ξ0| < ε, |uj| < ε},

ñîâïàäàþùåé ñ ϕ∗ξ0,jωC íà {|ξ − ξ0| < ε, 0 < |uj| < ε}, ãäå lξ0,j(ξ, uj) =

(−1)j−1 i
2(1+(ξ−ξ0)u

4
j)
− 3

4Bξ0◦hξ0◦ϕξ0,j(ξ, uj) = (−1)j−1 i(1+(ξ−ξ0)u4
j )
− 3

4

2Aξ0◦ϕξ0,j(ξ,uj)
� îãðàíè-

÷åííàÿ, âñþäó íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ, lξ0,j(ξ, 0) = (−1)j−1 i
2A = (−1)j−1 i

2
√
a 4
√
b
, ñì.

äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.5.4. Òàê êàê ÿêîáèàí ôóíêöèè ïåðåõîäà ϕξ0,j ðàâåí

lξ0,j(ξ, uj), îí âñþäó îòëè÷åí îò íóëÿ.

Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà f◦h−1
ξ0
â îáëàñòè {|ξ−ξ0| < ε, 0 < |uj| < ε} ⊂ C2(z̃, w̃)

èìååò âèä f ◦h−1
ξ0

= z̃2 + w̃4 + ξ0, f ◦ϕξ0,j = ξ, j = 1, 2, ïîýòîìó â êîîðäèíàòàõ

(ξ, uj) ôóíêöèÿ f èìååò âèä f = ξ, çíà÷èò f êîððåêòíî îïðåäåëåíà, ÿâëÿåòñÿ

àíàëèòè÷åñêîé è íå èìååò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê â M 4 \ C2.

Òåîðåìà 21 è òåîðåìà 22, ïóíêò 1), äîêàçàíû.

Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå sgrad Cf â êîîðäèíàòàõ (ξ, uj),

sgrad Cf = (0, 1
lξ0,j(ξ,uj)

) = 1
lξ0,j(ξ,uj)

∂
∂uj

, îòêóäà âåêòîðíîå ïîëå sgrad Cf íå èìååò
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íóëåé íà Tξ \ (C×D2
r0

).

Âåêòîðíûå ïîëÿ sgrad Cf è i sgrad Cf ïîëíû íà M 4, áóäó÷è ãëàäêèìè âåê-

òîðíûìè ïîëÿìè íà êàæäîì èíâàðèàíòíîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâåM 4
C :=⋃

|ξ|≤C
Tξ ⊂ M 4, ñîäåðæàùåì âñå îñîáûå ñëîè, ãäå C > 0 � ëþáàÿ êîíñòàíòà,

ïðåâîñõîäÿùàÿ max{|f(p1)|, |f(p2)|, |f(p3)|}.

Â ñëåäóþùåì ñëåäñòâèè èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ èç ñëåäñòâèÿ 2.4.5.

Ñëåäñòâèå 2.5.6 (Êîîðäèíàòû äåéñòâèå-óãîë äëÿ ïîïîëíåííîé ñèñòåìû).

Äëÿ C-ãàìèëüòîíîâà ïîïîëíåíèÿ H 4(a, b, c, d, e, k) ëþáîé C-ãàìèëüòîíîâîé

ñèñòåìû (C2, ωC, f) = H4(a, b, c, d, e, k) âåêòîðíûå ïîëÿ sgrad Cf è i sgrad Cf

ïîëíû. Äëÿ ëþáîãî íåîñîáîãî ñëîÿ Tξ ñóùåñòâóþò ÷èñëà λ(ξ) ∈ C \ R,

ωξ ∈ C \ {0} è êîìïëåêñíûé äèôôåîìîðôèçì fξ = fξ mod (2π, λ(ξ)) : Tξ →

T2
λ(ξ) = C/(2πZ + λ(ξ)Z) íà äâóìåðíûé òîð, òàêèå ÷òî sgrad Cf |Tξ = ωξ

d
dfξ
,

ãäå d
dfξ
∈ Vect(Tξ) � êîîðäèíàòíîå âåêòîðíîå ïîëå íà ñëîå Tξ, îòâå÷àþ-

ùåå êîîðäèíàòíîìó äèôôåîìîðôèçìó fξ mod (2π, λ(ξ)), òî åñòü äèôôåîìîð-

ôèçì fξ mod (2π, λ(ξ)) âûïðÿìëÿåò èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè íà Tξ. Âåùå-

ñòâåííûå êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû äåéñòâèå-óãîë äëÿ ïîïîëíåííîé ñèñòå-

ìû H 4(a, b, c, d, e, k) îïðåäåëåíû (íåîäíîçíà÷íûì îáðàçîì) â ìàëîé îêðåñò-

íîñòè ëþáîãî íåîñîáîãî ñëîÿ â M 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåòñÿ äîñëîâíûì

ïîâòîðåíèåì äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ 2.4.5, ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 22,

ïóíêò 2), òåîðåìû 20, ïóíêò 2), ëåììû 2.1.6, à òàêæå òåîðåì 21 è 20.

Àíàëîãè÷íî (2.4.3) è äîêàçàòåëüñòâó ñëåäñòâèé 2.4.5 è 2.5.6, ñòðîÿòñÿ âå-
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ùåñòâåííûå êîîðäèíàòû äåéñòâèå-óãîë

(I1, I2, ϕ1 mod 2π, ϕ2 mod 2π) : Ũξ0 → D2 × T2

äëÿ �ïîïîëíåíèÿ� (M 4,ReωC,Re f) ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (C2,ReωC,Re f)

ñ äîïîëíèòåëüíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì Im f , îïðåäåëåííûå â ìàëîé îêðåñò-

íîñòè Ũξ0 =
⋃

|ξ−ξ0|<ε̃
Tξ ⊂ M 4 ëþáîãî íåîñîáîãî ñëîÿ Tξ0 è ïðèíèìàþùèå çíà-

÷åíèÿ â îáëàñòè D2 × T2, ãäå D2 ⊂ R2 � îáëàñòü, ãîìåîìîðôíàÿ îòêðûòîìó

êðóãó, ε̃ = ε̃(ξ0) > 0 � äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî. Ïîêàæåì, ÷òî çíà÷åíèÿ ïåðå-

ìåííûõ óãîë â áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷êàõ pξ,1 ∈ Ũξ0 ìîãóò áûòü âûáðàíû

ðàâíûìè (ϕ1 mod 2π)(pξ,1) = (ϕ2 mod 2π)(pξ,1) = 0, à â áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ

òî÷êàõ pξ,2 ∈ Ũξ0 áóäóò èìåòü ñïåöèàëüíûé âèä.

Ñëåäñòâèå 2.5.7 (Âåùåñòâåííûå êîîðäèíàòû äåéñòâèå-óãîë äëÿ èñõîäíîé

ñèñòåìû). Âåùåñòâåííûå êîîðäèíàòû äåéñòâèå-óãîë I1, I2, ϕ1 mod 2π, ϕ2 mod 2π

â îêðåñòíîñòè Ũξ0 íåîñîáîãî ñëîÿ Tξ0 â M 4 äëÿ �ïîïîëíåííîé� ñèñòåìû

(M 4,ReωC,Re f) ìîãóò áûòü âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî èõ îãðàíè÷åíèå

íà C2⋂ Ũξ0 çàäàåò âåùåñòâåííûå êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè

ñëîÿ Tξ0 äëÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (C2,ReωC,Re f), ïðèíèìàþùèå çíà-

÷åíèÿ â îáëàñòè

(
D2 × (T2 \ {(0, 0) modd 2π})

)
\ Γ(dJ) modd 2π,

ãäå Γ(dJ) modd 2π := {(I1, I2,
∂J
∂I1

(I1, I2) mod 2π, ∂J∂I2 (I1, I2) mod 2π) | (I1, I2) ∈ D2},

J : D2 → R � íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî Γ(dJ) modd 2π
⋂

(D2 ×

{(0, 0) modd 2π}) = ∅. Ïðè ýòîì â óêàçàííîé îêðåñòíîñòè ïåðâûå èíòåãðà-

ëû Re f è Im f ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò ïåðåìåííûõ äåéñòâèå I1, I2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ïåðåìåííûå äåéñòâèå â Ũξ0 ìîæíî îïðåäå-

ëèòü ïî ôîðìóëàì Ij(Tξ) = 1
2π

∫
sξ,j

α, |ξ − ξ0| < ε̃, ãäå α � 1-ôîðìà íà Ũξ0

òàêàÿ, ÷òî dα = ReωC, sξ,j � áàçèñíûå öèêëû íà òîðå Tξ, j = 1, 2. Ðàññìîò-

ðèì ìíîæåñòâî M 4 \ C2 áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷åê, îíî ñîñòîèò èç äâóõ

ïîâåðõíîñòåé Λj := {pξ,j | ξ ∈ C}, j = 1, 2. Ïóñòü v ∈ Tpξ,jΛj, v 6= 0, òîãäà

ïàðà (v, iv) � áàçèñ â Tpξ,jΛj. Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ReωC(v, iv) = 0,

îòêóäà Λ1 è Λ2 � ëàãðàíæåâû ïîâåðõíîñòè â M 4. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïå-

ðåìåííûå óãîë ìîæíî âûáðàòü (äëÿ çàäàííûõ ïåðåìåííûõ äåéñòâèå) òàêèì

îáðàçîì, ÷òî (ϕ1 mod 2π)(Λ1) = (ϕ2 mod 2π)(Λ1) = 0. Ïîñòðîåííûå ïåðåìåí-

íûå äåéñòâèå-óãîë â Ũξ0 ÿâëÿþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè è çàäàþò ãîìåîìîðôèçì

Ũξ0 ≈ D2×T2, ãäå D2 := I(Ũξ0), I = (I1, I2). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ J̃ : Ũξ0 → R

ôîðìóëîé J̃(Tξ) =
∫

γξ,1γξγ
−1
ξ,2

α, |ξ − ξ0| < ε̃, ãäå γξ,j � ïóòü íà ïîâåðõíîñòè Λj,

γξ,j(t) := p(1−t)ξ0+tξ,j, 0 ≤ t ≤ 1, j = 1, 2, γξ � íåêîòîðûé ïóòü íà òîðå Tξ,

âåäóùèé èç áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè pξ,1 â áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó

pξ,2 è òàêîé, ÷òî çàìêíóòûé ïóòü γξ,1γξγ
−1
ξ,2γ

−1
ξ0

ñòÿãèâàåì â Ũξ0 ≈ D2 × T2.

Óêàçàííûé èíòåãðàë íå çàâèñèò îò âûáîðà ïóòè γξ (ïðè ôèêñèðîâàííîì ïóòè

γξ0) â ñèëó ëàãðàíæåâîñòè òîðà Tξ. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ J : D2 → R óñëî-

âèåì J ◦ I = J̃ . Òîãäà (ϕj mod 2π)(pξ,2) = ∂J
∂Ij

(I(pξ,2)) mod 2π, |ξ − ξ0| < ε̃,

j = 1, 2.

Òåì ñàìûì èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû H4(a, b, c, d, e, k) èçîáðàæå-

íû íà ðèñ. 2.4.

Îòìåòèì, ÷òî àíòèêàíîíè÷åñêàÿ èíâîëþöèÿ (z, w) 7→ (−z, w) ñîõðàíÿåò

ãàìèëüòîíèàí f , íà êàæäîì íåîñîáîì ñëîå Tξ èìååò ÷åòûðå íåïîäâèæíûå

òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå Tξ, è ïåðåñòàâëÿåò äðóã ñ äðóãîì áåñêîíå÷íî óäàëåí-
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Ðèñ. 2.4: Èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû H4(a, b, c, d, e, k)

íûå òî÷êè pξ,1 è pξ,2. Â êîîðäèíàòàõ (ξ, u1) è (ξ, u2) èç îïðåäåëåíèÿ 2.5.5 ýòà

èíâîëþöèÿ èìååò âèä (ξ, u1) 7→ (ξ, u2 := u1), ñì. (2.5.1) è (2.5.2). Â âåùåñòâåí-

íûõ êîîðäèíàòàõ äåéñòâèå-óãîë èç ñëåäñòâèÿ 2.5.7 äàííàÿ èíâîëþöèÿ èìååò

âèä (I1, I2, ϕ1 mod 2π, ϕ2 mod 2π) 7→ (I1, I2,
∂J
∂I1

(I1, I2)− ϕ1 mod 2π, ∂J∂I2 (I1, I2)−

ϕ2 mod 2π).

Ñëåäñòâèå 2.5.8. Äëÿ C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû H4(a, b, c, d, e, k) â îêðåñò-

íîñòè Uξ0 íåîñîáîãî ñëîÿ Tξ0 ⊂ Uξ0, ξ0 ∈ C \ Σf , çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò äåé-

ñòâèå (I1, I2) è ôóíêöèè J èç ñëåäñòâèÿ 2.5.7 íà ñëîå Tξ ⊂ Uξ0 ìîãóò áûòü

âû÷èñëåíû ïî ôîðìóëàì:

I`(Tξ) =
1

π
Re

∫
γξ,`

zξ(w)dw, ` = 1, 2,

J(Tξ) = 2 Re

∫
γξ

(
3

5
zξ(w)dw − 2

5
wdzξ(w)

)
,

ãäå zξ(w) =
√

ξ−bw4−cw3−dw2−ew−k
a � îäíà èç äâóõ âåòâåé, íåïðåðûâíî çàâè-

ñÿùàÿ îò ξ, γξ,1, γξ,2 : [0, 1] → C � ïðîñòûå ïóòè, âåäóùèå èç wξ,1 â wξ,4
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è èç wξ,2 â wξ,4 ñîîòâåòñòâåííî, ïåðåñåêàþùèåñÿ òîëüêî â êîíå÷íîé òî÷-

êå wξ,4 è íåïðåðûâíî çàâèñÿùèå îò ξ, wξ,m, m = 1, 2, 3, 4 � êîðíè óðàâíå-

íèÿ bw4 + cw3 + dw2 + ew + k = ξ, íåïðåðûâíî çàâèñÿùèå îò ξ, è γξ :

[0,∞)→ C � ïîëóïðÿìàÿ, âûõîäÿùàÿ èç wξ,1, íå ïðîõîäÿùàÿ íè ÷åðåç îäèí

èç wξ,m, m = 2, 3, 4 è íåïðåðûâíî çàâèñÿùàÿ îò ξ. Ïåðåìåííàÿ äåéñòâèÿ I`

îòâå÷àåò öèêëó íà Tξ, ïîëó÷åííîìó ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðîõîæäåíèåì ïó-

òè (zξ(γξ,`(t)), γξ,`(t)), t ∈ [0, 1], è ïóòè (−zξ(γξ,`(1− t)), γξ,`(1− t)), t ∈ [0, 1],

` = 1, 2. Ôóíêöèÿ J îòâå÷àåò ïðîñòîìó ïóòè íà Tξ, ñîåäèíÿþùåìó áåñêî-

íå÷íî óäàëåííûå òî÷êè pξ,1, pξ,2 è ïîëó÷åííîìó ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðîõîæ-

äåíèåì ïóòè (−zξ(γξ(1 − t)), γξ(1 − t)), t ∈ (0, 1], è ïóòè (zξ(γξ(t)), γξ(t)),

t ∈ [0, 1).
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Ãëàâà 3

Òîïîëîãèÿ ëàãðàíæåâûõ ñëîåíèé

3.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è óòâåðæäåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé íàçûâàåòñÿ òðîéêà (M 2n, ω,H),

ãäå M 2n � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, ω � ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà M 2n,

H : M 2n → R � ãëàäêàÿ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, íàçûâàåìàÿ ôóíêöè-

åé Ãàìèëüòîíà (èëè ãàìèëüòîíèàíîì). Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé,

åñëè ñóùåñòâóåò íàáîð èç n ãëàäêèõ ôóíêöèé f1, . . . , fn : M 2n → R, íàçûâàå-

ìûõ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè, òàêîé ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) íàáîð f1, . . . , fn ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèì íà M 2n, òî åñòü df1, . . . , dfn

ëèíåéíî íåçàâèñèìû â êàæäîé òî÷êå âñþäó ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà â M 2n, è

f1 = H;

2) ïðè ëþáûõ i, j = 1, . . . , n ôóíêöèè fi è fj íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè îò-

íîñèòåëüíî ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ω, òî åñòü {fi, fj} = ωkl ∂fi
∂xk

∂fj
∂xl

= 0 â

ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ x1, . . . , x2n, ãäå ωkl � êîìïîíåíòû ìàòðèöû, îáðàòíîé

ìàòðèöå ‖ωkl‖.

Îïðåäåëåíèå 3.1.2. Âåêòîðíûì ïîëåì êîñîé ãðàäèåíò ôóíêöèè f : M 2n →
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R íàçûâàåòñÿ ïîëå sgrad f , òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g : M 2n → R âûïîë-

íåíî ñîîòíîøåíèå {f, g} = sgrad g(f). Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ x1, . . . , x2n

âåêòîðíîå ïîëå sgrad f èìååò âèä (sgrad f)i = ωij ∂f∂xj .

Ñ êàæäîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé ñâÿçàíî óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà.

Îïðåäåëåíèå 3.1.3. Óðàâíåíèåì Ãàìèëüòîíà ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (M 2n, ω,H)

íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ẋ(t) = sgradH|x(t), ãäå t ∈ I � ïà-

ðàìåòð â íåêîòîðîì èíòåðâàëå I ⊂ R. Åñëè ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ

èíòåãðèðóåìîé è âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà ñóùåñòâóþò ãëîáàëü-

íî, òî åñòü äîïóñêàþò ïðîäîëæåíèå ïàðàìåòðà t íà R, òî ñèñòåìó íàçîâåì

èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ èëè âïîëíå èíòåãðèðóåìîé.

Îïðåäåëåíèå 3.1.4. Òî÷êà x ∈ M 2n íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé (èëè îñî-

áîé), åñëè df1(x), . . . , dfn(x) ëèíåéíî çàâèñèìû. Îòîáðàæåíèå Φ : M 2n → Rn,

Φ : x 7→ (f1(x), . . . , fn(x)), íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì ìîìåíòà. Îáðàç Φ(x)

ëþáîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè x ∈M 2n íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì îòîá-

ðàæåíèÿ ìîìåíòà. Áèôóðêàöèîííîé äèàãðàìîé ΣΦ ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ìíîæå-

ñòâî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà.

Çàìå÷àíèå 3.1.5. Ïðè n = 1 îñîáûå òî÷êè x ∈ M 2 ñîâïàäàþò ñ êðèòè÷å-

ñêèìè òî÷êàìè ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà.

Îïðåäåëåíèå 3.1.6. Ëàãðàíæåâûì ñëîåíèåì, îòâå÷àþùèì âïîëíå èíòåãðè-

ðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå, íàçîâåì ðàçáèåíèå ìíîãîîáðàçèÿM 2n íà ñâÿç-

íûå êîìïîíåíòû ñîâìåñòíûõ ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ èíòåãðàëîâ f1, . . . , fn. Ñëî-

åì (èëè ëèñòîì) èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (M 2n, ω,H) ñ ïåð-

âûìè èíòåãðàëàìè f1, . . . , fn íàçîâåì êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ïîäìíîæåñòâà
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Tξ1,...,ξn = {x ∈ M 2n|f1(x) = ξ1, . . . , fn(x) = ξn}. (Ñëîè ÿâëÿþòñÿ ëàãðàí-

æåâûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè ñ îñîáåííîñòÿìè; ïîäìíîæåñòâî Tξ1,...,ξn ñâÿçíî,

åñëè íàáîð ôóíêöèé (f1, . . . , fn) ñîñòîèò èç âåùåñòâåííûõ è ìíèìûõ ÷àñòåé

êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ëîðàíà n ïåðåìåííûõ, îáðàçóþùèõ �íåâû-

ðîæäåííûé äëÿ ñâîèõ ìíîãîãðàííèêîâ Íüþòîíà� íàáîð èç n/2 ìíîãî÷ëåíîâ,

è åñëè ðàçìåðíîñòè ìíîãîãðàííèêîâ Íüþòîíà ðàâíû n [29, �2, òåîðåìà]; ïî-

ñëåäíèå óñëîâèÿ âûïîëíåíû, íàïðèìåð, äëÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîãî êîìïëåêñ-

íîçíà÷íîãî ìíîãî÷ëåíà f(z, w), ðàññìàòðèâàåìîãî â äàííîé ðàáîòå.) Ñëîé

Tξ1,...,ξn íàçûâàåòñÿ íåîñîáûì, åñëè âñå åãî òî÷êè íåîñîáûå (òî åñòü â êàæ-

äîé åãî òî÷êå df1, . . . , dfn ëèíåéíî íåçàâèñèìû), èíà÷å îñîáûì. Äâå èíòåãðè-

ðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû (M 2n
i , ωi, Hi) ñ íàáîðàìè ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

Φi = (fi,1, . . . , fi,n), òàêèå ÷òî âñå ñëîè Φ−1
i (ξ1, . . . , ξn) ñâÿçíû, i = 1, 2, íà-

çûâàþò ïîñëîéíî ýêâèâàëåíòíûìè [7, îïðåäåëåíèå 1.29], åñëè ñóùåñòâóþò

ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçìû h1 : M1 → M2 è h2 : Rn → Rn

òàêèå, ÷òî Φ1 = h2 ◦ Φ2 ◦ h1.

Îïðåäåëåíèå 3.1.7. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèÿì 3.1.1 è 3.1.2 îïðåäåëÿþò-

ñÿ C-ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (M 2n, ωC, f) è âåêòîðíîå ïîëå êîñîé ãðàäèåíò

sgrad Cf , ãäå M
2n � êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè dimCM = n,

ωC � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ çàìêíóòàÿ íåâûðîæäåííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ 2-

ôîðìà íà M 2n, f : M 2n → C � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà M 2n.

3.1.1 Âàæíûé êëàññ êîìïëåêñíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì

ÏóñòüM 4 = C2(z, w). Ðàññìîòðèì ÷åòûðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèåR4(x1, y1, x2, y2)

è äèôôåîìîðôèçì R4(x1, y1, x2, y2)→ C2(z, w), (x1, y1, x2, y2) 7→ (x1+iy1, x2+
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iy2) = (z, w). Íà R4 ââåäåì ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ω = dx1∧dx2−dy1∧

dy2, çàìåòèì, ÷òî ω = Re(dz∧dw), òàêæå ââåäåì ôóíêöèþ H = Re(f(z, w)) :

R4 → R, ãäå f(z, w) � êîìïëåêñíûé ìíîãî÷ëåí äâóõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåí-

íûõ. Ñîãëàñíî ñëåäóþùåé ëåììå, ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà

(R4, ω,H) = (C2(z, w),Re(dz ∧ dw),Re(f(z, w))) (3.1.1)

èìååò äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë F = Im(f(z, w)).

Ëåììà 3.1.8 (Ëåììà 2.1.6). Åñëè ìíîãî÷ëåí f(z, w) îòëè÷åí îò êîíñòàí-

òû íà C2, òî ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (3.1.1) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ñ

äîïîëíèòåëüíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì F = Im(f(z, w)), ïðè÷åì sgradF =

−i sgradH.

Ëåììà 3.1.9 (Ëåììà 2.1.7). Âåêòîðíîå ïîëå sgradH ñîâïàäàåò ñ êîñûì ãðà-

äèåíòîì sgrad Cf êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè f(z, w) îòíîñèòåëüíî êîì-

ïëåêñíîçíà÷íîé ñèìëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ωC = dz ∧ dw íà C2(z, w), ò.å.

sgradH = sgrad Cf (ñì. îïðåäåëåíèå 3.1.7).

Ïî ëåììå 3.1.9 óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà ñèñòåì (R4, ω,H) = (C2,Re(ωC),Re f)

è (C2, ωC, f) ñîâïàäàþò. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî C-ãàìèëüòîíîâû

ñèñòåìû. Ëåììû 3.1.8 è 3.1.9 ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 3.1.10. Äâå C-äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè fi : Mi → C,

i = 1, 2, áóäåì íàçûâàòü ýêâèâàëåíòíûìè (ñîîòâåòñòâåííî òîïîëîãè÷åñêè

ýêâèâàëåíòíûìè), åñëè ñóùåñòâóåò êîìïëåêñíûé äèôôåîìîðôèçì (ñîîòâåò-

ñòâåííî ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì) h : M1 → M2 òàêîé, ÷òî

f2 ◦ h = f1.
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Â �3.2 è �3.3 èññëåäóþòñÿ êëàññû òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ãèïåð-

ýëëèïòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ f = f(z, w) â ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ êðèòè÷åñêèõ

òî÷åê (ñîîòâåòñòâåííî êðèòè÷åñêèõ ñëîåâ), ò.å. ïîëó÷åíà ëîêàëüíàÿ (ñîîòâåò-

ñòâåííî ïîëóëîêàëüíàÿ) òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ îñîáåííîñòåé òàêèõ

ôóíêöèé. ßñíî, ÷òî èç òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè òàêèõ ôóíêöèé ñëå-

äóåò ïîñëîéíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ëàãðàíæåâûõ ñëîåíèé (ñì.

îïðåäåëåíèÿ 3.1.6, 3.1.10).

Îïðåäåëåíèå 3.1.11. (À) Ðèìàíîâîé ìåòðèêîé ïîïîëíåíèÿ ds2
ξ íà íåîñîáîì

ñëîå Tξ = f−1(ξ) äëÿ ôóíêöèè f íàçîâåì ðèìàíîâó ìåòðèêó ds2
ξ := ∆ξ∆ξ =

1
2(∆ξ⊗∆ξ + ∆ξ⊗∆ξ) íà Tξ, ãäå ãîëîìîðôíàÿ 1-ôîðìà ∆ξ îïðåäåëåíà íà ñëîå

Tξ ñîîòíîøåíèåì ∆ξ(sgrad Cf |Tξ) = 1. Îòìåòèì, ÷òî ðèìàíîâà ìåòðèêà ds2
ξ

ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé, è èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè âåêòîðíûõ ïîëåé sgrad Cf |Tξ
è i sgrad Cf |Tξ ÿâëÿþòñÿ åå ãåîäåçè÷åñêèìè.

(Á) Íà ñëîå Tξ îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ ρξ : Tξ ×Tξ → R, ãäå äëÿ

ëþáûõ x, y ∈ Tξ, ρξ(x, y) � íèæíÿÿ ãðàíü äëèí âñåõ êðèâûõ, ëåæàùèõ â Tξ

è ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè x, y, äëèíà â ñìûñëå ðèìàíîâîé ìåòðèêè ïîïîëíåíèÿ

ds2
ξ.

3.1.2 Ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû: òîïîëîãèÿ íåîñîáîãî ñëîÿ,

ëîêàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ îñîáåííîñòåé ëàãðàíæåâà ñëîå-

íèÿ

Äëÿ ëþáûõ r > 0, ξ0 ∈ C îáîçíà÷èì

D2
ξ0,r

:= {ξ ∈ C | |ξ − ξ0| < r}, D
2
ξ0,r

:= {ξ ∈ C | |ξ − ξ0| ≤ r}.
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Îïðåäåëåíèå 3.1.12. Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà p ∈ C2 ìíîãî÷ëåíà f(z1, z2), â êî-

òîðîé ìàòðèöà âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ‖∂
2f(z1,z2)
∂zi∂zj |p‖ íåâûðîæäåíà, íà-

çûâàåòñÿ ìîðñîâñêîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé. Ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ ìîðñîâ-

ñêèì, åñëè âñå åãî êðèòè÷åñêèå òî÷êè ìîðñîâñêèå.

Îïðåäåëåíèå 3.1.13. Êðàòíîñòüþ êðèòè÷åñêîé òî÷êè p ∈ C2 ìíîãî÷ëåíà

f(z, w) (÷èñëîì Ìèëíîðà) íàçûâàåòñÿ ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ Γ : S3
ε → S3,

(z, w) 7→ (∂f∂z (z,w), ∂f∂w (z,w))
|(∂f∂z (z,w), ∂f∂w (z,w))| , ãäå S

3
ε � ñôåðà â C2 ñ öåíòðîì â òî÷êå p äîñòàòî÷íî

ìàëîãî ðàäèóñà ε (ñì. [15] è [10, Ãë.I, �3, ïðåäëîæåíèå 1]).

Îïðåäåëåíèå 3.1.14. Êîìïëåêñíûé ìíîãî÷ëåí âèäà f(z, w) = z2 + Pn(w),

ãäå Pn(w) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ∈ N îò w, áóäåì òàêæå íàçûâàòü ãèïå-

ðýëëèïòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n (èìååòñÿ â âèäó ñòåïåíü ïî w), à

òàêæå ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì ãàìèëüòîíèàíîì ñòåïåíè n ñèñòåìû (C2, dz ∧

dw, f(z, w)).

Ëåììà 3.1.15. Ïóñòü ξ ∈ C � íåîñîáîå çíà÷åíèå ãèïåðýëëèïòè÷åñêîãî ìíî-

ãî÷ëåíà f(z, w) = z2+Pn(w). Òîãäà ñëîé Tξ = f−1(ξ) ⊂ C2 ãîìåîìîðôåí ñôåðå

ñ [n−1
2 ] ðó÷êàìè è áåç 3+(−1)n

2 òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâóëèñòíîå ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå Prw|Tξ :

Tξ → C, (z, w) 7→ w. Òî÷êè âåòâëåíèÿ â êîíå÷íîé ÷àñòè ïëîñêîñòè ñîâ-

ïàäàþò ñ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ Pn(w) = ξ, âñåãî n êîíå÷íûõ òî÷åê âåòâëå-

íèÿ. Ðàññìîòðèì òî÷êó ∞ ∈ C è ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé u = 1
w . Ïóñòü

Pn(w) − ξ = (w − w1) . . . (w − wn), ãäå wi ∈ C, i = 1, . . . , n. Òîãäà z(u) =

±i
√
u−n
√

(1− w1u) . . . (1− wnu). Îòñþäà ïðè ÷åòíîì n òî÷êà u = 0 íå ÿâëÿ-

åòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ, à ïðè íå÷åòíîì n ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ. Çíà÷èò,
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Σξ èìååò îäèí ïðîêîë ïðè íå÷åòíîì n è äâà ïðîêîëà ïðè ÷åòíîì n. Ýéëåðîâà

õàðàêòåðèñòèêà χ(Tξ) = 2χ(C)− n, îòêóäà 2− 2g − 3+(−1)n

2 = 2− n, ãäå g �

êîëè÷åñòâî ðó÷åê. Îòñþäà g =
[
n−1

2

]
. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.1.16 ((ëîêàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ îñîáåííîñòåé: îñîáåííîñòü òèïà

Ak−1)). Äëÿ ëþáîãî ãèïåðýëëèïòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà f(z, w) = z2 + Pn(w)

è ëþáîé åãî êðèòè÷åñêîé òî÷êè p ∈ C2 êðàòíîñòè k − 1 ñóùåñòâóþò ε >

0 è çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü U
4 ⊂ C2 òî÷êè p, òàêèå ÷òî ôóíêöèÿ f |

U
4

ýêâèâàëåíòíà ôóíêöèè g : V
4
ε,k → C, ãäå g(z, w) = z2 + wk + f(p),

V
4
ε,k = {(z, w) ∈ C2 | |z2 + wk| ≤ ε, |w| ≤ (2ε)1/k}. (3.1.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p = (z0, w0) � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà, òîãäà z0 = 0 è

f(z, w) = z2+(w−w0)
kQn−k(w)+f(p), ãäåQn−k(w) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n−k,

ïðè÷åì Qn−k(w0) 6= 0. Ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü U 2
1 ⊂ C òî÷êè w0 òàêóþ, ÷òî

äëÿ ëþáîé òî÷êè w ∈ U 2
1 âûïîëíåíî |Qn−k(w)−Qn−k(w0)| < |Qn−k(w0)|. Â U 2

1

êîððåêòíî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå ϕ : U 2
1 → C, w 7→ w̃ = (w−w0)

k
√
Qn−k(w),

ãäå k
√ � îäíà èç âåòâåé â U 2

1 . Ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U
2
2 ⊂ U 2

1 òî÷êè w0

òàêàÿ, ÷òî ϕ|U2
2

: U 2
2 → ϕ(U 2

2 ) � äèôôåîìîðôèçì. Âûáåðåì ε > 0 òàêîå, ÷òî

V
4
ε,k ⊂ C×(ϕ(U 2

2 )) = (idC×ϕ)(C×U 2
2 ). Ïîëîæèì U

4
:= U 2

2 ∩(idC×ϕ)−1(V
4
ε,k),

òîãäà (idC × ϕ)|
U

4 : U
4 → V

4
ε,k � äèôôåîìîðôèçì, è g ◦ (idC × ϕ)(z, w) =

g(z, (w−w0)
k
√
Qn−k(w)) = z2+(w−w0)

kQn−k(w)+f(p) = f(z, w), (z, w) ∈ U 4
.

Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3.1.17 ((êîìïëåêñíàÿ ëåììà Ìîðñà)). Ñîãëàñíî ëåììå 3.1.16 ïðè

k = 2, äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìèàëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà f(z, w) è ëþáîé åãî ìîð-

ñîâñêîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè p ∈ C2 ñóùåñòâóåò ε > 0 è çàìêíóòàÿ îêðåñò-
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íîñòü U
4 ⊂ C2 òî÷êè p ∈ U 4 òàêàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f |

U
4 ýêâèâàëåíòíà ôóíê-

öèè g : V
4
ε → C â îêðåñòíîñòè V

4
ε ⊂ C2, ãäå g(z, w) = z2 + w2 + f(p) è

V
4
ε = {(z, w) ∈ C2 | |z2 + w2| ≤ ε, |w| ≤

√
2ε}. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, óêà-

çàííûå ñëîåíèÿ â U
4
è V

4
ε ñèìïëåêòîìîðôíû îòíîñèòåëüíî ñèìïëåêòè÷åñêîé

ñòðóêòóðû ωC = dz ∧ dw [7]. Òàêèå îñîáåííîñòè ëàãðàíæåâà ñëîåíèÿ èìåþò

òèï �ôîêóñ-ôîêóñ� [7]. Äëÿ êîìïàêòíûõ ñëîåâ ëàãðàíæåâî ñëîåíèå ñ îñîáåí-

íîñòüþ òèïà �ôîêóñ-ôîêóñ� îïèñàíî â [7, ïðèëîæåíèå 3].

Ïî ëåììå Ìîðñà â îêðåñòíîñòè ìîðñîâñêîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè p ìíîãî-

÷ëåí f èìååò âèä f = (z1)2 + (z2)2 + c, â íåêîòîðûõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ

z1, z2, c ∈ C. Ïîýòîìó êðàòíîñòü êðèòè÷åñêîé òî÷êè p ðàâíà 1 (ñì. îïðåäåëå-

íèå 3.1.13).

3.1.3 Íàáîðû êðàòíîñòåé êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íà îñîáûõ ñëîÿõ

Òåîðåìà 23 ((Ð. Òîì [45, òåîðåìà (1)])). Ëþáîé ñèñòåìå {ξj}sj=1 ðàçëè÷íûõ

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è ëþáîé ñèñòåìå íàáîðîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (pij)
kj
i=1,

1 ≤ j ≤ s, òàêèõ ÷òî ïðè ëþáîì j ∈ [1, s] âûïîëíåíî
kj∑
i=1

(pij + 1) ≤ n è

s∑
j=1

kj∑
i=1

pij = n − 1, ìîæíî ñîïîñòàâèòü ìíîãî÷ëåí P = Pn(w) ñòåïåíè n,

èìåþùèé ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé {ξj}sj=1 è íàáîð êðàòíîñòåé

(pij)
kj
i=1 êðèòè÷åñêèõ òî÷åê èç P−1(ξj) äëÿ êàæäîãî j ∈ [1, s].

Äëÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà f(z, w) = z2 + Pn(w) îáîçíà÷èì êî-

ëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ îñîáûõ çíà÷åíèé ÷åðåç s(f), à êîëè÷åñòâî êðèòè÷åñêèõ

òî÷åê íà îñîáîì ñëîå Tξj = f−1(ξj) � ÷åðåç kj, 1 ≤ j ≤ s(f). Íàáîð êðàòíî-

ñòåé êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íà îñîáîì ñëîå Tξj îáîçíà÷èì (pij)
kj
i=1, à ñóììó ýòèõ
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êðàòíîñòåé îáîçíà÷èì µj :=
kj∑
i=1

pij, 1 ≤ j ≤ s(f). Èç òåîðåìû Òîìà (ñì. òåîðå-

ìó 23) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î êîëè÷åñòâàõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê

íà îñîáûõ ñëîÿõ äëÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Ñëåäñòâèå 3.1.18. Ïóñòü äàí ïðîèçâîëüíûé ãèïåðýëëèïòè÷åñêèé ìíîãî-

÷ëåí f(z, w) = z2 + Pn(w) ñòåïåíè n ∈ N. Òîãäà:

1) µ1 + · · ·+ µs(f) = n− 1,

2) kj ≤ µj, kj + µj ≤ n äëÿ ëþáîãî j = 1, . . . , s(f).

Âåðíî îáðàòíîå: äëÿ ëþáûõ ÷èñåë s ∈ N∪ {0}, k1, . . . , ks, µ1, . . . , µs ∈ N, óäî-

âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 1) è 2) âûøå, ëþáîãî ðàçáèåíèÿ (pij)
kj
i=1 êàæäîãî µj

â ñóììó kj ñëàãàåìûõ, 1 ≤ j ≤ s, è ëþáûõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê ξ1, . . . , ξs ∈ C

ñóùåñòâóåò ãèïåðýëëèïòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n = µ1 + · · ·+ µs + 1,

èìåþùèé ðîâíî s ðàçëè÷íûõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé, ðàâíûõ ξ1, . . . , ξs, ïðè-

÷åì íà îñîáîì ñëîå Tξj èìååòñÿ ðîâíî kj êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, ñ êðàòíîñòÿ-

ìè p1
j , . . . , p

kj
j , j = 1, . . . , s.

3.2 Òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè (ëî-

êàëüíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ îñîáåííî-

ñòåé)

Àíàëîãè÷íî (3.1.2), äëÿ ëþáûõ n ∈ N, ε > 0 îáîçíà÷èì

V
4
ε,n := {(z, w) ∈ C2 | |z2 + wn| ≤ ε, |w| ≤ (2ε)1/n},

V 4
ε,n := {(z, w) ∈ C2 | |z2 + wn| ≤ ε, |w| < (2ε)1/n}.

(3.2.1)

Ïðåäëîæåíèå 3.2.1 ((òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ â çàìêíóòîé îêðåñòíîñòè êðèòè-

÷åñêîé òî÷êè ÷åòíîé êðàòíîñòè)). Ïðè ÷åòíîì n ∈ N äëÿ ëþáûõ ε > 0 è
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ξ0 ∈ C ôóíêöèÿ g = gn : V
4
ε,n → C, g(z, w) = z2 + wn + ξ0, òîïîëîãè÷åñêè

ýêâèâàëåíòíà ôóíêöèè q = qn : M 4
ε,n → C, ãäå M 4

ε,n = ([0, ε] × S1 × S1 ×

([−1, 0−]
⊔

[0+, 1]))/ ∼, îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ ïîðîæäåíî ñëåäóþ-

ùèìè n+ 1 îòíîøåíèÿìè:

(r, ϕmod 2π, ϕ+t+2πk
n mod 2π, 0−) ∼1,k (r, ϕmod 2π, −ϕ+t−2πk

n mod 2π, 0+),

(0, ϕmod 2π, ψmod 2π, h) ∼2 (0, 0 mod 2π, ψmod 2π, h),

(3.2.2)

0 ≤ k < n, r ∈ [0, ε], ϕmod 2π, ψmod 2π ∈ R/2πZ, t ∈ [−π, π], h ∈ [−1, 0−]
⊔

[0+, 1],

q(r, ϕmod 2π, ψmod 2π, h) = reiϕ + ξ0. Çäåñü 0+ := 0 ∈ [0+, 1], 0− := 0 ∈

[−1, 0−] è g(V
4
ε,n) = q(M 4

ε,n) = D
2
ξ0,ε

.

Çàìå÷àíèå 3.2.2. (À) (Èñ÷åçàþùàÿ îêðóæíîñòü èëè èñ÷åçàþùèé ãðàô).

ÏðîñòðàíñòâîM 4
ε,n := ([0, ε]×S1×S1×([−1, 0−]t[0+, 1]))/ ∼ ïîëó÷åíî èç òðè-

âèàëüíî ðàññëîåííîãî ïðîñòðàíñòâà M̃ 4
ε,n := [0, ε]×S1×S1×([−1, 0−]t [0+, 1])

ïóòåì îòîæäåñòâëåíèé, îïèñàííûõ â (3.2.2) è èìåþùèõ ñëåäóþùèé �ãåîìåò-

ðè÷åñêèé� ñìûñë. Â ïðîñòðàíñòâå M̃ 4
ε,n êàæäûé ñëîé {(r, ϕmod 2π)} × S1 ×

([−1, 0−] t [0+, 1]) ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì äâóõ öèëèíäðîâ, ïðè-

÷åì ïåðâîå ñîîòíîøåíèå ∼1, ïîðîæäåííîå íàáîðîì ñîîòíîøåíèé ∼1,k ôîð-

ìóëû (3.2.2), 0 ≤ k < n, ïðåâðàùàåò ñëîé â ñâÿçíóþ äâóìåðíóþ ïîâåðõ-

íîñòü ðîäà n−2
2 ñ êðàåì èç äâóõ êîìïîíåíò, îòîæäåñòâëÿÿ �âåðõíåå� îñíîâà-

íèå ïåðâîãî öèëèíäðà, ðàçáèòîå íà n ðàâíûõ äóã (êîòîðûå ïîìåòèì ïîñëå-

äîâàòåëüíî ñèìâîëàìè a1, . . . , an ïðè ïîëîæèòåëüíîì îáõîäå îñíîâàíèÿ öè-

ëèíäðà), ñ �íèæíèì� îñíîâàíèåì âòîðîãî öèëèíäðà, ðàçáèòûì íà n ðàâíûõ

äóã (êîòîðûå ïîìåòèì ïîñëåäîâàòåëüíî ñèìâîëàìè an, . . . , a1 ïðè ïîëîæè-

òåëüíîì îáõîäå îñíîâàíèÿ öèëèíäðà), ïðè÷åì ïåðâîå ðàçáèåíèå íà äóãè ïî-
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âåðíóòî íà óãîë ϕ/n â íàïðàâëåíèè ñâîåé îðèåíòàöèè, à âòîðîå ðàçáèåíèå

� íà òîò æå óãîë â íàïðàâëåíèè ïðîòèâîïîëîæíîì ñâîåé îðèåíòàöèè, ïðè

ïîìîùè ïîïàðíîãî ñêëåèâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ äóã ñ ó÷åòîì îðèåíòàöèè.

Íà êàæäîì ñëîå ({(r, ϕmod 2π)} × S1 × ([−1, 0−] t [0+, 1]))/ ∼1 ïîëó÷àåì

ãðàô ({(r, ϕmod 2π)} × S1 × {0−, 0+})/ ∼1 ñ äâóìÿ âåðøèíàìè è n ðåáðàìè

a1, . . . , an, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîåäèíÿåò îáå âåðøèíû, ãîìåîìîðôíûé ãðàôó

K2,n è íàçûâàåìûé èñ÷åçàþùèì ãðàôîì äëÿ ôóíêöèè gn. Ïðè n = 2 èñ÷å-

çàþùèé ãðàô ãîìåîìîðôåí îêðóæíîñòè è íàçûâàåòñÿ èñ÷åçàþùåé îêðóæ-

íîñòüþ. Îñòàâøååñÿ ñîîòíîøåíèå ∼2 â (3.2.2) îòîæäåñòâëÿåò äðóã ñ äðóãîì

ñëîè âèäà ({(0, ϕmod 2π)} × S1 × ([−1, 0−] t [0+, 1]))/ ∼1, ϕmod 2π ∈ S1

(îñîáûé ñëîé). Èç ñîîòíîøåíèé â (3.2.2) ñëåäóåò, ÷òî íà îñîáîì ñëîå èñ÷åçà-

þùèé ãðàô ñêëåèâàåòñÿ â òî÷êó (�ïåðåòÿæêà� íà îñîáîì ñëîå). Òàêèì îáðà-

çîì, ñåìåéñòâî èñ÷åçàþùèõ ãðàôîâ (èñ÷åçàþùèõ îêðóæíîñòåé ïðè n = 2) íà

íåîñîáûõ ñëîÿõ ñòðåìèòñÿ ê îñîáîé òî÷êå (�èñ÷åçàåò�) ïðè ñòðåìëåíèè ñëîÿ ê

îñîáîìó.

(Á) Èç (À) è äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 3.2.1 ñëåäóåò, ÷òî èñ÷åçàþùèé

ãðàô αξ íà íåîñîáîì ñëîå Tξ = g−1
n (ξ), ξ ∈ D

2
ξ0,ε
\ {ξ0}, èìååò âèä αξ =

(Prw|Tξ)−1(
n−1⋃
i=0

γ0,wi,ξ), ãäå Prw : (z, w) 7→ w, wi,ξ � êîðíè óðàâíåíèÿ wn = ξ−ξ0,

0 ≤ i < n, ÷åðåç γa,b îáîçíà÷åí ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê íà C ñ êîíöàìè

a, b ∈ C.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 3.2.1. Øàã 1. Ôóíêöèÿ q : M 4
ε,n → C îïðåäå-

ëåíà êîððåêòíî, òàê êàê ïðè 0 ≤ k < n

q(r, ϕmod 2π,
ϕ± t+ 2πk

n
mod 2π, 0∓) = reiϕ+ξ0, q(0, ϕmod 2π, ψmod 2π, h) = ξ0.

Øàã 2. Äëÿ ëþáûõ n ∈ N, n ≥ 2, ϕ0 ∈ R, 0 ≤ a < b ðàññìîòðèì â
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ïëîñêîñòè C ïîäìíîæåñòâà

An,ϕ0,a,b,± := {w = reiϕ ∈ C | a ≤ r ≤ b, 0 ≤ ±(ϕ−ϕ0) ≤
π

n
}, Bn,ϕ0,b,± := An,ϕ0,0,b,±.

Ââåäåì âåùåñòâåííûå êîîðäèíàòû (u = un,ϕ0,±, v = vn,ϕ0,±) íà Bn,ϕ0,b,± ñîîò-

íîøåíèåì uei(ϕ0±πn ) + veiϕ0 = w, ãäå 0 ≤ u ≤ b, 0 ≤ v ≤ dn,b(u), dn,b(u) :=

−u cos π
n+
√
b2 − u2 sin2(πn). Ïîäìíîæåñòâî An,ϕ0,a,b,± ⊂ Bn,ϕ0,b,± â êîîðäèíàòàõ

(u, v) çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè dn,a(u) ≤ v ≤ dn,b(u) è 0 ≤ u ≤ b. Îïðåäåëèì

ãîìåîìîðôèçì αn,ϕ0,a,b,± : Bn,ϕ0,b,± → An,ϕ0,a,b,± â êîîðäèíàòàõ (u, v) ôîðìóëîé

αn,ϕ0,a,b,±(u, v) =

 (u, v), u ≥ a,

(u, dn,a(u) + v
dn,b(u)−dn,a(u)

dn,b(u) ), u ≤ a.

Îòîáðàæåíèå αn,ϕ0,a,b,± êîððåêòíî îïðåäåëåíî è íåïðåðûâíî, òàê êàê ïðè u =

a âûïîëíåíî (u, dn,a(u) + v
dn,b(u)−dn,a(u)

dn,b(u) ) = (u, v) â ñèëó dn,a(a) = 0. Ââåäåì

ìíîæåñòâà An,ϕ0,a,b := An,ϕ0,a,b,+
⋃
An,ϕ0,a,b,−, Bn,ϕ0,b := Bn,ϕ0,b,+

⋃
Bn,ϕ0,b,−, è

ãîìåîìîðôèçì αn,ϕ0,a,b : Bn,ϕ0,b → An,ϕ0,a,b, ïîëàãàÿ αn,ϕ0,a,b(w) := αn,ϕ0,a,b,±(w)

ïðè w ∈ Bn,ϕ0,b,±.

Øàã 3. Ïðè ÷åòíîì n îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå h1 : V
4
ε,n →M 4

ε,n ôîðìóëîé

h1(z, w) :=


(
r, ϕ,−η argα(w), η |α(w)|−r1/n

(2ε)1/n−r1/n

)
, r ≥ 0, wne−iϕ 6∈ [0, r],

(r, ϕ,−η argα(w), 0η) , r > 0, wne−iϕ ∈ [0, r],

(0, 0, 0, 0−) , z = w = 0,

ãäå âòîðàÿ è òðåòüÿ êîîðäèíàòû òî÷êè h1(z, w) ∈ M 4
ε,n ðàññìàòðèâàþòñÿ ïî

ìîäóëþ 2π, z2 + wn = reiϕ, r ∈ [0, ε], 0 ≤ ϕ < 2π, ϕ := 0 ïðè r = 0,

η = η(z, w) :=



sgn (Im z
wn/2

), r ≥ 0, wne−iϕ 6∈ [0, r],

− sgn ( z
wn/2

), r > 0, wne−iϕ ∈ (0, r),

−, r ≥ 0, wn = reiϕ, z = 0,

− sgn ( z
eiϕ/2

), r > 0, w = 0,
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α(w) = αr,ϕ,l(w) := αn,ϕ+π+2πl
n ,r1/n,(2ε)1/n(w), ÷èñëî l = l(r, ϕ, w) ∈ Z ∩ [0, n − 1]

îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè l(r, ϕ, 0) := 0, argw ∈ [ϕ+2πl
n , ϕ+2π(l+1)

n ) ïðè w 6= 0.

Ïðîâåðèì êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ çíàêà η(z, w) = ±. Â ïåðâûõ äâóõ

ñëó÷àÿõ èìååì w 6= 0, ïîëîæèì λ = λ(z, w) := z
wn/2

, îòêóäà reiϕ = z2 + wn =

(λ2 +1)wn. Ïîýòîìó â ïåðâîì ñëó÷àå λ2 6∈ [0,+∞), îòêóäà λ 6∈ R, à âî âòîðîì

ñëó÷àå λ2 > 0, ïîýòîìó λ ∈ R \ {0}. Â ÷åòâåðòîì ñëó÷àå èç w = 0 èìååì

z = ±r1/2eiϕ/2, ïîýòîìó z
eiϕ/2

= ±r1/2 ∈ R \ {0}. Çíà÷èò, η(z, w) è h1(z, w)

îïðåäåëåíû êîððåêòíî.

Îòìåòèì, ÷òî âî âòîðîì ñëó÷àå îïðåäåëåíèÿ η(z, w) âûïîëíåíî z2+wn
wn =

λ2 + 1, λ ∈ R \ {0}, îòêóäà dz2+wn
wn = 2λdλ, è Im(dλ(z, w)) = 1

2λ Im(dz
2+wn
wn ).

Øàã 4. Ïðîâåðèì, ÷òî îòîáðàæåíèå h1 íåïðåðûâíî â êàæäîé òî÷êå (ẑ, ŵ) ∈

V
4
ε,n. Ïóñòü r̂, ϕ̂, l̂, η̂ := η(ẑ, ŵ), α̂ := αr̂,ϕ̂,l̂(ŵ) è r, ϕ, l, η = η(z, w), α :=

αr,ϕ,l(w) � ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ (ẑ, ŵ) è (z, w). Îáîçíà÷èì

÷åðåç l̃ ∈ Z òàêîå ÷èñëî, ÷òî |ϕ+ 2πl̃ − ϕ̂− 2πl̂| < π (åñëè ϕ 6∈ ϕ̂+ π + 2πZ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V
4
ε,n(ẑ, ŵ) ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê (z, w) ∈ V 4

ε,n, äëÿ êîòîðûõ

l := l(r, ϕ, w) = l̃ è çíà÷åíèÿ h1(z, w) è η := η(z, w) âû÷èñëÿþòñÿ ïî òåì æå

ôîðìóëàì, ÷òî h1(ẑ, ŵ) è η̂. Òîãäà h1(z, w)→ h1(ẑ, ŵ) ïðè (z, w) ∈ V 4
ε,n(ẑ, ŵ)

è (z, w)→ (ẑ, ŵ). Ïóñòü äàëåå òî÷êà (z, w) ∈ V 4
ε,n äîñòàòî÷íî áëèçêà ê (ẑ, ŵ).

Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ïîëîæåíèÿ òî÷êè (ẑ, ŵ).

À. Äîïîëíåíèå ê èñ÷åçàþùåìó ãðàôó â íåîñîáîì ñëîå.Ïóñòü r̂ > 0, ŵne−iϕ̂ 6∈

[0, r̂]. Òîãäà çíà÷åíèÿ h1(z, w) è η = η(z, w) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñâîèì ïåðâûì

ôîðìóëàì, îòêóäà η = η̂. Åñëè arg ŵ > ϕ̂+2πl̂
n , òî l = l̃, îòêóäà (z, w) ∈

V
4
ε,n(ẑ, ŵ) è âñå äîêàçàíî (ñì. âûøå). Åñëè arg ŵ = ϕ̂+2πl̂

n , òî αr̂,ϕ̂,l̂(ŵ) = ŵ

è αr,ϕ,l(w) = w äëÿ ëþáîé òî÷êè (z, w) èç ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (ẑ, ŵ)
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(íåçàâèñèìî îò ϕ, l), â ñèëó ïîñòðîåíèÿ ãîìåîìîðôèçìà αn,ϕ0,a,b íà øàãå 2.

Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå h1(z, w) íåïðåðûâíî â äàííîé îêðåñòíîñòè.

Á. Äîïîëíåíèå ê èñ÷åçàþùåìó ãðàôó â îñîáîì ñëîå. Ïóñòü r̂ = 0, ŵ 6= 0.

Òîãäà αr,ϕ,l(w)→ α0,ϕ,l(ŵ) = ŵ = α̂ ïðè (z, w)→ (ẑ, ŵ) (íåçàâèñèìî îò ϕ, l). Â

ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (ẑ, ŵ) çíà÷åíèÿ h1(z, w) è η = η(z, w) âû÷èñëÿþòñÿ

ïî ïåðâûì ôîðìóëàì, ïîýòîìó η = η̂ è h1(z, w) → h1(ẑ, ŵ) ïðè (z, w) →

(ẑ, ŵ).

Â. Îòêðûòîå ðåáðî al̂+1 èñ÷åçàþùåãî ãðàôà íà íåîñîáîì ñëîå. Ïóñòü r̂ >

0, ŵne−iϕ̂ ∈ (0, r̂]. Òîãäà çíà÷åíèå h1(ẑ, ŵ) âû÷èñëÿåòñÿ ïî âòîðîé ôîðìóëå,

à çíà÷åíèå η̂ = η(ẑ, ŵ) � ïî âòîðîé èëè òðåòüåé ôîðìóëå. Èìååì ŵ 6= 0,

arg ŵ = ϕ̂+2πl̂
n , |α̂| = r̂1/n, arg α̂ = ϕ̂+2πl̂+t̂

n äëÿ íåêîòîðîãî t̂ ∈ [0, π).

Åñëè ẑ 6= 0 è (z, w) 6∈ V
4
ε,n(ẑ, ŵ), òî wne−iϕ 6∈ [0, r] è êàæäîå çíà÷åíèå

h1(ẑ, ŵ) è η(ẑ, ŵ) (ñîîòâåòñòâåííî h1(z, w) è η(z, w)) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñâîåé

âòîðîé (ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîé) ôîðìóëå, ïðè÷åì âûïîëíåíî ëèáî argw ∈

(ϕ+2πl̃
n , ϕ+2π(l̃+1)

n ) è l = l̃, ëèáî argw ∈ (ϕ+2π(l̃−1)
n , ϕ+2πl̃

n ) è l = l̃ − 1. Â ïåðâîì

ñëó÷àå ïðè (z, w)→ (ẑ, ŵ) èìååì, âî-ïåðâûõ, αr,ϕ,l(w)→ αr̂,ϕ̂,l̂(ŵ) = α̂, îòêóäà

|αr,ϕ,l(w)| → |α̂| = r̂1/n è argαr,ϕ,l(w) → arg α̂ = ϕ̂+2πl̂+t̂
n , à, âî-âòîðûõ, çíà÷å-

íèå η := η(z, w) = sgn (Im z
wn/2

) = sgn (Imλ(z, w)) (âû÷èñëåííîå ïî ïåðâîé

ôîðìóëå) â ñèëó λ̂ ∈ R \ {0} è ôîðìóëû äëÿ Im(dλ(ẑ, ŵ)), ñì. øàã 3, ðàâíî

çíà÷åíèþ sgn (λ̂ Im z2+wn
wn ) = − sgn λ̂ = η̂ (âû÷èñëåííîìó ïî âòîðîé ôîðìóëå).

Ïîýòîìó çíà÷åíèå h1(z, w), âû÷èñëåííîå ïî ïåðâîé ôîðìóëå, ñòðåìèòñÿ ê çíà-

÷åíèþ (r̂, ϕ̂,−η̂ ϕ̂+2πl̂+t̂
n , 0η̂) = h1(ẑ, ŵ), âû÷èñëåííîìó ïî âòîðîé ôîðìóëå. Âî

âòîðîì ñëó÷àå ïðè (z, w) → (ẑ, ŵ) èìååì, âî-ïåðâûõ, αr,ϕ,l(w) → αr̂,ϕ̂,l̂−1(ŵ),

îòêóäà |αr,ϕ,l(w)| → r̂1/n è argαr,ϕ,l(w) → ϕ̂+2πl̂−t̂
n , è, âî-âòîðûõ, çíà÷åíèå

100



η(z, w) = sgn (Im z
wn/2

) = sgn (Imλ(z, w)) (âû÷èñëåííîå ïî ïåðâîé ôîðìóëå)

â ñèëó λ̂ ∈ R \ {0} è ôîðìóëû äëÿ Im(dλ(ẑ, ŵ)), ñì. øàã 3, ðàâíî çíà÷åíèþ

sgn (λ̂ Im z2+wn
wn ) = sgn λ̂ = −η̂ (âû÷èñëåííîìó ïî âòîðîé ôîðìóëå). Ïîýòîìó

çíà÷åíèå h1(z, w) (âû÷èñëåííîå ïî ïåðâîé ôîðìóëå) ñòðåìèòñÿ ê çíà÷åíèþ

(r̂, ϕ̂, η̂
ϕ̂+ 2πl̂ − t̂

n
, 0−η̂) ∼1,l̂ (r̂, ϕ̂,−η̂ ϕ̂+ 2πl̂ + t̂

n
, 0η̂) = h1(ẑ, ŵ)

(âû÷èñëåííîìó ïî âòîðîé ôîðìóëå). Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ñîîòíîøåíèå∼1,l̂

â ïðîñòðàíñòâå M 4
ε,n, ñì. (3.2.2).

Ïóñòü òåïåðü ẑ = 0 (ñåðåäèíà ðåáðà al̂+1 èñ÷åçàþùåãî ãðàôà) è (z, w) 6∈

V
4
ε,n(ẑ, ŵ). Òîãäà çíà÷åíèå η̂ = η(ẑ, ŵ) âû÷èñëÿåòñÿ ïî òðåòüåé ôîðìóëå â

îïðåäåëåíèè η(z, w), ïîýòîìó ëèáî êàæäîå çíà÷åíèå h1(z, w) è η(z, w) âû-

÷èñëÿåòñÿ ïî ñâîåé ïåðâîé ôîðìóëå, ëèáî êàæäîå � ïî ñâîåé âòîðîé ôîð-

ìóëå. Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííîìó âûøå, ñ ó÷åòîì

òîãî, ÷òî t̂ = 0 (îòêóäà argαr,ϕ,l(w) → ϕ̂+2πl̂
n = arg α̂) è ÷òî ïàðà òî÷åê

(r̂, ϕ̂,∓ ϕ̂+2πl̂
n , 0±) îòîæäåñòâëÿåòñÿ â îäíó òî÷êó â M 4

ε,n ââèäó ñîîòíîøåíèÿ

∼1,l̂ ïðè t = 0.

Ã. Âåðøèíà èñ÷åçàþùåãî ãðàôà íà íåîñîáîì ñëîå. Ïóñòü r̂ > 0, ŵ = 0. Òî-

ãäà çíà÷åíèå h1(ẑ, ŵ) âû÷èñëÿåòñÿ ïî âòîðîé ôîðìóëå, à çíà÷åíèå η̂ = η(ẑ, ŵ)

� ïî ÷åòâåðòîé ôîðìóëå. Ïîñêîëüêó l̂ = l(r̂, ϕ̂, 0) = 0 è α̂ = αr̂,ϕ̂,0(0), òî

|α̂| = r̂1/n è arg α̂ = ϕ̂+π
n , îòêóäà η̂ = − sgn ẑ

eiϕ̂/2
è h1(ẑ, ŵ) = (r̂, ϕ̂,−η̂ ϕ̂+π

n , 0η̂).

Åñëè (z, w) → (ẑ, 0), òî èç w → 0 ïîëó÷àåì |αr,ϕ,l(w)| → r̂1/n íåçàâèñèìî îò

ϕ, l.

Ïîêàæåì, ÷òî η = (−1)l−1 sgn (Re z
eiϕ/2

) ïðè (z, w)→ (ẑ, 0). Ïðè w = 0 ýòî

ñëåäóåò èç ÷åòâåðòîé ôîðìóëû äëÿ η(z, w) ââèäó l = 0. Ïðè wne−iϕ ∈ (0, r)

èìååì argw = ϕ+2πl
n , arg(wn/2) = ϕ

2 + πl, îòêóäà ïî âòîðîé ôîðìóëå äëÿ
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η(z, w) èìååì η = − sgn ( z
wn/2

) = − sgn (e
iϕ/2

wn/2
· z
eiϕ/2

) = (−1)l−1 sgn ( z
eiϕ/2

). Íàêî-

íåö ïðè wne−iϕ 6∈ [0, r] èìååì argw ∈ (ϕ+2πl
n , ϕ+2π(l+1)

n ), arg(wn/2) ∈ (ϕ2 +πl, ϕ2 +

π(l + 1)), îòêóäà ïî ïåðâîé ôîðìóëå äëÿ η(z, w) èìååì η = sgn (Im z
wn/2

) =

sgn (Im eiϕ/2

wn/2
) · sgn (Re z

eiϕ/2
) = (−1)l−1 sgn (Re z

eiϕ/2
). Çäåñü ìû ïðèìåíèëè ðà-

âåíñòâî sgn (Im u
v ) = sgn (Im 1

v) · sgn (Reu) ïðè u2 + v2 = 1, v → 0, v 6∈ R,

ïîëîæèâ u := z
r1/2eiϕ/2

, v := wn/2

r1/2eiϕ/2
. Îòñþäà η = (−1)l−1 sgn (Re z

eiϕ/2
) =

(−1)l−l̃−1 sgn (Re z
eiϕ/2+πl̃i

) = (−1)l−l̃−1 sgn ( ẑ
eiϕ̂/2

) = (−1)l−l̃η̂ ââèäó ϕ+ 2πl̃→ ϕ̂.

Äëÿ ëþáîãî l0 ∈ Z∩ [0, n−1] îáîçíà÷èì ÷åðåç V
4
ε,n,l0

ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê

(z, w) ∈ V 4
ε,n, äëÿ êîòîðûõ l− l̃ = l0. Òîãäà ïðè (z, w)→ (ẑ, 0) è (z, w) ∈ V 4

ε,n,l0

èìååì η(z, w) = (−1)l0η̂ =: η0 (ñì. âûøå), è â ñèëó ϕ+ 2πl̃→ ϕ̂ âûïîëíåíî

argαr,ϕ,l(w)→ ϕ̂+ π + 2πl0
n

, h1(z, w) ∈ (0, ε]×S1×S1×{η0h | h ∈ [0η0
, 1)},

è h1(z, w) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïåðâîé èëè âòîðîé ôîðìóëå, îòêóäà h1(z, w) →

(r̂, ϕ̂,−η0
ϕ̂+π+2πl0

n , 0η0
). Ïîëó÷åííàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà (r̂, ϕ̂,−η0

ϕ̂+π+2πl0
n , 0η0

) ∼

(r̂, ϕ̂, ϕ̂−η0π+2πl0
n , 0−) ∈ M 4

ε,n íå çàâèñèò îò l0 è ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé h1(ẑ, ŵ) =

(r̂, ϕ̂,−η̂ ϕ̂+π
n , 0η̂) ∼ (r̂, ϕ̂, ϕ̂−η̂πn , 0−) â ñèëó η0 = (−1)l0η̂ è ñîîòíîøåíèé ∼1,k ïðè

t = ±π.

Ä. Èñ÷åçàþùèé ãðàô (�ïåðåòÿæêà�) íà îñîáîì ñëîå � îñîáàÿ òî÷êà.Ïóñòü

r̂ = 0, ŵ = 0. Òîãäà ẑ = 0 è h1(ẑ, ŵ) = ĥ1(0, 0) = (0, 0, 0, 0−) ïî òðåòüåé ôîð-

ìóëå â îïðåäåëåíèè h1(z, w). Ïðè (z, w) → (0, 0) èìååì r → 0 (ò.å. ñëîé

ñòðåìèòñÿ ê îñîáîìó) è w → 0, îòêóäà |αr,ϕ,l(w)| → 0 íåçàâèñèìî îò ϕ, l, ò.å.

òî÷êà h1(z, w) ñòðåìèòñÿ ê èñ÷åçàþùåìó ãðàôó {(0, 0)} × S1 × {0−} â îñî-

áîì ñëîå {(0, 0)} × S1 × ([−1, 0−] ∪ [0+, 1]). Òàê êàê â M 4
ε,n óêàçàííûé ãðàô

îòîæäåñòâëÿåòñÿ â òî÷êó (0, 0, 0, 0−), èìååì h1(z, w)→ (0, 0, 0, 0−) = ĥ1(0, 0).

Øàã 5. Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå h1 èíúåêòèâíî. Ïóñòü h1(z1, w1) =
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h1(z2, w2) =: (r, ϕmod 2π, ψmod 2π, h). Òîãäà z2
1 + wn

1 = z2
2 + wn

2 = reiϕ. Åñëè

h 6∈ {0−, 0+}, òî êàæäîå h1(zj, wj) è êàæäîå η(zj, wj) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïåð-

âûì ôîðìóëàì, j = 1, 2; â ñèëó h = η1
|αr,ϕ,l1(w1)|−r1/n

(2ε)1/n−r1/n = η2
|αr,ϕ,l2(w2)|−r1/n

(2ε)1/n−r1/n 6= 0

è ψ = −η1 argαr,ϕ,l1(w1) = −η2 argαr,ϕ,l2(w2) èìååì sgnh = η1 = η2 =: η è

αr,ϕ,l1(w1) = αr,ϕ,l2(w2) =: α, îòñþäà argα ∈ [
ϕ+2πlj

n ,
ϕ+2π(lj+1)

n ), j = 1, 2, ïîýòî-

ìó l1 = l2 è (ïîñêîëüêó αn,ϕ0,a,b � ãîìåîìîðôèçì, ñì. øàã 2) w1 = w2, à â ñèëó

η = sgn (Im z1

w
n/2
1

) = sgn (Im z2

w
n/2
2

) èìååì z1 = z2, ò.å. (z1, w1) = (z2, w2). Åñëè

h ∈ {0−, 0+} è r = 0, òî êàæäîå h1(zj, wj) âû÷èñëÿåòñÿ ïî òðåòüåé ôîðìóëå

è ïîýòîìó (zj, wj) = (0, 0), j = 1, 2.

Ïóñòü h ∈ {0−, 0+} è r > 0, òîãäà êàæäîå h1(zj, wj) âû÷èñëÿåòñÿ ïî âòî-

ðîé ôîðìóëå, j = 1, 2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî h = 0−. Ïî

ïîñòðîåíèþ èìååì arg(αr,ϕ,lj(wj)) =
ϕ+tj+2πlj

n äëÿ íåêîòîðîãî tj ∈ [0, π], îòêó-

äà h1(zj, wj) = (r, ϕ,−ηj ϕ+tj+2πlj
n , 0ηj) ∼1,lj (r, ϕ,

ϕ−ηjtj+2πlj
n , 0−) ∼1 (r, ϕ, ψ, 0−),

ãäå ηj := η(zj, wj), j = 1, 2. Ïîýòîìó â ñëó÷àå ψ ∈ ϕ+π
n + 2π

n Z èìååì t1 = t2 = π

è w1 = w2 = 0, l1 = l2 = 0, ψ =
ϕ−ηjπ
n , j = 1, 2, îòêóäà η1 = η2; à â ñëó-

÷àå ψ 6∈ ϕ+π
n + 2π

n Z èìååì 0 ≤ tj < π è wj 6= 0, îòêóäà argwj =
ϕ+2πlj

n ,

ψ =
ϕ+2πlj−ηjtj

n , j = 1, 2, ïîýòîìó l1 = l2 =: l, t1 = t2, η1 = η2 (òàê êàê ïðè

tj = 0 èìååì ηj = −1 ïî òðåòüåé ôîðìóëå), îòêóäà αr,ϕ,l(w1) = αr,ϕ,l(w2), ïî-

ýòîìó w1 = w2 (òàê êàê αn,ϕ0,a,b � ãîìåîìîðôèçì, ñì. øàã 2). Åñëè ψ ∈ ϕ
n+2π

n Z,

òî t1 = t2 = 0 è z1 = z2 = 0; à åñëè ψ 6∈ ϕ
n + π

nZ èëè ψ ∈ ϕ+π
n + 2π

n Z, òî η1 = η2

âû÷èñëÿþòñÿ ïî âòîðîé (ñîîòâåòñòâåííî ÷åòâåðòîé) ôîðìóëå, îòêóäà z1 = z2.

Çíà÷èò, (z1, w1) = (z2, w2).

Øàã 6. Äîêàæåì, ÷òî h1(V
4
ε,n) = M 4

ε,n. Ðàññìîòðèì ëþáóþ òî÷êó (r, ϕ, ψ, h) ∈

M 4
ε,n. Àíàëîãè÷íî øàãó 5 ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â êàæäîì ñëó÷àå h 6∈ {0−, 0+} è
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h ∈ {0−, 0+} èìååòñÿ òî÷êà (z, w) ∈ V 4
ε,n, òàêàÿ ÷òî h1(z, w) = (r, ϕ, ψ, h).

Òàê êàê îòîáðàæåíèå h1 íåïðåðûâíî, áèåêòèâíî è îïðåäåëåíî íà êîìïàêòå

V
4
ε,n, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Óòâåðæäåíèå 3.2.1 äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 3.2.3 ((òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ â çàìêíóòîé îêðåñòíîñòè êðèòè-

÷åñêîé òî÷êè íå÷åòíîé êðàòíîñòè)). Ïðè íå÷åòíîì n ∈ N äëÿ ëþáûõ ε > 0 è

ξ0 ∈ C ôóíêöèÿ g = gn : V
4
ε,n → C, g(z, w) = z2+wn+ξ0, òîïîëîãè÷åñêè ýêâè-

âàëåíòíà ôóíêöèè q = qn : M 4
ε,n → C, ãäåM 4

ε,n = ([0, ε]×S1×S1×[−1, 0])/ ∼,

îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ ïîðîæäåíî ñëåäóþùèìè n+ 1 îòíîøåíèÿ-

ìè:

(r, ϕmod 2π, ϕ+t+2πk
n mod 4π, 0) ∼1,k (r, ϕmod 2π, ϕ−t+2πk

n + 2πmod 4π, 0),

(0, ϕmod 2π, ψmod 4π, h) ∼2 (0, 0 mod 2π, ψmod 4π, h),

(3.2.3)

0 ≤ k < n, r ∈ [0, ε], ϕmod 2π ∈ R/2πZ, ψmod 4π ∈ R/4πZ, t ∈ [−π, π], h ∈

[−1, 0], q(r, ϕmod 2π, ψmod 4π, h) = reiϕ + ξ0. Ïðè ýòîì g(V
4
ε,n) = q(M 4

ε,n) =

D
2
ξ0,ε

.

Çàìå÷àíèå 3.2.4. (À) (Èñ÷åçàþùèé ãðàô). Àíàëîãè÷íî çàìå÷àíèþ 3.2.2,

ïðîñòðàíñòâî M 4
ε,n := ([0, ε] × S1 × S1 × [−1, 0])/ ∼ ïîëó÷åíî èç òðèâèàëüíî

ðàññëîåííîãî ïðîñòðàíñòâà M̃ 4
ε,n := [0, ε]×S1×S1× [−1, 0] ïóòåì îòîæäåñòâ-

ëåíèé, îïèñàííûõ â (3.2.3) è èìåþùèõ ñëåäóþùèé �ãåîìåòðè÷åñêèé� ñìûñë.

Â ïðîñòðàíñòâå M̃ 4
ε,n êàæäûé ñëîé ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðîì {(r, ϕmod 2π)}×S1×

[−1, 0], ïðè÷åì ïåðâîå ñîîòíîøåíèå ∼1, ïîðîæäåííîå íàáîðîì ñîîòíîøåíèé

∼1,k ôîðìóëû (3.2.3), 0 ≤ k < n, ïðåâðàùàåò ñëîé â ñâÿçíóþ äâóìåðíóþ

ïîâåðõíîñòü ðîäà n−1
2 ñ ñâÿçíûì êðàåì, îòîæäåñòâëÿÿ òî÷êè �âåðõíåãî� îñ-

íîâàíèÿ öèëèíäðà, ðàçáèòîãî íà 2n ðàâíûõ äóã (êîòîðûå ïîìåòèì ïîñëå-
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äîâàòåëüíî ñèìâîëàìè a1, . . . , an, a
−1
1 , . . . , a−1

n ïðè ïîëîæèòåëüíîì îáõîäå îñ-

íîâàíèÿ öèëèíäðà, ïðè÷åì ðàçáèåíèå íà äóãè ïîâåðíóòî íà óãîë ϕ
2n mod 2π

â íàïðàâëåíèè îðèåíòàöèè ýòîãî îñíîâàíèÿ), ïðè ïîìîùè ïîïàðíîãî ñêëå-

èâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ äóã ñ îáðàùåíèåì îðèåíòàöèè. Íà êàæäîì ñëîå

({(r, ϕmod 2π)} × S1 × [−1, 0])/ ∼1 ïîëó÷àåì ãðàô ({(r, ϕmod 2π)} × S1 ×

{0})/ ∼1 ñ äâóìÿ âåðøèíàìè è n ðåáðàìè a1, . . . , an, êàæäîå èç êîòîðûõ ñî-

åäèíÿåò îáå âåðøèíû, ãîìåîìîðôíûé ãðàôó K2,n è íàçûâàåìûé èñ÷åçàþùèì

ãðàôîì äëÿ ôóíêöèè gn. (Ïðè n = 1 èñ÷åçàþùèé ãðàô ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì.)

Îñòàâøååñÿ ñîîòíîøåíèå ∼2 â (3.2.3) îòîæäåñòâëÿåò äðóã ñ äðóãîì ñëîè âèäà

({(0, ϕmod 2π)} × S1 × [−1, 0])/ ∼1, ϕmod 2π ∈ S1 (îñîáûé ñëîé). Èç ñîîò-

íîøåíèé â (3.2.3) ñëåäóåò, ÷òî íà îñîáîì ñëîå èñ÷åçàþùèé ãðàô ñêëåèâàåòñÿ

â òî÷êó (�ïåðåòÿæêà� íà îñîáîì ñëîå). Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâî èñ÷åçàþ-

ùèõ ãðàôîâ íà íåîñîáûõ ñëîÿõ ñòðåìèòñÿ ê îñîáîé òî÷êå (�èñ÷åçàåò�) ïðè

ñòðåìëåíèè ñëîÿ ê îñîáîìó.

(Á) Èç (À) è äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 3.2.3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ èñ÷åçàþ-

ùåãî ãðàôà αξ íà íåîñîáîì ñëîå Tξ = g−1
n (ξ), ξ ∈ D

2
ξ0,ε
\ {ξ0}, âåðíà òà æå

ôîðìóëà ÷òî è â çàìå÷àíèè 3.2.2(Á).

óòâåðæäåíèÿ 3.2.3. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó

óòâåðæäåíèÿ 3.2.1. Ïðè ýòîì ãîìåîìîðôèçì h1 : V
4
ε,n → M 4

ε,n ïðè íå÷åòíîì

n îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

h1(z, w) :=


(
r, ϕ, 2 arg(

√
α(w)),− |α(w)|−r1/n

(2ε)1/n−r1/n

)
, (z, w) 6= (0, 0),

(0, 0, 0, 0) , (z, w) = (0, 0),

ãäå âòîðàÿ è òðåòüÿ êîîðäèíàòû òî÷êè h1(z, w) ∈ M 4
ε,n ðàññìàòðèâàþòñÿ ïî

ìîäóëþ 2π è 4π ñîîòâåòñòâåííî, z2 + wn = reiϕ, r ∈ [0, ε], 0 ≤ ϕ < 2π,
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ϕ := 0 ïðè r = 0, ôóíêöèè l = l(r, ϕ, w) ∈ Z ∩ [0, n − 1] è α(w) = αr,ϕ,l(w)

îïðåäåëÿþòñÿ òåìè æå ôîðìóëàìè êàê â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 3.2.1

(ñì. øàã 3), ïðè÷åì â êà÷åñòâå ôóíêöèè
√
α(w) áåðåòñÿ åå âåòâü, òàêàÿ ÷òî

ïðè |w| = (2ε)1/n, z2 + wn = reiϕ è r ∈ [0, ε] âûïîëíåíî Im z

(
√
α(w))n

< 0.

Ñëåäñòâèå 3.2.5 ((òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ â îêðåñòíîñòè ìîðñîâñêîé êðèòè÷å-

ñêîé òî÷êè)). Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ôóíêöèÿ g : V
4
ε → C, ãäå V 4

ε = {(z, w) ∈

C2 | |z2 + w2| ≤ ε, |w| ≤
√

2ε} ⊂ C2, g(z, w) = z2 + w2 + ξ0, ξ0 ∈ C, òî-

ïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ôóíêöèè q : M 4
ε → C, ãäå M 4

ε = ([0, ε] × S1 ×

S1 × ([−1, 0−]
⊔

[0+, 1]))/ ∼, îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ â îïðåäåëåíèè

M 4
ε ïîðîæäåíî ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè: (r, ϕmod 2π, ψmod 2π, 0+) ∼1 (r, ϕmod 2π,−ψ + ϕmod 2π, 0−),

(0, ϕmod 2π, ψmod 2π, v) ∼2 (0, 0 mod 2π, ψmod 2π, v),
(3.2.4)

0+ := 0 ∈ [0+, 1], 0− := 0 ∈ [−1, 0−], 0 ≤ r ≤ ε, ϕmod 2π ∈ R/2πZ,

ψmod 2π ∈ R/2πZ, h ∈ [−1, 0−]
⊔

[0+, 1], q(r, ϕmod 2π, ψmod 2π, h) = rei(ϕmod 2π)+

ξ0, è g(V
4
ε) = q(M 4

ε ) = D
2
ξ0,ε

.

3.3 Òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ â îêðåñòíîñòè ñëîÿ

(ïîëóëîêàëüíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ îñî-

áåííîñòåé)

Íà ïðîòÿæåíèè äàííîãî ïàðàãðàôà îáîçíà÷èì l :=
k⋃
j=1

lj, ãäå l1−1, . . . , lk−1

� íàáîð êðàòíîñòåé âñåõ îñîáûõ òî÷åê p1, . . . , pk íà ñëîå Tξ0 = f−1(ξ0). Ïðè

k = 0 ïîëîæèì l := 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M 2
g,b êîìïàêòíóþ ñâÿçíóþ îðèåíòè-

ðîâàííóþ ïîâåðõíîñòü ðîäà g ≥ 0, êðàé êîòîðîé ñîñòîèò èç b ≥ 0 êîìïîíåíò.
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Îíà ãîìåîìîðôíà ñôåðå ñ g ðó÷êàìè, èç êîòîðîé âûêèíóòû âíóòðåííîñòè

b ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ äâóìåðíûõ äèñêîâ. Îáîçíà÷èì ÷å-

ðåçM 2
g,h,b ñâÿçíóþ îðèåíòèðîâàííóþ ïîâåðõíîñòü, ïîëó÷åííóþ èç êîìïàêòíîé

ïîâåðõíîñòè M 2
g,b âûêèäûâàíèåì h âíóòðåííèõ òî÷åê.

Ëåììà 3.3.1. Ïóñòü Tξ0 = f−1(ξ0) � (îñîáîå èëè íåîñîáîå) ìíîæåñòâî

óðîâíÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà f(z, w) = z2 + Pn(w) ñòåïåíè n ≥

2, ñîäåðæàùåå ðîâíî k ≥ 0 êðèòè÷åñêèõ òî÷åê p1, . . . , pk ∈ Tξ0, ïðè÷åì

êðàòíîñòè ýòèõ òî÷åê ðàâíû l1− 1, . . . , lk − 1 ñîîòâåòñòâåííî, l1, . . . , lk ≥

2. Òîãäà l ≤ n, l < n + k è ñóùåñòâóåò ε0 > 0, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîãî

ε ∈ (0, ε0] ñóùåñòâóþò çàìêíóòûå ÷åòûðåõìåðíûå îêðåñòíîñòè U
4
j,ε òî÷åê

pj, 1 ≤ j ≤ k, òàêèå ÷òî:

(À) ôóíêöèÿ f |
U

4

j,ε
ýêâèâàëåíòíà ôóíêöèè glj : V

4
ε,lj
→ C, ãäå glj(z, w̃) =

z2 + w̃lj + ξ0, ñì. (3.1.2) è (3.2.1), à òàêæå òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà

ôóíêöèè qlj : M 4
ε,lj
→ C (ñì. óòâåðæäåíèÿ 3.2.1 è 3.2.3), j = 1, . . . , k;

(Á) ôóíêöèÿ f |
(f−1(D

2

ξ0,ε
))\(

k⋃
j=1

U
4

j,ε)
òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ôóíêöèè f0 :

D
2
ξ0,ε
× Ln,k,ε,l1,...,lk → C, (ξ, x) 7→ ξ, ãäå Ln,k,ε,l1,...,lk := Tξ0 \ (

k⋃
j=1

U
4
j,ε) � êîì-

ïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, dimC Ln,k,ε,l1,...,lk = 1, ãîìåîìîðôíîå ëèáîM 2
g,h,b

ïðè n > l èëè ñóùåñòâîâàíèè õîòÿ áû îäíîãî íå÷åòíîãî lj, ëèáîM
2
0,1,k

⊔
M 2

0,1,k

ïðè n = l (îòêóäà k > 0) è âñåõ ÷åòíûõ lj, ãäå g = [n−1
2 ]−

k∑
j=1

[
lj
2 ], h = 3+(−1)n

2 ,

b =
k∑
j=1

3+(−1)lj
2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâà l ≤ n, l < n + k ñëåäóþò èç ñëåäñòâèÿ 3.1.18.

Äëÿ êàæäîé òî÷êè pj = (0, w0,j) ðàññìîòðèì çàìêíóòûå îêðåñòíîñòè U
2
j,ε è

U
4
j,ε ⊂ C × U

2
j,ε òî÷åê w0,j è pj ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå äèôôåîìîðôèçìû
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ϕj : U
2
j,ε → D

2
0,(2ε)1/lj , ϕj : w 7→ w̃, è (idC × ϕj)|U4

j,ε
: U

4
j,ε → V

4
ε,lj

êàê â

ëåììå 3.1.16 è åå äîêàçàòåëüñòâå, 1 ≤ j ≤ k. Âûáåðåì ñòîëü ìàëîå ε1 > 0, ÷òî

U
4
j,ε, 1 ≤ j ≤ k, ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïóíêò (À) ñëåäóåò èç ëåììû 3.1.16

è óòâåðæäåíèé 3.2.1 è 3.2.3. Äîêàæåì (Á). Ïîëîæèì U 2
j,ε := ϕ−1

j (D2
0,(2ε)1/lj

),

U 4
j,ε := ((idC × ϕj)|U4

j,ε
)−1(V 4

ε,lj
), 1 ≤ j ≤ k, ñì. (3.2.1).

Øàã 1. Ïðè ëþáûõ ε ∈ (0, ε1), ξ ∈ D
2
ξ0,ε

ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Prw|
Tξ\(

k⋃
j=1

U4
j,ε)

:

Tξ \ (
k⋃
j=1

U 4
j,ε)→ C \ (

k⋃
j=1

U 2
j,ε), (z, w) 7→ w. Îíî ÿâëÿåòñÿ äâóëèñòíûì ðàçâåòâ-

ëåííûì íàêðûòèåì ñ n−l òî÷êàìè âåòâëåíèÿ íàä ïîâåðõíîñòüþ C\(
k⋃
j=1

U 2
j,ε) ≈

M 2
0,1,k. Ïðè n > l íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî Tξ\(

k⋃
j=1

U 4
j,ε) ñâÿçíî, òàê êàê íà-

êðûòèå äâóëèñòíî è èìååò òî÷êè âåòâëåíèÿ. Ïðè n = l íàêðûòèå äâóëèñòíî è

íå èìååò òî÷åê âåòâëåíèÿ; íàä êîìïîíåíòîé êðàÿ ∂U 2
j,ε íàêðûòèå òðèâèàëüíî

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà lj ÷åòíî, â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè �áåñêîíå÷íî

óäàëåííîé òî÷êè� ∞ ∈ C íàêðûòèå òðèâèàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

l =
k∑
j=1

lj ÷åòíî, ïîýòîìó íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî Tξ \ (
k⋃
j=1

U 4
j,ε) íåñâÿç-

íî ïðè âñåõ ÷åòíûõ lj, è ñâÿçíî, åñëè õîòÿ áû îäíî lj íå÷åòíî. Çíà÷èò, ïðè

n = l è âñåõ ÷åòíûõ lj íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî ãîìåîìîðôíî íåñâÿçíîìó

îáúåäèíåíèþ äâóõ ýêçåìïëÿðîâ ïîâåðõíîñòè M 2
0,1,k.

Ïóñòü íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî ñâÿçíî. Òîãäà êîëè÷åñòâî h ïðîêîëîâ

ðàâíî 3+(−1)n

2 , ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.1.15, à êîëè÷åñòâî b = |π0(∂(Tξ \

(
k⋃
j=1

U 4
j,ε)))| êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàíèöû ðàâíî

k∑
j=1

3+(−1)lj
2 â ñèëó óòâåðæäå-

íèé 3.2.1 è 3.2.3. Ïî ôîðìóëå Ãóðâèöà èìååì χ(Tξ \ (
k⋃
j=1

U 4
j,ε)) = 2χ(C \
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(
k⋃
j=1

U 2
j,ε)) − (n − l) = 2 − 2k − n + l. Îòñþäà è èç ðàâåíñòâ h = 3+(−1)n

2 ,

b =
k∑
j=1

3+(−1)lj
2 , χ(Tξ \ (

k⋃
j=1

U 4
j,ε)) = 2− 2g − h− b ïîëó÷àåì g = [n−1

2 ]−
k∑
j=1

[
lj
2 ].

Øàã 2. Äëÿ ëþáîãî ξ ∈ D2
ξ0,ε

ðàññìîòðèì äâóëèñòíîå ðàçâåòâëåííîå íàêðû-

òèå Prw|
Tξ\(

k⋃
j=1

U4
j,ε)

: Tξ \ (
k⋃
j=1

U 4
j,ε)→ C\ (

k⋃
j=1

U 2
j,ε), (z, w) 7→ w. Òî÷êè âåòâëåíèÿ

çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè z = 0, Pn(w) = ξ è (z, w) /∈
k⋃
j=1

U
4
j,ε. Ïîñëåäíåå ñîîò-

íîøåíèå ðàâíîñèëüíî w /∈
k⋃
j=1

U
2
j,ε. Îáîçíà÷èì îáðàçû òî÷åê âåòâëåíèÿ ïðè

îòîáðàæåíèè Prw|
Tξ\(

k⋃
j=1

U4
j,ε)

÷åðåç wi(ξ), 1 ≤ i ≤ n− l. Ðàññìîòðèì ε0 ∈ (0, ε1]

è τ > 0 òàêèå, ÷òî wi(ξ) ∈ D2
wi(ξ0),τ è D

2
wi(ξ0),τ

⋂
(
k⋃
j=1

U
2
j,ε) = ∅ ïðè 1 ≤ i ≤ n− l,

à òàêæå D
2
wi(ξ0),τ

⋂
D

2
wi1(ξ0),τ = ∅ ïðè 1 ≤ i < i1 ≤ n− l, äëÿ ëþáîãî ξ ∈ D2

ξ0,ε0
.

Ðàññìîòðèì ïðè 0 < ε ≤ ε0 ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé

ϕ̃ξ : (f−1(D
2
ξ0,ε

)) \ ((
k⋃
j=1

U 4
j,ε)
⋃

(
n−l⋃
i=1

(Prw)−1(D2
wi(ξ0),τ)))→

Tξ0 \ ((
k⋃
j=1

U 4
j,ε)
⋃

(
n−l⋃
i=1

(Prw)−1(D2
wi(ξ0),τ))),

(z, w) 7→ (
√
ξ0 − Pn(w), w), ξ ∈ D2

ξ0,ε
, ãäå âåòâü√ âûáðàíà òàê, ÷òî ϕ̃ξ0 = id.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ρ̃τ,r : [−τ, τ ]→ [−τ, τ ] ôîðìóëîé ρ̃τ,r(x) = τ2x+rτ2

rx+τ2

ïðè ëþáûõ r ∈ R, τ > |r|. Òîãäà îòîáðàæåíèå ρ̃τ,r ïðè r ∈ (−τ, τ) ÿâëÿåòñÿ

ãîìåîìîðôèçìîì, ïðè÷åì ρ̃τ,r(0) = r è ρ̃τ,0 = id[−τ,τ ]. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

ρτ,r : D
2
0,τ → D

2
0,τ ôîðìóëîé

ρτ,r(x, y) =

 (ρ̃√
τ2−y2,

√
r2−y2(x), y), |y| ≤ r;

(x, y), |y| ≥ r.
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Òîãäà îòîáðàæåíèå ρτ,r ïðè r ∈ (−τ, τ) ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, ïðè÷åì

ρτ,r|∂D2
0,τ

� òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, ρτ,r(0, 0) = (r, 0) è ρτ,0 = id
D

2

0,τ
. Äëÿ

êàæäîãî ξ ∈ D2
ξ0,ε

è 1 ≤ i ≤ n− l îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

ϕ̃ξ,i : Tξ

⋂
((Prw)−1(D

2
wi(ξ0),τ))→ Tξ0

⋂
((Prw)−1(D

2
wi(ξ0),τ))

ôîðìóëîé ϕ̃ξ,i : (z, w) 7→ (
√
ξ0 − Pn(w̃ξ,i(w)), w̃ξ,i(w)), ãäå âåòâü ôóíêöèè √

âûáðàíà òàê, ÷òî ϕ̃ξ0,i = id, à ãîìåîìîðôèçì w̃ξ,i : D
2
wi(ξ0),τ → D

2
wi(ξ0),τ îïðå-

äåëåí óñëîâèÿìè w̃ξ,i := id ïðè wi(ξ) = wi(ξ0),

w̃ξ,i(w) := ei arg(wi(ξ)−wi(ξ0))(ρτ,|wi(ξ)−wi(ξ0)|)
−1
(
e−i arg(wi(ξ)−wi(ξ0))(w − wi(ξ0))

)
+wi(ξ0)

ïðè wi(ξ) 6= wi(ξ0). Òîãäà îòîáðàæåíèå ϕ̃ξ,i ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, ïðè-

÷åì ϕ̃ξ,i(0, wi(ξ)) = (0, wi(ξ0)).

Øàã 3. Îïðåäåëèì ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé ϕξ : Tξ \ (
k⋃
j=1

U 4
j,ε) → Tξ0 \

(
k⋃
j=1

U 4
j,ε), ξ ∈ D

2
ξ0,ε

, ôîðìóëîé

ϕξ(z, w) =


ϕ̃ξ(z, w), (z, w) ∈ Tξ \ ((

k⋃
j=1

U 4
j,ε)
⋃

(
n−l⋃
i=1

(Prw)−1(D2
wi(ξ0),τ)));

ϕ̃ξ,i(z, w), (z, w) ∈ Tξ

⋂
(Prw)−1(D

2
wi(ξ0),τ), 1 ≤ i ≤ n− l.

Òîãäà îòîáðàæåíèå ϕξ êîððåêòíî îïðåäåëåíî è ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå h2 : (f−1(D
2
ξ0,ε

))\ (
k⋃
j=1

U 4
j,ε)→ D

2
ξ0,ε
×Ln,k,ε,l1,...,lk ôîð-

ìóëîé h2 : (z, w) 7→ (f(z, w), ϕf(z,w)(z, w)). Òîãäà h2 ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèç-

ìîì è f |
(f−1(D

2

ξ0,ε
))\(

k⋃
j=1

U4
j,ε)

= f0 ◦ h2. Ëåììà 3.3.1 äîêàçàíà.

Ïóñòü, êàê âûøå, l :=
k∑
j=1

lj, ε > 0, îáîçíà÷èì V
4
j,ε := V

4
ε,lj
,

∂+V
4
j,ε := {(z, w) ∈ C2 | |z2 + wlj | ≤ ε, |w| = (2ε)1/lj} = V

4
ε,lj
\ V 4

ε,lj
,
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1 ≤ j ≤ k, ñì. (3.2.1), Ln,k,ε,l1,...,lk ≈ M 2
n,k,l1,...,lk

, ãäå M 2
n,k,l1,...,lk

:= M 2
g,h,b (ïðè

n > l èëè ñóùåñòâîâàíèè íå÷åòíîãî lj),M
2
n,k,l1,...,lk

:= M 2
0,1,k

⊔
M 2

0,1,k (ïðè n = l

è âñåõ ÷åòíûõ lj) êàê â ëåììå 3.3.1. Ôèêñèðóåì îðèåíòàöèþ íà M 2
n,k,l1,...,lk

≈

Ln,k,ε,l1,...,lk è ðàññìîòðèì ëþáîé ãîìåîìîðôèçì

γn,k,l1,...,lk :
k⊔
j=1

(
(R/(3− (−1)lj)πZ)× {j} × {(−1)lj ,−1}

)
→ ∂Ln,k,ε,l1,...,lk,

òàêîé ÷òî ïîâåðõíîñòü Ln,k,ε,l1,...,lk ëåæèò ñïðàâà ïðè ïðîõîæäåíèè âäîëü êàæ-

äîãî èç ñâîèõ ãðàíè÷íûõ ïóòåé γj,η(ψmod (3−(−1)lj)π) := γn,k,l1,...,lk(ψmod (3−

(−1)lj)π, j, η) ∈ ∂Ln,ε,l1,...,lk , η ∈ {(−1)lj ,−1}, 1 ≤ j ≤ k.

Òåîðåìà 24 ((òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ â çàìêíóòîé îêðåñòíîñòè ñëîÿ)). Ïóñòü

Tξ0 = f−1(ξ0) � (îñîáîå èëè íåîñîáîå) ìíîæåñòâî óðîâíÿ ãèïåðýëëèïòè÷å-

ñêîãî ìíîãî÷ëåíà f(z, w) = z2 + Pn(w) ñòåïåíè n ≥ 2, ñîäåðæàùåå ðîâíî

k ≥ 0 êðèòè÷åñêèõ òî÷åê p1, . . . , pk ∈ Tξ0, ïðè÷åì êðàòíîñòè ýòèõ òî÷åê

ðàâíû l1− 1, . . . , lk − 1 ñîîòâåòñòâåííî, l1, . . . , lk ≥ 2. Òîãäà l ≤ n, l < n+ k

è ñóùåñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, ε0] ôóíêöèÿ f |f−1(D
2

ξ0,ε
)

òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ôóíêöèè fn,k,l1,...,lk : M 4
n,k,ε,l1,...,lk

→ C. Çäåñü

M 4
n,k,ε,l1,...,lk

= (
k⊔
j=1

V
4
j,ε)

⋃
φn,k,ε,l1,...,lk

(D
2
ξ0,ε
× Ln,k,ε,l1,...,lk)

:= ((
k⊔
j=1

V
4
j,ε)
⊔

(D
2
ξ0,ε
× Ln,k,ε,l1,...,lk))/(x ∼ φn,k,ε,l1,...,lk(x))

ïîëó÷åíî èç íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ V
4
j,ε, 1 ≤ j ≤ k, è ìíî-

æåñòâà D
2
ξ0,ε
× Ln,k,ε,l1,...,lk îòîæäåñòâëåíèåì ëþáîé òî÷êè x ∈ ∂+V

4
j,ε ñ åå

îáðàçîì ïðè ãîìåîìîðôèçìå φn,k,ε,l1,...,lk :
k⊔
j=1

∂+V
4
j,ε → D

2
ξ0,ε
× ∂Ln,k,ε,l1,...,lk,
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çàäàâàåìîì ôîðìóëàìè

φn,k,ε,l1,...,lk(z, w) := (z2 + wlj + ξ0, γn,k,l1,...,lk((argw) mod 2π, j, sgn (Im
z

wlj/2
)))

ïðè ÷åòíîì lj è (z, w) ∈ ∂+V
4
j,ε,

φn,k,ε,l1,...,lk(z, w) := (z2 + wlj + ξ0, γn,k,l1,...,lk(2 arg(
√
w) mod 4π, j,−1))

ïðè íå÷åòíîì lj è (z, w) ∈ ∂+V
4
j,ε, ãäå âåòâü

√
w ïðè íå÷åòíîì lj è (z, w) ∈

∂+V
4
j,ε îïðåäåëåíà óñëîâèåì Im z

(
√
w)lj

< 0, 1 ≤ j ≤ k, à ôóíêöèÿ fn,k,l1,...,lk

çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè

fn,k,l1,...,lk|V 4

j,ε
(z, w) = z2 + wlj + ξ0, (z, w) ∈ V 4

j,ε, 1 ≤ j ≤ k,

fn,k,l1,...,lk|D2

ξ0,ε
×Ln,k,ε,l1,...,lk

(ξ, x) = ξ, (ξ, x) ∈ D2
ξ0,ε
× Ln,k,ε,l1,...,lk.

Ïðè îòîæäåñòâëåíèè V
4
j,ε ≈ M 4

ε,lj
ñ ïîìîùüþ òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíò-

íîñòè èç óòâåðæäåíèé 3.2.1 è 3.2.3 �ïðèêëåèâàþùèé� ãîìåîìîðôèçì φn,k,ε,l1,...,lk|∂+V
4

j,ε

èìååò âèä

((
[0, ε]× S1) / ∼)× S1 × {(−1)lj ,−1} → D

2
ξ0,ε
× ∂Ln,k,ε,l1,...,lk,

(r, ϕmod 2π, ψmod (3−(−1)lj)π, η) 7→ (reiϕ+ξ0, γn,k,l1,...,lk(−ηψmod (3−(−1)lj)π, j, η)),

η ∈ {(−1)lj ,−1}, ãäå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ ïîðîæäåíî îòíîøå-

íèÿìè (0, ϕmod 2π) ∼ (0, 0 mod 2π), ϕmod 2π ∈ S1, à ôóíêöèÿ fn,k,l1,...,lk|V 4

j,ε

èìååò âèä

(r, ϕmod 2π, ψmod (3− (−1)lj)π, h) 7→ reiϕ + ξ0, 1 ≤ j ≤ k.

Ïðè ýòîì fn,k,l1,...,lk(M
4
n,k,ε,l1,...,lk

) = D
2
ξ0,ε

.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî ïîâåðõíîñòü Ln,k,ε,l1,...,lk ⊂

Tξ0 îïðåäåëåíà êàê â ëåììå 3.3.1(Á), îðèåíòàöèÿ íà íåé èíäóöèðîâàíà êîì-

ïëåêñíîé ñòðóêòóðîé, è ãîìåîìîðôèçì γn,k,l1,...,lk = γn,k,ε,l1,...,lk (ïàðàìåòðèçó-

þùèé ∂Ln,k,ε,l1,...,lk) îïðåäåëåí ôîðìóëîé

γn,k,ε,l1,...,lk(ψmod (3− (−1)lj)π, j, η) = (ηi
√

2εeiljψ/2, ϕ−1
j ((2ε)1/ljeiψ)),

η ∈ {(−1)lj ,−1}, ãäå äèôôåîìîðôèçìû ϕj : w 7→ w̃ êàê â äîêàçàòåëüñòâå

ëåìì 3.1.16 è 3.3.1, 1 ≤ j ≤ k. Ïðèêëåèâàþùåå îòîáðàæåíèå φn,k,ε,l1,...,lk îïðå-

äåëåíî êîððåêòíî, òàê êàê èç (z, w̃) ∈ ∂+V
4
j,ε è

z

w̃lj/2
=: λ ∈ R ñëåäóåò ε ≥

|z2 + w̃lj | = (λ2 + 1)|w̃lj | = (λ2 + 1)2ε ≥ 2ε; îíî ñþðúåêòèâíî, òàê êàê ïðè ÷åò-

íîì lj äëÿ (±iw̃lj/2, w̃) ∈ ∂+V
4
j,ε âûïîëíåíî sgn (Im ±iw̃lj/2

w̃lj/2
) = ±1. Ëåãêî ïðî-

âåðÿåòñÿ èíúåêòèâíîñòü φn,k,ε,l1,...,lk . Îòîáðàæåíèå fn,k,l1,...,lk : M 4
n,k,ε,l1,...,lk

→ C

îïðåäåëåíî êîððåêòíî, òàê êàê äëÿ ëþáîé òî÷êè (z, w̃) ∈ ∂+V
4
j,ε âûïîëíåíî

fn,k,l1,...,lk|V 4

j,ε
(z, w̃) = z2 + w̃lj +ξ0 è fn,k,l1,...,lk|D2

ξ0,ε
×Ln,k,ε,l1,...,lk

◦φn,k,ε,l1,...,lk(z, w̃) =

z2 + w̃lj + ξ0.

Ñîãëàñíî ëåììàì 3.1.16 è 3.3.1, ñóùåñòâóþò ε0 > 0 è íàáîð ñåìåéñòâ çà-

ìêíóòûõ îêðåñòíîñòåé U
4
j,ε òî÷åê pj, 0 < ε ≤ ε0, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî

ε ∈ (0, ε0] ôóíêöèÿ f |U4

j,ε
ýêâèâàëåíòíà ôóíêöèè fn,k,l1,...,lk|V 4

j,ε
: V

4
j,ε → D

2
ξ0,ε

,

1 ≤ j ≤ k, à ôóíêöèÿ f |
f−1(D

2

ξ0,ε
)\(

k⋃
j=1

U4
j,ε)

òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ôóíê-

öèè f0 = fn,k,l1,...,lk|D2

ξ0,ε
×Ln,k,ε,l1,...,lk

. Ïîñòðîèì òîïîëîãè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü

h ìåæäó ôóíêöèåé f |
f−1(D

2

ξ0,ε
) è ôóíêöèåé fn,k,l1,...,lk íà âñåì M 4

n,k,ε,l1,...,lk
. Ðàñ-

ñìîòðèì ìíîæåñòâî f−1(D
2
ξ0,ε

) = (
k⋃
j=1

U
4
j,ε)
⋃

(f−1(D
2
ξ0,ε

)\(
k⋃
j=1

U 4
j,ε)). Ïðè (z, w) ∈

U
4
j,ε ïîëîæèì h(z, w) = (z, ϕj(w)) ∈ V 4

j,ε, 1 ≤ j ≤ k, ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåì-

ìû 3.1.16. Ïðè (z, w) ∈ f−1(D
2
ξ0,ε

) \ (
k⋃
j=1

U 4
j,ε) ïîëîæèì h(z, w) = h2(z, w) =
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(f(z, w), ϕf(z,w)(z, w)) ∈ D2
ξ0,ε
×Ln,k,ε,l1,...,lk , ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.3.1(Á),

øàã 3. Îòîáðàæåíèå h : f−1(D
2
ξ0,ε

) → M 4
n,k,ε,l1,...,lk

îïðåäåëåíî êîððåêòíî, òàê

êàê äëÿ ëþáîé òî÷êè (z, w) ∈ U 4
j,ε

⋂
(f−1(D

2
ξ0,ε

) \ U 4
j,ε), 1 ≤ j ≤ k, âûïîëíåíî:

φn,k,ε,l1,...,lk ◦ h|U4

j,ε
(z, w) = φn,k,ε,l1,...,lk(z, ϕj(w))

= (z2 + (ϕj(w))lj + ξ0, γn,k,ε,l1,...,lk(argϕj(w) mod 2π, j, sgn (Im
z

(ϕj(w))lj/2
)))

= (z2 + Pn(w), (i sgn (Im
z

(ϕj(w))lj/2
)(ϕj(w))lj/2, w)) = (f(z, w), ϕf(z,w)(z, w))

= h2(z, w) = h|
f−1(D

2

ξ0,ε
)\U4

j,ε
(z, w)

ïðè ÷åòíîì lj, è

φn,k,ε,l1,...,lk ◦ h|U4

j,ε
(z, w) = φn,k,ε,l1,...,lk(z, ϕj(w))

= (z2 + (ϕj(w))lj + ξ0, γn,k,ε,l1,...,lk(2 arg(
√
ϕj(w)) mod 4π, j,−1))

= (z2+Pn(w), (−i(
√
ϕj(w))lj , w)) = (f(z, w), ϕf(z,w)(z, w)) = h|

f−1(D
2

ξ0,ε
)\U4

j,ε
(z, w)

ïðè íå÷åòíîì lj. Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè, ÷òî äëÿ ëþáûõ (z, w̃) ∈ ∂+V
4
j,ε,

òàêèõ ÷òî z2 + w̃lj = 0, âûïîëíåíî i sgn (Im z

w̃lj/2
)w̃lj/2 = z ïðè ÷åòíîì lj,

−i(
√
w̃)lj = z ïðè íå÷åòíîì lj.

Ïðîâåðèì, ÷òî h� òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ôóíêöèé: ïðè (z, w) ∈

U
4
j,ε âûïîëíåíî fn,k,l1,...,lk ◦h(z, w) = fn,k,l1,...,lk(z, ϕj(w)) = z2 + (ϕj(w))lj + ξ0 =

z2 + Pn(w) = f(z, w), ïðè (z, w) ∈ f−1(D
2
ξ0,ε

) \ (
k⋃
j=1

U 4
j,ε) âûïîëíåíî h(z, w) =

h2(z, w) ∈ D2
ξ0,ε
×Ln,k,ε,l1,...,lk , fn,k,l1,...,lk◦h(z, w) = fn,k,l1,...,lk(f(z, w), ϕf(z,w)(z, w)) =

f(z, w), îòêóäà f = fn,k,l1,...,lk ◦ h.

Âòîðàÿ ÷àñòü òåîðåìû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäå-

íèé 3.2.1 è 3.2.3 îãðàíè÷åíèå ãîìåîìîðôèçìà h1 : V
4
ε,lj
→ M 4

ε,lj
íà ∂+V

4
ε,lj
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äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå (z, w̃) 7→ (r, ϕmod 2π,−η arg(w̃) mod 2π, η) ïðè ÷åò-

íîì lj, è (z, w̃) 7→ (r, ϕmod 2π, 2 arg(
√
w̃) mod 4π,−1) ïðè íå÷åòíîì lj, ãäå

reiϕ = z2 + w̃lj , η := sgn (Im z

w̃lj/2
) ïðè ÷åòíîì lj, Im z

(
√
w̃)lj

< 0 ïðè íå÷åòíîì

lj. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ãëàâà 4

Êîìïëåêñíàÿ òåîðåìà Ëèóâèëëÿ äëÿ

ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ ãàìèëüòîíèàíîâ

4.1 Êîìïëåêñíàÿ òåîðåìà Ëèóâèëëÿ äëÿ ãèïåðýëëèïòè-

÷åñêèõ ãàìèëüòîíèàíîâ íå÷åòíîé ñòåïåíè

Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ è ñôîðìóëèðóåì òåõíè÷åñêèå ëåììû 4.1.1,

4.1.2 è âûòåêàþùèå èç íèõ óòâåðæäåíèÿ 4.1.4, 4.1.6 è ñëåäñòâèÿ 4.1.3, 4.1.8,

íåîáõîäèìûå äëÿ ïîíèìàíèÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ïàðàãðàôà � òåîðåìû 25.

Ëåììà 4.1.1. Ïóñòü f(z, w) = z2 + PN(w), ãäå PN(w) � ëþáîé ìíîãî÷ëåí

ñòåïåíè N ≥ 1 ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè, íå èìåþùèé êðàòíûõ

êîðíåé, T0 = f−1(0). Òîãäà:

(À) Îòîáðàæåíèå Prw|T0
: T0 → C, (z, w) 7→ w, ÿâëÿåòñÿ äâóëèñò-

íûì ðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì è ïåðåâîäèò âåêòîðíîå ïîëå sgrad Cf |T0
â

âåêòîðíîå ïîëå ±(Prw)∗(sgrad Cf |T0
), êîððåêòíî îïðåäåëåííîå ñ òî÷íîñòüþ

äî çíàêà, ò.å. äëÿ ëþáûõ (z1, w), (z2, w) ∈ T0 òàêèõ, ÷òî z1 6= z2, âåðíî

(Prw)∗(sgrad Cf(z1, w)) = −(Prw)∗(sgrad Cf(z2, w));
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(Á) Åñëè âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà PN âåùåñòâåííû, òî îïðåäåëåí-

íîå ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà âåêòîðíîå ïîëå ±(Prw)∗(sgrad Cf |T0
) íà Cw ñèì-

ìåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé ïðÿìîé,

ò.å. èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äèôôåîìîðôèçìà Cw → Cw, w 7→ w.

Äîêàçàòåëüñòâî. (À) Â òî÷êå (z, w) ∈ T0 âûïîëíåíî sgrad Cf(z, w) = (−P ′N(w), 2z),

ïîýòîìó (Prw)∗(sgrad Cf(z, w)) = 2z∂/∂w. Î÷åâèäíî, ëþáûå äâà ïðîîáðàçà

(z1, w), (z2, w) ∈ T0 òî÷êè w ∈ Cw ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì z1 = −z2. Ïîýòîìó

Prw|T0
ÿâëÿåòñÿ ðàçâåòâëåííûì äâóëèñòíûì íàêðûòèåì è (Prw)∗(sgrad Cf(z1, w)) =

2z1∂/∂w = −2z2∂/∂w = −(Prw)∗(sgrad Cf(z2, w)).

(Á) Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå sym : T0 → T0, çàäàííîå ôîðìóëîé (z, w) 7→

(z, w). Îòîáðàæåíèå sym îïðåäåëåíî êîððåêòíî, ïîñêîëüêó åñëè z2 +PN(w) =

0, òî z2 + PN(w) = z2 + PN(w) = 0, ãäå ïåðâîå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî ââèäó

òîãî, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà PN(w) âåùåñòâåííû. Èç ðàâåíñòâ

(Prw)∗(sgrad Cf(z, w)) = ((Prw)∗sgrad Cf)(Prw(w)) = ((Prw)∗sgrad Cf)(w),

Sym ◦ Prw = Prw ◦ sym,

sym∗(sgrad Cf(z, w)) = (−P ′N(w), 2z) = sgrad Cf(sym(z, w))

ñëåäóåò, ÷òî

Sym∗(((Prw)∗sgrad Cf)(w)) = Sym∗((Prw)∗(sgrad Cf(z, w)))

= (Prw)∗(sym∗(sgrad Cf(z, w))) = (Prw)∗(sgrad Cf(sym(z, w)))

= (Prw)∗(sgrad Cf(z, w)) = ((Prw)∗sgrad Cf)(w) = ((Prw)∗sgrad Cf)(Sym(w)).
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Ëåììà 4.1.2 ((íîðìàëèçàöèÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà íå÷åòíîé ñòå-

ïåíè è 2-ôîðìû dz∧dw â �áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷êàõ�)). Ïóñòü f(z, w) =

z2 + P2n+1(w), ãäå P2n+1(w) � ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2n+ 1 ñ êîìïëåêñ-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè, n ∈ N. Òîãäà ñóùåñòâóþò ε > 0 è ãîëîìîðôíîå

âëîæåíèå h : D2
0,ε × (D2

0,ε \ {0})→ C2, òàêèå ÷òî

f ◦ h(ξ, u) = ξ, h∗(dz ∧ dw) = u2n−2dξ ∧ du, (ξ, u) ∈ D2
0,ε × (D2

0,ε \ {0}),

ïðè÷åì limu→0 |h(ξ, u)| = ∞ ðàâíîìåðíî ïî ξ ∈ D2
0,ε, è äîïîëíåíèå ìíîæå-

ñòâà h
(
D2

0,ε × (D2
0,ε \ {0})

)
â M 4

ε := f−1(D2
0,ε) îãðàíè÷åíî â C2. Â ÷àñòíî-

ñòè, èìååòñÿ êîìïëåêñíîå 2-ìåðíîå ñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå M̃ 4
ε ñ êîìïëåêñíî

àíàëèòè÷åñêèì àòëàñîì èç äâóõ êàðò, ïîëó÷åííîå èç M 4
ε ⊂ C2 ïðèêëåè-

âàíèåì ìíîæåñòâà D2
0,ε × D2

0,ε ⊂ C2 ïðè ïîìîùè âëîæåíèÿ h. Ïðè ýòîì

M̃ 4
ε \M 4

ε ≈ D2
0,ε × {0} (�áåñêîíå÷íî óäàëåííûå� òî÷êè pξ, ξ ∈ D2

0,ε).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ñëåäñòâèå 1.3.4.

Ñëåäñòâèå 4.1.3. Ïóñòü f(z, w) = z2 + P2n+1(w), ãäå P2n+1(w) � ëþáîé

ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2n + 1 ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè, n ∈ N. Òîãäà

ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ Tξ = f−1(ξ) íåîñîáà ïðè

ξ ∈ C, 0 < |ξ| < ε. Áîëåå òîãî, íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ Tξ ãîìåîìîðôíà

ñôåðå ñ n ðó÷êàìè è îäíèì ïðîêîëîì â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå pξ. Âåê-

òîðíîå ïîëå sgrad Cf |Tξ è ðèìàíîâà ìåòðèêà ïîïîëíåíèÿ ds2
ξ â äîñòàòî÷íî

ìàëîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Uξ ⊂ Tξ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè pξ

èìåþò âèä

u̇ = u2−2n, ds2
ξ = u2n−2u2n−2du du,

ãäå u : Uξ → D2
0,ε \ {0} ⊂ C � �êîîðäèíàòíûé� äèôôåîìîðôèçì, òàêîé ÷òî
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lim
g→pξ

u(g) = 0. Â ÷àñòíîñòè, ïîïîëíåíèå Tξ = Tξ ∪ {pξ} ñëîÿ Tξ îòíîñè-

òåëüíî ðèìàíîâîé ìåòðèêè ïîïîëíåíèÿ ds2
ξ êîìïàêòíî, ãîìåîìîðôíî ñôåðå

ñ n ðó÷êàìè. Íà Tξ èìååòñÿ ãëàäêîå ïîëå íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ

êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ds2
ξ, òàêîå ÷òî ds

2
ξ|Tξ = ds2

ξ, ds
2
ξ(pξ) = 0 ïðè n ≥ 2, è

ds2
ξ(pξ) 6= 0 ïðè n = 1.

4.1.1 Ïåðèîäè÷íîñòü èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé íà íóëåâîì ñëîå

Ïðåäëîæåíèå 4.1.4. Ïóñòü f(z, w) = z2 + P2n+1(w), ãäå P2n+1(w) = (w −

a1) . . . (w−a2n+1), ai ∈ R, i = 1, . . . , 2n+1, a1 < a2 < . . . < a2n+1, n ∈ N. Òîãäà

âñå èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ sgrad Cf |T0
, íå ÿâëÿþùèåñÿ

ñåïàðàòðèñàìè (ò.å. íå âõîäÿùèå â áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó p0 è íå

âûõîäÿùèå èç íåå, ñì. ñëåäñòâèå 4.1.3), ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè. Áîëåå

òîãî:

(À) èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ sgrad Cf |T0
(è èõ îáðàçû

ïðè ïðîåêöèè Prw|T0
: T0 → C, (z, w) 7→ w, ñì. ëåììó 4.1.1(À)), âûãëÿäÿò

êàê íà ðèñ. 4.1 ïðè n = 3; ñðåäè ýòèõ òðàåêòîðèé èìååòñÿ ðîâíî 2n− 1 ñå-

ïàðàòðèñ s1, . . . , s2n−1 ⊂ T0 (ñîîòâåòñòâåííî n ñåïàðàòðèñ S1, . . . , Sn ⊂ C,

òàêèõ ÷òî s1 = (Prw|T0
)−1(S1), s2k−2 ∪ s2k−1 = (Prw|T0

)−1(Sk), k = 2, . . . , n),

êîòîðûå ðàçáèâàþò ñëîé T0 íà n ñâÿçíûõ êîìïîíåíò c1, . . . , cn, ãîìåîìîðô-

íûõ âíóòðåííîñòè öèëèíäðà S1 × (0, 1) (ñîîòâåòñòâåííî ðàçáèâàþò ïëîñ-

êîñòü C íà n îáëàñòåé C1, . . . , Cn ⊂ C, òàêèõ ÷òî [a2k, a2k+1] ⊂ Ck, ck =

(Prw|T0
)−1(Ck), k = 1, . . . , n); â êàæäîé öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè ck òðàåê-
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òîðèè ïåðèîäè÷íû ñ ïåðèîäîì

Tk =

a2k+1∫
a2k

dw√
−P2n+1(w)

, k = 1, . . . , n;

âñÿêàÿ ñåïàðàòðèñà èìååò íà÷àëî è êîíåö â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå

p0 ∈ T0, è äëèíû ñåïàðàòðèñ â ìåòðèêå ds2
0 ðàâíû |s2k−2| = |s2k−1| =

n∑
i=k

(−1)i−kTi

ïðè k = 2, . . . , n è |s1| =
n∑
i=1

(−1)i−1Ti;

(Á) íà ñëîå T0 ñóùåñòâóåò íàáîð ñåïàðàòðèñ d1, . . . , dn âåêòîðíîãî ïîëÿ

i sgrad Cf , èìåþùèõ íà÷àëî è êîíåö â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå p0, òàêèõ

÷òî dk ⊂ ck è èõ îáðàçû Prw|T0
(dk) = Dk ïðè ïðîåêöèè Prw|T0

: T0 → Cw ñî-

äåðæàòñÿ â Ck, ïðè÷åì ïðè k = 1, . . . , n−1 òðàåêòîðèÿ Dk ïåðåñåêàåò îò-

ðåçîê [a2k, a2k+1] ⊂ Cw, à òðàåêòîðèÿ Dn ñîâïàäàåò ñ ëó÷îì [a2n+1,+∞) ⊂

Cw, ñì. ðèñ. 4.2 ïðè n = 3;

(Â) óïîðÿäî÷èâàíèå ïàðû ñåïàðàòðèñ s2k−2∪s2k−1 = (Prw|T0
)−1(Sk) â ï.(À)

è âûáîð îäíîé èç äâóõ ñåïàðàòðèñ dk ⊂ (Prw|T0
)−1(Dk) â ï.(Á) îäíîçíà÷íî

îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì óñëîâèåì: ïîäìíîæåñòâî

T++
0 :=

{(√
−P2n+1(w), w

)
| Imw ≥ 0

}
⊂ T0

(ãäå â êà÷åñòâå ôóíêöèè√ âûáðàíà åå âåòâü, òàêàÿ ÷òî
√
−P2n+1(

1
2(a2 + a3)) >

0) èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñî ñëåäóþùèìè ñåïàðàòðèñàìè: I(d1),

I(s4k), I(d2k+1), 1 ≤ k ≤ [
n− 1

2
], s4k−2, d2k, 1 ≤ k ≤ [

n

2
],

ãäå I : C2 → C2 � èíâîëþöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé I(z, w) = (−z, w).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ èíòåãðàëü-

íûì òðàåêòîðèÿì âåêòîðíîãî ïîëÿ u := sgrad Cf |T0
, âõîäÿùèì â áåñêîíå÷íî
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Ðèñ. 4.1: Òðàåêòîðèè ïîëÿ sgrad Cf |T0 è èõ

îáðàçû ïðè ïðîåêöèè Prw|T0 : T0 → Cw, ïðè

n = 3

Ðèñ. 4.2: Ïðîåêöèè èíòåãðàëüíûõ òðàåêòî-

ðèé ïîëÿ i sgrad f |T0 íà ïëîñêîñòü Cw ïðè

n = 3

óäàëåííóþ òî÷êó p0 èëè èñõîäÿùèì èç íåå, ÷åðåç Ip0
. Ïóñòü T0 \ Ip0

=
N⋃
i=1

ci,

ãäå ci � âñå ðàçëè÷íûå êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè T0 \ Ip0
, i = 1, . . . , N .

Èç ñëåäñòâèÿ 4.1.3ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå u|ci ïîëíî.

Øàã 1. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïåðèîäè÷åñêàÿ èíòåãðàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ

γi ⊂ ci äëÿ íåêîòîðîãî 1 ≤ i ≤ N , ïåðèîä γi ðàâåí T > 0. Òîãäà ïîêàæåì,

÷òî âñÿêàÿ èíòåãðàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ γ ⊂ ci ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ òåì æå

ïåðèîäîì T .

Êàê âûøå, îáîçíà÷èì ÷åðåç u âåêòîðíîå ïîëå u = sgrad Cf |T0
, ÷åðåç v

îðòîãîíàëüíîå åìó îòíîñèòåëüíî ðèìàíîâîé ìåòðèêè ds2
0 := Sym(∆0 ⊗ ∆0)

âåêòîðíîå ïîëå v = isgrad Cf |T0
. Ïîñêîëüêó [u, v] = 0, òî ñóùåñòâóåò ε > 0

òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî τ ∈ (−ε, ε) âûïîëíåíî gτvγi � ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåê-

òîðèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ u ñ ïåðèîäîì T , ãäå gτv � ñäâèã âäîëü âåêòîðíîãî

ïîëÿ v íà τ ∈ R. Îòñþäà îáúåäèíåíèå T -ïåðèîäè÷åñêèõ èíòåãðàëüíûõ òðà-

åêòîðèé âåêòîðíîãî ïîëÿ u|ci ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì â T0 (è â

121



ci), êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç Γi.

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî Γi ⊂ ci çàìêíóòî â ci. Ïóñòü òî÷êà ĝ ∈ ci ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà Γi. Òàê êàê âåêòîðíîå ïîëå u|ci ïîë-

íî è ĝ ∈ ci, òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0 îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå ψ :

[0, T ] × [−ε, ε] → T0, (t, τ) 7→ gτvg
t
u(ĝ). Â ëþáîé áåñêîíå÷íî ìàëîé îêðåñòíî-

ñòè òî÷êè ĝ ñóùåñòâóþò òî÷êè, ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäÿò ïåðèîäè÷åñêèå èíòå-

ãðàëüíûå òðàåêòîðèè ïîëÿ u ñ ïåðèîäîì T (ò.å. ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó

Γi). Ïîýòîìó (çàìåíÿÿ êàæäóþ òàêóþ òî÷êó íà ïåðåñå÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåé

èíòåãðàëüíîé òðàåêòîðèè ñ êðèâîé gτv (ĝ), τ ∈ [−ε, ε]) ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâà-

íèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè τj → 0 ïðè j →∞ (âîçìîæíî, τj = 0 äëÿ íåêîòîðûõ

j), òàêîé ÷òî g
τj
v (ĝ) ∈ Γi. Ïîñêîëüêó [u, v] = 0, òî ψ : (t, τ) 7→ gtug

τ
v (ĝ), îòêóäà

ψ(T, τj) = gTu g
τj
v (ĝ) = g

τj
v (ĝ) = ψ(0, τj). Çíà÷èò, ψ(T, 0) = ψ(0, 0) = ĝ, ò.å. ÷å-

ðåç òî÷êó ĝ ïðîõîäèò ïåðèîäè÷åñêàÿ èíòåãðàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ γĝ ñ ïåðèîäîì

T (è ìèíèìàëüíûì ïåðèîäîì T/k äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N). Ïåðèîä T ÿâëÿåòñÿ

ìèíèìàëüíûì ïåðèîäîì ýòîé òðàåêòîðèè (ò.å. k = 1) â ñèëó îòêðûòîñòè îáú-

åäèíåíèÿ (T/k)-ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ñì. âûøå. Ïîýòîìó ĝ ∈ Γi, ÷òî

äîêàçûâàåò çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà Γi â ci.

Òàê êàê Γi 6= ∅, ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì è çàìêíóòûì â ci, òî Γi = ci.

Øàã 2. Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ Prw : T0 → Cw, (z, w) 7→ w. Äàííàÿ ïðî-

åêöèÿ ÿâëÿåòñÿ äâóëèñòíûì ðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì ñ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ

a1, . . . , a2n+1, {∞} ∈ Cw. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïóñòü a1 < a2 < . . . <

a2n+1, òîãäà P2n+1|(a1,a2)∪(a3,a4)∪...∪(a2n+1,+∞) > 0 è P2n+1|(−∞,a1)∪(a2,a3)∪...∪(a2n,a2n+1) <

0. Ïîýòîìó (îïðåäåëåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà) âåêòîðíîå ïîëå±(Prw)∗(sgrad f |T0
) =

±2
√
−P2n+1(w)∂/∂w íà Cw êàñàòåëüíî âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R ⊂ C íà ïîä-
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ìíîæåñòâå (−∞, a1) ∪ (a2, a3) ∪ . . . ∪ (a2n, a2n+1) ⊂ R è îðòîãîíàëüíî ýòîé

ïðÿìîé íà ïîäìíîæåñòâå (a1, a2) ∪ (a3, a4) ∪ . . . ∪ (a2n+1,+∞) ⊂ R.

Øàã 3. Ïîñêîëüêó â îêðåñòíîñòè òî÷êè p0 ∈ T0 âåêòîðíîå ïîëå sgrad Cf |T0

èìååò îñîáåííîñòü ïîëþñ 2n−2-ãî ïîðÿäêà, êîëè÷åñòâî ñåïàðàòðèñ â òî÷êå p0

ðàâíî 2(2n− 1), à òàê êàê òî÷êà p0 ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì òî÷êè âåòâëåíèÿ∞,

òî êîëè÷åñòâî ñåïàðàòðèñ (îïðåäåëåííîãî ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà) âåêòîðíîãî

ïîëÿ ±(Prw)∗(sgrad f |T0
) â òî÷êå {∞} ∈ Cw ðàâíî 2n− 1.

Èçó÷èì ñåïàðàòðèñû âåêòîðíîãî ïîëÿ ±(Prw)∗(sgrad f |T0
) íà ñôåðå Cw.

Ñóùåñòâóåò ñåïàðàòðèñà (îáîçíà÷èì åå S1), ñîâïàäàþùàÿ êàê ìíîæåñòâî ñ

(−∞, a1], ñì. øàã 2. Òàêæå ñóùåñòâóåò n îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ ïå-

ðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, îáõîäÿùèõ âîêðóã îòðåçêîâ [a2k, a2k+1], k = 1, . . . , n.

Îòñþäà, ïðèìåíÿÿ ê âåêòîðíîìó ïîëþ ±(Prw)∗(sgrad f |T0
) è óêàçàííûì n

ñåìåéñòâàì ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåí-

íûì íà øàãå 1, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè êàæäîì k = 2, . . . , n ñóùåñòâóåò òî÷êà

ak,∗ ∈ [a2k−1, a2k] ⊂ R ⊂ Cw, êîòîðàÿ âî-ïåðâûõ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé

ãðàíüþ ìíîæåñòâà òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ îòðåçêîì [a2k−1, a2k] ïåðèîäè÷åñêèõ

òðàåêòîðèé (k − 1)-ãî ñåìåéñòâà (îáõîäÿùèõ âîêðóã îòðåçêà [a2k−2, a2k−1]),

à âî-âòîðûõ ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé ñåïàðàòðèñå, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç

Sk. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ck îáúåäèíåíèå âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé k-ãî ñå-

ìåéñòâà, k = 1, . . . , n. Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ ñåïàðàòðèñà S2, . . . , Sn èìååò íå

áîëåå îäíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R ⊂ Cw, òàê êàê â ïðîòèâ-

íîì ñëó÷àå, ââèäó ñèììåòðè÷íîñòè èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé îòíîñèòåëüíî

âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R ⊂ Cw, îíà áûëà áû ïåðèîäè÷åñêîé, íå ïðîõîäÿùåé

÷åðåç òî÷êó {∞} ∈ Cw. Òàêæå, ââèäó ñèììåòðè÷íîñòè èíòåãðàëüíûõ òðàåê-
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Ðèñ. 4.3: Èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ïîëÿ ±(Prw)∗(sgrad f |T0) íà ñôåðå Cw

òîðèé îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R ⊂ Cw, âñÿêàÿ ñåïàðàòðèñà Sk,

ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó ak,∗, k = 2, . . . , n, èìååò íà÷àëî è êîíåö â òî÷êå

∞ ∈ Cw. Òåì ñàìûì, âûøå îïèñàíî ñòðîåíèå âñåõ ñåïàðàòðèñ âåêòîðíîãî ïî-

ëÿ ±(Prw)∗(sgrad f |T0
) íà ñôåðå Cw. Çíà÷èò, Cw åñòü îáúåäèíåíèå îïèñàííûõ

âûøå ñåïàðàòðèñ S1, . . . , Sn è çàïîëíåííûõ ïåðèîäè÷åñêèìè òðàåêòîðèÿìè

îáëàñòåé C1, . . . , Cn, è èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè èìåþò âèä êàê íà ðèñ. 4.3.

Ïåðèîä ïåðèîäè÷åñêèõ èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé k-ãî ñåìåéñòâà (èç Ck) ðà-

âåí Tk =
a2k+1∫
a2k

dw√
−P2n+1(w)

, k = 1, . . . , n, à äëèíà |Sk| ñåïàðàòðèñû Sk ðàâíà

|Sk| =
n∑
i=k

(−1)i−kTi ïðè k = 1, . . . , n.

Ïîýòîìó èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ sgrad Cf |T0
âûãëÿäÿò

êàê íà ðèñóíêå 4.1. Ñðåäè ýòèõ òðàåêòîðèé èìååòñÿ ðîâíî 2n− 1 ñåïàðàòðèñ

si, 1 ≤ i ≤ 2n − 1, êîòîðûå ðàçáèâàþò ñëîé T0 íà n ñâÿçíûõ êîìïîíåíò

ck, k = 1, . . . , n, ãäå êàæäàÿ ck ñîñòîèò èç ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, îá-

ðàçóþùèõ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Ïðè

ýòîì âñÿêàÿ ñåïàðàòðèñà èìååò íà÷àëî è êîíåö â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå

p0 ∈ T0; êàæäàÿ èç ñåïàðàòðèñ s2k−2 è s2k−1 èìååò äëèíó |Sk| è áèåêòèâíî

ïðîåêòèðóåòñÿ ïðè äâóëèñòíîì íàêðûòèè Prw|T0
: T0 → Cw íà ñåïàðàòðèñó
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Sk âåêòîðíîãî ïîëÿ ±(Prw)∗(sgrad f |T0
), k = 2, . . . , n, à ñåïàðàòðèñà s1 èìå-

åò äëèíó |S1| è äâóëèñòíî ïðîåêòèðóåòñÿ íà ñåïàðàòðèñó S1 âåêòîðíîãî ïîëÿ

±(Prw)∗(sgrad f |T0
). Òàêæå ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ â îáëàñòè ck èìååò ïåðèîä Tk è

ëèáî ïðîåêòèðóåòñÿ áèåêòèâíî íà îäíó èç ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé k-ãî ñå-

ìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé âåêòîðíîãî ïîëÿ ±(Prw)∗(sgrad f |T0
) (èç

Ck), ëèáî ïðîåêòèðóåòñÿ äâóëèñòíî íà îòðåçîê [a2k, a2k+1] ⊂ Ck, k = 1, . . . , n.

Ïðåäëîæåíèå 4.1.4 äîêàçàíî.

Îáîçíà÷åíèå 4.1.5 ((ðàçðåçàíèå íóëåâîãî ñëîÿ ñåïàðàòðèñàìè íà öèëèí-

äðû)). Â îáîçíà÷åíèÿõ óòâåðæäåíèÿ 4.1.4 èìååì ðàçáèåíèÿ

Cw = S1 ∪ . . . ∪ Sn ∪ C1 ∪ . . . ∪ Cn, T0 = s1 ∪ . . . ∪ s2n−1 ∪ c1 ∪ . . . ∪ cn

íà ñåïàðàòðèñû s1 = (Prw|T0
)−1(S1), s2k−2 ∪ s2k−1 = (Prw|T0

)−1(Sk), k =

2, . . . , n, è îáëàñòè�îòêðûòûå öèëèíäðû ck = (Prw|T0
)−1(Ck), k = 1, . . . , n.

Ãðàíèöû îáëàñòåé Ck ⊂ C èìåþò âèä ∂Ck = Sk ∪ Sk+1 ïðè k = 1, . . . , n − 1,

∂Cn = Sn, îòêóäà ïðè n ≥ 2 ãðàíèöû öèëèíäðè÷åñêèõ îáëàñòåé ck èìåþò

âèä ∂c1 = s1 ∪ s2 ∪ s3, ∂ck = s2k−2 ∪ s2k−1 ∪ s2k ∪ s2k+1 ïðè k = 2, . . . , n − 1,

∂cn = s2n−2 ∪ s2n−1.

4.1.2 Ñåìåéñòâà ãåîäåçè÷åñêèõ ñ êîíöàìè â áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ

òî÷êàõ íà ñëîÿõ, áëèçêèõ ê íóëåâîìó

Ïðåäëîæåíèå 4.1.6. Ïóñòü f(z, w) = z2 + P2n+1(w), n ∈ N. Ïóñòü ds2
0

� ïîëå íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ds2
0 íà ïîïîëíå-

íèè T0 ñëîÿ T0 = f−1(0) (ñì. îïðåäåëåíèå 3.1.11 è ñëåäñòâèå 4.1.3). Ïóñòü

γ : [0, 1] → T0 � ãåîäåçè÷åñêàÿ ïîëÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ds2
0, èìåþùàÿ íà-
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÷àëî è êîíåö â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå p0 (ñì. ñëåäñòâèå 4.1.3 è ïîÿñíå-

íèå 4.1.7(À)). Òîãäà ñóùåñòâóåò ε > 0, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîãî ξ ∈ C, |ξ| < ε,

ñëîé Tξ ÿâëÿåòñÿ íåîñîáûì, è ñóùåñòâóåò ãåîäåçè÷åñêàÿ γξ : [0, 1]→ Tξ ïî-

ëÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ds2
ξ (ñì. îïðåäåëåíèå 3.1.11 è ñëåäñòâèå 4.1.3), íåïðå-

ðûâíî çàâèñÿùàÿ îò ξ, èìåþùàÿ íà÷àëî è êîíåö â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé

òî÷êå pξ (ñì. ïîÿñíåíèå 4.1.7), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ γ0 = γ.

Ïîÿñíåíèå 4.1.7. (À) Â ôîðìóëèðîâêå óòâåðæäåíèÿ 4.1.6 ïîä ãåîäåçè÷åñêîé

ïîëÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ds2
ξ íà Tξ, èìåþùåé íà÷àëî è êîíåö â áåñêîíå÷íî

óäàëåííîé òî÷êå pξ, ïîíèìàåòñÿ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå γξ : [0, 1] → Tξ,

òàêîå ÷òî γξ(0) = γξ(1) = pξ, γξ(t) ∈ Tξ ïðè ëþáîì t ∈ (0, 1), è γξ|(0,1) :

(0, 1)→ Tξ ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé ðèìàíîâîé ìåòðèêè ds
2
ξ íà Tξ.

(Á) Â ôîðìóëèðîâêå óòâåðæäåíèÿ 4.1.6 ïîä óñëîâèåì î íåïðåðûâíîé çàâè-

ñèìîñòè ãåîäåçè÷åñêîé γξ : [0, 1] → Tξ îò ξ ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùåå: îòîáðà-

æåíèå

D2
0,ε × [0, 1]→ M̃ 4

ε =
⋃
|ξ|<ε

Tξ, (ξ, t) 7→ γξ(t),

íåïðåðûâíî ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ (ξ, t) ∈ D2
0,ε×[0, 1] (ñì. ëåììó 4.1.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 11 ñóùåñòâóþò ε > 0, ε1 > 0, òàêèå ÷òî

äëÿ ëþáîãî ξ ∈ C, |ξ| < ε, ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòü U 2
ξ ⊂ Tξ áåñêîíå÷íî

óäàëåííîé òî÷êè pξ ∈ Tξ è êîîðäèíàòà uξ : U 2
ξ → D2

ε1
, ïðè÷åì uξ(pξ) = 0

è (uξ)∗(sgrad Cf |U2
ξ
) = u2−2n ∂

∂u , ãäå u � êîîðäèíàòà â D2
ε1
⊂ C. Îòñþäà

((uξ)
−1)∗(ds2

ξ|U2
ξ
) = |u|4n−4|du|2 � ïîëå íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ êâàäðà-

òè÷íûõ ôîðì, ïðîïîðöèîíàëüíûõ åâêëèäîâîé, â îáëàñòè D2
ε1
⊂ C(u), îïðåäå-

ëÿþùåå ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ (u−1
ξ , u−1

ξ )∗ρξ = ρξ ◦(u−1
ξ , u−1

ξ ) â D2
ε1
, è ÿâëÿþùå-

åñÿ îáðàòíûì îáðàçîì ïîëÿ ôîðì ds2
ξ, îïðåäåëÿþùåãî ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ
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ρξ â U
2
ξ . Ïîýòîìó ãåîäåçè÷åñêèå, âûõîäÿùèå èç òî÷êè u = 0 ∈ D2

ε1
, ñîäåðæàò

ðàäèóñû îòêðûòîãî êðóãà D2
ε1
, à ãðàíèöà ∂D2

ε1
ýòîãî êðóãà ÿâëÿåòñÿ îêðóæ-

íîñòüþ (â ñìûñëå ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ (u−1
ξ , u−1

ξ )∗ρξ) ðàäèóñà rε1
= ε4n−3

1

4n−3 > 0.

Ïîñêîëüêó ñëîé T0 íåîñîáûé è ìíîæåñòâî T0\U 2
0 êîìïàêòíî ïî òåîðåìå 11, òî

∆0|T0\U2
0
� ãîëîìîðôíàÿ è îòäåëåííàÿ îò íóëÿ 1-ôîðìà. Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò

ε2, ε3 > 0 è êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêîå âëîæåíèå ψ0 : Π0 → T0 ïðÿìîóãîëü-

íèêà

Π0 := {z̃0 ∈ C | ε2 ≤ Re z̃0 ≤ 1− ε2, | Im z̃0| ≤ ε3} ⊂ C,

òàêèå ÷òî ψ0|[ε2,1−ε2] = γ|[ε2,1−ε2], îáðàçû âñåõ âåðøèí ïðÿìîóãîëüíèêà Π0 ïðè

âëîæåíèè ψ0 ïðèíàäëåæàò U
2
0 (ò.å. ψ0(ε2± iε3), ψ0(1− ε2± iε3) ∈ U 2

0 ) è dz̃0 =

(ψ0)
∗∆0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ε4 > 0 è ñåìåéñòâî êîìïëåêñíî-

àíàëèòè÷åñêèõ âëîæåíèé ψξ : Π0 → Tξ, ξ ∈ C, |ξ| < ε4, òàêèå ÷òî îáðà-

çû âñåõ âåðøèí ïðÿìîóãîëüíèêà Π0 ïðè êàæäîì âëîæåíèè ψξ, ïðèíàäëåæàò

U 2
ξ , dz̃0 = (ψξ)

∗∆ξ, è îòîáðàæåíèå (ξ, z̃0) 7→ ψξ(z̃0) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíî-

àíàëèòè÷åñêèì. Îòñþäà ñóùåñòâóåò ε5 > 0, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîãî ξ ∈ C,

|ξ| < ε5, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê â ïðÿìîóãîëüíè-

êå Π0 ⊂ C(z̃0) (à ñòàëî áûòü, ãåîäåçè÷åñêàÿ ðèìàíîâîé ìåòðèêè ds2
ξ), îðòî-

ãîíàëüíûé äóãàì (ψξ)
−1 ◦ (uξ)

−1(∂D2
ε1

) â îáåèõ òî÷êàõ ñâîåãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ

äóãàìè, è ÿâëÿþùèéñÿ ïåðåñå÷åíèåì Π0 ñ íåêîòîðîé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé â

C. Ïðîäîëæàÿ ýòó ãåîäåçè÷åñêóþ â êðóãå Uξ ≈ D2
ε1
äî öåíòðà u−1

ξ (0) = pξ

ýòîãî êðóãà ïî ðàäèóñàì, ìîæíî ïîëó÷èòü èñêîìóþ ãåîäåçè÷åñêóþ γξ, ñì.

ðèñ 4.4.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ak(ξ) êîðåíü óðàâíåíèÿ P2n+1(w) = ξ, áëèçêèé ê ak,

1 ≤ k ≤ 2n + 1. Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèÿ 4.1.4 è 4.1.6, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
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Ðèñ. 4.4: Ïðîäîëæåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ

ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 4.1.8. Ïóñòü f(z, w) = z2 + P2n+1(w), ãäå P2n+1(w) = (w −

a1) . . . (w−a2n+1), ai ∈ R, i = 1, . . . , 2n+1, a1 < a2 < . . . < a2n+1, n ∈ N. Òîãäà

ñóùåñòâóåò ε > 0, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîãî ξ ∈ C, |ξ| < ε, ñëîé Tξ ÿâëÿåòñÿ

íåîñîáûì, à òàêæå ñóùåñòâóåò íàáîð ãåîäåçè÷åñêèõ s1(ξ), . . . , s2n−1(ξ), d1(ξ), . . . , dn(ξ) ⊂

Tξ ïîëÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ds2
ξ, |ξ| < ε, íåïðåðûâíî çàâèñÿùèõ îò ξ, èìå-

þùèõ íà÷àëî è êîíåö â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå pξ (ñì. ñëåäñòâèå 4.1.3 è

ïîÿñíåíèå 4.1.7), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì sk(0) = sk, k = 1, . . . , 2n−

1, dm(0) = dm, m = 1, . . . , n, è íå ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè (0, ai(ξ)) ∈ Tξ,

i = 1, . . . , 2n+ 1, ãäå sk, dm êàê â óòâåðæäåíèè 4.1.4.

Îáîçíà÷åíèå 4.1.9 ((ðàçðåçàíèå ñëîÿ, áëèçêîãî ê íóëåâîìó, ãåîäåçè÷åñêèìè

íà öèëèíäðû)). Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4.1.8, ïðè ëþáîì ξ ∈ D2
0,ε èìååì ñëåäó-

þùèå ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè C = Cw è ñëîÿ Tξ = f−1(ξ), àíàëîãè÷íûå ââåäåí-

íûì â îáîçíà÷åíèè 4.1.5 ïðè ξ = 0:

C = S1(ξ)∪. . .∪Sn(ξ)∪C1(ξ)∪. . .∪Cn(ξ), Tξ = s1(ξ)∪. . .∪s2n−1(ξ)∪c1(ξ)∪. . .∪cn(ξ),

ãäå Ck(ξ) � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè Cw\(S1(ξ)∪. . .∪Sn(ξ)), ñîäåðæàùàÿ òî÷êè

a2k(ξ), a2k+1(ξ), 1 ≤ k ≤ n. Ïðè n ≥ 2 ãðàíèöû öèëèíäðè÷åñêèõ îáëàñòåé
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ck(ξ) èìåþò âèä ∂c1(ξ) = s1(ξ) ∪ s2(ξ) ∪ s3(ξ), ∂ck(ξ) = s2k−2(ξ) ∪ s2k−1(ξ) ∪

s2k(ξ) ∪ s2k+1(ξ) ïðè k = 2, . . . , n− 1, ∂cn(ξ) = s2n−2(ξ) ∪ s2n−1(ξ).

4.1.3 Êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû �äåéñòâèå-óãîë� è ôóíêöèè ïåðå-

õîäà. Êîìïëåêñíàÿ òåîðåìà Ëèóâèëëÿ

Îïðåäåëåíèå 4.1.10. Ïóñòü ε > 0 êàê â ñëåäñòâèè 4.1.8. ×åòûðåõìåðíîé

ε-îêðåñòíîñòüþ íóëåâîãî ñëîÿ T0 íàçîâåì îáëàñòü Uε(T0) :=
⋃
|ξ|<ε

Tξ ⊂ C2, à

k-îé ÷åòûðåõìåðíîé ε-ðó÷êîé Gε,k íàçîâåì åå ïîäìíîæåñòâî

Gε,k :=
⋃
|ξ|<ε

ck(ξ) ⊂ Uε(T0), 1 ≤ k ≤ n,

ãäå ck(ξ) � çàìûêàíèå öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè ck(ξ) ⊂ Tξ èç îáîçíà÷å-

íèÿ 4.1.9.

Îòìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî ÷åòûðåõìåðíûõ ε-ðó÷åêGε,k ðàâíî n (ñì. îáîçíà-

÷åíèå 4.1.9), è ðó÷êè ïîêðûâàþò âñþ ÷åòûðåõìåðíóþ ε-îêðåñòíîñòü Uε(T0)

ñëîÿ T0, ò.å. Uε(T0) =
n⋃
k=1

Gε,k. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

(n = 1) ðó÷êà ðîâíî îäíà è ñîâïàäàåò ñ ε-îêðåñòíîñòüþ Uε(T0) ñëîÿ T0.

Òåîðåìà 25 ((êîìïëåêñíàÿ òåîðåìà Ëèóâèëëÿ äëÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîãî ãà-

ìèëüòîíèàíà íå÷åòíîé ñòåïåíè)). Äëÿ C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (C2, dz ∧

dw, f) ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà f(z, w) = z2+P2n+1(w) è ñîîòâåòñòâóþùåãî

ëàãðàíæåâà ñëîåíèÿ (ñì. îïðåäåëåíèå 3.1.6), ãäå P2n+1(w) = (w− a1) . . . (w−

a2n+1), ai ∈ R, i = 1, . . . , 2n + 1, a1 < a2 < . . . < a2n+1, n ∈ N, ñóùåñòâóåò

ε > 0, òàêîå ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) äëÿ ëþáîãî ξ ∈ C, |ξ| < ε, ñëîé Tξ = f−1(ξ) ÿâëÿåòñÿ íåîñîáûì è

ãîìåîìîðôåí ñôåðå ñ n ðó÷êàìè è îäíèì ïðîêîëîì;
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2) ëàãðàíæåâî ñëîåíèå â ÷åòûðåõìåðíîé ε-îêðåñòíîñòè Uε(T0) ñëîÿ T0

òðèâèàëüíî, ò.å. ïîñëîéíî ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ñëîÿ T0 íà

îòêðûòûé äâóìåðíûé äèñê D2
0,ε = {ξ ∈ C | |ξ| < ε};

3) â îêðåñòíîñòè Uε(T0) ñóùåñòâóþò 2n ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé

I1, . . . , In, J1, . . . , Jn : Uε(T0)→ C,

à äëÿ êàæäîé ÷åòûðåõìåðíîé ε-ðó÷êè Gε,k ⊂ Uε(T0), k = 1, . . . , n, ñóùå-

ñòâóåò ãîëîìîðôíîå âëîæåíèå (çàäàâàåìîå ïðè k > 1 �êîìïëåêñíûìè êîîð-

äèíàòàìè äåéñòâèå-óãîë�)

(Ik|Gε,k, ϕk mod 2π) : Gε,k ↪→


C× (C/2πZ), 2 ≤ k ≤ n;⋃
I1∈D̃ε,1

{I1} × (T 2
C(dJ1

dI1
(I1))) \ γI1, k = 1,

ãäå ïðè k = 1 ôóíêöèÿ ϕ1 mod 2π ÿâëÿåòñÿ ìíîãîçíà÷íîé àíàëèòè÷åñêîé

ôóíêöèåé, ÷åðåç T 2
C(dJ1

dI1
(I1)) := C/2π(Z ⊕ dJ1

dI1
(I1)Z) îáîçíà÷åí êîìïëåêñíûé

òîð ñ ïàðàìåòðîì dJ1

dI1
(I1) ∈ C \ R, ÷åðåç γI1 ⊂ T 2

C(dJ1

dI1
(I1)) îáîçíà÷åí îá-

ðàç ïðÿìîëèíåéíîãî îòðåçêà A
(1)
3 (I1)A

(1)
4 (I1) ⊂ C (âûðîæäàþùåãîñÿ â òî÷-

êó â ñëó÷àå n = 1, ñì. ï.á) íèæå) ïðè ïðîåêöèè C → T 2
C(dJ1

dI1
(I1)), è ÷åðåç

(T 2
C(dJ1

dI1
(I1))) \ γI1 îáîçíà÷åíî ïîïîëíåíèå �íàäðåçàííîãî òîðà� (T 2

C(dJ1

dI1
(I1))) \

γI1 îòíîñèòåëüíî ðèìàíîâîé ìåòðèêè dϕ1dϕ1, ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

à) êàæäàÿ ôóíêöèÿ Ik, Jk : Uε(T0) → C ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöè-

åé Ik = Ik(f) è Jk = Jk(f) îò f áåç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, åå ìíîæåñòâî

çíà÷åíèé

D̃ε,k := Ik(Uε(T0)) = Ik(Gε,k), D̂ε,k := Jk(Uε(T0)) = Jk(Gε,k) ⊂ C

îòêðûòî â C è ãîìåîìîðôíî îòêðûòîìó êðóãó, îíà âûðàæàåòñÿ â îêðåñò-
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íîñòè Uε(T0) ÷åðåç ëþáóþ äðóãóþ òàêóþ ôóíêöèþ ôîðìóëàìè

Ik = Ik(f(I`)), Ik = Ik(f(J`)), Jk = Jk(f(I`)), Jk = Jk(f(J`));

ãäå f(Ik) è f(Jk) � ôóíêöèè, îáðàòíûå ê ôóíêöèÿì Ik(f) è Jk(f) ñîîòâåò-

ñòâåííî (k = 1, . . . , n);

á) ïðè ëþáûõ k = 1, . . . , n è Ik ∈ D̃ε,k ìíîæåñòâî çíà÷åíèé �êîìïëåêñíîé

êîîðäèíàòû óãîë� ϕk mod 2π|Gε,k∩Tf(Ik)
ïîëó÷àåòñÿ èç íåêîòîðîé çàìêíóòîé

îáëàñòèWk,Ik ⊂ C, îãðàíè÷åííîé øåñòèóãîëüíèêîì ñ âåðøèíàìè A
(k)
1 (Ik), . . . , A

(k)
6 (Ik) ∈

C (âûðîæäàþùèìñÿ ïðè k = n â ïàðàëëåëîãðàìì ñ âåðøèíàìè A
(k)
1 (Ik), A

(k)
2 (Ik),

A
(n)
3 (Ik) = A

(n)
4 (Ik), A

(n)
5 (Ik) = A

(n)
6 (Ik)) è ñòîðîíàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè

ãåîäåçè÷åñêèì dk(f(Ik)), s2k−1(f(Ik)), s2k−2(f(Ik)) ⊂ Tf(Ik), à òàêæå ãåîäå-

çè÷åñêèì s2k(f(Ik)), s2k+1(f(Ik)) ⊂ Tf(Ik) â ñëó÷àå k < n, ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: (i) âûêèäûâàíèåì âñåõ âåðøèí (ñîîòâåòñòâóþùèõ áåñêîíå÷íî óäàëåí-

íîé òî÷êå pf(Ik)), è (ii) îòîæäåñòâëåíèåì (ò.å. ñêëåèâàíèåì) ïðè ïîìîùè

ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ëþáîé ïàðû ñòîðîí, îòâå÷àþùèõ îäíîé è òîé æå

ãåîäåçè÷åñêîé (ëèáî dk(f(Ik)), ëèáî s1(f(I1)) ïðè k = 1); ïðè÷åì øåñòè-

óãîëüíèê (ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëîãðàìì ïðè k = n) îäíîçíà÷íî çàäàåò-

ñÿ ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè (ñì. ðèñ. 4.5, 4.6 ïðè 1 ≤ k < n, 1 ≤ k = n

ñîîòâåòñòâåííî):

• øåñòèóãîëüíèê (èëè ïàðàëëåëîãðàìì) ∂Wk,Ik ⊂ C îáðàçîâàí òðåìÿ ïà-

ðàìè ðàâíûõ è ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëåäóþùèì

ãåîäåçè÷åñêèì è ïîëó÷àþùèõñÿ äðóã èç äðóãà ñëåäóþùèìè ñäâèãàìè â

ïëîñêîñòè C:

A
(k)
1 (Ik)A

(k)
2 (Ik) = ϕk(dk(ξ))

2π−→ A
(k)
5 (Ik)A

(k)
4 (Ik) = ϕk(dk(ξ)),
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A
(k)
2 (Ik)A

(k)
3 (Ik) = ϕk(s2k−1(ξ))

−〈Dk(ξ)〉k−→ A
(k)
1 (Ik)A

(k)
6 (Ik) = ϕk(s2k−2(ξ)),

A
(k)
3 (Ik)A

(k)
4 (Ik) = ϕk(s2k(ξ))

−〈Dk(ξ)〉k−→ A
(k)
6 (Ik)A

(k)
5 (Ik) = ϕk(s2k+1(ξ)), k < n,

ãäå ξ := f(Ik) ∈ D2
0,ε, ÷åðåç δ : C → C îáîçíà÷åí ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ

íà âåêòîð δ ∈ C â ïëîñêîñòè C, s0(ξ) := s1(ξ),

〈Dk(f(Ik))〉k := 2π

(
dJk
dIk

(Ik)−
dJk−1

dIk
(Ik) + . . .+ (−1)k−1dJ1

dIk
(Ik)

)
,

• ïðè ëþáîì k < n âûïîëíåíî

−−−−−−−−−−−→
A

(k)
3 (Ik)A

(k)
4 (Ik) =

−−−−−−−−−−−→
A

(k)
6 (Ik)A

(k)
5 (Ik)

= 〈Sk+1(f(Ik))〉k := 2π

(
dIk+1

dIk
(Ik)−

dIk+2

dIk
(Ik) + . . .+ (−1)n−k−1dIn

dIk
(Ik)

)
,

• òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïàðàëëåëîãðàììà A(k)
1 (Ik)A

(k)
2 (Ik)A

(k)
3 (Ik)A

(k)
6 (Ik)

ðàâíà 1
2(A

(k)
1 (Ik) + A

(k)
3 (Ik)) = 0 = ϕk(0, a2k(f(Ik))) (îòêóäà òî÷êà ïåðå-

ñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé (âûðîæäàþùåãîñÿ â îòðåçîê ïðè k = n) ïàðàëëå-

ëîãðàììà A
(k)
3 (Ik)A

(k)
4 (Ik)A

(k)
5 (Ik)A

(k)
6 (Ik) ðàâíà 1

2(A
(k)
3 (Ik) + A

(k)
5 (Ik)) =

π = ϕk(0, a2k+1(f(Ik))), à ïðè k = 1 öåíòðû îòîæäåñòâëÿåìûõ ñòîðîí

A
(1)
2 (I1)A

(1)
3 (I1) è A

(1)
1 (I1)A

(1)
6 (I1) ñóòü îòîæäåñòâëÿåìûå òî÷êè ±1

2〈D1(f(I1))〉1 =

ϕ1(0, a1(f(I1))));

â ÷àñòíîñòè, ïðè k = 1 äëÿ ëþáîãî I1 ∈ D̃ε,1 îáðàçîì êîìïëåêñíîé óãëîâîé

êîîðäèíàòû ϕ1 mod 2π|Gε,1∩Tf(I1)
: Gε,1 ∩ Tf(I1) → (T 2

C(dJ1

dI1
(I1))) \ γI1 ÿâëÿåòñÿ

âåñü �ïîïîëíåííûé íàäðåçàííûé òîð� (T 2
C(dJ1

dI1
(I1))) \ γI1 (ñîâïàäàþùèé ñ òî-

ðîì T 2
C(dJ1

dI1
(I1)) â ñëó÷àå n = 1) çà èñêëþ÷åíèåì äâóõ òî÷åê A

(1)
3 (I1), A

(1)
4 (I1)

(ñîâïàäàþùèõ äðóã ñ äðóãîì â ñëó÷àå n = 1), ÿâëÿþùèõñÿ �êîíöàìè ëèíèè

íàäðåçà� è îòâå÷àþùèõ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå;

132



â) (dz ∧ dw)|Gε,k = dIk ∧ dϕk, k = 1, . . . , n;

ã) ïåðåìåííàÿ �äåéñòâèå� Ik = Ik(f) è ôóíêöèÿ Jk = Jk(f) èìåþò âèä

Ik(ξ) =
1

π

a2k+1(ξ)∫
a2k(ξ)

√
ξ − P2n+1(y)dy, Jk(ξ) =

1

π

a2k(ξ)∫
a2k−1(ξ)

√
ξ − P2n+1(y)dy, ξ ∈ D2

0,ε,

ãäå â êà÷åñòâå ôóíêöèè√ áåðóòñÿ åå âåòâè, òàêèå ÷òî
√
−P2n+1(

1
2(a2k + a2k+1)) >

0 â ïåðâîì ñëó÷àå, è i
√
−P2n+1(

1
2(a2k−1 + a2k)) < 0 âî âòîðîì ñëó÷àå;

ä) äëÿ ëþáûõ äâóõ ðó÷åê Gε,k, Gε,`, ñîäåðæàùèõ â ñâîåé ãðàíèöå îäíî è

òî æå ñåìåéñòâî ãåîäåçè÷åñêèõ sj(ξ), âûïîëíåíî k = `±1, ïðè÷åì â ñëó÷àå

1 ≤ k < n ïåðåñå÷åíèå Gε,k ∩Gε,k+1 ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ãåîäåçè÷åñêèõ

Gε,k ∩Gε,k+1 =
⋃
|ξ|<ε

(s2k(ξ) ∪ s2k+1(ξ)) =
⋃
|ξ|<ε

(Prw|Tξ)−1(Sk+1(ξ)),

è íà ýòîì ïåðåñå÷åíèè êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû óãîë ϕk mod 2π è ϕk+1 mod 2π

ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ôîðìóëàìè:

I ′k+1(ξ) ϕk+1|s2k(ξ) + πJ ′k+1(ξ) = I ′k(ξ) (ϕk|s2k(ξ) − π),

I ′k+1(ξ) ϕk+1|s2k+1(ξ) − πJ ′k+1(ξ) = I ′k(ξ) (ϕk|s2k+1(ξ) − π);

å) óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà â êîîðäèíàòàõ (Ik, ϕk mod 2π) íà ðó÷êå Gε,k,

k = 1, . . . , n, ïðèíèìàþò âèä:

İk = 0, ϕ̇k =
df(Ik)

dIk
;

4) àíòèêàíîíè÷åñêàÿ èíâîëþöèÿ C2 → C2, (z, w) 7→ (−z, w), ñîõðàíÿþ-

ùàÿ Ãàìèëüòîíèàí f , ïåðåâîäèò êàæäóþ ÷åòûðåõìåðíóþ ε-ðó÷êó Gε,k â ñå-

áÿ, è îãðàíè÷åíèå ýòîé èíâîëþöèè íà ýòó ðó÷êó â êîîðäèíàòàõ (Ik, ϕk mod 2π)

èìååò âèä (Ik, ϕk mod 2π) 7→ (Ik,−ϕk mod 2π), 1 ≤ k ≤ n.
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Ðèñ. 4.5: Øåñòèóãîëüíèê ∂Wk,Ik ⊂ Cϕk
ïðè

1 ≤ k < n
Ðèñ. 4.6: Ïàðàëëåëîãðàìì ∂Wn,In ⊂ Cϕn

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêò 1) ñëåäóåò èç ñëåäñòâèÿ 4.1.3. Ïóíêò 2) ñëåäóåò èç

÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ëåììû 3.3.1: êîãäà íà ñëîå T0 íåò îñîáûõ òî÷åê. Äîêàæåì

ïóíêò 3).

Øàã 1. Îïðåäåëèì ôóíêöèè Ik = Ik(ξ), Jk = Jk(ξ) ôîðìóëàìè ïóíêòà ã).

Äîêàæåì ïóíêò à), ò.å. ãîëîìîðôíîñòü ôóíêöèé Ik(ξ), Jk(ξ). Ïî ïîñòðîåíèþ

çíà÷åíèå �ïåðåìåííîé äåéñòâèå� Ik çàâèñèò òîëüêî îò ξ. Äàëåå,

dIk(ξ)

dξ
=

1

π

 a2k+1(ξ)∫
a2k(ξ)

d(
√
ξ − P2n+1(w))

dξ
dw + a′2k+1(ξ)

√
ξ − P2n+1(a2k+1(ξ))

− a′2k(ξ)
√
ξ − P2n+1(a2k(ξ))

 =
1

2π

a2k+1(ξ)∫
a2k(ξ)

dw√
ξ − P2n+1(w)

.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ε > 0, òàêîå ÷òî ïðè |ξ| < ε ïðîèçâîäíàÿ

dIk(ξ)/dξ ñóùåñòâóåò, ïîýòîìó Ik = Ik(ξ) ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèåé.

Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó dIk(0)/dξ 6= 0, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Ik|D2
0,ε

ÿâëÿåò-

ñÿ äèôôåîìîðôèçìîì îòêðûòîãî êðóãà D2
0,ε ðàäèóñà ε íà îáëàñòü D̃ε,k :=

Ik(D
2
0,ε). Àíàëîãè÷íî J

′
k(ξ) = 1

2π

a2k(ξ)∫
a2k−1(ξ)

dw√
ξ−P2n+1(w)

. Ïóíêò à) äîêàçàí.
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Øàã 2. Äëÿ ëþáîé êóñî÷íî ãëàäêîé îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé αξ íà ñëîå

Tξ îáîçíà÷èì

〈αξ〉 :=

∫
αξ

∆ξ, 〈αξ〉k :=
〈αξ〉
I ′k(ξ)

, ξ ∈ D2
0,ε, (4.1.1)

ãäå ∆ξ � ãîëîìîðôíàÿ 1-ôîðìà íà ñëîå Tξ, ñì. îïðåäåëåíèå 3.1.11(À). Òàê

êàê ôîðìà ∆ξ çàìêíóòà, òî åå èíòåãðàë 〈αξ〉 ïî ëþáîìó îðèåíòèðîâàííîìó

öèêëó αξ ⊂ Tξ íå ìåíÿåòñÿ ïðè ëþáûõ ãîìîòîïèÿõ öèêëà â ñëîå. Ðàññìîòðèì

íåïðåðûâíûå ïî ξ ñåìåéñòâà îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ

αξ,k := (Prw|Tξ)−1(γa2k(ξ),a2k+1(ξ)) ⊂ Tξ ∩Gε,k,

α̂ξ,k := (Prw|Tξ)−1(γa2k−1(ξ),a2k(ξ)) ⊂ Tξ

ñ òàêîé îðèåíòàöèåé, ÷òî α0,k è α̂0,k ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè òðàåêòîðèÿìè

ïîëåé sgrad Cf è i sgrad Cf ñîîòâåòñòâåííî, k = 1, . . . , n. Òîãäà

〈αξ,k〉 = 2πI ′k(ξ), 〈α̂ξ,k〉 = 2πJ ′k(ξ) (4.1.2)

â ñèëó ôîðìóë äëÿ I ′k(ξ) è J
′
k(ξ), ñì. øàã 1. Ïîýòîìó 〈αξ,k〉k = 2π è ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ϕk mod 2π : Gε,k → C/2πZ ïðè 2 ≤ k ≤ n, ϕ1 mod 2π :

Gε,1 \
⋃
|ξ|<ε

s1(ξ)→ C/2πZ ïðè k = 1, òàêàÿ ÷òî

d(ϕk|Gε,k∩Tξ\s1(ξ)) = ∆ξ/I
′
k(ξ), ϕk mod 2π(0, a2k(ξ)) = 0 mod 2π, ξ ∈ D2

0,ε.

Ïóíêò â) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî dIk∧dϕk = I ′k(f(z, w))df(z, w)∧ dw
2zI ′k(f(z,w))|Gε,k =

2zdz∧dw
2z |Gε,k = (dz ∧ dw)|Gε,k . Ïóíêò å) ñëåäóåò èç ïóíêòîâ à) è â).

Øàã 3. Äîêàæåì ïóíêò á). Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4.1.8, ñóùåñòâóþò ãåîäå-

çè÷åñêèå s1(ξ), . . . , s2n−1(ξ) : (0, 1) → Tξ ðèìàíîâîé ìåòðèêè ds2
ξ íà Tξ ⊂

Tξ ⊂ M̃ 4
ε ñ êîíöàìè lim

t→0+
si(ξ)(t) = lim

t→1−
si(ξ)(t) = pξ ∈ Tξ, 1 ≤ i ≤ 2n − 1,
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Ðèñ. 4.7: Íàäðåçàííûé èëè ïðî-

êîëîòûé òîð c1(ξ) ∪ s1(ξ) ⊂ Tξ

Ðèñ. 4.8: Îáëàñòü�öèëèíäð

ck(ξ) ⊂ Tξ ïðè 1 < k < n

Ðèñ. 4.9: Îáëàñòü�öèëèíäð

cn(ξ) ⊂ Tξ

çàìûêàíèÿ êîòîðûõ â M̃ 4
ε áëèçêè ê çàìûêàíèÿì èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé

s1, . . . , s2n−1 âåêòîðíîãî ïîëÿ sgrad Cf . Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóþò ãåîäåçè÷å-

ñêèå d1(ξ), . . . , dn(ξ) íà (Tξ, ds
2
ξ), çàìûêàíèÿ êîòîðûõ áëèçêè ê çàìûêàíèÿì

èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé d1, . . . , dn âåêòîðíîãî ïîëÿ i sgrad Cf . Ïîýòîìó óêà-

çàííûå ãåîäåçè÷åñêèå íà ñëîå Tξ, èõ îáðàçû â C ïðè ïðîåêöèè Prw|Tξ : Tξ → C

è öèëèíðè÷åñêèå îáëàñòè ck(ξ), 1 ≤ k ≤ n, âûãëÿäÿò êàê íà ðèñ. 4.7, 4.8, 4.9.

Ðàçðåæåì öèëèíäðè÷åñêóþ îáëàñòü ck(ξ) ⊂ Tξ (ñì. îáîçíà÷åíèå 4.1.9) ïî

ãåîäåçè÷åñêîé dk(ξ) è ðàññìîòðèì îáðàç ïîëó÷åííîé îäíîñâÿçíîé (ðàçðåçàí-

íîé) îáëàñòè ck(ξ)\dk(ξ) ïðè îòîáðàæåíèè ϕk, ÿâëÿþùåìñÿ âåòâüþ îòîáðàæå-

íèÿ ϕk mod 2π, ââåäåííîãî íà øàãå 2. Òàê êàê ãðàíèöà ðàçðåçàííîé îáëàñòè

ñîñòàâëåíà èç ãåîäåçè÷åñêèõ:

∂(ck(ξ)\dk(ξ)) =

 dk(ξ) ∪ s2k−2(ξ) ∪ s2k−1(ξ) ∪ s2k(ξ) ∪ s2k+1(ξ), 1 ≤ k < n,

dk(ξ) ∪ s2n−2(ξ) ∪ s2n−1(ξ), 1 ≤ k = n,

ãäå s0(ξ) := s1(ξ), òî ãðàíèöà åå îáðàçà ϕk(ck(ξ)\dk(ξ)) ⊂ C ñîñòîèò èç ïðÿìî-

ëèíåéíûõ îòðåçêîâ â ïëîñêîñòè Cϕk . Íåòðóäíî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êîìïëåêñíî

çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ ϕk|ck(ξ)\dk(ξ) : ck(ξ)\dk(ξ)→ C èíúåêòèâíà, ïîýòîìó åå îáðàç

ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííîñòüþ íåêîòîðîãî 6-óãîëüíèêà (ïðè k < n) èëè 4-óãîëüíèêà
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(ïðè k = n)

∂Wk,Ik = A
(k)
1 (Ik)A

(k)
2 (Ik)A

(k)
3 (Ik)A

(k)
4 (Ik)A

(k)
5 (Ik)A

(k)
6 (Ik)

â ïëîñêîñòè Cϕk , ãäå Ik := Ik(ξ). Çíà÷èò, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé �êîìïëåêñíîé

êîîðäèíàòû óãîë� ϕk|ck(ξ)\dk(ξ) : ck(ξ)\dk(ξ)→ C íà ðàçðåçàííîé öèëèíäðè÷å-

ñêîé îáëàñòè ck(ξ)\dk(ξ) ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííîñòüþ ýòîãî øåñòèóãîëüíèêà. Ïî-

ýòîìó ìíîæåñòâî çíà÷åíèé �êîìïëåêñíîé êîîðäèíàòû óãîë� ϕk mod 2π|Gε,k∩Tξ

íà çàìûêàíèè ck(ξ) = Gε,k ∩ Tξ ýòîé îáëàñòè ïîëó÷àåòñÿ èç çàìêíóòîé îáëà-

ñòè Wk,Ik , îãðàíè÷åííîé ýòèì øåñòèóãîëüíèêîì, âûêèäûâàíèåì âñåõ âåðøèí

è îòîæäåñòâëåíèåì ïàð ñòîðîí, îòâå÷àþùèõ îäíîé è òîé æå ãåîäåçè÷åñêîé.

Âû÷èñëèì íàïðàâëÿþùèå âåêòîðà ñòîðîí øåñòèóãîëüíèêà ∂Wk,Ik :

A
(k)
2 (Ik)− A(k)

1 (Ik) = A
(k)
4 (Ik)− A(k)

5 (Ik) = 〈dk(ξ)〉k =: 〈Dk(ξ)〉k,

A
(k)
3 (Ik)−A(k)

2 (Ik) = A
(k)
6 (Ik)−A(k)

1 (Ik) = 〈s2k−2(ξ)〉k = 〈s2k−1(ξ)〉k =: 〈Sk(ξ)〉k,

A
(k)
4 (Ik)−A(k)

3 (Ik) = A
(k)
5 (Ik)−A(k)

6 (Ik) = 〈s2k(ξ)〉k = 〈s2k+1(ξ)〉k =: 〈Sk+1(ξ)〉k,

ãäå ïîñëåäíÿÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ âûïîëíåíà ïðè k < n. Îñòàëîñü çàìåòèòü,

÷òî

〈Sn(ξ)〉 = 〈αξ,n〉 = 2πI ′n(ξ), 〈Sk(ξ)〉+〈Sk+1(ξ)〉 = 〈αξ,k〉 = 2πI ′k(ξ), 1 ≤ k < n,

〈D1(ξ)〉 = 〈α̂ξ,1〉 = 2πJ ′1(ξ), 〈Dk−1(ξ)〉+〈Dk(ξ)〉 = 〈α̂ξ,k〉 = 2πJ ′k(ξ), 1 < k ≤ n

â ñèëó (4.2.2). Ñ ó÷åòîì (4.2.1), îòñþäà ïîëó÷àåì òðåáóåìûå ðàâåíñòâà

〈Sk+1(ξ)〉k = 2π
I ′k+1(ξ)− I ′k+2(ξ) + . . .+ (−1)n−k−1I ′n(ξ)

I ′k(ξ)
, 1 ≤ k < n,

〈Dk(ξ)〉k = 2π
J ′k(ξ)− J ′k−1(ξ) + . . .+ (−1)k−1J ′1(ξ)

I ′k(ξ)
, 1 ≤ k ≤ n.
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Ïóíêò á) äîêàçàí ïîëíîñòüþ.

Øàã 4. Äîêàæåì ïóíêò ä). Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ÷åòûðåõ-

ìåðíûõ ðó÷åê Gε,k âûïîëíåíî Gε,k

⋂
Gε,l 6= ∅ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

l = k ± 1. Â ñèëó ïóíêòà á), êîîðäèíàòû ϕk mod 2π è ϕk+1 mod 2π íà ïåðå-

ñå÷åíèè s2k(ξ) ∪ s2k+1(ξ) = (Prw|Tξ)−1(Sk+1(ξ)) ñâîèõ îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ

ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè: íà ãåîäåçè÷åñêîé s2k(ξ)

îíè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

ϕk+1|s2k(ξ) +
〈Sk+1(ξ)〉+ 〈Dk+1(ξ)〉

2I ′k+1(ξ)
=

I ′k(ξ)

I ′k+1(ξ)
(ϕk|s2k(ξ) −

〈Sk(ξ)〉+ 〈Dk(ξ)〉
2I ′k(ξ)

),

êîòîðîå ðàâíîñèëüíî ïåðâîé òðåáóåìîé ôîðìóëå

I ′k+1(ξ) ϕk+1|s2k(ξ) + πJ ′k+1(ξ) = I ′k(ξ) (ϕk|s2k(ξ) − π),

à íà ãåîäåçè÷åñêîé s2k+1(ξ) îíè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

ϕk+1|s2k+1(ξ) +
〈Sk+1(ξ)〉 − 〈Dk+1(ξ)〉

2I ′k+1(ξ)
=

I ′k(ξ)

I ′k+1(ξ)
(ϕk|s2k+1(ξ)−

〈Sk(ξ)〉 − 〈Dk(ξ)〉
2I ′k(ξ)

),

êîòîðîå ðàâíîñèëüíî âòîðîé òðåáóåìîé ôîðìóëå

I ′k+1(ξ) ϕk+1|s2k+1(ξ) − πJ ′k+1(ξ) = I ′k(ξ) (ϕk|s2k+1(ξ) − π).

Ïóíêò 3) ïîëíîñòüþ äîêàçàí.

Ïóíêò 4) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äàííàÿ èíâîëþöèÿ ñîõðàíÿåò ãàìèëüòîíèàí

f , ìåíÿåò çíàê ó C-ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû dz ∧ dw, è ñîõðàíÿåò òî÷êó

(0, a2k(ξ)), â êîòîðîé ϕk(0, a2k(ξ)) = 0 mod 2π ââèäó 3),á). Òåîðåìà 25 äîêàçà-

íà.
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4.2 Êîìïëåêñíàÿ òåîðåìà Ëèóâèëëÿ äëÿ ãèïåðýëëèïòè-

÷åñêèõ ãàìèëüòîíèàíîâ ÷åòíîé ñòåïåíè

Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ è ñôîðìóëèðóåì òåõíè÷åñêèå ëåììû 4.2.1,

4.2.2 è âûòåêàþùèå èç íèõ óòâåðæäåíèÿ 4.2.4, 4.2.6 è ñëåäñòâèÿ 4.2.3, 4.2.8,

íåîáõîäèìûå äëÿ ïîíèìàíèÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ïàðàãðàôà � òåîðåìû 26.

Ëåììà 4.2.1. Ïóñòü f(z, w) = z2 + PN(w), ãäå PN(w) � ëþáîé ìíîãî÷ëåí

ñòåïåíè N ≥ 1 ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè, íå èìåþùèé êðàòíûõ

êîðíåé, T0 = f−1(0). Òîãäà:

(À) Îòîáðàæåíèå Prw|T0
: T0 → C, (z, w) 7→ w, ÿâëÿåòñÿ äâóëèñò-

íûì ðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì è ïåðåâîäèò âåêòîðíîå ïîëå sgrad Cf |T0
â

âåêòîðíîå ïîëå ±(Prw)∗(sgrad Cf |T0
), êîððåêòíî îïðåäåëåííîå ñ òî÷íîñòüþ

äî çíàêà, ò.å. äëÿ ëþáûõ (z1, w), (z2, w) ∈ T0 òàêèõ, ÷òî z1 6= z2, âåðíî

(Prw)∗(sgrad Cf(z1, w)) = −(Prw)∗(sgrad Cf(z2, w));

(Á) Åñëè âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà PN âåùåñòâåííû, òî îïðåäåëåí-

íîå ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà âåêòîðíîå ïîëå ±(Prw)∗(sgrad Cf |T0
) íà Cw ñèì-

ìåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé ïðÿìîé,

ò.å. èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äèôôåîìîðôèçìà Cw → Cw, w 7→ w.

Äîêàçàòåëüñòâî. (À) Â òî÷êå (z, w) ∈ T0 âûïîëíåíî sgrad Cf(z, w) = (−P ′N(w), 2z),

ïîýòîìó (Prw)∗(sgrad Cf(z, w)) = 2z∂/∂w. Î÷åâèäíî, ëþáûå äâà ïðîîáðàçà

(z1, w), (z2, w) ∈ T0 òî÷êè w ∈ Cw ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì z1 = −z2. Ïîýòîìó

Prw|T0
ÿâëÿåòñÿ ðàçâåòâëåííûì äâóëèñòíûì íàêðûòèåì è (Prw)∗(sgrad Cf(z1, w)) =

2z1∂/∂w = −2z2∂/∂w = −(Prw)∗(sgrad Cf(z2, w)).

(Á) Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå sym : T0 → T0, çàäàííîå ôîðìóëîé (z, w) 7→
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(z, w). Îòîáðàæåíèå sym îïðåäåëåíî êîððåêòíî, ïîñêîëüêó åñëè z2 +PN(w) =

0, òî z2 + PN(w) = z2 + PN(w) = 0, ãäå ïåðâîå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî ââèäó

òîãî, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà PN(w) âåùåñòâåííû. Èç ðàâåíñòâ

(Prw)∗(sgrad Cf(z, w)) = ((Prw)∗sgrad Cf)(Prw(w)) = ((Prw)∗sgrad Cf)(w),

Sym ◦ Prw = Prw ◦ sym,

sym∗(sgrad Cf(z, w)) = (−P ′N(w), 2z) = sgrad Cf(sym(z, w))

ñëåäóåò, ÷òî

Sym∗(((Prw)∗sgrad Cf)(w)) = Sym∗((Prw)∗(sgrad Cf(z, w)))

= (Prw)∗(sym∗(sgrad Cf(z, w))) = (Prw)∗(sgrad Cf(sym(z, w)))

= (Prw)∗(sgrad Cf(z, w)) = ((Prw)∗sgrad Cf)(w) = ((Prw)∗sgrad Cf)(Sym(w)).

Ëåììà 4.2.2 ((íîðìàëèçàöèÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ÷åòíîé ñòå-

ïåíè è 2-ôîðìû dz∧dw â �áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷êàõ�)). Ïóñòü f(z, w) =

z2 + P2n+2(w), ãäå P2n+2(w) � ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2n+ 2 ñ êîìïëåêñ-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè, n ∈ N. Òîãäà ñóùåñòâóþò ε > 0 è äâà ãîëîìîðôíûõ

âëîæåíèÿ hj : D2
0,ε × (D2

0,ε \ {0})→ C2, j = 1, 2, òàêèå ÷òî

f ◦ hj(ξ, u) = ξ, h∗j(dz ∧ dw) = un−1dξ ∧ du, (ξ, u) ∈ D2
0,ε × (D2

0,ε \ {0}),

ïðè÷åì lim
u→0
|hj(ξ, u)| =∞ ðàâíîìåðíî ïî ξ ∈ D2

0,ε, è äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà(
h1
(
D2

0,ε × (D2
0,ε \ {0})

))⋃ (
h2
(
D2

0,ε × (D2
0,ε \ {0})

))
â M 4

ε := f−1(D2
0,ε) îãðà-

íè÷åíî â C2. Â ÷àñòíîñòè, èìååòñÿ êîìïëåêñíîå 2-ìåðíîå ñâÿçíîå ìíîãîîá-

ðàçèå M̃ 4
ε ñ êîìïëåêñíî àíàëèòè÷åñêèì àòëàñîì èç òðåõ êàðò, ïîëó÷åííîå
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èç M 4
ε ⊂ C2 ïðèêëåèâàíèåì äâóõ ìíîæåñòâ D2

0,ε × D2
0,ε ⊂ C2 ïðè ïîìîùè

âëîæåíèé hj, j = 1, 2. Ïðè ýòîì M̃ 4
ε \ M 4

ε ≈
(
D2

0,ε × {0}
)⋃ (

D2
0,ε × {0}

)
(�áåñêîíå÷íî óäàëåííûå� òî÷êè pξ,j, ξ ∈ D2

0,ε, j = 1, 2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ñëåäñòâèå 1.3.4.

Ñëåäñòâèå 4.2.3. Ïóñòü f(z, w) = z2 + P2n+2(w), ãäå P2n+2(w) � ëþáîé

ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2n + 2 ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè, n ∈ N. Òîãäà

ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ Tξ = f−1(ξ) íåîñîáà ïðè

ξ ∈ C, 0 < |ξ| < ε. Áîëåå òîãî, íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ Tξ ãîìåîìîðôíà

ñôåðå ñ n ðó÷êàìè è äâóìÿ ïðîêîëàìè â áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷êàõ pξ,j,

j = 1, 2. Âåêòîðíîå ïîëå sgrad Cf |Tξ è ðèìàíîâà ìåòðèêà ïîïîëíåíèÿ ds2
ξ â

äîñòàòî÷íî ìàëîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Uξ,j ⊂ Tξ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé

òî÷êè pξ,j èìåþò âèä

u̇ = u1−n, ds2
ξ = un−1un−1du du,

ãäå u : Uξ,j → D2
0,ε \ {0} ⊂ C � �êîîðäèíàòíûé� äèôôåîìîðôèçì, òàêîé

÷òî lim
g→pξ,j

u(g) = 0. Â ÷àñòíîñòè, ïîïîëíåíèå Tξ = Tξ ∪ {pξ,1} ∪ {pξ,2} ñëîÿ

Tξ îòíîñèòåëüíî ðèìàíîâîé ìåòðèêè ïîïîëíåíèÿ ds2
ξ êîìïàêòíî, ãîìåî-

ìîðôíî ñôåðå ñ n ðó÷êàìè. Íà Tξ èìååòñÿ ãëàäêîå ïîëå íåîòðèöàòåëüíî

îïðåäåëåííûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ds2
ξ, òàêîå ÷òî ds

2
ξ|Tξ = ds2

ξ, ds
2
ξ(pξ,j) = 0

ïðè n ≥ 2, è ds2
ξ(pξ,j) 6= 0 ïðè n = 1.

4.2.1 Ïåðèîäè÷íîñòü èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé íà íóëåâîì ñëîå

Ïðåäëîæåíèå 4.2.4. Ïóñòü f(z, w) = z2 + P2n+2(w), ãäå P2n+2(w) = (w −

a1) . . . (w−a2n+2), ai ∈ R, i = 1, . . . , 2n+2, a1 < a2 < . . . < a2n+2, n ∈ N. Òîãäà
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âñå èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ sgrad Cf |T0
, íå ÿâëÿþùèåñÿ

ñåïàðàòðèñàìè (ò.å. íå âõîäÿùèå â áåñêîíå÷íî óäàëåííûå òî÷êè p0,1, p0,2 è

íå âûõîäÿùèå èç íåå, ñì. ñëåäñòâèå 4.2.3), ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè. Áîëåå

òîãî:

(À) èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ sgrad Cf |T0
(è èõ îáðàçû

ïðè ïðîåêöèè Prw|T0
: T0 → C, (z, w) 7→ w, ñì. ëåììó 4.2.1(À)), âûãëÿäÿò

êàê íà ðèñ. 4.10 ïðè n = 3; ñðåäè ýòèõ òðàåêòîðèé èìååòñÿ ðîâíî 2n ñå-

ïàðàòðèñ s1, . . . , s2n ⊂ T0 (ñîîòâåòñòâåííî n ñåïàðàòðèñ S1, . . . , Sn ⊂ C,

òàêèõ ÷òî s2k−1 ∪ s2k = (Prw|T0
)−1(Sk), k = 1, . . . , n), êîòîðûå ðàçáèâàþò

ñëîé T0 íà n+ 1 ñâÿçíûõ êîìïîíåíò c1, . . . , cn+1, ãîìåîìîðôíûõ âíóòðåííî-

ñòè öèëèíäðà S1× (0, 1) (ñîîòâåòñòâåííî ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü C íà n+ 1

îáëàñòåé C1, . . . , Cn+1 ⊂ C, òàêèõ ÷òî [a2k−1, a2k] ⊂ Ck, ck = (Prw|T0
)−1(Ck),

k = 1, . . . , n + 1); â êàæäîé öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè ck òðàåêòîðèè ïåðèî-

äè÷íû ñ ïåðèîäîì

Tk =

a2k∫
a2k−1

dw√
−P2n+2(w)

, k = 1, . . . , n+ 1;

âñÿêàÿ ñåïàðàòðèñà s2k−1 èìååò íà÷àëî è êîíåö â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷-

êå p0,1 ∈ T0, à âñÿêàÿ ñåïàðàòðèñà s2k èìååò íà÷àëî è êîíåö â áåñêîíå÷íî

óäàëåííîé òî÷êå p0,2 ∈ T0, k = 1, . . . , n, è äëèíû ñåïàðàòðèñ â ìåòðèêå ds2
0

ðàâíû |s2k−1| = |s2k| =
k∑
i=1

(−1)k−iTi ïðè k = 1, . . . , n;

(Á) íà ñëîå T0 ñóùåñòâóåò íàáîð ñåïàðàòðèñ d1, . . . , dn+1 âåêòîðíîãî ïîëÿ

i sgrad Cf , ïðè÷åì d1, dn+1 èìåþò íà÷àëî è êîíåö â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé

òî÷êå p0,1, à d2, . . . , dn èìåþò íà÷àëî â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå p0,1 è

êîíåö â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå p0,2, òàêèõ ÷òî dk ⊂ ck è èõ îáðàçû
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Ðèñ. 4.10: Òðàåêòîðèè ïîëÿ sgrad Cf |T0 è èõ

îáðàçû ïðè ïðîåêöèè Prw|T0 : T0 → Cw, ïðè

n = 3

Ðèñ. 4.11: Ïðîåêöèè èíòåãðàëüíûõ òðàåêòî-

ðèé ïîëÿ i sgrad f |T0 íà ïëîñêîñòü Cw ïðè

n = 3

Prw|T0
(dk) = Dk ïðè ïðîåêöèè Prw|T0

: T0 → Cw ñîäåðæàòñÿ â Ck, ïðè÷åì

D1 = (∞, a1] ⊂ Cw, Dn+1 = [a2n+2,∞) ⊂ Cw, ïðè k = 2, . . . , n òðàåêòîðèÿ

Dk ïåðåñåêàåò îòðåçîê [a2k, a2k+1] ⊂ Cw, ñì. ðèñ. 4.11 ïðè n = 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ èíòåãðàëü-

íûì òðàåêòîðèÿì âåêòîðíîãî ïîëÿ u := sgrad Cf |T0
, âõîäÿùèì â áåñêîíå÷-

íî óäàëåííûå òî÷êè p0,1, p0,2 èëè èñõîäÿùèå èç íèõ, ÷åðåç Ip0,1,p0,2
. Ïóñòü

T0 \ Ip0,1,p0,2
=

N⋃
i=1

ci, ãäå ci � âñå ðàçëè÷íûå êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíî-

ñòè T0 \ Ip0,1,p0,2
, i = 1, . . . , N . Èç ñëåäñòâèÿ 4.2.3 ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå

u|ci ïîëíî.

Øàã 1. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïåðèîäè÷åñêàÿ èíòåãðàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ

γi ⊂ ci äëÿ íåêîòîðîãî 1 ≤ i ≤ N , ïåðèîä γi ðàâåí T > 0. Òîãäà ïîêàæåì,

÷òî âñÿêàÿ èíòåãðàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ γ ⊂ ci ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ òåì æå

ïåðèîäîì T .

Êàê âûøå, îáîçíà÷èì ÷åðåç u âåêòîðíîå ïîëå u = sgrad Cf |T0
, ÷åðåç v
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îðòîãîíàëüíîå åìó îòíîñèòåëüíî ðèìàíîâîé ìåòðèêè ds2
0 := Sym(∆0 ⊗ ∆0)

âåêòîðíîå ïîëå v = isgrad Cf |T0
. Ïîñêîëüêó [u, v] = 0, òî ñóùåñòâóåò ε > 0

òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî τ ∈ (−ε, ε) âûïîëíåíî gτvγi � ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåê-

òîðèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ u ñ ïåðèîäîì T , ãäå gτv � ñäâèã âäîëü âåêòîðíîãî

ïîëÿ v íà τ ∈ R. Îòñþäà îáúåäèíåíèå T -ïåðèîäè÷åñêèõ èíòåãðàëüíûõ òðà-

åêòîðèé âåêòîðíîãî ïîëÿ u|ci ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì â T0 (è â

ci), êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç Γi.

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî Γi ⊂ ci çàìêíóòî â ci. Ïóñòü òî÷êà ĝ ∈ ci ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà Γi. Òàê êàê âåêòîðíîå ïîëå u|ci ïîë-

íî è ĝ ∈ ci, òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0 îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå ψ :

[0, T ] × [−ε, ε] → T0, (t, τ) 7→ gτvg
t
u(ĝ). Â ëþáîé áåñêîíå÷íî ìàëîé îêðåñòíî-

ñòè òî÷êè ĝ ñóùåñòâóþò òî÷êè, ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäÿò ïåðèîäè÷åñêèå èíòå-

ãðàëüíûå òðàåêòîðèè ïîëÿ u ñ ïåðèîäîì T (ò.å. ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó

Γi). Ïîýòîìó (çàìåíÿÿ êàæäóþ òàêóþ òî÷êó íà ïåðåñå÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåé

èíòåãðàëüíîé òðàåêòîðèè ñ êðèâîé gτv (ĝ), τ ∈ [−ε, ε]) ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâà-

íèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè τj → 0 ïðè j →∞ (âîçìîæíî, τj = 0 äëÿ íåêîòîðûõ

j), òàêîé ÷òî g
τj
v (ĝ) ∈ Γi. Ïîñêîëüêó [u, v] = 0, òî ψ : (t, τ) 7→ gtug

τ
v (ĝ), îòêóäà

ψ(T, τj) = gTu g
τj
v (ĝ) = g

τj
v (ĝ) = ψ(0, τj). Çíà÷èò, ψ(T, 0) = ψ(0, 0) = ĝ, ò.å. ÷å-

ðåç òî÷êó ĝ ïðîõîäèò ïåðèîäè÷åñêàÿ èíòåãðàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ γĝ ñ ïåðèîäîì

T (è ìèíèìàëüíûì ïåðèîäîì T/k äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N). Ïåðèîä T ÿâëÿåòñÿ

ìèíèìàëüíûì ïåðèîäîì ýòîé òðàåêòîðèè (ò.å. k = 1) â ñèëó îòêðûòîñòè îáú-

åäèíåíèÿ (T/k)-ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ñì. âûøå. Ïîýòîìó ĝ ∈ Γi, ÷òî

äîêàçûâàåò çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà Γi â ci.

Òàê êàê Γi 6= ∅, ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì è çàìêíóòûì â ci, òî Γi = ci.
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Øàã 2. Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ Prw : T0 → Cw, (z, w) 7→ w. Äàííàÿ ïðî-

åêöèÿ ÿâëÿåòñÿ äâóëèñòíûì ðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì ñ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ

a1, . . . , a2n+2, {∞} ∈ Cw. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïóñòü a1 < a2 < . . . <

a2n+2, òîãäà P2n+2|(−∞,a1)∪(a2,a3)∪...∪(a2n+2,+∞) > 0 è P2n+2|(a1,a2)∪(a3,a4)∪...∪(a2n+1,a2n+2) <

0. Ïîýòîìó (îïðåäåëåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà) âåêòîðíîå ïîëå±(Prw)∗(sgrad f |T0
) =

±2
√
−P2n+2(w)∂/∂w íà Cw êàñàòåëüíî âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R ⊂ C íà ïîä-

ìíîæåñòâå (a1, a2) ∪ (a3, a4) ∪ . . . ∪ (a2n+1, a2n+2) ⊂ R è îðòîãîíàëüíî ýòîé

ïðÿìîé íà ïîäìíîæåñòâå (−∞, a1) ∪ (a2, a3) ∪ . . . ∪ (a2n+2,+∞) ⊂ R.

Øàã 3. Ïîñêîëüêó â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê p0,1, p0,2 ∈ T0 âåêòîðíîå ïîëå

sgrad Cf |T0
èìååò îñîáåííîñòü ïîëþñ n−1-ãî ïîðÿäêà, êîëè÷åñòâî ñåïàðàòðèñ

â òî÷êå p0,j, j = 1, 2, ðàâíî 2n), à òàê êàê òî÷êè p0,1, p0,2 ÿâëÿþòñÿ ïðîîáðàçà-

ìè òî÷êè∞, òî êîëè÷åñòâî ñåïàðàòðèñ (îïðåäåëåííîãî ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà)

âåêòîðíîãî ïîëÿ ±(Prw)∗(sgrad f |T0
) â òî÷êå {∞} ∈ Cw ðàâíî 2n.

Èçó÷èì ñåïàðàòðèñû âåêòîðíîãî ïîëÿ ±(Prw)∗(sgrad f |T0
) íà ñôåðå Cw.

Ñóùåñòâóåò n+1 îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé,

îáõîäÿùèõ âîêðóã îòðåçêîâ [a2k−1, a2k], k = 1, . . . , n+ 1. Îòñþäà, ïðèìåíÿÿ ê

âåêòîðíîìó ïîëþ ±(Prw)∗(sgrad f |T0
) è óêàçàííûì n+1 ñåìåéñòâàì ïåðèîäè-

÷åñêèõ òðàåêòîðèé ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì íà øàãå 1, ïîëó-

÷àåì, ÷òî ïðè êàæäîì k = 1, . . . , n ñóùåñòâóåò òî÷êà ak,∗ ∈ [a2k, a2k+1] ⊂ R ⊂

Cw, êîòîðàÿ âî-ïåðâûõ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà òî÷åê ïå-

ðåñå÷åíèÿ ñ îòðåçêîì [a2k−1, a2k] ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé k-ãî ñåìåéñòâà

(îáõîäÿùèõ âîêðóã îòðåçêà [a2k−1, a2k]), à âî-âòîðûõ ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé

ñåïàðàòðèñå, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç Sk. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ck îáúåäèíåíèå

âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé k-ãî ñåìåéñòâà, k = 1, . . . , n+1. Çàìåòèì, ÷òî
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Ðèñ. 4.12: Èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ïîëÿ ±(Prw)∗(sgrad f |T0) íà ñôåðå Cw

êàæäàÿ ñåïàðàòðèñà S1, . . . , Sn+1 èìååò íå áîëåå îäíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ âåùå-

ñòâåííîé ïðÿìîé R ⊂ Cw, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ââèäó ñèììåòðè÷íî-

ñòè èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R ⊂ Cw,

îíà áûëà áû ïåðèîäè÷åñêîé, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó {∞} ∈ Cw. Òàêæå,

ââèäó ñèììåòðè÷íîñòè èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåí-

íîé ïðÿìîé R ⊂ Cw, âñÿêàÿ ñåïàðàòðèñà Sk, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó ak,∗,

k = 1, . . . , n+1, èìååò íà÷àëî è êîíåö â òî÷êå∞ ∈ Cw. Òåì ñàìûì, âûøå îïè-

ñàíî ñòðîåíèå âñåõ ñåïàðàòðèñ âåêòîðíîãî ïîëÿ ±(Prw)∗(sgrad f |T0
) íà ñôå-

ðå Cw. Çíà÷èò, Cw åñòü îáúåäèíåíèå îïèñàííûõ âûøå ñåïàðàòðèñ S1, . . . , Sn

è çàïîëíåííûõ ïåðèîäè÷åñêèìè òðàåêòîðèÿìè îáëàñòåé C1, . . . , Cn+1, è èí-

òåãðàëüíûå òðàåêòîðèè èìåþò âèä êàê íà ðèñ. 4.12. Ïåðèîä ïåðèîäè÷åñêèõ

èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé k-ãî ñåìåéñòâà (èç Ck) ðàâåí Tk =
a2k∫

a2k−1

dw√
−P2n+2(w)

,

k = 1, . . . , n + 1, à äëèíà |Sk| ñåïàðàòðèñû Sk ðàâíà |Sk| =
k∑
i=1

(−1)k−iTi ïðè

k = 1, . . . , n.

Ïîýòîìó èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ sgrad Cf |T0
âûãëÿäÿò

êàê íà ðèñóíêå 4.10.Ñðåäè ýòèõ òðàåêòîðèé èìååòñÿ ðîâíî 2n ñåïàðàòðèñ si,

1 ≤ i ≤ 2n, êîòîðûå ðàçáèâàþò ñëîé T0 íà n + 1 ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ck,
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k = 1, . . . , n + 1, ãäå êàæäàÿ ck ñîñòîèò èç ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, îá-

ðàçóþùèõ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Ïðè

ýòîì âñÿêàÿ ñåïàðàòðèñà S2k−1 èìååò íà÷àëî è êîíåö â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé

òî÷êå p0,1 ∈ T0, à âñÿêàÿ ñåïàðàòðèñà S2k èìååò íà÷àëî è êîíåö â áåñêîíå÷-

íî óäàëåííîé òî÷êå p0,2 ∈ T0, k = 1, . . . , n; êàæäàÿ èç ñåïàðàòðèñ s2k−1 è

s2k èìååò äëèíó |Sk| è áèåêòèâíî ïðîåêòèðóåòñÿ ïðè äâóëèñòíîì íàêðûòèè

Prw|T0
: T0 → Cw íà ñåïàðàòðèñó Sk âåêòîðíîãî ïîëÿ ±(Prw)∗(sgrad f |T0

),

k = 1, . . . , n. Òàêæå ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ â îáëàñòè ck èìååò ïåðèîä Tk è ëèáî

ïðîåêòèðóåòñÿ áèåêòèâíî íà îäíó èç ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé k-ãî ñåìåé-

ñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé âåêòîðíîãî ïîëÿ ±(Prw)∗(sgrad f |T0
) (èç Ck),

ëèáî ïðîåêòèðóåòñÿ äâóëèñòíî íà îòðåçîê [a2k−1, a2k] ⊂ Ck, k = 1, . . . , n+ 1.

Ïðåäëîæåíèå 4.2.4 äîêàçàíî.

Îáîçíà÷åíèå 4.2.5 ((ðàçðåçàíèå íóëåâîãî ñëîÿ ñåïàðàòðèñàìè íà öèëèí-

äðû)). Â îáîçíà÷åíèÿõ óòâåðæäåíèÿ 4.2.4 èìååì ðàçáèåíèÿ

Cw = S1 ∪ . . . ∪ Sn ∪ C1 ∪ . . . ∪ Cn+1, T0 = s1 ∪ . . . ∪ s2n ∪ c1 ∪ . . . ∪ cn+1

íà ñåïàðàòðèñû s2k−1∪s2k = (Prw|T0
)−1(Sk), k = 1, . . . , n, è îáëàñòè�îòêðûòûå

öèëèíäðû ck = (Prw|T0
)−1(Ck), k = 1, . . . , n + 1. Ãðàíèöû îáëàñòåé Ck ⊂ C

èìåþò âèä ∂Ck = Sk ∪Sk+1 ïðè k = 2, . . . , n, ∂C1 = S1, ∂Cn+1 = Sn+1, îòêóäà

ïðè n ≥ 2 ãðàíèöû öèëèíäðè÷åñêèõ îáëàñòåé ck èìåþò âèä ∂c1 = s1 ∪ s2,

∂ck = s2k−3 ∪ s2k−2 ∪ s2k−1 ∪ s2k ïðè k = 2, . . . , n, ∂cn+1 = s2n−1 ∪ s2n.
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4.2.2 Ñåìåéñòâà ãåîäåçè÷åñêèõ ñ êîíöàìè â áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ

òî÷êàõ íà ñëîÿõ, áëèçêèõ ê íóëåâîìó

Ïðåäëîæåíèå 4.2.6. Ïóñòü f(z, w) = z2 + P2n+2(w), n ∈ N. Ïóñòü ds2
0 �

ïîëå íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ds2
0 íà ïîïîëíåíèè

T0 ñëîÿ T0 = f−1(0) (ñì. îïðåäåëåíèå 3.1.11 è ñëåäñòâèå 4.2.3). Ïóñòü γ :

[0, 1]→ T0 � ãåîäåçè÷åñêàÿ ïîëÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ds2
0, èìåþùàÿ íà÷àëî â

îäíîé èç áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷åê p0,1, p0,2 è êîíåö â îäíîé èç áåñêîíå÷íî

óäàëåííûõ òî÷åê p0,1, p0,2 (ñì. ñëåäñòâèå 4.2.3 è ïîÿñíåíèå 4.2.7(À)). Òîãäà

ñóùåñòâóåò ε > 0, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîãî ξ ∈ C, |ξ| < ε, ñëîé Tξ ÿâëÿåòñÿ

íåîñîáûì, è ñóùåñòâóåò ãåîäåçè÷åñêàÿ γξ : [0, 1] → Tξ ïîëÿ êâàäðàòè÷íûõ

ôîðì ds2
ξ (ñì. îïðåäåëåíèå 3.1.11 è ñëåäñòâèå 4.2.3), íåïðåðûâíî çàâèñÿùàÿ

îò ξ, èìåþùàÿ íà÷àëî è êîíåö â áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷êàõ pξ,1, pξ,2 (ñì.

ïîÿñíåíèå 4.2.7), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ γ0 = γ.

Ïîÿñíåíèå 4.2.7. (À) Â ôîðìóëèðîâêå óòâåðæäåíèÿ 4.2.6 ïîä ãåîäåçè÷åñêîé

ïîëÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ds2
ξ íà Tξ, èìåþùåé íà÷àëî è êîíåö â áåñêîíå÷íî

óäàëåííûõ òî÷êàõ pξ,1, pξ,2, ïîíèìàåòñÿ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå γξ : [0, 1]→

Tξ, òàêîå ÷òî γξ(0), γξ(1) ∈ {pξ,1, pξ,2}, γξ(t) ∈ Tξ ïðè ëþáîì t ∈ (0, 1), è

γξ|(0,1) : (0, 1)→ Tξ ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé ðèìàíîâîé ìåòðèêè ds
2
ξ íà Tξ.

(Á) Â ôîðìóëèðîâêå óòâåðæäåíèÿ 4.2.6 ïîä óñëîâèåì î íåïðåðûâíîé çàâè-

ñèìîñòè ãåîäåçè÷åñêîé γξ : [0, 1] → Tξ îò ξ ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùåå: îòîáðà-

æåíèå

D2
0,ε × [0, 1]→ M̃ 4

ε =
⋃
|ξ|<ε

Tξ, (ξ, t) 7→ γξ(t),

íåïðåðûâíî ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ (ξ, t) ∈ D2
0,ε×[0, 1] (ñì. ëåììó 4.2.2).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 11 ñóùåñòâóþò ε > 0, ε1 > 0, òàêèå ÷òî

äëÿ ëþáîãî ξ ∈ C, |ξ| < ε, ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè U 2
ξ,j ⊂ Tξ áåñêîíå÷íî óäà-

ëåííûõ òî÷åê pξ,j ∈ Tξ, è êîîðäèíàòà uξ,j : U 2
ξ,j → D2

ε1
, ïðè÷åì uξ,j(pξ,j) = 0

è (uξ,j)∗(sgrad Cf |U2
ξ,j

) = u1−n ∂
∂u , j = 1, 2, ãäå u � êîîðäèíàòà â D2

ε1
⊂ C. Îò-

ñþäà ((uξ,j)
−1)∗(ds2

ξ|U2
ξ,j

) = |u|2n−2|du|2 � ïîëå íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ

êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, ïðîïîðöèîíàëüíûõ åâêëèäîâîé, â îáëàñòè D2
ε1
⊂ C(u),

îïðåäåëÿþùåå ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ (u−1
ξ,j , u

−1
ξ,j)
∗ρξ = ρξ ◦ (u−1

ξ,j , u
−1
ξ,j) â D2

ε1
, è

ÿâëÿþùååñÿ îáðàòíûì îáðàçîì ïîëÿ ôîðì ds2
ξ, îïðåäåëÿþùåãî ôóíêöèþ ðàñ-

ñòîÿíèÿ ρξ â U
2
ξ,j. Ïîýòîìó ãåîäåçè÷åñêèå, âûõîäÿùèå èç òî÷êè uj = 0 ∈ D2

ε1
,

ñîäåðæàò ðàäèóñû îòêðûòîãî êðóãà D2
ε1
, à ãðàíèöà ∂D2

ε1
ýòîãî êðóãà ÿâ-

ëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ (â ñìûñëå ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ (u−1
ξ,j , u

−1
ξ,j)
∗ρξ) ðàäèóñà

rε1
= ε4n−3

1

4n−3 > 0. Ïîñêîëüêó ñëîé T0 íåîñîáûé è ìíîæåñòâî T0 \ (U 2
0,1 ∪ U 2

0,2)

êîìïàêòíî ïî òåîðåìå 11, òî ∆0|T0\(U2
0,1∪U2

0,2
) � ãîëîìîðôíàÿ è îòäåëåííàÿ îò

íóëÿ 1-ôîðìà. Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò ε2, ε3 > 0 è êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêîå

âëîæåíèå ψ0 : Π0 → T0 ïðÿìîóãîëüíèêà

Π0 := {z̃0 ∈ C | ε2 ≤ Re z̃0 ≤ 1− ε2, | Im z̃0| ≤ ε3} ⊂ C,

òàêèå ÷òî ψ0|[ε2,1−ε2] = γ|[ε2,1−ε2], îáðàçû âñåõ âåðøèí ïðÿìîóãîëüíèêà Π0 ïðè

âëîæåíèè ψ0 ïðèíàäëåæàò U
2
0 (ò.å. ψ0(ε2± iε3), ψ0(1− ε2± iε3) ∈ U 2

0 ) è dz̃0 =

(ψ0)
∗∆0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ε4 > 0 è ñåìåéñòâî êîìïëåêñíî-

àíàëèòè÷åñêèõ âëîæåíèé ψξ : Π0 → Tξ, ξ ∈ C, |ξ| < ε4, òàêèå ÷òî îáðàçû âñåõ

âåðøèí ïðÿìîóãîëüíèêà Π0 ïðè êàæäîì âëîæåíèè ψξ, ïðèíàäëåæàò U
2
ξ,1 ∪

U 2
ξ,2, dz̃0 = (ψξ)

∗∆ξ, è îòîáðàæåíèå (ξ, z̃0) 7→ ψξ(z̃0) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíî-

àíàëèòè÷åñêèì. Îòñþäà ñóùåñòâóåò ε5 > 0, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîãî ξ ∈ C, |ξ| <

ε5, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê â ïðÿìîóãîëüíèêå Π0 ⊂
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Ðèñ. 4.13: Ïðîäîëæåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ

C(z̃0) (à ñòàëî áûòü, ãåîäåçè÷åñêàÿ ðèìàíîâîé ìåòðèêè ds2
ξ), îðòîãîíàëüíûé

äóãàì (ψξ)
−1 ◦ (uξ,j)

−1(∂D2
ε1

), j = 1, 2, â îáåèõ òî÷êàõ ñâîåãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ

äóãàìè, è ÿâëÿþùèéñÿ ïåðåñå÷åíèåì Π0 ñ íåêîòîðîé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé â

C. Ïðîäîëæàÿ ýòó ãåîäåçè÷åñêóþ â êðóãå U 2
ξ,j ≈ D2

ε1
äî öåíòðà u−1

ξ,j(0) = pξ,j

ýòîãî êðóãà ïî ðàäèóñàì, ìîæíî ïîëó÷èòü èñêîìóþ ãåîäåçè÷åñêóþ γξ, ñì.

ðèñ 4.13.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ak(ξ) êîðåíü óðàâíåíèÿ P2n+2(w) = ξ, áëèçêèé ê ak,

1 ≤ k ≤ 2n + 2. Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèÿ 4.2.4 è 4.2.6, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 4.2.8. Ïóñòü f(z, w) = z2 + P2n+2(w), ãäå P2n+2(w) = (w −

a1) . . . (w−a2n+2), ai ∈ R, i = 1, . . . , 2n+2, a1 < a2 < . . . < a2n+2, n ∈ N. Òîãäà

ñóùåñòâóåò ε > 0, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîãî ξ ∈ C, |ξ| < ε, ñëîé Tξ ÿâëÿåòñÿ

íåîñîáûì, à òàêæå ñóùåñòâóåò íàáîð ãåîäåçè÷åñêèõ s1(ξ), . . . , s2n(ξ), d1(ξ), . . . , dn+1(ξ) ⊂

Tξ ïîëÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ds2
ξ, |ξ| < ε, íåïðåðûâíî çàâèñÿùèõ îò ξ, èìåþ-

ùèõ íà÷àëî è êîíåö â áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷êàõ pξ,j (ñì. ñëåäñòâèå 4.2.3 è

ïîÿñíåíèå 4.2.7), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì sk(0) = sk, k = 1, . . . , 2n,

dm(0) = dm, m = 1, . . . , n + 1, è íå ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè (0, ai(ξ)) ∈ Tξ,
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i = 1, . . . , 2n+ 2, ãäå sk, dm êàê â óòâåðæäåíèè 4.2.4.

Îáîçíà÷åíèå 4.2.9 ((ðàçðåçàíèå ñëîÿ, áëèçêîãî ê íóëåâîìó, ãåîäåçè÷åñêèìè

íà öèëèíäðû)). Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4.2.8, ïðè ëþáîì ξ ∈ D2
0,ε èìååì ñëåäó-

þùèå ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè C = Cw è ñëîÿ Tξ = f−1(ξ), àíàëîãè÷íûå ââåäåí-

íûì â îáîçíà÷åíèè 4.2.5 ïðè ξ = 0:

C = S1(ξ)∪. . .∪Sn(ξ)∪C1(ξ)∪. . .∪Cn+1(ξ), Tξ = s1(ξ)∪. . .∪s2n(ξ)∪c1(ξ)∪. . .∪cn+1(ξ),

ãäå Ck(ξ) � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè Cw\(S1(ξ)∪. . .∪Sn(ξ)), ñîäåðæàùàÿ òî÷êè

a2k−1(ξ), a2k(ξ), 1 ≤ k ≤ n+ 1. Ïðè n ≥ 2 ãðàíèöû öèëèíäðè÷åñêèõ îáëàñòåé

ck(ξ) èìåþò âèä ∂c1(ξ) = s1(ξ)∪ s2(ξ), ∂ck(ξ) = s2k−3(ξ)∪ s2k−2(ξ)∪ s2k−1(ξ)∪

s2k(ξ) ïðè k = 2, . . . , n, ∂cn(ξ) = s2n−1(ξ) ∪ s2n(ξ).

4.2.3 Êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû �äåéñòâèå-óãîë� è ôóíêöèè ïåðå-

õîäà. Êîìïëåêñíàÿ òåîðåìà Ëèóâèëëÿ

Îïðåäåëåíèå 4.2.10. Ïóñòü ε > 0 êàê â ñëåäñòâèè 4.2.8. ×åòûðåõìåðíîé

ε-îêðåñòíîñòüþ íóëåâîãî ñëîÿ T0 íàçîâåì îáëàñòü Uε(T0) :=
⋃
|ξ|<ε

Tξ ⊂ C2, à

k-îé ÷åòûðåõìåðíîé ε-ðó÷êîé Gε,k íàçîâåì åå ïîäìíîæåñòâî

Gε,k :=
⋃
|ξ|<ε

ck(ξ) ⊂ Uε(T0), 1 ≤ k ≤ n,

ãäå ck(ξ) � çàìûêàíèå öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè ck(ξ) ⊂ Tξ èç îáîçíà÷å-

íèÿ 4.2.9.

Îòìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî ÷åòûðåõìåðíûõ ε-ðó÷åê Gε,k ðàâíî n + 1 (ñì.

îáîçíà÷åíèå 4.2.9), è ðó÷êè ïîêðûâàþò âñþ ÷åòûðåõìåðíóþ ε-îêðåñòíîñòü

Uε(T0) ñëîÿ T0, ò.å. Uε(T0) =
n+1⋃
k=1

Gε,k.
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Òåîðåìà 26 ((êîìïëåêñíàÿ òåîðåìà Ëèóâèëëÿ äëÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîãî ãà-

ìèëüòîíèàíà ÷åòíîé ñòåïåíè)). Äëÿ C-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (C2, dz∧dw, f)

ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà f(z, w) = z2+P2n+2(w) è ñîîòâåòñòâóþùåãî ëàãðàí-

æåâà ñëîåíèÿ (ñì. îïðåäåëåíèå 3.1.6), ãäå P2n+2(w) = (w−a1) . . . (w−a2n+2),

ai ∈ R, i = 1, . . . , 2n + 2, a1 < a2 < . . . < a2n+2, n ∈ N, ñóùåñòâóåò ε > 0,

òàêîå ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) äëÿ ëþáîãî ξ ∈ C, |ξ| < ε, ñëîé Tξ = f−1(ξ) ÿâëÿåòñÿ íåîñîáûì è

ãîìåîìîðôåí ñôåðå ñ n ðó÷êàìè è äâóìÿ ïðîêîëàìè;

2) ëàãðàíæåâî ñëîåíèå â ÷åòûðåõìåðíîé ε-îêðåñòíîñòè Uε(T0) ñëîÿ T0

òðèâèàëüíî, ò.å. ïîñëîéíî ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ñëîÿ T0 íà

îòêðûòûé äâóìåðíûé äèñê D2
0,ε = {ξ ∈ C | |ξ| < ε};

3) â îêðåñòíîñòè Uε(T0) ñóùåñòâóþò 2n+ 2 ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé

I1, . . . , In+1, J1, . . . , Jn+1 : Uε(T0)→ C,

à äëÿ êàæäîé ÷åòûðåõìåðíîé ε-ðó÷êè Gε,k ⊂ Uε(T0), k = 1, . . . , n+ 1, ñóùå-

ñòâóåò ãîëîìîðôíîå âëîæåíèå (çàäàâàåìîå �êîìïëåêñíûìè êîîðäèíàòàìè

äåéñòâèå-óãîë�)

(Ik|Gε,k, ϕk mod 2π) : Gε,k ↪→ C× (C/2πZ), 1 ≤ k ≤ n+ 1;

ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

à) êàæäàÿ ôóíêöèÿ Ik, Jk : Uε(T0) → C ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöè-

åé Ik = Ik(f) è Jk = Jk(f) îò f áåç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, åå ìíîæåñòâî

çíà÷åíèé

D̃ε,k := Ik(Uε(T0)) = Ik(Gε,k), D̂ε,k := Jk(Uε(T0)) = Jk(Gε,k) ⊂ C
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îòêðûòî â C è ãîìåîìîðôíî îòêðûòîìó êðóãó, îíà âûðàæàåòñÿ â îêðåñò-

íîñòè Uε(T0) ÷åðåç ëþáóþ äðóãóþ òàêóþ ôóíêöèþ ôîðìóëàìè

Ik = Ik(f(I`)), Ik = Ik(f(J`)), Jk = Jk(f(I`)), Jk = Jk(f(J`));

ãäå f(Ik) è f(Jk) � ôóíêöèè, îáðàòíûå ê ôóíêöèÿì Ik(f) è Jk(f) ñîîòâåò-

ñòâåííî (k = 1, . . . , n+ 1);

á) ïðè ëþáûõ k = 1, . . . , n + 1 è Ik ∈ D̃ε,k ìíîæåñòâî çíà÷åíèé �êîì-

ïëåêñíîé êîîðäèíàòû óãîë� ϕk mod 2π|Gε,k∩Tf(Ik)
ïîëó÷àåòñÿ èç íåêîòîðîé

çàìêíóòîé îáëàñòè Wk,Ik ⊂ C, îãðàíè÷åííîé øåñòèóãîëüíèêîì ñ âåðøè-

íàìè A
(k)
1 (Ik), . . . , A

(k)
6 (Ik) ∈ C (âûðîæäàþùèìñÿ ïðè k = 1 â ïàðàëëå-

ëîãðàìì ñ âåðøèíàìè A1
1(I1) = A1

6(I1), A
1
2(I1) = A1

3(I1), A
1
4(I1), A

1
5(I1), è

ïðè k = n + 1 â ïàðàëëåëîãðàìì ñ âåðøèíàìè A
(n+1)
1 (In+1), A

(n+1)
2 (In+1),

A
(n+1)
3 (In+1) = A

(n+1)
4 (In+1), A

(n+1)
5 (In+1) = A

(n+1)
6 (In+1)) è ñòîðîíàìè, ñî-

îòâåòñòâóþùèìè ãåîäåçè÷åñêèì d1(f(I1)), s1(f(I1)), s2(f(I1)) ⊂ Tf(I1) ïðè

k = 1, dk(f(Ik)), s2k−3(f(Ik)), s2k−2(f(Ik)), s2k−1(f(Ik)), s2k(f(Ik)) ⊂ Tf(Ik)

ïðè 1 < k < n + 1, dn+1(f(In+1)), s2n−1(f(In+1)), s2n(f(In+1)) ïðè k = n + 1,

ñëåäóþùèì îáðàçîì: (i) âûêèäûâàíèåì âñåõ âåðøèí (ñîîòâåòñòâóþùèõ áåñ-

êîíå÷íî óäàëåííûì òî÷êàì pf(Ik),1, pf(Ik),2), è (ii) îòîæäåñòâëåíèåì (ò.å.

ñêëåèâàíèåì) ïðè ïîìîùè ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ëþáîé ïàðû ñòîðîí, îò-

âå÷àþùèõ îäíîé è òîé æå ãåîäåçè÷åñêîé dk(f(Ik)); ïðè÷åì øåñòèóãîëüíèê

(ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëîãðàìì ïðè k = 1, n + 1) îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ

ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè (ñì. ðèñ. 4.14, 4.15, 4.16 ïðè k = 1, 1 < k < n+ 1,

k = n+ 1 ñîîòâåòñòâåííî):

• øåñòèóãîëüíèê (èëè ïàðàëëåëîãðàìì) ∂Wk,Ik ⊂ C îáðàçîâàí òðåìÿ ïà-

ðàìè ðàâíûõ è ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëåäóþùèì
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ãåîäåçè÷åñêèì è ïîëó÷àþùèõñÿ äðóã èç äðóãà ñëåäóþùèìè ñäâèãàìè â

ïëîñêîñòè C:

A
(k)
1 (Ik)A

(k)
2 (Ik) = ϕk(dk(ξ))

2π−→ A
(k)
5 (Ik)A

(k)
4 (Ik) = ϕk(dk(ξ)),

A
(k)
2 (Ik)A

(k)
3 (Ik) = ϕk(s2k−3(ξ))

−〈Dk(ξ)〉k−→ A
(k)
1 (Ik)A

(k)
6 (Ik) = ϕk(s2k−2(ξ)), k > 1,

A
(k)
3 (Ik)A

(k)
4 (Ik) = ϕk(s2k−1(ξ))

−〈Dk(ξ)〉k−→ A
(k)
6 (Ik)A

(k)
5 (Ik) = ϕk(s2k(ξ)), k < n+1,

ãäå ξ := f(Ik) ∈ D2
0,ε, ÷åðåç δ : C → C îáîçíà÷åí ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ

íà âåêòîð δ ∈ C â ïëîñêîñòè C, s0(ξ) := s1(ξ),

〈Dk(f(Ik))〉k := 2π

(
dJk
dIk

(Ik)−
dJk−1

dIk
(Ik) + . . .+ (−1)k−1dJ1

dIk
(Ik)

)
,

• ïðè ëþáîì k < n+ 1 âûïîëíåíî

−−−−−−−−−−−→
A

(k)
3 (Ik)A

(k)
4 (Ik) =

−−−−−−−−−−−→
A

(k)
6 (Ik)A

(k)
5 (Ik)

= 〈Sk+1(f(Ik))〉k := 2π

(
dIk+1

dIk
(Ik)−

dIk+2

dIk
(Ik) + . . .+ (−1)n−k−1dIn

dIk
(Ik)

)
,

• òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé (âûðîæäàþùåãîñÿ â îòðåçîê ïðè k = 1)

ïàðàëëåëîãðàììà A
(k)
1 (Ik)A

(k)
2 (Ik)A

(k)
3 (Ik)A

(k)
6 (Ik) ðàâíà

1
2(A

(k)
1 (Ik)+A

(k)
3 (Ik)) =

0 = ϕk(0, a2k−1(f(Ik))) (îòêóäà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé (âûðîæ-

äàþùåãîñÿ â îòðåçîê ïðè k = n+1) ïàðàëëåëîãðàììà A
(k)
3 (Ik)A

(k)
4 (Ik)A

(k)
5 (Ik)A

(k)
6 (Ik)

ðàâíà 1
2(A

(k)
3 (Ik) + A

(k)
5 (Ik)) = π = ϕk(0, a2k(f(Ik)));

â) (dz ∧ dw)|Gε,k = dIk ∧ dϕk, k = 1, . . . , n+ 1;

ã) ïåðåìåííàÿ �äåéñòâèå� Ik = Ik(f) è ôóíêöèÿ Jk = Jk(f) èìåþò âèä

Ik(ξ) =
1

π

a2k(ξ)∫
a2k−1(ξ)

√
ξ − P2n+2(y)dy, Jk(ξ) =

1

π

a2k−1(ξ)∫
a2k−2(ξ)

√
ξ − P2n+2(y)dy, ξ ∈ D2

0,ε,
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ãäå a0(ξ) := −∞, è â êà÷åñòâå ôóíêöèè √ áåðóòñÿ åå âåòâè, òàêèå ÷òî√
−P2n+2(

1
2(a2k−1 + a2k)) > 0 â ïåðâîì ñëó÷àå, è i

√
−P2n+2(

1
2(a2k−2 + a2k−1)) <

0 âî âòîðîì ñëó÷àå;

ä) äëÿ ëþáûõ äâóõ ðó÷åê Gε,k, Gε,`, ñîäåðæàùèõ â ñâîåé ãðàíèöå îäíî è

òî æå ñåìåéñòâî ãåîäåçè÷åñêèõ sj(ξ), âûïîëíåíî k = `±1, ïðè÷åì â ñëó÷àå

1 ≤ k < n+1 ïåðåñå÷åíèå Gε,k∩Gε,k+1 ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ãåîäåçè÷åñêèõ

Gε,k ∩Gε,k+1 =
⋃
|ξ|<ε

(s2k−1(ξ) ∪ s2k(ξ)) =
⋃
|ξ|<ε

(Prw|Tξ)−1(Sk(ξ)),

è íà ýòîì ïåðåñå÷åíèè êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû óãîë ϕk mod 2π è ϕk+1 mod 2π

ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ôîðìóëàìè:

I ′k+1(ξ) ϕk+1|s2k−1(ξ) + πJ ′k+1(ξ) = I ′k(ξ) (ϕk|s2k−1(ξ) − π),

I ′k+1(ξ) ϕk+1|s2k(ξ) − πJ ′k+1(ξ) = I ′k(ξ) (ϕk|s2k(ξ) − π);

å) óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà â êîîðäèíàòàõ (Ik, ϕk mod 2π) íà ðó÷êå Gε,k,

k = 1, . . . , n+ 1, ïðèíèìàþò âèä:

İk = 0, ϕ̇k =
df(Ik)

dIk
;

4) àíòèêàíîíè÷åñêàÿ èíâîëþöèÿ C2 → C2, (z, w) 7→ (−z, w), ñîõðàíÿþ-

ùàÿ Ãàìèëüòîíèàí f , ïåðåâîäèò êàæäóþ ÷åòûðåõìåðíóþ ε-ðó÷êó Gε,k â ñå-

áÿ, è îãðàíè÷åíèå ýòîé èíâîëþöèè íà ýòó ðó÷êó â êîîðäèíàòàõ (Ik, ϕk mod 2π)

èìååò âèä (Ik, ϕk mod 2π) 7→ (Ik,−ϕk mod 2π), 1 ≤ k ≤ n+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêò 1) ñëåäóåò èç ñëåäñòâèÿ 4.1.3. Ïóíêò 2) ñëåäóåò èç

÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ëåììû 3.3.1: êîãäà íà ñëîå T0 íåò îñîáûõ òî÷åê. Äîêàæåì

ïóíêò 3).
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Ðèñ. 4.14: Ïàðàëëåëîãðàìì

∂W1,I1 ⊂ Cϕ1 ïðè n > 1

Ðèñ. 4.15: Øåñòèóãîëü-

íèê ∂Wk,Ik ⊂ Cϕk
ïðè

1 < k < n+ 1

Ðèñ. 4.16: Ïàðàëëåëîãðàìì

∂Wn+1,In+1 ⊂ Cϕn+1

Øàã 1. Îïðåäåëèì ôóíêöèè Ik = Ik(ξ), Jk = Jk(ξ) ôîðìóëàìè ïóíêòà ã).

Äîêàæåì ïóíêò à), ò.å. ãîëîìîðôíîñòü ôóíêöèé Ik(ξ), Jk(ξ). Ïî ïîñòðîåíèþ

çíà÷åíèå �ïåðåìåííîé äåéñòâèå� Ik çàâèñèò òîëüêî îò ξ. Äàëåå,

dIk(ξ)

dξ
=

1

π

 a2k(ξ)∫
a2k−1(ξ)

d(
√
ξ − P2n+2(w))

dξ
dw + a′2k(ξ)

√
ξ − P2n+2(a2k(ξ))

− a′2k−1(ξ)
√
ξ − P2n+2(a2k−1(ξ))

 =
1

2π

a2k(ξ)∫
a2k−1(ξ)

dw√
ξ − P2n+2(w)

.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ε > 0, òàêîå ÷òî ïðè |ξ| < ε ïðîèçâîäíàÿ

dIk(ξ)/dξ ñóùåñòâóåò, ïîýòîìó Ik = Ik(ξ) ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèåé.

Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó dIk(0)/dξ 6= 0, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Ik|D2
0,ε

ÿâëÿåò-

ñÿ äèôôåîìîðôèçìîì îòêðûòîãî êðóãà D2
0,ε ðàäèóñà ε íà îáëàñòü D̃ε,k :=

Ik(D
2
0,ε). Àíàëîãè÷íî J

′
k(ξ) = 1

2π

a2k−1(ξ)∫
a2k−2(ξ)

dw√
ξ−P2n+2(w)

. Ïóíêò à) äîêàçàí.

Øàã 2. Äëÿ ëþáîé êóñî÷íî ãëàäêîé îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé αξ íà ñëîå

Tξ îáîçíà÷èì

〈αξ〉 :=

∫
αξ

∆ξ, 〈αξ〉k :=
〈αξ〉
I ′k(ξ)

, ξ ∈ D2
0,ε, (4.2.1)
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ãäå ∆ξ � ãîëîìîðôíàÿ 1-ôîðìà íà ñëîå Tξ, ñì. îïðåäåëåíèå 3.1.11(À). Òàê

êàê ôîðìà ∆ξ çàìêíóòà, òî åå èíòåãðàë 〈αξ〉 ïî ëþáîìó îðèåíòèðîâàííîìó

öèêëó αξ ⊂ Tξ íå ìåíÿåòñÿ ïðè ëþáûõ ãîìîòîïèÿõ öèêëà â ñëîå. Ðàññìîòðèì

íåïðåðûâíûå ïî ξ ñåìåéñòâà îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ

αξ,k := (Prw|Tξ)−1(γa2k−1(ξ),a2k(ξ)) ⊂ Tξ ∩Gε,k,

α̂ξ,k := (Prw|Tξ)−1(γa2k−2(ξ),a2k−1(ξ)) ⊂ Tξ

ñ òàêîé îðèåíòàöèåé, ÷òî α0,k è α̂0,k ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè òðàåêòîðèÿìè

ïîëåé sgrad Cf è i sgrad Cf ñîîòâåòñòâåííî, k = 1, . . . , n+ 1. Òîãäà

〈αξ,k〉 = 2πI ′k(ξ), 〈α̂ξ,k〉 = 2πJ ′k(ξ) (4.2.2)

â ñèëó ôîðìóë äëÿ I ′k(ξ) è J
′
k(ξ), ñì. øàã 1. Ïîýòîìó 〈αξ,k〉k = 2π è ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ϕk mod 2π : Gε,k → C/2πZ ïðè 1 ≤ k ≤ n + 1, òàêàÿ

÷òî

d(ϕk|Gε,k∩Tξ) = ∆ξ/I
′
k(ξ), ϕk mod 2π(0, a2k−1(ξ)) = 0 mod 2π, ξ ∈ D2

0,ε.

Ïóíêò â) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî dIk∧dϕk = I ′k(f(z, w))df(z, w)∧ dw
2zI ′k(f(z,w))|Gε,k =

2zdz∧dw
2z |Gε,k = (dz ∧ dw)|Gε,k . Ïóíêò å) ñëåäóåò èç ïóíêòîâ à) è â).

Øàã 3. Äîêàæåì ïóíêò á). Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4.2.8, ñóùåñòâóþò ãåîäåçè-

÷åñêèå s1(ξ), . . . , s2n(ξ) : (0, 1)→ Tξ ðèìàíîâîé ìåòðèêè ds
2
ξ íà Tξ ⊂ Tξ ⊂ M̃ 4

ε

ñ êîíöàìè lim
t→0+

s2i−1(ξ)(t) = lim
t→1−

s2i−1(ξ)(t) = pξ,1 ∈ Tξ, lim
t→0+

s2i(ξ)(t) =

lim
t→1−

s2i(ξ)(t) = pξ,2 ∈ Tξ, 1 ≤ i ≤ n, çàìûêàíèÿ êîòîðûõ â M̃ 4
ε áëèçêè ê

çàìûêàíèÿì èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé s1, . . . , s2n âåêòîðíîãî ïîëÿ sgrad Cf .

Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóþò ãåîäåçè÷åñêèå d1(ξ), . . . , dn+1(ξ) íà (Tξ, ds
2
ξ), çàìû-

êàíèÿ êîòîðûõ áëèçêè ê çàìûêàíèÿì èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé d1, . . . , dn+1
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Ðèñ. 4.17: Íàäðåçàííûé èëè

ïðîêîëîòûé òîð c1(ξ) ∪ s1(ξ) ⊂

Tξ

Ðèñ. 4.18: Îáëàñòü�öèëèíäð

ck(ξ) ⊂ Tξ ïðè 1 < k < n

Ðèñ. 4.19: Îáëàñòü�

öèëèíäð cn(ξ) ⊂ Tξ

âåêòîðíîãî ïîëÿ i sgrad Cf . Ïîýòîìó óêàçàííûå ãåîäåçè÷åñêèå íà ñëîå Tξ, èõ

îáðàçû â C ïðè ïðîåêöèè Prw|Tξ : Tξ → C è öèëèíðè÷åñêèå îáëàñòè ck(ξ),

1 ≤ k ≤ n+ 1, âûãëÿäÿò êàê íà ðèñ. 4.17, 4.18, 4.19.

Ðàçðåæåì öèëèíäðè÷åñêóþ îáëàñòü ck(ξ) ⊂ Tξ (ñì. îáîçíà÷åíèå 4.2.9) ïî

ãåîäåçè÷åñêîé dk(ξ) è ðàññìîòðèì îáðàç ïîëó÷åííîé îäíîñâÿçíîé (ðàçðåçàí-

íîé) îáëàñòè ck(ξ)\dk(ξ) ïðè îòîáðàæåíèè ϕk, ÿâëÿþùåìñÿ âåòâüþ îòîáðàæå-

íèÿ ϕk mod 2π, ââåäåííîãî íà øàãå 2. Òàê êàê ãðàíèöà ðàçðåçàííîé îáëàñòè

ñîñòàâëåíà èç ãåîäåçè÷åñêèõ:

∂(ck(ξ)\dk(ξ)) =


dk(ξ) ∪ s2k−3(ξ) ∪ s2k−2(ξ) ∪ s2k−1(ξ) ∪ s2k(ξ), 1 < k < n+ 1,

d1(ξ) ∪ s1(ξ) ∪ s2(ξ), k = 1,

dn+1(ξ) ∪ s2n−1(ξ) ∪ s2n(ξ), k = n+ 1,

òî ãðàíèöà åå îáðàçà ϕk(ck(ξ)\dk(ξ)) ⊂ C ñîñòîèò èç ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ

â ïëîñêîñòè Cϕk . Íåòðóäíî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êîìïëåêñíî çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ

ϕk|ck(ξ)\dk(ξ) : ck(ξ) \ dk(ξ) → C èíúåêòèâíà, ïîýòîìó åå îáðàç ÿâëÿåòñÿ âíóò-

ðåííîñòüþ íåêîòîðîãî 6-óãîëüíèêà (ïðè 1 < k < n+ 1) èëè 4-óãîëüíèêà (ïðè
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k = 1, n+ 1)

∂Wk,Ik = A
(k)
1 (Ik)A

(k)
2 (Ik)A

(k)
3 (Ik)A

(k)
4 (Ik)A

(k)
5 (Ik)A

(k)
6 (Ik)

â ïëîñêîñòè Cϕk , ãäå Ik := Ik(ξ). Çíà÷èò, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé �êîìïëåêñíîé

êîîðäèíàòû óãîë� ϕk|ck(ξ)\dk(ξ) : ck(ξ)\dk(ξ)→ C íà ðàçðåçàííîé öèëèíäðè÷å-

ñêîé îáëàñòè ck(ξ)\dk(ξ) ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííîñòüþ ýòîãî øåñòèóãîëüíèêà. Ïî-

ýòîìó ìíîæåñòâî çíà÷åíèé �êîìïëåêñíîé êîîðäèíàòû óãîë� ϕk mod 2π|Gε,k∩Tξ

íà çàìûêàíèè ck(ξ) = Gε,k ∩ Tξ ýòîé îáëàñòè ïîëó÷àåòñÿ èç çàìêíóòîé îáëà-

ñòè Wk,Ik , îãðàíè÷åííîé ýòèì øåñòèóãîëüíèêîì, âûêèäûâàíèåì âñåõ âåðøèí

è îòîæäåñòâëåíèåì ïàð ñòîðîí, îòâå÷àþùèõ îäíîé è òîé æå ãåîäåçè÷åñêîé.

Âû÷èñëèì íàïðàâëÿþùèå âåêòîðà ñòîðîí øåñòèóãîëüíèêà ∂Wk,Ik :

A
(k)
2 (Ik)− A(k)

1 (Ik) = A
(k)
4 (Ik)− A(k)

5 (Ik) = 〈dk(ξ)〉k =: 〈Dk(ξ)〉k,

A
(k)
3 (Ik)−A(k)

2 (Ik) = A
(k)
6 (Ik)−A(k)

1 (Ik) = 〈s2k−3(ξ)〉k = 〈s2k−2(ξ)〉k =: 〈Sk−1(ξ)〉k,

A
(k)
4 (Ik)− A(k)

3 (Ik) = A
(k)
5 (Ik)− A(k)

6 (Ik) = 〈s2k−1(ξ)〉k = 〈s2k(ξ)〉k =: 〈Sk(ξ)〉k,

ãäå ñðåäíÿÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ âûïîëíåíà ïðè 1 < k ≤ n + 1, è ïîñëåäíÿÿ

öåïî÷êà ðàâåíñòâ âûïîëíåíà ïðè 1 ≤ k < n+ 1. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî

〈S1(ξ)〉 = 〈αξ,1〉 = 2πI ′1(ξ), 〈Sn(ξ)〉 = 〈αξ,n+1〉 = 2πI ′n+1(ξ),

〈Sk−1(ξ)〉+ 〈Sk(ξ)〉 = 〈αξ,k〉 = 2πI ′k(ξ), 1 < k < n+ 1,

〈D1(ξ)〉 = 〈α̂ξ,1〉 = 2πJ ′1(ξ), 〈Dk−1(ξ)〉+〈Dk(ξ)〉 = 〈α̂ξ,k〉 = 2πJ ′k(ξ), 1 < k ≤ n

â ñèëó (4.2.2). Ñ ó÷åòîì (4.2.1), îòñþäà ïîëó÷àåì òðåáóåìûå ðàâåíñòâà

〈Sk+1(ξ)〉k = 2π
I ′k+1(ξ)− I ′k+2(ξ) + . . .+ (−1)n−k−1I ′n(ξ)

I ′k(ξ)
, 1 ≤ k < n,
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〈Dk(ξ)〉k = 2π
J ′k(ξ)− J ′k−1(ξ) + . . .+ (−1)k−1J ′1(ξ)

I ′k(ξ)
, 1 ≤ k ≤ n.

Ïóíêò á) äîêàçàí ïîëíîñòüþ.

Øàã 4. Äîêàæåì ïóíêò ä). Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ÷åòûðåõ-

ìåðíûõ ðó÷åê Gε,k âûïîëíåíî Gε,k

⋂
Gε,l 6= ∅ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

l = k ± 1. Â ñèëó ïóíêòà á), êîîðäèíàòû ϕk mod 2π è ϕk+1 mod 2π íà ïå-

ðåñå÷åíèè s2k−1(ξ) ∪ s2k(ξ) = (Prw|Tξ)−1(Sk(ξ)) ñâîèõ îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ

ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè: íà ãåîäåçè÷åñêîé s2k(ξ)

îíè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

ϕk+1|s2k(ξ) +
〈Sk+1(ξ)〉+ 〈Dk+1(ξ)〉

2I ′k+1(ξ)
=

I ′k(ξ)

I ′k+1(ξ)
(ϕk|s2k(ξ) −

〈Sk(ξ)〉+ 〈Dk(ξ)〉
2I ′k(ξ)

),

êîòîðîå ðàâíîñèëüíî ïåðâîé òðåáóåìîé ôîðìóëå

I ′k+1(ξ) ϕk+1|s2k(ξ) + πJ ′k+1(ξ) = I ′k(ξ) (ϕk|s2k(ξ) − π),

à íà ãåîäåçè÷åñêîé s2k(ξ) îíè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

ϕk+1|s2k(ξ) +
〈Sk(ξ)〉 − 〈Dk(ξ)〉

2I ′k(ξ)
=

I ′k(ξ)

I ′k+1(ξ)
(ϕk|s2k+1(ξ) −

〈Sk(ξ)〉 − 〈Dk(ξ)〉
2I ′k(ξ)

),

êîòîðîå ðàâíîñèëüíî âòîðîé òðåáóåìîé ôîðìóëå

I ′k+1(ξ) ϕk+1|s2k(ξ) − πJ ′k+1(ξ) = I ′k(ξ) (ϕk|s2k(ξ) − π).

Ïóíêò 3) ïîëíîñòüþ äîêàçàí.

f , ìåíÿåò çíàê ó C-ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû dz∧dw, è Ïóíêò 4) ñëåäó-

åò èç òîãî, ÷òî äàííàÿ èíâîëþöèÿ ñîõðàíÿåò ãàìèëüòîíèàí ñîõðàíÿåò òî÷êó

(0, a2k−1(ξ)), â êîòîðîé ϕk(0, a2k−1(ξ)) = 0 mod 2π ââèäó 3),á). Òåîðåìà 26 äî-

êàçàíà.
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