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Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó, â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå êîòîðîé
èìååòñÿ çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå Λ, ñïëîøü çàïîëíåííîå çàìêíóòûìè
òðàåêòîðèÿìè. Èçó÷àåòñÿ âîïðîñ: ñêîëüêî è êàêèå èç ýòèõ òðàåêòîðèé
ñîõðàíÿòñÿ, ëèøü ñëåãêà ïðîäåôîðìèðîâàâøèñü, ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè
ñèñòåìû, è áóäóò ëè ñîõðàíèâøèåñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ óñòîé÷èâû-
ìè? Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà
÷èñëà ñîõðàíèâøèõñÿ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé â òåðìèíàõ òîïîëîãèè ïîä-
ìíîãîîáðàçèÿ Λ. À èìåííî, äîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè åñòåñòâåííîãî
óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè Λ ÷èñëî òàêèõ òðàåêòîðèé íå ìåíüøå ìèíèìàëü-
íîãî ÷èñëà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ãëàäêîé ôóíêöèè íà ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèè
B = Λ/S1.

Àíàëîãè÷íûå îöåíêè ïîëó÷åíû â íåêîòîðûõ áîëåå îáùèõ ñèòóàöèÿõ. Íà-
ïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ îñîáîé
è å¼ ïîäìíîæåñòâî, çàïîëíåííîå ïåðèîäè÷åñêèìè òðàåêòîðèÿìè, ñîäåðæèò
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû, à òàêæå â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ, âîîáùå
ãîâîðÿ íå ãàìèëüòîíîâûõ, äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ èññëåäóåòñÿ ïëàíåòíî-ñïóòíèêîâàÿ ñèñòåìà, ÿâ-
ëÿþùàÿñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïëîñêîé çàäà÷è N +1 òåë. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ìàññà îäíîãî òåëà � Ñîëíöà � ìíîãî áîëüøå ìàññ îñòàëüíûõ òåë � ïëàíåò
è ñïóòíèêîâ, à ìàññà êàæäîé ïëàíåòû ìíîãî áîëüøå ñóììû ìàññ å¼ ñïóòíè-
êîâ. Êðîìå òîãî, ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êàæäîé ïëàíåòîé è å¼ ñïóòíèêàìè ìíî-
ãî ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ îò Ñîëíöà äî ýòîé ïëàíåòû. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè
åñòåñòâåííîì ñîîòíîøåíèè ìåæäó ìàëûìè ïàðàìåòðàìè çàäà÷è ñóùåñòâóåò
áîëüøîå ÷èñëî ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé ïëàíåòíî-ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû âî
âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò.
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Ââåäåíèå
Äàííàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ïåðèîäè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé àâòîíîìíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì è ñâÿçàííûì ñ ýòèì âîïðî-
ñàì.

Ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé íàçûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà ñèìïëåê-
òè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè, îòâå÷àþùàÿ âåêòîðíîìó ïîëþ, çàäàííîìó íåêîòî-
ðîé ãëàäêîé ôóíêöèåé H, êîòîðóþ íàçûâàþò ãàìèëüòîíèàíîì ñèñòåìû.
Â íåêîòîðîé ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (p, q) = (p1, . . . , pn, q1, . . . , qn)
ýòà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà çàäà¼òñÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ò.å. ñèñòåìîé âèäà

ṗ = −∂H

∂q
(p, q), q̇ =

∂H

∂q
(p, q). (1)

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ H íå çàâèñèò îò âðåìåíè t, ò.å. ñè-
ñòåìà ÿâëÿåòñÿ àâòîíîìíîé.

Íàïîìíèì, ÷òî ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå � ýòî ãëàäêîå ìíîãî-
îáðàçèå M , ñíàáæåííîå çàìêíóòîé íåâûðîæäåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé 2�
ôîðìîé ω2, íàçûâàåìîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Êàíîíè÷åñêèìè êî-
îðäèíàòàìè íà M íàçûâàþòñÿ ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû (p, q), â êîòîðûõ ñèì-
ïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà èìååò âèä ω2 = dp ∧ dq =

∑n
i=1 dpi ∧ dqi. Èçâåñò-

íî, ÷òî êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû ñóùåñòâóþò â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè
ñèìïëåêòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ; óðàâíåíèÿ (1) îïðåäåëÿþò îäíó è òó
æå ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó íåçàâèñèìî îò âûáîðà êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàò.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèòóàöèÿ. Èìååòñÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà,
íàçûâàåìàÿ äàëåå íåâîçìóù¼ííîé, ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî êîòîðîé ñîäåð-
æèò ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå Λ ⊂ H−1(h), ñïëîøü çàïîëíåííîå çàìêíó-
òûìè òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû. Ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè ãàìèëüòîíèàíà H,
à òåì ñàìûì è ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, ïîäìíîãîîáðàçèå çàìêíóòûõ òðà-
åêòîðèé ðàñïàäàåòñÿ, íî íåêîòîðûå èç çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé âûæèâàþò.
Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ âûÿñíåíèå � êàêèå, ñêîëüêî, ãäå ïîÿâëÿþòñÿ
ýòè âûæèâøèå òðàåêòîðèè, êàêèå èç íèõ áûâàþò óñòîé÷èâû? Áîëåå òî÷íî,
íóæíî îöåíèòü ÷èñëî ýòèõ òðàåêòîðèé, âûÿñíèòü èõ ðàñïîëîæåíèå, íàéòè
óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ýòèõ òðàåêòîðèé è âûÿñíèòü äðóãèå âîïðîñû, êîòî-
ðûå îáû÷íî ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ ïðèëîæåíèé.

Îïèñàííàÿ ñèòóàöèÿ ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ, â ÷àñòíîñòè, â
çàäà÷àõ î ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ, çàäà÷àõ î äâèæåíèè çàðÿæåííûõ ÷à-
ñòèö, à òàêæå â çàäà÷å î ïëàíåòíî-ñïóòíèêîâîé ñèñòåìå, êîòîðàÿ èññëåäî-
âàíà â äàííîé äèññåðòàöèè. Â äàííîé ðàáîòå äîêàçàíà ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà
äëÿ ÷èñëà ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé ïëàíåòíî-ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû âî âðà-
ùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïðèâåäåíû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì
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ïðèáëèæåíèè äëÿ îäíîãî èç ýòèõ äâèæåíèé è îïèñàíû �ïîðîæäàþùèå� äâè-
æåíèÿ. Îáû÷íî âîïðîñû òàêîãî ñîðòà ðåøàþòñÿ äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé
çàäà÷è îòäåëüíî. Â äèññåðòàöèè äåëàåòñÿ ïîïûòêà ïîëó÷èòü îáùèå ïîäõî-
äû ê å¼ èññëåäîâàíèþ, ïåðå÷èñëèòü îáùèå ìåòîäû, êîòîðûå ãîäÿòñÿ â ýòîé
ñèòóàöèè.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç òð¼õ ãëàâ.
Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà òðåì âîïðîñàì: ñóùåñòâîâàíèþ, ëîêàëèçàöèè

â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå è óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé âîçìóù¼í-
íûõ ñèñòåì. Ïðåæäå âñåãî ôîðìóëèðóåòñÿ åñòåñòâåííîå óñëîâèå íåâûðîæ-
äåííîñòè ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ, ëåæàùåãî íà íåîñîáîé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïî-
âåðõíîñòè H−1(h) è çàïîëíåííîãî çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè íåâîçìóù¼í-
íîé ñèñòåìû. Äàëåå äà¼òñÿ ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà äëÿ ÷èñëà çàìêíóòûõ òðà-
åêòîðèé âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû ÷åðåç òîïîëîãèþ ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèÿ B =
Λ/S1 ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ ïî çàìêíóòûì òðàåêòîðèÿì íåâîçìóù¼ííîé ñè-
ñòåìû.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì �1.1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 1. Ïóñòü íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè (M2n, ω2) çàäà-
íà ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ñ ãàìèëüòîíèàíîì H. Ïóñòü Λ ⊂ H−1(h) �
êîìïàêòíîå íåâûðîæäåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå (áåç êðàÿ), ñïëîøü çàïîëíåí-
íîå çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè ýòîé ñèñòåìû, è ïóñòü íà Λ èìååòñÿ
ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ T ïåðèîäà ýòèõ òðàåêòîðèé. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
H̃, C2�áëèçêîé ê ôóíêöèè H, ñèñòåìà ñ ãàìèëüòîíèàíîì H̃ èìååò ïî
ìåíüøåé ìåðå îäíó çàìêíóòóþ òðàåêòîðèþ íà ïîâåðõíîñòè H̃−1(h). Áî-
ëåå òîãî, ÷èñëî òàêèõ òðàåêòîðèé íå ìåíüøå, ÷åì ìèíèìàëüíîå ÷èñëî
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ãëàäêîé ôóíêöèè íà ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèè B = Λ/S1.
Ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòåé ÷èñëî òàêèõ òðàåêòîðèé íå ìåíüøå ìèíèìàëüíîãî
÷èñëà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ìîðñîâñêîé ôóíêöèè íà B.

Òåîðåìà 1 îáîáùàåò ðåçóëüòàòû ðàáîò Ì.Áîòòêîëà [14] è Ï.Ë. Ãèíçáóð-
ãà [4]. Â ðàáîòå Áîòòêîëà [14] íà Λ íàêëàäûâàåòñÿ áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå
íåâûðîæäåííîñòè, à òàêæå ïðåäïîëàãàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ñèìïëåêòè÷å-
ñêóþ ñòðóêòóðó (åå òî÷íîñòü) ëèáî íà òîïîëîãèþ ìíîãîîáðàçèÿ B (òðè-
âèàëüíîñòü ãðóïïû åãî îäíîìåðíûõ ãîìîëîãèé). Îäíàêî ïîäõîä Áîòòêîëà
î÷åíü áëèçîê ê ïîäõîäó, ïðåäëàãàåìîìó â äàííîé äèññåðòàöèè. Â ðàáîòå
Ãèíçáóðãà [4] ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà âñå òðàåêòîðèè íåâîçìóù¼í-
íîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû íà èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè çàìêíóòû, è
äîêàçûâàåòñÿ áîëåå ñëàáàÿ îöåíêà äëÿ ÷èñëà çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé âîçìó-
ù¼ííîé ñèñòåìû. À èìåííî, îöåíêà Ãèíçáóðãà ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ
êðèòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ãëàäêèõ ôóíêöèé ñïåöèàëüíîãî âèäà íà âñ¼ì
Λ, êîòîðûå âêëþ÷àþò â ñåáÿ ôóíêöèè, ÿâëÿþùèåñÿ �ïîäúåìîì� ãëàäêèõ
ôóíêöèé íà B. Êðîìå òîãî, Ãèíçáóðã ðàññìàòðèâàë ëèøü ñëó÷àé, êîãäà
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ïîäìíîãîîáðàçèå Λ ëîêàëüíî-òðèâèàëüíî ðàññëîåíî íà çàìêíóòûå òðàåêòî-
ðèè íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû, à ðåçóëüòàòû äàííîé äèññåðòàöèè ïðèìåíèìû
òàêæå â ñëó÷àå ðàññëîåíèé áîëåå îáùåãî âèäà, à èìåííî, äëÿ ìíîãîìåðíûõ
ðàññëîåíèé Çåéôåðòà. Òàêèå ðàññëîåíèÿ âîçíèêàþò, íàïðèìåð, ïðè èçó÷å-
íèè çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íåâîçìóù¼ííîé
çàäà÷è (ñì. ðàáîòû À.Âåéíñòåéíà [34, 35, 36] è Þ.Ìîçåðà [25]).

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, òåîðåìà 1 áûëà ïîëó÷åíà â ðàáîòå [37] Âåéíñòåéíà.
Îäíàêî ïðåäëàãàåìîå â äèññåðòàöèè äîêàçàòåëüñòâî áîëåå ïðîñòîå, ãåîìåò-
ðè÷åñêîå è êîíñòðóêòèâíîå. Ðàçâèâàÿ èäåè À.Ïóàíêàðå [28], ìû îïèðàåìñÿ
íà êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó î íåÿâíîé ôóíêöèè. Â ÷àñòíîñòè, ìû íå ðàññìàò-
ðèâàåì áåñêîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà ïåòåëü, èñïîëüçîâàâøèåñÿ â ðàáîòå
[37].

Òåîðåìó 1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê ÷àñòè÷íî ïîäòâåðæäàþùóþ èç-
âåñòíóþ ãèïîòåçó Â.È. Àðíîëüäà î òîì, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðåìà Ïó-
àíêàðå [28, 1, 7] äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ñèìïëåê-
òè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé è ïðîèçâîëüíûõ (íå îáÿçàòåëüíî ìàëûõ) âîçìóùå-
íèé. Â ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðåìå Ïóàíêàðå èçó÷àåòñÿ ñîõðàíÿþùåå ïëîùàäè
îòîáðàæåíèå ïëîñêîãî êðóãîâîãî êîëüöà íà ñåáÿ, ãîìîòîïíîå òîæäåñòâåí-
íîìó è ïîâîðà÷èâàþùåå ãðàíè÷íûå îêðóæíîñòè êîëüöà �â ðàçíûå ñòîðî-
íû�. Òåîðåìà Ïóàíêàðå óòâåðæäàåò, ÷òî ëþáîå òàêîå îòîáðàæåíèå èìååò
ïî ìåíüøåé ìåðå äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè. Ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà Ïó-
àíêàðå êàê ðàç â ñèòóàöèè, ðàññìàòðèâàåìîé â äàííîé äèññåðòàöèè: êîãäà
îòîáðàæåíèå ïîëó÷åíî ìàëûì âîçìóùåíèåì îòîáðàæåíèÿ, èìåþùåãî öåëóþ
îêðóæíîñòü íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Äîêàçàòåëüñòâî áàçèðîâàëîñü íà èäåå î
ñîâïàäåíèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ ñ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè åãî
ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè, êîòîðàÿ ëåæèò è â îñíîâå èññëåäîâàíèé, ïðîâåä¼í-
íûõ â äàííîé äèññåðòàöèè. (Ëèøü çàòåì ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðåìà Ïóàíêàðå
â ïîëíîé ôîðìóëèðîâêå, ò.å. áåç òðåáîâàíèÿ áëèçîñòè ê èíòåãðèðóåìîìó
îòîáðàæåíèþ, áûëà äîêàçàíà Áèðêãîôîì, îäíàêî ýòî äîêàçàòåëüñòâî áûëî
íåïðîñòûì è èñïîëüçîâàëî ñîâñåì äðóãèå èäåè.)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííûé â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàò íå ïðåòåí-
äóåò íà ïîëíîå îáîáùåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðåìû Ïóàíêàðå íà ñëó÷àé
ïðîèçâîëüíûõ âîçìóùåíèé. Îáîáùåíèå ýòîé òåîðåìû äîêàçàíî çäåñü ëèøü
äëÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé. Âîçìîæíî, íàø ðåçóëüòàò äîïóñêàåò óñèëåíèå, åñ-
ëè âîñïîëüçîâàòüñÿ òåõíèêîé ðàáîò [3, 4, 15�17, 23, 24, 27, 31�33, 37, 38].

Ðåçóëüòàòîì �1.2 ÿâëÿåòñÿ ìåòîä óñðåäíåíèÿ íà ïîäìíîãîîáðàçèè. Èçó-
÷àåòñÿ âîïðîñ î òîì, ãäå èìåííî â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàñïîëîæåíû ôà-
çîâûå òðàåêòîðèè âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ çàâèñèò îò
êîíêðåòíîãî âîçìóùåíèÿ, è â ñëó÷àå âîçìóùåíèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ îòâåò
äà¼òñÿ â òåðìèíàõ óñðåäíåíèÿ ýòîãî âîçìóùåíèÿ ïî çàìêíóòûì òðàåêòîðè-
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ÿì èñõîäíîé ñèñòåìû. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 2 (ìåòîä óñðåäíåíèÿ íà ïîäìíîãîîáðàçèè). Ïóñòü, â óñëîâèÿõ
òåîðåìû 1, ïîäìíîãîîáðàçèå Λ íåâûðîæäåíî, íî íå îáÿçàòåëüíî êîìïàêò-
íî. Ïóñòü âîçìóù¼ííûé ãàìèëüòîíèàí ãëàäêî çàâèñèò îò ìàëîãî ïàðà-
ìåòðà ε, ò.å. èìååò âèä H̃ = H + εH1 + o(ε). Ðàññìîòðèì íà ïîäìíîãîîá-
ðàçèè Λ ãëàäêóþ ôóíêöèþ

H̄(m) =
∫ T (m)

0
H(γ(m, t)) dt, m ∈ Λ,

� óñðåäíåíèå âîçìóùåíèÿ H = H1|Λ ïî çàìêíóòûì òðàåêòîðèÿì γ =
γ(m, t) ⊂ Λ íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû, 0 ≤ t ≤ T (m). Ïóñòü òðàåêòîðèÿ
γ0 ⊂ Λ ÿâëÿåòñÿ áîòòîâñêèì êðèòè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì ôóíêöèè
H̄. Òîãäà ñóùåñòâóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ òðàåê-
òîðèé γε ⊂ H̃−1(h) âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû, ãëàäêî çàâèñÿùåå îò ìàëîãî
ïàðàìåòðà ε è ñîâïàäàþùåå ñ òðàåêòîðèåé γ0 ïðè ε = 0.

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå ìåòîäà óñðåäíåíèÿ
íà ìíîãîîáðàçèè, ïîëó÷åííîãî ðàíåå â ðàáîòå Þ.Ìîçåðà [24], ãäå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ëèøü ñëó÷àé, êîãäà íåâîçìóù¼ííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷å-
ñêîé, ò.å. âñå å¼ òðàåêòîðèè çàìêíóòû.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, òåîðåìà 2 (à òàêæå ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû 1)
áûëà äîêàçàíà ðàíåå â ðàáîòå Âåéíñòåéíà [34], ãäå äîêàçàòåëüñòâî ïðîâî-
äèòñÿ â ñëåäóþùèå äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà ðåçóëüòàò äîêàçûâàåòñÿ â ÷àñòíîì
ñëó÷àå, êîãäà ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî çàäà÷è M ÿâëÿåòñÿ êîêàñàòåëüíûì ðàñ-
ñëîåíèåì ê íåêîòîðîìó ìíîãîîáðàçèþ, ïðè÷¼ì ïîäìíîãîîáðàçèå Λ ëåæèò â
íóëåâîì ñå÷åíèè ýòîãî ðàññëîåíèÿ. À çàòåì îáùèé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ýòîìó
÷àñòíîìó ñëó÷àþ ïóò¼ì óâåëè÷åíèÿ ðàçìåðíîñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.
Äîêàçàòåëüñòâî, ïðåäëàãàåìîå â äàííîé äèññåðòàöèè, îñíîâàíî íà áîëåå
åñòåñòâåííîì, ïî ìíåíèþ àâòîðà, ãåîìåòðè÷åñêîì ïîäõîäå.

Â �1.3 ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ îðáèòàëüíîé óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðè-
áëèæåíèè äëÿ íåêîòîðûõ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû. Èç
áîëåå îáùèõ óòâåðæäåíèé ýòîãî ïàðàãðàôà âûòåêàåò, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþ-
ùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü, â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2, σ ⊂ H−1(h) � ìàëåíüêàÿ ïëî-
ùàäêà â H−1(h), òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùàÿ çàìêíóòóþ òðàåêòîðèþ
γ0. Ïóñòü dA(m) : Tmσ → Tmσ � îïåðàòîð ìîíîäðîìèè â òî÷êå m = γ0∩σ,
îïðåäåëÿåìûé ïîòîêîì íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäó-
þùèå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàííîé çíàêîîïðåäåë¼ííîñòè:

1. êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q(ξ) = ω2(dA(m)ξ, ξ) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà
íà ïîäïðîñòðàíñòâå, òðàíñâåðñàëüíîì ê Tm(Λ ∩ σ) â Tmσ;
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2. òðàåêòîðèÿ γ0 ÿâëÿåòñÿ áîòòîâñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì ëîêàëüíîãî
ìàêñèìóìà ôóíêöèè H̄.

Òîãäà çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ γε âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû, ñóùåñòâóþùàÿ
ñîãëàñíî òåîðåìå 2, îðáèòàëüíî óñòîé÷èâà â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè.

Â �1.4 ïðèâîäÿòñÿ òåîðåìû, àíàëîãè÷íûå òåîðåìàì 1, 2 è 3, äëÿ íåïî-
äâèæíûõ òî÷åê ñèìïëåêòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ïðèâåäåíû â �1.5.
Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ òåîðåì 1, 2, 3 è èõ âèäîèçìåíåíèÿì â ñëå-

äóþùèõ ñèòóàöèÿõ.
Â �2.1 äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè òåîðåì 1, 2 è 3 äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íà ïîä-

ìíîãîîáðàçèè Λ, çàïîëíåííîì çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè, ïîñòîÿííà ôóíê-
öèÿ ïåðèîäà T , à ãàìèëüòîíèàí H, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïîñòîÿíåí. Ïðè ýòîì
äëÿ âîçìóù¼ííîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû îöåíèâàåòñÿ ÷èñëî è âûÿñíÿåòñÿ
ðàñïîëîæåíèå çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé, èìåþùèõ ôèêñèðîâàííûé ïåðèîä (à
íå ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå ãàìèëüòîíèàíà). Êðîìå òîãî, ïðèâîäèòñÿ îáîá-
ùåíèå ýòèõ òåîðåì â ñëó÷àå, êîãäà íå òîëüêî íà ãàìèëüòîíèàí, íî è íà
ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó íàêëàäûâàåòñÿ ìàëîå âîçìóùåíèå.

Â �2.2 ïðèâîäèòñÿ ñëåäóþùåå îáîáùåíèå òåîðåìû 1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñèòóàöèÿ, êîãäà ïîäìíîæåñòâî Λ ⊂ H−1(h), çàïîëíåííîå ïåðèîäè÷åñêèìè
òðàåêòîðèÿìè, ñîäåðæèò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû. Â ýòîé ñèòóàöèè
ìíîæåñòâî Λ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì, îä-
íàêî äëÿ íåãî ìîæíî îïðåäåëèòü åñòåñòâåííîå ïîíÿòèå íåâûðîæäåííîñòè.

Äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ îñîáåííîñòü êîìïàêòíîãî íåâûðîæäåííîãî ìíîæå-
ñòâà Λ ÿâëÿåòñÿ �êîíè÷åñêîé�, ò.å. ãîìåîìîðôíà îñîáåííîñòè ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ìíîæåñòâà äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû. Ôèêñèðóåòñÿ òèï âîçìó-
ùåíèé ãàìèëüòîíèàíà, ïðè êîòîðûõ ïîâåðõíîñòü H̃−1(h) ñòàíîâèòñÿ íåîñî-
áîé. Ïî ìíîæåñòâó Λ ñ êîíè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè è òèïó âîçìóùåíèÿ
îäíîçíà÷íî ñòðîèòñÿ, ñ ïîìîùüþ àíàëîãà ìîðñîâñêèõ ïåðåñòðîåê, ãëàäêîå
ìíîãîîáðàçèå Λ∗, íàçûâàåìîå ìîðñîâñêèì ðàçðåøåíèåì ìíîæåñòâà Λ. Íà
ìíîãîîáðàçèè Λ∗ îïðåäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííîå äåéñòâèå îêðóæíîñòè.

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 4 (Òåîðåìà 8). Ïóñòü Λ ⊂ H−1(h) � êîìïàêòíîå íåâûðîæ-
äåííîå ïîäìíîæåñòâî, ñïëîøü çàïîëíåííîå çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè
ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H è ñîäåðæàùåå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ýòîé
ñèñòåìû. Ðàññìîòðèì ëþáóþ ôóíêöèþ H̃, C4�áëèçêóþ ê H, äëÿ êîòîðîé
÷èñëî h íå ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì. Òîãäà âñå îñîáåííîñòè ìíî-
æåñòâà Λ ÿâëÿþòñÿ êîíè÷åñêèìè è ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1,
â êîòîðîì âìåñòî ìíîæåñòâà Λ âìåñòå ñ åãî ðàññëîåíèåì íà çàìêíóòûå
òðàåêòîðèè íóæíî ðàññìîòðåòü ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå Λ∗ ñ ðàññëîåíèåì
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íà í¼ì, ãäå Λ∗ � ìîðñîâñêîå ðàçðåøåíèå ìíîæåñòâà Λ, îòâå÷àþùåå ðàñ-
ñìàòðèâàåìîìó òèïó âîçìóùåíèÿ ãàìèëüòîíèàíà.

Ýòà ñèòóàöèÿ îáîáùàåò ñèòóàöèþ, êîòîðóþ èññëåäîâàëè Âåéíñòåéí [34,
35] è Ìîçåð [25]. Â ýòèõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàåìîå íàìè ïîäìíîæåñòâî Λ
ñîâïàäàåò ñ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ, à ìíîãîîáðàçèå Λ∗ ÿâëÿåòñÿ íå÷¼ò-
íîìåðíîé ñôåðîé. Äëÿ ýòîé ñèòóàöèè â óêàçàííûõ ðàáîòàõ äîêàçûâàåòñÿ
ñïåöèàëüíàÿ îöåíêà ÷èñëà ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé âáëèçè ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû, âûòåêàþùàÿ èç ñèìïëåêòè÷íîñòè ôàêòîð-ìíîãîîáðà-
çèÿ B∗ = Λ∗/S1.

Â �2.3 ïðèâîäÿòñÿ ôîðìóëèðîâêè òåîðåì 1 è 2 äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíûõ
(âîîáùå ãîâîðÿ, íå ãàìèëüòîíîâûõ) äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Àíàëîãè÷íûå ðå-
çóëüòàòû èìåþòñÿ â ðàáîòàõ Ô.Á.Ôóëëåðà [18] è Ìîçåðà [24].

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà ïðèëîæåíèþ óêàçàííûõ ìåòîäîâ ê çàäà÷å íåáåñíîé
ìåõàíèêè î äâèæåíèè ïëàíåòíî-ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû.

Â �3.1�3.4 äîêàçàíà ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà äëÿ ÷èñëà ïåðèîäè÷åñêèõ äâè-
æåíèé ïëàíåòíî-ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò,
ïðèâåäåíû óñëîâèÿ îðáèòàëüíîé óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè
äëÿ îäíîãî èç ýòèõ äâèæåíèé, äàíî îïèñàíèå �ïîðîæäàþùèõ� äâèæåíèé.

Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàò áîëåå òî÷íî. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à, ÿâëÿþ-
ùàÿñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïëîñêîé çàäà÷è N + 1 òåë. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ìàññà îäíîãî òåëà � Ñîëíöà � ìíîãî áîëüøå ñóììû ìàññ îñòàëüíûõ òåë
� ïëàíåò è ñïóòíèêîâ, ïðè÷¼ì ìàññà êàæäîé ïëàíåòû èìååò âèä µmi, ãäå
mi = const. Êàæäîé ïëàíåòå ñîïîñòàâëÿåòñÿ íàáîð å¼ ñïóòíèêîâ, íàõîäÿ-
ùèõñÿ âáëèçè ýòîé ïëàíåòû, íà ðàññòîÿíèè ïîðÿäêà ρ ¿ 1. Ïðè ýòîì äëÿ
êàæäîé ïëàíåòû ñóììà ìàññ å¼ ñïóòíèêîâ èìååò ïîðÿäîê ν ¿ 1 ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ìàññîé ýòîé ïëàíåòû, à óãëîâûå ñêîðîñòè âðàùåíèé ñïóòíèêîâ âîêðóã
ïëàíåòû èìåþò ïîðÿäîê 1/ω À 1 ïî ñðàâíåíèþ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ âðà-
ùåíèÿ ýòîé ïëàíåòû âîêðóã Ñîëíöà.

Äîêàçàíî, ÷òî ïðè åñòåñòâåííîì ñîîòíîøåíèè ìàëûõ ïàðàìåòðîâ îïè-
ñàííîé çàäà÷è: ρ3 ∼ µω2, îòâå÷àþùåì âòîðîìó çàêîíó Êåïëåðà, íåâîçìó-
ù¼ííàÿ çàäà÷à ðàñïàäàåòñÿ íà íåçàâèñèìûå çàäà÷è Êåïëåðà äëÿ êàæäîé
ïëàíåòû è �ïðåäåëüíûå� çàäà÷è Õèëëà äëÿ êàæäîãî ñïóòíèêà. Ñ ïîìîùüþ
ðåçóëüòàòîâ �2.1 îòñþäà âûâîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà äëÿ ÷èñëà ïåðèîäè-
÷åñêèõ äâèæåíèé ïëàíåòíî-ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå
êîîðäèíàò.
Òåîðåìà 5 (Òåîðåìà 11). Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å N +1 òåë ôèêñèðóåì
íàáîð ÷àñòîò ω1, . . . , ωN äëÿ êðóãîâûõ äâèæåíèé ïëàíåò âîêðóã Ñîëíöà è
ñïóòíèêîâ âîêðóã ïëàíåò, ãäå ÷àñòîòû âñåõ ñïóòíèêîâ èìåþò ïîðÿäîê 1,
à ÷àñòîòû âñåõ ïëàíåò èìåþò ïîðÿäîê ω, 0 < ω ¿ 1. Ïóñòü ýòîò íàáîð
ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî ðåçîíàíñíûì: ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ T = O(1/ω)
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ïîëîæåíèÿ âñåõ òåë ñèñòåìû îòëè÷àþòñÿ îò èñõîäíûõ ïîëîæåíèé ïîâî-
ðîòîì ïëîñêîñòè íà îäèí è òîò æå óãîë α mod 2π âîêðóã Ñîëíöà. Ïóñòü
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ µ è ν äîñòàòî÷íî ìàëû: µ ≤ µ0, ν ≤ ν0, ãäå µ0

è ν0 � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, çàâèñÿùèå òîëüêî îò ω. Òîãäà
âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:

À) Åñëè α mod 2π îòäåëåíî îò íóëÿ, òî ñóùåñòâóåò íå ìåíåå 2N−2 ïå-
ðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé ïëàíåòíî-ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû âî âðàùàþùåéñÿ
ñèñòåìå êîîðäèíàò, áëèçêèõ ê êðóãîâûì äâèæåíèÿì ñ äàííûìè ñðåäíèìè
÷àñòîòàìè.

Á) Ïóñòü èñõîäíûé íàáîð ñðåäíèõ ÷àñòîò óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì: çíà÷åíèå α mod π îòäåëåíî îò íóëÿ è êðóãîâûå äâèæåíèÿ âñåõ
ïëàíåò è ñïóòíèêîâ ñîíàïðàâëåíû, ò.å. óãëîâûå ñêîðîñòè ωj èìåþò îäèí
çíàê. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ �îòîáðàæåíèÿ çà
ïåðèîä� ÿâëÿåòñÿ áîòòîâñêîé ôóíêöèåé âáëèçè N�ìåðíîãî òîðà, îòâå÷à-
þùåãî êðóãîâûì äâèæåíèÿì, è âñå å¼ êðèòè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ äâóìåðíûìè òîðàìè. Òîãäà ýòè äâóìåðíûå òîðû èíâàðèàíòíû, è ïî
ìåíüøåé ìåðå îäèí èç íèõ îðáèòàëüíî óñòîé÷èâ â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè
íà îáùåé ïîâåðõíîñòè èíòåãðàëîâ ýíåðãèè è êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà.

Êðîìå òîãî, ñëåäóÿ èäåÿì Ïóàíêàðå îá îáðàòèìîñòè çàäà÷è N + 1 òåë,
äà¼òñÿ îòâåò íà âîïðîñ î ëîêàëèçàöèè óêàçàííûõ â òåîðåìå 5 ïåðèîäè÷åñêèõ
äâèæåíèé: äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå 2N−2 ñèììåòðè÷íûõ, èëè �îáðàòèìûõ�,
ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé ïëàíåòíî-ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû âî âðàùàþùåéñÿ
ñèñòåìå êîîðäèíàò. À èìåííî, ýòè äâèæåíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî â
íåêîòîðûå ìîìåíòû âðåìåíè, êðàòíûå ïîëóïåðèîäó, âñå òåëà ñèñòåìû ðàñ-
ïîëàãàþòñÿ íà îäíîé ïðÿìîé, ò.å. íàáëþäàþòñÿ �ïàðàäû� ïëàíåò è ñïóòíè-
êîâ.

Â �3.5 ðàññìàòðèâàåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ñëó÷àé ïëàíåòíîé ñèñòåìû ñ �äâîé-
íûìè ïëàíåòàìè� (ò.å. ïëàíåòàìè, èìåþùèìè íå áîëåå îäíîãî ñïóòíèêà), è
äëÿ ñèñòåì ñ òàêèìè ïëàíåòàìè äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå,
áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î ìàëîñòè îòíîøåíèÿ ìàññû ñïóòíèêà ê ìàññå ïëàíåòû.

Ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùàåò àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò Ã.À.Êðàñèíñêîãî [8] î
äâèæåíèè ïëàíåòíîé ñèñòåìû, à òàêæå Â.Í.Òõàÿ [12]. Â ýòèõ ðàáîòàõ ðàñ-
ñìàòðèâàëàñü ïëàíåòíàÿ ñèñòåìà, â êîòîðîé ïëàíåòû íå èìåþò ñïóòíèêîâ,
è äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé ïåðâîãî ðîäà òàêîé ñèñòåìû áûëà äîêàçà-
íà òåîðåìà 5. Êðîìå òîãî, ýòà òåîðåìà îáîáùàåò ðåçóëüòàò Ìóëüòîíà [26]
(îáîáùàþùèé â ñâîþ î÷åðåäü ðåçóëüòàò Õèëëà), â êîòîðîì îíà áûëà ïîëó-
÷åíà äëÿ ñèñòåìû òèïà Ñîëíöå-Çåìëÿ-Ëóíà, ò.å. äëÿ ñëó÷àÿ îäíîé ïëàíåòû
è îäíîãî ñïóòíèêà. Òåîðåìà 5 â ñëó÷àå Ñîëíöå-ïëàíåòà-ñïóòíèêè áûëà ïî-
ëó÷åíà ðàíåå â ðàáîòå [12] Òõàÿ.

Ðåçóëüòàòû äàííîé äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà äåâÿòíàäöàòîé ñåñ-
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ñèè ñîâìåñòíûõ çàñåäàíèé ñåìèíàðà èì. È. Ã.Ïåòðîâñêîãî è Ìîñêîâñêîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà â ÿíâàðå 1998 ã., íà ñåìèíàðå ïî âåêòîðíîìó è
òåíçîðíîìó àíàëèçó èì. Â.Ê.Ðàøåâñêîãî ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôà-
êóëüòåòà ÌÃÓ, íà íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû íåáåñíîé ìåõàíèêè ÃÀÈØ
(Ãîñóäàðñòâåííîãî àñòðîíîìè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Øòåðíáåðãà) ïðè ÌÃÓ,
íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ êàôåäð òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè, äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è ïðèëîæåíèé ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ.

Àâòîð ãëóáîêî áëàãîäàðåí íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Í.Í.Íåõîðîøåâó
çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå. Òàêæå àâòîð õî-
òåë áû âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòü Ñ.Â.Áîëîòèíó, Â.Â.Êîçëîâó, Ä.Â.Òðåù¼-
âó, À.Ä.Áðþíî, Â.Í.Òõàþ, À.È.Íåéøòàäòó, Â.È.Àðíîëüäó, Â.Ì. Çàêà-
ëþêèíó, Þ. ×åêàíîâó, Ï. Ïóøêàðþ, Ì. Êîíöåâè÷ó, À.Ò.Ôîìåíêî, Â.Ë. Ãî-
ëî, Â.Â.Òðîôèìîâó, À.Â.Áîëñèíîâó, Á. Êðóãëèêîâó, Â.Â.Êàëàøíèêîâó çà
öåííûå çàìå÷àíèÿ è ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.
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1 Ñîõðàíåíèå çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé ãàìèëü-
òîíîâûõ ñèñòåì ïðè âîçìóùåíèÿõ

1.1 Îöåíêà ÷èñëà çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé
Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ ãàìèëüòîíèàíîì H íà ñèìïëåêòè÷å-
ñêîì ìíîãîîáðàçèè (M2n, ω2). Ïóñòü íà íåîñîáîé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõ-
íîñòè Mh = H−1(h) ⊂ M2n èìååòñÿ ñâÿçíîå ïîäìíîãîîáðàçèå Λ, ñïëîøü
çàïîëíåííîå çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè ýòîé ñèñòåìû.

Ïóñòü íà Λ èìååòñÿ íåïðåðûâíàÿ, à çíà÷èò, ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ

T : Λ → IR

ïåðèîäà çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé íà ïîäìíîãîîáðàçèè Λ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
íà Λ èìååòñÿ ãëàäêîå äåéñòâèå îêðóæíîñòè. Îíî ðàññëàèâàåò Λ íà íåîñîáûå
è îñîáûå ñëîè, ãîìåîìîðôíûå îêðóæíîñòè. Îðáèòû ýòîãî äåéñòâèÿ ñîâïà-
äàþò ñ çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè çàäàííîé ñèñòåìû íà Λ, è âðåìÿ äâèæå-
íèÿ ïî êàæäîé òðàåêòîðèè ïðîïîðöèîíàëüíî åñòåñòâåííîìó ïàðàìåòðó íà
îêðóæíîñòè ñ êîýôôèöèåíòîì T

2π
. Â ÷àñòíîñòè, ýòî äåéñòâèå îêðóæíîñòè

ëîêàëüíî ñâîáîäíî (ò.å. íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê), ïîñêîëüêó èçîýíåð-
ãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ïî ïðåäïîëîæåíèþ ÿâëÿåòñÿ íåîñîáîé.

Ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííîå ãëàäêîå ðàññëîåíèå

S1 → Λ
p→ B (2)

ñî ñëîåì îêðóæíîñòü, ñëîÿìè êîòîðîãî ñëóæàò çàìêíóòûå òðàåêòîðèè íà
ïîäìíîãîîáðàçèè Λ, à áàçîé B � ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèå Λ/S1 ñ åñòåñòâåííîé
ôàêòîð-òîïîëîãèåé.

Îïèñàííîå ðàññëîåíèå Λ íà îêðóæíîñòè áóäåì íàçûâàòü ïåðèîäè÷åñêèì,
èëè ðàññëîåíèåì Çåéôåðòà. Íà íåêîòîðûõ òðàåêòîðèÿõ, íàçûâàåìûõ îñî-
áûìè ñëîÿìè ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà, ôóíêöèÿ T ìîæåò íå ÿâëÿòüñÿ ìèíè-
ìàëüíûì ïåðèîäîì, à ëèøü äåëèòüñÿ íà íåãî íàöåëî. Ïðè÷èíà â òîì, ÷òî
ôóíêöèÿ ìèíèìàëüíîãî ïåðèîäà íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåïðåðûâíîé,
à ëèøü ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó.

Â ñëó÷àå ëîêàëüíî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ p â êà÷åñòâå íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè T ìîæíî âçÿòü ìèíèìàëüíûé ïåðèîä. Ïðè ýòîì ôàêòîð-ìíîãîî-
áðàçèå B = Λ/S1, î÷åâèäíî, áóäåò ÿâëÿòüñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì.

1.1.1 Ïîíÿòèå V �ìíîãîîáðàçèÿ
Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé ïåðèîäè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ (2) è îòìåòèì åãî
ñõîäñòâà è ðàçëè÷èÿ ñ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ëîêàëüíî-òðèâèàëüíîãî ðàññëî-
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åíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàññëîåíèå (2) èìååò îñîáûå ñëîè. Òîãäà ôàê-
òîð-ìíîãîîáðàçèå B óæå íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì, îäíàêî íà
í¼ì èìååòñÿ ñòðóêòóðà òàê íàçûâàåìîãî îáîáù¼ííîãî ìíîãîîáðàçèÿ, èëè
V�ìíîãîîáðàçèÿ [30, 36], àíàëîãè÷íàÿ ñòðóêòóðå ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

V �ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè k íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî, ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíîå ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâó IRk ïî íåêîòîðîé êî-
íå÷íîé ïîäãðóïïå Γ (çàâèñÿùåé îò òî÷êè) â ãðóïïå ëîêàëüíûõ äèôôåî-
ìîðôèçìîâ IRk → IRk, îñòàâëÿþùèõ íà÷àëî êîîðäèíàò íåïîäâèæíûì. Â
íàøåì ñëó÷àå äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèè ñ ìèíèìàëüíûì ïåðèîäîì T

N
, ãäå N

� íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäãðóïïà èçîìîðôíà
öèêëè÷åñêîé ãðóïïå ZZN .

Ãëàäêàÿ ñòðóêòóðà V �ìíîãîîáðàçèÿ B îïðåäåëÿåòñÿ òàê. Ôóíêöèþ f
íà ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèè B íàçîâ¼ì ãëàäêîé, åñëè å¼ îáðàòíûé îáðàç p∗f :
Λ → IR ïðè îòîáðàæåíèè p : Λ → B ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé íà ìíîãî-
îáðàçèè Λ. Êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè ãëàäêîé ôóíêöèè f : B → IR íàçîâ¼ì
ïðîåêöèè íà B êðèòè÷åñêèõ îðáèò ôóíêöèè p∗f . Êðèòè÷åñêóþ òî÷êó ôóíê-
öèè f íàçîâ¼ì íåâûðîæäåííîé, èëè ìîðñîâñêîé, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé
êðèòè÷åñêàÿ îðáèòà ôóíêöèè p∗f ÿâëÿåòñÿ áîòòîâñêîé.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ, äèôôåîìîðôèçìû,
âåêòîðíûå ïîëÿ è äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû äëÿ V �ìíîãîîáðàçèé. Íà-
ïðèìåð, íà V �ìíîãîîáðàçèè B = Λ/S1 èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ êîððåêòíî
îïðåäåë¼ííàÿ çàìêíóòàÿ 2�ôîðìà, à èìåííî, �ïðîåêöèÿ� íà B îãðàíè÷åíèÿ
ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû íà ïîäìíîãîîáðàçèå Λ. Îòíîñèòåëüíî ýòîé 2�
ôîðìû ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèå B ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì (ñì. [36],
à òàêæå íèæå).

Êðîìå òîãî, ìîæíî îïðåäåëèòü êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå T∗B ê ëþáî-
ìó V �ìíîãîîáðàçèþ B. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì â êàæäîé òî÷êå m ∈ Λ
ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TmΛ ïî îäíîìåðíîìó ïîä-
ïðîñòðàíñòâó, êàñàòåëüíîìó ê çàìêíóòîé òðàåêòîðèè íà Λ, ïðîõîäÿùåé ÷å-
ðåç m. Íà ïîëó÷åííîì ðàññëîåíèè íàä Λ èìååòñÿ åñòåñòâåííîå ïåðèîäè÷å-
ñêîå äåéñòâèå îêðóæíîñòè. Ïðîñòðàíñòâî îðáèò ýòîãî äåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ
íåêîòîðûì (íå ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì) ðàññëîåíèåì íàä V �ìíîãîîáðàçèåì
B = Λ/S1, è ýòî ïðîñòðàíñòâî îðáèò íàçîâ¼ì êàñàòåëüíûì ðàññëîåíèåì ê
B. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå T ∗B. Îòìåòèì, ÷òî
ïðîñòðàíñòâà T∗B è T ∗B, êàê è B, ÿâëÿþòñÿ V �ìíîãîîáðàçèÿìè.
Çàìå÷àíèå 1. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ëþáîå V �ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè k
íåâûðîæäåíî â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Ëþáàÿ òî÷êà b ∈ B èìååò îêðåñòíîñòü,
äèôôåîìîðôíóþ ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâó IRk/Γb ïðîñòðàíñòâà IRk ïî íåêîòî-
ðîé êîíå÷íîé ïîäãðóïïå Γb â ãðóïïå GL(k) ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, äåéñòâèå ëþáîé êîíå÷íîé ãðóïïû â ïðîñòðàíñòâå IRk äèô-
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ôåîìîðôíî ëèíåéíîìó äåéñòâèþ. (Ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ äåéñòâèÿ
â ïðîñòðàíñòâå IRk ëþáîé êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè.) Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ðàññìîòðèì ëþáóþ ðèìàíîâó ìåòðèêó íà ïðîñòðàíñòâå IRk è ðàññìîòðèì
ñóììó å¼ îáðàçîâ ïðè äåéñòâèè ýëåìåíòàìè ïîäãðóïïû Γb. Ïîëó÷åííàÿ ðè-
ìàíîâà ìåòðèêà íà ïðîñòðàíñòâå IRk, î÷åâèäíî, èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî
äåéñòâèÿ ýëåìåíòàìè ãðóïïû Γb. Â ÷àñòíîñòè, ãåîäåçè÷åñêèå ýòîé ìåòðèêè
ïðè äåéñòâèè ëþáûì ýëåìåíòîì g ∈ Γb ïåðåéäóò â ãåîäåçè÷åñêèå. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïðè îòîæäåñòâëåíèè IRk ñ T0IR

k ïðè ïîìîùè ýêñïîíåíöèàëüíîãî
îòîáðàæåíèÿ exp0 : T0IR

k → IRk, êàñàòåëüíîå äåéñòâèå g∗(0) ýëåìåíòîì g íà
T0IR

k ïåðåéä¼ò â äåéñòâèå ýòèì ýëåìåíòîì g íà IRk. Òàêèì îáðàçîì, äåé-
ñòâèå ãðóïïû Γb íà IRk èçîìîðôíî êàñàòåëüíîìó äåéñòâèþ ýòîé ãðóïïû íà
ïðîñòðàíñòâå T0IR

k. Ïîñëåäíåå äåéñòâèå, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèåì êî-
íå÷íîé ïîäãðóïïû ãðóïïû GL(k) ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà
T0IR

k.
Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TbB â òî÷-

êå âèäà b = p(γ) ∈ B, ãäå γ � îñîáûé ñëîé, äèôôåîìîðôíî ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâó IRk/Γb è, òåì ñàìûì, äèôôåîìîðôíî íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè b â B.

1.1.2 Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà
Äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèè γ ⊂ Λ ðàññìîòðèì ìàëåíüêóþ ïëîùàäêó σ ⊂ Mh,
òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùóþ ýòó òðàåêòîðèþ è íàçûâàåìóþ ñå÷åíèåì Ïó-
àíêàðå. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå A : σ → σ ýòîé ïëîùàäêè íà
ñåáÿ, çàäàâàåìîå ïîòîêîì ñèñòåìû çà âðåìÿ, áëèçêîå ê ïåðèîäó T |γ. ßñíî,
÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ m = γ ∩ σ èñõîäíîé òðàåêòîðèè γ ñ ñå÷åíèåì Ïóàí-
êàðå σ, êàê è ëþáàÿ äðóãàÿ òî÷êà ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ∩ σ, íåïîäâèæíà ïðè
îòîáðàæåíèè A. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ÷àñòü dA(m) îòîáðàæåíèÿ A â ýòîé
íåïîäâèæíîé òî÷êå.
Îïðåäåëåíèå 1. Ïîäìíîãîîáðàçèå Λ íàçîâ¼ì íåâûðîæäåííûì, åñëè ðàñ-
ñëîåíèå (2) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, è äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèè γ ⊂ Λ ÿäðî
îïåðàòîðà dA(m)− I ñîâïàäàåò ñ êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì Tm(Λ ∩ σ) ê
ïîäìíîãîîáðàçèþ Λ ∩ σ:

ker (dA(m)− I) = Tm(Λ ∩ σ),

ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Tmσ ê ñå÷å-
íèþ Ïóàíêàðå σ â òî÷êå m.

Ðàññìîòðèì íà (M2n, ω2) âîçìóù¼ííóþ ñèñòåìó ñ íåêîòîðûì ãàìèëüòî-
íèàíîì H̃, áëèçêèì ê H ïî íîðìå C2.
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Îïðåäåëåíèå 2. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ãîâîðÿ î çàìêíóòîé òðàåêòîðèè
âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû, ìû âñåãäà áóäåì èìåòü â âèäó çàìêíóòóþ òðàåêòî-
ðèþ γ̃, îáëàäàþùóþ äîïîëíèòåëüíûì ñâîéñòâîì �ïî÷òè T�ïåðèîäè÷íîñòè�.
À èìåííî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíà áëèçêà ê ïîäìíîãîîáðàçèþ Λ, è å¼
ïåðèîä áëèçîê ê ïåðèîäó T |γ íåêîòîðîé áëèçêîé ê γ̃ íåâîçìóù¼ííîé òðàåê-
òîðèè γ ⊂ Λ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïîäìíîãîîáðàçèå Λ ⊂ Mh, ñïëîøü çàïîëíåííîå çà-
ìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû, êîìïàêòíî (áåç êðàÿ)
è íåâûðîæäåíî. Ïóñòü ðàññëîåíèå (2) ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ íà çàìêíóòûå
òðàåêòîðèè ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì. Òîãäà ÷èñëî ëåæàùèõ íà H̃−1(h)
ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû
íå ìåíüøå, ÷åì ìèíèìàëüíîå ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ãëàäêîé ôóíêöèè
íà ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèè B = Λ/S1. Êðîìå òîãî, ÷èñëî òàêèõ òðàåêòîðèé
ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòåé íå ìåíüøå ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê
ìîðñîâñêîé ôóíêöèè íà B.

Èç ýòîé òåîðåìû ïîëó÷àåì (ñì. [13, 11]) ñëåäóþùåå
Ñëåäñòâèå 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ÷èñëî ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ
çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû íà ïîâåðõíîñòè H̃−1(h)
íå ìåíüøå êàòåãîðèè Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà cat B ôàêòîð-ìíîãîîáðà-
çèÿ B. Åñëè ïðè ýòîì ðàññëîåíèå (2) ëîêàëüíî-òðèâèàëüíî, òî ÷èñëî òà-
êèõ òðàåêòîðèé ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòåé íå ìåíüøå ñóììû ÷èñåë Áåòòè∑

βi(B) ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ.
Â äåéñòâèòåëüíîñòè, òåîðåìà 1 áûëà äîêàçàíà ðàíåå äðóãèì ìåòîäîì

Âåéíñòåéíîì â ðàáîòå [37].
Èç òåîðåìû 1 è ñëåäñòâèÿ 1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå áîëåå ãðóáûå îöåíêè

äëÿ ÷èñëà çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû íà ïîâåðõíîñòè
H̃−1(h).
Ñëåäñòâèå 2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ÷èñëî ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ çà-
ìêíóòûõ òðàåêòîðèé âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû íà ïîâåðõíîñòè H̃−1(h) íå
ìåíüøå 1

2
cat Λ. Êðîìå òîãî, ÷èñëî çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé ñ ó÷¼òîì êðàò-

íîñòåé íå ìåíüøå 1
2

∑
βi(Λ).

Â ñëó÷àå ëîêàëüíî-òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ (2) ýòè îöåíêè âûòåêàþò
èç ñëåäñòâèÿ 1 è ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ [13]:

cat Λ ≤ cat S1cat B = 2cat B,

ãäå S1 � ñëîé ðàññëîåíèÿ (2), è

βi(Λ) ≤ βi(B) + βi−1(B), i ∈ ZZ+
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(ïîñëåäíþþ îöåíêó íåòðóäíî ïîëó÷èòü èç ðåçóëüòàòîâ êíèãè [5]). Â ñëó÷àå
ïðîèçâîëüíûõ ðàññëîåíèé Çåéôåðòà ìû âûâåäåì íóæíûå îöåíêè íåïîñðåä-
ñòâåííî èç òåîðåìû 1 (èëè å¼ áîëåå ñëàáûõ àíàëîãîâ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäñòâèå 2 ëåãêî âûâåñòè íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû
1 (òàêèì æå ñïîñîáîì, êàê âûâîäÿòñÿ îöåíêè ñëåäñòâèÿ 1). Ìû äîêàæåì
ýòè îöåíêè äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ôóíêöèé íà Λ, íàçûâàåìûõ èíîãäà
êðóãëûìè ôóíêöèÿìè, � ó êîòîðûõ ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãëàäêèõ îêðóæíîñòåé.

Íàïîìíèì [13], ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ôàêòà î êàòåãîðèè Ëþñòåðíèêà-
Øíèðåëüìàíà (ñì. ñëåäñòâèå 1) îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì íàáëþäåíèè. Äëÿ
ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè F : Λ → IR, ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê êîòî-
ðîé ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ñâÿçíûõ êîìïîíåíò Ci ⊂ Λ, 1 ≤ i ≤ N ,
êàòåãîðèÿ ìíîæåñòâà Λa = {F ≤ a} íå óáûâàåò ïî a ∈ IR è ïðè ïåðåõîäå
÷åðåç êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå a ôóíêöèè F óâåëè÷èâàåòñÿ íå áîëåå ÷åì íà
ìàêñèìóì êàòåãîðèé cat ΛaCi ≤ cat Ci ïîäìíîæåñòâ âèäà Ci ⊂ {F = a}.
Ñêëàäûâàÿ ýòè ïðèðàùåíèÿ, â èòîãå èìååì:

cat Λ ≤
N∑

i=1

cat Ci ≤ N max
1≤i≤N

cat Ci.

Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó äëÿ ÷èñëà N êðèòè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ ôóíêöèè
F : N ≥ catΛ

max1≤i≤N cat Ci
. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî êàòåãîðèÿ îêðóæíîñòè ðàâíà

äâóì: cat S1 = 2. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé ôóíêöèè F íà ìíîãîîáðàçèè Λ, ìíî-
æåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê êîòîðîé åñòü îáúåäèíåíèå N íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ãëàäêèõ îêðóæíîñòåé, èìååì N ≥ 1

2
cat Λ.

Â ñëó÷àå ôóíêöèè Áîòòà F íà Λ, èìåþùåé N êðèòè÷åñêèõ ïîäìíîãîîá-
ðàçèé Ci, 1 ≤ i ≤ N , âñå èç êîòîðûõ � îêðóæíîñòè, ëåãêî ïîñòðîèòü ôóíê-
öèþ Ìîðñà íà Λ âèäà F̃ = F +εF1, èìåþùóþ ðîâíî 2N êðèòè÷åñêèõ òî÷åê,
ãäå ε ¿ 1. Äëÿ ýòîãî â êà÷åñòâå F1 âîçüì¼ì ãëàäêóþ ôóíêöèþ, îãðàíè÷å-
íèå êîòîðîé íà êàæäóþ îêðóæíîñòü Ci ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà ñ ðîâíî
äâóìÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè mi− è mi+: ìèíèìóìîì è ìàêñèìóìîì. Òîãäà
âáëèçè ýòîé îêðóæíîñòè ôóíêöèÿ F̃ èìååò ðîâíî äâå êðèòè÷åñêèå òî÷êè,
íàõîäÿùèåñÿ âáëèçè òî÷åê mi− è mi+. Îáå ýòè êðèòè÷åñêèå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ
ìîðñîâñêèìè ñ èíäåêñàìè ind F Ci è ind F Ci +1 ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðà-
çîì, ÷èñëî N âñåõ áîòòîâñêèõ îêðóæíîñòåé Ci ôóíêöèè F ðàâíî ïîëîâèíå
÷èñëà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè Ìîðñà F̃ íà Λ. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâàì
Ìîðñà, ïîñëåäíåå ÷èñëî íå ìåíüøå ∑

i βi(Λ), îòêóäà N ≥ 1
2

∑
βi(Λ).

Ýòî äîêàçûâàåò ñëåäñòâèå 2.
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1.1.3 Íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè

Îïðåäåëåíèå 3. Íàçîâ¼ì ïîäìíîãîîáðàçèå Λ ñòðîãî íåâûðîæäåííûì, åñ-
ëè â êàæäîé òî÷êå m ∈ Λ êðàòíîñòü 1 â ñïåêòðå îïåðàòîðà dA(m) (ò.å. ðàç-
ìåðíîñòü îòâå÷àþùåãî åäèíèöå êîðíåâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà) ðàâíà dim B.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå Λ ñòðîãî íåâûðîæäå-
íî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèå B ñèìïëåêòè÷íî
îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîé 2�ôîðìû íà í¼ì, èíäóöèðîâàííîé ñèìïëåêòè-
÷åñêîé ñòðóêòóðû íà M . Çäåñü ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèå B ìû íàçûâàåì ñèì-
ïëåêòè÷åñêèì îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîé 2�ôîðìû íà í¼ì, åñëè îãðàíè÷å-
íèå èñõîäíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ω2 íà ïåðåñå÷åíèå òðàíñâåðñàëè
σ ñ ïîäìíîãîîáðàçèåì Λ ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé 2�ôîðìîé. Â ÷àñòíîñòè,
ðàçìåðíîñòü ñòðîãî íåâûðîæäåííîãî Λ âñåãäà íå÷¼òíà.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî â òåîðåìå 1 ìû íå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå
Λ ñòðîãî íåâûðîæäåíî (â îòëè÷èå îò ðàáîò [14, 36]). Êðîìå òîãî, ìû íå
íàêëàäûâàåì íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà ñòðóêòóðó ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèÿ B
ñ åñòåñòâåííîé 2�ôîðìîé íà í¼ì, åãî ðàçìåðíîñòü èëè òîïîëîãèþ. Â ÷àñò-
íîñòè, B ìîæåò íå ÿâëÿòüñÿ íè ñèìïëåêòè÷åñêèì, íè èçîòðîïíûì ïîäìíî-
ãîîáðàçèåì. Îíî ìîæåò èìåòü ëþáóþ ðàçìåðíîñòü, è äàæå áûòü íåîðèåí-
òèðóåìûì.

Îäíàêî â íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ èç òåîðåìû 1 (èëè å¼ áîëåå
ñëàáûõ àíàëîãîâ [4, 14, 34, 35]) ñëåäóåò áîëåå óäîáíàÿ è êîíêðåòíàÿ îöåíêà.
À èìåííî:
1. Ìîçåð [25] è Âåéíñòåéí [36] çàìåòèëè, ÷òî åñëè ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèå B
ñèìïëåêòè÷íî (èëè, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíî, Λ ñòðîãî íåâûðîæ-
äåíî), òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

cat B ≥ 1

2
dim B + 1 =

1

2
(dim Λ + 1). (3)

Áîëåå òî÷íî, â ðàáîòå [36] äîêàçàíî, ÷òî ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà çàäà-
¼ò ýëåìåíò ãðóïïû äâóìåðíûõ êîãîìîëîãèé V �ìíîãîîáðàçèÿ B, k�òàÿ ñòå-
ïåíü êîòîðîãî îòëè÷íà îò íóëÿ â êîëüöå âåùåñòâåííûõ êîãîìîëîãèé H∗(B),
ãäå 2k = dim B. Ñëåäîâàòåëüíî, êîãîìîëîãè÷åñêàÿ äëèíà B íå ìåíüøå k:
`(B) ≥ k. Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà cat B > `(B) ïîëó÷àåì (3). Ñëåäî-
âàòåëüíî, ëþáàÿ S1�èíâàðèàíòíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà Λ èìååò íå ìåíåå
k + 1 çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé.
2. Äðóãèì íåîæèäàííûì è íå ìåíåå èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ ôàêò, ÷òî ïîñëåä-
íÿÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà è â ñëó÷àå, êîãäà ïîäìíîãîîáðàçèå Λ ãîìîòîïè÷å-
ñêè ýêâèâàëåíòíî íå÷¼òíîìåðíîé ñôåðå (ñì. ðàáîòû Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî
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[21] è Âåéíñòåéíà [35]). Áîëåå òî÷íî, â ðàáîòå [21] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ òàêîãî Λ
ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî áîëüøîå N , ïðè êîòîðîì ìíîãîîáðàçèå Λ◦ = Λ/ZZN

(ò.å. ïðîñòðàíñòâî îðáèò ñâîáîäíîãî äåéñòâèÿ êîíå÷íîé ïîäãðóïïû ZZN ⊂ S1

íà Λ) èìååò êàòåãîðèþ âèäà cat Λ◦ = dim Λ + 1 = dim B + 2. Íî, ñîãëàñíî
äîêàçàòåëüñòâó ñëåäñòâèÿ 2, ëþáàÿ S1/ZZN�èíâàðèàíòíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ
íà Λ◦ èìååò íå ìåíåå ÷åì 1

2
cat Λ◦ = 1

2
dim B + 1 êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ S1�èíâàðèàíòíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà Λ òîæå èìååò
íå ìåíåå ÷åì 1

2
dim B + 1 êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé.

Îòñþäà ïîëó÷àåì åù¼ îäíî ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 1.
Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü, â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1, âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþ-
ùèõ äâóõ óñëîâèé:

1. ëèáî ïîäìíîãîîáðàçèå Λ ñòðîãî íåâûðîæäåíî (ñì. îïðåäåëåíèå 3),

2. ëèáî ïîäìíîãîîáðàçèå Λ ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî íå÷¼òíîìåð-
íîé ñôåðå.

Òîãäà ÷èñëî (ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ) çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû
ñ ãàìèëüòîíèàíîì H̃ íà ïîâåðõíîñòè H̃−1(h) íå ìåíüøå, ÷åì

1

2
(dim Λ + 1) =

1

2
dim B + 1,

ò.å. áîëüøå ïîëîâèíû ðàçìåðíîñòè ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèÿ B.
Îöåíêà ñëåäñòâèÿ 3 áûëà äîêàçàíà â ðàáîòå Âåéíñòåéíà [35], ãäå îíà áû-

ëà âûâåäåíà èç áîëåå ñëàáîãî àíàëîãà òåîðåìû 1 (òåîðåìà 1 áûëà äîêàçàíà
Âåéíñòåéíîì ëèøü ïîçæå). À èìåííî, â ýòîé ðàáîòå áûëî äîêàçàíî, ÷òî
äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ïîäãðóïïû Γ = ZZN ãðóïïû S1 ÷èñëî çàìêíóòûõ òðà-
åêòîðèé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H̃ íå ìåíüøå, ÷åì ìèíèìàëüíîå ÷èñëî
êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé Γ�èíâàðèàíòíîé êðóãëîé ôóíêöèè íà Λ. Äîêà-
çàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà, êàê è áîëåå îáùåãî ðåçóëüòàòà íàñòîÿùåé ðàáîòû
(ñì. óòâåðæäåíèå 3 íèæå), èñïîëüçîâàëî áîëåå ïðîñòóþ òåõíèêó, ÷åì ïîñëå-
äóþùåå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 â ðàáîòå Âåéíñòåéíà [37].
Çàìå÷àíèå 2. Ïóñòü ðàññëîåíèå (2) íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì,
ò.å. èìååò îñîáûå ñëîè. Ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå Λk âñåõ îñîáûõ òðàåêòîðèé
íà ïîäìíîãîîáðàçèè Λ, êîòîðûå çàìûêàþòñÿ ÷åðåç âðåìÿ T/k, ãäå k � öåëîå
÷èñëî, áîëüøåå åäèíèöû. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî:

1. Äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè f íà V �ìíîãîîáðàçèè B ñóùåñòâóþò
êðèòè÷åñêèå òî÷êè ýòîé ôóíêöèè, ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó p(Λk).
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2. Äëÿ ìíîãèõ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû ìèíèìàëü-
íûé ïåðèîä áóäåò áëèçîê íå ê T , à ê ÷èñëó âèäà T/k, ãäå T � íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïåðèîäà íà Λ, k > 1.

Â ñàìîì äåëå, èç ñâîéñòâà íåâûðîæäåííîñòè V �ìíîãîîáðàçèé (ñì. çàìå÷à-
íèå 1) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ìíîæåñòâî Λk ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà
ñâÿçíûõ êîìïîíåíò Λki, è êàæäàÿ èç ýòèõ êîìïîíåíò ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì êîì-
ïàêòíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì â Λ, íåâûðîæäåííûì â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1
ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèè ïåðèîäà T/k.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå 1, âáëèçè ñâÿçíîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ
Λki ÷èñëî çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû ñ ïåðèîäàìè, áëèç-
êèìè ê T/k, íå ìåíüøå, ÷åì ìèíèìàëüíîå ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ãëàäêîé
ôóíêöèè íà V �ìíîãîîáðàçèè Λki/S

1. Ýòî äîêàçûâàåò âòîðîå èç óïîìÿíóòûõ
óòâåðæäåíèé.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà ìíîãîîáðàçèè Λ âñåãäà ñóùåñòâóåò S1�èíâàðè-
àíòíàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà. ßñíî, ÷òî ãðàäèåíòíûé ïîòîê (ïî îòíîøåíèþ ê
ýòîé ìåòðèêå) ëþáîé S1�èíâàðèàíòíîé ôóíêöèè f êîììóòèðóåò ñ äåéñòâè-
åì îêðóæíîñòè íà Λ. Îòñþäà ñëåäóåò èíâàðèàíòíîñòü êàæäîãî ìíîæåñòâà
Λk îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïîòîêà. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàäèåíò ôóíêöèè f êàñàòå-
ëåí ê êàæäîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ Λki. Ïîýòîìó êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè
f |Λki

ñîâïàäàþò ñ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè ôóíêöèè f , ëåæàùèìè íà ïîäìíî-
ãîîáðàçèè Λki. Ýòî äîêàçûâàåò ïåðâîå èç óïîìÿíóòûõ óòâåðæäåíèé.

Â ÷àñòíîñòè, ëþáîé èçîëèðîâàííûé (â ñîîòâåòñòâóþùåì ìíîæåñòâå Λk)
îñîáûé ñëîé ðàññëîåíèÿ (2) ñîõðàíÿåòñÿ ïðè âîçìóùåíèè, ëèøü ñëåãêà ïðî-
äåôîðìèðîâàâøèñü, ò.å. �ïîðîæäàåò� çàìêíóòóþ òðàåêòîðèþ âîçìóù¼ííîé
ñèñòåìû ñ ïåðèîäîì, áëèçêèì ê ìèíèìàëüíîìó ïåðèîäó íåâîçìóù¼ííîé òðà-
åêòîðèè.

1.2 Ìåòîä óñðåäíåíèÿ íà ïîäìíîãîîáðàçèè
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 èñõîäíàÿ ãàìèëüòîíîâà
ñèñòåìà âêëþ÷åíà â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî âîçìóù¼ííûõ ãàìèëü-
òîíîâûõ ñèñòåì íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M , çàâèñÿùèõ îò ìàëîãî
ïàðàìåòðà ε, ñ ãàìèëüòîíèàíàìè âèäà

H̃ = H + εH1 + o(ε), ε → 0, (4)
ãäå H1 � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîãîîáðàçèè M . Îêàçûâàåòñÿ [34], ÷òî â
ñëó÷àå âîçìóùåíèÿ îáùåãî âèäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ |ε| ÷èñëî çàìêíóòûõ
òðàåêòîðèé âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû íà ïîâåðõíîñòè H̃−1(h) ìîæíî îöåíèòü
áîëåå òî÷íî. À èìåííî, ñ ïîìîùüþ óñðåäíåíèÿ âîçìóùåíèÿ

H = H1|Λ (5)
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ïî ïåðèîäè÷åñêèì òðàåêòîðèÿì íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû íà Λ, è íàõîæäå-
íèÿ êðèòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ïîëó÷åííîé óñðåäíåíèåì ôóíêöèè. Ýòè êðè-
òè÷åñêèå òðàåêòîðèè áóäóò ïîðîæäàòü çàìêíóòûå òðàåêòîðèè âîçìóù¼ííîé
ñèñòåìû. Â ýòîì è çàêëþ÷àåòñÿ ìåòîä óñðåäíåíèÿ íà ïîäìíîãîîáðàçèè.

Ïåðåéä¼ì ê òî÷íûì ôîðìóëèðîâêàì. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ H � îãðà-
íè÷åíèå âîçìóùåíèÿ íà Λ, è ðàññìîòðèì å¼ óñðåäíåíèå

H̄(m) =
∫ T (m)

0
H(γ(m, t)) dt, m ∈ Λ, (6)

ïî çàìêíóòûì òðàåêòîðèÿì íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû íà Λ; çäåñü γ(m, t)
� ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
γ(m, 0) = m, T : Λ → IR � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïåðèîäà íà Λ. Ïîëó÷åííàÿ
ôóíêöèÿ H̄ íà Λ, î÷åâèäíî, ïîñòîÿííà âäîëü ñëîåâ ðàññëîåíèÿ (2). Òàêèì
îáðàçîì, îíà êîððåêòíî �îïóñêàåòñÿ� íà ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèå B. Ñëåäóþ-
ùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè âñå êðèòè÷åñêèå òðàåêòîðèè ôóíêöèè H̄
� áîòòîâñêèå, òî âñå îíè ïîðîæäàþò çàìêíóòûå òðàåêòîðèè âîçìóù¼ííîé
ñèñòåìû.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ïîäìíîãîîáðàçèå Λ ⊂ Mh, ñïëîøü çàïîëíåííîå çàìêíó-
òûìè òðàåêòîðèÿìè íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû, íåâûðîæäåíî, íî íå îáÿ-
çàòåëüíî êîìïàêòíî. Ïóñòü âîçìóù¼ííûé ãàìèëüòîíèàí ãëàäêî çàâèñèò
îò ìàëîãî ïàðàìåòðà ε, ò.å. èìååò âèä (4). Ðàññìîòðèì íà Λ ôóíêöèþ H̄
� óñðåäíåíèå (6) âîçìóùåíèÿ ãàìèëüòîíèàíà ïî çàìêíóòûì òðàåêòîðè-
ÿì íà Λ. Ïóñòü γ0 ⊂ Λ � áîòòîâñêàÿ êðèòè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ôóíêöèè
H̄. Òîãäà ñóùåñòâóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ òðàåê-
òîðèé γε ⊂ H̃−1(h) âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû. Ýòî ñåìåéñòâî ãëàäêî çàâèñèò
îò ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ ε, ãäå ε äîñòàòî÷íî ìàëî, è γε ñîâïàäàåò ñ γ0

ïðè ε = 0.

Ýòà òåîðåìà îáîáùàåò ìåòîä óñðåäíåíèÿ íà ïîäìíîãîîáðàçèè, ñì. ðàáîòó
Ìîçåðà [24]. Âïåðâûå òåîðåìà 2 áûëà ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà Âåéíñòåé-
íîì â ðàáîòå [34]. Îäíàêî ïðåäëàãàåìûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñïîñîá äîêàçà-
òåëüñòâà îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäëîæåííîãî Âåéíñòåéíîì. Íàø ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ
â ñóùíîñòè ðàçâèòèåì ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà Ïóàíêàðå [28], ïðèìåíÿâ-
øåãîñÿ òàêæå â ðàáîòå Ìîçåðà [24].

Â ñëó÷àÿõ, êîãäà ôóíêöèÿ H̄ îòëè÷íà îò êîíñòàíòû, íî íå ÿâëÿåòñÿ
áîòòîâñêîé, ìîæíî ïðèìåíÿòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü, â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2, γ ⊂ Λ � íåêîòîðàÿ òðà-
åêòîðèÿ íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû, íå ÿâëÿþùàÿñÿ êðèòè÷åñêîé äëÿ ôóíê-
öèè H̄. Òîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Ω ýòîé òðàåêòîðèè â M2n, òàêàÿ,
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÷òî ïðè ëþáûõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε íà ïîâåðõíîñòè Ω∩ H̃−1(h) íå ñóùå-
ñòâóåò çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H̃.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ââåä¼ì ñëåäóþùåå
Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü m � èçîëèðîâàííàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ãëàäêîé
ôóíêöèè F : IRk → IR, F (m) = 0. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M = {x ∈
IRk |F (x) ≤ 0}. Îïðåäåëèì ÷èñëà Áåòòè βi(F,m) ôóíêöèè F â òî÷êå m,
ïîëàãàÿ βi(F,m) = rank Hi(M, M \ {m}), 0 ≤ i ≤ k.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü, â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2, γ ⊂ Λ � (íå îáÿçàòåëü-
íî áîòòîâñêàÿ) èçîëèðîâàííàÿ êðèòè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ôóíêöèè H̄ íà Λ.
Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå F = H̄|Λ̄ ýòîé ôóíêöèè íà íîðìàëüíóþ ê γ ïëî-
ùàäêó Λ̄ â Λ, è ðàññìîòðèì ÷èñëà Áåòòè βi(F, m) ïîëó÷åííîé ôóíêöèè
â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ m = γ ∩ Λ̄ òðàåêòîðèè γ ñ ýòîé ïëîùàäêîé. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ÷èñåë îòëè÷íî îò íóëÿ, à çíà÷èò,
èõ ñóììà β =

∑
βi(F, m) ïîëîæèòåëüíà. Òîãäà äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè

Ω òðàåêòîðèè γ â M2n ñóùåñòâóåò ε0 > 0, òàêîå, ÷òî ïðè ëþáîì ε,
|ε| ≤ ε0, íà ïîâåðõíîñòè Ω ∩ H̃−1(h) ñóùåñòâóåò ïî ìåíüøåé ìåðå îä-
íà çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H̃. Êðîìå òîãî,
÷èñëî òàêèõ òðàåêòîðèé ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòåé íå ìåíüøå β.

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü, â óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ 2, èíäåêñ ind m(grad F )
ãðàäèåíòà ôóíêöèè F = H̄|Λ̄ â òî÷êå m = γ∩Λ̄ îòëè÷åí îò íóëÿ. Òîãäà äëÿ
ëþáîé îêðåñòíîñòè Ω òðàåêòîðèè γ â M2n ñóùåñòâóåò ε0 > 0, òàêîå, ÷òî
ïðè ëþáîì ε, |ε| ≤ ε0, íà ïîâåðõíîñòè Ω∩ H̃−1(h) ñóùåñòâóåò ïî ìåíüøåé
ìåðå îäíà çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H̃. Êðîìå
òîãî, ÷èñëî òàêèõ òðàåêòîðèé â ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòåé íå ìåíüøå, ÷åì
ind m(grad F ).

Â ñàìîì äåëå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èíäåêñ ãðàäèåíòà ôóíêöèè F â òî÷-
êå m ðàâåí àëüòåðíèðîâàííîé ñóììå ind m(grad F ) =

∑
(−1)iβi(F,m) ÷èñåë

Áåòòè. Ïîýòîìó ñëåäñòâèå 4 äåéñòâèòåëüíî ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 2.
Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, îáîáùàþùåå

òåîðåìû 1, 2 è óòâåðæäåíèÿ 1, 2.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãàìèëüòîíèàí H̃ âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû áëèçîê ê H

ïî íîðìå Cr, ãäå r ≥ 2. Îáîçíà÷èì

ε = ‖H̃ −H‖Cr , H1 = (H̃ −H)/ε,

è îáîçíà÷èì ÷åðåç H̄ óñðåäíåíèå (6) âîçìóùåíèÿ H1|Λ ïî çàìêíóòûì òðà-
åêòîðèÿì íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû íà Λ.
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Óòâåðæäåíèå 3. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ïîä-
ìíîãîîáðàçèÿ Λ â M è ε0 > 0, òàêèå, ÷òî ïðè ëþáîì ε, |ε| ≤ ε0, ñóùåñòâó-
åò âëîæåíèå i : Λ ↪→ U ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ â U è ãëàäêèå ôóíêöèè S è T̃
íà ïîäìíîãîîáðàçèè Λ, ïîñòîÿííûå îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ îêðóæíîñòè
è îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1◦ Îáðàç Λ̃ = i(Λ) ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ ïðè âëîæåíèè i ëåæèò íà ïî-
âåðõíîñòè H̃−1(h).

2◦ Îáðàçû ïðè âëîæåíèè i âñåõ êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé ôóíêöèè
S â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ñ çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè âîçìóù¼ííîé ñè-
ñòåìû íà U ∩ H̃−1(h). Â ÷àñòíîñòè, ïîäìíîãîîáðàçèå Λ̃ ñîäåðæèò âñå
çàìêíóòûå òðàåêòîðèè âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû íà U ∩ H̃−1(h). Ïðè ýòîì
äëÿ ëþáîé êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè γ ôóíêöèè S ÷èñëî T̃ (γ) ÿâëÿåòñÿ
ïåðèîäîì òðàåêòîðèè i(γ).

3◦ Îêðóæíîñòü γ ⊂ Λ ÿâëÿåòñÿ áîòòîâñêîé êðèòè÷åñêîé îêðóæíî-
ñòüþ ôóíêöèè S â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà å¼ îáðàç i(γ) ïðè âëî-
æåíèè i ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé (â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1) çàìêíóòîé
òðàåêòîðèåé âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîé òî÷êè m ∈ γ
è ñåêóùåé ãèïåðïîâåðõíîñòè Σ ⊂ U , òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùåé òðàåê-
òîðèþ γ â òî÷êå m, îáðàç ïðè êàñàòåëüíîì îòîáðàæåíèè di(m) íóëåâîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà ãåññèàíà ôóíêöèè S|Σ∩Λ â òî÷êå m â òî÷íîñòè ñîâïàäà-
åò ñ ÿäðîì îïåðàòîðà dÃ(i(m))−I, ãäå Ã : σ̃ → σ̃ � îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå
âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû, σ̃ = Σ ∩ H̃−1(h), I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.

4◦ Âëîæåíèå i áëèçêî ê òîæäåñòâåííîìó, ôóíêöèÿ T̃ áëèçêà ê ôóíê-
öèè T , à ôóíêöèÿ −S áëèçêà (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî) ê
ôóíêöèè H̄, ïîëó÷åííîé óñðåäíåíèåì (6) âîçìóùåíèÿ H1 = (H̃ − H)/ε ïî
çàìêíóòûì òðàåêòîðèÿì íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû íà Λ.

5◦ Åñëè âîçìóù¼ííûé ãàìèëüòîíèàí H̃ ãëàäêî çàâèñèò îò ìàëîãî ïà-
ðàìåòðà, ò.å. èìååò âèä (4), òî âëîæåíèå i : Λ ↪→ M è ôóíêöèÿ S íà Λ
òîæå ãëàäêî çàâèñÿò îò ýòîãî ïàðàìåòðà. (Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî
÷èñëî ε â ïðåäûäóùåì ïóíêòå � ýòî ìàëûé ïàðàìåòð, à íå ‖H̃ −H‖Cr .)

Çäåñü ïîä áëèçîñòüþ äâóõ îòîáðàæåíèé èëè ôóíêöèé ïîíèìàåòñÿ èõ
ε�áëèçîñòü â Cr−1�ìåòðèêå.

1.3 Óñòîé÷èâîñòü çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé
Ïóñòü γ � çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (íå ÿâëÿþùàÿñÿ
îñîáîé òî÷êîé). ×åðåç ëþáóþ òî÷êó m ∈ γ ïðîâåä¼ì ñå÷åíèå Ïóàíêàðå σm ⊂
H−1(h) � ìàëåíüêóþ ïëîùàäêó â H−1(h), òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùóþ
òðàåêòîðèþ γ. Ïóñòü A : σm → σm � îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå, îïðåäåëÿåìîå
ïîòîêîì íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû.
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Ðàññìîòðèì îïåðàòîð ìîíîäðîìèè

A = dA(m) : Tmσm → Tmσm

� ëèíåéíóþ ÷àñòü îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå â òî÷êå m ∈ Λ. Êàê óæå îòìå÷à-
ëîñü, îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì ëèíåéíûì îïåðàòîðîì.
Îïðåäåëåíèå 5. Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó Q = ω2(A∗, ∗) â êà-
ñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê òî÷êå m. Ýòà ôîðìà íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèåé ñèìïëåêòè÷åñêîãî îïåðàòîðà A [1].

ßñíî, ÷òî íóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî ýòîé ôîðìû ñîäåðæèò êàñàòåëüíîå
ïðîñòðàíñòâî Tm(Λ ∩ σm) ê Λ ∩ σm.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì îá óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé â
ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.
Ëåììà 1. Ïóñòü, â óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ 3, â êàæäîé òî÷êå m ∈ Λ
ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Q îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè íåâûðîæäåíà íà òðàíñ-
âåðñàëè ê Λ ∩ σm â σm. Òîãäà âëîæåíèå i : Λ ↪→ H̃−1(h) è ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ
S : Λ → IR èç óòâåðæäåíèÿ 3 îáëàäàþò ñëåäóþùèì äîïîëíèòåëüíûì
ñâîéñòâîì:

6◦ Ïóñòü γ ⊂ Λ � ëþáàÿ êðèòè÷åñêàÿ îêðóæíîñòü ôóíêöèè S, γ̃ = i(γ)
� ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè Q è Q̃ îïåðàòîðîâ ìîíîäðîìèè, îòâå÷à-
þùèõ çàìêíóòûì òðàåêòîðèÿì γ è γ̃. Òîãäà èíäåêñ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû
Q̃ ðàâåí ñóììå èíäåêñà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Q è èíäåêñà ãåññèàíà ôóíêöèè
S â ëþáîé òî÷êå êðèâîé γ:

ind Q̃ = ind Q + ind d2S.

Îïðåäåëåíèå 6. Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ ∈ lC ñèìïëåêòè÷åñêîãî îïåðà-
òîðà A íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì [2], åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç
ñëåäóþùèõ ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé:

1. êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q(ξ) = ω2(Aξ, ξ) çíàêîîïðåäåëåíà íà ìàêñè-
ìàëüíîì èíâàðèàíòíîì ïîäïðîñòðàíñòâå, íà êîòîðîì îïåðàòîð A íå
èìååò äðóãèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êðîìå λ è λ̄;

2. ýðìèòîâà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà 1
2i

ω2(ξ, ξ̄) çíàêîîïðåäåëåíà íà îòâå÷à-
þùåì λ ñîáñòâåííîì ïîäïðîñòðàíñòâå â êîìïëåêñèôèöèðîâàííîì êà-
ñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå.
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Íàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì (ïî Ëÿ-
ïóíîâó), åñëè íîðìà îïåðàòîðà An îãðàíè÷åíà ïðè n → ∞. Ñèìïëåê-
òè÷åñêèé îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì, åñëè ëþáîé
ñèìïëåêòè÷åñêèé îïåðàòîð, äîñòàòî÷íî áëèçêèé ê îïåðàòîðó A, ÿâëÿåòñÿ
óñòîé÷èâûì.
Îïðåäåëåíèå 7. Ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå γ äàííîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòå-
ìû íàçîâ¼ì îðáèòàëüíî óñòîé÷èâûì â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè (èëè ïðî-
ñòî óñòîé÷èâûì â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè), åñëè îïåðàòîð ìîíîäðîìèè A
ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì. Ðåøåíèå γ íàçîâ¼ì (îðáèòàëüíî) ñòðóêòóðíî óñòîé-
÷èâûì â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè, åñëè îïåðàòîð ìîíîäðîìèè A ÿâëÿåòñÿ
ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì.

Äàëåå ñëîâî �îðáèòàëüíî� ïî îòíîøåíèþ ê óñòîé÷èâîñòè è ñòðóêòóð-
íîé óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòîé òðàåêòîðèè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè áóäåì
îïóñêàòü.

Íàïðèìåð, åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A ëåæàò íà åäè-
íè÷íîé îêðóæíîñòè â lC è ðàçëè÷íû, òî ðåøåíèå γ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâî â
ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ëþáîå ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîå
ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî è íåâûðîæäåíî (â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ
1).
Çàìå÷àíèå 3. Â ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà èìååò äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé
èíòåãðàë F , ñîõðàíÿþùèéñÿ ïðè äàííîì âîçìóùåíèè, âìåñòî çàìêíóòîé
òðàåêòîðèè γ áóäåì ãîâîðèòü î ñîîòâåòñòâóþùåì èíâàðèàíòíîì äâóìåð-
íîì òîðå, â êà÷åñòâå ñå÷åíèÿ σ áóäåì ðàññìàòðèâàòü òðàíñâåðñàëü ê òîðó
γ â ïîâåðõíîñòè H−1(h) ∩ F−1(f), à â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå A
áóäåì áðàòü àíàëîãè÷íîå îòîáðàæåíèå íà òðàíñâåðñàëè σ. Îïåðàòîð ìî-
íîäðîìèè ïî-ïðåæíåìó îïðåäåëÿåòñÿ êàê ëèíåéíàÿ ÷àñòü A îòîáðàæåíèÿ
Ïóàíêàðå. Äâóìåðíûé òîð γ íàçîâ¼ì îðáèòàëüíî óñòîé÷èâûì â ëèíåéíîì
ïðèáëèæåíèè íà îáùåé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ èíòåãðàëà �ýíåðãèè� H è äî-
ïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà F , åñëè îïåðàòîð ìîíîäðîìèè A ÿâëÿåòñÿ óñòîé-
÷èâûì. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûé òîð.

Íàïîìíèì èçâåñòíûé ôàêò èç òåîðèè ñèìïëåêòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ [2].

Ïðåäëîæåíèå 1.
À) Ñèìïëåêòè÷åñêèé îïåðàòîð óñòîé÷èâ â òîì è òîëüêî òîì ñëó-

÷àå, êîãäà îí êîìïëåêñíî äèàãîíàëèçóåì, è âñå åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ëåæàò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè â lC.

Á) Ñèìïëåêòè÷åñêèé îïåðàòîð ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâ â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, êîãäà ëþáîå êîìïëåêñíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ ýòîãî îïå-
ðàòîðà ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì.
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Çàìå÷àíèå. Ïóñòü ðåøåíèå γ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâî â ëèíåéíîì ïðèáëè-
æåíèè. Òîãäà âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A ÿâëÿþòñÿ ýëëèïòè÷å-
ñêèìè è, â ÷àñòíîñòè, ëåæàò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè â lC è îòëè÷íû îò
±1. Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ïðè ìàëîé äåôîðìàöèè ñèìïëåêòè÷åñêîãî
îòîáðàæåíèÿ ýòà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ñîõðàíèòñÿ, áûòü ìîæåò ñëåãêà èçìå-
íèâ ñâîå ïîëîæåíèå, ïðè÷¼ì îáÿçàòåëüíî îñòàíåòñÿ óñòîé÷èâîé â ëèíåéíîì
ïðèáëèæåíèè. Ýòî è îáúÿñíÿåò óïîòðåáëåíèå òåðìèíà ñòðóêòóðíîé óñòîé-
÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè.

Ââåä¼ì ïîíÿòèå ñèëüíî óñòîé÷èâîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ, çàïîëíåííîãî çà-
ìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R1(A) ⊂ Tmσm êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà
A, îòâå÷àþùåå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íóëåâîå
ïîäïðîñòðàíñòâî êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Q = ω2(A∗, ∗)|R1(A) â òî÷íîñòè ñîâ-
ïàäàåò ñ ñîáñòâåííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì E1(A) îïåðàòîðà A, îòâå÷àþùèì
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1.
Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü Λ ⊂ H−1(h) � ïîäìíîãîîáðàçèå, ñïëîøü çàïîëíåí-
íîå çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå Λ ñèëüíî óñòîé÷èâî â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè, åñëè
â êàæäîé òî÷êå m ∈ Λ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A = dA(m) â Tmσm, îòëè÷íûå îò
1, ÿâëÿþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè (ñì. îïðåäåëåíèå 6), â ÷àñòíîñòè, ëåæàò
íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè â lC è îòëè÷íû îò ±1;

2. êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q = ω2(A∗, ∗) çíàêîîïðåäåëåíà íà íåêîòîðîé
òðàíñâåðñàëè ê êàñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó Tm(Λ ∩ σm) â êîðíåâîì
ïîäïðîñòðàíñòâå R1(A) îïåðàòîðà A, îòâå÷àþùåì ñîáñòâåííîìó çíà-
÷åíèþ 1.

Äàëåå äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Q ïî-
ëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî) îïðåäåëåíà íà óêàçàííîé òðàíñâåðñàëè. Åñëè
ýòà òðàíñâåðñàëü íóëüìåðíà (ò.å. ïîäïðîñòðàíñòâî R1(A) ñîâïàäàåò ñ êàñà-
òåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì Tm(Λ ∩ σm)), òî ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ Q áóäåì
ñ÷èòàòü îäíîâðåìåííî è ïîëîæèòåëüíî, è îòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííîé íà
ýòîé òðàíñâåðñàëè.

Çàìå÷àíèå. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ñèëüíî óñòîé÷èâîå â ëèíåéíîì
ïðèáëèæåíèè ïîäìíîãîîáðàçèå Λ íåâûðîæäåíî (â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1),
è â êàæäîé åãî òî÷êå m ∈ Λ ñïåêòð îïåðàòîðà A ëåæèò íà åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè â lC è íå ñîäåðæèò −1.
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü ïîäìíîãîîáðàçèå Λ ⊂ H−1(h), çàïîëíåííîå çàìêíó-
òûìè òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H, ñèëüíî óñòîé÷èâî â
ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Ïóñòü ãàìèëüòîíèàí H̃ âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû
ãëàäêî çàâèñèò îò ìàëîãî ïàðàìåòðà ε ≥ 0, ò.å. èìååò âèä (4). Ïóñòü
òðàåêòîðèÿ γ0 ⊂ Λ ÿâëÿåòñÿ áîòòîâñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì ëîêàëüíîãî
ìàêñèìóìà (ëèáî ìèíèìóìà èëè ìèíèìàêñà, â çàâèñèìîñòè îò ñèòóàöèè
â îïðåäåëåíèè 8) ôóíêöèè H̄, ñì. (6). Òî åñòü, èìååò ìåñòî �ñîãëàñîâàí-
íàÿ çíàêîîïðåäåë¼ííîñòü�. Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε0 > 0 âûæèâàþ-
ùàÿ ñîãëàñíî òåîðåìå 2 çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ γε ⊂ H̃−1(h), 0 < ε ≤ ε0,
âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâà â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè.

Òðàåêòîðèþ γ0 èç òåîðåìû 3 íàçîâ¼ì ýêñòðåìàëüíîé îêðóæíîñòüþ
óñðåäí¼ííîãî âîçìóùåíèÿ H̄.
Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü ïîäìíîãîîáðàçèå Λ ⊂ H−1(h), çàïîëíåííîå çàìêíó-
òûìè òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H, ñèëüíî óñòîé÷èâî â
ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Ïóñòü ãàìèëüòîíèàí H̃ âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû
ãëàäêî çàâèñèò îò ìàëîãî ïàðàìåòðà ε ≥ 0, ò.å. èìååò âèä (4). Ïóñòü
óñðåäí¼ííîå âîçìóùåíèå H̄ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà íà ìíîãîîáðàçèè B.
Òîãäà âîçìóù¼ííàÿ ñèñòåìà èìååò ïî ìåíüøåé ìåðå îäíó çàìêíóòóþ
òðàåêòîðèþ γε ⊂ H̃−1(h), ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâóþ â ëèíåéíîì ïðèáëè-
æåíèè. À èìåííî, ëþáàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ îêðóæíîñòü γ0 ⊂ Λ ôóíêöèè
H̄, ÿâëÿþùàÿñÿ å¼ ëîêàëüíûì ìàêñèìóìîì (ëèáî ìèíèìóìîì èëè ìèíè-
ìàêñîì, â çàâèñèìîñòè îò ñèòóàöèè â îïðåäåëåíèè 8), ÿâëÿåòñÿ �ïîðîæ-
äàþùåé� äëÿ íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ çàìêíóòûõ
òðàåêòîðèé γε, 0 < ε ≤ ε0.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå òåîðåìû 3, äî-
ïîëíÿþùåå óòâåðæäåíèå 3 è âûòåêàþùåå èç íåãî, ëåììû 1 è ïðåäëîæåíèÿ
1.

Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü, â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1, ïîäìíîãîîáðàçèå Λ ⊂
H−1(h), çàïîëíåííîå çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû ñ ãàìèëüòî-
íèàíîì H, ñèëüíî óñòîé÷èâî â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Ïóñòü ãàìèëü-
òîíèàí H̃ âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû áëèçîê ê H ïî íîðìå Cr, ãäå r ≥ 2. Òîãäà
âëîæåíèå i : Λ ↪→ H̃−1(h) è ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ S : Λ → IR èç óòâåðæäåíèÿ
3 îáëàäàþò ñëåäóþùèì äîïîëíèòåëüíûì ñâîéñòâîì:

7◦ Ïóñòü îêðóæíîñòü γ ⊂ Λ ÿâëÿåòñÿ áîòòîâñêèì ïîäìíîãîîáðàçè-
åì ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà (ëèáî ìàêñèìóìà èëè ìèíèìàêñà, â çàâèñèìî-
ñòè îò ñèòóàöèè â îïðåäåëåíèè 8) ôóíêöèè S. Òîãäà îáðàç γ̃ = i(γ) ýòîé
îêðóæíîñòè ïðè âëîæåíèè i ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîé â ëèíåé-
íîì ïðèáëèæåíèè çàìêíóòîé òðàåêòîðèåé âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû.
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Ïðèìåíåíèå òåðìèíà �ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè� ê ïîäìíîãîîáðàçèþ Λ, çà-
ïîëíåííîìó çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè, îáúÿñíÿåòñÿ ñëåäóþùèì ñëåäñòâè-
åì èç óòâåðæäåíèÿ 4.
Ñëåäñòâèå 6. Ïóñòü ïîäìíîãîîáðàçèå Λ ⊂ H−1(h), çàïîëíåííîå çàìêíó-
òûìè òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H, ñèëüíî óñòîé÷èâî â
ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Ïóñòü H̃ � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà M , C2�áëèçêàÿ
ê ôóíêöèè H. Ïóñòü ôóíêöèÿ S èç óòâåðæäåíèÿ 4 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
Áîòòà, âñå êðèòè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ êîòîðîé � îêðóæíîñòè. Òîãäà
ñèñòåìà ñ ãàìèëüòîíèàíîì H̃ èìååò ïî ìåíüøåé ìåðå îäíó çàìêíóòóþ
òðàåêòîðèþ γ̃ ⊂ H̃−1(h), óñòîé÷èâóþ â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. À èìåí-
íî, äëÿ ëþáîé êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè γ ⊂ Λ ôóíêöèè S, ÿâëÿþùåéñÿ
å¼ áîòòîâñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (ëèáî ìèíèìóìà
èëè ìèíèìàêñà, â çàâèñèìîñòè îò ñèòóàöèè â îïðåäåëåíèè 8), å¼ îáðàç
γ̃ = i(γ) ïðè îòîáðàæåíèè i ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîé â ëèíåé-
íîì ïðèáëèæåíèè çàìêíóòîé òðàåêòîðèåé âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû.

1.4 Íåïîäâèæíûå òî÷êè ñèìïëåêòè÷åñêèõ îòîáðàæå-
íèé

Ïóñòü, êàê è âûøå, M = M2n � ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, ñíàáæåííîå
ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ω2. Ïóñòü A : U → M � ñèìïëåêòè÷åñêèé (ò.å.
ñîõðàíÿþùèé 2�ôîðìó ω2) äèôôåîìîðôèçì íåêîòîðîé îáëàñòè U ⊂ M â
M . Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Λ ⊂ U âñåõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ
A.

1.4.1 Óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè, ñòðîãîé íåâûðîæäåííîñòè è
çíàêîîïðåäåë¼ííîñòè

Îïðåäåëåíèå 9. Ìíîæåñòâî Λ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñèìïëåêòè÷åñêîãî
îòîáðàæåíèÿ A íàçîâ¼ì íåâûðîæäåííûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîä-
ìíîãîîáðàçèåì â M , è â êàæäîé òî÷êå m ∈ Λ ÿäðî îïåðàòîðà dA(m) − I
ñîâïàäàåò ñ êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì TmΛ ê ïîäìíîãîîáðàçèþ Λ:

ker (dA(m)− I) = TmΛ,

ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TmM ê ìíî-
ãîîáðàçèþ M .

Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ m = (m1, . . . , mn) ýòî óñëîâèå ïðèíèìàåò ñëå-
äóþùèé âèä: ðàíã ðàçíîñòè ìàòðèöû ßêîáè ∂A

∂m
(m) è åäèíè÷íîé ìàòðèöû
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I â ëþáîé òî÷êå m ∈ Λ ìàêñèìàëåí:

rank (
∂A

∂m
(m)− I) = codim Λ.

Îïðåäåëåíèå 10. Ìíîæåñòâî Λ íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ A íàçî-
â¼ì ñòðîãî íåâûðîæäåííûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì
â M è â êàæäîé åãî òî÷êå m ∈ Λ êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ 1 (èëè,
÷òî òî æå ñàìîå, ðàçìåðíîñòü îòâå÷àþùåãî 1 êîðíåâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà)
îïåðàòîðà dA(m) ðàâíà dim Λ.

Òàêîå óñëîâèå íà ïîäìíîãîîáðàçèå Λ íàêëàäûâàëîñü â ðàáîòàõ Áîòòêî-
ëà [14] è àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿëîñü â ðàáîòå Ìîçåðà [24]. Îòìåòèì, ÷òî
îïðåäåëåíèÿ íåâûðîæäåííîñòè è ñòðîãîé íåâûðîæäåííîñòè íå ïðåäïîëà-
ãàþò ãàìèëüòîíîâîñòü ñèñòåìû è, â ÷àñòíîñòè, íàëè÷èå ñèìïëåêòè÷åñêîé
ñòðóêòóðû. Îäíàêî ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà Λ âëèÿåò íà âîçìîæ-
íóþ ñòðóêòóðó æîðäàíîâîé ôîðìû îïåðàòîðîâ dA(m), m ∈ Λ. Ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå ñòðîãîé íåâûðîæäåí-
íîñòè Λ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå ñèëüíûì, ÷åì óñëîâèå îáû÷íîé íåâû-
ðîæäåííîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü ìíîæåñòâî Λ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñèìïëåêòè-
÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ A íåâûðîæäåíî. Òîãäà:
(à) Â êàæäîé òî÷êå m ∈ Λ ðàçìåðíîñòü êîðíåâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà
R1(dA(m)) îïåðàòîðà dA(m), îòâå÷àþùåãî ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1, íå
ìåíüøå, ÷åì dim Λ+dim ker (ω2|TmΛ). Ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1 îïåðàòîðà
dA(m) ëèíåàðèçàöèè îòîáðàæåíèÿ A îòâå÷àåò ðîâíî dim Λ æîðäàíîâûõ
êëåòîê, ïðè÷¼ì ñðåäè íèõ ðîâíî rank (ω2|TmΛ) êëåòîê èìåþò ïîðÿäîê 1.
(á) Ìíîæåñòâî Λ ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íåâûðîæäåííûì òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì â M .
(â) Ïóñòü â òî÷êå m ∈ Λ âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. ëèáî ïîäïðîñòðàíñòâî TmΛ êîèçîòðîïíî (íàïðèìåð, ëàãðàíæåâî èëè
ñîâïàäàåò ñî âñåì TmM),

2. ëèáî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q = ω2(dA(m)∗, ∗) çíàêîîïðåäåëåíà íà
òðàíñâåðñàëè â êîðíåâîì ïîäïðîñòðàíñòâå R1(dA(m)) ê ñîáñòâåí-
íîìó ïîäïðîñòðàíñòâó E1(dA(m)) ⊂ R1(dA(m)) îïåðàòîðà dA(m)
(îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1).

Òîãäà âñå æîðäàíîâû êëåòêè îïåðàòîðà dA(m), îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ 1, áóäóò ïîðÿäêà 1 èëè 2. Ñðåäè íèõ áóäåò ðîâíî rank (ω2|TmΛ)
êëåòîê ïîðÿäêà 1 è dim ker (ω2|TmΛ) êëåòîê ïîðÿäêà 2.
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Â äàëüíåéøåì ìû âîñïîëüçóåìñÿ ïóíêòàìè (á) è (â-2) ýòîãî ïðåäëîæå-
íèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ï. (à) âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì
îáùèì ôàêòîì èç ëèíåéíîé àëãåáðû:
Ðàçìåðíîñòü êîðíåâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R0(A) îïåðàòîðà A, îòâå÷àþùå-
ãî ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 0, ðàâíà ñóììå ðàçìåðíîñòåé ñëåäóþùèõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ: Lk = kerA ∩ Im(Ak), k ≥ 0, k ∈ ZZ. Ïðè ýòîì æîðäàíîâà
ôîðìà îïåðàòîðà A èìååò ðîâíî dim Lk−1 − dim Lk æîðäàíîâûõ êëåòîê
ïîðÿäêà k, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 0.
Îòñþäà è èç íåâûðîæäåííîñòè Λ ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî îïåðàòîð dA(m) èìå-
åò ðîâíî dim Λ æîðäàíîâûõ êëåòîê, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ðîâíî dim ker (ω2|TmΛ) èç ýòèõ êëåòîê èìåþò ïîðÿäîê
áîëüøå 1. Ñîãëàñíî îáùåìó ôàêòó (ñì. âûøå), ýòî ÷èñëî ðàâíî ðàçìåðíîñòè
ïîäïðîñòðàíñòâà L1 = ker (dA(m)− I)∩ Im(dA(m)− I), ãäå I � òîæäåñòâåí-
íûé îïåðàòîð. Íî äëÿ ëþáîãî ñèìïëåêòè÷åñêîãî îïåðàòîðà A ÿäðî è îáðàç
îïåðàòîðà A − I êîñîîðòîãîíàëüíû, òàê êàê äëÿ ëþáîãî η ∈ ker (A − I)
èìååì

ω2(Aξ − ξ, η) = ω2(Aξ, η)− ω2(Aξ,Aη) = ω2(Aξ, η −Aη) = 0. (7)

Áîëåå òîãî, èç íåâûðîæäåííîñòè ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû è ñîîáðàæå-
íèÿ ðàçìåðíîñòåé ïîëó÷àåì, ÷òî ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ êîñîîðòî-
ãîíàëüíûìè äîïîëíåíèÿìè äðóã äðóãà. Ñëåäîâàòåëüíî, L1 = TmΛ ∩ T⊥

mΛ =
ker (ω2|TmΛ). Ïîýòîìó ðîâíî dim ker (ω2|TmΛ) êëåòîê èìåþò ïîðÿäîê áîëüøå
1, à çíà÷èò, ðîâíî dim Λ − dim ker (ω2|TmΛ) = rank (ω2|TmΛ) êëåòîê èìåþò
ïîðÿäîê 1.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåðíîñòü îòâå÷àþùåãî ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1
êîðíåâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà dA(m), íå ìåíüøå ÷åì dim L0 +
dim L1 = dim Λ + dim ker (ω2|TmΛ), ÷òî è äîêàçûâàåò ï. (à) ïðåäëîæåíèÿ
2.

Ïóíêò (á) î÷åâèäíî ñëåäóåò èç ï. (à), òàê êàê ñòðîãàÿ íåâûðîæäåííîñòü
ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî âñå æîðäàíîâû êëåòêè îïåðàòîðà dA(m), îòâå÷àþ-
ùèå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1, èìåþò ïîðÿäîê 1.

Äîêàæåì ïóíêò (â). Â ñëó÷àå êîèçîòðîïíîãî Λ ÷èñëî êëåòîê ïîðÿäêà
áîëüøå 1 ðàâíî

dim ker (ω2|TmΛ) = codim Λ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî âñå ýòè êëåòêè èìåþò ïîðÿäîê 2. Ýòî äîêàçûâàåò ïóíêò
(â�1). Îñòàëîñü äîêàçàòü ïóíêò (â�2).

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð A = dA(m)|R1(dA(m)). Èçâåñòíî, ÷òî êîðíåâîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî L = R1(dA(m)) ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì, ïîýòîìó A �
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ñèìïëåêòè÷åñêèé îïåðàòîð, ñïåêòð êîòîðîãî ñîñòîèò èç îäíîé 1. Õîðîøî
èçâåñòíî, ÷òî ëþáîé ëèíåéíûé îïåðàòîð, ñïåêòð êîòîðîãî âåùåñòâåí, ðàñ-
êëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó (âåùåñòâåííûõ) �æîðäàíîâûõ êëåòîê� (ò.å.
íåïðèâîäèìûõ îïåðàòîðîâ, ìàòðèöû êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ îò ñêàëÿðíûõ
ìàòðèö òåì, ÷òî íà ñîñåäíåé ñ ãëàâíîé äèàãîíàëüþ ñòîÿò 1 âìåñòî íóëåé).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäíà èç æîðäàíîâûõ êëåòîê îïåðàòîðà A èìååò ïîðÿäîê
áîëüøå äâóõ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóþò òðè âåêòîðà e1, e2, e3 ∈ L, äëÿ êî-
òîðûõ Ae1 = e1, Ae2 = e1 + e2, Ae3 = e2 + e3. Òàê êàê e2 ∈ R1(dA(m)) \
E1(dA(m)), òî ïî óñëîâèþ Q(e2) = ω2(e1, e2) 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå
Q(λe1 + e3) = ω2(e2, λe1 + e3) îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå
÷èñëà λ. Íî âåêòîð âèäà λe1 + e3 ïðèíàäëåæèò R1(dA(m)) \ E1(dA(m)), è
ïîýòîìó çíà÷åíèå Q(λe1 + e3) äîëæíî áûòü îòëè÷íûì îò íóëÿ. Ýòî ïðèâî-
äèò ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå æîðäàíîâû êëåòêè, îòâå÷àþùèå
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1, èìåþò ïîðÿäîê 1 èëè 2.

Ïðåäëîæåíèå 2 ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå. Íåîáõîäèìîñòü â èññëåäîâàíèè êîèçîòðîïíûõ è, â ÷àñòíî-
ñòè, ëàãðàíæåâûõ ïîäìíîãîîáðàçèé Λ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñèìïëåêòè÷å-
ñêèõ îòîáðàæåíèé ïîÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ÷àñòî, íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êî-
ãäà íåâîçìóù¼ííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé. ßñíî, ÷òî â òèïè÷íîì
ñëó÷àå òàêîå ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå Λ áóäåò íåâûðîæäåííûì, íî ñî-
ãëàñíî ïðåäëîæåíèþ îíî íå ìîæåò áûòü ñòðîãî íåâûðîæäåííûì. Òàêèì
îáðàçîì, â ýòîì âàæíîì äëÿ ïðèëîæåíèé ÷àñòíîì ñëó÷àå Λ áóäåò èìåííî
íåâûðîæäåííûì, à íå ñòðîãî íåâûðîæäåííûì.

1.4.2 Îáîáùåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðåìû Ïóàíêàðå. Ãîìîëîãè÷-
íûå ñèìïëåêòè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ

Ðàññìîòðèì ñèìïëåêòè÷åñêèé äèôôåîìîðôèçì A : U → M è (âîçìóù¼í-
íûé) ñèìïëåêòè÷åñêèé äèôôåîìîðôèçì Ã, C1�áëèçêèé ê äèôôåîìîðôèç-
ìó A.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî äàíî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñèì-
ïëåêòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé Ã = Aε : U → M , |ε| < ε∗, ãëàäêî çàâèñÿùåå îò
ìàëîãî ïàðàìåòðà ε è ñîâïàäàþùåå ñ A ïðè ε = 0.

Ãîâîðÿò, ÷òî ñèìïëåêòè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ Au : U → M ãëàäêîãî ñåìåé-
ñòâà Au, |u| < u∗, ãîìîëîãè÷íû äðóã äðóãó [1], åñëè ïðè êàæäîì u âåêòîðíîå
ïîëå ñêîðîñòåé d

du
Au èìååò ãëîáàëüíóþ ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà Fu â îáëàñòè

Au(U) (u∗ > 0). Äðóãèìè ñëîâàìè, ñåìåéñòâî Au, |u| < u∗, ÿâëÿåòñÿ ôàçî-
âûì ïîòîêîì íåêîòîðîé íåàâòîíîìíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ âðåìåíåì
u.

30



Îïðåäåëåíèå 11. Ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ãëàäêîãî ñåìåéñòâà ãîìî-
ëîãè÷íûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé Au íàçîâ¼ì ãëàäêóþ ôóíêöèþ
Φ(m,u), m ∈ M , |u| < u∗, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ

∂Φ

∂u
(m,u) + Fu(Au(m)) = 0, (8)

ãäå Φ(m, 0) ≡ 0, Fu � ãëîáàëüíàÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ïîëÿ ñêîðîñòåé
d
du

Au.
ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèå A0 è ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Φ(m,u) îäíîçíà÷íî

çàäàþò ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé Au.
Çàìå÷àíèå 4. ×àñòî ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé
íàçûâàþò òàêæå ôóíêöèþ S(m,u), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ Ãàìèëü-
òîíà-ßêîáè

∂S

∂u
(m, u) + Fu(m) = 0. (9)

Îòìåòèì, ÷òî îáå ôóíêöèè Φ(m,u) è S(m,u) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ
îòîáðàæåíèåì A0 è ñåìåéñòâîì ãàìèëüòîíèàíîâ Fu. Âåðíî è îáðàòíîå: ëþ-
áàÿ èç ýòèõ ôóíêöèé îäíîçíà÷íî çàäà¼ò ñåìåéñòâî ãàìèëüòîíèàíîâ Fu (ñ
òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû, çàâèñÿùåé îò u), à çíà÷èò, è ñåìåéñòâî ãîìîëî-
ãè÷íûõ îòîáðàæåíèé Au (åñëè çàäàíî îòîáðàæåíèå A0). Ïîÿñíèì ýòîò ôàêò,
óêàçàâ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé Φ(m,u) è S(m,u) ñ
òî÷êè çðåíèÿ ãðóïïû Ëè, äåéñòâóþùåé (ñëåâà) íà ìíîãîîáðàçèè M ñèì-
ïëåêòè÷åñêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Ñîîòâåòñòâóþùóþ àëãåáðó Ëè C∞(M)
îáðàçóþò ãëàäêèå ôóíêöèè (ãàìèëüòîíèàíû F ) íà M ñî ñêîáêîé Ïóàññî-
íà {F,G}, îòâå÷àþùåé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðå íà M . Ýòà àëãåáðà Ëè
îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì â åäèíèöå ãðóïïû. (Íå ñòî-
èò äóìàòü, ÷òî ýòà ãðóïïà âêëàäûâàåòñÿ â âèäå ïîäãðóïïû â ãðóïïó âñåõ
ïðåîáðàçîâàíèé ìíîãîîáðàçèÿ M : îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà, îòâå-
÷àþùàÿ ãàìèëüòîíèàíàì F = const, äåéñòâóåò íà M òîæäåñòâåííûì ïðå-
îáðàçîâàíèåì; êðîìå òîãî, åñëè ñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå M íå ÿâëÿåòñÿ êîì-
ïàêòíûì, òî èìååò ñìûñë ãîâîðèòü ëèøü î �ëîêàëüíûõ� ñèìïëåêòè÷åñêèõ
ïðåîáðàçîâàíèÿõ, ïðè÷¼ì îòâå÷àþùèõ òîëüêî ýëåìåíòàì ãðóïïû, áëèçêèì
ê åäèíè÷íîìó ýëåìåíòó.) Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Φ(m,u) (S(m,u))
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïóò¼ì â àëãåáðå Ëè C∞(M), èìåþùèì â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè u �òàêîé æå� âåêòîð ñêîðîñòè, êàê ó ïóòè Au â ãðóïïå Ëè. Çäåñü
êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â ëþáîé òî÷êå ãðóïïû Ëè îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ
àëãåáðîé Ëè ïðè ïîìîùè ëåâîãî (ïðàâîãî) ñäâèãà â ãðóïïå.

Ìû äàäèì áîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå ãîìîëîãè÷íûõ îòîáðàæåíèé. Ïóñòü
äèôôåîìîðôèçì Ã C0�áëèçîê ê äèôôåîìîðôèçìó A.
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Îïðåäåëåíèå 12. Äâà (îòäåëüíûõ) ñèìïëåêòè÷åñêèõ äèôôåîìîðôèçìà
A0 è A1 íàçîâ¼ì ãîìîëîãè÷íûìè, åñëè èõ ìîæíî ñîåäèíèòü êóñî÷íî-ãëàäêèì
(êëàññà C1) ïóò¼ì Au, 0 ≤ u ≤ 1, â ïðîñòðàíñòâå C∞(U,M) âñåõ ãëàäêèõ
îòîáðàæåíèé, îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé
êðèâîé γ ⊂ U èíòåãðàë 2�ôîðìû ω2 ïî äâóìåðíîé òðóáêå C(A0(γ), A1(γ)) =
∪0≤u≤1Au(γ), ïîëó÷åííîé èç γ îòâå÷àþùåé ýòîìó ïóòè äåôîðìàöèåé, ðàâåí
íóëþ: ∫

C(A0(γ),A1(γ))
ω2 = 0. (10)

Çàìå÷àíèå 5. ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèÿ ñåìåéñòâà Au, ãäå êàæäîå âåêòîð-
íîå ïîëå d

du
Au(m) èìååò ãëîáàëüíóþ ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà Fu, ãîìîëîãè÷íû

îòîáðàæåíèþ A0. Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ òðóáêè C(A0(γ), Au(γ))
èìååì:

d

du

∫

C(A0(γ),Au(γ))
ω2 =

∮

Au(γ)
ω2(

d

du
Au, ∗) = −

∮

Au(γ)
dFu = 0.

Ýòî äîêàçûâàåò ñîîòíîøåíèå (10). Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè âñå îòîáðàæåíèÿ
ñåìåéñòâà Au ãîìîëîãè÷íû îòîáðàæåíèþ A0, òî ïðè ëþáîì u ïîëå ñêîðî-
ñòåé d

du
Au(m) èìååò ãëîáàëüíóþ ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà Fu. Ýòî ñëåäóåò èç

ïðèâåä¼ííîé öåïî÷êè ðàâåíñòâ, êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå (10) ýê-
âèâàëåíòíî òî÷íîñòè 1�ôîðìû ω2( d

du
Au, ∗), à çíà÷èò, è ñóùåñòâîâàíèþ ãëî-

áàëüíîé ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà âåêòîðíîãî ïîëÿ d
du

Au.
Ñîãëàøåíèå. Äâà áëèçêèõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ äèôôåîìîðôèçìà A0 = A è
A1 = Ã íàçîâ¼ì ãîìîëîãè÷íûìè, åñëè â îïðåäåëåíèè 12 â êà÷åñòâå ñîåäèíÿ-
þùåãî ïóòè Au âçÿò �êðàò÷àéøèé�: äëÿ êàæäîé òî÷êè m ∈ U ïóòü Au(m),
0 ≤ u ≤ 1, ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé ãåîäåçè÷åñêîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êó m ñ å¼
îáðàçîì Au(m) (îòíîñèòåëüíî êàêîé-ëèáî ôèêñèðîâàííîé ðèìàíîâîé ìåò-
ðèêè). Òàêîé æå ïóòü Au áóäåì ðàññìàòðèâàòü è â áîëåå îáùåì ñëó÷àå �
êîãäà ñóùåñòâóåò ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî Λ ⊂ U , ÿâëÿþùååñÿ äåôîðìàöèîí-
íûì ðåòðàêòîì U è òàêîå, ÷òî îòîáðàæåíèÿ A0|Λ è A1|Λ áëèçêè.
Çàìå÷àíèå. Â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè U ëþáûå äâà ñèìïëåêòè÷åñêèõ îòîá-
ðàæåíèÿ ãîìîëîãè÷íû. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ñòÿãèâàåìîé êðèâîé
âèäà γ = ∂D, ãäå D � íåêîòîðîå êóñî÷íî-ãëàäêîå îòîáðàæåíèå äâóìåðíîãî
êðóãà â U , òðóáêà C(A0(γ), A1(γ)) ãîìîëîãè÷íà ðàçíîñòè D \A(D) äèñêà D
è åãî îáðàçà ïðè îòîáðàæåíèè A, à èíòåãðàëû ôîðìû ω2 ïî ëþáîé ïîâåðõ-
íîñòè D è å¼ îáðàçó A(D) ñîâïàäàþò â ñèëó ñèìïëåêòè÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ
A.

Çàìå÷àíèå 6. Óñëîâèå ãîìîëîãè÷íîñòè îòîáðàæåíèé íå çàâèñèò îò ïðåä-
ñòàâèòåëÿ êëàññà ãîìîòîïíûõ ïóòåé Au, ñîåäèíÿþùèõ ýòè îòîáðàæåíèÿ.

32



Äåéñòâèòåëüíî, ãîìîòîïíûì ïóòÿì Au îòâå÷àþò ãîìîòîïíûå òðóáêè C(A0(γ), A1(γ))
(äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êðèâîé γ ⊂ U), ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå èíòåãðàëà
(10) ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïî ýòèì òðóáêàì � îäíî è òî æå. Îòñþäà,
â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ãîìîëîãè÷íîñòü îòîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ îòíîøå-
íèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ìíîæåñòâî Λ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñèìïëåêòè÷åñêî-
ãî îòîáðàæåíèÿ A ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì êîìïàêòíûì ïîäìíîãîîáðà-
çèåì â M . Ïóñòü Ã � ñèìïëåêòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå, C1�áëèçêîå ê A
è ãîìîëîãè÷íîå åìó. Òîãäà ÷èñëî ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ íåïîäâèæíûõ
òî÷åê îòîáðàæåíèÿ Ã íå ìåíüøå, ÷åì ìèíèìàëüíîå ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ
òî÷åê ãëàäêîé ôóíêöèè íà ìíîãîîáðàçèè Λ. Êðîìå òîãî, ÷èñëî íåïîäâèæ-
íûõ òî÷åê ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòåé íå ìåíüøå ìèíè-
ìàëüíîãî ÷èñëà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ìîðñîâñêîé ôóíêöèè íà Λ.

Â ÷àñòíîñòè, ÷èñëî ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê íå
ìåíüøå êàòåãîðèè Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà ìíîæåñòâà Λ, à èõ ÷èñëî,
ñ÷èòàÿ ñ êðàòíîñòÿìè, íå ìåíüøå ñóììû ÷èñåë Áåòòè ìíîãîîáðàçèÿ Λ.

Ïðèìåðû ãîìîëîãè÷íûõ îòîáðàæåíèé.

1. Âàæíûé ïðèìåð ãîìîëîãè÷íûõ îòîáðàæåíèé äà¼ò ñëåäóþùàÿ ëåì-
ìà.
Ëåììà 2. Ïóñòü A : U → M � ñèìïëåêòè÷åñêèé äèôôåîìîðôèçì, Λ ⊂ U
� íåêîòîðîå êîìïàêòíîå ñâÿçíîå ïîäìíîãîîáðàçèå (âîçìîæíî, ñ êðàåì),
âñå òî÷êè êîòîðîãî íåïîäâèæíû ïðè îòîáðàæåíèè A. Òîãäà â íåêîòî-
ðîé îêðåñòíîñòè U ′ ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ â U îòîáðàæåíèå A ãîìîëîãè÷íî
òîæäåñòâåííîìó.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì â êà÷åñòâå U ′ òðóá÷àòóþ îêðåñòíîñòü ïîäìíî-
ãîîáðàçèÿ Λ â U . Äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êðèâîé γ ⊂ U ′ ðàññìîòðèì å¼ �ïðî-
åêöèþ� γ̄ ⊂ Λ íà Λ. Ñîåäèíèì êðèâûå γ è γ̄ òðóáêîé C = C(γ, γ̄) ⊂ U ′, ñîñòî-
ÿùåé èç êðàò÷àéøèõ ãåîäåçè÷åñêèõ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè m ∈ γ ñ èõ �ïðî-
åêöèÿìè� m̄ ∈ γ̄ íà Λ. Òàê êàê êðèâàÿ γ̄ íåïîäâèæíà ïðè îòîáðàæåíèè A,
òî öåïü C(γ,A(γ)) ãîìîëîãè÷íà ðàçíîñòè öåïè C è å¼ îáðàçà A(C) ïðè îòîá-
ðàæåíèè A. Íî èíòåãðàëû ôîðìû ω ïî öåïÿì C è A(C) ñîâïàäàþò â ñèëó
ñèìïëåêòè÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ A. Çíà÷èò, ∫

C(γ,A(γ)) ω2 = (
∫
C −

∫
A(C))ω

2 = 0,
ò.å. îòîáðàæåíèå A ãîìîëîãè÷íî òîæäåñòâåííîìó. Ëåììà 2 äîêàçàíà.
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2. Äðóãèì ïðèìåðîì ãîìîëîãè÷íûõ îòîáðàæåíèé ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæå-
íèÿ Ïóàíêàðå A : σ → σ è Ã : σ̃ → σ̃, îòâå÷àþùèå äâóì áëèçêèì ãàìèëü-
òîíîâûì ñèñòåìàì. Çäåñü σ = Σ ∩ H−1(h) è σ̃ = Σ ∩ H̃−1(h) � ñå÷åíèÿ
Ïóàíêàðå íåâîçìóù¼ííîé è âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû, îïðåäåëÿåìûå ñ ïîìî-
ùüþ ëþáîé ãèïåðïîâåðõíîñòè Σ â M , òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùåé òðàåê-
òîðèè ñèñòåì. Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòè ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå íå îáÿçàíû ñîâïàäàòü,
è ïîýòîìó äëÿ îòîáðàæåíèé Ïóàíêàðå A è Ã íà íèõ íå îïðåäåëåíî ïîíÿ-
òèå ãîìîëîãè÷íîñòè. Îäíàêî ìåæäó ýòèìè ñå÷åíèÿìè èìååòñÿ åñòåñòâåííûé
ñèìïëåêòè÷åñêèé äèôôåîìîðôèçì ϕ : σ → σ̃. À èìåííî, íà ãèïåðïîâåðõíî-
ñòè Σ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ω2 âûðîæäåíà è â êàæäîé òî÷êå å¼ ÿäðî
îäíîìåðíî. Ðàññìîòðèì íà Σ èíòåãðàëüíûå êðèâûå ýòîãî ïîëÿ ÿäåð. Òàê
êàê ýòè êðèâûå òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþò óðîâåíü ýíåðãèè σ = Σ∩H−1(h)
(â ñèëó ñèìïëåêòè÷íîñòè σ), òî äâèæåíèå âäîëü ýòèõ êðèâûõ çàäà¼ò íåêî-
òîðûé äèôôåîìîðôèçì ϕ : σ → σ̃, êîòîðûé, î÷åâèäíî, ñîõðàíÿåò ñèìïëåê-
òè÷åñêóþ ñòðóêòóðó.

ßñíî, ÷òî Cr�áëèçêèì ôóíêöèÿì Ãàìèëüòîíà H è H̃ îòâå÷àþò Cr−1�
áëèçêèå äèôôåîìîðôèçìû A è P = ϕ−1 ◦ Ã ◦ ϕ.
Ëåììà 3. Ïóñòü A : σ → σ, Ã : σ̃ → σ̃ � îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå,
îòâå÷àþùèå C2�áëèçêèì ãàìèëüòîíèàíàì H è H̃ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
ñèìïëåêòè÷åñêèå äèôôåîìîðôèçìû A è P = ϕ−1◦Ã◦ϕ ãîìîëîãè÷íû, ãäå ϕ :
σ → σ̃ � ïîñòðîåííûé âûøå ñèìïëåêòè÷åñêèé äèôôåîìîðôèçì îáëàñòåé
îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèé A è Ã.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êðèâîé γ ⊂ U ðàññìîòðèì öåïü
C = C(A(γ), Ã(γ)) èç îïðåäåëåíèÿ 12 è äîêàæåì ñîîòíîøåíèå (10), ò.å. ÷òî
èíòåãðàë ôîðìû ω2 ïî ýòîé öåïè ðàâåí íóëþ. �Çàìêí¼ì� öåïü C ïðè ïîìîùè
÷åòûð¼õ �òðóáîê� â M2n ñëåäóþùåãî âèäà:

ïåðâàÿ òðóáêà ëåæèò â ïîâåðõíîñòè H−1(h) è îáðàçîâàíà ôàçîâûìè òðà-
åêòîðèÿìè íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû, âûïóùåííûìè èç èñõîäíîé êðèâîé γ;

âòîðàÿ òðóáêà ëåæèò â ïîâåðõíîñòè H̃−1(h) è îáðàçîâàíà ôàçîâûìè òðà-
åêòîðèÿìè âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû, âûïóùåííûìè èç êðèâîé γ̃ = ϕ(γ);

òðåòüÿ è ÷åòâ¼ðòàÿ òðóáêè ëåæàò â ñåêóùåé ïîâåðõíîñòè Σ è ñîñòàâëåíû
èç òðàåêòîðèé ïîëÿ �ÿäåð� ôîðìû ω2|Σ (ñîåäèíÿþùèõ êðèâóþ γ ñ êðèâîé γ̃
è êðèâóþ Ã(γ̃) ñ êðèâîé ϕ−1(Ã(γ̃)) = ϕ−1 ◦ Ã◦ϕ(γ) = P (γ) ñîîòâåòñòâåííî).

Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííûé 2�öèêë ÷åðåç [C] = [C(A(γ), Ã(γ))] (ýòîò öèêë
ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì òîðîì). Â ñèëó ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ Ãà-
ìèëüòîíà [1], îãðàíè÷åíèå ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ω íà âñå ÷åòûðå
äîáàâëåííûå òðóáêè ðàâíî íóëþ. Ïîýòîìó â äåéñòâèòåëüíîñòè íàì íóæ-
íî äîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë 2�ôîðìû ω ïî ïîëó÷åííîìó 2�öèêëó [C] ðàâåí
íóëþ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ çàìêíóòîñòüþ ôîðìû ω2 è òåì,
÷òî áëèçêèì ãàìèëüòîíèàíàì H̃ îòâå÷àþò ãîìîòîïíûå 2�öèêëû [C] â M2n.
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Ñëåäîâàòåëüíî, äîêàçûâàåìîå ñâîéñòâî ãîìîëîãè÷íîñòè îòîáðàæåíèé Ïó-
àíêàðå äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ îäíîé è òîé æå ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû
(âçÿâ H â êà÷åñòâå H̃). Íî ëþáîå îòîáðàæåíèå ãîìîëîãè÷íî ñàìîìó ñåáå.
Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.

Çàìå÷àíèå 7. Ïóñòü, â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1, ðàññëîåíèå ïîäìíîãîîáðà-
çèÿ Λ íà çàìêíóòûå òðàåêòîðèè íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû òðèâèàëüíî. Ýòî
ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ ãëîáàëüíîãî ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå σ ⊂ H−1(h),
òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùåãî êàæäóþ òðàåêòîðèþ íà Λ, ïðè÷¼ì ðîâíî â
îäíîé òî÷êå. Òîãäà óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 î ÷èñëå çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé
âîçìóù¼ííîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû 4, ñ ó÷¼òîì
ëåììû 3.

Ñëåäñòâèå 7. Ïóñòü A : σ → σ, Ã : σ̃ → σ̃ � îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå,
îòâå÷àþùèå Cr�áëèçêèì ãàìèëüòîíèàíàì H è H̃ ñîîòâåòñòâåííî, r ≥ 1.
Òîãäà ñèìïëåêòè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ A0 = A è A1 = ϕ−1 ◦ Ã ◦ ϕ ìîæíî
ñîåäèíèòü ïóò¼ì Au : σ → σ, 0 ≤ u ≤ 1, â ïðîñòðàíñòâå Cr−1�áëèçêèõ è
ãîìîëîãè÷íûõ äðóã äðóãó ñèìïëåêòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé. Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, ñóùåñòâóåò ãëàäêîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé Fu íà σ, 0 ≤ u ≤ 1, òàêîå,
÷òî îòîáðàæåíèå A1 ïîëó÷àåòñÿ èç îòîáðàæåíèÿ A0 = A â ðåçóëüòà-
òå äâèæåíèÿ çà âðåìÿ 1 â ñèëó íåàâòîíîìíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ
ãàìèëüòîíèàíîì Fu è âðåìåíåì u, 0 ≤ u ≤ 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Au ðàññìîòðèì îòîáðà-
æåíèå Ïóàíêàðå, îòâå÷àþùåå ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå ñ ãàìèëüòîíèàíîì
Hu = (1− u)H + uH̃, 0 ≤ u ≤ 1. Ýòî îòîáðàæåíèå äåéñòâóåò â ïîâåðõíîñòè
σu = Σ ∩ H−1

u (h). Îäíàêî ýòó ïîâåðõíîñòü ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïîâåðõ-
íîñòüþ σ ïðè ïîìîùè åñòåñòâåííîãî ñèìïëåêòè÷åñêîãî äèôôåîìîðôèçìà
ϕu : σ → σu, àíàëîãè÷íîãî äèôôåîìîðôèçìó ϕ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ìû ïî-
ëó÷èì èñêîìîå îòîáðàæåíèå Au : σ → σ, 0 ≤ u ≤ 1. Ñîãëàñíî ëåììå 3,
îòîáðàæåíèÿ ïîëó÷åííîãî ñåìåéñòâà ãîìîëîãè÷íû. Ñ ó÷¼òîì çàìå÷àíèÿ 5,
ýòî äîêàçûâàåò ñëåäñòâèå 7.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáîå ñåìåéñòâî ãîìîëîãè÷íûõ îòîáðàæåíèé Au,
0 ≤ u ≤ 1, îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ îòîáðàæåíèåì A0 = A è ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèåé Φ(m,u) ýòîãî ñåìåéñòâà (ñì. îïðåäåëåíèå 11), êîòîðàÿ â óêàçàí-
íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ áóäåò Cr−1�ìàëà.

1.4.3 Ëîêàëèçàöèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê
Ñôîðìóëèðóåì ìåòîä, àíàëîãè÷íûé ìåòîäó óñðåäíåíèÿ íà ïîäìíîãîîáðà-
çèè, ïîçâîëÿþùèé áîëåå òî÷íî íàõîäèòü ðàñïîëîæåíèå íåïîäâèæíûõ òî÷åê,
ó÷èòûâàÿ âîçìóùåíèå.
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Óòâåðæäåíèå 5. Ïóñòü ìíîæåñòâî Λ ⊂ M íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñèì-
ïëåêòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ A = A0 íåâûðîæäåíî, íî íå îáÿçàòåëüíî
êîìïàêòíî. Ïóñòü Ã = Aε, |ε| < ε∗, � ñåìåéñòâî ãîìîëîãè÷íûõ îòîáðà-
æåíèé, ãäå ε∗ > 0. Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ε îáîçíà÷èì ÷åðåç Fε ãëîáàëüíóþ
ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà ïîëÿ ñêîðîñòåé d

dε
Aε(m). Ïóñòü m0 � ìîðñîâñêàÿ

êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ôóíêöèè

S = −F0|Λ. (11)

Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε0 > 0 ñóùåñòâóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñå-
ìåéñòâî òî÷åê mε, |ε| ≤ ε0, ãäå êàæäàÿ òî÷êà mε ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé
òî÷êîé âîçìóù¼ííîãî îòîáðàæåíèÿ Aε.

Ôóíêöèþ S ìû áóäåì íàçûâàòü âîçìóùåíèåì ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè.
Ýòîò òåðìèí îáúÿñíÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì 11 ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ñåìåé-
ñòâà îòîáðàæåíèé.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé îòäåëüíîãî ñèìïëåêòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ Ã, ãîìî-
ëîãè÷íîãî òîæäåñòâåííîìó è áëèçêîãî ê îòîáðàæåíèþ A. Â ýòîì ñëó÷àå íåò
èíâàðèàíòíîãî îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè Ψ̃ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ.
Ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ìîæíî îïðåäåëèòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè, íåêîòî-
ðûå èç êîòîðûõ áóäóò îïèñàíû íèæå â ï. 1.4.5. Îòìåòèì, ÷òî, äëÿ ëþáîãî
ñïîñîáà å¼ ïîñòðîåíèÿ, ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Ψ îòîáðàæåíèÿ A áóäåò ïî-
ñòîÿííà íà ñâÿçíîì ïîäìíîãîîáðàçèè Λ åãî íåïîäâèæíûõ òî÷åê è âñå òî÷êè
ýòîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ áóäóò êðèòè÷åñêèìè äëÿ ôóíêöèè Ψ.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îáîáùàåò òåîðåìó 4 è óòâåðæäåíèå 5.

Óòâåðæäåíèå 6. Ïóñòü ìíîæåñòâî Λ ⊂ M íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñèì-
ïëåêòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ A : U → M íåâûðîæäåíî, íî íå îáÿçàòåëüíî
êîìïàêòíî. Ïóñòü Ã : U → M � ãîìîëîãè÷íîå îòîáðàæåíèå, Cr�áëèçêîå
ê îòîáðàæåíèþ A, ãäå r ≥ 1. Îáîçíà÷èì ε = ‖Ã − A‖Cr è ïóñòü Ψ̃ �
ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ Ã (ñì. íèæå â ï.
1.4.5). Òîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ′ ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ â M2n, çà-
âèñÿùàÿ òîëüêî îò íåâîçìóù¼ííîãî îòîáðàæåíèÿ, òàêàÿ ÷òî ïðè ëþáîì
äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0 ñóùåñòâóåò âëîæåíèå i : Λ ↪→ U ïîäìíîãîîáðà-
çèÿ Λ â U îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1◦ Îáðàçû ïðè âëîæåíèè i âñåõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè S = 1
ε
Ψ̃◦ i

â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ñ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè âîçìóù¼ííîãî îòîáðà-
æåíèÿ Ã â U ′. Â ÷àñòíîñòè, ïîäìíîãîîáðàçèå Λ̃ = i(Λ) ñîäåðæèò âñå
íåïîäâèæíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ Ã.

2◦ Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà m ôóíêöèè S ÿâëÿåòñÿ ìîðñîâñêîé â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà å¼ îáðàç i(m) ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé íåïî-
äâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ Ã. Áîëåå òîãî, îáðàç ïðè îòîáðàæåíèè
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di(m) íóëåâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ãåññèàíà ôóíêöèè S â òî÷êå m â òî÷íî-
ñòè ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì îïåðàòîðà dÃ(i(m))− I, ãäå I : Ti(m)M → Ti(m)M �
òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.

3◦ Âëîæåíèå i áëèçêî ê òîæäåñòâåííîìó, à ôóíêöèÿ S áëèçêà ê ôóíê-
öèè 1

ε
Ψ̃◦|Λ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî), ãäå Ψ̃◦ � ëþáàÿ äðó-

ãàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ Ã (èëè îòîá-
ðàæåíèÿ Ã ◦ A−1, ÷òî íå ñóùåñòâåííî ïðè îãðàíè÷åíèè íà Λ).

4◦ Åñëè âîçìóù¼ííîå îòîáðàæåíèå Ã ãëàäêî çàâèñèò îò ìàëîãî ïàðà-
ìåòðà: Ã = Aε, òî âëîæåíèå i : Λ ↪→ M è ôóíêöèÿ S íà Λ òîæå ãëàäêî
çàâèñÿò îò ýòîãî ïàðàìåòðà, ïðè÷¼ì ïðåäåë ôóíêöèè S = 1

ε
Ψε ◦ iε ïðè

ε → 0 ñîâïàäàåò (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî) ñ âîçìóùåíè-
åì (11) ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè, ò.å. ñ ôóíêöèåé S.

Çäåñü ïîä áëèçîñòüþ äâóõ îòîáðàæåíèé èëè ôóíêöèé ïîíèìàåòñÿ èõ
ε�áëèçîñòü â Cr�ìåòðèêå.

1.4.4 Óñòîé÷èâîñòü íåïîäâèæíûõ òî÷åê
Îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ ýòîãî ïóíêòà àíàëîãè÷íû îïðåäåëåíèÿì è
óòâåðæäåíèÿì �1.3 îá óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé ãàìèëüòîíîâûõ
ñèñòåì.

Ìû ïðèâåä¼ì óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå óñòîé÷èâîñòü â ëèíåéíîì ïðè-
áëèæåíèè íåêîòîðûõ èç �âûæèâàþùèõ� íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Íàïîìíèì
ñíà÷àëà îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè â ëèíåéíîì ïðè-
áëèæåíèè.

Äëÿ ëþáîé íåïîäâèæíîé òî÷êè m ∈ U ñèìïëåêòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ
A : U → M ðàññìîòðèì îïåðàòîð dA(m) � ëèíåéíóþ ÷àñòü îòîáðàæåíèÿ A
â ýòîé òî÷êå.
Îïðåäåëåíèå. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà m ñèìïëåêòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ A
íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè (èëè óñòîé÷èâîé), åñëè
ëèíåéíûé îïåðàòîð dA(m) ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà m íà-
çûâàåòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîé â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè (èëè ïðîñòî
ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîé), åñëè ëþáîé ñèìïëåêòè÷åñêèé îïåðàòîð, äîñòàòî÷-
íî áëèçêèé ê dA(m), ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì.

Èç óïîìÿíóòîãî ôàêòà èç òåîðèè ñèìïëåêòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ (ñì.
ïðåäëîæåíèå 1) ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ëþáàÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâàÿ
íåïîäâèæíàÿ òî÷êà íåâûðîæäåíà. Ââåä¼ì ïîíÿòèå ñèëüíî óñòîé÷èâîãî
ïîäìíîãîîáðàçèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R1(dA(m)) ⊂ TmM êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðà-
òîðà dA(m), îòâå÷àþùåå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
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íóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Q = ω2(A∗, ∗)|R1(A) â òî÷-
íîñòè ñîâïàäàåò ñ ñîáñòâåííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì E1(dA(m)) îïåðàòîðà A,
îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ 8.
Îïðåäåëåíèå 13. Ïóñòü Λ � ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå íåïîäâèæíûõ òî-
÷åê ñèìïëåêòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ A. Íàçîâ¼ì ýòî ïîäìíîãîîáðàçèå ñèëü-
íî óñòîé÷èâûì â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè, åñëè â êàæäîé òî÷êå m ∈ Λ
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà dA(m) â TmM , îòëè÷íûå îò 1,
ÿâëÿþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè (ñì. îïðåäåëåíèå 6), â ÷àñòíîñòè, ëåæàò íà
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè â lC è îòëè÷íû îò ±1;

2. êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q = ω2(dA(m)∗, ∗) çíàêîîïðåäåëåíà íà íåêîòî-
ðîé òðàíñâåðñàëè ê êàñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó TmΛ â êîðíåâîì ïîä-
ïðîñòðàíñòâå R1(dA(m)) îïåðàòîðà dA(m), îòâå÷àþùåì ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ 1.

Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Q ïîëî-
æèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî) îïðåäåëåíà íà óêàçàííîé òðàíñâåðñàëè. Åñëè
ýòà òðàíñâåðñàëü íóëüìåðíà (ò.å. ïîäïðîñòðàíñòâî R1(dA(m)) ñîâïàäàåò ñ
êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì TmΛ), òî ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ Q áóäåì
ñ÷èòàòü îäíîâðåìåííî è ïîëîæèòåëüíî, è îòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííîé íà
ýòîé òðàíñâåðñàëè.

Çàìå÷àíèå. Èç îïðåäåëåíèÿ ñèëüíî óñòîé÷èâîãî â ëèíåéíîì ïðèáëèæå-
íèè ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ ñëåäóåò, ÷òî â êàæäîé òî÷êå m ∈ Λ ÿäðî êâàä-
ðàòè÷íîé ôîðìû Q = ω2(dA(m)∗, ∗) â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ êàñàòåëüíûì
ïðîñòðàíñòâîì TmΛ ê Λ. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî èíäåêñ ôîðìû Q íå çàâè-
ñèò îò òî÷êè m ∈ Λ, åñëè Λ ñâÿçíî. Êðîìå òîãî, ëþáîå ñèëüíî óñòîé÷èâîå â
ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïîäìíîãîîáðàçèå Λ íåâûðîæäåíî, è â ëþáîé òî÷êå
m ∈ Λ ñïåêòð îïåðàòîðà dA(m) íå ñîäåðæèò −1. Èç òåîðèè ñèìïëåêòè÷å-
ñêèõ îïåðàòîðîâ ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà dA(m) ëåæèò íà åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè â lC.

Ëåììà 4. Ïóñòü, â óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ 6, â êàæäîé òî÷êå m ∈ Λ
ñïåêòð îïåðàòîðà dA(m) íå ñîäåðæèò -1. Òîãäà ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Q
îïåðàòîðà dA(m) íåâûðîæäåíà íà òðàíñâåðñàëè ê Λ. Êðîìå òîãî, âëîæå-
íèå i : Λ ↪→ U è ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ S : Λ → IR èç óòâåðæäåíèÿ 6 îáëàäàþò
ñëåäóþùèì äîïîëíèòåëüíûì ñâîéñòâîì:

5◦ Ïóñòü m ⊂ Λ � ëþáàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ôóíêöèè S, m̃ = i(m)
� ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ Ã. Ðàññìîòðèì
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ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè Q è Q̃ îïåðàòîðîâ dA(m) è dÃ(m̃) ñîîòâåòñòâåí-
íî. Òîãäà èíäåêñ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Q̃ ðàâåí ñóììå èíäåêñà êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìû Q è èíäåêñà ãåññèàíà ôóíêöèè S â òî÷êå m. Ñòåïåíè âûðîæ-
äåíèÿ ôîðìû Q̃ è ãåññèàíà ôóíêöèè S â òî÷êå m ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì
è ñ ðàçìåðíîñòüþ ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà dÃ(m̃), îòâå-
÷àþùåãî ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1.

Ýòà ëåììà áóäåò äîêàçàíà â �1.5.
Èç óòâåðæäåíèÿ 6, ïðåäëîæåíèÿ 1 è ëåììû 4 íåòðóäíî âûâåñòè ñëåäó-

þùåå

Óòâåðæäåíèå 7. Ïóñòü, â óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ 6, ìíîæåñòâî Λ ⊂ U
íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñèìïëåêòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ A : U → M ñèëüíî
óñòîé÷èâî â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Òîãäà âëîæåíèå i : Λ ↪→ U è ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ S = Ψ̃ ◦ i èç óòâåðæäåíèÿ 6 îáëàäàþò ñëåäóþùèì äîïîëíèòåëü-
íûì ñâîéñòâîì:

6◦ Ïóñòü m ∈ Λ � ìîðñîâñêàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ëîêàëüíîãî ìè-
íèìóìà (ëèáî ìàêñèìóìà èëè ìèíèìàêñà, â çàâèñèìîñòè îò ñèòóàöèè
â îïðåäåëåíèè 13) ôóíêöèè S = 1

ε
Ψ̃ ◦ i (ò.å. èìååò ìåñòî �ñîãëàñîâàí-

íàÿ çíàêîîïðåäåë¼ííîñòü�). Òîãäà å¼ îáðàç i(m) ïðè âëîæåíèè i ÿâëÿåòñÿ
ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîé â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè íåïîäâèæíîé òî÷êîé
îòîáðàæåíèÿ Ã.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ìíîæåñòâî Λ íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ A
ñèëüíî óñòîé÷èâî â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Ïóñòü âîçìóù¼ííîå ñèì-
ïëåêòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå Ã ãîìîëîãè÷íî îòîáðàæåíèþ A è ãëàäêî çà-
âèñèò îò ìàëîãî ïàðàìåòðà: Ã = Aε, ε ≥ 0. Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí
F0 ïîëÿ ñêîðîñòåé d

dε
Aε|ε=0. Ïóñòü m0 ∈ Λ � ìîðñîâñêàÿ êðèòè÷åñêàÿ

òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà (ëèáî ìàêñèìóìà èëè ìèíèìàêñà, â çàâèñè-
ìîñòè îò ñèòóàöèè â îïðåäåëåíèè 13) ôóíêöèè S = −F0|Λ (ò.å. èìååò
ìåñòî �ñîãëàñîâàííàÿ çíàêîîïðåäåë¼ííîñòü�). Òîãäà âûæèâàþùàÿ ñîãëàñ-
íî óòâåðæäåíèþ 5 íåïîäâèæíàÿ òî÷êà mε âîçìóù¼ííîãî îòîáðàæåíèÿ
Aε, ε > 0, ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâà â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè.

Çàìå÷àíèå 8. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 4, ò.å.

−1 6∈ spec dA(m), m ∈ Λ.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè Ψ◦ è Ψ̃◦ îòîáðàæåíèé A è Ã ñîîòâåò-
ñòâåííî (îïðåäåë¼ííûå íèæå â ï. 1.4.5). Òîãäà (ñì. äîêàçàòåëüñòâî óòâåð-
æäåíèé 6 è 7) âëîæåíèå i◦ è ôóíêöèþ S◦, àíàëîãè÷íûå âëîæåíèþ i è
ôóíêöèè S, ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Äåëî
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â òîì, ÷òî Q = d2Ψ◦(m), è ïîýòîìó ëþáîå íåâûðîæäåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå
Λ ⊂ U , â êàæäîé òî÷êå m êîòîðîãî −1 6∈ spec dA(m), ÿâëÿåòñÿ áîòòîâñêèì
êðèòè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè Ψ◦. Äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ̃ = i◦(Λ) ïðîâåä¼ì ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó m ∈ Λ
ìàëåíüêóþ (íîðìàëüíóþ ê Λ) ïîâåðõíîñòü Nm (dim Nm + dim Λ = dim M),
òðàíñâåðñàëüíóþ ê Λ è ãëàäêî çàâèñÿùóþ îò òî÷êè m. Òîãäà êàæäàÿ òî÷êà
m′, ëåæàùàÿ â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè U ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ â M ,
ïðèíàäëåæèò ðîâíî îäíîé èç ïîâåðõíîñòåé Nm, êîòîðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü
òàêæå ÷åðåç Nm′ .

Îïðåäåëèì ïîäìíîãîîáðàçèå Λ̃ êàê ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê m ∈ U , êîòî-
ðûå ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè Ψ̃◦|Nm :

Λ̃ = i◦(Λ) = {m ∈ U | dΨ̃◦(m)|TmNm = 0}. (12)

Ïî òåîðåìå î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ, ñ ó÷¼òîì êîìïàêòíîñòè Λ, ýòî ìíîæåñòâî
äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì âèäà Λ̃ = i◦(Λ), ãäå i◦ : Λ ↪→ U
� íåêîòîðîå âëîæåíèå, áëèçêîå ê òîæäåñòâåííîìó.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âëîæåíèå i◦ è ôóíêöèÿ S◦ = 1
ε
Ψ̃◦ ◦ i◦ îáëàäà-

þò ïåðå÷èñëåííûìè ñâîéñòâàìè 1◦�6◦ (ñì. óòâåðæäåíèÿ 6, 7 è ëåììó 4) è
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè, óòî÷íÿþùèìè ñâîéñòâî 5◦ èç ëåììû 4:

7◦ Îáðàçû m̃ = i◦(m) ïðè âëîæåíèè i◦ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê m ∈ Λ ôóíê-
öèè S◦ â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ñ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè ôóíêöèè Ψ̃◦ (è ñ
íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè îòîáðàæåíèÿ Ã).

8◦ Ïóñòü m ∈ Λ � ëþáàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ôóíêöèè S◦, m̃ = i◦(m)
� ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ Ã. Òîãäà â ýòîé
òî÷êå êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü ôóíêöèè Ψ̃◦ ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíê-
öèåé Q̃ ñèìïëåêòè÷åñêîãî îïåðàòîðà dÃ(m) (ñì. îïðåäåëåíèå 5).

1.4.5 Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ
Êàê ìû îòìå÷àëè â ï. 1.4.2 è 1.4.3, ëþáîå ñåìåéñòâî ãîìîëîãè÷íûõ ñèìïëåê-
òè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé Aε, |ε| ≤ ε0, ìîæíî îäíîçíà÷íî çàäàòü ïðè ïîìîùè
ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè Φε ýòîãî ñåìåéñòâà, çàäàâ òàêæå îòîáðàæåíèå A0

(ñì. çàìå÷àíèÿ 5, 4 è îïðåäåëåíèå 11).
Çäåñü ìû îïðåäåëèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ îòäåëüíîãî ñèìïëåêòè÷å-

ñêîãî îòîáðàæåíèÿ A, ãîìîëîãè÷íîãî òîæäåñòâåííîìó (ò.å. íå îáÿçàòåëüíî
âêëþ÷åííîãî â ñåìåéñòâî ñèìïëåêòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé).

Ïðèìåðû ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé. Íåðåäêî ñèìïëåêòè÷åñêèå îòîá-
ðàæåíèÿ çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé. Íàïðèìåð, ïóñòü
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íà M èìåþòñÿ êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû

(p, q) = (p1, . . . , pn, q1, . . . , qn).

Òîãäà ñèìïëåêòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå A : (p, q) → (P,Q) êàê ïðàâèëî (òî÷-
íåå, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ det(∂P

∂p
) 6= 0) ìîæíî çàäàòü íåÿâíûì îáðàçîì

ñîîòíîøåíèÿìè

P = p +
∂Ψ(P, q)

∂q
, Q = q − ∂Ψ(P, q)

∂P
. (13)

Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè ãëàäêîå îòîáðàæåíèå A óäîâëåòâîðÿåò òàêèì ñî-
îòíîøåíèÿì (òàêîå îòîáðàæåíèå ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
det(I − ∂2Ψ

∂P∂q
) 6= 0), òî îíî àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì äèô-

ôåîìîðôèçìîì. Ïðè ýòîì îáå ìàòðèöû ∂P
∂p

è I − ∂2Ψ
∂P∂q

íåâûðîæäåíû è âçà-
èìíî îáðàòíû.

Ôóíêöèþ Ψ(P, q) âèäà (13) íàçûâàþò ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé îòîáðà-
æåíèÿ A. Ýòà ôóíêöèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèì âàæíûì ñâîéñòâîì: êðèòè-
÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè Ψ ñîâïàäàþò ñ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè îòîáðà-
æåíèÿ A, ïðè÷¼ì ìîðñîâñêèå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè Ψ ñîâïàäàþò
ñ íåâûðîæäåííûìè íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè îòîáðàæåíèÿ A.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ñôîðìóëèðóåì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè
ìíîæåñòâà Λ íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ A0 â òåðìèíàõ ïðîèçâîäÿ-
ùåé ôóíêöèè.

Ïóñòü Λ � íåêîòîðîå ïîäìíîãîîáðàçèå, âñå òî÷êè êîòîðîãî íåïîäâèæ-
íû ïðè ñèìïëåêòè÷åñêîì îòîáðàæåíèè A. Ïóñòü îêðåñòíîñòè U íåêîòîðîé
òî÷êè m ∈ Λ îòîáðàæåíèå A çàäàíî ñ ïîìîùüþ óêàçàííîé âûøå ïðîèçâî-
äÿùåé ôóíêöèè Ψ(P, q) (îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ êàíîíè÷åñêèõ ëîêàëüíûõ
êîîðäèíàò p, q â U). Òîãäà äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì íåâûðîæäåííîñòè ïîä-
ìíîãîîáðàçèÿ Λ â îáëàñòè U ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå áîòòîâîñòè Λ ïî îòíîøåíèþ
ê ôóíêöèè Ψ(P, q), ò.å.

dim ker d2Ψ(m) = dim Λ

â êàæäîé òî÷êå m ∈ Λ ∩ U .
Ñóùåñòâóþò ðàçíûå òèïû ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ñèìïëåêòè÷åñêîãî

îòîáðàæåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ôóíêöèè (13). Íàïðèìåð, ñèìïëåêòè÷åñêîå îòîá-
ðàæåíèå A ìîæåò áûòü çàäàíî óêàçàííîé âûøå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé
Ψ(P, q), åñëè det(∂P

∂p
) 6= 0 (ò.å. åñëè ôóíêöèè P , q ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå

ðåãóëÿðíûõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò íà M). Åñëè det(∂P
∂p

) = 0, òî ýòî ïðå-
ïÿòñòâèå óñòðàíÿåòñÿ çàìåíîé íåêîòîðûõ ïåðåìåííûõ pik+1

, . . . , pin íà ñî-
îòâåòñòâóþùèå qik+1

, . . . , qin è îäíîâðåìåííîé çàìåíîé ýòèõ qik+1
, . . . , qin íà
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ñîîòâåòñòâóþùèå −pik+1
, . . . ,−pin ; è, çíà÷èò, îòîáðàæåíèå áóäåò çàäàâàòüñÿ

ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè

Ψ = Ψ(Pi1 , . . . , Pik , Qik+1
, . . . , Qin , qi1 , . . . , qik ,−pik+1

, . . . ,−pin),

òî÷íóþ ôîðìóëó ñì. â [1]. Ïðèíöèïèàëüíûõ ðàçëè÷èé â çàäàíèè îòîáðà-
æåíèé ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ñ ðàçíûìè íàáîðàìè i1, . . . , ik
íåò, òàê êàê îíè ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïåðåîáîçíà÷åíèåì ÷àñòè p íà q
è q íà −p, ïîýòîìó äëÿ ïðîñòîòû ìû ðàññìàòðèâàåì ëèøü ïðîèçâîäÿùóþ
ôóíêöèþ Ψ(P, q) âèäà (13).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî îòîáðàæåíèå A = A0 âêëþ÷åíî â îäíîïàðà-
ìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ãîìîëîãè÷íûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé Aε.
Ïóñòü Ψε = Ψε(P, q) � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ îòîáðàæåíèÿ Aε. Òàê êàê
ïðè ëþáîì ε ïîëå ñêîðîñòåé d

dε
Aε îáëàäàåò ãëîáàëüíîé ôóíêöèåé ãàìèëü-

òîíà Fε, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü ïðèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ Φ(m, ε) ñåìåéñòâà
îòîáðàæåíèé Aε, ãäå d

dε
Φ(m, ε) + Fε(Aε(m)) = 0, Φ(m, 0) = 0 (ñì. îïðåäåëå-

íèå 11). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ S = −F0|Λ. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 6,

S = Ψ′|Λ + const,

ãäå Ψ′ = dΨε

dε
|ε=0.

Çàìå÷àíèå. Òàê êàê â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè S êîîðäèíàòû íå èñïîëüçî-
âàëèñü, òî îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè Ψ′ íà ìíîæåñòâî Λ íåïîäâèæíûõ òî÷åê
íåâîçìóù¼ííîãî îòîáðàæåíèÿ A íå çàâèñèò íè îò âûáîðà ëîêàëüíûõ êàíî-
íè÷åñêèõ êîîðäèíàò p, q, íè îò òèïà ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè Ψ.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî àíàëîã ôóíêöèè Ψ èç (13) â äåéñòâèòåëüíîñòè ìîæ-
íî îïðåäåëèòü äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ A, ãîìîëîãè÷íîãî òîæäåñòâåííîìó
(ò.å. îãðàíè÷åíèå det(∂P

∂p
) 6= 0 íåñóùåñòâåííî). Òàêàÿ ôóíêöèÿ áóäåò çàâè-

ñåòü îò ïåðåìåííûõ p, q è îïðåäåëÿòüñÿ ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì:

dΨ(p, q) = (P − p)dq − (Q− q)dP. (14)

Òàêàÿ ôóíêöèÿ Ψ ïî-ïðåæíåìó áóäåò îáëàäàòü íóæíûìè íàì ñâîéñòâàìè:
1◦ Ëþáàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ A ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé

òî÷êîé ôóíêöèè Ψ.
2◦ Êðèòè÷åñêèå òî÷êè îãðàíè÷åíèÿ ôóíêöèè Ψ̃ íà íåêîòîðîå ïîäìíî-

ãîîáðàçèå Λ̃ áóäóò ñîâïàäàòü ñ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè îòîáðàæåíèÿ Ã.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ïîäìíîãîîáðàçèÿ

Λ çàäàíû ãëîáàëüíûå êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû p, q, è îòîáðàæåíèå Aε :
(p, q) → (P, Q) çàäàíî ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé Ψε(P, q), óäîâëåòâîðÿþùåé
óñëîâèþ det(∂P

∂p
) 6= 0 âî âñåé ýòîé îêðåñòíîñòè. Ïóñòü ìíîæåñòâî Λ êðè-

òè÷åñêèõ òî÷åê ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè Ψ0 ÿâëÿåòñÿ áîòòîâñêèì. Íåòðóäíî
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äîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ
Aε â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè Ψε. È òîãäà òåîðåìà 4 è óòâåðæäåíèå 5 ÿâëÿþòñÿ î÷åâèäíûìè
ñëåäñòâèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì î êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ ôóíêöèé, ÿâ-
ëÿþùèõñÿ âîçìóùåíèÿìè ôóíêöèé Áîòòà.
Çàìå÷àíèå. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ãðóïïû Ëè, äåéñòâóþùåé ñèìïëåêòè÷åñêè-
ìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè íà ìíîãîîáðàçèè M (ñì. çàìå÷àíèå 4), ïðîèçâîäÿ-
ùàÿ ôóíêöèÿ îòäåëüíîãî ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ãîìîëîãè÷íî-
ãî òîæäåñòâåííîìó, ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíûì ýëåìåíòîì àëãåáðû Ëè C∞(M), à
íå ïóò¼ì â àëãåáðå Ëè. Ïðè ýòîì ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íî ñòðî-
èòñÿ ïî ñèìïëåêòè÷åñêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ. Êðîìå òîãî, äëÿ ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè âèäà (13) îáðàòíîå òîæå âåðíî: åñëè det(∂P

∂p
) 6= 0, òî ïî ôóíêöèè

Ψ ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü ïðåîáðàçîâàíèå A. Îäíàêî ïîñëåäíåå
ñâîéñòâî äëÿ íàñ äàëåå íå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñóùåñòâåííûì.

Ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïîëåçåí åù¼ îäèí
(â íåêîòîðîì ñìûñëå áîëåå óçêèé) êëàññ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé, êîòîðûå
ìû áóäåì îáîçíà÷àòü Ψ◦. Ïðèìåðîì òàêîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ñëå-
äóþùåãî âèäà. Åå äèôôåðåíöèàë èìååò âèä

dΨ◦(p, q) =
1

2
((P − p)(dQ + dq)− (Q− q)(dP + dp)). (15)

Äåëî â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ Ψ◦ îáëàäàåò äîïîëíèòåëüíûì ñâîéñòâîì 8◦ èç
çàìå÷àíèÿ 8:

3◦ Â ëþáîé íåïîäâèæíîé òî÷êå m îòîáðàæåíèÿ A ãåññèàí ôóíêöèè Ψ◦

ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ñèìïëåêòè÷åñêîãî îïåðàòîðà dA(m):

d2Ψ◦(m)ξ = ω2(dA(m)ξ, ξ).

Îáùåå îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè. Â äåéñòâèòåëüíîñòè,
ãëîáàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ â îêðåñòíîñòè Λ ìîæíî îïðåäåëèòü
è â ñëó÷àå, êîãäà íå ñóùåñòâóåò ãëîáàëüíûõ êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàò p, q.
Òàêàÿ �áåñêîîðäèíàòíàÿ� ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Ψ̃ íå áóäåò çàäàâàòü ñàìî
îòîáðàæåíèå Ã, íî áóäåò îáëàäàòü ñâîéñòâàìè 1◦, 2◦ (ñì. âûøå).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ðàññìîòðèì �ãîìîòîïèþ�, òî÷-
íåå, Cr�ãëàäêîå îòîáðàæåíèå g : M × M × [0, 1] → M , g = g(m, m′, u),
m, m′ ∈ M , 0 ≤ u ≤ 1, îïðåäåë¼ííîå ïðè ëþáîì u â ìàëîé îêðåñòíîñòè
�äèàãîíàëè� ∆ = {(m,m) |m ∈ M} â M ×M , è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

g(m,m′, 0) = m, g(m,m′, 1) = m′,
g(m,m, u) = m, 0 ≤ u ≤ 1.

(16)
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Ïðè ýòîì çàâèñèìîñòü g îò ïåðåìåííîé u ìîæåò áûòü ëèøü êóñî÷íî-
ãëàäêîé, à íå îáÿçàòåëüíî ãëàäêîé. Ýòî çíà÷èò, ÷òî îòðåçîê [0, 1] ìîæíî
ïðåäñòàâèòü êàê îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îòðåçêîâ [ui, ui+1], â êàæ-
äîì èç êîòîðûõ îòîáðàæåíèå g ÿâëÿåòñÿ Cr�ãëàäêèì (r � êîíñòàíòà èç
óòâåðæäåíèÿ 6). Ïîëîæèì

h(m,u) = g(m,A(m), u), 0 ≤ u, v ≤ 1. (17)
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Ψ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáîãî ïóòè mv, 0 ≤

v ≤ 1, â U ïîëîæèì

Ψ(m1)−Ψ(m0) =
∫

C(mv,0≤v≤1)
ω2, (18)

ãäå C(mv, 0 ≤ v ≤ 1) = {h(mv, u) | 0 ≤ u, v ≤ 1} ⊂ U � äâóìåðíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü â M ñ êîîðäèíàòàìè u, v, îáðàçîâàííàÿ îòðåçêàìè h(mv, u), 0 ≤ u ≤ 1,
(ñì. (17)), êàæäûé èç êîòîðûõ ñîåäèíÿåò òî÷êó mv ñ å¼ îáðàçîì A(mv),
0 ≤ v ≤ 1.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (10) ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ Ψ îïðåäåëåíà êîððåêòíî
(ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
îòîáðàæåíèå A ãîìîëîãè÷íî òîæäåñòâåííîìó.
Îïðåäåëåíèå 14. Ëþáóþ ôóíêöèþ Ψ âèäà (18) áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâî-
äÿùåé ôóíêöèåé îòîáðàæåíèÿ A, îòâå÷àþùåé �ãîìîòîïèè� g.

Íàïðèìåð, ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Ψ âèäà (13) îòâå÷àåò êóñî÷íî-ãëàä-
êîé ãîìîòîïèè

g(p, q; P, Q; u) =

{
(p + 2u(P − p) , q), 0 ≤ u ≤ 1

2
,

(P , q + (2u− 1)(Q− q)), 1
2
≤ u ≤ 1,

ãäå îáîçíà÷åíî m = (p, q), m′ = (P,Q). Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Ψ◦ âèäà
(15) îòâå÷àåò ãëàäêîé ãîìîòîïèè

g◦(m,m′, u) = (1− u)m + um′, 0 ≤ u ≤ 1.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî óñëîâèå áîòòîâîñòè ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ îòíîñèòåëüíî
ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè Ψ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ íåâûðîæäåííîñòè
Λ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 9, íî íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Â ÷àñòíîñòè, åñëè
ôóíêöèÿ Ψ ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé âèäà Ψ◦ (íàïðèìåð, ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ
ãåîäåçè÷åñêèõ íåêîòîðîé àôôèííîé ñâÿçíîñòè), òî íåâûðîæäåííîå ïîäìíî-
ãîîáðàçèå Λ íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ A ÿâëÿåòñÿ áîòòîâñêèì äëÿ
ôóíêöèè Ψ◦ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà íåò òî÷åê m ∈ Λ, â êîòîðûõ
äèôôåðåíöèàë dA(m) îòîáðàæåíèÿ A �ïåðåâîðà÷èâàåò� êàñàòåëüíûå âåêòî-
ðà, ò.å. −1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà dA(m). Îòìåòèì åù¼
ðàç, ÷òî ëþáîå ñèëüíî óñòîé÷èâîå ïîäìíîãîîáðàçèå Λ ÿâëÿåòñÿ áîòòîâñêèì
äëÿ ôóíêöèè Ψ◦.
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Îáùèå ñâîéñòâà ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé. Ôèêñèðóåì îäèí èç ñïîñî-
áîâ ïîñòðîåíèÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè, îïèñàííûõ âûøå. Ýòî ýêâèâàëåíò-
íî ôèêñèðîâàíèþ êàêîé-íèáóäü �ãîìîòîïèè� âèäà (16).

Ïóñòü A � ëþáîå ñèìïëåêòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå, ãîìîëîãè÷íîå òîæäå-
ñòâåííîìó, Ψ � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Òîãäà, íåçàâè-
ñèìî îò ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ, ôóíêöèÿ Ψ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1◦ Åñëè A � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, òî Ψ ≡ 0.
2◦ Åñëè A(m) = m äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè m ∈ M , òî dΨ(m) = 0.
3◦ Ïóñòü Λ ⊂ M � ëþáîå ñâÿçíîå ïîäìíîãîîáðàçèå, A1 è A2 � äâà

ñèìïëåêòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèÿ, òàêèå, ÷òî A1|Λ ≡ A2|Λ. Òîãäà Ψ1|Λ ≡
Ψ2|Λ + const.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâà ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè, îò-
âå÷àþùèå íåêîòîðûì ãîìîòîïèÿì g è g◦ âèäà (16). Ïóñòü Ψ è Ψ◦ � ïðèçâî-
äÿùèå ôóíêöèè îòîáðàæåíèÿ A, îòâå÷àþùèå ãîìîòîïèÿì g è g◦ ñîîòâåò-
ñòâåííî. Òîãäà ðàçíîñòü ýòèõ ôóíêöèé îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì.

4◦ Äâå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè Ψ è Ψ◦ îäíîãî è òîãî æå ñèìïëåêòè÷å-
ñêîãî îòîáðàæåíèÿ A îòëè÷àþòñÿ íà ôóíêöèþ âèäà

Ψ(m)−Ψ◦(m) = O(dist (m,A(m))2),

ãäå dist (m,m′) � ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè, ïîíèìàåìîå â ñìûñ-
ëå íåêîòîðîé ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà ìíîãîîáðàçèè M (êàê íèæíÿÿ ãðàíü
äëèí êðèâûõ â M , ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè m è m′).

Äîêàæåì ñâîéñòâî 4◦. Èç îïðåäåëåíèÿ (18) ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ñ
ó÷¼òîì çàìêíóòîñòè ôîðìû ω2 ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè m ∈ M
ðàçíîñòü Ψ(m) − Ψ◦(m) ðàâíà èíòåãðàëó ôîðìû ω2 ïî ìàëåíüêîé äâóìåð-
íîé ïîâåðõíîñòè C, îãðàíè÷åííîé êðèâûìè h(m,u), 0 ≤ u ≤ 1, è h◦(m,u),
0 ≤ u ≤ 1. (Êàæäàÿ èç ýòèõ êðèâûõ ñîåäèíÿåò òî÷êè m è A(m), îò-
âå÷àåò ñâîåé �ãîìîòîïèè� g è g◦ âèäà (16) è îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
(17).) Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü C îá-
ðàçîâàíà êðàò÷àéøèìè îòðåçêàìè, ñîåäèíÿþùèìè ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷-
êè äâóõ å¼ ãðàíè÷íûõ êðèâûõ. Òàê êàê äëèíû îáåèõ ýòèõ êðèâûõ èìå-
þò ïîðÿäîê O(dist (m,A(m))), òî ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè C èìååò ïîðÿäîê
O(dist (m,A(m))2). Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë ôîðìû ω2 ïî ïîâåðõíîñòè C
òîæå èìååò ïîðÿäîê O(dist (m,A(m))2).

1.4.6 Ñâÿçü ìåòîäà óñðåäíåíèÿ ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé
Ñîãëàñíî ëåììå 3, îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå A è Ã, îòâå÷àþùèå äâóì ãà-
ìèëüòîíîâûì ñèñòåìàì ñ áëèçêèìè ãàìèëüòîíèàíàìè H è H̃, ãîìîëîãè÷-
íû. Áîëåå òî÷íî, åñëè Σ � ñåêóùàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü â M , è ϕ : σ → σ̃
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� åñòåñòâåííûé ñèìïëåêòè÷åñêèé äèôôåîìîðôèçì ìåæäó ñå÷åíèÿìè Ïó-
àíêàðå σ = Σ ∩H−1(h) è σ̃ = Σ ∩ H̃−1(h), A è Ã � îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå,
òî îòîáðàæåíèÿ A è P = ϕ−1 ◦ Ãϕ ãîìîëîãè÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæå-
íèå P ◦ A−1 ãîìîëîãè÷íî òîæäåñòâåííîìó è çíà÷èò, ñîãëàñíî ï. 1.4.5, îíî
èìååò ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ. Ïóñòü Ψ̃ � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ýòîãî
îòîáðàæåíèÿ (êàêîãî-ëèáî òèïà).

Êàê ïîêàçûâàåò òåîðåìà 6 (î ðàñïîëîæåíèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê âîçìó-
ù¼ííîãî îòîáðàæåíèÿ), ÷àñòî âàæíî çíàòü, õîòÿ áû ïðèáëèæåííî, ÿâíûé
âèä ôóíêöèè Ψ̃. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòó ôóíêöèþ ìîæíî ïîëó÷èòü èç �âîçìó-
ùåíèÿ� H̃−H ôóíêöèè H ïóò¼ì åãî �óñðåäíåíèÿ� ïî òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû
ñ ãàìèëüòîíèàíîì H.

×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ýòî óòâåðæäåíèå áîëåå òî÷íî, îïðåäåëèì ïîíÿ-
òèå óñðåäíåíèÿ, ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íîå óñðåäíåíèþ (6) ïî ïåðèîäè÷åñêèì
òðàåêòîðèÿì.

Ïóñòü H : M → IR � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãî-
îáðàçèè M , h � å¼ ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå. Ðàññìîòðèì íà M ãàìèëüòîíîâó
ñèñòåìó ñ ãàìèëüòîíèàíîì H. Ïóñòü σ ⊂ H−1(h) � ëþáàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü
(íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíàÿ), òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùàÿ ôàçîâûå òðàåêòî-
ðèè ýòîé ñèñòåìû íà H−1(h). Ïóñòü σ′ ⊂ σ � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî, íà
êîòîðîì êîððåêòíî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå A : σ′ → σ, îòâå÷à-
þùåå ýòîé ñèñòåìå. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè H íà ìíîãîîáðàçèè M îïðåäåëèì
å¼ óñðåäíåíèå H̄ ïî ôàçîâûì òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H,
ïîëàãàÿ

H̄(m) =
∫ T (m)

0
H(γ(m, t)) dt, m ∈ σ′, (19)

ãäå γ(m, t) � ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H, âûïóùåí-
íàÿ èç òî÷êè m = γ(m, 0) ∈ σ, T (m) > 0 � âðåìÿ äâèæåíèÿ ïî ýòîé òðàåê-
òîðèè äî ñëåäóþùåãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ñåêóùåé ïîâåðõíîñòüþ σ. (Â ÷àñòíîñòè,
γ(m,T (m)) = A(m).) Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ôóíêöèÿ (19) îïðåäåëåíà â îòêðûòîé
îáëàñòè σ′ â σ, â îòëè÷èå îò óñðåäí¼ííîãî âîçìóùåíèÿ (6).

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 8. Ïóñòü ãàìèëüòîíèàí H̃ âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû áëèçîê
ê H ïî íîðìå Cr, ãäå r ≥ 1. Îáîçíà÷èì ε = ‖H̃ −H‖Cr , H1 = (H̃ −H)/ε.
Ïóñòü Σ ⊂ M � ñåêóùàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü, è ïóñòü A è Ã � îòîá-
ðàæåíèÿ Ïóàíêàðå íà ïîâåðõíîñòÿõ σ = Σ ∩ H−1(h) è σ̃ = Σ ∩ H̃−1(h),
îòâå÷àþùèå íåâîçìóù¼ííîé è âîçìóù¼ííîé ñèñòåìàì ñîîòâåòñòâåííî.
Ïóñòü ϕ : σ → σ̃ � åñòåñòâåííûé ñèìïëåêòè÷åñêèé äèôôåîìîðôèçì ñå÷å-
íèé Ïóàíêàðå (ñì. ëåììó 3). Ðàññìîòðèì ñèìïëåêòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå
P = ϕ−1 ◦ Ã ◦ ϕ íà ïîâåðõíîñòè σ, ãîìîëîãè÷íîå îòîáðàæåíèþ A. Ïóñòü
Ψ̃ � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ îòîáðàæåíèÿ P ◦ A−1. Òîãäà ïðè ëþáîì äî-
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ñòàòî÷íî ìàëîì ε ôóíêöèÿ 1
ε
Ψ̃◦A áëèçêà ê îãðàíè÷åíèþ íà σ ôóíêöèè H̄,

ïîëó÷åííîé óñðåäíåíèåì (19) âîçìóùåíèÿ H = H1|Λ ïî ôàçîâûì òðàåêòî-
ðèÿì íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû.

Çäåñü ïîä áëèçîñòüþ ãëàäêèõ ôóíêöèé ïîíèìàåòñÿ èõ ε�áëèçîñòü â
Cr−1�íîðìå.

Ïðèâåä¼ì ñëåäñòâèÿ èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå ìû ñôîðìóëèðóåì
â âèäå çàìå÷àíèé.
Çàìå÷àíèå. Ïóñòü, â óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ 8, r ≥ 2 è ãàìèëüòîíîâà ñè-
ñòåìà ñ ãàìèëüòîíèàíîì H èìååò ïîäìíîãîîáðàçèå Λ ⊂ H−1(h), ñïëîøü
çàïîëíåííîå çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè. Ñîãëàñíî ëåììå 2, îòîáðàæåíèå
A, à çíà÷èò, è îòîáðàæåíèå Ã (ñì. ëåììó 3), ãîìîëîãè÷íî òîæäåñòâåííîìó.
Ïóñòü Ψ̃ � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ îòîáðàæåíèÿ P = ϕ−1 ◦ Ã ◦ ϕ. Â ñèëó
îáùåãî ñâîéñòâà 3◦ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé (ñì. ï. 1.4.5) îãðàíè÷åíèÿ íà
ïîäìíîãîîáðàçèå Λ̄ = Λ ∩ σ ôóíêöèè Ψ̃ è ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè îòîáðà-
æåíèÿ P ◦A−1 ñîâïàäàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, èç óòâåðæäåíèÿ 8 ïîëó÷àåì, ÷òî
ôóíêöèÿ 1

ε
Ψ̃|Λ̄ ε�áëèçêà ê ôóíêöèè H̄|Λ̄ (ïî íîðìå Cr−1). Îòìåòèì òàêæå,

÷òî ôóíêöèÿ H̄|Λ̄ ïî îïðåäåëåíèþ íå çàâèñèò îò âûáîðà ñåêóùåé ïîâåðõíî-
ñòè σ è ñîâïàäàåò ñ óñðåäí¼ííûì âîçìóùåíèåì (6).

Çàìå÷àíèå 9. Â ñèëó ïðåäûäóùåãî çàìå÷àíèÿ, ìåòîä óñðåäíåíèÿ íà
ïîäìíîãîîáðàçèè (ò.å. òåîðåìà 2 è óòâåðæäåíèÿ 1, 2) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
òåîðåìû 4 è (áîëåå îáùåãî) óòâåðæäåíèÿ 5 î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ îòîáðà-
æåíèé. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, òåîðåìà 3 è ñëåäñòâèå 5 îá óñòîé÷èâîñòè
çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé ñèñòåì ñëåäóþò èç óòâåðæäåíèÿ 7 îá óñòîé÷èâîñòè
íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèé.

Ïóñòü ïîäìíîãîîáðàçèå Λ ⊂ H−1(h) òðèâèàëüíî ðàññëîåíî íà çàìêíó-
òûå òðàåêòîðèè íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû. Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò ãëîáàëüíîå (2n− 1)�ìåðíîå ñå÷åíèå Σ2n−1 ⊂ M2n, òðàíñâåðñàëüíî
ïåðåñåêàþùåå êàæäóþ òðàåêòîðèþ íà Λ, ïðè÷¼ì ðîâíî â îäíîé òî÷êå. Â
÷àñòíîñòè, Λ ∩ σ äèôôåîìîðôíî B = Λ/S1, è ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü
B ñ Λ ∩ σ. Ðàññìîòðèì (2n − 2)�ìåðíûå ïîâåðõíîñòè σ = Σ ∩ H−1(h),
σ̃ = Σ ∩ H̃−1(h), íàçûâàåìûå ñå÷åíèÿìè Ïóàíêàðå, è îáîçíà÷èì B = Λ ∩ σ.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå A : σ → σ è Ã : σ̃ → σ̃, îòâå÷àþùèå
íåâîçìóù¼ííîé è âîçìóù¼ííîé ñèñòåìàì ñîîòâåòñòâåííî. Êàê ìû óæå îò-
ìå÷àëè, íåïîäâèæíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò
ñ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé íà ïîâåðõíîñòè H̃−1(h) ñ ñå-
÷åíèåì Ïóàíêàðå σ̃.

Ñîãëàñíî ëåììå 3, îòîáðàæåíèÿ A è ϕ−1◦Ã◦ϕ ãîìîëîãè÷íû, ãäå ϕ : σ →
σ̃ � åñòåñòâåííûé ñèìïëåêòè÷åñêèé äèôôåîìîðôèçì îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ
îòîáðàæåíèé A è Ã, ïîñòðîåííûé â ï. 1.4.2.
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Ñëåäîâàòåëüíî, èç ëþáîãî óòâåðæäåíèÿ î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ ãîìîëî-
ãè÷íûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé, ëåãêî ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùåå
óòâåðæäåíèå î çàìêíóòûõ òðàåêòîðèÿõ âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû. Ïðè ýòîì
â ôîðìóëèðîâêå ïîëó÷àþùåãîñÿ óòâåðæäåíèÿ íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì,
÷òî ôóíêöèÿ 1

ε
Ψ̃|Λ̄ áëèçêà ê ôóíêöèè H̄|Λ̄. Â ÷àñòíîñòè, èç óòâåðæäåíèé 6,

4 è ëåììû 1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 9. Ïóñòü, â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1, ðàññëîåíèå Λ íà çàìêíó-
òûå òðàåêòîðèè òðèâèàëüíî. Òîãäà ïðè ëþáîì äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0
ñóùåñòâóþò âëîæåíèå i : B ↪→ Σ ïîäìíîãîîáðàçèÿ B â Σ è ãëàäêèå ôóíê-
öèè T̃ è S íà ïîäìíîãîîáðàçèè B, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1◦ Îáðàç B̃ = i(B) ïîäìíîãîîáðàçèÿ B ïðè âëîæåíèè i ëåæèò íà ïî-
âåðõíîñòè σ̃ = Σ ∩ H̃−1(h).

2◦ Îáðàçû ïðè âëîæåíèè i âñåõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè S â òî÷-
íîñòè ñîâïàäàþò ñ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ σ̃ çàìêíóòûõ
òðàåêòîðèé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H̃, ëåæàùèõ íà ïîâåðõíîñòè
H̃−1(h). Â ÷àñòíîñòè, ïîäìíîãîîáðàçèå B̃ ñîäåðæèò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
âñåõ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû íà H̃−1(h) ñ ñå÷åíèåì
σ̃. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè b ∈ B ôóíêöèè S ÷èñëî T̃ (b)
ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì òðàåêòîðèè âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êó i(b).

3◦ Òî÷êà b ∈ B ÿâëÿåòñÿ ìîðñîâñêîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ôóíêöèè S
â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà å¼ îáðàç i(b) ïðè âëîæåíèè i ïðèíàä-
ëåæèò íåâûðîæäåííîé çàìêíóòîé òðàåêòîðèè ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíè-
àíîì H̃. Áîëåå òîãî, îáðàç ïðè êàñàòåëüíîì îòîáðàæåíèè di(b) íóëåâîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà ãåññèàíà ôóíêöèè S â òî÷êå b â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ
ÿäðîì îïåðàòîðà dÃ(i(b))−I, ãäå dÃ(i(b)) � îïåðàòîð ìîíîäðîìèè â òî÷êå
i(b), I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.

4◦ Âëîæåíèå i áëèçêî ê òîæäåñòâåííîìó, ôóíêöèÿ T̃ áëèçêà ê ôóíê-
öèè T , à ôóíêöèÿ S áëèçêà ê ôóíêöèè −H̄, ïîëó÷åííîé óñðåäíåíèåì (6)
âîçìóùåíèÿ (5) ïî çàìêíóòûì òðàåêòîðèÿì íà Λ.

5◦ Åñëè âîçìóù¼ííûé ãàìèëüòîíèàí H̃ ãëàäêî çàâèñèò îò ìàëîãî ïà-
ðàìåòðà, òî âëîæåíèå i : B ↪→ Σ è ôóíêöèÿ S íà B òîæå ãëàäêî çàâèñÿò
îò ýòîãî ïàðàìåòðà.

6◦ Ïóñòü b ∈ B � ëþáàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ôóíêöèè S, b̃ = i(b) �
ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè σ̃ ñ çàìêíóòîé òðàåê-
òîðèåé γ̃ âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè Q è
Q̃ îïåðàòîðîâ ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùèõ çàìêíóòûì òðàåêòîðèÿì γ 3 b
è γ̃. Åñëè ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Q îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè íåâûðîæäåíà
íà òðàíñâåðñàëè ê B = Λ ∩ σ â σ, òî èíäåêñ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Q̃ ðà-
âåí ñóììå èíäåêñà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Q è èíäåêñà ãåññèàíà ôóíêöèè S
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â ëþáîé òî÷êå êðèâîé γ:

ind Q̃ = ind Q + ind d2S.

7◦ Ïóñòü ïîäìíîãîîáðàçèå Λ ⊂ H−1(h), ñèëüíî óñòîé÷èâî â ëèíåéíîì
ïðèáëèæåíèè, è ïóñòü òî÷êà b ∈ B ÿâëÿåòñÿ ìîðñîâñêîé òî÷êîé ëîêàëü-
íîãî ìèíèìóìà (ëèáî ìàêñèìóìà èëè ìèíèìàêñà, â çàâèñèìîñòè îò ñè-
òóàöèè â îïðåäåëåíèè 8) ôóíêöèè S. Òîãäà îáðàç b̃ = i(b) ýòîé òî÷êè ïðè
âëîæåíèè i ïðèíàäëåæèò ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîé â ëèíåéíîì ïðèáëè-
æåíèè çàìêíóòîé òðàåêòîðèè ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H̃.

Çäåñü ïîä áëèçîñòüþ äâóõ îòîáðàæåíèé èëè ôóíêöèé ïîíèìàåòñÿ èõ
ε�áëèçîñòü â Cr−1�ìåòðèêå.

Îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå 9 (î ëîêàëèçàöèè è óñòîé÷èâîñòè çàìêíó-
òûõ òðàåêòîðèé) �ïî÷òè ñîâïàäàåò� ñ óòâåðæäåíèÿìè 3, 4 � ñ åäèíñòâåííîé
ðàçíèöåé, ÷òî â óòâåðæäåíèè 9 âëîæåíèå i è ôóíêöèÿ S îïðåäåëåíû íå íà
âñ¼ì ïîäìíîãîîáðàçèè Λ, à ëèøü íà åãî ïåðåñå÷åíèè ñ ñåêóùåé ïîâåðõíî-
ñòüþ σ. Êîíå÷íî, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìîæíî �ðàññëîèòü� îêðåñòíîñòü
ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ â H−1(h) íà îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñåêóùèõ
ïîâåðõíîñòåé, àíàëîãè÷íûõ ïîâåðõíîñòè σ. Ïðè ýòîì íà êàæäîé òàêîé ïî-
âåðõíîñòè ìîæíî ðàññìîòðåòü îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå è åãî ïðîèçâîäÿùóþ
ôóíêöèþ, ãëàäêî çàâèñÿùèå îò ñåêóùåé ïîâåðõíîñòè, à òàêæå ñîîòâåòñòâó-
þùåå âëîæåíèå â íå¼, àíàëîãè÷íîå âëîæåíèþ i. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì
íóæíûå âëîæåíèå è ôóíêöèþ, îïðåäåë¼ííûå íà âñ¼ì Λ. Îäíàêî ïîëó÷åí-
íàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ íà Λ íå áóäåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîñòîÿííîé íà
çàìêíóòûõ òðàåêòîðèÿõ íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû íà Λ. Â ýòîì è ñîñòîèò îò-
ëè÷èå óòâåðæäåíèÿ 3 î çàìêíóòûõ òðàåêòîðèÿõ âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû îò
íåìíîãî áîëåå ñëàáîãî (íî çàòî áîëåå ïðîñòîãî) óòâåðæäåíèÿ 9.

Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå 9 íå îõâàòûâàåò ñëó÷àé ëþáîãî ðàññëîåíèÿ, è
äàæå â ñëó÷àå òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåíåå îáùèì, ÷åì óòâåð-
æäåíèå 3. Òåì íå ìåíåå, äëÿ ïðèëîæåíèé ýòî óòâåðæäåíèå î÷åíü âàæíî,
òàê êàê

1. â ïðèëîæåíèÿõ ñëó÷àé òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ î÷åíü ðàñïðîñòðà-
íåí, è êðîìå òîãî,

2. ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé ðàçíèöà ìåæäó �ñèëüíûìè� è �ñëàáû-
ìè� óòâåðæäåíèÿìè â ñëó÷àå òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ñîâåðøåííî íå
ïðèíöèïèàëüíà (ò.å. îíè ñîâåðøåííî ðàâíîöåííû); áîëåå òîãî, óäîáíåå
ïîëüçîâàòüñÿ èìåííî ïîñëåäíèìè (áîëåå ñëàáûìè, íî çàòî áîëåå ïðî-
ñòûìè) óòâåðæäåíèÿìè, òàê êàê â íèõ áîëåå ïðîñòî è ÿâíî ñòðîèòñÿ
ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 8 ìû äîêàæåì åãî îáîáùåíèå, îòíîñÿ-
ùååñÿ ê ñåìåéñòâàì ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.

Ïóñòü Hu : M → IR � îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ãëàäêèõ ôóíê-
öèé íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M , h ∈ IR � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå
ýòèõ ôóíêöèé, 0 ≤ u ≤ u0. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ
ãàìèëüòîíèàíàìè Hu, 0 ≤ u ≤ u0. Ïóñòü Σ ⊂ M � ëþáàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü
(íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíàÿ), òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùàÿ ôàçîâûå òðàåêòî-
ðèè ýòèõ ñèñòåì. Ðàññìîòðèì ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå σu = Σ ∩ H−1

u (h) è ñîîò-
âåòñòâóþùèå ñèìïëåêòè÷åñêèå äèôôåîìîðôèçìû ϕu : σ0 → σu, 0 ≤ u ≤ u0

(ñì. ëåììó 3). Ïóñòü Σ′ ⊂ Σ � òàêàÿ îáëàñòü, ÷òî â êàæäîé îáëàñòè σ′u =
Σ′∩H−1

u (h) ⊂ σu êîððåêòíî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå Au : σ′u → σu,
îòâå÷àþùåå ñèñòåìå ñ ãàìèëüòîíèàíîì Hu, 0 ≤ u ≤ u0.

Îïðåäåëèì �âîçìóùåíèå� ôóíêöèè H0 íà ìíîãîîáðàçèè M êàê ñåìåéñòâî
ôóíêöèé

Hu =
∂Hu

∂u
, 0 ≤ u ≤ u0. (20)

Âåðíà ñëåäóþùàÿ ëåììà, óòî÷íÿþùàÿ (è îáîáùàþùàÿ) óòâåðæäåíèå 8.
Ëåììà 5 (Îá óñðåäí¼ííîì âîçìóùåíèè). Ðàññìîòðèì íà ñèìïëåê-
òè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M ñåìåéñòâî ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ ãàìèëü-
òîíèàíàìè Hu, 0 ≤ u ≤ u0. Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè u ðàññìîòðèì âîçìó-
ùåíèå Hu ôóíêöèè Hu, 0 ≤ u ≤ u0, ò.å. ãëàäêóþ ôóíêöèþ (20) íà M . Â
îáëàñòè σ′u ⊂ σu ðàññìîòðèì ôóíêöèþ H̄u � óñðåäíåíèå (19)) âîçìóùåíèÿ
Hu ïî ôàçîâûì òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì Hu, 0 ≤ u ≤ u0.
Ïóñòü Au : σ′u → σu � îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå, îòâå÷àþùåå ãàìèëüòî-
íîâîé ñèñòåìå ñ ãàìèëüòîíèàíîì Hu, ϕu : σ0 → σu � åñòåñòâåííûé
ñèìïëåêòè÷åñêèé äèôôåîìîðôèçì ñå÷åíèé Ïóàíêàðå, 0 ≤ u ≤ u0. Ïóñòü
Φ(m,u) � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ñåìåéñòâà ãîìîëîãè÷íûõ ñèìïëåêòè÷å-
ñêèõ îòîáðàæåíèé Pu = ϕ−1

u ◦Au ◦ ϕu íà ïîâåðõíîñòè σ0 (ñì. îïðåäåëåíèå
11). Òîãäà ôóíêöèè Φ(m,u) è H̄u óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Ãàìèëüòîíà-
ßêîáè

∂Φ

∂u
(m,u) + H̄u(ϕu(m)) = 0,

0 ≤ u ≤ u0, m ∈ σ′0 (ñð. ñ (9)).
Äðóãèìè ñëîâàìè, ñåìåéñòâî ãîìîëîãè÷íûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ îòîáðàæå-

íèé Pu, 0 ≤ u ≤ u0 (îòâå÷àþùèõ îòîáðàæåíèÿì Ïóàíêàðå), íà ïîâåðõíîñòè
σ0 ñîâïàäàåò ñ êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèÿ A0 è ôàçîâîãî ïîòîêà gu

F íåàâòî-
íîìíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì F = Fu: Pu = gu

F ◦ A0,
ãäå Fu = H̄u ◦ A−1

u ◦ ϕu, 0 ≤ u ≤ u0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî
ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Φ(m,u) ñåìåéñòâà ãîìîëîãè÷íûõ îòîáðàæåíèé Pu
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èìååò âèä
Φ(m,u) = −

∫ u

0
H̄u′(ϕu′(m)) du′, 0 ≤ u ≤ u0. (21)

Ðàññìîòðèì �ðàñøèðåííîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî� M2n × IR2
tu � ïðÿ-

ìîå ïðîèçâåäåíèå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà M2n íà âåùåñòâåííóþ ïëîñêîñòü
IR2 ñ êîîðäèíàòàìè t, u. Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ðàññìîòðèì ñåêóùóþ ãè-
ïåðïîâåðõíîñòü Σ × IR2 è ãëàäêóþ ôóíêöèþ H, îïðåäåë¼ííóþ ðàâåíñòâîì
H(m, t, u) = Hu(m). Ðàññìîòðèì òàêæå äâå 2�ôîðìû â ïðîñòðàíñòâå M2n×
IR2: ω2 è Ω2 = ω2 − dHu ∧ dt, ãäå 1�ôîðìà dHu îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìó-
ëå dHu = dH − ∂Hu

∂u
du = dH − Hudu (ñì. (20)). (Â ëîêàëüíûõ êîîðäè-

íàòàõ (m, t, u) = (m1, . . . , m2n, t, u) íà M2n × IR2
tu ôîðìà dHu èìååò âèä

dHu = ∂Hu

∂mi (m
1, . . . , m2n)dmi.)

Íà ïîâåðõíîñòè (Σ×IR2)∩H−1(h) â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
ðàññìîòðèì òðè ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé:

P0u = ϕu : σ0 × (0, u) → σu × (0, u),
P1u = Au ◦ ϕu : σ′0 × (0, u) → σu × (Tu, u),
P2u = Pu = ϕ−1

u ◦Au ◦ ϕu : σ′0 × (Tu, u) → σ0 × (Tu, u),
(22)

0 ≤ u ≤ u0, ãäå ÷åðåç Tu óñëîâíî îáîçíà÷åíî âðåìÿ äâèæåíèÿ Tu(m) ïî
ôàçîâîé òðàåêòîðèè ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì Hu äî ñëåäóþùåãî ïåðåñå-
÷åíèÿ ñ ñåêóùåé ïîâåðõíîñòüþ σu (ýòî âðåìÿ çàâèñèò îò íà÷àëüíîé òî÷êè
m ∈ σ′u ðàññìàòðèâàåìîé òðàåêòîðèè).

Ïóñòü m, m′ � ëþáûå äâå òî÷êè îáëàñòè σ′0; γ = γ(v), 0 ≤ v ≤ 1, � ëþáàÿ
ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ýòè òî÷êè, γ(0) = m, γ(1) = m′. Äëÿ ëþáîãî
çíà÷åíèÿ u îáîçíà÷èì ÷åðåç Ciu(γ) 2�öåïü â M × IR2

tu ñ êîîðäèíàòàìè u′, v
(0 ≤ u′ ≤ u, 0 ≤ v ≤ 1), îáðàçîâàííóþ îáðàçàìè êðèâîé γ ïðè îòîáðàæåíèÿõ
(22):

Ciu(γ) = ∪0≤u′≤uPiu′(γ), i = 0, 1, 2.

Çàìåòèì, ÷òî öåïü C2u(γ) öåëèêîì ëåæèò â σ0. Êðîìå òîãî, èíòåãðàë ôîðìû
ω2 ïî öåïè C0u(γ) ðàâåí íóëþ, à èíòåãðàëû ôîðìû ω2 ïî öåïÿì C1u(γ) è
C2u(γ) ñîâïàäàþò:

∫

C0u(γ)
ω2 = 0,

∫

C1u(γ)
ω2 =

∫

C2u(γ)
ω2. (23)

Èç îïðåäåëåíèÿ 11 ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè Φ ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé
ñëåäóåò, ÷òî ðàçíîñòü Φ(m′, u) − Φ(m,u) ðàâíà èíòåãðàëó ôîðìû ω2 ïî 2�
öåïè C2u(γ) ⊂ σ0. Îòñþäà, ñ ó÷¼òîì (23), ïîëó÷àåì:

Φ(m′, u)− Φ(m,u) = (
∫

C1u(γ)
−

∫

C0u(γ)
)ω2. (24)
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Èç êàæäîé òî÷êè m = ϕu′(γ(v)), 0 ≤ u′ ≤ u, 0 ≤ v ≤ 1, öåïè C0u

âûïóñòèì ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì Hu′ äî ñëåäó-
þùåãî å¼ ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ Σ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Du(γ) 3�öåïü
â H−1(h) ⊂ M × IR2

tu ñ êîîðäèíàòàìè t, u′, v, 0 ≤ u′ ≤ u, 0 ≤ v ≤ 1,
0 ≤ t ≤ Tu′v = Tu′(ϕu′(γ(v))), îáðàçîâàííóþ ýòèìè òðàåêòîðèÿìè.

ßñíî, ÷òî ãðàíèöà ïîëó÷åííîé öåïè Du(γ) ñîñòîèò èç øåñòè �ãðàíåé�,
äâå èç êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ öåïÿìè

C0u(γ) = Du(γ)|t=0, C1u(γ) = Du(γ)|t=Tu′v ,

à îñòàëüíûå ÷åòûðå ãðàíè

Cu(γ) = Du(γ)|v=0, C ′
u(γ) = Du(γ)|v=1, Du(γ)|u′=0, Du(γ)|u′=u

îáðàçîâàíû íåêîòîðûìè ôàçîâûìè òðàåêòîðèÿìè ñèñòåì ñ ãàìèëüòîíèàíà-
ìè Hu′ . Â ñèëó ïðèíöèïà Ãàìèëüòîíà [1], èíòåãðàë ôîðìû ω2 ïî ïîñëåäíèì
äâóì ãðàíÿì ðàâåí íóëþ, òàê êàê îíè îáðàçîâàíû òðàåêòîðèÿìè îäíîé è
òîé æå ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû è ëåæàò â å¼ èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíî-
ñòè. Â ñèëó çàìêíóòîñòè ôîðìû ω2, å¼ èíòåãðàë ïî ãðàíèöå öåïè Du(γ)
ðàâåí íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíîñòü (24) ðàâíà

Φ(m′, u)− Φ(m,u) = (
∫

C′u(γ)
−

∫

Cu(γ)
)ω2, (25)

ãäå íà öåïÿõ Cu(γ) è C ′
u(γ) ðàññìàòðèâàþòñÿ êîîðäèíàòû u, t (êàê çàäàþùèå

íà íèõ îðèåíòàöèþ du ∧ dt). Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

Φ(m,u) =
∫

Cu(γ)
ω2, m ∈ σ′0. (26)

(Äåéñòâèòåëüíî, èç (25) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (26) ëèøü ñ òî÷-
íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî, íå çàâèñÿùåãî íè îò m, íè îò u; íî ýòî
ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ â ñèëó óñëîâèÿ Φ(m, 0) ≡ 0 èç îïðåäåëåíèÿ 11.)

×òîáû âû÷èñëèòü èíòåãðàë (26), çàìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî ïðèíöèïó Ãà-
ìèëüòîíà [1], èíòåãðàë ôîðìû Ω2 = ω2−dHu∧dt ïî öåïè Cu(γ) ðàâåí íóëþ.
Ïîýòîìó

Φ(m,u) =
∫

Cu(γ)
dHu′ ∧ dt.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî îãðàíè÷åíèå ôîðìû dH = dHu +Hudu íà ïîâåðõíîñòü
H−1(h) ⊃ Cu(γ) ðàâíî íóëþ. Îòñþäà, ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî îðèåíòàöèÿ íà
2�öåïè Cu(γ) çàäà¼òñÿ ôîðìîé ïëîùàäè du′ ∧ dt, èìååì:

Φ(m,u) = −
∫

Cu(γ)
Hu′ du′ ∧ dt =
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−
∫ u

0

∫ Tu′ (ϕu′ (m))

0
Hu′(γu′(ϕu′(m), t)) dt du′ = −

∫ u

0
H̄u′(ϕu′(m)) du′,

ãäå γu(m, t) � ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì Hu, âû-
ïóùåííàÿ èç òî÷êè m ∈ σ′u, Tu(m) � âðåìÿ äâèæåíèÿ ïî ýòîé òðàåêòî-
ðèè äî ñëåäóþùåãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ñåêóùåé ïîâåðõíîñòüþ σu. (Â ÷àñòíîñòè,
γu(m,Tu(m)) = Au(m).)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñîâïàäàåò ñ òðåáóåìûì ñîîòíîøåíèåì (21).
Ëåììà 5 îá óñðåäí¼ííîì âîçìóùåíèè äîêàçàíà.

Ïîêàæåì, ÷òî èç ëåììû 5 ñëåäóåò óòâåðæäåíèå 8. Ïóñòü ôóíêöèÿ H̃ 6≡
H Cr�áëèçêà ê ôóíêöèè H, ò.å. èìååò âèä H̃ = H + ε0H1, ãäå ‖H1‖Cr = 1
(r ≥ 1), 0 < ε0 ¿ 1. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè Ψ̃ ◦ A è ε0H̄
ε2
0�áëèçêè, ò.å. îòëè÷àþòñÿ íà ôóíêöèþ ïîðÿäêà O(ε2

0). (Çäåñü è âñþäó äà-
ëåå �áëèçîñòü� è �îãðàíè÷åííîñòü� ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèÿì, âåêòîðíûì
ïîëÿì èëè îòîáðàæåíèÿì ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå Cr−1�íîðìû, îòâå÷àþùåé
êàêîé-ëèáî ðèìàíîâîé ìåòðèêå íà ìíîãîîáðàçèè M , ò.å. áëèçîñòü âìåñòå ñî
âñåìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî êîîðäèíàòàì òî÷êè m ïîðÿäêîâ, ìåíü-
øèõ r.)

Ïðèìåíèì îáîçíà÷åíèÿ ëåììû 5 ê ñåìåéñòâó ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ
ãàìèëüòîíèàíàìè Hε = H + εH1, 0 ≤ ε ≤ ε0.

Ïóñòü m ∈ σ � ëþáàÿ òî÷êà, è ïóñòü γ(m, t), 0 ≤ t ≤ T (m), � ôàçî-
âàÿ òðàåêòîðèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H, âûïóùåííàÿ
èç òî÷êè m = γ(m, 0) äî ñëåäóþùåãî ïåðåñå÷åíèÿ (â íåêîòîðûé ìîìåíò
âðåìåíè t = T (m)) ñ ñåêóùåé ïîâåðõíîñòüþ σ. Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ε
ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íóþ òðàåêòîðèþ γε(m, t), 0 ≤ t ≤ Tε(m), ñèñòåìû ñ
ãàìèëüòîíèàíîì Hε, ãäå γε(m, 0) = ϕε(m) ∈ σε, 0 ≤ ε ≤ ε0.

Çàìåòèì, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå Vε, çàäàþùåå ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ ãà-
ìèëüòîíèàíîì Hε, ε0�áëèçêî (â Cr−1�íîðìå) ê âåêòîðíîìó ïîëþ V , çàäà-
þùåìó ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ ãàìèëüòîíèàíîì H. Îòñþäà è èç òåîðèè
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ôàê-
òû, íà êîòîðûõ áóäåò îñíîâàíî äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5:

1. Ôóíêöèÿ Tε(m) ε0�áëèçêà ê ôóíêöèè T (m).

2. Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè t, 0 ≤ t ≤ T (m), îòîáðàæåíèå m 7→ γε(m, t)
ε0�áëèçêî ê îòîáðàæåíèþ m 7→ γ(m, t), 0 ≤ ε ≤ ε0.

3. Îòîáðàæåíèå Pε0 ◦ A−1 ε0�áëèçêî ê òîæäåñòâåííîìó.

4. Â êàæäîé òî÷êå êðèâîé Pε(m), 0 ≤ ε ≤ ε0, âåêòîð ñêîðîñòè ∂Pε

∂ε
(m)

îãðàíè÷åí.
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Ïóñòü Φ(m, ε) � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé Pε, 0 ≤
ε ≤ ε0 (ñì. îïðåäåëåíèå 11). Èç ëåììû 5 è ïåðâûõ äâóõ óïîìÿíóòûõ ôàêòîâ
ñëåäóåò, ÷òî

Φ(m, ε0)− ε0H̄(m) = O(ε2
0).

Íàïîìíèì, ÷òî Ψ̃ îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ (18) îòäåëüíîãî
îòîáðàæåíèÿ Pε0 ◦A−1, îòâå÷àþùóþ íåêîòîðîé ãîìîòîïèè g. Èç òðåòüåãî è
÷åòâåðòîãî óïîìÿíóòûõ ôàêòîâ ñëåäóåò, ÷òî

Φ(m, ε0)− Ψ̃ ◦ A(m) = O(ε2
0).

Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ ñåìåéñòâà
îòîáðàæåíèé è äëÿ îòäåëüíîãî îòîáðàæåíèÿ, ñ ó÷¼òîì çàìêíóòîñòè ôîðìû
ω2, ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ðàçíîñòü Φ(m, ε0)− Ψ̃◦A(m) ðàâíà èíòåãðàëó ôîðìû
ω2 ïî ìàëåíüêîé äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè C, îãðàíè÷åííîé êðèâûìè Pε(m),
0 ≤ ε ≤ ε0, è g(A(m), Pε0(m), u), 0 ≤ u ≤ 1. (Êàæäàÿ èç ýòèõ êðèâûõ ñî-
åäèíÿåò òî÷êè A(m) è Pε0(m), âòîðàÿ êðèâàÿ îòâå÷àåò �ãîìîòîïèè� g âèäà
(16).) Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü C îá-
ðàçîâàíà êðàò÷àéøèìè îòðåçêàìè, ñîåäèíÿþùèìè ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè
óêàçàííûõ ãðàíè÷íûõ êðèâûõ. Òàê êàê äëèíû îáåèõ ýòèõ êðèâûõ èìåþò
ïîðÿäîê O(ε0), òî ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè C èìååò ïîðÿäîê O(ε2

0). Ñëåäîâà-
òåëüíî, èíòåãðàë ôîðìû ω2 ïî ïîâåðõíîñòè C òîæå èìååò ïîðÿäîê O(ε2

0).
Â ñèëó ñêàçàííîãî, ðàçíîñòü Ψ̃ ◦A(m)− ε0H̄(m) èìååò ïîðÿäîê O(ε2

0) (â
ñìûñëå Cr−1�íîðìû). Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå 8.

1.5 Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ
Ñíà÷àëà äîêàæåì óòâåðæäåíèÿ î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ
îòîáðàæåíèé, ñôîðìóëèðîâàííûå â �1.4, à çàòåì � óòâåðæäåíèÿ î çàìêíó-
òûõ òðàåêòîðèÿõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, ñôîðìóëèðîâàííûå â �1.1�1.3.

1.5.1 Ñóùåñòâîâàíèå è ðàñïîëîæåíèå íåïîäâèæíûõ òî÷åê
Êàê ìû óæå îòìå÷àëè (ñì. ï. 1.4.3), òåîðåìà 4 (îöåíêà ÷èñëà íåïîäâèæ-
íûõ òî÷åê) è óòâåðæäåíèå 5 (ëîêàëèçàöèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê) ñëåäóþò èç
óòâåðæäåíèÿ 6. Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå.

Ðàçîáü¼ì äîêàçàòåëüñòâî íà íåñêîëüêî øàãîâ.
Øàã 1. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå A : U → M , è â êàæäîé íåïîäâèæíîé

òî÷êå m ∈ Λ ðàññìîòðèì �êîÿäðî� îïåðàòîðà dA(m)− I. Äëÿ ýòîãî ïîñòðî-
èì ñíà÷àëà åãî îáðàç Dm = Im(dA(m) − I), à çàòåì ïðîâåä¼ì ïîâåðõíîñòü
θm 3 m â M òîé æå ðàçìåðíîñòè, ÷òî è Λ, òðàíñâåðñàëüíóþ ê ýòîìó îá-
ðàçó (ýòî ìîæíî ñäåëàòü â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè Λ). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ïîâåðõíîñòü θm ⊂ M ãëàäêî çàâèñèò îò òî÷êè m ∈ Λ.
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Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ïîâåðõíîñòü θm ⊂ M îïðåäåëåíà
äëÿ âñåõ òî÷åê m ∈ U , ñ ñîõðàíåíèåì ñâîéñòâà ãëàäêîé çàâèñèìîñòè îò
òî÷êè.

Ïóñòü U ⊂ M � äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ â
M . Çàäàäèì â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè U ×U êàêóþ-íèáóäü êóñî÷íî-ãëàäêóþ
(êëàññà Cr) ãîìîòîïèþ Cr�ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé gu : U×U → M , 0 ≤ u ≤ 1,
g0(m0,m1) = m0, g1(m0,m1) = m1, îáëàäàþùóþ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:
îãðàíè÷åíèå ýòîé ãîìîòîïèè íà �äèàãîíàëü� â U × U ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåí-
íûì îòîáðàæåíèåì. Äðóãèìè ñëîâàìè,

gu(m,m) = m

ïðè âñåõ m ∈ U , 0 ≤ u ≤ 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ áëèçêèõ
òî÷åê m0, m1 ñîåäèíÿþùàÿ èõ êðèâàÿ gu(m0,m1), 0 ≤ u ≤ 1, ÿâëÿåòñÿ
�êîðîòêîé� ò.å. èìååò äëèíó ïîðÿäêà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè m0 è m1

(â ñìûñëå êàêîé-íèáóäü ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà M).
Îòìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ Ã è A ãîìîëîãè÷íû òîæäåñòâåííîìó â ñèëó

ëåììû 2 è çàìå÷àíèÿ 6. Çíà÷èò, äëÿ íèõ êîððåêòíî îïðåäåëåíû ïðîèçâî-
äÿùèå ôóíêöèè Ψ è Ψ̃, ñì. ï. 1.4.5. Ìû íàïîìíèì èõ ïîñòðîåíèå íà øàãå
3.

Øàã 2. Îïðåäåëèì âîçìóù¼ííîå ïîäìíîãîîáðàçèå Λ̃ ⊂ U êàê ìíîæåñòâî
âñåõ òî÷åê m ∈ U , äëÿ êîòîðûõ Ã(m) ∈ θ̃m:

Λ̃ = {m ∈ U | Ã(m) ∈ θ̃m} ⊂ U. (27)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ íåâîçìóù¼ííîãî îòîáðàæåíèÿ ýòî ìíîæåñòâî ñîâ-
ïàäàåò ñ Λ, è ñîãëàñíî òåîðåìå î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ, ýòî ìíîæåñòâî èìååò
âèä Λ̃ = i(Λ), ãäå âëîæåíèå i : Λ → U Cr�áëèçêî ê òîæäåñòâåííîìó, ÷òî
äîêàçûâàåò ïåðâóþ ÷àñòü ñâîéñòâà 3◦ óòâåðæäåíèÿ 6. Òåîðåìà î íåÿâíûõ
ôóíêöèÿõ ïðèìåíèìà, ïîñêîëüêó:

1. îòîáðàæåíèå Ã Cr�áëèçêî ê íåâîçìóù¼ííîìó îòîáðàæåíèþ A è

2. ïî ïîñòðîåíèþ ïîâåðõíîñòåé θm, m ∈ Λ, èõ êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà
òðàíñâåðñàëüíû â TmM ê îáðàçàì îïåðàòîðîâ dA(m) − I, ãäå I �
òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â TmM .

Îòìåòèì, ÷òî, ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà Λ̃ ⊂ U , îíî àâòîìàòè÷åñêè
ñîäåðæèò âñå íåïîäâèæíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ Ã.

Øàã 3. Äàëüíåéøèå íàøè ïîñòðîåíèÿ àíàëîãè÷íû ïîñòðîåíèÿì èç ðà-
áîòû Ãèíçáóðãà [37], â êîòîðîé ðàññìàòðèâàëèñü ïåðèîäè÷åñêèå ñèñòåìû.
Ïîñòðîèì â U ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ Ψ ïî ôîðìóëå (18). Íàïîìíèì: ýòà
ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî, è ðàçíîñòü å¼
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çíà÷åíèé â ëþáûõ äâóõ òî÷êàõ m0, m1 ∈ U ðàâíà èíòåãðàëó 2�ôîðìû ω
ïî 2�öåïè C̃ = C̃(mv, 0 ≤ v ≤ 1) ñ êîîðäèíàòàìè u, v èç �ïðÿìîóãîëüíèêà�
0 ≤ u, v ≤ 1. Çäåñü mv, 0 ≤ v ≤ 1, � ëþáîé ïóòü â U ñ êîíöàìè â òî÷êàõ
m0, m1, öåïü C̃ ñîñòàâëåíà èç êðèâûõ h(mv, u) = gu(mv, Ã(mv)), 0 ≤ u ≤ 1,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîåäèíÿåò òî÷êó mv ñ å¼ îáðàçîì Ã(mv):

Ψ̃(m1)− Ψ̃(m0) =
∫∫

C̃(m0,m1)
ω. (28)

Èç ãîìîëîãè÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ Ã òîæäåñòâåííîìó ñëåäóåò, ÷òî ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ Ψ̃ ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíîé îäíîçíà÷íîé ôóíêöèåé â U , îäíàêî îíà
îïðåäåëåíà íå îäíîçíà÷íî, à ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî ïîñòîÿííîãî
ñëàãàåìîãî. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ îáðàùà-
åòñÿ â íîëü â òî÷êå i(m0) ∈ Λ̃, ãäå m0 � íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà
íà Λ, i � âëîæåíèå, ïîñòðîåííîå íà ïðåäûäóùåì øàãå. ßñíî, ÷òî íåâîçìó-
ù¼ííàÿ ôóíêöèÿ Ψ òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ íà Λ. Îïðåäåëèì ãëàäêóþ
ôóíêöèþ S íà ïîäìíîãîîáðàçèè Λ, ïîëàãàÿ εS = Ψ̃ ◦ i.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå Ã ãëàäêî çàâèñèò îò íåêîòîðîãî ìàëî-
ãî ïàðàìåòðà. Òîãäà èç òåîðåìû î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ ìû ñðàçó ïîëó÷àåì
ãëàäêóþ çàâèñèìîñòü âëîæåíèÿ i è ôóíêöèè εS îò ýòîãî ïàðàìåòðà. Îòñþ-
äà ëåãêî ñëåäóåò è ãëàäêàÿ çàâèñèìîñòü ôóíêöèè S îò ìàëîãî ïàðàìåòðà,
÷òî äîêàçûâàåò ïåðâóþ ÷àñòü ñâîéñòâà 4◦.

Øàã 4. Íàéä¼ì ÿâíûé âèä äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè S : Λ → IR. Äëÿ
ëþáîé òî÷êè m ∈ U ðàññìîòðèì �êîðîòêóþ� êðèâóþ h̃(m,u) = gu(m, Ã(m)),
0 ≤ u ≤ 1, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êó m = g0(m, Ã(m)) ñ å¼ îáðàçîì Ã(m) =
g1(m, Ã(m)) (ñì. øàã 1). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè Ψ̃
â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå m ∈ U ðàâåí

dΨ̃(m)η =
∫ 1

0
ω2(

∂h̃(m,u)

∂u
,
∂h̃(m,u)

∂m
η)du, η ∈ TmM. (29)

Â ÷àñòíîñòè, ëþáàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà m îòîáðàæåíèÿ Ã ÿâëÿåòñÿ êðèòè-
÷åñêîé òî÷êîé ôóíêöèè Ψ̃, òàê êàê h̃(m,u) = m, 0 ≤ u ≤ 1.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ÷àñòíûé ñëó÷àé � êîãäà êðèâûå gu(m0, m1), 0 ≤
u ≤ 1, ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè íåêîòîðîé àôôèííîé ñâÿçíîñòè:

gu(m0,m1) = g◦u(m0,m1), h̃(m,u) = h̃◦(m,u) = g◦u(m, Ã(m)).

Äëÿ ëþáîãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ξ0 ∈ TmM îáîçíà÷èì ÷åðåç ξu ∈
Th(m,u)M , 0 ≤ u ≤ 1, ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ýòîãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðà
âäîëü ïóòè h(m,u), 0 ≤ u ≤ 1, îòíîñèòåëüíî ýòîé ñâÿçíîñòè. Ðàññìîòðèì
áèëèíåéíóþ ôîðìó Q̃ íà U âèäà

Q̃(ξ0, η) =
∫ 1

0
ω(ξu,

∂h̃◦

∂m
(m,u)η)du.
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Òîãäà äèôôåðåíöèàë dΨ̃◦ ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè Ψ◦ èìååò âèä

dΨ̃◦(m)η = Q̃(ξ̃0, η), (30)

ãäå ξ̃0 = ∂h̃◦
∂u

(m,u)|u=0 � âåêòîð, êîòîðûé íàçîâ¼ì �âåêòîðîì ñìåùåíèÿ�
òî÷êè m (ýòîò âåêòîð çàâèñèò îò îòîáðàæåíèÿ Ã è îò ñâÿçíîñòè).

Äëÿ ëþáîé íåïîäâèæíîé òî÷êè m îòîáðàæåíèÿ Ã ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå
ôîðìóëû:

Q̃(ξ, η) =
1

2
ω2(ξ, dÃ(m)η + η), (31)

dΨ̃◦(m) = 0, d2Ψ̃◦(m)η =
1

2
ω2(dÃ(m)η − η, dÃ(m)η + η) = ω2(dÃ(m)η, η).

(32)
Â ÷àñòíîñòè, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü ôóíêöèè Ψ̃◦

â ëþáîé íåïîäâèæíîé òî÷êå m íå çàâèñèò îò âûáîðà àôôèííîé ñâÿçíî-
ñòè: îíà â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ëèíåàðèçîâàííîãî
îòîáðàæåíèÿ dÃ(m). Ýòî äîêàçûâàåò ñâîéñòâî 8◦ èç çàìå÷àíèÿ 8 (ñì. ï.
1.4.4).

Èç ôîðìóëû (31) ñëåäóåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ÷àñòíîì ñëó÷àå â ëþ-
áîé òî÷êå m ∈ Λ, ïðè η ∈ TmΛ, èìååì Q(∗, η) = ω2(∗, η) (äëÿ íåâîçìóù¼í-
íîãî îòîáðàæåíèÿ). Îòñþäà, ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (30), ïîëó÷àåì âàæíîå
ñëåäñòâèå: äëÿ ëþáîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ̃, C1�áëèçêîãî ê Λ, äëÿ ëþáîé åãî
òî÷êè m ∈ Λ̃ è ëþáîãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðà η ∈ TmΛ̃ èìååì

dΨ̃◦(m)η = ω2(ξ̃0, η) + o(|ξ̃0| · |η|) (33)

ïðè ε → 0, ãäå ξ̃0 ∈ TmM � âåêòîð ñìåùåíèÿ òî÷êè m ïðè îòîáðàæåíèè
Ã, äëèíà êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ïîíèìàåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê êàêîé-ëèáî
ôèêñèðîâàííîé ðèìàíîâîé ìåòðèêå íà M2n.

Äîêàæåì òåïåðü ôîðìóëó (33) â îáùåì ñëó÷àå � íå òîëüêî äëÿ ôóíê-
öèè Ψ◦, íî è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè Ψ, îïðåäåë¼ííîé ïðè ïîìîùè êàêîãî-ëèáî
ñåìåéñòâà �êîðîòêèõ� êðèâûõ h(m,u), 0 ≤ u ≤ 1, âîîáùå ãîâîðÿ íå ÿâëÿþ-
ùèõñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè h◦(m,u), 0 ≤ u ≤ 1, äàííîé àôôèííîé ñâÿçíîñòè (ñì.
øàãè 1, 3). Áîëåå òî÷íî, ìû äîêàæåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó, àíàëîãè÷íóþ
ôîðìóëå (33):

dΨ̃(m)η = ω2(ξ̃0, η) + o(|ξ̃0| · |η|), m ∈ Λ̃, η ∈ TmΛ̃, (34)

ïðè ε → 0.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (34) çàìåòèì, ÷òî h(m,u) = m ïðè âñåõ m ∈ Λ,

0 ≤ u ≤ 1, îòêóäà ∂h
∂m

(m,u)η = η ïðè âñåõ η ∈ TmΛ, 0 ≤ u ≤ 1. Ïîýòîìó
∂h̃
∂m

(m,u)η = η + o(|η|) = O(|η|) ïðè âñåõ m ∈ Λ̃, η ∈ TmΛ̃.
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Îòîæäåñòâèì ìàëóþ îêðåñòíîñòü U ′ (êàðòó) òî÷êè m â M ñ ìàëîé
îêðåñòíîñòüþ íóëÿ â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TmM â ýòîé òî÷êå, íàïðè-
ìåð, ïðè ïîìîùè ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ expm : TmM → M , îò-
âå÷àþùåãî äàííîé àôôèííîé ñâÿçíîñòè. Òàêîå îòîæäåñòâëåíèå ïîçâîëÿåò
îòîæäåñòâëÿòü êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â ëþáîé òî÷êå U ′ ñ êàñàòåëüíûì
ïðîñòðàíñòâîì â òî÷êå m. Ýòî îòîæäåñòâëåíèå ãëàäêèì îáðàçîì çàâèñèò îò
ïàðû òî÷åê â U ′.

Òàê êàê g(m,m, u) = m, h̃(m, u) = g(m, Ã(m), u), òî

∂h̃

u
(m,u) =

∂g

u
(m, Ã(m), u) = O(|ξ̃0|).

Ñîãëàñíî äîêàçàííîìó, ïðè êàæäîì u èìååì:

ω2
h̃(m,u)

(
∂h̃

∂u
(m,u),

∂h̃

∂m
(m,u)η) = ωm(

∂h̃

∂u
(m, u),

∂h̃

∂m
(m,u)η) + o(|ξ̃0| · |η|) =

ω2
m(

∂h̃

∂u
(m,u), η) + o(|ξ̃0| · |η|), m ∈ Λ̃, η ∈ TmΛ̃.

Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïî u íà îòðåçêå [0, 1] è çàìå÷àÿ, ÷òî â
âûáðàííîé êàðòå ∫ 1

0
∂h̃
∂u

(m,u)du = ξ̃0, ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ ôîðìóëó (34).
Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (34) ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîé ïðîèçâîäÿùåé

ôóíêöèè Ψ âèäà (28) è ëþáîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ̃, Cr�áëèçêîãî ê Λ è,
â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ, îïðåäåë¼ííîãî ïî ôîðìóëå (27).

Øàã 5. Òåïåðü âîçüì¼ì ëþáóþ êðèòè÷åñêóþ òî÷êó m ∈ Λ̃ ôóíêöèè
Ψ̃|Λ̃ è ïîêàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé ïðè îòîáðàæåíèè Ã, ò.å.
÷òî âåêòîð �ñìåùåíèÿ� ξ̃0 = ∂h̃(m,u)

∂u
|u=0 ðàâåí íóëþ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

åäèíè÷íûé âåêòîð ξ̃0/|ξ̃0| áûë áû áëèçîê ê ïîäïðîñòðàíñòâó Tmθm (ïî ïî-
ñòðîåíèþ ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ̃, ñì. (27)). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ðàâåíñòâà
íóëþ âûðàæåíèÿ (34) ñëåäóåò, ÷òî ýòîò åäèíè÷íûé âåêòîð áûë áû áëèçîê
ê êîñîîðòîãîíàëüíîìó äîïîëíåíèþ T⊥

m Λ̃ ê ïîäïðîñòðàíñòâó TmΛ̃. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïîäïðîñòðàíñòâà Tmθm è T⊥

m Λ̃ ñîäåðæàëè áû áëèçêèå äðóã ê äðóãó
åäèíè÷íûå âåêòîðà. Íî ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò ïîñòðîåíèþ ïîâåðõíîñòåé
θm, m ∈ U , ïîñêîëüêó â êàæäîé òî÷êå m êîìïàêòíîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ
Λ ⊂ U ïîäïðîñòðàíñòâà Tmθm è T⊥

mΛ = Im(dA(m) − I) òðàíñâåðñàëüíû
äðóã ê äðóãó è èìåþò äîïîëíèòåëüíûå ðàçìåðíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè Ψ̃|Λ̃ ñîâïàäàþò ñ íåïîäâèæ-
íûìè òî÷êàìè îòîáðàæåíèÿ Ã. Ýòî äîêàçûâàåò ñâîéñòâî 1◦ äîêàçûâàåìîãî
óòâåðæäåíèÿ.

Äîêàæåì ñâîéñòâî 2◦ î íåâûðîæäåííûõ íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ îòîáðàæå-
íèÿ Ã.
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Ïóñòü m ∈ Λ̃ � ëþáàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ Ã. Òîãäà
h̃(m,u) = m, òàê ÷òî ∂h̃

∂u
(m,u) = 0. Îòñþäà è èç ôîðìóëû (29) äèôôå-

ðåíöèàëà ôóíêöèè Ψ ïîëó÷àåì, ÷òî â òàêîé òî÷êå m êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü
ôóíêöèè Ψ̃|Λ̃ èìååò ñëåäóþùèé âèä (êàê ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôîð-
ìà):

d2Ψ̃(m)η1η =
∫ 1

0
ω2(

∂2h̃

∂m∂u
(m,u)η1,

∂h̃

∂m
(m,u)η)du, (35)

η1, η ∈ TmM .
Êàê ìû óæå îòìåòèëè, ∂h̃

∂m
(m, u)η = η + o(|η|) ïðè η ∈ TmΛ̃. Òàê êàê

g(m, m, u) = m, òî ∂g
∂m

(m,m, u) + ∂g
∂m′ (m,m, u) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì

îïåðàòîðîì è ∂2g
∂m∂u

(m,m, u) + ∂2g
∂m′∂u

(m,m, u) = 0. Îòñþäà ∂2h̃
∂m∂u

(m,u)η1 =
∂2g

∂m∂u
(m,m, u)(η1−dÃ(m)η1) = O(|dÃ(m)η1−η1|) â ëþáîé íåïîäâèæíîé òî÷-

êå m îòîáðàæåíèÿ Ã, η1 ∈ TmM . Êðîìå òîãî, â ëþáîé íåïîäâèæíîé òî÷êå
m îòîáðàæåíèÿ Ã èìååì: ∫ 1

0
∂2h̃

∂m∂u
(m,u)η1du = dÃ(m)η1 − η1.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðàâåíñòâà â ôîðìóëó (35), èìååì:

d2Ψ̃(m)η1η =
∫ 1

0
ω2(

∂2h̃

∂m∂u
(m,u)η1, η + o(|η|))du =

ω2(dÃ(m)η1 − η1, η) + o(|dÃ(m)η1 − η1| · |η|) (36)
ïðè ε → 0, η1 ∈ TmM , η ∈ TmΛ̃.

Èç ïîñòðîåíèÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ̃ ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû âèäà ξ1 =
dÃ(m)η1−η1, ãäå η1 ∈ TmΛ̃, êàñàòåëüíû ê ïîâåðõíîñòè θm. Îòñþäà, ñ ó÷¼òîì
íåâûðîæäåííîñòè ñïàðèâàíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ θm è TmΛ̃ ïðè ïîìîùè
ôîðìû ω2, ïîëó÷àåì, ÷òî íóëåâîå ïðîñòðàíñòâî ãåññèàíà d2(Ψ̃|Λ̃) â òî÷êå m
ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì îïåðàòîðà

B : TmΛ → Tmθm, B(η1) = dÃ(m)η1 − η1.

Â ÷àñòíîñòè, íåâûðîæäåííîñòü ãåññèàíà d2(Ψ̃|Λ̃) â òî÷êå m ýêâèâàëåíòíà
òîìó, ÷òî îïåðàòîð B ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ÿäðî îïåðàòîðà B ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì îïåðàòî-
ðà dÃ(m) − I. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îïåðàòîð (dÃ(m) − I) : TmM =
(TmΛ̃) ⊕ Nm → TmM = (Tmθm) ⊕ (T⊥

mΛ) çàäà¼òñÿ áëî÷íîé ìàòðèöåé âèäà(
B ∗
0 C

)
, ãäå Nm � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê TmΛ̃ â M (îòíîñèòåëüíî

êàêîé-ëèáî ôèêñèðîâàííîé ðèìàíîâîé ìåòðèêè), ìàòðèöà C íåâûðîæäåíà
â ñèëó óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè Λ.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà m ÿâëÿåòñÿ ìîðñîâñêîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ôóíê-
öèè Ψ̃|Λ̃ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåí-
íîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ Ã. Áîëåå òîãî, â ëþáîé êðèòè÷åñêîé
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òî÷êå m ôóíêöèè Ψ̃|Λ̃ íóëåâîå ïðîñòðàíñòâî ãåññèàíà ýòîé ôóíêöèè ñîâïà-
äàåò ñ ÿäðîì îïåðàòîðà dÃ(m)−I. Ýòî äîêàçûâàåò ñâîéñòâî 2◦ óòâåðæäåíèÿ
6.

Èòàê, ñâîéñòâà 1◦ è 2◦ äîêàçàíû, à âìåñòå ñ íèìè äîêàçàíà òåîðåìà 4 îá
îöåíêå ÷èñëà íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ Ã.

Ðàñïîëîæåíèå íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Îñòàëîñü äîêàçàòü âòîðûå ÷àñòè
ñâîéñòâ 3◦ è 4◦ (î áëèçîñòè ôóíêöèè S = 1

ε
Ψ̃◦i ê îãðàíè÷åíèþ ïðîèçâîäÿùåé

ôóíêöèè íà Λ) óòâåðæäåíèÿ 6. Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü óòâåðæäåíèå 5 î
ðàñïîëîæåíèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ Ã.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé äðóãîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè Ψ̃◦ âîçìóù¼í-
íîãî îòîáðàæåíèÿ ôóíêöèè Ψ̃ ◦ i è Ψ̃◦|Λ îòëè÷àþòñÿ íà ìàëóþ ôóíêöèþ
ïîðÿäêà ε2 (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî).

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè Ψ̃◦ â äâóõ òî÷êàõ m0 è m1 ïîä-
ìíîãîîáðàçèÿ Λ. Ñîåäèíèì ýòè òî÷êè êðèâîé γ = {mv | 0 ≤ v ≤ 1}, ëåæàùåé
íà Λ. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (28) ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè, ýòà ðàçíîñòü ðàâ-
íà èíòåãðàëó ôîðìû ω2 ïî äâóìåðíîé öåïè C̃◦(m0,m1), îòâå÷àþùåé êðèâîé
γ. À èìåííî, öåïü C̃◦(m0,m1) ñîñòàâëåíà èç êðèâûõ

γ◦v = {h̃◦(mv, u) | 0 ≤ u ≤ 1},

è å¼ ãðàíèöà ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ êðèâûõ γ◦0 , γ◦1 , γ è Ã(γ).
Ñîåäèíèì òî÷êè m̃0 = i(m0) è m̃1 = i(m1) êðèâîé γ̃ = i(γ) = {m̃v | 0 ≤

v ≤ 1}, íà Λ̃, ãäå m̃v = i(mv), 0 ≤ v ≤ 1}. Äëÿ ðàçíîñòè Ψ̃(m̃1) − Ψ̃(m̃0)
ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íóþ äâóìåðíóþ öåïü C̃(m0,m1), îòâå÷àþùóþ êðèâîé
γ̃.

Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàëû ôîðìû ω2 ïî öåïÿì C̃(m0,m1) è
C(m0,m1) îòëè÷àþòñÿ íà âåëè÷èíó o(ε). Íî ýòè äâå öåïè ÿâëÿþòñÿ ïðîòè-
âîïîëîæíûìè ãðàíÿìè íåêîòîðîé 3�öåïè D ⊂ U , êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ òàê. Íà
êàæäîé 2�öåïè C̃(m0,m1) è C(m0,m1) åñòü åñòåñòâåííûå êîîðäèíàòû u, v,
0 ≤ u, v ≤ 1. Ñîåäèíèì òî÷êè, èìåþùèå îäíè è òå æå êîîðäèíàòû, îòðåçêîì
ãåîäåçè÷åñêîé. Îáúåäèíåíèå òàêèõ îòðåçêîâ ïî âñåì u, v, ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé
3�öåïüþ D. Îáîçíà÷èì å¼ òðåòüþ ãðàíü, ïðèìûêàþùóþ ê êðèâûì γ è γ̃,
÷åðåç C, à ÷åòâ¼ðòóþ ãðàíü, ïðèìûêàþùóþ ê êðèâûì Ã(γ) è Ã(γ̃), ÷åðåç
ÃC. Äâå îñòàâøèåñÿ (ìàëåíüêèå) ãðàíè, ïðèìûêàþùèå ê òî÷êàì m0 è m1,
îáîçíà÷èì ÷åðåç C0 è C1 ñîîòâåòñòâåííî.

Â ñèëó çàìêíóòîñòè ôîðìû ω2, å¼ èíòåãðàë ïî ãðàíèöå öåïè D ðàâåí
íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåðåñóþùàÿ íàñ ðàçíîñòü èìååò âèä

(
∫

C̃(m0,m1)
−

∫

C(m0,m1)
)ω2 = (

∫

ÃC
−

∫

C
)ω2 + (

∫

C0

−
∫

C1

)ω2.
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Ïåðâàÿ ðàçíîñòü â ïîñëåäíåé ñóììå ε2�áëèçêà ê ðàçíîñòè (
∫
Ã(C)−

∫
C)ω2,

êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü ðàâíà íóëþ â ñèëó ñèìïëåêòè÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ
Ã. Âòîðàÿ ðàçíîñòü â ýòîé ñóììå ìàëà, òàê êàê ïëîùàäè öåïåé C0 è C1

èìåþò ïîðÿäîê ε2.
Òàêèì îáðàçîì,

Ψ̃(i(m1))− Ψ̃(i(m0)) = Ψ̃◦(m1)− Ψ̃◦(m0) + O(ε2), m0, m1 ∈ Λ,

äëÿ ëþáûõ äâóõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé Ψ̃◦ è Ψ̃ îòîáðàæåíèÿ Ã.
Ýòî äîêàçûâàåò âòîðóþ ÷àñòü ñâîéñòâà 3◦ óòâåðæäåíèÿ 6.
Ïóñòü òåïåðü îòîáðàæåíèå Ã âêëþ÷åíî â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåé-

ñòâî ãîìîëîãè÷íûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé: Ã = Aε. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ Φε(m) = Φ(m, ε) ýòîãî ñåìåéñòâà (ñì. îïðåäåëåíèå
11). ßñíî, ÷òî ïðèâåä¼ííîå äîêàçàòåëüñòâî äîñëîâíî ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó-
÷àé ôóíêöèè Ψ̃◦ = Φε â êà÷åñòâå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè îòîáðàæåíèÿ Ã.
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ S = 1

ε
Ψε ◦ iε ε�áëèçêà ê ôóíêöèè 1

ε
Φε|Λ. Òàê êàê

Φ0 = 0, òî
1

ε
Φε =

∂

∂ε
Φε|ε=0 + o(ε) = −F0 + o(ε).

Çíà÷èò, ïðè ε → 0 ôóíêöèÿ S = 1
ε
Ψε ◦ iε ñòðåìèòñÿ ê ôóíêöèè −F0|Λ = S.

Ýòî äîêàçûâàåò âòîðóþ ÷àñòü ñâîéñòâà 4◦ óòâåðæäåíèÿ 6.
Óòâåðæäåíèå 6 ïîëíîñòüþ äîêàçàíî. Òåì ñàìûì, äîêàçàíû òàêæå òåî-

ðåìà 4 è óòâåðæäåíèå 5.

1.5.2 Óñòîé÷èâîñòü íåïîäâèæíûõ òî÷åê
Çäåñü ìû äîêàæåì óòâåðæäåíèå 7 è âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó 4 èç ï. 1.4.4.

Â ëþáîé òî÷êå m ∈ Λ ðàññìîòðèì îïåðàòîð ìîíîäðîìèè A = dA(m).
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ Q = Q(m) ýòîãî îïåðàòîðà, ò.å. êâàä-
ðàòè÷íóþ ôîðìó Qξ = ω2(Aξ, ξ).

Ïîêàæåì, ÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê Λ ñîäåðæèòñÿ â ÿäðå êâàä-
ðàòè÷íîé ôîðìû Q. Äåéñòâèòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèììåòðè÷íàÿ áèëè-
íåéíàÿ ôîðìà èìååò âèä Q(ξ, η) = 1

2
(ω2(Aξ, η)+ω2(Aη, ξ)). Â ñèëó ñèìïëåê-

òè÷íîñòè îïåðàòîðà A è êîñîñèììåòðè÷íîñòè ôîðìû ω2, èìååì: ω2(Aη, ξ) =
ω2(A2η,Aξ) = −ω2(Aξ,A2η), îòêóäà

Q(ξ, η) =
1

2
ω2(Aξ, η −A2η). (37)

Ïîñêîëüêó ëþáîé âåêòîð η ∈ TmΛ íåïîäâèæåí ïðè îòîáðàæåíèè A, òî â
ñèëó (37) îí �îðòîãîíàëåí� ëþáîìó âåêòîðó ξ ∈ TmM îòíîñèòåëüíî ôîðìû
Q: Q(ξ, η) = 0. Ýòî è çíà÷èò, ÷òî

TmΛ ⊂ ker Q. (38)
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Ïóñòü −1 6∈ specA. Èç ôîðìóëû (37) è íåâûðîæäåííîñòè ñèìïëåêòè÷å-
ñêîé ñòðóêòóðû ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ïðè óêàçàííîì ïðåäïîëîæåíèè â ëþáîé
òî÷êå m ∈ Λ âëîæåíèå (38) íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì, ò.å. TmΛ = ker Q. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Q = Q(m) íåâûðîæäåíà íà �íîðìàëüíîì�
ïîäïðîñòðàíñòâå ê TmΛ â TmM , ò.å. íà ïîäïðîñòðàíñòâå âèäà Nm ⊂ TmM ,
ãäå dim Nm +dim Λ = dim M . Ñ ó÷¼òîì âòîðîé ÷àñòè ñâîéñòâà 8◦ ïðîèçâîäÿ-
ùåé ôóíêöèè âèäà Ψ◦ (ñì. çàìå÷àíèå 8, äîêàçàííîå íà øàãå 4, (32)), îòñþäà
ïîëó÷àåì, ÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå Λ ÿâëÿåòñÿ áîòòîâñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè Ψ◦. Îòñþäà è òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè
ëåãêî ñëåäóåò ñâîéñòâî 7◦ èç çàìå÷àíèÿ 8.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4. Íàïîìíèì óñëîâèå ýòîé ëåììû.
Â ëåììå 4 ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â êàæäîé òî÷êå m ∈ Λ ñïåêòð îïåðàòîðà

ìîíîäðîìèè A = dA(m) íå ñîäåðæèò -1.
Ïóñòü òåïåðü m � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ôóíêöèè Ψ̃|Λ̃. Òåì ñàìûì, ñîãëàñíî

óòâåðæäåíèþ 6, îíà íåïîäâèæíà ïðè îòîáðàæåíèè Ã. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð
ìîíîäðîìèè Ã = dÃ(m) â ýòîé òî÷êå è ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ Q̃ = Q̃(m)
ýòîãî îïåðàòîðà, ò.å. êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó Q̃ξ = ω2(Ãξ, ξ).

Ëåììà 4 óòâåðæäàåò, ÷òî â òî÷êå m èíäåêñ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Q̃
ðàâåí ñóììå èíäåêñà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Q, è èíäåêñà ãåññèàíà ôóíêöèè
Ψ̃|Λ̃.

Íàïîìíèì (ñì. øàã 2 èç ï. 1.5.1), ÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå Λ̃ îïðåäåëÿëîñü
êàê ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê â îêðåñòíîñòè U ⊃ Λ, â êîòîðûõ Ã(m) ∈ θ̃m (27).
Ñëåäîâàòåëüíî, â ëþáîé íåïîäâèæíîé òî÷êå m îòîáðàæåíèÿ Ã êàñàòåëüíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî TmΛ̃ ê Λ̃ â ýòîé òî÷êå ñîñòîèò èç âñåõ âåêòîðîâ η ∈ TmM ,
äëÿ êîòîðûõ Ãη − η ∈ Tmθm, ò.å. èìååò âèä

TmΛ̃ ⊂ {η ∈ TmM | Ãη − η ∈ Tmθm} (39)

(â äåéñòâèòåëüíîñòè, ýòî âëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì).
Â êàæäîé òî÷êå m ∈ Λ ðàññìîòðèì êîñîîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå

ê ïîäïðîñòðàíñòâó Tmθm. Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííîå ïîäïðîñòðàíñòâî θ⊥m
òðàíñâåðñàëüíî ê TmΛ (ïîñêîëüêó êîñîîðòîãîíàëüíûå äîïîëíåíèÿ Tmθm

è T⊥
mΛ ê ýòèì ïîäïðîñòðàíñòâàì òðàíñâåðñàëüíû ïî ïîñòðîåíèþ ïîâåðõ-

íîñòåé θm). Ïîýòîìó ìû åãî áóäåì îáîçíà÷àòü θ⊥m = Nm. Òàêèì îáðàçîì,
êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî (39) ê ïîäìíîãîîáðàçèþ Λ̃ èìååò âèä

TmΛ̃ ⊂ {η ∈ TmM | ω2(Ãη − η, ν) = 0, ν ∈ Nm}.
Â ñèëó ñèìïëåêòè÷íîñòè îïåðàòîðà Ã èìååì: ω2(Ãη−η, ν) = ω2(η, Ã−1ν)−
ω2(η, ν) = ω2(η, Ã−1ν − ν), òàê ÷òî

TmΛ̃ ⊂ {η ∈ TmM | ω2(η, Ã−1ν − ν) = 0, ν ∈ Nm}. (40)

62



Òàê êàê îïåðàòîð Ã + I îáðàòèì, ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â
TmM , òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì âîçìóùåíèè îïðåäåëåíî ïîäïðîñòðàíñòâî

Ñ◦
m = (Ã + I)−1Nm.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâà TmΛ̃ è Ñ◦
m �îðòîãîíàëüíû� îòíîñèòåëüíî

ôîðìû Q̃. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ξ ∈ Ñ◦
m âåêòîð ν = ξ + Ãξ

ïðèíàäëåæèò ïîäïðîñòðàíñòâó Nm. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (37),

Q̃(η, ξ) =
1

2
ω2(Ãη, (I − Ã2)ξ) =

1

2
ω2(Ãη, (I − Ã)ν) =

1

2
ω2(η, Ã−1(I − Ã)ν) =

1

2
ω2(η, Ã−1ν − ν).

Ñîãëàñíî (40), ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ðàâíî íóëþ äëÿ η ∈ TmΛ̃, ξ ∈ Ñ◦
m. Ýòî

è çíà÷èò îðòîãîíàëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ TmΛ̃ è Ñ◦
m îòíîñèòåëüíî ôîðìû

Q̃.
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî Ñ◦

m = (Ã + I)−1Nm áëèçêî ê
ïîäïðîñòðàíñòâó N◦

i−1(m) = (A + I)−1Ni−1(m). Êðîìå òîãî, ïîäïðîñòðàíñòâî
N◦

i−1(m) òðàíñâåðñàëüíî ê Ti−1(m)Λ, òàê êàê èíà÷å ñóùåñòâîâàë áû íåíóëå-
âîé âåêòîð η ∈ Ti−1(m)Λ, äëÿ êîòîðîãî âåêòîð Aη + η = 2η ïðèíàäëåæèò
Ni−1(m). Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìà Q íåâûðîæäåíà íà N◦

m, îòêóäà ôîðìà Q̃

íåâûðîæäåíà íà Ñ◦
m è èìååò òàêîé æå èíäåêñ:

ind Q̃|Ñ◦
m

= ind Q|N◦
m

= ind Q. (41)

Äàëåå, â ñèëó (36) è (37), â ëþáîé íåïîäâèæíîé òî÷êå m îòîáðàæå-
íèÿ Ã îãðàíè÷åíèÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì d2Ψ̃(m) è Q̃ íà ïîäïðîñòðàíñòâî
TmΛ̃ áëèçêè â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð B = (Ã− I)|TmΛ̃ :

TmΛ̃ → Tmθm. Ââèäó (36) ôîðìà d2Ψ̃(m)|TmΛ̃ èìååò âèä

d2Ψ̃(m)η1η = ω̃0(Bη1, η), η1, η ∈ TmΛ̃,

ãäå ω̃0 � íåêîòîðàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè ïîäïðî-
ñòðàíñòâ Tmθm è TmΛ̃, áëèçêàÿ ê ôîðìå ω2|(Tmθm)×(TmΛ̃). Èç (37) ïîëó÷àåì,
÷òî ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà Q̃|TmΛ̃ èìååò òàêîé æå âèä:

Q̃η1η = ω̃1(Bη1, η), η1, η ∈ TmΛ̃, 0 ≤ t ≤ 1,

ãäå ω̃1(ξ, η) = 1
2
ω2(ξ, Ãη + η) òîæå áëèçêà ê ôîðìå ω2|(Tmθm)×(TmΛ̃). Ïðè ëþ-

áîì t, 0 ≤ t ≤ 1, ðàññìîòðèì áèëèíåéíóþ ôîðìó ω̃t íà (Tmθm) × (TmΛ̃) è
áèëèíåéíóþ ôîðìó Qt íà TmΛ̃ âèäà

ω̃t = (1− t)ω̃0 + tω̃1, Qtη1η = ω̃t(Bη1, η).
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Èç íåâûðîæäåííîñòè �ñïàðèâàíèÿ� âåêòîðîâ ïîäïðîñòðàíñòâ TmΛ̃ è Tmθm

ïðè ïîìîùè ôîðì ω̃t ñëåäóåò, ÷òî ÿäðî áèëèíåéíîé ôîðìû Qt ñîâïàäàåò ñ
ÿäðîì îïåðàòîðà B (ïðè ëþáîì t, 0 ≤ t ≤ 1). Îòñþäà, ââèäó ñèììåòðè÷íî-
ñòè áèëèíåéíûõ ôîðì Qt, èõ èíäåêñû ñîâïàäàþò, 0 ≤ t ≤ 1. Â ÷àñòíîñòè,
ind Q0 = ind Q1, ò.å.

ind d2Ψ̃(m)|TmΛ̃ = ind Q̃|TmΛ̃.

Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî èíäåêñ ôîðìû Q̃ ðàâåí ñóììå èíäåêñîâ å¼ îãðàíè-
÷åíèé íà âçàèìíîîðòîãîíàëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà TmΛ̃ è Ñ◦

m (îòíîñèòåëüíî
ýòîé ôîðìû), TmM = TmΛ̃⊕ Ñ◦

m. Îòñþäà, ñ ó÷¼òîì (41),

ind Q̃ = ind Q̃|TmΛ̃ + ind Q̃|Ñ◦
m

= ind d2Ψ̃(m)|TmΛ̃ + ind Q.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïîëó÷åííîé ñóììå ñîâïàäàåò ñ èíäåêñîì ãåññèàíà ôóíê-
öèè S = 1

ε
Ψ̃ ◦ i â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå i−1(m).

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè çàìåíå ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ̃ íà ïîäìíîãîîáðàçèå âè-

äà Λ̃◦ èç (12) óòâåðæäåíèå ëåììû 4 îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâûì. Äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà ýòîãî ôàêòà íóæíî çàìåíèòü â ïðèâåä¼ííîì ðàññóæäåíèè ïîäïðî-
ñòðàíñòâî N◦

m (�îðòîãîíàëüíîå� ê ïîäïðîñòðàíñòâó TmΛ̃ îòíîñèòåëüíî ôîð-
ìû Q̃) íà èñõîäíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Nm (�îðòîãîíàëüíîå� ê ïîäïðîñòðàí-
ñòâó TmΛ̃◦ îòíîñèòåëüíî ôîðìû Q̃). Â ÷àñòíîñòè, ëåììà 4 ñïðàâåäëèâà äëÿ
ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè âèäà Ψ̃◦ (â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ψ̃).

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ ôóíêöèè Ψ◦, ïåðå÷èñëåííûõ â
çàìå÷àíèè 8.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 7. Ïóñòü m � ìîðñîâñêàÿ êðèòè÷åñêàÿ
òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè S = 1

ε
Ψ̃◦ i. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 6,

òî÷êà i(m) ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ Ã.
Íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè
Ã = dÃ(i(m)) ÿâëÿþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.
Ëåììà 6. Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå IRN , è ïóñòü
K, L � èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ýòîãî îïåðàòîðà, K + L = IRN ,
dim K + dim L = N . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïåêòðû îïåðàòîðîâ A|K è A|L
íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ðàññìîòðèì ëþáîé ëèíåéíûé îïåðàòîð Ã : IRN → IRN ,
ε�áëèçêèé ê A. Òîãäà ñóùåñòâóþò (åäèíñòâåííûå) èíâàðèàíòíûå äëÿ Ã
ïîäïðîñòðàíñòâà K̃, L̃ ⊂ IRN , ε�áëèçêèå ê K è L ñîîòâåòñòâåííî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì A = A0, Ã = Aε. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
ñóùåñòâóåò ε�áëèçêèé ê òîæäåñòâåííîìó ëèíåéíûé îïåðàòîð T = Tε â IRN ,
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òàêîé, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâà K è L èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà
TÃT−1 = TεAεT

−1
ε .

Ïðè ðàññìàòðèâàåìîì ïðåäñòàâëåíèè IRN = K + L ïðåîáðàçîâàíèå Aε

çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé âèäà Aε =

(
aε εbε

εcε dε

)
, ãäå aε, bε, cε è dε îãðàíè÷å-

íû. Ïðåîáðàçîâàíèå Tε áóäåì èñêàòü â âèäå ìàòðèöû Tε =

(
I εXε

εYε I

)
,

ãäå Xε, Yε îãðàíè÷åíû, òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå T−1
ε ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí

ïîðÿäêà ε2 çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé âèäà
(

I −εXε

−εYε I

)
. Èíâàðèàíòíîñòü ïîä-

ïðîñòðàíñòâ K è L îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà

TεAεT
−1
ε =

(
aε ε(bε + Xεdε)

ε(Yεaε + cε) dε

) (
I −εXε

−εYε I

)
+ O(ε2) =

(
aε ε(bε − aεXε + Xεdε)

ε(Yεaε − dεYε + cε) dε

)
+ O(ε2)

ýêâèâàëåíòíà (ñ òî÷íîñòüþ äî O(ε)) âûïîëíåíèþ óñëîâèé

a0X0 −X0d0 = b0, d0Y0 − Y0a0 = c0.

Ïîêàæåì, ÷òî îòñþäà îäíîçíà÷íî íàõîäÿòñÿ ìàòðèöû X0 è Y0. Äëÿ ýòîãî
íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèö âèäà

X 7→ a0X −Xd0 (42)

èìååò íóëåâîå ÿäðî. Ïðèâåä¼ì îïåðàòîð a0 ê æîðäàíîâîé ôîðìå, ò.å. ïåðåé-
ä¼ì ê (êîìïëåêñíîìó) áàçèñó â K lC, â êîòîðîì îïåðàòîð a0 çàäà¼òñÿ áëî÷íî-
äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé, íà äèàãîíàëüíûõ áëîêàõ êîòîðîé ñòîÿò �æîðäàíî-
âû êëåòêè�. (Íàì âàæíî ëèøü, ÷òîáû ìàòðèöà a0 áûëà �âåðõíåòðåóãîëü-
íîé�.)

Ïóñòü ìàòðèöà X ïðèíàäëåæèò ÿäðó îïåðàòîðà (42), ò.å. a0X = Xd0. Ïî-
êàæåì, ÷òî X = 0. Åñëè ïîñëåäíèé áëîê ìàòðèöû a0 ÿâëÿåòñÿ æîðäàíîâîé
êëåòêîé ñ ÷èñëîì λ íà äèàãîíàëè, òî ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ìàòðèöû a0X ñîâïà-
äàåò ñ λx, ãäå x � ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ìàòðèöû X. Â ñèëó Xd0 = a0X ñòðîêà
x ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû d0 ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ.
Íî ïî óñëîâèþ ëåììû λ 6∈ spec d0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòðîêà x ðàâíà íóëþ.
Ðàâåíñòâî íóëþ îñòàëüíûõ ñòðîê ìàòðèöû X äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè.
Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå (42) äåéñòâèòåëüíî íåâûðîæäåíî.

Ïîñêîëüêó ìàòðèöû X0 è Y0 íàõîäÿòñÿ îäíîçíà÷íî, òî ïî òåîðåìå î íåÿâ-
íîé ôóíêöèè ìàòðèöû Xε è Yε òàêæå íàõîäÿòñÿ îäíîçíà÷íî, åñëè ε äîñòà-
òî÷íî ìàë�î. Ëåììà 6 äîêàçàíà.
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Äîêàæåì òåïåðü óòâåðæäåíèå 7.
Øàã 1. Âîçüìåì â êà÷åñòâå îïåðàòîðîâ A è Ã îïåðàòîðû ìîíîäðîìèè

dA(m) è dÃ(m). Ïðè ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâà TmM è Ti(m)M , â êîòîðûõ äåé-
ñòâóþò ýòè îïåðàòîðû, ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ IR2n ïðè ïîìîùè êàêèõ-
ëèáî ôèêñèðîâàííûõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò â îêðåñòíîñòè òî÷êè m â M . Â
êà÷åñòâå èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ îïåðàòîðà A ðàññìîòðèì åãî êîð-
íåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî

K = R1(A) ⊂ TmM,

îòâå÷àþùåå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1, è êîñîîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå

L = K⊥

ê K â TmM .
Çàìåòèì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâà K è L ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè ñèì-

ïëåêòè÷åñêèìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè îïåðàòîðà A, ïðè÷¼ì ñïåêòð îãðàíè÷å-
íèÿ ýòîãî îïåðàòîðà íà ïîäïðîñòðàíñòâî K ñîñòîèò èç 1, à ñïåêòð åãî îãðà-
íè÷åíèÿ íà L íå ñîäåðæèò 1. Â ÷àñòíîñòè, ýòè ñïåêòðû íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Ñîãëàñíî ëåììå 6 ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíîå äëÿ Ã ñèìïëåêòè÷åñêîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî K̃, áëèçêîå ê K. Â ñèëó ñèìïëåêòè÷íîñòè îïåðàòîðà Ã, åãî
êîñîîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå L̃ = K̃⊥ òîæå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî Ã.
ßñíî, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâà L̃ è L òîæå áëèçêè.

Øàã 2. Òàê êàê îïåðàòîð Ã|L̃ áëèçîê ê A|L è (ïî óñëîâèþ 1 îïðåäå-
ëåíèÿ ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè Λ) âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A|L
ÿâëÿþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè, òî æå âåðíî äëÿ îïåðàòîðà Ã|L. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ã, �îòäåë¼ííûå� îò 1, ÿâëÿþòñÿ
ýëëèïòè÷åñêèìè (êàê è äëÿ îïåðàòîðà A).

Øàã 3. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Q̃ îïåðàòîðà Ã ïî-
ëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà íà ïîäïðîñòðàíñòâå K̃. Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü ýë-
ëèïòè÷íîñòü âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà Ã|K̃ , à çíà÷èò, ñ ó÷¼òîì
ïðåäûäóùèõ øàãîâ, ýëëèïòè÷íîñòü âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà
Ã.

Çàìåòèì, ÷òî ìîðñîâîñòü êðèòè÷åñêîé òî÷êè m ïî îòíîøåíèþ ê ôóíê-
öèè S âëå÷¼ò íåâûðîæäåííîñòü íåïîäâèæíîé òî÷êè i(m) îòîáðàæåíèÿ Ã
(ñîãëàñíî ñâîéñòâó 2◦ óòâåðæäåíèÿ 6). Ïîñëåäíåå âëå÷¼ò íåâûðîæäåííîñòü
ôîðìû Q̃|K̃ (â ñèëó òîãî, ÷òî spec Ã 63 −1). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè ôîðìû Q̃|K̃ íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî å¼ èíäåêñ ðàâåí íóëþ.

Òàê êàê êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q|L íåâûðîæäåíà (â ñèëó óñëîâèÿ 1 ñèëü-
íîé óñòîé÷èâîñòè Λ), òî áëèçêàÿ ê íåé êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q̃|L̃ òîæå íåâû-
ðîæäåíà è èìååò òàêîé æå èíäåêñ:

ind Q̃|L̃ = ind Q|L.
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Êðîìå òîãî, â ñèëó ëåììû 4, ñ ó÷¼òîì ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè ãåñ-
ñèàíà d2S(m) (òàê êàê m � ìîðñîâñêàÿ òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíê-
öèè S) è íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè ôîðìû Q|K (â ñèëó óñëîâèÿ 2
ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè Λ), èìååì:

ind Q̃ = ind Q + ind d2S(m) = ind Q = ind Q|L + ind Q|K = ind Q|L.

Òàêèì îáðàçîì,
ind Q̃ = ind Q|L = ind Q̃|L̃.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ind Q̃ = ind Q̃|L̃ + ind Q̃|K̃ . Ñëåäîâàòåëüíî, ñëàãàåìîå
ind Q̃|K̃ â ïîñëåäíåé ñóììå ðàâíî íóëþ, ò.å. ôîðìà Q̃|K̃ íåîòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåíà.

Îòñþäà ñëåäóåò ýëëèïòè÷íîñòü âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà Ã
è, òåì ñàìûì, ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü íåïîäâèæíîé òî÷êè i(m) îòîáðà-
æåíèÿ Ã, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1. Ñâîéñòâî 6◦ èç óòâåðæäåíèÿ 7 ïîëíî-
ñòüþ äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 7 äîêàçàíî.
Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî èç ëåììû 4 âûâîäèòñÿ ñâîéñòâî 6◦ äëÿ ïðîèç-

âîäÿùåé ôóíêöèè Ψ̃◦. Ýòî äîêàçûâàåò ñâîéñòâà 1◦�8◦ ôóíêöèè Ψ̃◦, ñôîð-
ìóëèðîâàííûå â ï. 1.4.4.

1.6 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì î çàìêíóòûõ òðàåêòîðèÿõ
Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèé î çàìêíóòûõ òðàåêòîðèÿõ ãàìèëü-
òîíîâûõ ñèñòåì.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ñèòóàöèè òåîðåìû 1: êîãäà ðàññëîåíèå p
ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ íà çàìêíóòûå òðàåêòîðèè íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìûòðè-
âèàëüíî.

Êàê ìû çàìåòèëè â ï. 1.4.2 (ñì. çàìå÷àíèå 7), â ýòîé ñèòóàöèè ñïðàâåäëè-
âî óòâåðæäåíèå 9, âûòåêàþùåå èç óòâåðæäåíèé 6, 7 è ëåììû 3 î íåïîäâèæ-
íûõ òî÷êàõ îòîáðàæåíèé, ñ ó÷¼òîì óòâåðæäåíèÿ 8 î ìåòîäå óñðåäíåíèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî óòâåðæäåíèå 9 ÿâëÿåòñÿ �ñëàáûì âàðèàíòîì� óòâåðæäå-
íèé 3, 4, è èç íåãî ñðàçó ñëåäóþò óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 1, 2, 3 î ÷èñëå, ëî-
êàëèçàöèè è óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû, â
óêàçàííîì ÷àñòíîì ñëó÷àå.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáùèé ñëó÷àé � êîãäà ðàññëîåíèå Λ íà çàìêíóòûå
òðàåêòîðèè íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, òðèâèàëüíûì.

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè (ñì. ï. 1.4.3), äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1 (îöåí-
êà ÷èñëà çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé), 2 (ëîêàëèçàöèÿ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé) è
óòâåðæäåíèé 1, 2 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå 3. Äîêàæåì ýòî óòâåð-
æäåíèå. Îíî áóäåò àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 6 î íåïîäâèæ-
íûõ òî÷êàõ îòîáðàæåíèé.
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Ïðåäïîëîæèì (ñîãëàñíî ñèòóàöèè óòâåðæäåíèÿ 3), ÷òî ãàìèëüòîíèàí H̃
âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû áëèçîê ê H ïî íîðìå Cr, ãäå r ≥ 2. Îáîçíà÷èì

ε = ‖H̃ −H‖Cr , H1 = (H̃ −H)/ε,

è îáîçíà÷èì ÷åðåç H̄ óñðåäíåíèå (6) âîçìóùåíèÿ H = H1|Λ ïî çàìêíóòûì
òðàåêòîðèÿì íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû íà Λ.

1.6.1 Ñóùåñòâîâàíèå çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé
Çäåñü ìû äîêàæåì ñâîéñòâà 1◦, 2◦, 3◦, 5◦ èç óòâåðæäåíèÿ 3, èç êîòîðûõ
ñëåäóåò òåîðåìà 1.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì â íåñêîëüêî øàãîâ.
Øàã 1. Îïðåäåëèì îñíîâíûå îáúåêòû, ó÷àñòâóþùèå â äîêàçàòåëüñòâå

óòâåðæäåíèÿ.
Ïóñòü T (m), m ∈ Λ, � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ïåðèîäà ñèñòåìû ñ ãàìèëüòî-

íèàíîì H íà Λ.
Äëÿ êàæäîé òî÷êè m ∈ Λ ââåä¼ì ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.

1. Ïóñòü γm = γm(t) � ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèà-
íîì H, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó m: γm(0) = m. Ïðîâåä¼ì ÷åðåç òî÷êó m
ìàëåíüêóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü σm ⊂ H−1(h), òðàíñâåðñàëüíóþ ê òðàåêòîðèè
γm â èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè:

Tmσm ⊕ Tmγm = Tm(H−1(h)), m ∈ Λ.

Ïîâåðõíîñòü σm íàçîâ¼ì ñå÷åíèåì Ïóàíêàðå â òî÷êå m. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ýòà ïîâåðõíîñòü ãëàäêî çàâèñèò îò òî÷êè m ∈ Λ.

2. Íà ïîâåðõíîñòè σm åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå
Ïóàíêàðå Am : σ′m → σm, ãäå σ′m � äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè m â
σm, ãëàäêî çàâèñÿùàÿ îò òî÷êè m ∈ Λ. À èìåííî, èç ëþáîé òî÷êè m′ ∈ σ′m
âûïóñòèì ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H äî ïåðåñå-
÷åíèÿ ñ ñå÷åíèåì Ïóàíêàðå σm ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ Tm(m′), áëèçêîå ê
T (m). Ýòó òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ìû è îáîçíà÷èì ÷åðåç Am(m′). Ëèíåéíóþ
÷àñòü dAm(m) ýòîãî îòîáðàæåíèÿ â òî÷êå m íàçîâ¼ì îïåðàòîðîì ìîíîäðî-
ìèè â òî÷êå m.

3. Îáîçíà÷èì Bm = Λ ∩ σ′m. Èç óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè Λ ñëåäóåò,
÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå Bm â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì íåïîäâèæíûõ
òî÷åê îòîáðàæåíèÿ Am.
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4. Ïîñòðîèì â òî÷êå m ïîäïðîñòðàíñòâî θm ⊂ Tmσm ðàçìåðíîñòè
dim θm = dim Bm = dim Λ − 1, ãëàäêî çàâèñÿùåå îò òî÷êè m ∈ Λ. (Ýòî
ïîäïðîñòðàíñòâî àíàëîãè÷íî ïîâåðõíîñòè θm ⊂ σ èç äîêàçàòåëüñòâà óòâåð-
æäåíèÿ 6.) Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå Tmσm îáðàç

Dm = Im(dAm(m)− I), m ∈ Λ,

îïåðàòîðà dAm(m) − I, ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â Tmσm. Â ñèëó
íåâûðîæäåííîñòè Λ ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà Dm â òî÷íîñòè ðàâíà
êîðàçìåðíîñòè ïîäìíîãîîáðàçèÿ Bm â σm. Ïóñòü θm � ïîäïðîñòðàíñòâî â
Tmσm, òðàíñâåðñàëüíîå ê ïîäïðîñòðàíñòâó Dm:

θm ⊕Dm = Tmσm.

5. �Ïåðåíåñ¼ì� èç òî÷êè m ïîäïðîñòðàíñòâî θm ⊂ Tmσm âî âñå òî÷êè
m′ ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå σm ïðè ïîìîùè êàêîãî-íèáóäü ãëàäêîãî ñåìåéñòâà
îïåðàòîðîâ

Pm,m′ : θm → Tm′σm, m′ ∈ σm, (43)
òàêîãî, ÷òî ïðè m = m′ îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì: Pm,m = Idθm .
Îáðàç îïåðàòîðà Pm,m′ îáîçíà÷èì ÷åðåç θm,m′ .

Áóäåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî ñå÷åíèå Ïóàíêàðå σm,
ïîäïðîñòðàíñòâî θm ⊂ Tmσm è ãëàäêîå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ Pm,m′ , m′ ∈
σm, ãëàäêî çàâèñÿò îò òî÷êè m ∈ Λ.

Èç òåîðåìû î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ çàìêíóòàÿ òðàåê-
òîðèÿ γ ⊂ Λ, îáëàäàåò ñòîëü ìàëîé �òðóá÷àòîé� îêðåñòíîñòüþ Uγ â H−1(h),
ãëàäêî çàâèñÿùåé îò òðàåêòîðèè γ (òî÷íåå, îò òî÷êè m ∈ Λ, ãäå γ = γm),
÷òî â ýòîé îêðåñòíîñòè âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:

1. Ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå σm ∩ Uγ, m ∈ γ, îòâå÷àþùèå òî÷êàì òðàåêòîðèè
γ, ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è ðàññëàèâàþò âñþ ýòó îêðåñòíîñòü íà
äèñêè σm ∩ Uγ êîðàçìåðíîñòè 1. (Â äåéñòâèòåëüíîñòè, êàæäîå òàêîå
ðàññëîåíèå òðèâèàëüíî, ò.å. äèôôåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ
äèñêà íà îêðóæíîñòü.)

2. Êàæäûé îïåðàòîð Pm,m′ , m ∈ γ, m′ ∈ σm∩Uγ, ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì
íà ñâîé îáðàç θm,m′ .

Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â êà÷åñòâå ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå σm ñ ñàìîãî
íà÷àëà áûë âçÿò äèñê σm ∩ Uγm , m ∈ Λ.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîé òî÷êè m′ óêàçàííîé îêðåñòíîñòè Uγ ñóùåñòâóåò
ðîâíî îäíà òî÷êà m = m(m′) ∈ γ, òàêàÿ, ÷òî m′ ∈ σm. Ïîëó÷åííîå îòîá-
ðàæåíèå îáîçíà÷èì ργ : m′ 7→ m. Îíî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ðåòðàêöèåé, ò.å.

69



ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì îêðåñòíîñòè Uγ íà òðàåêòîðèþ γ, îãðàíè÷åíèå êî-
òîðîãî íà γ òîæäåñòâåííî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Θγ âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íàä
îêðåñòíîñòüþ Uγ ñî ñëîåì θργ(m′),m′ íàä ëþáîé òî÷êîé m′ ∈ Uγ.

Ïóñòü U = ∪γ⊂ΛUγ � äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü ïîäìíîãîîáðàçèÿ
Λ â H−1(h). Ôèêñèðóåì ëþáóþ ãëàäêóþ ðåòðàêöèþ ρ : U → Λ, ò.å. ãëàäêîå
îòîáðàæåíèå, îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íà Λ òîæäåñòâåííî. (Ýòó ðåòðàêöèþ
ìîæíî îñóùåñòâèòü, íàïðèìåð, ïðè ïîìîùè îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâà-
íèÿ U íà ïîäìíîãîîáðàçèå Λ â ñìûñëå êàêîé-íèáóäü ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà
H−1(h).)

Øàã 2. Ïåðå÷èñëèì âàæíûå ñâîéñòâà ñåìåéñòâà ïîäïðîñòðàíñòâ θm ⊂
Tmσm, m ∈ Λ, íà ïîäìíîãîîáðàçèè Λ. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîñòðîèì åñòåñòâåí-
íîå äåéñòâèå îêðóæíîñòè íà ýòîì ñåìåéñòâå, ÿâëÿþùååñÿ �ïîäíÿòèåì� äåé-
ñòâèÿ îêðóæíîñòè íà ìíîãîîáðàçèè Λ.

Îïðåäåëèì ÷åòûðå åñòåñòâåííûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèÿ íàä ìíîãîîáðà-
çèåì Λ:

1. Âåêòîðíîå ðàññëîåíèå β íàä Λ, ñëîåì êîòîðîãî â ëþáîé òî÷êå m ∈ Λ
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî TmBm, ãäå Bm = Λ ∩ σm.

2. Âåêòîðíîå ðàññëîåíèå Σ íàä Λ, ñëîåì êîòîðîãî â ëþáîé òî÷êå m ∈ Λ
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî Tmσm.

3. Ïîäðàññëîåíèå D ðàññëîåíèÿ Σ, ñëîåì êîòîðîãî â ëþáîé òî÷êå m ∈ Λ
ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî Dm ⊂ σm, ò.å. îáðàç îïåðàòîðà dAm(m)− I.

4. Âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E íàä Λ, ñëîåì êîòîðîãî â ëþáîé òî÷êå m ∈ Λ
ÿâëÿåòñÿ êîÿäðî îïåðàòîðà dA(m)− I, ò.å. ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî

Em = (Tmσm)/Dm, m ∈ Λ,

êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Tmσm ïî ïîäïðîñòðàíñòâó Dm. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ðàññëîåíèå E ÿâëÿåòñÿ ôàêòîð-ðàññëîåíèåì ðàññëîåíèÿ Σ
ïî ïîäðàññëîåíèþ D îáðàçîâ îïåðàòîðîâ dAm(m)− I, m ∈ Λ.

Çàìå÷àíèå 10. Â êàæäîé òî÷êå m ∈ Λ ïîäïðîñòðàíñòâî θm åñòåñòâåííî
èçîìîðôíî ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâó Em. Áîëåå òî÷íî, îòîáðàæåíèå âêëþ÷åíèÿ
θm → Tmσm èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì θm ' Em. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàíã ðàñ-
ñëîåíèÿ E → Λ ðàâåí ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà θm, ò.å. ðàâåí dim B =
dim Λ− 1.

Ðàññìîòðèì íà ðàññëîåíèè Σ ñëåäóþùèå äîïîëíèòåëüíûå ñòðóêòóðû.
Ïóñòü gt

H , t ∈ IR, � ôàçîâûé ïîòîê ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòî-
íèàíîì H íà ìíîãîîáðàçèè M . Ýòîò ïîòîê èíäóöèðóåò êàñàòåëüíûé ïîòîê
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(gt
H)∗, t ∈ IR, â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè T∗M . Ðàññìîòðèì êàñàòåëüíûé ïî-

òîê â ðàññëîåíèè Σ, èíäóöèðîâàííûé åñòåñòâåííûì îáðàçîì, è îáîçíà÷èì
åãî òàêæå ÷åðåç (gt

H)∗, t ∈ IR. Ðàññìîòðèì íà ðàññëîåíèè Σ åñòåñòâåííîå
ïîëå A îïåðàòîðîâ ìîíîäðîìèè Am = dAm(m), m ∈ Λ. ßñíî, ÷òî â ëþáîé
òî÷êå m ∈ Λ îïåðàòîð ìîíîäðîìèè ñîâïàäàåò ñ êàñàòåëüíûì îòîáðàæåíè-
åì (g

T (m)
H )∗(m) �çà ïåðèîä�. Ïîëå A ìû òàêæå áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîðîì

ìîíîäðîìèè (èëè îòîáðàæåíèåì �çà ïåðèîä�) íà ðàññëîåíèè Σ.
Ðàññìîòðèì íà ðàññëîåíèè Σ ïîëå ω2|Σ áèëèíåéíûõ êîñîñèììåòðè÷åñêèõ

ôîðì ω2|Tmσm , ò.å. â êàæäîé òî÷êå m ∈ Λ ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå ñèìïëåê-
òè÷åñêîé ñòðóêòóðû ω2 íà ïðîñòðàíñòâî Tmσm. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ýòà
ôîðìà íåâûðîæäåíà è, òåì ñàìûì, çàäà¼ò ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó
íà ñëîÿõ ðàññëîåíèÿ Σ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ω2|Σ èíâàðèàíòíà îòíî-
ñèòåëüíî îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè A íà ðàññëîåíèè Σ è, áîëåå òîãî, îòíîñè-
òåëüíî êàñàòåëüíîãî ïîòîêà (gt

H)∗ â Σ, èíäóöèðîâàííîãî ïîòîêîì ãàìèëü-
òîíîâîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H.
Ëåììà 7. Ïîäðàññëîåíèÿ D è β ðàññëîåíèÿ Σ îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè:

1. Ïîäðàññëîåíèÿ D è β êîñîîðòîãîíàëüíû â ðàññëîåíèè Σ îòíîñèòåëü-
íî óêàçàííîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Äðóãèìè ñëîâàìè, â êàæ-
äîé òî÷êå m ∈ Λ ïîäïðîñòðàíñòâà Dm è Bm ÿâëÿþòñÿ êîñîîðòîãî-
íàëüíûìè äîïîëíåíèÿìè äðóã äðóãà îòíîñèòåëüíî ñèìïëåêòè÷åñêîé
ñòðóêòóðû ω2|Tmσm.

2. Ïîäðàññëîåíèÿ D è β èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà ìîíî-
äðîìèè A íà Σ è, áîëåå òîãî, îòíîñèòåëüíî êàñàòåëüíîãî ïîòîêà
(gt

H)∗ â Σ, èíäóöèðîâàííîãî ïîòîêîì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ ãà-
ìèëüòîíèàíîì H:

AD = D, (gt
H)∗D = D, t ∈ IR.

Aβ = β, (gt
H)∗β = β, t ∈ IR.

Ñâîéñòâî 1 ìû óæå íåîäíîêðàòíî óïîìèíàëè. Îíî âûòåêàåò èç ñëåäóþ-
ùåãî ñâîéñòâà ëþáîãî ñèìïëåêòè÷åñêîãî îïåðàòîðà A: ÿäðî è îáðàç îïåðà-
òîðà A − I ÿâëÿþòñÿ êîñîîðòîãîíàëüíûìè äîïîëíåíèÿìè äðóã äðóãà, ãäå
I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð. Ñâîéñòâî 2 ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì
ñâîéñòâà 1.

Èç âòîðîãî è ïåðâîãî óòâåðæäåíèé ëåììû 7 ïîëó÷àåì äâà ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ñëåäñòâèÿ:
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Ñëåäñòâèå 8.
1◦ Êàñàòåëüíûé ïîòîê (gt

H)∗ íà ðàññëîåíèè Σ èíäóöèðóåò êîððåêòíî
îïðåäåë¼ííûé ïîòîê íà ðàññëîåíèè E, ïðè÷¼ì îòîáðàæåíèå A∗ : E → E
�çà ïåðèîä� íà ðàññëîåíèè E ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì:

A∗ = IdE.

Äðóãèìè ñëîâàìè, äåéñòâèå îêðóæíîñòè íà Λ ïîäíèìàåòñÿ åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì íà ðàññëîåíèå E � ïðè ïîìîùè êàñàòåëüíîãî ïîòîêà (gt

H)∗
ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H.

2◦ Â êàæäîé òî÷êå m ∈ Λ èìååòñÿ íåâûðîæäåííîå áèëèíåéíîå ñïà-
ðèâàíèå ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè Em è βm, îïðåäåëÿåìîå ôîðìîé ω2. Ýòî
ñïàðèâàíèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ îêðóæíîñòè íà îáîèõ
ðàññëîåíèÿõ è èíäóöèðóåò åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì ðàññëîåíèé E ' β∗.

Çàìå÷àíèå 11. Èç ñâîéñòâà 1◦ ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ
V íà Λ, ãäå Vm ∈ Em, m ∈ Λ (ò.å. ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ E), êîððåêòíî îïðå-
äåëåíî óñðåäíåíèå V̄ ýòîãî ïîëÿ. À èìåííî, óñðåäíåíèå � ýòî èíâàðèàíòíîå
ïîëå òàêîãî æå âèäà, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé

V̄m =
1

2π

∫ 2π

0
(âs)

−1Vas(m)ds, m ∈ Λ. (44)

Çäåñü as : Λ → Λ � åñòåñòâåííîå äåéñòâèå îêðóæíîñòè íà Λ, âs : Em →
Eas(m) � åñòåñòâåííîå äåéñòâèå îêðóæíîñòè íà ðàññëîåíèè E (s ∈ S1).

Ïðè ïîìîùè åñòåñòâåííîãî èçîìîðôèçìà ïîëÿ ïîäïðîñòðàíñòâ θm, m ∈
Λ, è ðàññëîåíèÿ E (ñì. çàìå÷àíèå 10) ïåðåíåñ¼ì íà ïîëå ïîäïðîñòðàíñòâ
θm, m ∈ Λ, åñòåñòâåííîå äåéñòâèå îêðóæíîñòè íà ðàññëîåíèè E. Ñîãëàñ-
íî ñëåäñòâèþ 8, ýòî äåéñòâèå òîæå îáëàäàåò óêàçàííûì â ýòîì ñëåäñòâèè
ñâîéñòâîì 2◦. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 11, äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé
Vm ∈ θm, m ∈ Λ, îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ óñðåäíåíèÿ (44).

Øàã 3. Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíóþ ëåììó, ÿâëÿþùóþñÿ îáîáùåíèåì ðå-
çóëüòàòà ðàáîòû Áîòòêîëà [14]. Îíà áóäåò äîêàçàíà íà øàãàõ 4�5.

Ýòà ëåììà îòíîñèòñÿ ê ïðîèçâîëüíûì äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì, íå ÿâ-
ëÿþùèìñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ãàìèëüòîíîâûìè.

Ôèêñèðóåì íà ìíîãîîáðàçèè Λ ðèìàíîâó ìåòðèêó (èëè, ïî ìåíüøåé ìå-
ðå, àôôèííóþ ñâÿçíîñòü, íàïðèìåð, ðèìàíîâó).

Ïóñòü U ⊂ H−1(h) � äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü ïîäìîãîîáðàçèÿ Λ
â ïîâåðõíîñòè H−1(h).

Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ ãàìèëüòîíèàíîì H̃, áëèçêèì ê H
â C2�íîðìå. Ïåðåíåñ¼ì èç îáëàñòè U â íåâîçìóù¼ííîé ïîâåðõíîñòè H−1(h)
íà �âîçìóù¼ííóþ� ïîâåðõíîñòü H̃−1(h) ñëåäóþùèå îáúåêòû:
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1. ïîäìíîãîîáðàçèå Λ âìåñòå ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé è äåéñòâèåì îêðóæ-
íîñòè íà í¼ì;

2. ïîëå ñå÷åíèé Ïóàíêàðå σm, m ∈ Λ, âìåñòå ñ ñåìåéñòâîì îêðåñòíîñòåé
Uγ ⊃ γ è èõ ãëàäêèõ ðåòðàêöèé ργ : Uγ → γ (ñì. øàã 1), ïåðåâîäÿùèõ
ëþáîå ñå÷åíèå Ïóàíêàðå σm â òî÷êó m, ãäå m ∈ γ;

3. ïîëå ïîäïðîñòðàíñòâ θm ⊂ Tmσm, m ∈ Λ, âìåñòå ñ ïîñòðîåííûì âûøå
(ñì. øàã 2) äåéñòâèåì íà í¼ì îêðóæíîñòè;

4. ïîëå îïåðàòîðîâ Pm,m′ : θm → Tm′σm âìåñòå ñ èõ îáðàçàìè θm,m′ , ãäå
m′ ∈ Uγ, m = ργ(m

′) ∈ Λ (ñì. øàã 1);

5. îêðåñòíîñòü U âìåñòå ñ ãëàäêîé ðåòðàêöèåé ρ : U → Λ (ñì. øàã 1).

Ýòî ïåðåíåñåíèå ìîæíî îñóùåñòâèòü, íàïðèìåð, ïðè ïîìîùè êàêîãî-íèáóäü
äèôôåîìîðôèçìà U → H̃−1(h), áëèçêîãî ê òîæäåñòâåííîìó.

Ñîãëàøåíèå. ×òîáû íå ââîäèòü íîâûå îáîçíà÷åíèÿ, ïðè ïåðåíåñåíèè
âñåõ óêàçàííûõ îáúåêòîâ íà ïîâåðõíîñòü H̃−1(h) ìû îñòàâèì äëÿ íèõ òå æå
îáîçíà÷åíèÿ, êàêèå îíè èìåëè íà ïîâåðõíîñòè H−1(h).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V è Ṽ âåêòîðíûå ïîëÿ â îêðåñòíîñòè U ⊂ H−1(h), îò-
âå÷àþùèå îãðàíè÷åíèÿì ñèñòåì ñ ãàìèëüòîíèàíàìè H è H̃ íà ïîâåðõíîñòè
H−1(h) è H̃−1(h) ñîîòâåòñòâåííî (ñ ó÷¼òîì îòîæäåñòâëåíèÿ ýòèõ ïîâåðõíî-
ñòåé, ñì. ñîãëàøåíèå). Çíà÷åíèÿ ýòèõ ïîëåé â òî÷êå m áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç Vm è Ṽm ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíóþ ëåììó, ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíîå
ïîíÿòèå.

Ïóñòü íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè Λ ôèêñèðîâàíà ðèìàíîâà ìåòðèêà (èëè,
ïî ìåíüøåé ìåðå, àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü, íàïðèìåð, ðèìàíîâà) è çàäàíî ãëàä-
êîå äåéñòâèå îêðóæíîñòè. Äëÿ ëþáîé òî÷êè m ∈ Λ ðàññìîòðèì å¼ �ïàðàìåò-
ðèçîâàííóþ îðáèòó� ïðè ýòîì äåéñòâèè, ò.å. ãëàäêóþ êðèâóþ γm = γm(s),
s ∈ S1, γm(0) = m. Ïóñòü γ̃(s), s ∈ S1, � íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ, áëèç-
êàÿ (ïîòî÷å÷íî) ê êðèâîé γm(s), s ∈ S1. Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà
s ∈ S1 ñîåäèíèì ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè γm(s) è γ̃(s) ýòèõ êðèâûõ êðàò-
÷àéøåé ãåîäåçè÷åñêîé gs(t), 0 ≤ t ≤ 1, ãäå gs(0) = γm(s), gs(1) = γ̃(s).
Ïóñòü ηs = d

dt
|t=0gs(t) � ïîëå âåêòîðîâ ñêîðîñòè ýòèõ êðèâûõ â òî÷êàõ

êðèâîé γm(s). (Ýòî ïîëå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êðèâûìè γm(s) è γ̃(s),
s ∈ S1.) Ïåðåíåñ¼ì âåêòîðíîå ïîëå ηs âäîëü êðèâîé γm(s) â òî÷êó m (èëè â
ëþáóþ äðóãóþ òî÷êó å¼ îðáèòû γm(s)) ïðè ïîìîùè äåéñòâèÿ îêðóæíîñòè
è �óñðåäíèì� ïîëó÷åííóþ êðèâóþ â ïðîñòðàíñòâå TmΛ. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ðàññìîòðèì â òî÷êå m êàñàòåëüíûé âåêòîð η̄0 ∈ TmΛ, îïðåäåëÿåìûé ïî
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ôîðìóëå
η̄0 =

1

2π

∫ 2π

0
(a−1

s )∗ηsds.

Çäåñü s � ïàðàìåòð íà îêðóæíîñòè S1 = IR/(2πZZ), as : Λ → Λ � äåéñòâèå
ýëåìåíòà s íà Λ.
Îïðåäåëåíèå 15. Èíâàðèàíòíîå âåêòîðíîå ïîëå η̄s = as∗η0 âäîëü êðèâîé
γm(s) íàçîâ¼ì îòíîñèòåëüíûì öåíòðîì ìàññ (èëè îòíîñèòåëüíûì óñðåä-
íåíèåì) êðèâîé γ̃(s) ïî îòíîøåíèþ ê êðèâîé γm(s), s ∈ S1. Åñëè âåêòîðíîå
ïîëå η̄s ðàâíî íóëþ, òî êðèâóþ γm(s) íàçîâ¼ì öåíòðîì ìàññ (èëè óñðåäíå-
íèåì) êðèâîé γ̃(s), s ∈ S1.

Ïóñòü f : Λ → Λ � ëþáîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, áëèçêîå ê òîæäåñòâåííî-
ìó. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ñîõðàíÿåò öåíòðû ìàññ òðàåêòî-
ðèé íà Λ, åñëè ëþáàÿ êðèâàÿ γm(s) ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ìàññ ñîîòâåòñòâóþùåé
êðèâîé âèäà f(γm(s)), s ∈ S1.

Íà øàãàõ 4�5 ìû äîêàæåì ñëåäóþùóþ îñíîâíóþ ëåììó.
Ìû ñôîðìóëèðóåì îñíîâíóþ ëåììó äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ

ñèñòåì, íå ÿâëÿþùèõñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ãàìèëüòîíîâûìè. Íàïîìíèì, ÷òî
îïðåäåëåíèå íåâûðîæäåííîñòè ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ, çàïîëíåííîãî çàìêíó-
òûìè òðàåêòîðèÿìè, â äåéñòâèòåëüíîñòè íå èñïîëüçîâàëî ãàìèëüòîíîâîñòè
ýòîé ñèñòåìû (òî÷íåå, ãàìèëüòîíîâîñòè îãðàíè÷åíèÿ ñèñòåìû íà èçîýíåðãå-
òè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü). Êðîìå òîãî, ïðè ïîñòðîåíèè ïîëÿ ïîäïðîñòðàíñòâ
θm, m ∈ Λ, âìåñòå ñ åñòåñòâåííûì äåéñòâèåì íà í¼ì îêðóæíîñòè, ãàìèëü-
òîíîâîñòü ñèñòåìû òàêæå íå èñïîëüçîâàëàñü.
Ëåììà 8. Ïóñòü Λ ⊂ U � íåâûðîæäåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå, çàïîëíåí-
íîå çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû V , íå ñîäåðæàùåå ïîëîæåíèé
ðàâíîâåñèÿ. Ïóñòü T : Λ → IR � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ïå-
ðèîäà òðàåêòîðèé íà Λ (T > 0). Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå Ṽ â îêðåñòíîñòè
U Cr−1�áëèçêî ê âåêòîðíîìó ïîëþ V (r ≥ 2). Îáîçíà÷èì ε = ‖Ṽ − V ‖Cr−1.
Òîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ′ ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ â U , òàêàÿ, ÷òî
ïðè ëþáîì äîñòàòî÷íî ìàëîì çíà÷åíèè ε > 0 ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ôóíê-
öèÿ T̃ íà Λ, Cr−1�áëèçêàÿ ê ôóíêöèè T , ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå ξm ∈ θm,
m ∈ Λ, íà ïîäìíîãîîáðàçèè Λ è âëîæåíèå i : Λ ↪→ U ′, Cr−1�áëèçêîå ê
òîæäåñòâåííîìó, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1◦ Ôóíêöèÿ T̃ è âåêòîðíîå ïîëå ξm, m ∈ Λ, èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî
åñòåñòâåííîãî äåéñòâèÿ îêðóæíîñòè íà Λ è íà ïîëå ïîäïðîñòðàíñòâ θm,
m ∈ Λ (ñì. øàã 2).

2◦ Äëÿ ëþáîé òî÷êè m ∈ Λ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

di(m)Vm =
T̃ (m)

T (m)
(Ṽi(m) − Pm′,i(m)ξm′),
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ãäå m′ = ργm ◦ i(m) � �ïðîåêöèÿ� îáðàçà i(m) òî÷êè m íà òðàåêòîðèþ
γm, Pm,m′ : θm → θm,m′ � ïîñòðîåííîå â (43) ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ (ñì.
øàã 1).

3◦ Óñëîâèÿìè 1◦, 2◦ è ñëåäóþùèì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì âëîæåíèå
i è âåêòîðíîå ïîëå ξm ∈ θm, m ∈ Λ, îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî: äëÿ ëþáîé
òðàåêòîðèè γ ⊂ Λ ñèñòåìû V êðèâàÿ γ( T

2π
s), s ∈ S1, ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì

ìàññ îáðàçà ýòîé êðèâîé ïðè îòîáðàæåíèè ρ ◦ i : Λ → Λ, ãäå ρ : U →
Λ � ãëàäêàÿ ðåòðàêöèÿ (ñì. øàã 1). Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ îäíîçíà÷íîé
îïðåäåë¼ííîñòè âëîæåíèÿ i íóæíî äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû
îòîáðàæåíèå ρ◦ i ñîõðàíÿëî öåíòðû ìàññ âñåõ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé íà
Λ.

4◦ Ïîäìíîãîîáðàçèå i(Λ) ñîäåðæèò âñå çàìêíóòûå òðàåêòîðèè ñèñòå-
ìû Ṽ â U ′. Ýòè òðàåêòîðèè â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ñ îáðàçàìè ïðè âëî-
æåíèè i îñîáûõ îêðóæíîñòåé ïîëÿ ξ, ò.å. îêðóæíîñòåé γ ⊂ Λ, äëÿ êîòî-
ðûõ ξ|γ = 0.

5◦ Åñëè âîçìóù¼ííûé ãàìèëüòîíèàí H̃ ãëàäêî çàâèñèò îò ìàëîãî ïà-
ðàìåòðà, òî âëîæåíèå i : Λ ↪→ M è ïîëå ξ íà Λ òîæå ãëàäêî çàâèñÿò îò
ýòîãî ïàðàìåòðà.

Ñëåäñòâèå. Âëîæåíèå i è âåêòîðíîå ïîëå ξ èç ëåììû 8 îáëàäàþò ñëåäó-
þùèìè äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè.

6◦ Ïóñòü òðàåêòîðèÿ γ ⊂ Λ ñèñòåìû V ñîñòîèò èç îñîáûõ òî÷åê ïîëÿ
ξ: ξ|γ = 0. Òîãäà íåâûðîæäåííîñòü çàìêíóòîé òðàåêòîðèè i(γ) ñèñòåìû
Ṽ ðàâíîñèëüíà íåâûðîæäåííîñòè îñîáîé òî÷êè m ∈ γ îòíîñèòåëüíî ïîëÿ
ξ|σm∩Λ. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîé òî÷êè m ∈ γ îáðàç ïðè êàñàòåëüíîì îòîá-
ðàæåíèè di(m)|Tm(σm∩Λ) ÿäðà îïåðàòîðà ∂ξm

∂m
(m)|Tm(σm∩Λ) â òî÷íîñòè ñîâïà-

äàåò ñ ÿäðîì îïåðàòîðà dÃ(m̃)− I, ãäå dÃ(m̃) : Tm̃σm̃ → Tm̃σm̃ � îïåðàòîð
ìîíîäðîìèè â òî÷êå m̃ = i(m), i(σm ∩ Λ) = σm̃ ∩ Λ̃, I � òîæäåñòâåííûé
îïåðàòîð.

7◦ Ïóñòü εVm � ïðîåêöèÿ âåêòîðà âîçìóùåíèÿ (Ṽ − V )|m íà ïîäïðî-
ñòðàíñòâî θm âäîëü ïîäïðîñòðàíñòâà Dm⊕Tmγm, εAm � àíàëîãè÷íàÿ ïðî-
åêöèÿ âåêòîðà ñìåùåíèÿ â òî÷êå m íà ïîäïðîñòðàíñòâî θm, V̄ � óñðåäíå-
íèå (44) âåêòîðíîãî ïîëÿ V íà Λ. Çäåñü ïîä âåêòîðîì ñìåùåíèÿ â òî÷êå m
ïîíèìàåòñÿ êàñàòåëüíûé âåêòîð ∂gu

∂u
|u=0 ê êðàò÷àéøåé ãåîäåçè÷åñêîé gu,

0 ≤ u ≤ 1, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè g0 = m è g1 = Ãm(m), ãäå Ãm : σm → σm �
âîçìóù¼ííîå îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå. Òîãäà âåêòîðíîå ïîëå 1

ε
T (m)ξm ∈ θm

Cr−2�áëèçêî ê ïîëþ Am ∈ θm (âîçìóùåíèå îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå), à òàê-
æå ê ïîëþ V̄m ∈ θm, m ∈ Λ (óñðåäí¼ííîå âîçìóùåíèå).

Ââèäó ñâîéñòâà 2◦, âåêòîðíîå ïîëå ξ íà Λ åñòåñòâåííî íàçâàòü îãðàíè÷å-
íèåì âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû íà Λ. Óñëîâèå 1◦ èíâàðèàíòíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî
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ýòî îãðàíè÷åííîå âîçìóùåíèå ñîâïàäàåò ñî ñâîèì �óñðåäíåíèåì� ξ̄.
Çàìå÷àíèå. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîíÿòèå �ñîõðàíåíèå öåíòðà ìàññ� ìîæ-
íî ïîíèìàòü ïî-äðóãîìó.

À èìåííî, ïóñòü íà áàçå B = Λ/S1 ìîæíî ââåñòè ñèìïëåêòè÷åñêóþ
ñòðóêòóðó. Íàïðèìåð, ýòî òàê, åñëè íåâîçìóù¼ííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ãà-
ìèëüòîíîâîé (òî÷íåå, îãðàíè÷åíèåì íà èçîýíåðãåòè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü
íåêîòîðîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû), è ïîäìíîãîîáðàçèå Λ ñòðîãî íåâûðîæ-
äåíî (ñì. îïðåäåëåíèå 3). Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîðíîå ïîëå íà Λ ñîâïàäàåò ñ
ïîëåì ÿäåð 2�ôîðìû ω2|Λ íà Λ, ñì. çàìå÷àíèå ïîñëå îïðåäåëåíèÿ 3.

Óñëîâèå 3◦ ëåììû 8 (åäèíñòâåííîñòü) îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâî, åñëè ïîä
îòîáðàæåíèåì Λ → Λ, ñîõðàíÿþùèì öåíòðû ìàññ, ïîíèìàòü ëþáîå îòîá-
ðàæåíèå f : Λ → Λ, ãîìîòîïíîå òîæäåñòâåííîìó è ãîìîëîãè÷íîå òîæ-
äåñòâåííîìó â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèè γ ⊂ Λ íåâîç-
ìóù¼ííîé ñèñòåìû èíòåãðàë ∫

C ω2 ðàâåí íóëþ, ãäå C = C(γ, f(γ)) � äâó-
ìåðíàÿ òðóáêà â Λ, îãðàíè÷åííàÿ êðèâîé γ è å¼ îáðàçîì f(γ). (Ñ÷èòàåòñÿ,
÷òî òðóáêà C ïîëó÷åíà èç êðèâîé γ ïðè ïîìîùè ôèêñèðîâàííîé ãîìîòîïèè
ìåæäó òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì è îòîáðàæåíèåì f .) Ïðè òàêîì ïîíè-
ìàíèè �ñîõðàíåíèÿ öåíòðà ìàññ� âëîæåíèå i èç ëåììû 8 áóäåò îïðåäåëåíî
îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî äâèæåíèé âäîëü òðàåêòîðèé íà Λ (ò.å. ñ òî÷íî-
ñòüþ äî äèôôåîìîðôèçìîâ Λ → Λ, ñîõðàíÿþùèõ çàìêíóòûå òðàåêòîðèè
íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû è ñàìó ýòó ñèñòåìó). Äëÿ ïîëíîé îäíîçíà÷íîñòè
âëîæåíèÿ i ìîæíî äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü, íàïðèìåð, ÷òîáû îòíîñè-
òåëüíûé öåíòð ìàññ η̄s îáðàçà êðèâîé γm(s) ïðè îòîáðàæåíèè f = ρ ◦ i
îòíîñèòåëüíî ýòîé êðèâîé (ñì. îïðåäåëåíèå 15) áûë îðòîãîíàëåí âåêòîðó
ñêîðîñòè ê ýòîé êðèâîé (ïî îòíîøåíèþ ê êàêîé-ëèáî S1�èíâàðèàíòíîé ðè-
ìàíîâîé ìåòðèêå íà Λ).

Øàã 4. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 8 ìû ïîñòðîèì äëÿ îáåèõ ñèñòåì
� èñõîäíîé ñèñòåìû V è Cr−1�áëèçêîé ê íåé âîçìóù¼ííîé ñèñòåìå Ṽ �
ñîîòâåòñòâóþùóþ �íàäñòðîåííóþ� äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó â êàæäîì ïðî-
ñòðàíñòâå Θm, m ∈ Λ (ñì. øàã 1).

Íàäñòðîåííàÿ ñèñòåìà. Îïèøåì îïåðàöèþ �íàäñòðîéêè� äëÿ ëþáîé äè-
íàìè÷åñêîé ñèñòåìû W , çàäàííîé â îêðåñòíîñòè Uγ íåêîòîðîé çàìêíóòîé
òðàåêòîðèè γ = γm ⊂ Λ. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó,
îïðåäåë¼ííóþ â ïðîñòðàíñòâå Θ = Θγ = ∪m′∈Uγθργ(m′),m′ , ãëàäêî çàâèñÿùóþ
îò òî÷êè m ∈ Λ è îáëàäàþùóþ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:
Íóëåâîå ñå÷åíèå Uγ ðàññëîåíèÿ Θγ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäìíîãîîáðà-
çèåì �íàäñòðîåííîé� äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, è å¼ îãðàíè÷åíèå íà íóëåâîå
ñå÷åíèå Uγ ðàññëîåíèÿ Θγ ñîâïàäàåò ñ îãðàíè÷åíèåì èñõîäíîé äèíàìè÷å-
ñêîé ñèñòåìîé íà Uγ, ãäå γ = γm.
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Ôèêñèðóåì çàìêíóòóþ òðàåêòîðèþ γ ⊂ Λ íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû. Îáî-
çíà÷èì T := T |γ; U := Uγ; θm′ := θm,m′ , Pm′ := Pm,m′ , ãäå m′ ∈ Uγ,
m = ργ(m

′) ∈ γ; Θ := Θγ (ñì. øàã 1).
Ïóñòü W � âåêòîðíîå ïîëå íà U , îòâå÷àþùåå äàííîé äèíàìè÷åñêîé

ñèñòåìå. Îïðåäåëèì �íàäñòðîåííóþ� äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó íà ïðîñòðàí-
ñòâå ðàññëîåíèÿ Θ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ãëàäêóþ äîñòàòî÷íî ìàëóþ êðèâóþ
m(t) ∈ U , ξ(t) ∈ θm(t), |t| ≤ t0 (0 < t0 ¿ 1) â ïðîñòðàíñòâå ýòîãî ðàññëîåíèÿ
íàçîâ¼ì ðåøåíèåì íàäñòðîåííîé ñèñòåìû, åñëè ñóùåñòâóåò âåêòîðíîå ïîëå
ξ◦(t) ∈ θργ(m(t)) âäîëü γ, òàêîå, ÷òî:

1. Âåêòîðíîå ïîëå ξ◦(t) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî äåé-
ñòâèÿ îêðóæíîñòè íà ïîëå ïëîñêîñòåé θm, m ∈ Λ (ñì. øàã 2).

2. Âåêòîð ñêîðîñòè d
dt

m(t) ê �ïðîåêöèè� m(t) ýòîé êðèâîé íà U èìååò âèä

d

dt
m(t) = Wm(t) − Pm(t)ξ

◦(t).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòè óñëîâèÿ êîððåêòíî îïðåäåëÿþò äèíàìè÷åñêóþ
ñèñòåìó íà ïðîñòðàíñòâå ðàññëîåíèÿ Θ, ïðè÷¼ì ýòà ñèñòåìà îáëàäàåò óêà-
çàííûì âûøå ñâîéñòâîì: íóëåâîå ñå÷åíèå U = {ξ = 0} ýòîãî ðàññëîåíèÿ
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî �íàäñòðîåííîé� äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, è îãðà-
íè÷åíèå ýòîé ñèñòåìû íà íóëåâîå ñå÷åíèå ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé ñèñòåìîé W
íà U .

Íàäñòðîåííîå îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå. Ïóñòü òåïåðü âåêòîðíîå ïîëå
W â U áëèçêî ê âåêòîðíîìó ïîëþ V íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû, è Fm : σm →
σm � åãî îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå, àíàëîãè÷íîå îòîáðàæåíèþ Ïóàíêàðå Am,
m ∈ Λ.

Ôèêñèðóåì òî÷êó m0 ∈ γ ⊂ Λ, îáîçíà÷èì σ := σm0 . Íàäñòðîåííûì
ñå÷åíèåì Ïóàíêàðå â òî÷êå m0 íàçîâ¼ì ãèïåðïîâåðõíîñòü σσ = σσm0 â Θ,
ñîñòîÿùóþ èç �òî÷åê� (m, ξ) âèäà m ∈ σ, ξ ∈ θm.

Èç êàæäîé �òî÷êè� (m, ξ) ñå÷åíèÿ σσ âûïóñòèì èíòåãðàëüíóþ òðàåêòîðèþ
m(t), ξ(t) �íàäñòðîåííîé� ñèñòåìû, m(0) = m, ξ(0) = ξ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
τ(m, ξ) = τm0(m, ξ) ìîìåíò âðåìåíè, áëèçêèé ê ïåðèîäó T = T |γ, â êîòîðûé
ýòà òðàåêòîðèÿ ïåðåñå÷¼ò ñå÷åíèå σσ, ò.å. ïðîåêöèÿ m(t) ýòîé òðàåêòîðèè
íà U ïåðåñå÷¼òñÿ ñ ñåêóùåé ïîâåðõíîñòüþ σ. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F
ïîâåðõíîñòè σσ â ñåáÿ, ïåðåâîäÿùåå �òî÷êó� (m, ξ) â çíà÷åíèå âûïóùåííîé
èç íå¼ òðàåêòîðèè (m(t), ξ(t)) â ìîìåíò âðåìåíè t = τ(m, ξ). Ïîëó÷åííîå
îòîáðàæåíèå F = Fm0 íàçîâ¼ì íàäñòðîåííûì îòîáðàæåíèåì Ïóàíêàðå â
òî÷êå m0 ∈ Λ. ßñíî, ÷òî íóëåâîå ñå÷åíèå U ∩ σσ = {(m, ξ) ∈ σσ | ξ = 0} â
σσ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ F, è îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ
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F íà ýòî íóëåâîå ñå÷åíèå ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì îòîáðàæåíèåì Ïóàíêàðå
F = Fm0 : σ → σ.

Íàäñòðîåííûé îïåðàòîð ìîíîäðîìèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Am0 è Ãm0 ,
m0 ∈ Λ, íàäñòðîåííûå îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå, îòâå÷àþùèå íåâîçìóù¼ííîé
è âîçìóù¼ííîé ñèñòåìàì V è Ṽ . Ýòè îòîáðàæåíèÿ Cr−1�áëèçêè.

Îòìåòèì âàæíîå ñâîéñòâî íåâîçìóù¼ííîãî íàäñòðîåííîãî îòîáðàæåíèÿ
Ïóàíêàðå Am0 . ßñíî, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà (m, 0) ïîäìíîãîîáðàçèÿ

Bm0 := {(m, ξ) ∈ σσm0 | m ∈ Λ ∩ σm0 , ξ = 0}

â σσm0 íåïîäâèæíà ïðè îòîáðàæåíèè Am0 . Ëèíåàðèçàöèþ dAm0(m, 0) îòîá-
ðàæåíèÿ Am0 â ýòîé òî÷êå íàçîâ¼ì íàäñòðîåííûì îïåðàòîðîì ìîíîäðîìèè
â òî÷êå (m, 0). Íàéä¼ì ÿâíûé âèä îïåðàòîðà dAm0(m, 0).

Ââåä¼ì íà σσ = σσm0 ëîêàëüíûå �êîîðäèíàòû� âèäà (m, ξ) è âûðàçèì îïå-
ðàòîð ìîíîäðîìèè dAm0(m, 0) ÷åðåç �âàðèàöèè�

(δm, δξ)

ýòèõ êîîðäèíàò â òî÷êå (m, 0). Áîëåå òî÷íî, ðàññìîòðèì åñòåñòâåííîå ðàç-
ëîæåíèå êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà T(m,0)σσ â òî÷êå (m, 0) â ïðÿìóþ ñóììó

T(m,0)σσ = Tmσ ⊕ θm

ïîäïðîñòðàíñòâ θm è Tmσ. (Ýòî ðàçëîæåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òåì,
÷òî ïðîåêöèÿ ëþáîãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðà â òî÷êå (m, 0) íà ïåðâîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ åãî åñòåñòâåííîé ïðîåêöèåé íà íóëåâîå ñå÷åíèå σ
ðàññëîåíèÿ σσ.) Äëÿ ëþáîãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ê σσ â òî÷êå (m, 0) îáîçíà-
÷èì ÷åðåç (δm, δξ) êîìïîíåíòû ýòîãî âåêòîðà ïðè óêàçàííîì ðàçëîæåíèè.
Ëåììà 9. Ïóñòü dAm0(m, 0) � íàäñòðîåííûé îïåðàòîð ìîíîäðîìèè â
òî÷êå (m, 0) ∈ Bm0, ò.å. ëèíåàðèçàöèÿ íåâîçìóù¼ííîãî íàäñòðîåííîãî
îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå Am0 â åãî íåïîäâèæíîé òî÷êå (m, 0). Òîãäà ëþ-
áîé êàñàòåëüíûé âåêòîð (δm, δξ) â òî÷êå (m, 0) ïåðåâîäèòñÿ îïåðàòîðîì
dAm0(m, 0) â âåêòîð âèäà

(δm′, δξ′) = (δm− Tδξ + d, δξ),

ãäå d = d(δm, δξ) ∈ Im(dAm0(m)− I).

Ñëåäñòâèå 9. Ëþáîé êàñàòåëüíûé âåêòîð, íåïîäâèæíûé îòíîñèòåëü-
íî íàäñòðîåííîãî îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè dAm0(m, 0), êàñàòåëåí ê íóëåâî-
ìó ñå÷åíèþ σm0 = U ∩ σσm0 â σσm0. Äðóãèìè ñëîâàìè, â ëþáîé òî÷êå m ∈
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σm0 ìíîæåñòâà íåïîäâèæíûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè dAm0(m)
è íàäñòðîåííîãî îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè dAm0(m, 0) ñîâïàäàþò, m0 ∈ Λ.

Ñëåäñòâèå 10. Ïóñòü dAm0(m, 0) � íàäñòðîåííûé îïåðàòîð ìîíîäðî-
ìèè â òî÷êå (m, 0) ∈ σσm0, I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â êàñàòåëüíîì
ïðîñòðàíñòâå â òî÷êå (m, 0) ê íàäñòðîåííîìó ñå÷åíèþ Ïóàíêàðå σσ. Òîãäà
îáðàç îïåðàòîðà dAm0(m, 0)− I ñîâïàäàåò ñ êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì
ê íóëåâîìó ñå÷åíèþ σm0 â σσm0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ∗ ∈ T(m,0)Θ � ëþáîé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë â
òî÷êå (m, 0), îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íà ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâà

Dm = Im(dAm0(m)− I)

è êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ê òðàåêòîðèè γm ðàâíî íóëþ. Äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà ëåììû 9 íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

ξ∗δm′ = ξ∗(δm− Tδξ). (45)

Âûïóñòèì èç òî÷êè (m, 0) ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ (m(t), ξ(t)), 0 ≤ t ≤ T ,
íàäñòðîåííîé ñèñòåìû. Îíà èìååò âèä m(t) = γm(t), ξ(t) ≡ 0. Ïåðåíåñ¼ì
êàñàòåëüíûé âåêòîð (δm, δξ) âäîëü ýòîé òðàåêòîðèè ïðè ïîìîùè êàñàòåëü-
íîãî ïîòîêà, îòâå÷àþùåãî íàäñòðîåííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå, îáîçíà÷èì
ïîëó÷åííîå ïîëå âåêòîðîâ ÷åðåç (δm(t), δξ(t)), 0 ≤ t ≤ T . Òàê êàê îïåðàòîð
ìîíîäðîìèè ñîâïàäàåò ñ îòîáðàæåíèåì �çà ïåðèîä� ýòîé ñèñòåìû (òî÷íåå, ñ
êîìïîçèöèåé ýòîãî îòîáðàæåíèÿ è ïðîåêöèè íà T(m,0)σσ âäîëü êàñàòåëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà T(m,0)γm ê òðàåêòîðèè), òî ξ∗(δm′) = ξ∗(δm(T )).

Ïåðåíåñ¼ì ôóíêöèîíàë ξ∗ â êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà ê äðóãèì òî÷-
êàì òðàåêòîðèè γm ïðè ïîìîùè êîêàñàòåëüíîãî ïîòîêà ((gt

H)−1)∗, îòâå÷àþ-
ùåãî ñèñòåìå V . Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííîå ïîëå ôóíêöèîíàëîâ ÷åðåç ξ∗(t) =
(g−t

H )∗ξ∗, 0 ≤ t ≤ T . Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ íàäñòðîåííîé ñèñòåìû ïîëó÷àåì:

d

dt
(ξ∗(t)δm(t)) = −ξ∗(t)δξ(t), 0 ≤ t ≤ T.

ßñíî, ÷òî ξ∗(t)δξ(t) ≡ ξ∗δξ (òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ íàäñòðîåííîé ñèñòå-
ìû âåêòîð δξ(t) ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì (gt

H)∗δξ ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðîãî
ýëåìåíòà ïîäïðîñòðàíñòâà Dm(t) = Im(dAm(t)(m(t))− I)). Ñëåäîâàòåëüíî,

ξ∗(T )δm(T ) = ξ∗δm− Tξ∗δξ.

ßñíî òàêæå, ÷òî ïðè îòîáðàæåíèè �çà ïåðèîä� ôóíêöèîíàë ξ∗ íå èçìåíèòñÿ
(òàê êàê îí ïåðåéä¼ò â ôóíêöèîíàë ξ∗(T ) = (dA−1)∗ξ∗ = ξ∗ + (dA−1)∗(I −

79



dA)∗ξ∗ = ξ∗, ãäå dA = dAm0(m)). Îòñþäà ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî
(45).

Ëåììà 9 äîêàçàíà.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ 9 çàìåòèì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâà θm è

Im(dAm0(m) − I) â σ ïåðåñåêàþòñÿ ëèøü ïî íóëåâîìó âåêòîðó. Ñëåäîâà-
òåëüíî, òàê êàê δξ ∈ θm, òî ðàâåíñòâî íóëþ âåêòîðà âèäà −Tδξ + d, ãäå
d ∈ Im(dAm0(m) − I), T > 0, âëå÷¼ò ðàâåíñòâî íóëþ âåêòîðà δξ. Ýòî äîêà-
çûâàåò ñëåäñòâèå 9.

Äîêàæåì ñëåäñòâèå 10. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 9 è óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè
Λ, ÿäðî îïåðàòîðà dAm0(m, 0) − I èìååò ðàçìåðíîñòü dim Bm0 = dim θm.
Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà Im(dAm0(m, 0) − I) ðàâíà
codim σσm0

θm = dim σm0 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê ëþáîé âåêòîð (δm, δξ)
ïåðåõîäèò ïðè îïåðàòîðå ìîíîäðîìèè â âåêòîð âèäà (∗, δξ), òî îáðàç îïå-
ðàòîðà dAm0(m, 0)− I ëåæèò â ïîäïðîñòðàíñòâå T(m,0)σm0 . Èç ñîîáðàæåíèÿ
ðàçìåðíîñòåé, îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ýòîò îáðàç â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ
T(m,0)σm0 . Ýòî äîêàçûâàåò ñëåäñòâèå 10.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λγ îáðàç ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ ∩ Uγ ïðè åñòåñòâåííîì
âëîæåíèè â íóëåâîå ñå÷åíèå Θγ.
Çàìå÷àíèå 12. Èç ñëåäñòâèÿ 9, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïîäìíîãîîáðà-
çèå Λγ ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì, çàïîëíåííûì çàìêíó-
òûìè òðàåêòîðèÿìè íàäñòðîåííîé ñèñòåìû, îòâå÷àþùåé ñèñòåìå V . (Ñòðî-
ãî ãîâîðÿ, íàäñòðîåííàÿ ñèñòåìà, ê êîòîðîé ìû ïðèìåíÿåì çäåñü òåðìèí
íåâûðîæäåííîñòè, íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, îãðàíè÷åíèåì ãàìèëüòîíî-
âîé ñèñòåìû íà èçîýíåðãåòè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü, â îòëè÷èå îò îïðåäåëåíèÿ
1. Òåì íå ìåíåå, êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ýòî îïðåäåëåíèå î÷åâèäíûì
îáðàçîì îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.) Ïðè
ýòîì, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 10, ñåìåéñòâî ïîäïðîñòðàíñòâ T(m,0)θm, m ∈ Λγ, â ôà-
çîâîì ïðîñòðàíñòâå íàäñòðîåííîé ñèñòåìû ìîæåò ñëóæèòü ïîëíûì àíàëî-
ãîì ñåìåéñòâà ïîäïðîñòðàíñòâ θm, m ∈ Λ, â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû
V .

Øàã 5. Îïðåäåëèì âîçìóù¼ííîå ïîäìíîæåñòâî B̃m0 â íàäñòðîåííîì ñå-
÷åíèè Ïóàíêàðå σσm0 êàê ìíîæåñòâî âñåõ �òî÷åê� (m, ξ) ∈ σσm0 , îáðàç êàæäîé
èç êîòîðûõ ïðè íàäñòðîåííîì îòîáðàæåíèè Ïóàíêàðå Ãm0 èìååò âèä (m, ∗),
ãäå ∗ � íåêîòîðûé âåêòîð èç ïîäïðîñòðàíñòâà θm0,m:

B̃m0 = {(m, ξ) ∈ σσm0 | Ãm0(m, ξ) = (m, ∗)}.

Îáîçíà÷èì
Λ̃γ = ∪m0∈γB̃m0 .
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Ýòî ìíîæåñòâî ëåæèò â Θγ = ∪m0∈γσσm0 . Îòìåòèì çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî
ìíîæåñòâà Λ̃γ:
Ìíîæåñòâî Λ̃γ ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì âñåõ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé
âîçìóù¼ííîé íàäñòðîåííîé ñèñòåìû â Θγ.
Â ñàìîì äåëå, íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî B̃m0 â òî÷íîñòè
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì íåïîäâèæíûõ òî÷åê íàäñòðîåííîãî îòîáðàæåíèÿ
Ïóàíêàðå Ãm0 . Íî ýòî ëåãêî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà B̃m0 , òàê
êàê, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ íàäñòðîåííîé ñèñòåìû, íàäñòðîåííîå îòîáðàæå-
íèå Ïóàíêàðå ïåðåâîäèò ëþáóþ �òî÷êó� (m,Pm0,mξ) â òî÷êó âèäà (∗, Pm0,∗ξ).

Òàêèì îáðàçîì (ñì. çàìå÷àíèå 12), äëÿ íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû ìíî-
æåñòâî Λ̃γ ñîâïàäàåò ñ Λγ è, çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçè-
åì. Èç òåîðåìû î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ, ñ ó÷¼òîì ñëåäñòâèÿ 10, ñëåäóåò, ÷òî
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì âîçìóùåíèè ìíîæåñòâî Λ̃γ òîæå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì
ïîäìíîãîîáðàçèåì è èìååò âèä Λ̃γ = jγ(Λγ), ãäå âëîæåíèå jγ : Λγ → Θγ

Cr−1�áëèçêî ê òîæäåñòâåííîìó. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè îïðåäåëèì âëîæåíèå
jγ îäíîçíà÷íî óñëîâèåì ρ ◦ jγ = IdΛγ , ãäå ρ : U → Λ � ãëàäêàÿ ðåòðàêöèÿ
(ñì. øàã 1).

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü Λ̃γ ⊂ Θγ êàê ïîäìíîãîîáðàçèå â Uγ.
Ôèêñèðóåì ëþáóþ øàðîâóþ îêðåñòíîñòü Λm0 òî÷êè m0 â Λγ. Èç ëþáîé

òî÷êè jγ(m), ãäå m ∈ Λm0 , âûïóñòèì òðàåêòîðèþ γ̃γ,m = γ̃γ,m(t) ⊂ Λ̃γ âîç-
ìóù¼ííîé íàäñòðîåííîé ñèñòåìû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T̃γ(m) ìîìåíò âðåìåíè
t, áëèçêèé ê T = T |γ, â êîòîðûé ýòà òðàåêòîðèÿ âåðíåòñÿ â òî÷êó jγ(m).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èñêîìîãî âëîæåíèÿ i íàì íóæíî âûáðàòü ñðåäè âñåõ
òðàåêòîðèé γ̃γ,m(t), m ∈ Λm0 , òàêóþ òðàåêòîðèþ, êîòîðóþ ìû ñîïîñòàâèì
èñõîäíîé òðàåêòîðèè γ ïðè îòîáðàæåíèè i. Ñïðîåêòèðóåì ïîäìíîãîîáðàçèå
Λ̃γ íà Λ ïðè ïîìîùè ðåòðàêöèè ρ : U → Λ. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì
òðàåêòîðèè íà ïîäìíîãîîáðàçèè Λ âèäà

ρ(γ̃γ,m(t)), 0 ≤ t ≤ T̃γ(m),

ïðè ýòîì ρ(γ̃γ,m(0)) = m, m ∈ Λm0 .
ßñíî, ÷òî êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ γ̃m := ρ(γ̃γ,m( T̃γ(m)

2π
s)) Cr−1�áëèçêà ê ñî-

îòâåòñòâóþùåé íåâîçìóù¼ííîé òðàåêòîðèè γm := γm(T (m)
2π

s), s ∈ S1. Ðàñ-
ñìîòðèì îòíîñèòåëüíûé öåíòð ìàññ η̄ = η̄m0,m,s, s ∈ S1 (ò.å. îòíîñèòåëüíîå
óñðåäíåíèå) òðàåêòîðèè γ̃m ïî îòíîøåíèþ ê òðàåêòîðèè γm0 , ñì. îïðåäåëå-
íèå 15. Íàïîìíèì, ÷òî îòíîñèòåëüíîå óñðåäíåíèå η̄ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì
âåêòîðíûì ïîëåì âäîëü òðàåêòîðèè γm0 . Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò è åäèí-
ñòâåííà òî÷êà m ∈ Λm0 , äëÿ êîòîðîé ýòî îòíîñèòåëüíîå óñðåäíåíèå ðàâíî
íóëþ. (Îáðàç ýòîé òî÷êè ïðè îòîáðàæåíèè jγ ìû è îáîçíà÷èì ÷åðåç i(m0).)

Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Λm0 → Tm0Λ, ïåðåâîäÿùåå òî÷-
êó m ∈ Λm0 â îòíîñèòåëüíîå óñðåäíåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîé, ò.å.
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â âåêòîð η̄m0,m,0 ∈ Tm0Λ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè íåâîçìóù¼ííîì îòîáðà-
æåíèè (ò.å. îòâå÷àþùåì íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìå V ) òî÷êà m0 ïåðåõîäèò
â 0, è äèôôåðåíöèàë íåâîçìóù¼ííîãî îòîáðàæåíèÿ â òî÷êå m0 ÿâëÿåòñÿ
òîæäåñòâåííûì îïåðàòîðîì â Tm0Λ. ßñíî, ÷òî âîçìóù¼ííîå îòîáðàæåíèå
Cr−1�áëèçêî ê íåâîçìóù¼ííîìó (òàê êàê âîçìóù¼ííàÿ íàäñòðîåííàÿ ñèñòå-
ìà Cr−1�áëèçêà ê íåâîçìóù¼ííîé íàäñòðîåííîé ñèñòåìå, òî æå âåðíî äëÿ
âëîæåíèÿ jγ, à çíà÷èò, è äëÿ òðàåêòîðèé γ̃m). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î
íåÿâíîé ôóíêöèè, ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà òî÷êà m = m(m0) ∈ Λm0 , êîòî-
ðàÿ ïðè âîçìóù¼ííîì îòîáðàæåíèè ïåðåõîäèò â 0. Ïîëîæèì i(m0) = jγ(m),
T̃ (m0) = τm0(jγ(m)).

Àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèå ïðîâåä¼ì äëÿ âñåõ òî÷åê m′
0 òðàåêòîðèè γ, à

çàòåì è äëÿ âñåõ òðàåêòîðèé γ′ ⊂ Λ. Â èòîãå ìû ïîëó÷èì íåêîòîðîå îòîá-
ðàæåíèå i : Λ → U è ôóíêöèþ T̃ : Λ → IR.

Ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà m′
0 = γm0(

T (m0)
2π

s′) ∈ γ ïðè îòîáðàæåíèè i

ïåðåõîäèò â ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êó m′ = γ̃γ,m( T̃ (m0)
2π

s′) òðàåêòîðèè íàä-
ñòðîåííîé âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû, âûõîäÿùåé èç òî÷êè m = i(m0). Äðóãè-
ìè ñëîâàìè, íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà s′ ∈ S1 òðàåêòî-
ðèÿ γm0(

T (m0)
2π

(s+ s′)) ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ìàññ òðàåêòîðèè γ̃γ,m( T̃ (m0)
2π

(s+ s′)),
s ∈ S1. Ýòî ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé ëåììû.
Ëåììà 10. Ïóñòü íà ìíîãîîáðàçèè Λ çàäàíî ãëàäêîå äåéñòâèå îêðóæíî-
ñòè, è êðèâàÿ γm(s), s ∈ S1, � îðáèòà òî÷êè m ∈ Λ ïðè ýòîì äåéñòâèè.
Ïóñòü êðèâàÿ γm(s) ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ìàññ íåêîòîðîé êðèâîé γ̃(s) íà Λ,
s ∈ S1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà s′ ∈ S1 êðèâàÿ γm(s + s′) ÿâëÿåòñÿ öåí-
òðîì ìàññ êðèâîé γ̃(s+s′), s ∈ S1. Äðóãèìè ñëîâàìè, âçÿòèå öåíòðà ìàññ
êîììóòèðóåò ñ åñòåñòâåííûì äåéñòâèåì îêðóæíîñòè íà ïðîñòðàíñòâå
ïàðàìåòðèçîâàííûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî öåíòð ìàññ êðèâîé γ̃(s + s′), s ∈
S1, îòíîñèòåëüíî êðèâîé γm(s + s′), s ∈ S1, ðàâåí íóëþ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
as : Λ → Λ äåéñòâèå ýëåìåíòà s ∈ S1 íà ìíîãîîáðàçèè Λ. Òîãäà êàñàòåëüíûé
âåêòîð â òî÷êå γm(s′), àíàëîãè÷íûé âåêòîðó η̄0 â òî÷êå γm(0), èìååò âèä

η̄0(s
′) =

∫ 2π

0
(a−1

s )∗ηs+s′ds =
∫ 2π

0
(as′)∗(a−1

s+s′)∗ηs+s′ds = (as′)∗η̄0.

Ïî îïðåäåëåíèþ 15 öåíòðà ìàññ âåêòîð η̄0 ðàâåí íóëþ, ïîýòîìó âåêòîð η̄0(s
′),

òîæå ðàâåí íóëþ. Ýòî äîêàçûâàåò ëåììó 10.
Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå i : Λ → U óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèÿì 1◦, 2◦, 3◦, à òàêæå óñëîâèþ 5◦ ëåììû 8.
Äîêàæåì ñâîéñòâî 4◦. Ïóñòü γ̃m � çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ âîçìóù¼ííîé

ñèñòåìû, γ = γm0 � öåíòð ìàññ òðàåêòîðèè ρ(γ̃m) íà Λ. ßñíî, ÷òî γ̃m ⊂ Λγ.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî i(m0) = m è i(γm0) = γ̃m. Ýòî äîêàçûâàåò ñâîéñòâî 4◦.
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Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå i : Λ → U ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì è
Cr−1�áëèçêî ê òîæäåñòâåííîìó (îòñþäà àâòîìàòè÷åñêè áóäåò ñëåäîâàòü,
÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì). Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû î íåÿâíûõ ôóíê-
öèÿõ ñ ó÷¼òîì ñëåäóþùèõ ôàêòîâ:

1. íàäñòðîåííàÿ ñèñòåìà íà Uγm0
ãëàäêî çàâèñèò îò �ïàðàìåòðà� m0 ∈ Λ;

2. äëÿ íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû âëîæåíèå i òîæäåñòâåííî;

3. ñåìåéñòâî âîçìóù¼ííûõ íàäñòðîåííûõ ñèñòåì Cr−1�áëèçêî ê ñåìåé-
ñòâó íåâîçìóù¼ííûõ íàäñòðîåííûõ ñèñòåì (ïî ïåðåìåííûì m0 ∈ Λ è
m ∈ Uγm0

).

Äåéñòâèòåëüíî, îòîáðàæåíèå ρ◦i : Λ → Λ, m0 7→ m(m0), çàäà¼òñÿ ñîîòíîøå-
íèåì �îòíîñèòåëüíûé öåíòð ìàññ òðàåêòîðèè ρ(γ̃γ,m( T̃ (m)

2π
s)) ïî îòíîøåíèþ

ê òðàåêòîðèè γm0(
T (m0)

2π
s) ðàâåí íóëþ (s ∈ S1)�. Äëÿ âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû

ýòî ñîîòíîøåíèå Cr−1�áëèçêî ê àíàëîãè÷íîìó ñîîòíîøåíèþ äëÿ íåâîçìó-
ù¼ííîé ñèñòåìû. Äëÿ íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû ýòî ñîîòíîøåíèå çàäà¼ò òîæ-
äåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, ïðè÷¼ì ÿêîáèàí èç òåîðåìû î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ
âñþäó îòëè÷åí îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ, ñ
ó÷¼òîì êîìïàêòíîñòè Λ, îòîáðàæåíèå ρ ◦ i Cr−1�áëèçêî ê òîæäåñòâåííîìó.
Òàê êàê îòîáðàæåíèå j : Λ → Λ̃ òîæå Cr−1�áëèçêî ê òîæäåñòâåííîìó, òî è
îòîáðàæåíèå i = j ◦ (ρ ◦ i) : Λ → Λ̃ Cr−1�áëèçêî ê òîæäåñòâåííîìó.

Ëåììà 8 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ ëåììû 8. ßñíî, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå V̄m ∈
θm, m ∈ Λ (óñðåäí¼ííîå âîçìóùåíèå) áëèçêî ê ïîëþ Am ∈ θm (âîçìóùå-
íèå îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâà 7◦ çàìåòèì, ÷òî
âîçìóùåíèå A îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ìàëî ìåíÿåòñÿ ïðè Cr−1�áëèçêèõ ê
òîæäåñòâåííûì äåôîðìàöèÿõ ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ â U , ïîñêîëüêó ýòî âåðíî
äëÿ íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû. Ñëåäîâàòåëüíî, óñðåäí¼ííîå âîçìóùåíèå íà
ïîäìíîãîîáðàçèè Λ áëèçêî ê óñðåäí¼ííîìó âîçìóùåíèþ íà åãî äåôîðìàöèè
Λ̃ = i(Λ). Íî ïîñëåäíåå â òî÷íîñòè ðàâíî âåêòîðíîìó ïîëþ 1

ε
T̃ ξ â ñèëó åãî

èíâàðèàíòíîñòè (ñâîéñòâî 2◦).
Äîêàæåì ñâîéñòâî 6◦ î íåâûðîæäåííûõ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèÿõ. Ðàñ-

ñìîòðèì ëþáóþ òî÷êó m0 ∈ Λ, â êîòîðîé ξm0 = 0. Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè
ïîëÿ ξ èìååì ξ|γ = 0, ãäå γ = γm0 ⊂ Λ � (íåâîçìóù¼ííàÿ) òðàåêòîðèÿ,
âûïóùåííàÿ èç òî÷êè m0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî γ̃ = i(γ) � çàìêíóòàÿ òðàåê-
òîðèÿ âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû. Ïóñòü T̃ = T̃ (m0) � ïåðèîä ýòîé òðàåêòîðèè.
Íàì íóæíî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð ìîíîäðîìèè â òî÷êå i(m0).

1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç gt
Ṽ

ïîòîê âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
dgt

Ṽ
ñîîòâåòñòâóþùèé êàñàòåëüíûé ïîòîê âäîëü òðàåêòîðèè γ̃.
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Ïðîâåä¼ì ÷åðåç òî÷êó i(m0) ìàëåíüêóþ òðàíñâåðñàëü σ ê òðàåêòîðèè γ̃
â U . Óäîáíî ïðè ýòîì ñ÷èòàòü, ÷òî σ ∩ i(Λ) = i(σm0 ∩ Λ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
dÃ(i(m0)) îïåðàòîð ìîíîäðîìèè â òî÷êå i(m0), äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàí-
ñòâå Ti(m0)σ. Ýòîò îïåðàòîð ðàâåí êîìïîçèöèè îïåðàòîðà dgT̃

Ṽ
è ïðîåêöèè

íà ïðîñòðàíñòâî Ti(m0)σ âäîëü âåêòîðà Ṽ .
2. Ôèêñèðóåì ëþáîé âåêòîð δξ ∈ θm0 è ïåðåíåñ¼ì åãî â îñòàëüíûå òî÷êè

m òðàåêòîðèè γ ïðè ïîìîùè åñòåñòâåííîãî äåéñòâèÿ îêðóæíîñòè íà ïîëå
ïîäïðîñòðàíñòâ θm, m ∈ Λ. Ïåðåíåñ¼ì ïîëó÷åííûå âåêòîðû â òî÷êè êðè-
âîé γ̃ = i(γ) ïðè ïîìîùè îïåðàòîðîâ Pm′,i(m) : θm′ → θm′,i(m), m ∈ γ, ãäå
m′ = m′(m) = ργ ◦ i(m). Â èòîãå ìû ïîëó÷èì â êàæäîé òî÷êå γ̃(t) = i(m)
òðàåêòîðèè γ̃ íåêîòîðûé âåêòîð δξt ∈ θm′,i(m), 0 ≤ t ≤ T̃ = T̃ (m), ãäå
δξ0 = δξT̃ .

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð

L̃m0 : θm0 → Ti(m0)σ,

ïåðåâîäÿùèé âåêòîð δξ â ïðîåêöèþ âåêòîðà

δξ′ =
∫ T̃

0
dgT̃−t

Ṽ
δξt dt

íà ïðîñòðàíñòâî Ti(m0)σ âäîëü âåêòîðà Ṽi(m). Îáðàç îïåðàòîðà L̃m0 â Ti(m0)σ

ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç θ̃i(m0).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Di(m0) êàêîå-íèáóäü ïîäïðîñòðàíñòâî â Ti(m0)σ, áëèçêîå

ê ïîäïðîñòðàíñòâó Dm0 = Im(dAm0(m0)− I).
Ïîêàæåì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî θ̃i(m0) èìååò òó æå ðàçìåðíîñòü, ÷òî è

ïîäïðîñòðàíñòâî θm,i(m0), è òîæå òðàíñâåðñàëüíî ê ïîäïðîñòðàíñòâó Di(m0).
Äðóãèìè ñëîâàìè, îïåðàòîð L̃m0 ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïîäïðîñòðàíñòâ
θm0 è θ̃i(m0), ïðè÷¼ì èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå Ti(m0)σ = θ̃i(m0) ⊕ Di(m0). Â
ñàìîì äåëå, äëÿ íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû èìååì:

Lm0ξ = Tξ + d(ξ), ãäå d(ξ) ∈ Im(dAm0(m0)− I). (46)

Çíà÷èò, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì âîçìóùåíèè òðàíñâåðñàëüíîñòü îáðàçà îïå-
ðàòîðà L̃m0 ê ïîäïðîñòðàíñòâó Di(m0) ñîõðàíÿåòñÿ.

3. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî íà ëþáîì âåêòîðå η̃ ∈ Ti(m0)(Λ̃ ∩ σ) îïåðàòîð
ìîíîäðîìèè äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå

dÃ(i(m0))η̃ = η̃ + L̃m0 ◦
∂ξm

∂m
(m0) ◦ (di(m0))

−1η̃. (47)

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü η̃ = di(m0)η, ãäå η ∈ Tm0Λ. Îáîçíà÷èì mt =

γm0(
T
T̃
t) ∈ Λ, ηt = dg

T
T̃

t

V (m0)η � âåêòîð èç ïðîñòðàíñòâà TmtΛ, 0 ≤ t ≤ T̃ .
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Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî èç ñâîéñòâà 2◦ íà îñîáîé êðèâîé γ̃ = i(γ), ïîëó-
÷àåì, ÷òî ñåìåéñòâî âåêòîðîâ

η̃t = dgT̃−t
Ṽ

◦ di(mt)ηt, 0 ≤ t ≤ T̃ ,

â òî÷êå i(m0) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

d

dt
η̃t = −dgT̃−t

Ṽ
δξt, 0 ≤ t ≤ T̃ . (48)

Çäåñü δξt = δξt(η) � èíâàðèàíòíîå âåêòîðíîå ïîëå âäîëü êðèâîé γ̃, îòâå÷à-
þùåå âåêòîðó δξ = δξ(η) = ∂ξm

∂m
(m0)η ∈ θm0 (ñì. ï. 2).

Íàéä¼ì ðàçíîñòü âåêòîðîâ η̃0 = dgT̃
Ṽ
◦ di(m0)η è η̃T̃ = di(m0)ηT̃ . Ñ îäíîé

ñòîðîíû, ðàçíîñòü âåêòîðîâ ηT̃ è η0 ïðîïîðöèîíàëüíà âåêòîðó Vm0 . Ïîýòîìó
ðàçíîñòü η̃0 − η̃T̃ ðàâíà

dÃ(i(m0))η̃ − η̃

ñ òî÷íîñòüþ äî âåêòîðà, ïðîïîðöèîíàëüíîãî âåêòîðó Ṽi(m0). Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, èç óðàâíåíèÿ (48) íàõîäèì, ÷òî ïðîåêöèÿ ýòîé ðàçíîñòè íà ïîäïðî-
ñòðàíñòâî Ti(m0)σ âäîëü âåêòîðà Ṽi(m0) ðàâíà

L̃m0δξ(η) = L̃m0 ◦
∂ξm

∂m
(m0) ◦ (di(m0))

−1η̃.

Ýòî äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (47) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà η̃ ∈ Ti(m0)(Λ̃ ∩ σ).
4. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó (47) îáðàç ïðè îòîáðàæåíèè di(m0) ÿäðà îïå-

ðàòîðà ∂
∂m

ξm|σm0∩Λ(m0) â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì îïåðàòîðà

B : Ti(m0)(Λ̃ ∩ σ) → θ̃i(m0), Bη̃ = dÃ(i(m0))η̃ − η̃.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîé îñîáîé òî÷êè m0 âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ|σm0∩Λ íåâûðîæ-
äåííîñòü ýòîé òî÷êè îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîð B ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ÿäðî îïåðàòîðà B ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì îïåðàòîðà
dÃ(i(m0))− I. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â ñèëó (47) îïåðàòîð

(dÃ(i(m0))− I) : Ti(m0)σ = (Ti(m0)(Λ̃∩ σ))⊕Ni(m0) → Ti(m0)σ = θ̃i(m0)⊕Di(m0)

çàäà¼òñÿ áëî÷íîé ìàòðèöåé âèäà
(

B ∗
0 C

)
, ãäå ìàòðèöà C íåâûðîæäåíà â

ñèëó óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè Λ. Çäåñü Ni(m0) � òðàíñâåðñàëü ê Ti(m0)(σ∩
Λ̃) â Ti(m0)σ, áëèçêàÿ ê òðàíñâåðñàëè ê Tm0(σm0 ∩ Λ) â Tm0σm0 .

Òàêèì îáðàçîì, â îñîáîé òî÷êå m0 ïîëÿ ξ îáðàç ïðè êàñàòåëüíîì îòîá-
ðàæåíèè di(m0) ÿäðà îïåðàòîðà ëèíåàðèçàöèè ïîëÿ ξ|σm0∩Λ â òî÷êå m0 â
òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì îïåðàòîðà dÃ(i(m0))− I.
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Â ÷àñòíîñòè, îñîáàÿ òî÷êà m0 ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé äëÿ ïîëÿ ξ|σm0∩Λ

â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îáðàç çàìêíóòîé òðàåêòîðèè γm0 ïðè îòîá-
ðàæåíèè i ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé çàìêíóòîé òðàåêòîðèåé âîçìóù¼ííîé
ñèñòåìû.

Ýòî äîêàçûâàåò ñâîéñòâî 6◦, à òåì ñàìûì, è âñ¼ ñëåäñòâèå èç ëåììû 8.
Âåðí¼ìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 3 î çàìêíóòûõ òðàåêòîðèÿõ

ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.
Øàã 6. Çäåñü ìû ïîñòðîèì ôóíêöèþ ψ íà Λ, ïîñòîÿííóþ íà çàìêíóòûõ

òðàåêòîðèÿõ íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H, ò.å. èíâàðèàíò-
íóþ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ îêðóæíîñòè íà Λ.

Ïóñòü i : Λ → H̃−1(h) � âëîæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì ëåììû
8.

Ôóíêöèÿ ψ áóäåò îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû, è ðàçíîñòü å¼
çíà÷åíèé â ëþáûõ äâóõ òî÷êàõ m0, m1 ∈ Λ îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ñîåäèíèì òî÷êè m0 è m1 êàêîé-íèáóäü êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé mv ∈ Λ, 0 ≤
v ≤ 1, è ðàññìîòðèì 2�öåïü C(m∗) â Λ ñ êîîðäèíàòàìè v, s, îáðàçîâàííóþ
òðàåêòîðèÿìè γmv(

T (mv)
2π

s), 0 ≤ s ≤ 2π, âûïóùåííûìè èç òî÷åê ýòîé êðèâîé
(0 ≤ v ≤ 1). (Ýòà öåïü íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, âëîæåííîé â Λ, ò.å.
ðàçíûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ v, s íà C(m∗) ìîæåò îòâå÷àòü îäíà è òà æå
òî÷êà íà Λ.) Ïîëîæèì

ψ(m1)− ψ(m0) =
∫ ∫

i(C(m∗))
ω2.

Äîêàæåì êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, ò.å. ÷òî ðàçíîñòü ψ(m1) −
ψ(m0) íå çàâèñèò îò âûáîðà ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè m0 è m1. Ýòî ýêâè-
âàëåíòíî òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ïóòè mv, 0 ≤ v ≤ 1, èíòåãðàë
ôîðìû ω2 ïî îáðàçó ñîîòâåòñòâóþùåãî 2�öèêëà C(m∗) ïðè âëîæåíèè i ðà-
âåí íóëþ. Íî îòîáðàæåíèå i íå ìåíÿåò êëàññ êîãîìîëîãèé öèêëîâ íà Λ,
òàê êàê îíî áëèçêî ê òîæäåñòâåííîìó. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó çàìêíóòîñòè
ôîðìû ω2, ∫ ∫

i(C(m∗))
ω2 =

∫ ∫

C(m∗)
ω2.

Òàê êàê öèêë C(m∗) öåëèêîì ëåæèò íà èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè
H−1(h) è îáðàçîâàí òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H, òî, â ñè-
ëó ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ Ãàìèëüòîíà, ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàâåí
íóëþ. Ýòî äîêàçûâàåò êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ψ íà Λ.

Ïî ïîñòðîåíèþ, ôóíêöèÿ ψ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ îêðóæ-
íîñòè íà Λ.

Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü
â íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå m0 ∈ Λ. Òàê êàê ïðè ε = 0 ôóíêöèÿ
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ψ òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïîñòðîåííóþ ôóíêöèþ
÷åðåç ψ = εS.

Øàã 7. Íàéä¼ì ÿâíûé âèä äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè ψ.
Ïóñòü Q = Qm(ξ, η), ξ ∈ θm, η ∈ TmΛ, m ∈ Λ, � ëþáîå ïîëå áèëèíåéíûõ

ôîðì íà ïîäìíîãîîáðàçèè Λ. Îïðåäåëèì óñðåäíåíèå Q̄ = Q̄m(ξ, η) ýòîãî ïî-
ëÿ. Ýòî � èíâàðèàíòíàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà òàêîãî æå âèäà, îïðåäåëÿåìàÿ
ïî ôîðìóëå

Q̄m(ξ, η) =
1

2π

∫ 2π

0
Qas(m)(âsξ, (as)∗η)ds, m ∈ Λ.

Çäåñü as : Λ → Λ, as(m) = γm(T (m)
2π

s), � åñòåñòâåííîå äåéñòâèå îêðóæíîñòè
íà ïîäìíîãîîáðàçèè Λ, âs : θm → θas(m) � åñòåñòâåííîå äåéñòâèå îêðóæ-
íîñòè íà ïîëå ïîäïðîñòðàíñòâ θm, m ∈ Λ. ßñíî, ÷òî ôîðìà Q èíâàðèàíò-
íà îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî äåéñòâèÿ îêðóæíîñòè íà ïîëÿõ θm è TmΛ,
m ∈ Λ.

Ðàññìîòðèì íà Λ ïîëå áèëèíåéíûõ ôîðì Q̃ = Q̃m(ξ, η), ξ ∈ θm, η ∈ TmΛ,
m ∈ Λ, ïîëàãàÿ

Q̃m(ξ, η) = ω2(Pm′,i(m)ξm′ , di(m)η),

ãäå m′ = ργm ◦ i(m), ξm′ ∈ θm′ � âåêòîð, ïîëó÷àþùèéñÿ èç âåêòîðà ξ ∈ θm

ïåðåíåñåíèåì â òî÷êó m′ ∈ γm, áëèçêóþ ê òî÷êå m, ïðè ïîìîùè åñòåñòâåí-
íîãî äåéñòâèÿ îêðóæíîñòè íà ïîëå ïîäïðîñòðàíñòâ θm, m ∈ Λ. Ïóñòü ¯̃Q �
ïîëå áèëèíåéíûõ ôîðì, ÿâëÿþùååñÿ óñðåäíåíèåì (ñì. âûøå) ïîëÿ Q̃.

Ïîêàæåì, ÷òî äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè ψ â ëþáîé òî÷êå m ∈ Λ èìååò
âèä

dψ(m)η = T̃ (m) ¯̃Qm(ξm, η), m ∈ Λ, η ∈ TmΛ, (49)
ãäå T̃ è ξm ∈ θm, m ∈ Λ, � ôóíêöèÿ íà Λ è âåêòîðíîå ïîëå èç ëåììû 8.
Îòìåòèì, ÷òî îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî â ëþáîé îñîáîé òî÷êå m ∈ Λ
ïîëÿ ξ êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü ôóíêöèè ψ ðàâíà

d2ψ(m)η1η = T̃ (m) ¯̃Qm(
∂ξm

∂m
η1, η), η ∈ TmΛ. (50)

Â ñàìîì äåëå, äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè ψ â òî÷êå m ∈ Λ èìååò âèä

dψ(m)η =
∫ 2π

0
(di(m)∗ω2)((as)∗η,

T (m)

2π
Vas(m))ds.

Ïî ñâîéñòâó 2◦ âëîæåíèÿ i (ñì. ëåììó 8) èìååì di(m)Vm = T̃ (m)
T (m)

(Ṽi(m) −
Pm′,i(m)ξm′). Íî âåêòîðíîå ïîëå Ṽ êîñîîðòîãîíàëüíî âñåì âåêòîðàì, êàñà-
òåëüíûì ê ïîâåðõíîñòè H̃−1(h) è, â ÷àñòíîñòè, âåêòîðó di(m)(as)∗η. Êðîìå
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òîãî, ξas(m) = âsξm ïî ñâîéñòâó èíâàðèàíòíîñòè 1◦ âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ (ñì.
ëåììó 8). Îòñþäà ñëåäóåò ôîðìóëà (49) äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè ψ.
Çàìå÷àíèå. Äëÿ íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû, ò.å. â ñëó÷àå i = IdΛ, áèëèíåé-
íàÿ ôîðìà Q, îïðåäåë¼ííàÿ âûøå, èìååò âèä

Qm(ξ, η) = ω2(ξ, η), m ∈ Λ, ξ ∈ θm, η ∈ TmΛ,

ò.å. ñîâïàäàåò ñî ñïàðèâàíèåì ïðè ïîìîùè ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû.
Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 8, ñì. øàã 2, ñïàðèâàíèå Q èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
åñòåñòâåííîãî äåéñòâèÿ îêðóæíîñòè íà ïîëÿõ ïîäïðîñòðàíñòâ θm è TmΛ,
m ∈ Λ. Ïîýòîìó óñðåäíåíèå Q̄ ôîðìû Q ñîâïàäàåò ñ ôîðìîé Q. Çíà÷èò,
íåâîçìóù¼ííàÿ ôîðìà Q̄ çàäà¼ò íåâûðîæäåííîå áèëèíåéíîå ñïàðèâàíèå íà
ïîäïðîñòðàíñòâàõ θm è βm, m ∈ Λ, ãäå βm = Tm(σm ∩ Λ).

Øàã 8. Òåïåðü âîçüì¼ì ëþáóþ êðèòè÷åñêóþ òî÷êó m ∈ Λ ôóíêöèè ψ è
ïîêàæåì, ÷òî å¼ îáðàç i(m) ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ïðè îòîáðàæåíèè
Ïóàíêàðå Ãm, ò.å. ÷òî âåêòîð �ñìåùåíèÿ� ξm ðàâåí íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî,
ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, ñ ó÷¼òîì (49), ýòîò âåêòîð îðòîãîíàëåí âñåì
êàñàòåëüíûì ê Λ âåêòîðàì îòíîñèòåëüíî ôîðìû ¯̃Q, ñì. ïðåäûäóùèé øàã.
Íî çàìå÷àíèå, ñäåëàííîå íà ïðåäûäóùåì øàãå, ïîêàçûâàåò, ÷òî ôîðìà ¯̃Q
çàäà¼ò íåâûðîæäåííîå ñïàðèâàíèå íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ θm è βm, m ∈ Λ.
Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî èç ðàâåíñòâà íóëþ çíà÷åíèÿ ¯̃Qm(ξm, η) ïðè ëþáîì
η ∈ TmΛ ñëåäóåò, ÷òî ξm = 0.

Íàêîíåö, èç ôîðìóëû (50) ñ ó÷¼òîì ñâîéñòâà 6◦ (ñëåäñòâèå îñíîâíîé
ëåììû 8) ïîëó÷àåì, ÷òî îáðàç ïðè îòîáðàæåíèè di(m) íóëåâîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ãåññèàíà ôóíêöèè ψ â êðèòè÷åñêîé òî÷êå m ∈ Λ ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì
îïåðàòîðà dÃm0(i(m))−I. Â ÷àñòíîñòè, áîòòîâîñòü êðèòè÷åñêîé òðàåêòîðèè
γ ⊂ Λ äëÿ ôóíêöèè ψ : Λ → IR ýêâèâàëåíòíà íåâûðîæäåííîñòè çàìêíóòîé
òðàåêòîðèè i(γ) âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû.

Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóþò ñâîéñòâà 1◦�3◦, 5◦ èç óòâåðæäåíèÿ 3. Ñâîé-
ñòâî 4◦ èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, à òàêæå ñâîéñòâà 6◦ è 7◦ (èç ëåììû 1 è
óòâåðæäåíèÿ 4) áóäóò äîêàçàíû íèæå.

Èòàê, òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

1.6.2 Ðàñïîëîæåíèå çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé
Â ýòîì ïóíêòå ìû äîêàæåì ìåòîä óñðåäíåíèÿ íà ïîäìíîãîîáðàçèè. Òî÷íåå,
ìû äîêàæåì áîëåå ñèëüíóþ ôîðìóëèðîâêó ìåòîäà óñðåäíåíèÿ, ò.å. ïóíêò
4◦ óòâåðæäåíèÿ 3.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ S = 1
ε
ψ íà ïîäìíîãîîáðàçèè Λ, ïîñòðîåííóþ âûøå

(øàã 6). Ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ −S áëèçêà ê ôóíêöèè H̄,
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ïîëó÷åííîé óñðåäíåíèåì (6) âîçìóùåíèÿ H = 1
ε
(H̃ − H) ïî çàìêíóòûì

òðàåêòîðèÿì íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû íà Λ.
Çàìåòèì, ÷òî ýòî � ëîêàëüíîå óòâåðæäåíèå, ò.å. åãî äîñòàòî÷íî ïðîâå-

ðèòü íà êîíå÷íîì ÷èñëå êàêèõ-ëèáî ôèêñèðîâàííûõ îáëàñòåé â Λ, ïîêðûâà-
þùèõ âñ¼ Λ. Ìû äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå â øàðîâîé îêðåñòíîñòè ëþáîé
òî÷êè m ∈ Λ è, òåì ñàìûì, â òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé
òðàåêòîðèè γm ⊂ Λ (â ñèëó êîìïàêòíîñòè, ìíîãîîáðàçèå Λ ïîêðûâàåòñÿ
êîíå÷íûì ÷èñëîì òàêèõ îêðåñòíîñòåé).

Ïðîâåä¼ì ÷åðåç òî÷êó m ∈ Λ ñå÷åíèå Ïóàíêàðå σm â H−1(h), òðàíñâåð-
ñàëüíîå ê òðàåêòîðèè γm. Ïóñòü A : σm → σm � îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå,
Ã : σ̃m → σ̃m � âîçìóù¼ííîå îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå, Ψ̃ � ïðîèçâîäÿùàÿ
ôóíêöèÿ îòîáðàæåíèÿ Ã.

Ïóñòü ξm ∈ θm, m ∈ Λ, � âåêòîðíîå ïîëå èç ëåììû 8. Ñîãëàñíî ñëåä-
ñòâèþ ýòîé ëåììû (ñâîéñòâî 7◦), âåêòîðíîå ïîëå 1

ε
T (m)ξm, m ∈ Λ, Cr−2�

áëèçêî ê âîçìóùåíèþ A îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå, ò.å. ê âåêòîðíîìó ïîëþ
Am ∈ θm, ãäå Am � ïðîåêöèÿ íà θm �âåêòîðà ñìåùåíèÿ� òî÷êè m. Ïîýòîìó
ôîðìóëà (49) äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè S ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íà ôîðìó-
ëå (34) äèôôåðåíöèàëà îãðàíè÷åíèÿ íà Λ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè 1

ε
Ψ̃. Íî

ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 8 î ìåòîäå óñðåäíåíèÿ (ñì. ï. 1.4.6) ïîñëåäíÿÿ ôóíê-
öèÿ áëèçêà ê ôóíêöèè −H̄.

Ýòî äîêàçûâàåò ïóíêò 4◦ óòâåðæäåíèÿ 3. Òåì ñàìûì, ìåòîä óñðåäíåíèÿ
ïîëíîñòüþ äîêàçàí.

1.6.3 Óñòîé÷èâîñòü çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé
Çäåñü ìû äîêàæåì ñâîéñòâî 7◦ èç óòâåðæäåíèÿ 4 îá óñòîé÷èâîñòè çàìêíó-
òûõ òðàåêòîðèé âîçìóù¼ííîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó â ñëó-
÷àå íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèé.

Êàê â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ �ëîêàëüíûì�, ò.å. íåò
íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàòü öåëóþ îêðåñòíîñòü ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ, à äî-
ñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü øàðîâóþ îêðåñòíîñòü êàêîé-ëèáî òî÷êè m ∈ Λ. Ïðî-
âåä¼ì ÷åðåç òî÷êó m ñå÷åíèå Ïóàíêàðå σm â H−1(h), òðàíñâåðñàëüíîå ê
òðàåêòîðèè γm. Ïóñòü A : σm → σm � îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå, Ã : σ̃m → σ̃m

� âîçìóù¼ííîå îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå.
Ïóñòü S : Λ → IR � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ èç óòâåðæäåíèÿ 3, è ïóñòü m ∈ Λ

� å¼ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà: dS(m) = 0. Â ÷àñòíîñòè, i(γm) � çàìêíóòàÿ òðà-
åêòîðèÿ âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç m̃ = σ̃m ∩ i(γm) òî÷êó
ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé çàìêíóòîé òðàåêòîðèè ñ ñå÷åíèåì Ïóàíêàðå σ̃m, ò.å. m̃
� íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ Ã. Ðàññìîòðèì â òî÷êàõ m è m̃ êâàä-
ðàòè÷íûå ôîðìû Q = ω2(dA(m)∗, ∗) è Q̃ = ω2(dÃ(m̃)∗, ∗). Ýòè ôîðìû �

89



ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè îïåðàòîðîâ ìîíîäðîìèè dA(m) â òî÷êå m è dÃ(m̃)
â òî÷êå m̃.

1. Äîêàæåì ñíà÷àëà ñâîéñòâî 6◦ èç ëåììû 1 îá èíäåêñàõ ãåññèàíà ôóíê-
öèè S è êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Q̃:

ind Q̃ = ind Q + ind d2S(m). (51)

Íàïîìíèì: â ëåììå 1 ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â òî÷êå m (êàê è â ëþáîé òî÷êå
íà Λ) ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Q = Q(m) íåâûðîæäåíà íà �íîðìàëüíîì�
ïîäïðîñòðàíñòâå ê Tm(Λ ∩ σm) â Tmσm, ò.å. íà ïîäïðîñòðàíñòâå âèäà Nm ⊂
Tmσm, ãäå

Nm ⊕ Tm(Λ ∩ σm) = Tmσm. (52)
Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî îïåðàòîð dA(m) + I íåâûðîæäåí.

Êàê è â ñëó÷àå îòîáðàæåíèé, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà (51) íàì
äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü äâà ïîäïðîñòðàíñòâà:

1. ïîäïðîñòðàíñòâî N◦
m ⊂ Tmσm â òî÷êå m, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì (52),

2. áëèçêîå ê íåìó ïîäïðîñòðàíñòâî Ñ◦
m̃ ⊂ Tm̃σ̃m â òî÷êå m̃, îðòîãîíàëü-

íîå êàñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó Tm̃(σ̃m ∩ Λ̃) ê σ̃m ∩ Λ̃ îòíîñèòåëüíî
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Q̃, ãäå Λ̃ = i(Λ).

Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî θ̃m̃ èç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ ëåììû 8.
Íàïîìíèì, ÷òî ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî áëèçêî ê íåêîòîðîìó ïîäïðîñòðàíñòâó
â òî÷êå m, òðàíñâåðñàëüíîìó ê Im(dA(m)−I), è îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîé-
ñòâîì: äëÿ ëþáîãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðà η̃ ∈ Tm̃(σ̃m ∩ Λ̃) âåêòîð dÃ(m̃)η̃− η̃
ïðèíàäëåæèò ïîäïðîñòðàíñòâó θ̃m̃.

Ïîñëåäíåå â òî÷íîñòè îçíà÷àåò, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî Tm̃(σ̃m∩Λ̃) îáëàäà-
åò ïî îòíîøåíèþ ê ïîäïðîñòðàíñòâó θ̃m̃ ñâîéñòâîì (39). Äðóãèìè ñëîâàìè,
êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ïîäìíîãîîáðàçèþ σ̃m∩Λ̃ â òî÷êå m̃ èìååò â òî÷-
íîñòè òàêîé âèä, êàê åñëè áû ìû ñòðîèëè ýòî ïîäìíîãîîáðàçèå ïî ñåìåéñòâó
ïîäïðîñòðàíñòâ θ̃m̃ (ñì. ñëó÷àé îòîáðàæåíèé, ï. 1.5.2).

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ïîñòðîåíèÿ èç ï. 1.5.2, ëåãêî ïîñòðîèòü ïîäïðîñòðàí-
ñòâà Ñ◦

m̃ è N◦
m. À èìåííî, íóæíî ïîëîæèòü Ñ◦

m̃ := (dÃ(m̃) + I)−1Ñm̃, ãäå
Ñm̃ := θ̃⊥m̃, I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â Tm̃σ̃m.

Ñ ó÷¼òîì ôîðìóëû (37), ïîäïðîñòðàíñòâà Ñ◦
m̃ è Tm̃(σ̃m∩Λ̃) äåéñòâèòåëü-

íî îðòîãîíàëüíû îòíîñèòåëüíî êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Q̃.
2. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1 ïðîâîäèòñÿ ñîâåðøåííî àíàëî-

ãè÷íî ñëó÷àþ îòîáðàæåíèé. Ïðîâåä¼ì ýòî ðàññóæäåíèå åù¼ ðàç.
ßñíî, ÷òî ôîðìà Q íåâûðîæäåíà íà N◦

m, îòêóäà ôîðìà Q̃ íåâûðîæäåíà
íà Ñ◦

m̃ è èìååò òàêîé æå èíäåêñ:

ind Q̃|Ñ◦
m̃

= ind Q|N◦
m
≡ ind Q.
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Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî èíäåêñ ôîðìû Q̃|Tm̃(σ̃m∩Λ̃) ðàâåí èíäåêñó ãåññèà-
íà d2ψ(m̃) ôóíêöèè ψ (à çíà÷èò, è ôóíêöèè S) â òî÷êå m̃. Â ñèëó (50), (47)
è (46) ãåññèàí ôóíêöèè ψ|σ̃m∩Λ̃ â òî÷êå m̃ èìååò âèä

d2ψ(m̃)η1η = ω̃0(dÃ(m̃)η1 − η1, η), η1, η ∈ Tm̃(σ̃m ∩ Λ̃), (53)

ãäå ω̃0 � íåêîòîðàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè ïîäïðî-
ñòðàíñòâ θ̃m̃ è Tm̃(σ̃m ∩ Λ̃), áëèçêàÿ ê ôîðìå ω2|θ̃m̃×(Tm̃(σ̃m∩Λ̃)). Â ÷àñòíîñòè,
áèëèíåéíàÿ ôîðìà ω̃0 íåâûðîæäåíà.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, áèëèíåéíàÿ ôîðìà ω̃1 âèäà

ω̃1(ξ, η) =
1

2
ω2(ξ, dÃ(m̃)η + η), ξ ∈ θ̃m̃, η ∈ Tm̃(σ̃m ∩ Λ̃),

à òàêæå áèëèíåéíûå ôîðìû ω̃t = (1− t)ω̃0 + tω̃1, òîæå ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæ-
äåííûìè, 0 ≤ t ≤ 1. Îòñþäà, â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè áèëèíåéíûõ ôîðì Qt

âèäà Qtη1η = ω̃t(Bη1, η) íà ïîäïðîñòðàíñòâå Tm̃(σ̃m ∩ Λ̃), èõ èíäåêñû ñîâïà-
äàþò, 0 ≤ t ≤ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, èíäåêñ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû âèäà (53) íå
èçìåíèòñÿ, åñëè â å¼ îïðåäåëåíèè çàìåíèòü áèëèíåéíóþ ôîðìó ω̃0 íà ôîð-
ìó ω̃1. Ýòî è çíà÷èò, ÷òî èíäåêñû êâàäðàòè÷íûõ ôîðì d2ψ(m̃) è Q̃|Tm̃(σ̃m∩Λ̃)

ñîâïàäàþò, ò.å. âåðíà ôîðìóëà (51).
Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.
3. Èòàê, ìû äîêàçàëè ñâîéñòâî 6◦ ëåììû 1 î ñâÿçè èíäåêñîâ ãåññèàíà

ôóíêöèè ψ è êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ω2(dÃ(i(m))∗, ∗). Îòñþäà, äîñëîâíûì
ïîâòîðåíèåì ðàññóæäåíèé â ñëó÷àå îòîáðàæåíèé, âûâîäèòñÿ ñâîéñòâî 7◦

óòâåðæäåíèÿ 4 îá îðáèòàëüíîé óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé âîç-
ìóù¼ííîé ñèñòåìû.

1.7 Íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè
Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîé ëåììû 8 îáëàäàåò ñëåäóþùèìè (íåèçáåæíûìè)
�íåäîñòàòêàìè�.

1. Ýòà ôîðìóëèðîâêà ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ãðîìîçäêîé, ïîñêîëüêó òðåáó-
åò äîïîëíèòåëüíûõ ïîñòðîåíèé: íóæíî îïðåäåëèòü ñåìåéñòâî ïîäïðî-
ñòðàíñòâ θm, m ∈ Λ, ñ äåéñòâèåì íà í¼ì îêðóæíîñòè è ñåìåéñòâî îïå-
ðàòîðîâ �ïåðåíîñà� Pm,m′ ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ â öåëóþ îêðåñòíîñòü
ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ.

2. Óñëîâèÿ ýòîé ëåììû íå ãàðàíòèðóþò åäèíñòâåííîñòè èñêîìîãî âëî-
æåíèÿ i, åñëè íå íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíîãî òðåáîâàíèÿ ñîõðàíåíèÿ
öåíòðà ìàññ. Ïðè ýòîì ïîíÿòèå öåíòðà ìàññ òîæå íóæíî ñïåöèàëüíî
îïðåäåëÿòü, è ïðè ýòîì îïðåäåëåíèè âñ¼ ðàâíî îñòàåòñÿ ïðîèçâîë ïðè
âûáîðå ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà Λ è ïîñòðîåíèè ïðîåêòèðîâàíèÿ íà Λ.
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Ýòè íåäîñòàòêè óäà¼òñÿ óñòðàíèòü â íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ (íî âàæ-
íûõ äëÿ ïðèëîæåíèé) ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.

1.7.1 Ñëó÷àé ñòðîãîé íåâûðîæäåííîñòè
×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíóþ ëåììó 8, íàì ïîíàäîáèëîñü îïðåäåëèòü
äîâîëüíî ñëîæíûé (è, ïî ñóòè, äîïîëíèòåëüíûé, ò.å. òåõíè÷åñêèé) îáúåêò
� ñåìåéñòâî ïîäïðîñòðàíñòâ θm ∈ TmM , m ∈ Λ, âìåñòå ñ äåéñòâèåì îêðóæ-
íîñòè íà ýòîì ïîëå ïîäïðîñòðàíñòâ.

Â ýòîì ïóíêòå ìû îïèøåì ÷àñòíûé ñëó÷àé, â êîòîðîì ôîðìóëèðîâêà
ëåììû óïðîùàåòñÿ, òàê êàê íåò íåîáõîäèìîñòè ââîäèòü ýòîò îáúåêò.

Â ðàáîòå Áîòòêîëà [14] äîêàçàí ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû 1 (òî÷íåå, ñî-
îáùàåòñÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà). À èìåííî, â îòëè÷èå îò òåîðåìû 1, â ðàáîòå
Áîòòêîëà ïîäìíîãîîáðàçèå Λ ïðåäïîëàãàåòñÿ ñòðîãî íåâûðîæäåííûì (ñì.
îïðåäåëåíèå 3), ò.å. â ëþáîé òî÷êå m ∈ Λ êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðà-
òîðà dAm(m), îòâå÷àþùåå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1, ñîâïàäàåò ñ TmΛ ∩ σ.
(Â äåéñòâèòåëüíîñòè, â ýòîé ðàáîòå Áîòòêîë ïðåäïîëàãàåò òàêæå (â ãàìèëü-
òîíîâîì ñëó÷àå), ÷òî ëèáî ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé â
îêðåñòíîñòè Λ, ëèáî H1(Λ) = 0. Îäíàêî ýòî îãðàíè÷åíèå îäèíàêîâî íåñóùå-
ñòâåííî êàê â íàøåé êîíñòðóêöèè, òàê è â êîíñòðóêöèè Áîòòêîëà, ïîýòîìó
ìû åãî çäåñü íå ðàññìàòðèâàåì.)

Íàïîìíèì, ÷òî â äîêàçàííîé âûøå òåîðåìå 1 ïîäìíîãîîáðàçèå Λ ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ ëèøü íåâûðîæäåííûì (ñì. îïðåäåëåíèå 1), è íå íàêëàäûâàþòñÿ
íèêàêèå îãðàíè÷åíèÿ íà ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó èëè òîïîëîãèþ ðàñ-
ñëîåíèÿ S1 → Λ → B.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå ñòðîãî íåâûðîæäåííîãî Λ ñåìåéñòâî ïîäïðî-
ñòðàíñòâ θm ∈ TmM , m ∈ Λ, è äåéñòâèå îêðóæíîñòè íà ðàññëîåíèè ∪m∈Λθm

íå íóæíî ñòðîèòü ñïåöèàëüíî, òàê êàê îíè óæå åñòü:

1. Ðîëü ïîäïðîñòðàíñòâà θm (m ∈ Λ) â ýòîì ñëó÷àå èãðàåò îðòîãîíàëüíîå
äîïîëíåíèå â TmΛ ê êàñàòåëüíîìó âåêòîðó V (m) ê òðàåêòîðèè, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó m. Çäåñü îðòîãîíàëüíîñòü ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå
êàêîé-ëèáî S1�èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà Λ.

2. Äåéñòâèå îêðóæíîñòè íà óêàçàííîì ïîëå ïîäïðîñòðàíñòâ èíäóöèðó-
åòñÿ åñòåñòâåííûì äåéñòâèåì îêðóæíîñòè íà Λ.

Ñ ó÷¼òîì òàêîãî îïðåäåëåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ θm, m ∈ Λ, ôîðìóëèðîâ-
êà Áîòòêîëà ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà ôîðìóëèðîâêå ëåììû 8. (Ïðè ýòîì
Áîòòêîë íå ââîäèë, êîíå÷íî, ñïåöèàëüíîãî îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ýòèõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ.)

92



Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàò Áîòòêîëà [14] áîëåå òî÷íî. Ôèêñèðóåì ëþáóþ
ðèìàíîâó ñâÿçíîñòü íà H−1(h) â îêðåñòíîñòè Λ è ïåðåíåñ¼ì êàæäîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî θm, m ∈ Λ, â áëèçêèå ê m òî÷êè m′ ∈ H−1(h) ïðè ïîìîùè
ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ, îòâå÷àþùåãî ñâÿçíîñòè. Áîëåå òî÷íî, îïå-
ðàòîð Pm,m′ �ïåðåíîñà� èç òî÷êè m â òî÷êó m′ = expm(ξ0) îïðåäåëÿåòñÿ êàê
Pm,m′(ξ) = exp(ξ0 + ξ).

Òåîðåìà Áîòòêîëà [14] óòâåðæäàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò âëîæåíèå i : Λ →
H̃−1(h), S1�èíâàðèàíòíîå âåêòîðíîå ïîëå ξ íà Λ, êàñàòåëüíîå ê Λ è îðòî-
ãîíàëüíîå îãðàíè÷åíèþ íåâîçìóù¼ííîãî ïîëÿ V íà Λ, è S1�èíâàðèàíòíàÿ
ôóíêöèÿ T̃ íà Λ, áëèçêàÿ ê T , òàêèå, ÷òî â ëþáîé òî÷êå m ∈ Λ

di(m)Vm =
T̃ (m)

T (m)
Ṽ (m) + Pm,i(m)ξm.

Êðîìå òîãî, òàêèå âëîæåíèå i è âåêòîðíîå ïîëå ξ îïðåäåëåíû îäíîçíà÷-
íî, åñëè ïîòðåáîâàòü äîïîëíèòåëüíî, ÷òîáû êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ γ(t) ⊂ Λ
ñîâïàäàëà ñ öåíòðîì ìàññ å¼ îáðàçà ïðè îòîáðàæåíèè ρ ◦ i : Λ → Λ, ãäå
ρ : U → Λ � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ íà ïîäìíîãîîáðàçèå Λ.

Ïðè ïîìîùè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ Áîòòêîë ñòðîèò èíâàðèàíòíóþ ôóíê-
öèþ S íà Λ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî íàøåìó ïîñòðîåíèþ (ñì. ï. 1.6.1).

Îòìåòèì, ÷òî Áîòòêîë íå ïðèâîäèò ïîäðîáíîãî äîêàçàòåëüñòâà ñâîåé
òåîðåìû, à ëèøü ñîîáùàåò åãî èäåþ â ñæàòîì âèäå: �Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòî-
èò â ðåøåíèè ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû è çàòåì ðåøåíèè ñèñòåìû ïóò¼ì
èòåðàöèè. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íóæåí íå òîëüêî äëÿ ïðèäàíèÿ ñìûñëà
óðàâíåíèþ, íî è åãî íåçàâèñèìîñòü îò äèôôåðåíöèàëà âëîæåíèÿ i íåîá-
õîäèìà ÷òîáû èçáåæàòü ïîòåðþ ïðîèçâîäíûõ ïðè èòåðàöèè� [14] (ïåðåâîä
ìîé � Å.Ê.). Ýòà èäåÿ ñîâïàäàåò ñ èäååé ïðèâåä¼ííîãî äîêàçàòåëüñòâà (ñì.
ï. 1.6.1), åñëè ïîä �èòåðàöèåé� ïîíèìàòü �ðåøåíèå íàäñòðîåííîé äèíàìè÷å-
ñêîé ñèñòåìû� (ïîñòðîåííîé íàìè â õîäå äîêàçàòåëüñòâà), à ïîä �ïîòåðåé
ïðîèçâîäíûõ� � �íåñîâïàäåíèå êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ â òî÷êå ñàìîïåðåñå-
÷åíèÿ òðàåêòîðèè�.

1.7.2 Ñëó÷àé ïëîñêîé áàçû
Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé ñèòóàöèè òåîðåìû 1. Ïóñòü áàçà B
ðàññëîåíèÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ íà çàìêíóòûå òðàåêòîðèè ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé,
ò.å. îáëàäàåò ïëîñêîé àôôèííîé ñâÿçíîñòüþ.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîñòðîåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ôîðìóëèðîâêè è äîêàçà-
òåëüñòâà ëåììû 8 (à çíà÷èò, è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1) ìîæíî çíà÷è-
òåëüíî óïðîñòèòü. Ïðè ýòîì îäíîçíà÷íîñòü ïîñòðîåíèÿ áóäåò â åñòåñòâåí-
íîì ñìûñëå âûïîëíåíà, è íå ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå öåíòðà ìàññ.
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Çàìå÷àíèå 13. Åñëè ïðè ýòîì ïîäìíîãîîáðàçèå Λ ñòðîãî íåâûðîæäåíî
(ñì. ïðåäûäóùèé ïóíêò), òî ôîðìóëèðîâêà ëåììû 8 åù¼ áîëåå óïðîñòèò-
ñÿ. Èìåííî òàêàÿ ñèòóàöèÿ (òî÷íåå, ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé å¼ îáîáùåíèÿ, ñì.
ñëåäóþùèé ïóíêò) èçó÷àëàñü â ðàáîòå Ìîçåðà [25]. Áîëåå òî÷íî, â ýòîé
ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ îöåíêà ÷èñëà çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé ãàìèëüòîíîâîé
ñèñòåìû íà èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
m ∈ H−1(h). Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàñøòàáíàÿ çàìåíà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé
íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìîé ñòàíîâèòñÿ ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà, çàäàâàåìàÿ
êâàäðàòè÷íîé ÷àñòüþ ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà, à ïîäìíîãîîáðàçèå Λ (â íàøèõ
îáîçíà÷åíèÿõ) ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé ñôåðîé â ÷¼òíîìåðíîì ñèìïëåêòè÷å-
ñêîì ïîäïðîñòðàíñòâå E ⊂ TmM . Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû Ìîçåðà
[25] (îòíîñÿùèìñÿ ê ãàìèëüòîíîâó ñëó÷àþ) ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 4 [25], ñîãëàñ-
íî êîòîðîé ïðè ëþáîì äîñòàòî÷íî ìàëîì ε ÷èñëî çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé
ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H íà ïîâåðõíîñòè H−1(h+ε2) íå ìåíüøå 1

2
dim E.

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íàä Λ ñî ñëîåì (TmΛ)/(Tmγm) â ëþ-
áîé òî÷êå m ∈ Λ. Òîãäà íà ýòîì ðàññëîåíèè ëåãêî ïîñòðîèòü ïëîñêóþ
ñâÿçíîñòü, ÿâëÿþùóþñÿ �ïîäíÿòèåì� àôôèííîé ñâÿçíîñòè íà áàçå B. À
èìåííî, ïîäíÿòèå ïëîñêîé ñâÿçíîñòè íà ðàññëîåíèå (TmΛ)/(Tmγm), m ∈ Λ,
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì óñëîâèåì: ïðîåêöèÿ íà B ïàðàëëåëü-
íîãî ïåðåíîñà âäîëü ëþáîé êðèâîé íà Λ ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíî-
ñîì íà B. Â ÷àñòíîñòè, åñòåñòâåííîå äåéñòâèå îêðóæíîñòè íà ðàññëîåíèè
(TmΛ)/(Tmγm), m ∈ Λ, ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì èñêîìîé ñâÿçíî-
ñòè è ïîëó÷åííàÿ ñâÿçíîñòü êîììóòèðóåò ñ åñòåñòâåííûì äåéñòâèåì îêðóæ-
íîñòè íà ýòîì ðàññëîåíèè è òîæå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé.

Ýòà ñâÿçíîñòü îáëàäàåò ñëåäóþùèì (õàðàêòåðèñòè÷åñêèì) ñâîéñòâîì:
äëÿ ëþáîãî öèêëà γ 3 m íà Λ, ãîìîòîïíîãî çàìêíóòûì òðàåêòîðèÿì íà Λ,
îïåðàòîð ãîëîíîìèè, ò.å. ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü γ, ÿâëÿåòñÿ òîæäå-
ñòâåííûì îïåðàòîðîì â ïðîñòðàíñòâå (TmΛ)/(Tmγm).

Ïåðåíåñ¼ì ýòó ïëîñêóþ ñâÿçíîñòü íà ïîëå ïîäïðîñòðàíñòâ θm, m ∈ Λ, ñì.
øàã 2. Ðàññìîòðèì êàêîå-íèáóäü �ïðîäîëæåíèå� ýòîãî ïîëÿ ïîäïðîñòðàíñòâ
âî âñå òî÷êè îêðåñòíîñòè U ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ â H−1(h), ò.å. ðàññìîòðèì
ïîëå Θ ïîäïðîñòðàíñòâ θm, m ∈ U , îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íà Λ ñîâïàäàåò
ñ èñõîäíûì. Óêàçàííóþ ïëîñêóþ ñâÿçíîñòü íåòðóäíî ïðîäîëæèòü íà ýòî
ïîëå ïîäïðîñòðàíñòâ θm, m ∈ U , òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííàÿ ñâÿçíîñòü ñíîâà
áûëà ïëîñêîé.

Â òåðìèíàõ ïîñòðîåííîé ñâÿçíîñòè îñíîâíóþ ëåììó 8 ìîæíî ïåðåôîð-
ìóëèðîâàòü òàê (ìû ïåðåôîðìóëèðóåì òîëüêî îñíîâíûå ñâîéñòâà 1◦, 2◦ è
3◦ ýòîé ëåììû).

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü â óñëîâèÿõ ëåììû 8 áàçà B ðàññëîåíèÿ ïîä-
ìíîãîîáðàçèÿ Λ íà çàìêíóòûå òðàåêòîðèè îáëàäàåò ïëîñêîé àôôèííîé
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ñâÿçíîñòüþ. Òîãäà ñóùåñòâóþò S1�èíâàðèàíòíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ T̃ íà
Λ, áëèçêàÿ ê ôóíêöèè ïåðèîäà T , è âëîæåíèå i : Λ → H̃−1(h), áëèçêîå ê
òîæäåñòâåííîìó, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè. Äëÿ ëþáîé òî÷-
êè m ∈ Λ âåêòîð

ξi(m) := Ṽi(m) − T (m)

T̃ (m)
di(m)Vm

â òî÷êå i(m) ïðèíàäëåæèò ïîäïðîñòðàíñòâó θi(m). Ïðè ýòîì âåêòîðíîå
ïîëå ξm ∈ θm, m ∈ Λ̃, íà ïîäìíîãîîáðàçèè Λ̃ = i(Λ) ïàðàëëåëüíî îòíîñè-
òåëüíî óêàçàííîé ïëîñêîé ñâÿçíîñòè íà ðàññëîåíèè Θ = ∪m∈Uθm.

Ýòè óñëîâèÿ îïðåäåëÿþò âëîæåíèå i îäíîçíà÷íî, ñ òî÷íîñòüþ äî äèô-
ôåîìîðôèçìîâ ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ íà ñåáÿ, ñîõðàíÿþùèõ åñòåñòâåííîå äåé-
ñòâèå îêðóæíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ïîäìíîãîîáðàçèå Λ̃ âìåñòå ñ äåéñòâèåì
íà í¼ì îêðóæíîñòè îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3 ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
îñíîâíîé ëåììû 8. Îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî â äàííîé ñèòóàöèè âñå
�íàäñòðîåííûå� ñèñòåìû ñîâïàäàþò íà ïåðåñå÷åíèè ñâîèõ îáëàñòåé îïðå-
äåëåíèÿ. Ïîýòîìó ìîæíî ðàññìîòðåòü �åäèíóþ� íàäñòðîåííóþ ñèñòåìó, íå
çàâèñÿùóþ îò òðàåêòîðèè γ ⊂ Λ. Ó ýòîé ñèñòåìû îäíîçíà÷íî íàõîäèòñÿ
ïîäìíîãîîáðàçèå Λ̃ = j(Λ), çàïîëíåííîå å¼ çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè. Íà
ýòîì ïîäìíîãîîáðàçèè ïî îáû÷íîé ôîðìóëå ñòðîèòñÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ S,
èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ îêðóæíîñòè.

×òîáû âûáðàòü êàêîé-íèáóäü äèôôåîìîðôèçì i : Λ → Λ̃, ñîõðàíÿþùèé
äåéñòâèå îêðóæíîñòè, ìîæíî ïîñòóïèòü êàê â îáùåì ñëó÷àå: âûáðàòü ñíà-
÷àëà êàêîé-íèáóäü äèôôåîìîðôèçì j : Λ → Λ̃, áëèçêèé ê òîæäåñòâåííîìó,
è ïîäîáðàòü (óæå îäíîçíà÷íî) îòîáðàæåíèå i òàê, ÷òîáû äèôôåîìîðôèçì
j−1 ◦ i : Λ → Λ ñîõðàíÿë öåíòðû ìàññ.

Íà àíàëîãè÷íîé èäåå îñíîâàíî äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòà ðàáîòû Ìî-
çåðà [25], â êîòîðîé ðàññìàòðèâàëñÿ ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé îïèñàííîé ñèòóà-
öèè. Â ýòîé ðàáîòå äîêàçàí ñëåäóþùèé àíàëîã óòâåðæäåíèÿ 3 äëÿ îïèñàí-
íîé â çàìå÷àíèè 13 ñèòóàöèè: äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε ñóùåñòâó-
þò ãëàäêèå ôóíêöèè S è T̃ íà ñôåðå Λ, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî äåé-
ñòâèÿ îêðóæíîñòè S1, è òàêîå âëîæåíèå i ýòîé ñôåðû â ìàëóþ îêðåñò-
íîñòü òî÷êè m, ÷òî îáðàç ïðè âëîæåíèè i ëþáîé êðèòè÷åñêîé îêðóæíî-
ñòè ôóíêöèè S ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè H−1(h + ε2) è ÿâëÿåòñÿ çàìêíó-
òîé òðàåêòîðèåé ðàññìàòðèâàåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû. Îòëè÷èå îò
óòâåðæäåíèÿ 3 ñîñòîèò ëèøü â òîì, ÷òî îáðàç ñôåðû Λ ïðè âëîæåíèè i íå
ëåæèò, âîîáùå ãîâîðÿ, íà èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè H−1(h + ε2), íî
òåì íå ìåíåå îáðàç ëþáîé êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè ôóíêöèè S ëåæèò íà
ýòîé ïîâåðõíîñòè. Êàê ìû óæå îòìå÷àëè (ñì. ñëåäñòâèå 3 èç ï. 1.1.3), èç
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ïðèâåä¼ííîãî óòâåðæäåíèÿ ñ ó÷¼òîì ðàáîòû Âåéíñòåéíà [36] äåéñòâèòåëüíî
ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé íà ïîâåðõíîñòè H−1(h + ε2) íå
ìåíüøå 1

2
dim E.

Äîêàçàòåëüñòâî Ìîçåðà [25] àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 3
â ñëó÷àå ïëîñêîé ñâÿçíîñòè. Îäíàêî ïðåäëîæåíèå 3 íå ïðèìåíèìî ê ñè-
òóàöèè, ðàññìîòðåííîé Ìîçåðîì. Äåëî â òîì, ÷òî åñëè íà áàçå B = Λ/S1

ñóùåñòâóåò ïëîñêàÿ àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü, òî íà ïîäìíîãîîáðàçèè Λ òîæå
ñóùåñòâóåò ïëîñêàÿ àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü. (Äëÿ ðèìàíîâûõ ñâÿçíîñòåé ïî-
ñëåäíåå óòâåðæäåíèå íåâåðíî!) Äåëî â òîì, ÷òî êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå T∗Λ
íàä Λ èçîìîðôíî ïðÿìîé ñóììå ðàññëîåíèÿ ñî ñëîåì (TmΛ)/(Tmγm), m ∈ Λ,
è òðèâèàëüíîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ íàä Λ (ò.å. ñî ñëîåì IR). Òàê êàê íà
îáîèõ ðàññëîåíèÿõ åñòü ïëîñêàÿ ñâÿçíîñòü, òî Λ ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì. À â ñè-
òóàöèè, ðàññìîòðåííîé Ìîçåðîì, Λ ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ,
âîîáùå ãîâîðÿ, ïëîñêîé.

Îäíàêî, åñëè äîáàâèòü ïðÿìóþ ê êàñàòåëüíîìó ðàññëîåíèþ T∗Λ ê ñôåðå,
òî ïîëó÷åííîå ðàññëîåíèå íàä ñôåðîé Λ ñòàíåò òðèâèàëüíûì, è ïîýòîìó
áóäåò îáëàäàòü ïëîñêîé ñâÿçíîñòüþ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå àíàëîã
ïðåäëîæåíèÿ 3 îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâûì.

Â ñëåäóþùåì ïóíêòå ìû ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå, êîòîðîå îáîáùàåò
ñëó÷àé ïëîñêîé áàçû B è ïðèìåíèìî â ñèòóàöèè, ðàññìîòðåííîé Ìîçåðîì.
Çàìå÷àíèå. Óêàæåì îòëè÷èå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 â îáùåì ñëó÷àå
� êîãäà íåò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà òîïîëîãèþ ðàññëîåíèÿ ïîäìíîãîîá-
ðàçèÿ Λ ⊂ H−1(h) íà çàìêíóòûå òðàåêòîðèè íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû. Â
÷àñòíîñòè, êîãäà íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî áàçà B = Λ/S1 ýòîãî ðàññëîåíèÿ
îáëàäàåò ïëîñêîé àôôèííîé ñâÿçíîñòüþ, èëè ÷òî ðàññëîåíèå óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ 4.

Äîêàçàòåëüñòâî (ñì. ï. 1.6.1) óòâåðæäåíèÿ 3 (îáîáùàþùåãî òåîðåìó 1)
ïðîâîäèëîñü ïî ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 3: ìû ðàññìàòðèâàëè
�íàäñòðîåííóþ� äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, ò.å. ñèñòåìó â ïðîñòðàíñòâå íåêî-
òîðîãî ðàññëîåíèÿ íàä èñõîäíûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì, îãðàíè÷åíèå êî-
òîðîé íà íóëåâîå ñå÷åíèå ñîâïàäàåò ñ äàííîé ñèñòåìîé. Îòëè÷èå äîêàçà-
òåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàäñòðîåííàÿ ñèñòåìà áûëà ëîêàëüíîé: îíà çà-
âèñåëà îò ïàðàìåòðà � òðàåêòîðèè γ ⊂ Λ, è áûëà îïðåäåëåíà ëèøü â ìàëîé
îêðåñòíîñòè Uγ ýòîé òðàåêòîðèè. Êàæäóþ òàêóþ ëîêàëüíóþ íàäñòðîåííóþ
ñèñòåìó ìû ñòðîèëè â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðè ïîìîùè íåêîòîðîé ïëîñêîé
àôôèííîé ñâÿçíîñòè â îêðåñòíîñòè òî÷êè p(γ) íà áàçå B, ãëàäêî çàâèñÿ-
ùåé îò çàìêíóòîé òðàåêòîðèè γ ⊂ Λ. (Ëîêàëüíî, ò.å. â îêðåñòíîñòè ëþáîé
òî÷êè, ïëîñêàÿ ñâÿçíîñòü âñåãäà ñóùåñòâóåò!)

Èòàê, â îáùåì ñëó÷àå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 ìû ðàññìîòðåëè öå-
ëîå ñåìåéñòâî íàäñòðîåííûõ ñèñòåì, â êîòîðîì ïàðàìåòðîì ñëóæèò òî÷êà
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p(γ) íà áàçå B = Λ/S1, èëè çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ γ ⊂ Λ. Ãðóáî ãîâîðÿ, ìû
ôàêòè÷åñêè ðàññìîòðåëè �äâàæäû íàäñòðîåííóþ� ñèñòåìó, ò.å. ñèñòåìó, çà-
äàííóþ â ïðîñòðàíñòâå íåêîòîðîãî ðàññëîåíèÿ ∪b∈BΘp−1(b) íàä B. Âñå ñëîè
ýòîãî ðàññëîåíèÿ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî íàäñòðîåííîé ñèñòåìû, è å¼
îãðàíè÷åíèå íà ëþáîé ñëîé Θγ ÿâëÿåòñÿ â ñâîþ î÷åðåäü íàäñòðîåííîé ñè-
ñòåìîé.

1.7.3 Ñëó÷àé ïëîñêîãî èëè ñòàáèëüíî ïëîñêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ
Ïóñòü áàçà B ðàññëîåíèÿ Λ íà çàìêíóòûå òðàåêòîðèè íå ÿâëÿåòñÿ, âîîá-
ùå ãîâîðÿ, ïëîñêèì. Íî ïóñòü ñàìî ïîäìíîãîîáðàçèå Λ îáëàäàåò ïëîñêîé
àôôèííîé ñâÿçíîñòüþ, êîììóòèðóþùåé ñ äåéñòâèåì îêðóæíîñòè, è äëÿ
êîòîðîé îïåðàòîð ãîëîíîìèè ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì. (Ïðè ýòîì äåéñòâèå
îêðóæíîñòè óæå íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì.)

Åñëè æå Λ íå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì, òî ïðåäïîëîæèì åù¼ áîëåå îáùóþ ñè-
òóàöèþ. À èìåííî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî Λ ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíî ïëîñêèì, ò.å.
ïîñëå ïðèáàâëåíèÿ òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ê êàñàòåëüíîìó ðàññëîåíèþ
T∗Λ, íà ïîëó÷åííîì ðàññëîåíèè

E = IRN ⊕ T∗Λ (54)

íàä Λ ñóùåñòâóåò ïëîñêàÿ ñâÿçíîñòü, êîòîðàÿ
1. ñîãëàñîâàíà (ò.å. êîììóòèðóåò) ñ äåéñòâèåì îêðóæíîñòè, è

2. äëÿ êîòîðîé îïåðàòîð ãîëîíîìèè ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îïåðà-
òîðîì

(N � äîñòàòî÷íî áîëüøîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî). Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî îêðóæíîñòü äåéñòâóåò íà ïðîñòðàíñòâå IRN òîæäåñòâåííûìè ïðåîáðà-
çîâàíèÿìè, à ïîä îïåðàòîðîì ãîëîíîìèè ïîíèìàåòñÿ ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ
âäîëü çàìêíóòîé òðàåêòîðèè íà Λ.

Åñëè ñèñòåìà çàâèñèò îò N ïàðàìåòðîâ, òî â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà IRN

ìîæíî âçÿòü ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Íàïðèìåð, â ðàáîòå Ìî-
çåðà [25] ðàññìàòðèâàåòñÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè ñëó÷àé N = 1, è â êà÷åñòâå
ïðîñòðàíñòâà IR1 áåð¼òñÿ ïðîñòðàíñòâî çíà÷åíèé ýíåðãèè H.
Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå ñîãëàñîâàííîñòè ñâÿçíîñòè ñ äåéñòâèåì îêðóæíîñòè,
îïðåäåë¼ííûõ íà îäíîì è òîì æå ðàññëîåíèè E íàä Λ äîïóñêàåò ñëåäóþ-
ùóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó. Ðàññìîòðèì íà ðàññëîåíèè E = IRN ⊕ T∗Λ ïîëå K
îïåðàòîðîâ Km, m ∈ Λ, íàçûâàåìîå êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé äåéñòâèÿ
îêðóæíîñòè è îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì

Kmξ = ∇ d
ds

as(m)(das(m)ξ)|s=0, ξ ∈ Em,m ∈ Λ, (55)
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ãäå as : IRN ⊕ Λ → IRN ⊕ Λ � äåéñòâèå ýëåìåíòà s ∈ S1 íà ìíîãîîáðàçèè
IRN ⊕ Λ, das : Em → Eas(m) � ñîîòâåòñòâóþùåå êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå.
Òîãäà ñîãëàñîâàííîñòü ñâÿçíîñòè ñ äåéñòâèåì îêðóæíîñòè ðàâíîñèëüíà ïà-
ðàëëåëüíîñòè ïîëÿ îïåðàòîðîâ K îòíîñèòåëüíî ýòîé ñâÿçíîñòè:

∇K = 0,

ãäå ∇ � îïåðàòîð êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, îòâå÷àþùèé ñâÿç-
íîñòè íà ðàññëîåíèè (54).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äåéñòâèå îêðóæíîñòè íà ðàñ-
ñëîåíèè (54) ÿâëÿåòñÿ �ðàâíîìåðíûì� ïî îòíîøåíèþ ê ïëîñêîé ñâÿçíîñòè.
Ýòî óñëîâèå íà Λ îáîáùàåò óñëîâèå ïðåäëîæåíèÿ 3, ïîñêîëüêó â ñëó÷àå
ïëîñêîé áàçû B ñóùåñòâóåò ïëîñêàÿ àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü íà Λ, ÿâëÿþùàÿñÿ
�ïîäíÿòèåì� ïëîñêîé ñâÿçíîñòè íà B, òàêàÿ, ÷òî êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
K äåéñòâèÿ îêðóæíîñòèòîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ, à íå òîëüêî ïàðàëëåëü-
íà. Ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äåéñòâèå îêðóæíîñòè íà
T∗Λ ñàì�î ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì.
Çàìå÷àíèå. Â êàæäîé òî÷êå m ∈ Λ îïåðàòîð e−2πKm ñîâïàäàåò ñ îïåðà-
òîðîì ãîëîíîìèè, ò.å. ñ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì âäîëü îêðóæíîñòè as(m),
s ∈ S1, è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò S1�èíâàðèàíòíàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà íà ïîäìíîãîîáðàçèè Λ, ñîãëà-
ñîâàííàÿ ñî ñâÿçíîñòüþ íà ðàññëîåíèè (54), ò.å. ñîõðàíÿþùàÿñÿ ïðè ïà-
ðàëëåëüíîì ïåðåíîñå. Îòíîñèòåëüíî ýòîé ìåòðèêè îïåðàòîð Km ÿâëÿåòñÿ
êîñîñèììåòðè÷íûì.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ïåðåíåñ¼ì ýòó ïëîñêóþ ñâÿçíîñòü (âìåñòå
ñ ïîëåì îïåðàòîðîâ Km è ðèìàíîâîé ìåòðèêîé) íà ïîëå ïîäïðîñòðàíñòâ

IRN+1
m ⊕ θm, m ∈ Λ, (56)

ãäå θm, m ∈ Λ, � ïîëå, îïèñàííîå íà øàãå 2, IRN+1
m = IRm,t ⊕ IRN , IRm,t =

Tmγm. Òàê êàê èçîìîðôèçì ìåæäó ðàññëîåíèÿìè ∪m∈Λ(TmΛ)/(Tmγm) è
∪m∈Λθm êîììóòèðóåò ñ äåéñòâèåì îêðóæíîñòè (ñëåäñòâèå 8, ñì. øàã 2),
òî ïåðåíåñ¼ííàÿ ñâÿçíîñòü òîæå áóäåò êîììóòèðîâàòü ñ åñòåñòâåííûì äåé-
ñòâèåì îêðóæíîñòè íà ïîëå ïîäïðîñòðàíñòâ (56). Â ÷àñòíîñòè, ïåðåíåñ¼ííîå
ïîëå îïåðàòîðîâ Km îïÿòü áóäåò ïàðàëëåëüíûì.

Êàê è âûøå, ðàññìîòðèì ëþáîå �ïðîäîëæåíèå� ïîëÿ ïîäïðîñòðàíñòâ θm,
m ∈ Λ, âî âñå òî÷êè îêðåñòíîñòè U ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ â M , ò.å. ðàññìîòðèì
ïîëå ïîäïðîñòðàíñòâ

IRN+1
m ⊕ θm, m ∈ U, (57)

îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íà Λ ñîâïàäàåò ñ ïîëåì (56). Ïåðåíåñ¼ííóþ ïëîñêóþ
ñâÿçíîñòü âìåñòå ñ ïîëåì îïåðàòîðîâ Km, m ∈ Λ, íåòðóäíî ïðîäîëæèòü íà
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ïîëå ïîäïðîñòðàíñòâ (57), òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííîå ïîëå îïåðàòîðîâ Km, m ∈
U , íà ðàññëîåíèè (57) ñíîâà áûëî ïàðàëëåëüíî îòíîñèòåëüíî ïîëó÷åííîé
ñâÿçíîñòè.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ïðåäëîæåíèÿ 3, àíàëîãè÷íîå ëåììå
8, èç êîòîðîãî ñëåäóåò ðåçóëüòàò ðàáîòû Ìîçåðà [25] (ïðè N = 1).

Ïðåäëîæåíèå 4. Â óñëîâèÿõ ëåììû 8 ðàññìîòðèì ðàññëîåíèå IRN⊕(T∗Λ)
íàä Λ ñ åñòåñòâåííûì äåéñòâèåì îêðóæíîñòè S1 íà í¼ì, ãäå N ∈ IN+.
Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïëîñêàÿ ñâÿçíîñòü íà ýòîì ðàññëîåíèè, êîììóòèðó-
þùàÿ ñ åñòåñòâåííûì äåéñòâèåì îêðóæíîñòè, ïðè÷¼ì îïåðàòîðû ãîëî-
íîìèè, îòâå÷àþùèå çàìêíóòûì òðàåêòîðèÿì íà Λ, ÿâëÿþòñÿ òîæäå-
ñòâåííûìè. Ïóñòü K � ñîîòâåòñòâóþùåå ïàðàëëåëüíîå ïîëå îïåðàòî-
ðîâ (55) íà ýòîì ðàññëîåíèè. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèå äåéñòâèå
îêðóæíîñòè, ïëîñêóþ ñâÿçíîñòü è ïàðàëëåëüíîå ïîëå îïåðàòîðîâ K íà
ðàññëîåíèè (57). Òîãäà ñóùåñòâóþò âëîæåíèå i : Λ ↪→ IRN × U , áëèçêîå ê
òîæäåñòâåííîìó, è ãëàäêàÿ S1�èíâàðèàíòíàÿ ôóíêöèÿ T̃ íà Λ, áëèçêàÿ
ê ôóíêöèè ïåðèîäà T , îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1◦ Äëÿ ëþáîé òî÷êè m ∈ Λ âåêòîð

ξm =
T̃ (m)

T (m)
Ṽi(m) − di(m)Vm

ïðèíàäëåæèò ïîäïðîñòðàíñòâó IRN+1
i(m) ⊕ θi(m), è åãî ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ

â òî÷êó m îðòîãîíàëåí âåêòîðó Vm.
2◦ Âåêòîðíîå ïîëå ξ âäîëü ïîäìíîãîîáðàçèÿ i(Λ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-

íåíèþ
∇di(m)Vmξm =

2π

T (m)
Ki(m)ξm, m ∈ Λ,

ãäå ∇ � êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîé ñâÿçíîñòè íà
ïîëå ïîäïðîñòðàíñòâ (57).

3◦ Ñðåäíåå çíà÷åíèå âåêòîð-ôóíêöèè h ◦ i âäîëü êàæäîé òðàåêòîðèè
γ ⊂ Λ ðàâíî 0, ãäå h : IRN ×U → IRN � ïðîåêöèÿ íà ïåðâûé ñîìíîæèòåëü.
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèè γ, òàêîé, ÷òî ξ|i(γ) = 0, å¼ îáðàç i(γ)
öåëèêîì ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè h−1(0).

4◦ Ïðè ýòîì âîçìóù¼ííîå ïîäìíîãîîáðàçèå Λ̃ âèäà Λ̃ = i(Λ) åäèíñòâåí-
íî. Áîëåå òîãî, âëîæåíèå i îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî äèô-
ôåîìîðôèçìîâ ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ íà ñåáÿ, ñîõðàíÿþùèõ åñòåñòâåííîå äåé-
ñòâèå îêðóæíîñòè íà Λ.

Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ïðåäëîæåíèè òðåáóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïëîñêîé
ñâÿçíîñòè íà ðàññëîåíèè íàä Λ ñî ñëîåì IRN⊕ (TmΛ), ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî
íà N + 1 áîëüøå, ÷åì ðàçìåðíîñòü ñëîÿ èç ïðåäëîæåíèÿ 3. Çà ñ÷¼ò ýòîãî
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�íàäñòðîåííîå� ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 4 áó-
äåò èìåòü ðàçìåðíîñòü íà 2N+2 áîëüøå, ÷åì â äîêàçàòåëüñòâå àíàëîãè÷íîé
ëåììû 8. À èìåííî, êðîìå óêàçàííîãî óâåëè÷åíèÿ íà N + 1 ðàçìåðíîñòè
ñëîÿ, íóæíî ââåñòè N + 1 äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû: çíà÷åíèå
ïåðèîäà T̃ è çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ h ∈ IRN .
Çàìå÷àíèå. Ïóñòü N = 0, ò.å. ïîäìíîãîîáðàçèå Λ ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì è
ñóùåñòâóåò òðåáóåìàÿ ïëîñêàÿ ñâÿçíîñòü íà ðàññëîåíèè T∗Λ, ò.å. êîììó-
òèðóþùàÿ ñ äåéñòâèåì îêðóæíîñòè è èìåþùàÿ òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð
ãîëîíîìèè, îòâå÷àþùèé çàìêíóòûì òðàåêòîðèÿì íà Λ. Òîãäà ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå óòî÷íåíèå ïðåäëîæåíèÿ 4. À èìåííî, ïóíêò 3◦ ýòîãî ïðåäëîæå-
íèÿ ìîæíî çàìåíèòü óñëîâèåì i(Λ) ⊂ h−1(0).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 4 ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
ïðåäëîæåíèÿ 3 è îñíîâíîé ëåììû 8. Îñíîâíîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 4 (êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå Ìîçåðà [25])
ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîìïàêòíîå ïîäìíîãîîáðàçèå IRN × Λ ⊂ IRN × U , çà-
ïîëíåííîå çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû. Ñòðîèòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùåå âëîæåíèå i : DN ×Λ → IRN ×U , áëèçêîå ê òîæäåñòâåííî-
ìó, ïðè êîòîðîì îáðàçû çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé íå ëåæàò, âîîáùå ãîâîðÿ,
íà ïîâåðõíîñòÿõ {h = const}, ãäå DN � îêðåñòíîñòü íóëÿ â IRN . Ïîñëå ýòî-
ãî, ÷òîáû âûäåëèòü òðàåêòîðèè íà íóëåâîì óðîâíå H−1(0), ðàññìàòðèâàåòñÿ
íà ïîäìíîãîîáðàçèè i(DN ×Λ) �óñðåäí¼ííàÿ� âåêòîð-ôóíêöèÿ h∗ è áåðåòñÿ
ìíîæåñòâî óðîâíÿ (h∗)−1(0) ýòîé ôóíêöèè [25]. ßñíî, ÷òî ïîñòðîåííîå ïîä-
ìíîãîîáðàçèå åñòåñòâåííî ðàññëîåíî íà îêðóæíîñòè, äèôôåîìîðôíî Λ è
ñîäåðæèò âñå çàìêíóòûå òðàåêòîðèè âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû íà ïîâåðõíîñòè
h−1(0).
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2 Íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ è äîïîëíåíèÿ
2.1 Ðîëü ïîñòîÿíñòâà çíà÷åíèé ýíåðãèè, ôóíêöèè ïå-

ðèîäà è ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû
2.1.1 Çàìêíóòûå òðàåêòîðèè ôèêñèðîâàííîãî ïåðèîäà
Îòìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå óêàçàííîãî ÷èñëà çà-
ìêíóòûõ òðàåêòîðèé íà ëþáîé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè H̃−1(h′),
áëèçêîé ê èñõîäíîé, à íå òîëüêî íà ïîâåðõíîñòè H̃−1(h), ïîñêîëüêó çíà÷å-
íèå ýíåðãèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð âîçìó-
ùåíèÿ. Â ëþáîì ñëó÷àå, òåîðåìà 1 îöåíèâàåò ÷èñëî çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé,
ëåæàùèõ íà îäíîé è òîé æå èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Îêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî âìåñòî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ìîæíî ôèêñèðîâàòü ïåðèîä çàìêíóòûõ
òðàåêòîðèé è ïîëó÷àòü àíàëîãè÷íóþ îöåíêó äëÿ ÷èñëà òàêèõ òðàåêòîðèé.

Ïðèâåä¼ì çäåñü àíàëîã òåîðåì 1, 2 è 3 äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïåðèîä çà-
ìêíóòûõ òðàåêòîðèé íà ïîäìíîãîîáðàçèè Λ ⊂ M ïîñòîÿíåí, è òðåáóåò-
ñÿ îöåíèòü ÷èñëî çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû ñ òåì æå
ïåðèîäîì. Ïóñòü, íàïðèìåð, âñå òðàåêòîðèè íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû íà Λ
èìåþò ïåðèîä 1 (äëÿ íåêîòîðûõ òðàåêòîðèé ýòîò ïåðèîä ìîæåò íå áûòü ìè-
íèìàëüíûì). Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòü Λ íå îáÿçàòåëüíî
ëåæèò íà èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè è, áîëåå òîãî, ìîæåò ñîäåðæàòü
êðèòè÷åñêèå òî÷êè ãàìèëüòîíèàíà, òàê ÷òî ñðåäè òðàåêòîðèé íà Λ ìîãóò
áûòü îñîáûå òî÷êè. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå êàê ïîòîê A = g1

H

ñèñòåìû çà âðåìÿ 1 âî âñ¼ì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (íî íå êàê îãðàíè÷åíèå
ýòîãî ïîòîêà ëèøü íà èçîýíåðãåòè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü).

Îïðåäåëåíèå íåâûðîæäåííîñòè è ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè Λ â ýòîì ñëó÷àå
ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèÿìè 9 è 13 â ñëó÷àå îòîáðàæåíèé.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ïîäìíîãîîáðàçèå Λ ⊂ M , çàïîëíåííîå çàìêíóòûìè 1�
ïåðèîäè÷åñêèìè òðàåêòîðèÿìè íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû, êîìïàêòíî (áåç
êðàÿ) è íåâûðîæäåíî. Òîãäà ÷èñëî çàìêíóòûõ 1�ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòî-
ðèé âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû íå ìåíüøå, ÷åì ìèíèìàëüíîå ÷èñëî êðèòè÷å-
ñêèõ òî÷åê ãëàäêîé ôóíêöèè íà ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèè B = Λ/S1. Ïðè ýòîì
÷èñëî òàêèõ òðàåêòîðèé ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòåé íå ìåíüøå ìèíèìàëüíîãî
÷èñëà êðèòè÷åñêèõ ôóíêöèè Ìîðñà íà B.

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f íà ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèè B íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñ-
ëè ôóíêöèÿ f ◦p íà Λ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé. Ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f íà B íàçûâàåò-
ñÿ ìîðñîâñêîé, åñëè ôóíêöèÿ f ◦p íà ìíîãîîáðàçèè Λ ÿâëÿåòñÿ áîòòîâñêîé,
è ëþáîå å¼ êðèòè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé òðàåêòîðèåé
íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû íà Λ (íàïðèìåð, ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ).
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Òåîðåìà 6. Ïóñòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5 âîçìóù¼ííàÿ ñèñòåìà ãëàä-
êî çàâèñèò îò ìàëîãî ïàðàìåòðà ε, ò.å. èìååò ãàìèëüòîíèàí âèäà (4).
Ðàññìîòðèì íà Λ óñðåäí¼ííîå âîçìóùåíèå, ò.å. ãëàäêóþ ôóíêöèþ âèäà
H̄(m) =

∫ 1
0 H(γ(m, t)) dt, m ∈ Λ, ãäå H = H1|Λ, γ(m, t) � ðåøåíèå íåâîç-

ìóù¼ííîé ñèñòåìû ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì γ(m, 0) = m. Ïóñòü γ0 ⊂ Λ
� áîòòîâñêàÿ êðèòè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ôóíêöèè H̄. Òîãäà ñóùåñòâóåò
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ 1�ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé
γε âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû. Ýòî ñåìåéñòâî ãëàäêî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà
âîçìóùåíèÿ ε, ãäå ε äîñòàòî÷íî ìàëî, è γε ñîâïàäàåò ñ γ0 ïðè ε = 0. Ïðè
ýòîì, åñëè òðàåêòîðèÿ γ0 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ, òî òðàåê-
òîðèÿ γε òîæå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5 ïîäìíîãîîáðàçèå Λ ⊂ M ñèëüíî
óñòîé÷èâî â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Ïóñòü ãàìèëüòîíèàí H̃ âîçìóù¼í-
íîé ñèñòåìû ãëàäêî çàâèñèò îò ìàëîãî ïàðàìåòðà ε ≥ 0, ò.å. èìååò âèä
(4). Ïóñòü òðàåêòîðèÿ γ0 ⊂ Λ ÿâëÿåòñÿ áîòòîâñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì
ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (èëè ìèíèìóìà ëèáî ìèíèìàêñà, â çàâèñèìîñòè
îò ñèòóàöèè â îïðåäåëåíèè 13) ôóíêöèè H̄, ò.å. èìååò ìåñòî �ñîãëà-
ñîâàííàÿ çíàêîîïðåäåë¼ííîñòü�. Òîãäà âûæèâàþùàÿ ñîãëàñíî òåîðåìå 6
çàìêíóòàÿ 1�ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ γε, 0 < ε ≤ ε0, âîçìóù¼ííîé ñè-
ñòåìû ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâà â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè.

Â òåîðåìå 7 ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü çàìêíóòîé òðàåêòîðèè γε ïî-
íèìàåòñÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Â ñëó÷àå, êîãäà òðàåêòîðèÿ γ0 ÿâëÿåòñÿ
ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ, óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ γε ÿâ-
ëÿåòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ Ã = g1

H̃
,

à â ñëó÷àå, êîãäà γ0 íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ, óòâåðæäàåòñÿ,
÷òî çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ γε îðáèòàëüíî ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâà â ëèíåé-
íîì ïðèáëèæåíèè íà ñîîòâåòñòâóþùåé ïîâåðõíîñòè H̃−1(h).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå

M × IR(h) × S1
(t) (58)

ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû

ω2 − dh ∧ dt (59)

è ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà H − h, ãäå t mod 1 ∈ IR/ZZ = S1 � ïàðàìåòð íà
îêðóæíîñòè. Èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèÿì òàêîé ñèñòåìû íà íåîñîáîé èçîýíåð-
ãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè {H − h = 0} îòâå÷àþò ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû.
ßñíî, ÷òî ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâèè 1�ïåðèîäè÷åñêèì òðàåêòîðèÿì èñõîäíîé
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ñèñòåìû â òî÷íîñòè îòâå÷àþò ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû
íà ïîâåðõíîñòè {H−h = 0}. Ïðè ýòîì êàæäîé 1�ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè
èñõîäíîé ñèñòåìû, íå ÿâëÿþùåéñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ, îòâå÷àåò îäíî-
ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (58), (59),
ãäå ïàðàìåòðîì ñåìåéñòâà ñëóæèò âðåìÿ t ∈ S1. (Â äåéñòâèòåëüíîñòè, 1�
ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû � ýòî òîæå ïàðàìåòðèçîâàí-
íàÿ êðèâàÿ γ(t), ãäå γ(1) = γ(0), îäíàêî îáû÷íî òðàåêòîðèè, îòëè÷àþùèåñÿ
ñäâèãîì âðåìåíè, ñ÷èòàþò ñîâïàäàþùèìè.)

Óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè Λ ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî çàìêíóòûå òðàåê-
òîðèè íîâîé ñèñòåìû (58), (59) çàìåòàþò íåâûðîæäåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå

Λ× S1 ⊂ {H − h = 0}.

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3, ñóùåñòâóþò ãëàäêîå âëîæåíèå i è ãëàäêàÿ
S1�èíâàðèàíòíàÿ ôóíêöèÿ S íà ïîäìíîãîîáðàçèè Λ×S1, óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèÿì ýòîãî óòâåðæäåíèÿ. Òàê êàê ñèñòåìà èìååò öèêëè÷åñêóþ ïåðåìåí-
íóþ t, òî âñå îáúåêòû, ñòðîÿùèåñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 3 (è
íåîáõîäèìûå äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíîé ëåììû 8), ìîæíî âçÿòü íå çàâè-
ñÿùèìè îò t. Òàê êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 3 óêàçàí îäíîçíà÷-
íûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè S è âëîæåíèÿ i, òî ôóíêöèÿ S è âëîæåíèå i
áóäóò èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ âðåìåíè t 7→ t+t0. Îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî ôóíêöèÿ S îäíîçíà÷íî îïóñêàåòñÿ íà èñõîäíîå ïîäìíîãîîáðàçèå
Λ, à âëîæåíèå i êîììóòèðóåò ñî ñäâèãîì âðåìåíè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
(58). Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3, ôóíêöèÿ S èíâàðèàíòíà îòíî-
ñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî äåéñòâèÿ îêðóæíîñòè íà Λ×S1. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà
ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íî îïóñêàåòñÿ íà ôàêòîð-ìíîæåñòâî B = Λ/S1. Îòñþäà,
ñ ó÷¼òîì óòâåðæäåíèé 3 è 4, ñëåäóþò òåîðåìû 5, 6, 7. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå,
êîãäà γ0 ⊂ Λ íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ, íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
ñâîéñòâîì 3◦ èç óòâåðæäåíèÿ 3 î ñîâïàäåíèè îáðàçà ãåññèàíà ôóíêöèè S
ïðè îòîáðàæåíèè di(m) ñ ÿäðîì îïåðàòîðà dÃ(i(m))− I.

Àíàëîãè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêèå æå óòâåðæäåíèÿ
âåðíû â ñëåäóþùåé áîëåå îáùåé ñèòóàöèè.

2.1.2 Çàìêíóòûå òðàåêòîðèè ôèêñèðîâàííîãî òèïà
Ïóñòü â ïëîñêîñòè IR2

h,λ çàäàíà ãëàäêàÿ ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ µ (îáû÷íî ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî îíà ñâÿçíà è çàìêíóòà). Áîëåå òî÷íî, ðàññìîòðèì ëþáîå
ïîãðóæåíèå îêðóæíîñòè èëè ïðÿìîé â ýòó ïëîñêîñòü, ãäå îêðóæíîñòü èëè
ïðÿìàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ãëàäêèõ çàìåí ïàðàìåòðà. Íàïðè-
ìåð, êðèâàÿ µ ìîæåò èìåòü âèä {h = const} èëè {λ = const}.
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Ïóñòü Λ � ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè
M , ñïëîøü çàïîëíåííîå çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíè-
àíîì H, ïðè÷¼ì íà Λ çàäàíà ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ïåðèîäà T . Ðàññìîòðèì íà Λ
äâå ãëàäêèå S1�èíâàðèàíòíûå ôóíêöèè: H è T , à òàêæå çàäàâàåìîå ýòèìè
ôóíêöèÿìè ãëàäêîå S1�èíâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå â ïëîñêîñòü

Λ → IR2
h,λ, h = H(m), λ = T (m), m ∈ Λ. (60)

Ïóñòü îáðàç ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ëåæèò íà êðèâîé µ. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ,
÷òî åñëè êðèâàÿ µ èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, òî äëÿ êàæäîé òî÷êè m ∈ Λ
óêàçûâàåòñÿ òàêæå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà u = u(m) íà êðèâîé µ, ãëàäêî çà-
âèñÿùåå îò òî÷êè m, òàêîå, ÷òî µ(u(m)) = (H(m), T (m)).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ëþáîé òî÷êå m ∈ Λ âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ
óñëîâèé:

1. ëèáî dH(m) 6= 0,

2. ëèáî êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé µ(u) ⊂ IR2
h,λ â òî÷êå u0 = u(m) íå ïàðàë-

ëåëüíà îñè λ èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, êðèâàÿ µ(u) ëîêàëüíî èìååò âèä
ãðàôèêà ôóíêöèè λ = λ(h).

Ðàññìîòðèì â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå

M × IR2
(h,λ)

ïîäìíîãîîáðàçèå êîðàçìåðíîñòè 2, èìåþùåå âèä

{H(m)− h = 0, (h, λ) ∈ µ}. (61)

Â ñèëó óñëîâèé 1, 2 ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì âáëèçè Λ.
Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè H íà ìíîãîîáðàçèè M ðàññìîòðèì îòðåçêè òðà-

åêòîðèé γ(t), t ∈ [0, λ], ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H. Òðàåêòîðèè γ, äëÿ
êîòîðûõ ýíåðãèÿ h = H|γ è ïðîìåæóòîê âðåìåíè λ óäîâëåòâîðÿþò ñîîò-
íîøåíèþ (61), íàçîâ¼ì òðàåêòîðèÿìè òèïà (61). Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî òèï (61) òðàåêòîðèé ôèêñèðîâàí. Òðàåêòîðèè ýòîãî òèïà, çàìûêàþùè-
åñÿ ÷åðåç âðåìÿ λ, íàçîâ¼ì çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè ôèêñèðîâàííîãî
òèïà.

×åðåç ëþáóþ òî÷êó m ∈ Λ ïðîâåä¼ì ñå÷åíèå Ïóàíêàðå σ â ïîäìíîãîîá-
ðàçèè (61), ò.å. ãèïåðïîâåðõíîñòü, òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùóþ ôàçîâóþ
òðàåêòîðèþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó m. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Ïóàí-
êàðå A ïîâåðõíîñòè σ íà ñåáÿ, çàäàâàåìîå òðàåêòîðèÿìè γ(t), t ∈ [0, λ],
ôèêñèðîâàííîãî òèïà (61). Äðóãèìè ñëîâàìè, A : γ(0) 7→ γ(λ).
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Ïîäìíîãîîáðàçèå Λ íàçîâ¼ì íåâûðîæäåííûì, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ îïðåäåëåíèÿ 1 ïî îòíîøåíèþ ê ïîñòðîåííîìó îòîáðàæåíèþ Ïóàí-
êàðå A.

Óòâåðæäåíèå 10. Ïóñòü ìíîæåñòâî Λ ⊂ M , çàïîëíåííîå çàìêíóòû-
ìè òðàåêòîðèÿìè ôèêñèðîâàííîãî òèïà (61) ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì
H, íåâûðîæäåíî. Ïóñòü H̃ � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîãîîáðàçèè M , C2�
áëèçêàÿ ê ôóíêöèè H. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ïîëíûå àíàëîãè òåîðåì 5, 6, 7
î ÷èñëå, ðàñïîëîæåíèè è óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé ôèêñèðî-
âàííîãî òèïà (61) ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H̃.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì â ìíîãîîáðàçèè M × IR2
(h,λ) × S1

(τ) ãèïåðïî-
âåðõíîñòü

M̄ = M × µ× S1
(τ),

ãäå µ ⊂ IR2
(h,λ) � ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ, îïèñàííàÿ âûøå. Ðàññìîòðèì îãðàíè-

÷åíèå íà ýòó ïîâåðõíîñòü 2�ôîðìû
Ω2 = ω2(m)− λdh ∧ dτ.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M̄ ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì îòíîñè-
òåëüíî ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû Ω2|M̄ .

ßñíî òàêæå, ÷òî òðàåêòîðèè γ(t), t ∈ [0, λ], ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèà-
íîì H íà M (òèïà (61)) âçàèìíî-îäíîçíà÷íî îòâå÷àþò òðàåêòîðèÿì γ(λτ),
τ ∈ [0, 1], ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì (H(m) − h)|M̄ íà íåîñîáîé èçîýíåðãå-
òè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè {H(m)− h = 0} â M̄ .

Â ÷àñòíîñòè, â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå M̄ ïîñëåäíåé ñèñòåìû èìååòñÿ
íåâûðîæäåííîå êîìïàêòíîå ïîäìíîãîîáðàçèå, äèôôåîìîðôíîå Λ×S1 è çà-
ïîëíåííîå çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè.

Ïðèìåíåíèå ê ïîñëåäíåé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå äîêàçàííûõ óòâåðæäå-
íèé î çàìêíóòûõ òðàåêòîðèÿõ ñ ôèêñèðîâàííûì óðîâíåì ýíåðãèè, äà¼ò
ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæäåíèÿ î çàìêíóòûõ òðàåêòîðèÿõ ôèêñèðîâàííîãî
òèïà. Ïðè ýòîì, êàê è â ñëó÷àå ôèêñèðîâàííîãî ïåðèîäà (ñì. âûøå), íóæ-
íî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ãàìèëüòîíèàí è ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà
èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ τ 7→ τ + τ0, è ïîýòîìó ôóíêöèÿ S íà
Λ× S1 è âëîæåíèå i áóäóò èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî òàêèõ ñäâèãîâ.

Óòâåðæäåíèå 10 äîêàçàíî.
Îòìåòèì ðàçëè÷èå ìåòîäà óñðåäíåíèÿ â òåîðåìàõ 2 è 6. Â òåîðåìå 2

ìû ðàññìàòðèâàåì íåñòàíäàðòíîå óñðåäíåíèå ïî âðåìåíè, ò.å. ìû íå äåëèì
èíòåãðàë (6) íà ôóíêöèþ T ïåðèîäà çàìêíóòîé òðàåêòîðèè. Ýòî ñóùåñòâåí-
íî ïðè èññëåäîâàíèè ïîðîæäàþùèõ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé ïðè ôèêñèðî-
âàííîì çíà÷åíèè ýíåðãèè, òàê êàê ôóíêöèÿ ïåðèîäà T , âîîáùå ãîâîðÿ, íå
ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé íà ïîäìíîãîîáðàçèè Λ ⊂ H−1(h).
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Îäíàêî â íåêîòîðûõ âàæíûõ ñëó÷àÿõ ôóíêöèÿ ïåðèîäà íà ïîäìíîãîîá-
ðàçèè Λ èç òåîðåìû 1 áóäåò êîíñòàíòîé. À èìåííî, âåðíî ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 11. Ïóñòü N � ñâÿçíîå ïîäìíîãîîáðàçèå ôàçîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà (M2n, ω2), ñïëîøü çàïîëíåííîå çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè ãà-
ìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H. Ïóñòü äèôôåðåíöèàë d(H|N)
îãðàíè÷åíèÿ ôóíêöèè H íà N âñþäó îòëè÷åí îò íóëÿ íà N . Ïóñòü íà N
èìååòñÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ T ïåðèîäà ñèñòåìû âäîëü çàìêíóòûõ òðà-
åêòîðèé. Òîãäà ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé ëèøü îò çíà÷å-
íèÿ h ãàìèëüòîíèàíà H íà N . Áîëåå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ïåðèîäà
èìååò âèä T = dI(h)/dh, ãäå çíà÷åíèå I(h) ðàâíî èíòåãðàëó ôîðìû ω2 ïî
2�öåïè, ñîñòàâëåííîé èç T�ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé îäíîïàðàìåòðè÷å-
ñêîãî ñåìåéñòâà òðàåêòîðèé âèäà γh′ ⊂ N ∩H−1(h′), h0 ≤ h′ ≤ h.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ ïåðèîäà T â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà ïðîèçâîäíîé
ïî h îò �ïëîùàäè� I(h), çàìåòàåìîé çàìêíóòûìè T�ïåðèîäè÷åñêèìè òðàåê-
òîðèÿìè âèäà γh′ ⊂ N ∩ H−1(h′) äàííîé ñèñòåìû, ãäå h0 ≤ h′ ≤ h, h0 �
ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå ãàìèëüòîíèàíà H.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ
11, êîòîðîå â äàííîé ñèòóàöèè ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ñòàíäàðòíîìó [19,
24], ðàññìàòðèâàâøåìóñÿ â ñëó÷àå, êîãäà âñ¼ ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî çàïîë-
íåíî çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè. Ìû çäåñü äîêàæåì ëèøü ïåðâóþ ÷àñòü
óòâåðæäåíèÿ, òàê êàê îíà ëåãêî ñëåäóåò èç ìåòîäà óñðåäíåíèÿ. Ïðè ýòîì
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êàæäîå ïîäìíîãîîáðàçèå âèäà Λ = N ∩ H−1(h)
ïî÷òè âñþäó íåâûðîæäåíî â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.

Âîçüì¼ì âîçìóù¼ííûé ãàìèëüòîíèàí âèäà H̃ = H−ε. Çàìåòèì, ÷òî âîç-
ìóù¼ííàÿ ñèñòåìà íà èñõîäíîì óðîâíå ýíåðãèè H̃−1(h) ñîâïàäàåò ñ íåâîç-
ìóù¼ííîé ñèñòåìîé íà áëèçêîì óðîâíå H−1(h + ε). Î÷åâèäíî, ÷òî óñðåä-
í¼ííîå âîçìóùåíèå H íà Λ ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñîâïàäàåò ñ ïåðèîäîì T
òðàåêòîðèé íà Λ. Ïîýòîìó, åñëè ôóíêöèÿ ïåðèîäà T îòëè÷íà îò êîíñòàíòû
íà ïîäìíîãîîáðàçèè Λ, òî èç óòâåðæäåíèÿ 1 ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ýòî ïîä-
ìíîãîîáðàçèå íåëüçÿ âêëþ÷èòü â ñåìåéñòâî àíàëîãè÷íûõ ïîäìíîãîîáðàçèé
Λε ⊂ H−1(h + ε), Λ0 = Λ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ îòëè÷èÿ îò íóëÿ äèô-
ôåðåíöèàëà ôóíêöèè H|N íà Λ. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè èñõîäíîå ïîäìíîãîîáðàçèå Λ ⊂ H−1(h) ìîæíî
âêëþ÷èòü â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî àíàëîãè÷íûõ ïîäìíîãîîáðà-
çèé Λ = Λh, çàïîëíåííûõ çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû è çàâèñÿùèõ
îò çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà, òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïåðèîäà T çàìêíó-
òûõ òðàåêòîðèé íà Λ áóäåò êîíñòàíòîé. Ïîýòîìó óñðåäí¼ííîå âîçìóùåíèå
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â ýòîé ñèòóàöèè ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå

H̄(m) =
1

T

∫ T

0
H(γ(m, t)) dt, m ∈ Λ,

è ïðè òàêîì åãî îïðåäåëåíèè òåîðåìà 2 è óòâåðæäåíèÿ 1�3 îñòàíóòñÿ âåð-
íûìè. Åñëè ïðè ýòîì ôóíêöèÿ I(h) âûïóêëà, ò.å. I ′′(h) 6= 0 âñþäó íà N , òî
ìíîæåñòâà ïîñòîÿíñòâà ýíåðãèè íà N â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ñ ìíîæåñòâàìè
ïîñòîÿíñòâà ïåðèîäà íà N . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ èç òåîðåì 1
è 2 áóäóò ñîâïàäàòü ñ ïîäìíîãîîáðàçèÿìè Λ èç òåîðåì 5 è 6.

2.1.3 Âîçìóùåíèå ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû
Îòìåòèì, ÷òî âî âñåõ ïðèâåä¼ííûõ âûøå òåîðåìàõ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóê-
òóðà ω2 ïðåäïîëàãàëàñü ôèêñèðîâàííîé íà ìíîãîîáðàçèè M2n. Â ïðèëîæå-
íèÿõ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà èíîãäà ìåíÿåòñÿ ïðè âîçìóùåíèè. Îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî â íåêîòîðûõ òàêèõ ñëó÷àÿõ ïðèâåä¼ííûå òåîðåìû îñòàíóòñÿ
âåðíûìè. Íàïðèìåð, ýòî òàê, åñëè H2(Λ) = 0, ëèáî H1(B) = 0, ëèáî âû-
ïîëíåíî íåêîòîðîå áîëåå ñëàáîå îãðàíè÷åíèå íà òîïîëîãèþ ðàññëîåíèÿ (2).
Çäåñü H2(Λ) � ãðóïïà äâóìåðíûõ êîãîìîëîãèé äå Ðàìà ìíîãîîáðàçèÿ Λ.

Îäíàêî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, âàæíûõ äëÿ ïðèëîæåíèé, íàïðèìåð, êîãäà Λ
� òîð, óòâåðæäåíèÿ ýòèõ òåîðåì óæå íå áóäóò âåðíû ïðè ïðîèçâîëüíûõ ìà-
ëûõ âîçìóùåíèÿõ ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Òåì íå ìåíåå, ýòè òåîðåìû
îáîáùàþòñÿ è íà îáùèé ñëó÷àé, åñëè íàëîæèòü åñòåñòâåííûå äëÿ ãàìèëüòî-
íîâîé ìåõàíèêè îãðàíè÷åíèÿ íà äîïóñòèìûå âîçìóùåíèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé
ñòðóêòóðû.

Ïóñòü íà ãëàäêîì ñâÿçíîì ìíîãîîáðàçèè Λ çàäàíî äåéñòâèå îêðóæíîñòè.
Îïåðàöèþ óñðåäíåíèÿ íà òàêîì Λ ìîæíî ïðèìåíÿòü íå òîëüêî ê ôóíê-

öèÿì, íî è ê äèôôåðåíöèàëüíûì ôîðìàì. Äëÿ ëþáîãî ïóòè mv, 0 ≤ v ≤ 1,
íà ïîäìíîãîîáðàçèè Λ ðàññìîòðèì öåïü C(m∗) ñ êîîðäèíàòàìè v, t (çàäàþ-
ùèìè íà íåé îðèåíòàöèþ dv ∧ dt), îáðàçîâàííóþ ôàçîâûìè òðàåêòîðèÿìè
γmv(t), 0 ≤ t ≤ T (mv), âûïóùåííûìè èç òî÷åê ýòîãî ïóòè.
Îïðåäåëåíèå 16. Çàìêíóòóþ 2�ôîðìó α2 íà ìíîãîîáðàçèè Λ íàçîâ¼ì
ñîõðàíÿþùåé öåíòð òÿæåñòè [1, 16, 4], åñëè äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ïóòè
mv, 0 ≤ v ≤ 1, íà ìíîãîîáðàçèè Λ èíòåãðàë ôîðìû α2 ïî öåïè C(m∗) ðàâåí
íóëþ. Óñðåäíåíèåì òàêîé 2�ôîðìû íà Λ íàçîâ¼ì ãëàäêóþ ôóíêöèþ χ íà
Λ, îïðåäåë¼ííóþ ïî ôîðìóëå

χ(m1)− χ(m0) =
∫

C(m∗)
α2, m0,m1 ∈ Λ.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë íå çàâèñèò îò âûáîðà ïóòè,
ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè m0, m1 íà Λ, òàê ÷òî ôóíêöèÿ χ îïðåäåëåíà êîððåêòíî
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ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî. Ôóíêöèÿ χ, î÷åâèäíî, èíâàðèàíòíà
îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ îêðóæíîñòè íà Λ.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî îäíîñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Λ ëþáàÿ çàìêíó-
òàÿ 2�ôîðìà α2 íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè ñîõðàíÿåò öåíòð òÿæåñòè. Àíàëîãè÷-
íîå âåðíî äëÿ ìíîãîîáðàçèé Λ, ó êîòîðûõ H2(Λ) = 0, ëèáî H1(B) = 0, ãäå
B = Λ/S1.

Èç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 3 ëåãêî ñëåäóåò ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.

Óòâåðæäåíèå 12. Òåîðåìû 1, 2, 3, 5, 6, 7 è óòâåðæäåíèå 10 îñòàíóòñÿ
âåðíûìè, åñëè ïðè âîçìóùåíèè ñèñòåìû äîïóñòèòü C1�ìàëîå âîçìóùå-
íèå ω̃2 ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ω2, ïîòðåáîâàâ ïðè ýòîì ñîõðàíåíèå
å¼ êëàññà êîãîìîëîãèé. Áîëåå òîãî, ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå ìîæíî çàìåíèòü
ñëåäóþùèì áîëåå ñëàáûì óñëîâèåì: 2�ôîðìà

α2 = (ω̃2 − ω2)|Λ
íà ïîäìíîãîîáðàçèè Λ ñîõðàíÿåò öåíòð òÿæåñòè. Ïðè ýòîì â ìåòîäå
óñðåäíåíèÿ âìåñòî óñðåäí¼ííîãî âîçìóùåíèÿ H̄ ãàìèëüòîíèàíà íóæíî
ðàññìîòðåòü åãî ñóììó H̄+ χ ñ óñðåäíåíèåì χ âîçìóùåíèÿ 1

ε
α2 ñèìïëåê-

òè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Çäåñü H = 1
ε
(H̃ −H)|Λ � âîçìóùåíèå ãàìèëüòîíè-

àíà, H̄ � åãî óñðåäíåíèå (6), ε = ‖H̃ −H‖C2 + ‖ω̃2 − ω2‖C1.

Ïîä÷åðêí¼ì åù¼ ðàç, ÷òî íà èñõîäíóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ω2

íå íóæíî íàêëàäûâàòü íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé (âñå íóæíûå óñëîâèÿ áóäóò
àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíåíû). Äàëåå, â ãëàâå 3, áóäåò îïèñàí ðåçóëüòàò ïî
íåáåñíîé ìåõàíèêå, ãäå îáîáù¼ííàÿ òåîðåìà Ïóàíêàðå ïðèìåíÿåòñÿ ê åù¼
áîëåå îáùåìó ñëó÷àþ � êîãäà íåâîçìóù¼ííàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà
âûðîæäåíà.

2.2 Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
Òåïåðü ìû ïåðåéä¼ì ê îáîáùåíèþ òåîðåìû 1 â ñëåäóþùåé ñèòóàöèè: êîãäà
ïîäìíîæåñòâî, çàïîëíåííîå çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè íåâîçìóù¼ííîé ñè-
ñòåìû, ñîäåðæèò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû è, òåì ñàìûì, ëåæèò íà
îñîáîé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Ïðè ýòîì, êàê â óòâåðæäåíèè 12,
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà òàêæå èçìåíÿåòñÿ ïðè
âîçìóùåíèè ñèñòåìû.

Ïóñòü, êàê è â òåîðåìå 1, Λ � íåêîòîðîå ñâÿçíîå èíâàðèàíòíîå ïîäìíî-
æåñòâî èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè H−1(h), çàïîëíåííîå çàìêíóòûìè
òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû. Ïóñòü, êàê è ðàíüøå, ðàññëîåíèå Λ íà çàìêíóòûå
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òðàåêòîðèè ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, ò.å. íà Λ çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ïîëî-
æèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ïåðèîäà T : Λ → IR, òàêàÿ, ÷òî g

T (m)
H (m) = m, ãäå

÷åðåç gt
H îáîçíà÷åí ïîòîê ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H. Äðóãèìè ñëîâàìè,

êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ γ íà Λ �çàìûêàåòñÿ� ÷åðåç âðåìÿ T |γ.
Â îòëè÷èå îò òåîðåìû 1, ìû áóäåì òåïåðü ñ÷èòàòü, ÷òî íåêîòîðûå èç

òðàåêòîðèé íà Λ ÿâëÿþòñÿ ïîëîæåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ, ò.å. êðèòè÷åñêèìè
òî÷êàìè ãàìèëüòîíèàíà. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàåìàÿ èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ
ïîâåðõíîñòü H−1(h) íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé.

Ïóñòü òî÷êà m ∈ Λ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ñ ãàìèëü-
òîíèàíîì H. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè òî÷êà m íå ÿâëÿåòñÿ èçîëèðî-
âàííîé â Λ, òî ÷èñëî 1 ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñèìïëåê-
òè÷åñêîãî îïåðàòîðà A = dg

T (m)
H (m) â ýòîé òî÷êå. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè m ìíîæåñòâî Λ �óñòðîåíî� òàê æå, êàê äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó
îïðåäåëåíèþ.
Îïðåäåëåíèå 17. Ïóñòü ìíîæåñòâî Λ ⊂ H−1(h) ñïëîøü çàïîëíåíî çà-
ìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H, è
èìååòñÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïåðèîäà T : Λ → IR. Ïóñòü òî÷êà m ∈ Λ ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ ýòîé ñèñòåìû. Òî÷êó m íàçîâ¼ì íåâûðîæ-
äåííîé îñîáåííîñòüþ ìíîæåñòâà Λ, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Åäèíèöà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñèìïëåêòè÷åñêîãî
îïåðàòîðà A = dg

T (m)
H (m).

2. Îãðàíè÷åíèå d2H(m)|E(m) ãåññèàíà ôóíêöèè H íà îòâå÷àþùåå 1 ñîá-
ñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî E(m) = E1(A) ⊂ TmM îïåðàòîðà A ÿâëÿ-
åòñÿ íåâûðîæäåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé â òî÷êå m.

×èñëî dim E(m)−1 íàçîâ¼ì ðàçìåðíîñòüþ ìíîæåñòâà Λ â òî÷êå m, à èíäåêñ
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû d2H(m)|E(m) � èíäåêñîì îñîáîé òî÷êè m.

ßñíî, ÷òî èíäåêñ íåâûðîæäåííîé îñîáîé òî÷êè íåîòðèöàòåëåí è íå áîëü-
øå ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâà Λ â ýòîé òî÷êå ïëþñ 1. Îïðåäåëåíèå 17 îáîáùàåò
àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ èç ðàáîò Âåéíñòåéíà [35] è Ìîçåðà [25], â êîòîðûõ
ïðåäïîëàãàëàñü çíàêîîïðåäåë¼ííîñòü ôîðìû d2H(m)|E(m). Èç îïðåäåëåíèÿ
17 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
Ñëåäñòâèå 11. Ïóñòü òî÷êà m ∈ Λ ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé îñîáåííî-
ñòüþ ìíîæåñòâà Λ. Òîãäà:

1. Ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî E(m) îïåðàòîðà A = dg
T (m)
H (m), îò-

âå÷àþùåå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1, ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì è,
â ÷àñòíîñòè, ÷¼òíîìåðíûì.
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2. Òî÷êà m ÿâëÿåòñÿ ìîðñîâñêîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ôóíêöèè H.

3. Íà ïîäïðîñòðàíñòâå E = E(m) ñóùåñòâóþò êàíîíè÷åñêèå êîîðäè-
íàòû p1, q1, . . . , pd, qd (2d = dim E), â êîòîðûõ ãàìèëüòîíèàí è ñèì-
ïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû íà E èìåþò âèä

d2H(m)|E =
1

2

d∑

i=1

ωi(p
2
i + q2

i ), ω2(m)|E =
d∑

i=1

dpi ∧ dqi, (62)

ãäå ωi � íåêîòîðûé íàáîð íåíóëåâûõ ÷èñåë âèäà ωi = 2πki

T (m)
, ki ∈ ZZ,

2d = dim E. Â ÷àñòíîñòè, èíäåêñ íåâûðîæäåííîé îñîáîé òî÷êè m
ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíûì ÷èñëîì.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå

TmM = E ⊕ F (63)

êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â òî÷êå m â ïðÿìóþ ñóììó ñèìïëåêòè÷åñêèõ
ïîäïðîñòðàíñòâ, òàêèõ, ÷òî îáà ïîäïðîñòðàíñòâà E è F èíâàðèàíòíû îò-
íîñèòåëüíî îïåðàòîðà ëèíåàðèçàöèè ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H â òî÷êå
m, ïðè÷¼ì âñå òðàåêòîðèè ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû íà ïîäïðîñòðàíñòâå E
çàìûêàþòñÿ ÷åðåç âðåìÿ T = T (m), à íà ïîäïðîñòðàíñòâå F íåò íåîñîáûõ
òðàåêòîðèé, çàìûêàþùèõñÿ ÷åðåç âðåìÿ T .
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïîêàæåì, ÷òî ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî E(m)
îïåðàòîðà A ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B îïåðàòîð ëè-
íåàðèçàöèè ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H â òî÷êå m. Òîãäà A = eT (m)B.
Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîðû A è B êîììóòèðóþò, à çíà÷èò, ïîäïðîñòðàíñòâî
E = E(m) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà B. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî
îïðåäåëåíèþ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ η, ξ â òî÷êå m
ω2(ξ, Bη) = d2H(m)ξη. Îòñþäà, ñ ó÷¼òîì óñëîâèÿ 2, ïîëó÷àåì, ÷òî îãðà-
íè÷åíèå ôîðìû ω2 è îïåðàòîðà B íà ïîäïðîñòðàíñòâî E íåâûðîæäåíû. Â
÷àñòíîñòè, ïîäïðîñòðàíñòâî E ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì.

2) Â ñèëó ñèìïëåêòè÷íîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà E, åãî êîñîîðòîãîíàëüíîå
äîïîëíåíèå F òîæå ñèìïëåêòè÷íî, è ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå (63). Ñëåäî-
âàòåëüíî, îãðàíè÷åíèå ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû íà F íå èìååò íåîñîáûõ
òðàåêòîðèé, çàìûêàþùèõñÿ ÷åðåç âðåìÿ T . Îòñþäà ñëåäóåò íåâûðîæäåí-
íîñòü ôîðìû d2H(m)|F è, òåì ñàìûì, ìîðñîâîñòü òî÷êè m.

3) Ôèêñèðóåì íà ïðîñòðàíñòâå E ëþáîå S1�èíâàðèàíòíîå ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå (åãî ìîæíî ïîñòðîèòü ïðè ïîìîùè óñðåäíåíèÿ ïî äåéñòâèþ
îêðóæíîñòè êàêîãî-íèáóäü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ). Ñîãëàñíî òåîðåìå èç
ëèíåéíîé àëãåáðû, ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ, â êîòîðîì êâàäðàòè÷-
íàÿ ôîðìà Q = d2H(m)|E ïðèâîäèòñÿ ê �äèàãîíàëüíîìó âèäó�, ïðè÷¼ì íà-
áîð äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ýòîé ôîðìû íå çàâèñèò îò áàçèñà. Ðàññìîòðèì
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ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà E â ïðÿìóþ ñóììó îðòîãîíàëü-
íûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Ei, êîòîðûå îðòîãîíàëüíû îòíîñèòåëüíî ôîðìû Q è íà
êîòîðûõ ýòà ôîðìà ïðîïîðöèîíàëüíà ñêàëÿðíîìó êâàäðàòó, ïðè÷¼ì ðàçíûì
ïîäïðîñòðàíñòâàì îòâå÷àþò ðàçíûå êîýôôèöèåíòû ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.
Ñîãëàñíî òåîðåìå èç ëèíåéíîé àëãåáðû, òàêîå ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî.

Çàìåòèì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâà Ei èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ëèíåàðè-
çîâàííîé ñèñòåìû, ïîñêîëüêó ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà ñîõðàíÿåò ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå è ôîðìó Q, à çíà÷èò, è ðàçëîæåíèå E = ⊕Ei. Îòñþäà,
ñ ó÷¼òîì íåâûðîæäåííîñòè ôîðìû Q, ñëåäóåò ñèìïëåêòè÷íîñòü ïîäïðî-
ñòðàíñòâ Ei, à òàêæå èõ ïîïàðíàÿ êîñîîðòîãîíàëüíîñòü. Îñòàëîñü çàìå-
òèòü, ÷òî ïî òåîðåìå èç ëèíåéíîé àëãåáðû â êàæäîì èç ïîäïðîñòðàíñòâ
Ei ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ, â êîòîðîì îãðàíè÷åíèå ñèìïëåêòè-
÷åñêîé ñòðóêòóðû íà Ei ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, ò.å. çàäà¼òñÿ
áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé, íà äèàãîíàëè êîòîðîé ñòîÿò áëîêè âèäà
λi

(
0 −1
1 0

)
, ãäå λi > 0. Äîìíîæèì ïàðó áàçèñíûõ âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ

êàæäîìó òàêîìó áëîêó, íà ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî 1/
√

λi. Â êà÷åñòâå èñ-
êîìûõ êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàò p1, q1, . . . , pd, qd â E âîçüì¼ì êîîðäèíàòû,
îòâå÷àþùèå ïîñòðîåííîìó áàçèñó.

Ñëåäñòâèå 11 äîêàçàíî.

Îïðåäåëåíèå 18. Ïóñòü Λ ⊂ H−1(h) � ïîäìíîæåñòâî, ñïëîøü çàïîëíåí-
íîå çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H è ñîäåðæàùåå
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ýòîé ñèñòåìû. Íàçîâ¼ì Λ íåâûðîæäåííûì, åñëè îíî
èìååò ëèøü íåâûðîæäåííûå îñîáåííîñòè. Áîëåå òî÷íî, Λ äîëæíî óäîâëå-
òâîðÿòü ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Ëþáîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ íà Λ ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé îñîáåí-
íîñòüþ ýòîãî ïîäìíîæåñòâà, â ÷àñòíîñòè, îíî ÿâëÿåòñÿ ìîðñîâñêîé
êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà H.

2. Äîïîëíåíèå â Λ ê ìíîæåñòâó âñåõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ
íåâûðîæäåííûì â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1, â ÷àñòíîñòè, îíî ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïîñëåäíåãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ
ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ìíîæåñòâà Λ â êàæäîé åãî îñîáîé òî÷êå. Êðîìå
òîãî, äëÿ ëþáîé îñîáîé òî÷êè, èìåþùåé èíäåêñ áîëüøå íóëÿ è ìåíüøå ðàç-
ìåðíîñòè Λ, ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà Λ \ {m} ñ ëþáîé ñêîëü óãîäíî ìàëîé
îêðåñòíîñòüþ òî÷êè m íåïóñòî.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáîå êîìïàêòíîå íåâûðîæäåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå
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Λ èìååò òîëüêî �êîíè÷åñêèå� îñîáåííîñòè, ò.å. îñîáåííîñòè ñëåäóþùåãî âè-
äà.
Îïðåäåëåíèå 19. Ïóñòü m ∈ Λ � íåâûðîæäåííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ìíîæå-
ñòâà Λ, ñïëîøü çàïîëíåííîãî çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè. Òî÷êó m íàçîâ¼ì
êîíè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ ìíîæåñòâà Λ, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëî-
âèÿ:

1. Ñóùåñòâóåò âëîæåíèå i◦ (êëàññà C∞ âíå íóëÿ è äèôôåðåíöèðóåìîå â
íóëå, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ãëàäêîå â íóëå) ïîäïðîñòðàíñòâà E(m) â
ñêîëü óãîäíî ìàëóþ øàðîâóþ îêðåñòíîñòü Um òî÷êè m, ïðè êîòîðîì
êîíóñ

C(m) = {ξ ∈ E(m) | d2H(m)ξ = 0} (64)
ïåðåõîäèò â ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà Λ ñ îêðåñòíîñòüþ Um, âåðøèíà 0
êîíóñà C(m) ïåðåõîäèò â òî÷êó m è di◦(0) = idE(m).

2. Ïðè âëîæåíèè i◦|C(m) òðàåêòîðèè ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû íà êîíóñå
C(m) ïåðåõîäÿò â òðàåêòîðèè ñèñòåìû íà Λ. Ïðè ýòîì âåêòîð ñêîðîñòè
ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû â ëþáîé òî÷êå ξ ∈ C(m) ïåðåõîäèò â âåêòîð
ñêîðîñòè ñèñòåìû â òî÷êå m′ = i◦(ξ) ñ êîýôôèöèåíòîì T (m′)/T (m).

Ïîÿñíåíèå. Îïðåäåëåíèå 19 îçíà÷àåò, ÷òî â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå
TmM â òî÷êå m èìååòñÿ íåíóëåâîå ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî E = E1(A)

îïåðàòîðà A = dg
T (m)
H (m), îòâå÷àþùåå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1. Ýòî ïîä-

ïðîñòðàíñòâî ðàññëîåíî íà T�ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè ëèíåàðèçîâàííîé
ñèñòåìû â òî÷êå m. Ïðè ýòîì êîíóñ (64) â ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâå â òî÷íîñòè
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âåêòîðîâ â TmM , �êàñàòåëüíûõ� ê ìíîæåñòâó Λ.

Çàìåòèì, ÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå Cε(m) = {d2H(m) = ε} ∩ E(m) â E(m),
ãäå ε 6= 0, èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî äåéñòâèÿ îêðóæíîñòè â
E(m) ïðè ïîìîùè ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû â òî÷êå m (ïîñêîëüêó ãåññèàí
d2H(m) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ïîòîêà dgt

H(m)).
Íàëîæèì ìàëîå âîçìóùåíèå íà ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà H, ïðè êîòî-

ðîì èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü H̃−1(h) ñòàíîâèòñÿ ðåãóëÿðíîé. ×òî-
áû ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîå óòâåðæäåíèå, íàì íóæíî ïîñòðîèòü ãëàäêîå
ïîäìíîãîîáðàçèå Λ∗ ⊂ M , ïîëó÷àþùååñÿ èç Λ íåêîòîðûìè ïåðåñòðîéêàìè
òèïà ìîðñîâñêèõ îêîëî êàæäîé îñîáîé òî÷êè m ∈ Λ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýòîãî
ïîäìíîãîîáðàçèÿ íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 11. Ïóñòü m � íåâûðîæäåííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà Λ.
Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû íà äâà èíâàðèàíò-
íûõ ìíîæåñòâà: êîíóñ C = {d2H(m) = 0} ∩ E(m) è ïîäìíîãîîáðàçèå
Cε = {d2H(m) = ε}∩E(m), ãäå ε 6= 0. Ñóùåñòâóåò ïðîåêöèÿ r : Cε → C, ïðè
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êîòîðîé îãðàíè÷åíèå ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû íà ïîäìíîãîîáðàçèå Cε ïå-
ðåõîäèò â îãðàíè÷åíèå ýòîé ñèñòåìû íà êîíóñ C, ïðè÷¼ì ïðîîáðàç íà÷àëà
êîîðäèíàò ïðè ýòîé ïðîåêöèè äèôôåîìîðôåí (2k− 1)�ìåðíîé ñôåðå S2k−1,
ãäå 2k � èíäåêñ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû −εd2H(m)|E(m). Îãðàíè÷åíèå îòîá-
ðàæåíèÿ r íà ìíîæåñòâî Cε \ S2k−1 ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì ýòîãî
ïîäìíîãîîáðàçèÿ íà ïîäìíîãîîáðàçèå C \ {0}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p1, q1, . . . , pd, qd � êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû íà
ïîäïðîñòðàíñòâå E = E(m) èç ñëåäñòâèÿ 11. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ôîðìóëå (62) εωi > 0 ïðè i = 1, . . . , k è εωi < 0 ïðè
i = k + 1, . . . , d. Îáîçíà÷èì

u = (p1, q1, . . . , pk, qk), v = (pk+1, qk+1, . . . , pd, qd),

è ââåä¼ì íà ïîäïðîñòðàíñòâå E ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âèäà

u2 =
ε

2

k∑

i=1

ωi(p
2
i + q2

i ), v2 = −ε

2

d∑

i=k+1

ωi(p
2
i + q2

i ).

Òàêèì îáðàçîì, εd2H(m)|E = u2 − v2, Cε = {u2 − v2 = ε2} ⊂ E. Çàìåòèì,
÷òî u 6= 0 íà Cε. Îïðåäåëèì ïðîåêöèþ r : Cε → C ïî ôîðìóëå

r(x, y) = (u

√
v2

u2
, v).

Ïðîîáðàçîì òî÷êè 0 ïðè ýòîé ïðîåêöèè ÿâëÿåòñÿ (2k − 1)�ìåðíàÿ ñôåðà
Cε ∩ {v = 0}, âíå êîòîðîé ïðîåêöèÿ ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì. Êðîìå
òîãî, ïðè óêàçàííîé ïðîåêöèè ëþáîå ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû,
î÷åâèäíî, ïåðåéä¼ò â íåêîòîðîå äðóãîå ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ïðèïèøåì êàæäîìó ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ m = mj ∈ Λ çíàê ε = εj =

±1 ïî ñëåäóþùåìó åñòåñòâåííîìó ïðàâèëó. Ýòîò çíàê çàâèñèò îò òîãî, áîëü-
øå èëè ìåíüøå çíà÷åíèå ýíåðãèè h, ÷åì çíà÷åíèå h̃j âîçìóù¼ííîãî ãàìèëü-
òîíèàíà H̃ â åãî êðèòè÷åñêîé òî÷êå m̃j, áëèçêîé ê òî÷êå mj: εj = sgn (h−h̃j).
Íàáîð {εj} ýòèõ çíàêîâ ìû íàçîâ¼ì òèïîì âîçìóùåíèÿ.

ßñíî, ÷òî åñëè ïîäìíîæåñòâî Λ êîìïàêòíî è íåâûðîæäåíî, òî îíî ñîäåð-
æèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî m1, . . . , mN ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. Ê êàæäîìó
êîíè÷åñêîìó ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ m = mj ∈ Λ, 1 ≤ j ≤ N , ïðèìåíèì
ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ.

1) Âûêèíåì èç Λ òî÷êó m è ðàññìîòðèì ìàëåíüêèé øàð Um ñ öåíòðîì â
ýòîé òî÷êå. Áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ìíîæåñòâî Um∩Λ ñ êîíóñîì C(m) ⊂ E(m)
èç (64) ïðè ïîìîùè âëîæåíèÿ i◦ : E(m) → Um èç îïðåäåëåíèÿ 19.
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2) Äàëåå, ðàññìîòðèì â ïîäïðîñòðàíñòâå E(m) ⊂ TmM ãëàäêîå ïîäìíî-
ãîîáðàçèå (�ðó÷êó�)

Cε(m) = {ξ ∈ E(m)|d2H(m)ξ = ε}, (65)

ãäå ε � äîñòàòî÷íî ìàëîå ïî ìîäóëþ ÷èñëî çíàêà εj: |ε| ¿ 1, sgn ε = εj = ±1.
3) Íàêîíåö, ïðèêëåèì ê ïîäìíîãîîáðàçèþ Λ∩Um\{m} ãëàäêóþ �ðó÷êó�

Cε = Cε(m) ⊂ E(m) èç (65) ïðè ïîìîùè îòîáðàæåíèÿ

r|Cε\S2k−1 : Cε \ S2k−1 → C \ {0},

ãäå r = rj � îòîáðàæåíèå èç ëåììû 11, 2k = 2kj � èíäåêñ ôîðìû−εjd
2H(m)|E(m).

Çäåñü ìû èñïîëüçóåì óêàçàííîå âûøå îòîæäåñòâëåíèå êîíóñà C = C(m) ñ
ìíîæåñòâîì Λ ∩ Um.

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì íåêîòîðîå çàìêíóòîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå
Λ∗, êîòîðîå ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå

Λ∗ ⊂ Λ ∪ (∪N
j=1Umj

) ⊂ M,

áëèçêîå ê ïîäìíîæåñòâó Λ.
Îïðåäåëåíèå. Ïîëó÷åííîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå Λ∗ âìåñòå ñî ñòðóêòó-
ðîé ïåðèîäè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ íà í¼ì íàçîâ¼ì ìîðñîâñêèì ðàçðåøåíèåì
èñõîäíîãî ìíîæåñòâà Λ, îòâå÷àþùèì äàííîìó òèïó âîçìóùåíèÿ ãàìèëüòî-
íèàíà.

ßñíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà Λ íå ñîäåðæèò ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, èìååì
Λ∗ = Λ.

Ïî ïîñòðîåíèþ, ìíîãîîáðàçèå Λ∗ çàâèñèò òîëüêî îò íåâîçìóù¼ííîé ñè-
ñòåìû, íàáîðà âëîæåíèé èç îïðåäåëåíèÿ 19 è òèïà âîçìóùåíèÿ, ò.å. íàáîðà
çíàêîâ {εj, 1 ≤ j ≤ N}. Ïðè ýòîì íà Λ∗ èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ ñòðóêòóðà
ïåðèîäè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ ñî ñëîåì îêðóæíîñòü, è èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ
ïðîåêöèÿ

r : Λ∗ → Λ, (66)
ïðè êîòîðîé âñå ñëîè ýòîãî ðàññëîåíèÿ ïåðåõîäÿò â òðàåêòîðèè íåâîçìó-
ù¼ííîé ñèñòåìû íà Λ. Ïðîîáðàç êàæäîé îñîáîé òî÷êè mj ïðè ýòîé ïðîåê-
öèè äèôôåîìîðôåí (2k − 1)�ìåðíîé ñôåðå, ãäå 2k = 2kj � èíäåêñ ôîðìû
−εjd

2H(mj)|E(mj).
Èòàê, ìîðñîâñêîå ðàçðåøåíèå Λ∗ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì è ïî-

ëó÷àåòñÿ èç íåâûðîæäåííîãî ìíîæåñòâà Λ, èìåþùåãî ëèøü êîíè÷åñêèå

114



îñîáåííîñòè, âûêèäûâàíèåì êàæäîé îñîáîé òî÷êè mj è âêëåèâàíèåì âìåñòî
íå¼ ñôåðû ðàçìåðíîñòè 2kj − 1, åñòåñòâåííî ðàññëîåííîé íà îêðóæíîñòè.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü Λ ⊂ H−1(h) � ïîäìíîæåñòâî, ñïëîøü çàïîëíåííîå çà-
ìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H è ñîäåðæàùåå
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ýòîé ñèñòåìû. Ïóñòü ïîäìíîæåñòâî Λ êîìïàêò-
íî è íåâûðîæäåíî (ñì. îïðåäåëåíèå 18), ò.å. ñîäåðæèò ëèøü íåâûðîæ-
äåííûå îñîáåííîñòè. Òîãäà âñå ýòè îñîáåííîñòè ÿâëÿþòñÿ êîíè÷åñêèìè
è ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε > 0, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè H̃ è
ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ω̃2, ãîìîëîãè÷íîé ñòðóêòóðå ω2, ãäå

‖H̃ −H‖C4 + ‖ω̃2 − ω2‖C1 ≤ ε, (67)

âûïîëíåíî ñëåäóþùåå. Åñëè h íå ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ôóíê-
öèè H̃, òî ÷èñëî çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ ãà-
ìèëüòîíèàíîì H̃ è ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ω̃2 íà ïîâåðõíîñòè
H̃−1(h) íå ìåíüøå, ÷åì ìèíèìàëüíîå ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ãëàäêîé
ôóíêöèè íà ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèè B∗ = Λ∗/S1, ãäå Λ∗ � ìîðñîâñêîå ðàçðå-
øåíèå ìíîæåñòâà Λ, îòâå÷àþùåå äàííîìó òèïó âîçìóùåíèÿ ãàìèëüòî-
íèàíà.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, òåîðåìà 8 îñòàíåòñÿ âåðíîé, åñëè óñëîâèå ãîìîëî-
ãè÷íîñòè âîçìóù¼ííîé è íåâîçìóù¼ííîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû çà-
ìåíèòü ñëåäóþùèì óñëîâèåì: 2�ôîðìà ω̃2 − ω2 ñîõðàíÿåò öåíòðû òÿæåñòè
(ñì. îïðåäåëåíèå 16).

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, ðàçìåðíîñòü îòâå÷àþùåãî 1 ñîáñòâåííîãî ïîä-
ïðîñòðàíñòâà E = E(m) = E1(A) îïåðàòîðà A = dg

T (m)
H (m) âñåãäà ÷¼òíà

(òàê êàê íà E \ {0} èìååòñÿ ëîêàëüíî ñâîáîäíîå äåéñòâèå îêðóæíîñòè ïðè
ïîìîùè ïîòîêà dgt

H(m); ÷¼òíîìåðíîñòü E ñëåäóåò òàêæå èç åãî ñèìïëåê-
òè÷íîñòè, ñì. ñëåäñòâèå 11):

dim E(m) ≡ 0 (mod 2).

Êðîìå òîãî, òàê êàê ïåðåñå÷åíèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ∗ ñ îêðåñòíîñòüþ Uj

ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â E, òî åãî ðàçìåðíîñòü íå÷¼òíà è ðàâíà

dim Λ∗ = dim E − 1.

Â ÷àñòíîñòè, ðàçìåðíîñòü ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà E = E1(A) îäèíà-
êîâà äëÿ âñåõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ íà Λ.
Çàìå÷àíèå. Ïóñòü Λ íå ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíûì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ, ò.å.
dim Λ = dim Λ∗ > 0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîé îñîáîé
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òî÷êè m ∈ Λ ãåññèàí d2H(m) ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà íå ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðå-
äåë¼ííûì íà îòâå÷àþùåì 1 ñîáñòâåííîì ïîäïðîñòðàíñòâå E(m) = E1(A)

îïåðàòîðà A = dg
T (m)
H (m). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ãåññèàí d2H(m) ôóíêöèè H

ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàí-
ñòâå â òî÷êå m. Ïîýòîìó, åñëè Λ íå ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíûì ïîëîæåíèåì ðàâ-
íîâåñèÿ, òî dim E ≥ 4 è

dim Λ = dim Λ∗ = dim E − 1 ≥ 3.

Çàìå÷àíèå. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé îïèñàííîé ñèòóàöèè � êîãäà
ïîäìíîæåñòâî Λ íóëüìåðíî è ñîñòîèò èç îäíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ m.
Ïðè ýòîì, íàïîìíèì, çàäàíî ÷èñëî T = T (m) > 0. Íåâûðîæäåííîñòü òàêîãî
Λ = {m} îçíà÷àåò, ÷òî íà ñîáñòâåííîì ïîäïðîñòðàíñòâå E = E1(A) îïåðàòî-
ðà A = dg

T (m)
H (m), îòâå÷àþùåì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1, ãåññèàí d2H(m)

ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà çíàêîîïðåäåëåí. Â ÷àñòíîñòè, èìååòñÿ çíàê ε = ±1
îãðàíè÷åíèÿ ýòîãî ãåññèàíà íà ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî E = E1(A).
Çíàê ε ìû íàçîâ¼ì çíàêîì òî÷êè Λ = {m}. Åñëè â ýòîì ñëó÷àå òèï âîçìó-
ùåíèÿ ñîãëàñîâàí ñî çíàêîì òî÷êè m (ò.å. ñîâïàäàåò ñ íèì), òî ïîäìíîãî-
îáðàçèå Λ∗ ñîâïàäàåò ñ �ðó÷êîé� (65), ò.å. ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíîìåðíîé ñôåðîé
ðàçìåðíîñòè dim Λ∗ = dim E − 1. Åñëè òèï âîçìóùåíèÿ ïðîòèâîïîëîæåí
çíàêó òî÷êè m, òî ïîäìíîãîîáðàçèå Λ∗ ïóñòî, è òåîðåìà 8 íè÷åãî íå óòâåð-
æäàåò.

Çàìå÷àíèå. ×àñòíûé ñëó÷àé ïîñëåäíåé ñèòóàöèè áûë èçó÷åí Ìîçåðîì
[25] è Âåéíñòåéíîì [34, 35, 36]. À èìåííî, èñïîëüçóÿ íàøè îáîçíà÷åíèÿ, â
ýòèõ ðàáîòàõ ïîäìíîæåñòâî Λ ñîâïàäàëî ñ (ïîëîæèòåëüíûì) ïîëîæåíèåì
ðàâíîâåñèÿ, à ïîäìíîãîîáðàçèå Λ∗ áûëî äèôôåîìîðôíî ñôåðå. Ïðè ýòîì
â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ áðàëîñü çíà÷åíèå h ãàìèëüòîíèàíà. Êàê
ìû óæå óïîìèíàëè (ñì. �1.7), îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû Ìîçåðà (îòíî-
ñÿùèìñÿ ê ãàìèëüòîíîâó ñëó÷àþ) ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 4 [25], ñîãëàñíî êîòîðîé
â ýòîé ñèòóàöèè ÷èñëî çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì
H íà ïîâåðõíîñòè H−1(h + ε2) íå ìåíüøå 1

2
dim E.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî çíà÷åíèå ãàìèëüòîíèàíà íà ìíîæåñòâå Λ ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì: h = 0.
Ïóñòü mj, 1 ≤ j ≤ N , � íàáîð îñîáûõ òî÷åê ìíîæåñòâà Λ.

Øàã 1. Íà ýòîì øàãå ìû ïîñòðîèì ñïåöèàëüíûå êîîðäèíàòû â îêðåñò-
íîñòè êàæäîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ mj ìíîæåñòâà Λ.

Ôèêñèðóåì êàêîå-íèáóäü ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ mj ∈ Λ, ò.å. êðèòè÷å-
ñêóþ òî÷êó ãàìèëüòîíèàíà H. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 11 òî÷êà mj ÿâëÿåòñÿ ìîð-
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ñîâñêîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ôóíêöèè H. Ñîãëàñíî ëåììå Ìîðñà [11], ñó-
ùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Uj òî÷êè mj â M è êîîðäèíàòû

x1, . . . x2n, (x1)2 + . . . + (x2n)2 ≤ 4r2
0,

â ýòîé îêðåñòíîñòè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ H ñîâïàäàåò ñî ñâîèì ãåññèàíîì,
ò.å. ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

H0 = ±(x1)2 ± . . .± (x2n)2.

Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü ðàäèóñ 2r0 îêðåñòíîñòè Uj äîñòàòî÷íî ìàëûì è
íå çàâèñÿùèì îò âîçìóùåíèÿ (ïîäðîáíåå âûáîð ðàäèóñà 2r0 îêðåñòíîñòè Uj

ñì. íèæå, øàã 6).
Ïðîñòîå âèäîèçìåíåíèå ëåììû Ìîðñà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò C2�

áëèçêàÿ ê òîæäåñòâåííîé çàìåíà êîîðäèíàò â Uj, ïðè êîòîðîé ôóíêöèÿ
H̃ ñòàíîâèòñÿ ýòîé æå êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû
h̃j. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò C2�áëèçêèé ê òîæäåñòâåííîìó (âîîáùå
ãîâîðÿ íå ñèìïëåêòè÷åñêèé) äèôôåîìîðôèçì D âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ M íà
ñåáÿ, ïðè êîòîðîì â êàæäîé îêðåñòíîñòè Uj èìååì H̃ ◦D = H + h̃j.

Äëÿ óäîáñòâà ñäåëàåì åù¼ îäíó ëèíåéíóþ çàìåíó êîîðäèíàò

(x1, . . . x2n) → (y1, . . . y2n) (68)

â Uj, ïðè êîòîðîé ïîäïðîñòðàíñòâà E = E(mj) è F = E⊥ èç (63) ñòàíîâÿòñÿ
êîîðäèíàòíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè:

E = {y2d+1 = . . . = y2n = 0}, F = {y1 = . . . = y2d = 0}. (69)

Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà E êîîðäèíàòû èìåþò âèä y2i−1 =
√
|ωi|pi,

y2i =
√
|ωi|qi, 1 ≤ i ≤ d, ãäå p1, q1, . . . , pd, qd � êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû íà

E èç (62), 2d = dim E. Ââèäó èíâàðèàíòíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ E è F îòíî-
ñèòåëüíî ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû, â ïîñòðîåííûõ êîîðäèíàòàõ ôóíêöèÿ
H èìååò âèä H = HE+HF , ãäå HE è HF � êâàäðàòè÷íûå ôîðìû, çàâèñÿùèå
òîëüêî îò ïåðåìåííûõ y1, . . . , y2d è y2d+1, . . . , y2n ñîîòâåòñòâåííî.

Ñîãëàñíî ëåììå 6 (ñì. ï. 1.5.2) ñóùåñòâóåò ïîäïðîñòðàíñòâî Ẽ ⊂ Tmj
M ,

áëèçêîå ê E, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà ëèíåàðèçàöèè âîçìó-
ù¼ííîé ñèñòåìû â òî÷êå mj. ßñíî, ÷òî ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî è åãî êîñîîðòî-
ãîíàëüíîå äîïîëíåíèå F̃ = Ẽ⊥ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî âîçìóù¼ííîé ëè-
íåàðèçîâàííîé ñèñòåìû. Äëÿ âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû ñäåëàåì àíàëîãè÷íóþ
ëèíåéíóþ çàìåíó (x̃1, . . . x̃2n) → (ỹ1, . . . ỹ2n), áëèçêóþ ê (68), îòâå÷àþùóþ
èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâàì Ẽ è F̃ . Ïðè ýòîì, â ñèëó íåâûðîæäåííî-
ñòè ôîðì d2H(mj)|E è d2H(mj)|F , ìîæíî âûáðàòü ïîñëåäíþþ çàìåíó òàê,
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÷òîáû êîýôôèöèåíòû ôîðì d2H̃(mj)|Ẽ è d2H̃(mj)|F̃ â êîîðäèíàòàõ ỹ ñîâ-
ïàäàëè ñ êîýôôèöèåíòàìè ôîðì d2H(mj)|E è d2H(mj)|F â êîîðäèíàòàõ y.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò (áûòü ìîæåò, ìåíüøèå) îêðåñòíîñòè Uj îñî-
áûõ òî÷åê mj è êîíñòàíòà c > 0, çàâèñÿùèå òîëüêî îò íåâîçìóù¼ííîé ñè-
ñòåìû, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî âîçìóùåíèÿ âèäà (67) ñóùåñòâóåò äèôôåî-
ìîðôèçì D ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà íà ñåáÿ, C2�áëèçêèé ê òîæäåñòâåííîìó,
òàêîé, ÷òî

(D∗H̃ −H)|Uj
≡ h̃j, 1 ≤ j ≤ N,

‖D∗H̃ −H‖C2 + ‖D∗ω̃2 − ω2‖C1 ≤ cε,
(70)

ãäå äèôôåîìîðôèçì D çàâèñèò îò âîçìóùåíèÿ è C2�áëèçîê ê òîæäåñòâåí-
íîìó. Â ÷àñòíîñòè,

N∑

i=1

|h̃j| ≤ cε. (71)

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî äèôôåîìîðôèçì D
ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì.

Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî
â êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè Uj ëþáîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè mj ∈ Λ ôóíêöèè
H âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà

H ≡ H0, H̃ ≡ H0 + h̃j,

ãäå
H0 =

∂2H

∂yk∂yl
(mj)y

kyl = ±(y1)2 ± . . .± (y2n)2, (72)

è ïîäïðîñòðàíñòâà E = E(mj) è F = F (mj) èìåþò âèä (69). Ïðè ýòîì
íà ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ïî-ïðåæíåìó íàêëàäûâàåòñÿ C1�ìàëîå âîç-
ìóùåíèå. Ýòî âîçìóùåíèå ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû íå ïðîèçâîëüíî, à
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. ðàçíîñòü ω̃2 − ω2 ãîìîëîãè÷íà íóëþ èëè, ïî ìåíüøåé ìåðå, ñîõðàíÿåò
öåíòðû òÿæåñòè;

2. â êàæäîé òî÷êå mj ïîäïðîñòðàíñòâà E è F îñòàþòñÿ êîñîîðòîãîíàëü-
íûìè è, òåì ñàìûì, èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî îáåèõ ëèíåàðèçîâàí-
íûõ ñèñòåì: íåâîçìóù¼ííîé è âîçìóù¼ííîé.

Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî â íîâûõ êîîðäèíàòàõ y1, . . . y2n ãàìèëüòîíèàí
H ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé (72), H̃ = H+h̃j, è ñôåðà ëþáîãî ðàäèóñà
â ïîäïðîñòðàíñòâå E èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïîòîêà ëèíåàðèçîâàííîé
ñèñòåìû.
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Ñäåëàåì òåïåðü ìàñøòàáíóþ çàìåíó êîîðäèíàò, òî÷íåå, ñåìåéñòâî òàêèõ
çàìåí.

Ôèêñèðóåì çíà÷åíèå r ∈ (0, r0). Â îêðåñòíîñòè Uj 3 mj ñäåëàåì (êàíî-
íè÷åñêóþ) ìàñøòàáíóþ çàìåíó y = ryr, H = H(mj) + r2Hr (ñ äîáàâëåíèåì
êîíñòàíòû), ω2 = r2ω2

r , ω̃2 = r2ω̃2
r . Òàêèì îáðàçîì, â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ðàñ-

ñìàòðèâàåìàÿ îêðåñòíîñòü Ur èìååò (áîëüøîé) ðàäèóñ ïîðÿäêà r0/r, è â íåé
ãàìèëüòîíèàí ïîñòîÿíåí è ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé H0; íåâîçìó-
ù¼ííûé óðîâåíü ýíåðãèè ðàâåí íóëþ, à âîçìóù¼ííûé ïîëîæèòåëåí: hr = 0,
h̃r = −h̃/r2. È íåâîçìóù¼ííàÿ, è âîçìóù¼ííàÿ ñèìïëåêòè÷åñêèå ñòðóêòóðû
çàâèñÿò îò r.

Èòàê, â êîîðäèíàòàõ yr ãàìèëüòîíèàí H̃r = Hr = H ÿâëÿåòñÿ êâàäðà-
òè÷íîé ôîðìîé, íå çàâèñÿùåé îò r, è ñîâïàäàåò ñ êâàäðàòè÷íîé ÷àñòüþ H0

èç (72) ôóíêöèè H â òî÷êå mj.
Ïóñòü ωkl(y) � êîìïîíåíòû ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ω2 â êîîðäèíà-

òàõ y1, . . . y2n. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî êîìïîíåíòû (ωr)kl(yr) ñèìïëåêòè÷åñêîé
ñòðóêòóðû ω2

r èìåþò âèä

(ωr)kl(yr) = ωkl(ryr), (73)

ïîýòîìó â øàðå ðàäèóñà 2 îíè îòëè÷àþòñÿ îò êîíñòàíò ωkl(0) íà âåëè÷èíó
ïîðÿäêà r.

Áîëåå òî÷íî, ñóùåñòâóåò ÷èñëî C > 0, çàâèñÿùåå òîëüêî îò íåâîçìóù¼í-
íîé ñèñòåìû, òàêîå, ÷òî â øàðå (y1)2+ . . .+(y2n)2 ≤ 4 ðàäèóñà 2 èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

‖ω2
r − ω2

0‖C1 ≤ Cr (74)
ïðè ëþáîì r ∈ (0, r0), ãäå ω2

0 := limr→0 ω2
r = ω2(0).

Ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ω2
0, êîýôôèöèåíòû êîòîðîé íå çàâèñÿò îò

òî÷êè, íàçîâ¼ì ìîäåëüíîé. Ãàìèëüòîíîâó (ëèíåéíóþ) ñèñòåìó ñ ãàìèëüòî-
íèàíîì H0 èç (72) è ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ω2

0 íàçîâ¼ì ìîäåëüíîé
ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé. Òàêèì îáðàçîì, íåâîçìóù¼ííàÿ ñèñòåìà r�áëèçêà
ê ìîäåëüíîé ñèñòåìå. Ñëåäîâàòåëüíî, âîçìóù¼ííàÿ ñèñòåìà (r + ε)�áëèçêà
ê ìîäåëüíîé ñèñòåìå.

Áîëåå òî÷íî, â ñèëó (74), ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ (70) â øàðå (y1)2+
. . . + (y2n)2 ≤ 4 ðàäèóñà 2 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖D∗ω̃2
r − ω2

0‖C1 ≤ cε + Cr (75)

ïðè ëþáîì r ∈ (0, r0], ãäå r0 ≤ 1. Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé (73),
â ñèëó êîòîðîé â ëþáîì øàðå ôèêñèðîâàííîãî ðàäèóñà

‖D∗ω̃2
r − ω2

r‖C1 ≤ ‖D∗ω̃2 − ω2‖C1
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ïðè ëþáîì r ∈ (0, 1].
Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì â íåñêîëüêî øàãîâ, ïîëíîñòüþ

àíàëîãè÷íûõ øàãàì â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 3 (ñì. ï. 1.6.1).
Øàã 2. Ðàññìîòðèì ìîäåëüíóþ ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó, ò.å. ëèíåàðèçî-

âàííóþ ñèñòåìó ñ ãàìèëüòîíèàíîì H0 è ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ω2
0.

Ïóñòü S = S2d−1 � åäèíè÷íàÿ ñôåðà â ïîäïðîñòðàíñòâå E. Ïîëîæèì
h− = min H0|S, h+ = max H0|S.

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå E îêðåñòíîñòü K ⊂ E ñôåðû S, ò.å. �êîëü-
öî�, îãðàíè÷åííîå ñôåðàìè ðàäèóñîâ 1

2
è 3

2
ñ öåíòðàìè â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå êîëüöà K íà ìíîæåñòâà óðîâíåé ôóíêöèè H0, ïîëà-
ãàÿ

Kh := K ∩H−1
0 (h), min(

9

4
h−,

1

4
h−) < h <

9

4
h+.

ßñíî, ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ Kh ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì â
ïîâåðõíîñòè H−1

0 (h), ñïëîøü çàïîëíåííûì çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè ìî-
äåëüíîé (ò.å. ëèíåàðèçîâàííîé) ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì
H0 è ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ω2

0.
Ïîêàæåì, ÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå Kh íåâûðîæäåíî (â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ

1) è, áîëåå òîãî, ñòðîãî íåâûðîæäåíî. Äëÿ ëþáîé òî÷êè η ∈ Kh ðàññìîòðèì
ëþáîé êàñàòåëüíûé âåêòîð ξ ê ïîâåðõíîñòè H−1

0 (h) â ýòîé òî÷êå, êîòîðûé
ïðè îïåðàòîðå ìîíîäðîìèè íåïîäâèæåí ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðîãî âåêòîðà,
êàñàòåëüíîãî ê ïîäìíîãîîáðàçèþ Kh. Ýòî çíà÷èò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî âåêòîð
Aξ−ξ ïðèíàäëåæèò ïîäïðîñòðàíñòâó E. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 11, ðàçëîæèì
âåêòîð ξ â ñóììó ξE + ξF , ãäå ξE ∈ E, ξF ∈ F . Òîãäà AξF − ξF ∈ E. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ââèäó èíâàðèàíòíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà F îòíîñèòåëüíî îïåðàòî-
ðà A, èìååì AξF − ξF ∈ F , îòêóäà AξF − ξF = 0, ò.å. ξF ∈ E. Òàêèì îáðàçîì,
ξ ∈ E, à çíà÷èò, ξ ∈ TηKh. Ýòî äîêàçûâàåò ñòðîãóþ íåâûðîæäåííîñòü ïîä-
ìíîãîîáðàçèÿ Kh.

Ïðèìåíèì ê ìîäåëüíîé ñèñòåìå è ïîäìíîãîîáðàçèþ Kh óòâåðæäåíèå 3.
Ôèêñèðóåì ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ mj. Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè îíî

ïîëîæèòåëüíîå: εj = +1, òàê ÷òî

h̃j < h = 0.

Äàëåå èíäåêñ j áóäåì èíîãäà îïóñêàòü.
Øàã 3. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà áîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé: êîãäà èñõîäíîå ìíî-

æåñòâî Λ ñîñòîèò èç îäíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ m, ò.å.

Λ = {m}.

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ H0 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà íà ïîäïðîñòðàíñòâå
E, è ïîýòîìó ïîäìíîãîîáðàçèå K1 ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé ñôåðîé: K1 = S
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(ñì. (72)). Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïîäìíîãîîáðàçèå êîìïàêòíî. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñôåðà S (â êà÷åñòâå ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ) ïî îòíîøåíèþ ê ëèíåàðèçîâàííîé
ñèñòåìå óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáîâàíèÿì óòâåðæäåíèÿ 3.

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3, ñóùåñòâóåò ñòîëü ìàëîå ÷èñëî ε0 > 0, ÷òî äëÿ
ëþáîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû â øàðå U , ε0�áëèçêîé ê ìîäåëüíîé, ñóùå-
ñòâóåò âëîæåíèå i : S → H̃−1(1) è S1�èíâàðèàíòíûå ãëàäêèå ôóíêöèè ψ è
T̃ íà S, òàêèå, ÷òî:

1. Ôóíêöèÿ T̃ áëèçêà ê T (m), à âëîæåíèå i áëèçêî ê òîæäåñòâåííîìó.

2. Äëÿ ëþáîé êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè γ ⊂ S ôóíêöèè ψ îêðóæíîñòü
i(γ) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé òðàåêòîðèåé âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû ñ ïåðèî-
äîì T̃ (γ).

Çäåñü áëèçîñòü ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå C2�íîðìû â ïðîñòðàíñòâå ãàìèëüòî-
íèàíîâ è C1�íîðìû â ïðîñòðàíñòâå ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Ïóñòü âåëè÷èíà âîçìóùåíèÿ ε > 0 èç (67) ñòîëü ìàëà, ÷òî

cε + C
√

cε ≤ ε0

è ε ≤ 1. Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà ñ ãàìèëüòîíèàíîì D∗H̃r = H0 è ñèìïëåêòè-
÷åñêîé ñòðóêòóðîé D∗ω̃2

r äîñòàòî÷íî áëèçêà ê ìîäåëüíîé ñèñòåìå.
Íàïîìíèì (71), ÷òî âîçìóùåíèå óðîâíÿ ýíåðãèè èìååò ïîðÿäîê ε: |h̃| ≤

cε. Ïîëîæèì
r =

√
−h̃.

Îòñþäà, â ñèëó (75), ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè âîçìóùåíèè èñõîäíîé ñèñòåìû âèäà
(67), â øàðå ðàäèóñà 2 âîçìóùåíèå ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû èìååò âèä

‖D∗ω̃2
r − ω2

0‖C1 ≤ cε + Cr ≤ ε0.

Êðîìå òîãî, âîçìóù¼ííûé ãàìèëüòîíèàí ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì: D∗H̃r = H0,
à âîçìóù¼ííûé óðîâåíü ýíåðãèè ðàâåí −h̃/r2 = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìå-
íèìî óòâåðæäåíèå 3.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ñôåðà S ñîâïàäàåò ñ �êëåòêîé� Λ∗ âìåñòå ñ äåé-
ñòâèåì îêðóæíîñòè. Èòàê, â ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî Λ ÿâëÿåòñÿ îòäåëü-
íûì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ, òåîðåìà 8 äîêàçàíà.

Øàã 4. Ïóñòü òåïåðü ìíîæåñòâî Λ íå ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíûì ïîëîæåíèåì
ðàâíîâåñèÿ. Ôèêñèðóåì ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ mj ∈ Λ, 1 ≤ j ≤ N . Ïóñòü U
� øàð ðàäèóñà 2 â ïðîñòðàíñòâå E = E(mj).

Äëÿ êàæäîé òî÷êè m = (y1, . . . y2n) ∈ S ⊂ E åäèíè÷íîé ñôåðû S = E ∩
{(y1)2+ . . .+(y2n)2 = 1} â ïîäïðîñòðàíñòâå E = E(mj) ïðîâåä¼ì ñëåäóþùèå
ïîñòðîåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿì, íåîáõîäèìûì äëÿ ôîðìóëèðîâêè
îñíîâíîé ëåììû 8 (ñì. ï. 1.6.1):
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0. Íà ïîâåðõíîñòè Kh 3 m ôèêñèðóåì åñòåñòâåííîå äåéñòâèå îêðóæíî-
ñòè, çàäàâàåìîå îãðàíè÷åíèåì ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû íà Kh.

1. Âûáåðåì ìàëåíüêóþ ñåêóùóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü Σm, ãëàäêî çàâèñÿ-
ùóþ îò òî÷êè m è òðàíñâåðñàëüíóþ ê òðàåêòîðèÿì γm. Íàïðèìåð, â êà÷å-
ñòâå ãèïåðïîâåðõíîñòè Σm ìîæíî âçÿòü ïëîùàäêó, îðòîãîíàëüíóþ ê òðàåê-
òîðèè γm îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â Uj. Ïîëî-
æèì σm = Σm ∩H−1

0 (H0(m)) (ýòî � ñèìïëåêòè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå).
2. Â êàæäîé òî÷êå m åäèíè÷íîé ñôåðû S â ñîáñòâåííîì ïîäïðîñòðàíñòâå

E ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî θm = E ∩ Tmσm â Tmσm.
3. Êðîìå òîãî, èç êàæäîé òî÷êè m åäèíè÷íîé ñôåðû â ïîäïðîñòðàíñòâå

E, ïåðåíåñ¼ì ïîäïðîñòðàíñòâî θm âî âñå òî÷êè m′ ∈ σm. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ïîñòðîèì ëèíåéíûé îïåðàòîð Pm,m′ : θm → Tm′(H−1

0 (H0(m))), m′ ∈ σm, ãäå
Pm,m = Idθm . Îáðàç ýòîãî îïåðàòîðà îáîçíà÷èì ÷åðåç θm,m′ . Òàêèì îáðàçîì,
îïåðàòîð Pm,m′ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïîäïðîñòðàíñòâ θm è θm,m′ :

Pm,m′ : θm → θm,m′ , m′ ∈ σm.

4. Íàêîíåö, ïóñòü F � êîñîîðòîãîíàëüíîå (à çíà÷èò, è îðòîãîíàëüíîå)
äîïîëíåíèå ê ïîäïðîñòðàíñòâó E â TmM . ×åðåç êàæäóþ òî÷êó m åäèíè÷-
íîé ñôåðû S â ïîäïðîñòðàíñòâå E ïðîâåä¼ì ìàëåíüêóþ ïëîùàäêó Fm,
ïàðàëëåëüíóþ ïîäïðîñòðàíñòâó F , è �ñïðîåêòèðóåì� å¼ íà ïîâåðõíîñòü
H−1

0 (H0(m)) ïðè ïîìîùè ãðàäèåíòíîãî ïîòîêà ôóíêöèè H0. Â ðåçóëüòà-
òå ïðîåêòèðîâàíèÿ ìû ïîëó÷èì ìàëåíüêóþ ïîâåðõíîñòü Nm ⊂ H−1

0 (H0(m))
òîé æå ðàçìåðíîñòè, ÷òî è F , è òîæå òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùóþ E â
òî÷êå m. Ôèêñèðóåì òàêæå íà ïîâåðõíîñòè Kh 3 m ðèìàíîâó ñâÿçíîñòü
(îòíîñèòåëüíî èíäóöèðîâàííîé ðèìàíîâîé ìåòðèêè).

Âñå ïîñòðîåííûå îáúåêòû ïðåäïîëàãàþòñÿ ãëàäêî çàâèñÿùèìè îò òî÷åê
m ∈ S = E ∩ {(y1)2 + . . . + (y2n)2 = 1} è m′ ∈ σm. Ïðè ïîìîùè ãîìîòåòèè ñ
öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ïåðåíåñ¼ì âñå ïîñòðîåííûå îáúåêòû ñ åäèíè÷-
íîé ñôåðû íà ñôåðó ëþáîãî ðàäèóñà r > 0 è, â ÷àñòíîñòè, ìû ïîëó÷èì ýòè
îáúåêòû â ïðîêîëîòîì øàðå U \ {0} ðàäèóñà 2.

Èçìåíÿÿ r ∈ (0, 2), ìû ïîëó÷àåì â ïåðåñå÷åíèè E◦ = E ∩ U \ {0} ïîä-
ïðîñòðàíñòâà E ñî âñåé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòüþ U ñëåäóþùèå îáúåêòû:
ãëàäêîå äåéñòâèå îêðóæíîñòè íà êàæäîì ïîäìíîãîîáðàçèè H−1

0 (h) ∩ E◦,
ïîëå ñå÷åíèé Ïóàíêàðå σm ⊂ H−1

0 (H0(m)), m ∈ E◦, ïîëå ïîäïðîñòðàíñòâ

θm ⊂ Tmσm, m ∈ E◦,

ïîëå �îïåðàòîðîâ ïåðåíîñà�

Pm,m′ : θm → θm,m′ , m ∈ E◦,m′ ∈ σm,
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ñåìåéñòâî �íîðìàëåé� Nm ⊂ H−1
0 (H0(m)), m ∈ E◦, è ðèìàíîâó ìåòðèêó íà

êàæäîì ïîäìíîãîîáðàçèè H−1
0 (h) ∩ E ∩ U \ {0}.

Çäåñü ìû íåîäíîêðàòíî âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ðàçáèåíèå ïðîñòðàí-
ñòâà íà ìíîæåñòâà óðîâíåé H−1

0 (h) ôóíêöèè H0 ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ãîìîòåòèè.
Ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç îäíîðîäíîñòè ôóíêöèè H0 â ðàññìàòðèâàåìûõ êîîð-
äèíàòàõ y1, . . . , y2n.

ßñíî, ÷òî ïîâåðõíîñòè Nm ñåìåéñòâà �íîðìàëåé� ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþò-
ñÿ, è èõ îáúåäèíåíèå ÿâëÿåòñÿ (êîíóñîîáðàçíîé) îêðåñòíîñòüþ ìíîæåñòâà
E◦ â U . Ïîýòîìó êîððåêòíî îïðåäåëåíà ðåòðàêöèÿ ρ óêàçàííîé îêðåñòíîñòè
íà ìíîæåñòâî E◦, ïåðåâîäÿùàÿ êàæäóþ íîðìàëü Nm â òî÷êó m:

ρ(Nm) = m, m ∈ E ∩ U \ {0}.
Ïîñòðîåííàÿ ðåòðàêöèÿ ρ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé è îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîé-
ñòâîì: îíà îòîáðàæàåò (êîíóñîîáðàçíóþ) îêðåñòíîñòü ïîâåðõíîñòè E◦ â ñà-
ìó ýòó ïîâåðõíîñòü ñ ñîõðàíåíèåì çíà÷åíèé ôóíêöèè H0. Ïðè ýòîì

ρ(m) = m, m ∈ E◦.

Àíàëîãè÷íî, èçìåíÿÿ r ∈ (0, r0), ìû ïîëó÷àåì â ïåðåñå÷åíèè E∩Uj\{mj}
ïîäïðîñòðàíñòâà E ñî âñåé ïðîêîëîòîé 2r0�îêðåñòíîñòüþ Uj òî÷êè mj âñå
ïåðå÷èñëåííûå îáúåêòû.

Ïðîäîëæèì ïîëó÷åííûå îáúåêòû âî âñå îñòàëüíûå òî÷êè m ∈ Λ \ Uj

ìíîæåñòâà Λ ãëàäêèì îáðàçîì. Ïðè ýòîì íóæíî óêàçàòü çàðàíåå, êàê ìû
áóäåì îïðåäåëÿòü àíàëîãè÷íûå îáúåêòû íà �íóëåâîì óðîâíå� H̃−1(0) âîç-
ìóù¼ííîãî ãàìèëüòîíèàíà (áîëåå òî÷íî, íà �ìíîæåñòâå íóëåâîãî óðîâíÿ
âîçìóù¼ííîãî ãàìèëüòîíèàíà�). Âíóòðè è âíå îêðåñòíîñòåé Uj ìû áóäåì
îïðåäåëÿòü ýòè îáúåêòû ðàçíûìè ñïîñîáàìè.

Ââåä¼ì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ëþáóþ ðèìàíîâó ìåòðèêó. Âûïóñòèì èç
ïîâåðõíîñòè H−1(0) \ {m1, . . . ,mN} ôàçîâûå òðàåêòîðèè ãðàäèåíòíîãî ïî-
òîêà ôóíêöèè H. Âíå îêðåñòíîñòåé Uj äâèæåíèå âäîëü ýòèõ òðàåêòîðèé
îñóùåñòâëÿåò íåêîòîðûé äèôôåîìîðôèçì ìåæäó óðîâíÿìè íåâîçìóù¼í-
íîãî è âîçìóù¼ííîãî ãàìèëüòîíèàíîâ. Ïðè ïîìîùè ýòîãî äèôôåîìîðôèç-
ìà ìû è áóäåì ïåðåíîñèòü âñå îáúåêòû íà íóëåâîé óðîâåíü âîçìóù¼ííîãî
ãàìèëüòîíèàíà. Â ÷àñòíîñòè, ìû áóäåì ïåðåíîñèòü ïîäìíîæåñòâî Λ ñ äåé-
ñòâèåì îêðóæíîñòè íà í¼ì. Ïåðåíåñ¼ííûå òàêèì ñïîñîáîì îáúåêòû íàçîâ¼ì
âòîðè÷íûìè îáúåêòàìè.

Îäíàêî â îêðåñòíîñòè Uj ìû óæå ôàêòè÷åñêè èìååì íóæíûå îáúåêòû
íà íóëåâîì (êàê è íà ëþáîì äðóãîì) óðîâíå âîçìóù¼ííîãî ãàìèëüòîíèàíà,
òàê êàê ìû èõ çàäàëè íà âñåõ óðîâíÿõ íåâîçìóù¼ííîãî ãàìèëüòîíèàíà H, à
âîçìóù¼ííûé ãàìèëüòîíèàí èìååò òå æå ìíîæåñòâà óðîâíåé, ÷òî è íåâîçìó-
ù¼ííûé. Ïîñòðîåííûå íàìè îáúåêòû ìû íàçîâ¼ì ïåðâè÷íûìè îáúåêòàìè.
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Ýòè îáúåêòû íå ÿâëÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ïåðåíåñåíèåì ïðè ïîìîùè ãðà-
äèåíòíîãî ïîòîêà ôóíêöèè H. Äåëî â òîì, ÷òî ìû èõ áóäåì ðàññìàòðèâàòü
êàê îïðåäåë¼ííûå íà ñàìîì ïîäìíîãîîáðàçèè Λ∗ ∩ Uj ⊂ H̃−1(0), ãäå

Λ∗ ∩ Uj = E ∩H−1
0 (−h̃j).

Îñòàëîñü ïîñòðîèòü �ïëàâíûé ïåðåõîä� ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ñïîñîáàìè,
ò.å. �ñîãëàñîâàòü� â íåêîòîðîé ïðîìåæóòî÷íîé îáëàñòè âñå ïÿòü îáúåêòîâ,
ïîñòðîåííûõ ðàçíûìè ñïîñîáàìè.

Íà÷í¼ì ñ îñíîâíîãî îáúåêòà � ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ∗ âìåñòå ñî ñòðóêòó-
ðîé ïåðèîäè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ íà í¼ì. Ïîÿñíèì, ÷òî âñå âòîðè÷íûå îáú-
åêòû, â ÷àñòíîñòè, ñàìî ïîäìíîãîîáðàçèå Λ∗ ⊂ H̃−1(0) âìåñòå ñî ñòðóê-
òóðîé ïåðèîäè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ íà í¼ì, ïîëó÷àþòñÿ èõ ïåðåíåñåíèåì ñ
Λ ⊂ H−1(0) íà íóëåâîé óðîâåíü H̃−1(0) âîçìóù¼ííîãî ãàìèëüòîíèàíà. Íî
âáëèçè òî÷êè mj òàêîãî ïåðåíåñåíèÿ â ïðèíöèïå íå ìîæåò áûòü, òàê êàê
ìíîæåñòâî H−1

0 (0) íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì. Ìû âìåñòî òà-
êîãî ïåðåíåñåíèÿ ðàññìàòðèâàåì ïåðâè÷íûé îáúåêò: îáúÿâëÿåì â êà÷åñòâå
ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ∗ ∩ Umj

�ðó÷êó� Cε(m) èç (65) âìåñòå ñ (ïåðâè÷íûìè)
îáúåêòàìè íà íåé. Ïîýòîìó äëÿ âîçìîæíîñòè ïåðåõîäà ê (âòîðè÷íûì) îáú-
åêòàì âíå îêðåñòíîñòåé Uj ìû äîëæíû äîáèòüñÿ, â ÷àñòíîñòè, ÷òîáû ïî-
ñòðîåííûå (ðàçíûìè ñïîñîáàìè) ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ∗ â H̃−1(0) ñîâïàäàëè,
âìåñòå ñ äåéñòâèåì îêðóæíîñòè íà íèõ (ïðè ëþáîì çíà÷åíèè h̃j).

Äëÿ ýòîãî èçìåíèì ðèìàíîâó ìåòðèêó âáëèçè ãðàíèöû øàðà U òàê, ÷òî-
áû â ìàëîé îêðåñòíîñòè êîíóñà C(mj) = E ∩ H−1

0 (0) âíå øàðà ðàäèóñà 1
2

âåêòîðíîå ïîëå ui ∂
∂ui íà E, âäîëü êîòîðîãî ìû îñóùåñòâëÿëè ðåòðàêöèþ

r = rj ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 11, áûëî îðòîãîíàëüíî ìíîæåñòâàì óðîâ-
íÿ ôóíêöèè H0. Ïåðåíåñ¼ì â ýòîé îêðåñòíîñòè âñå îáúåêòû ñ ìíîæåñòâà
H−1

0 (0) íà êàæäîå áëèçêîå ìíîæåñòâî H−1
0 (ε). Òîãäà ïðè ëþáîì äîñòàòî÷íî

ìàëîì ε = −h̃j âíå øàðà ðàäèóñà 1
2
ïåðåíåñ¼ííîå (ò.å. âòîðè÷íîå) ìíîæå-

ñòâî Λ∗ ñîâïàä¼ò ñ ïåðâè÷íûì ìíîæåñòâîì Λ∗ � �ðó÷êîé� Cε(m) èç (65).
Êðîìå òîãî, ïî ëåììå 11, âíå óêàçàííîãî øàðà ïåðåíåñ¼ííîå ñ ìíîæåñòâà
Λ íà Λ∗ äåéñòâèå îêðóæíîñòè (ïðè ïîìîùè ãðàäèåíòíîãî ïîòîêà ôóíêöèè
H0) áóäåò ñîâïàäàòü ñ åñòåñòâåííûì äåéñòâèåì îêðóæíîñòè íà Λ∗. Ïîýòîìó
âíå øàðà ðàäèóñà 1

2
ïîäìíîãîîáðàçèå Λ∗ âìåñòå ñî ñòðóêòóðîé ïåðèîäè÷å-

ñêîãî ðàññëîåíèÿ íà í¼ì áóäåò îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî (ïðè ëþáîì çíà÷åíèè
ε = −h̃j), ò.å. îäèíàêîâî ïðè îáîèõ ñïîñîáàõ îïðåäåëåíèÿ.

Îñòàëîñü îïðåäåëèòü îñòàëüíûå ÷åòûðå îáúåêòà 1�4 âíå øàðà ðàäèóñà 1
2

â U , òàê, ÷òîáû îíè �ïëàâíî ïåðåøëè� èç ïåðâè÷íûõ îáúåêòîâ âî âòîðè÷íûå.
Ìû ïîñòðîèì íîâûå (ïðîìåæóòî÷íûå) îáúåêòû â øàðå ðàäèóñà 1 âíå

øàðà ðàäèóñà 1
2
â U . Ïðè ýòîì âíóòðè øàðà ðàäèóñà 1

2
ìû îñòàâèì óæå

ïîñòðîåííûå (ïåðâè÷íûå) îáúåêòû, à âíå øàðà ðàäèóñà 1 áóäåì ïåðåíîñèòü
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âñå îáúåêòû ïðè ïîìîùè ãðàäèåíòíîãî ïîòîêà (ò.å. �îñòàâèì� âòîðè÷íûå
îáúåêòû). Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ìû áóäåì ñòðîèòü íîâûå îáúåêòû â øàðå U íå
äëÿ ëþáûõ ïîâåðõíîñòåé, áëèçêèõ ê ïîâåðõíîñòÿì óðîâíåé ôóíêöèè H0,
à òîëüêî äëÿ êîíêðåòíûõ ìíîæåñòâ óðîâíÿ äàííîé ôóíêöèè H0 â U . Ïðè
ýòîì ìû íå áóäåì ñòðîèòü ÿâíîãî ïåðåíîñà ñ îäíîé ïîâåðõíîñòè íà äðóãóþ,
à áóäåì ðàññìàòðèâàòü âñå îáúåêòû êàê ïåðâè÷íûå.
Ëåììà 12. Ïóñòü H0 � ôèêñèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ êâàäðàòè÷íîé
÷àñòè (72) íåâîçìóù¼ííîãî ãàìèëüòîíèàíà H â îñîáîé òî÷êå mj. Òîãäà
â ïðîêîëîòîì øàðå U \ {0} ðàäèóñà 2 ñóùåñòâóþò ïîëå ñå÷åíèé Ïóàíêàðå
σm ⊂ H−1

0 (H0(m)), m ∈ E◦ = E ∩ U \ {0}, ïîëå ïîäïðîñòðàíñòâ θm ⊂
Tmσm, m ∈ E◦, ïîëå �îïåðàòîðîâ ïåðåíîñà�Pm,m′ : θm → θm,m′, m ∈ E◦,
m′ ∈ σm, ñåìåéñòâî �íîðìàëåé� Nm ⊂ H−1

0 (H0(m)), m ∈ E◦, è ñåìåéñòâî
ðèìàíîâûõ ìåòðèê íà ïîâåðõíîñòÿõ H−1

0 (h)∩E◦, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè.

1. Äëÿ ëþáîé òî÷êè m ∈ E◦, ïðèíàäëåæàùåé øàðó ðàäèóñà 1
2
, ýòè îáú-

åêòû ñîâïàäàþò ñ ïåðâè÷íûìè îáúåêòàìè.

2. Äëÿ ëþáîé òî÷êè m ∈ E◦, ëåæàùåé âíå øàðà ðàäèóñà 1, ýòè îáúåêòû
ñîâïàäàþò ñî âòîðè÷íûìè îáúåêòàìè.

3. Äëÿ ëþáîé òî÷êè m ∈ H−1
0 (0) ∩ E◦ ýòè îáúåêòû ñîâïàäàþò ñ îáúåê-

òàìè îáîèõ òèïîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî íà ìíîæåñòâå H−1
0 (0) îáúåêòû îáîèõ òè-

ïîâ ñîâïàäàþò (òàê êàê �ïåðåíîñ ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòíîãî ïîòîêà� ÿâëÿåòñÿ
òîæäåñòâåííûì íà H−1

0 (0)).
Ïîñòðîèì åñòåñòâåííóþ àôôèííóþ ñòðóêòóðó íà ìíîæåñòâå ïåðâè÷-

íûõ îáúåêòîâ 1�4, îïðåäåë¼ííûõ äëÿ ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ ôèêñèðîâàííîé
ôóíêöèè H0 è ôèêñèðîâàííûõ íåâûðîæäåííûõ ïîäìíîæåñòâ Kh ⊂ H−1

0 (h)
âíå øàðà ðàäèóñà 1

2
â U .

Ëþáûå äâå ðèìàíîâû ìåòðèêè g0 è g1 íà ïîâåðõíîñòÿõ Kh ñîåäèíèì
ãîìîòîïèåé gu = (1− u)g0 + ug1, 0 ≤ u ≤ 1.

Ôèêñèðóåì ëþáóþ òî÷êó m ∈ H−1
0 (0)∩E◦ è ðàññìîòðèì âñå èìåþùèåñÿ

îáúåêòû â ýòîé òî÷êå.
Ëþáûå äâå ñåêóùèå ïîâåðõíîñòè σm0, σm1 ⊂ H−1

0 (H0(m)) ñîåäèíèì ãî-
ìîòîïèåé σmu ⊂ H−1

0 (H0(m)), 0 ≤ u ≤ 1, êîòîðóþ îïðåäåëèì òàê. Èç ëþáîé
òî÷êè m′ ∈ σm0 âûïóñòèì ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ γm′(t) ëèíåàðèçîâàííîé
ñèñòåìû. Ïóñòü ýòà òðàåêòîðèÿ ïåðåñåêëà ïîâåðõíîñòü σm1 â ìîìåíò âðå-
ìåíè t = τ(m′). Ïîëîæèì σmu := {Amu(m

′) |m′ ∈ σm0}, 0 ≤ u ≤ 1, ãäå
Amu(m

′) := γm′(uτ(m′)).
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Ëþáûå äâà ïîäïðîñòðàíñòâà θm0 ⊂ Tm0σm0, θm1 ⊂ Tm1σm1 ñîåäèíèì ãî-
ìîòîïèåé θmu ⊂ Tmuσmu, 0 ≤ u ≤ 1, ïîëàãàÿ θmu = E ∩ Tmσmu.

Ëþáûå äâà ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ ïåðåíîñà Pm,m′
0,0 : θm0 → θm,m′

0,0, m′
0 ∈

σm0, è Pm,m′
1,1 : θm1 → θm,m′

1,1, m′
1 ∈ σm1, ñîåäèíèì ãîìîòîïèåé Pm,m′

u,u :
θmu → θm,m′

u,u, m′
u ∈ σmu, 0 ≤ u ≤ 1, êîòîðóþ îïðåäåëèì òàê. Äëÿ ëþáîé

òî÷êè m′
0 ∈ σm0 è ëþáîãî âåêòîðà ξ ∈ θm0 ïîëîæèì m′

u = Amu(m
′
0), ξmu :=

dAmu(m)ξm0 ∈ θmu, Pm,m′
u,uξmu := (1−u)dAmu(m

′
0)◦Pm,m′

0,0ξm0 +udAmu(m
′
0)◦

dAm1(m
′
0)
−1 ◦ Pm,m′

1,1ξm1.
Ëþáûå äâå �íîðìàëè� Nm0 ⊂ H−1

0 (H0(m)), Nm1 ⊂ H−1
0 (H0(m)) ñîåäè-

íèì ãîìîòîïèåé Nmu ⊂ H−1
0 (H0(m)), 0 ≤ u ≤ 1, êîòîðóþ îïðåäåëèì òàê.

×åðåç ëþáóþ òî÷êó m0 ∈ Nm0 ïðîâåä¼ì ïëîùàäêó, ïàðàëëåëüíóþ ïîäïðî-
ñòðàíñòâó E. Ïóñòü ýòà ïëîùàäêà ïåðåñåêëà ïîâåðõíîñòü Nm1 â òî÷êå m1 =
m1(m0). Ñîåäèíèì ýòè òî÷êè êðàò÷àéøåé ãåîäåçè÷åñêîé mu = mu(m0),
0 ≤ u ≤ 1. Ïîëîæèì Nmu = {mu(m0) |m0 ∈ Nm0}, 0 ≤ u ≤ 1.

Ñîåäèíèì ïåðâè÷íûå è âòîðè÷íûå îáúåêòû â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè 0 ãîìîòîïèåé óêàçàííîãî âèäà.

Âîçüìåì C∞�ãëàäêóþ ôóíêöèþ u(r), 0 ≤ r ≤ 2, âèäà 0 ≤ u(r) ≤ 1 ïðè
0 ≤ r ≤ 2; u(r) = 1 ïðè 0 ≤ r ≤ 1

2
; u(r) = 0 ïðè 1 ≤ r ≤ 2. Ïðè êàæäîì

çíà÷åíèè r ∈ [0, 2] äëÿ ëþáîé òî÷êè m ∈ E ∩ U , ïðèíàäëåæàùåé ñôåðå
ðàäèóñà r, îïðåäåëèì ðèìàíîâó ìåòðèêó g(m) := gu(r)(m) â ýòîé òî÷êå, è
àíàëîãè÷íî ÷åòûðå äðóãèõ îáúåêòà.

Ïîñòðîåííûå îáúåêòû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû. Ëåììà 12 äîêà-
çàíà.

Âåðí¼ìñÿ ê ïåðâè÷íûì îáúåêòàì, îïðåäåë¼ííûì â øàðå U è îêðåñòíîñòè
Uj òî÷êè mj.

Îòìåòèì, ÷òî âñå ïåðâè÷íûå îáúåêòû â U (Uj) ïî ïîñòðîåíèþ èíâàðè-
àíòíû îòíîñèòåëüíî ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì â 0 (â òî÷êå mj) ñ ëþáûì êîýô-
ôèöèåíòîì ãîìîòåòèè, ìåíüøèì 1. Îòñþäà ïîëó÷àåì âàæíóþ ñâÿçü ìåæäó
ïåðâè÷íûìè îáúåêòàìè â øàðå U ðàäèóñà 2 è 2r0�îêðåñòíîñòè Uj òî÷êè mj:

Ïðè îòîáðàæåíèè øàðà U â øàð Uj, ÿâëÿþùåìñÿ ãîìîòåòèåé ñ ëþáûì
êîýôôèöèåíòîì âèäà r ∈ (0, r0), âñå ïåðâè÷íûå îáúåêòû â øàðå U ïåðåõî-
äÿò â ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðâè÷íûå îáúåêòû â øàðå Uj.

Øàã 5. Ðàññìîòðèì â ïîäïðîñòðàíñòâå E îòêðûòîå êîëüöî K ⊂ E,
ñîäåðæàùåå åäèíè÷íóþ ñôåðó S è îãðàíè÷åííîå ñôåðàìè ðàäèóñîâ 1

2
è

3
2
â E. Íàïîìíèì (øàã 2), ÷òî êîëüöî K ðàçáèòî íà ãèïåðïîâåðõíîñòè

Kh = K ∩H−1
0 (h), 9

4
h− < h < 9

4
h+.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç U = {(y1)2 + . . . + (y2n)2 < 4} îòêðûòûé øàð ðàäèóñà
2 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ýòî � îáëàñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
ìîäåëüíîé (ò.å. ëèíåàðèçîâàííîé) ñèñòåìû.

Êàæäàÿ ïîâåðõíîñòü Kh ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì íåâûðîæäåííûì èíâàðèàíò-
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íûì ïîäìíîãîîáðàçèåì â ïîâåðõíîñòè H−1
0 (h), ñïëîøü çàïîëíåííûì çà-

ìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè ìîäåëüíîé (ò.å. ëèíåàðèçîâàííîé) ãàìèëüòîíîâîé
ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H0 è ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ω2

0.
Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, ïîâåðõíîñòè Kh íå êîìïàêòíû. Òåì

íå ìåíåå, àíàëîãè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî âáëèçè ëþáîãî êîì-
ïàêòíîãî S1�èíâàðèàíòíîãî ïîäìíîæåñòâà â íåâûðîæäåííîì ïîäìíîãîîá-
ðàçèè, çàïîëíåííîì çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè, ñïðàâåäëèâ àíàëîã óòâåð-
æäåíèÿ 3.

Â íàøåì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé àíàëîã óòâåðæäåíèÿ 3.
Ëåììà 13. Ñóùåñòâóþò ñòîëü ìàëûå ÷èñëà ε∗ > 0, τ > 0 è îêðåñòíîñòü
Ω åäèíè÷íîé ñôåðû S ⊂ E â øàðå U , çàâèñÿùèå òîëüêî îò íåâîçìóù¼í-
íîé ñèñòåìû, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε0 ∈ [0, ε∗] è ëþáîé ãàìèëüòîíîâîé
ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H̃ = H0 è ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ω̃2,
ε0�áëèçêîé ê ìîäåëüíîé:

‖ω̃2 − ω2
0‖C1 ≤ ε0, (76)

ñóùåñòâóåò âëîæåíèå i : K → U è S1�èíâàðèàíòíûå ãëàäêèå ôóíêöèè ψ
è T̃ íà K, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Ôóíêöèÿ T̃ ε0�áëèçêà ê ÷èñëó T (mj), à âëîæåíèå i ε0�áëèçêî ê òîæ-
äåñòâåííîìó.

2. Âëîæåíèå i ñîõðàíÿåò çíà÷åíèå ãàìèëüòîíèàíà: H0 ◦ i = H0|K.

3. Äëÿ ëþáîé îêðóæíîñòè γ ⊂ K, ÿâëÿþùåéñÿ êðèòè÷åñêîé äëÿ ôóíê-
öèè ψ|Kh

å¼ îáðàç i(γ) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé òðàåêòîðèåé âîçìóù¼í-
íîé ñèñòåìû ñ ïåðèîäîì T̃ (γ), ãäå h = H0(γ).

4. Ëþáàÿ çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû, ïåðåñåêàþùàÿ
îáëàñòü Ω è èìåþùàÿ ïåðèîä â ïðîìåæóòêå [T (mj) − τ, T (mj) + τ ],
ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïðè îòîáðàæåíèè i íåêîòîðîé îêðóæíîñòè γ ⊂
K, ÿâëÿþùåéñÿ êðèòè÷åñêîé äëÿ ôóíêöèè ψ|Kh

.

Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 3 îñíîâàíî íà îñíîâíîé ëåì-
ìå 8, à ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîé ëåììû óêàçàí îäíîçíà÷íûé ñïîñîá ïîñòðî-
åíèÿ âëîæåíèÿ i è ôóíêöèè T̃ , çàâèñÿùèé òîëüêî îò ñëåäóþùèõ îáúåêòîâ:
ñïîñîáà ïåðåíîñà ïîäìíîãîîáðàçèÿ Kh ñ ïîâåðõíîñòè H−1

0 (h) íà H̃−1(h),
ïîëÿ ñå÷åíèé σm, ïîäïðîñòðàíñòâ θm, ïîëÿ îïåðàòîðîâ ïåðåíîñà Pm,m′ , ðå-
òðàêöèè ρ è ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà Kh (äâà ïîñëåäíèõ îáúåêòà íóæíû äëÿ
îäíîçíà÷íîñòè ïîñòðîåíèÿ âëîæåíèÿ i). Òàê êàê â íàøåì ñëó÷àå H̃ = H0, òî
âñå ýòè îáúåêòû áûëè ôèêñèðîâàíû íà ïðåäûäóùåì øàãå (êàê ïåðâè÷íûå).
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Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïî âëîæåíèþ i îäíîçíà÷íî ñòðîèòñÿ ôóíêöèÿ ψ (ñ
òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî).

Ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 8 äà¼ò îäíîçíà÷íûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ
âëîæåíèÿ i è ôóíêöèé T̃ è ψ, óäîâëåòâîðÿþùèõ òðåáîâàíèÿì ëåììû 13. Â
÷àñòíîñòè, ýòîò ñïîñîá íå çàâèñèò îò âûáîðà ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò â ôàçî-
âîì ïðîñòðàíñòâå.

Øàã 6. Íà ýòîì øàãå ìû âûáåðåì ìàëûé ðàäèóñ r0 > 0 îêðåñòíîñòè Uj

òî÷êè mj. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç d íîðìó îïåðàòîðà (AF − I)−1, ãäå AF = A|F :

d = ‖(AF − I)−1‖. (77)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε0 ∈ [0, 1],
ëþáîé âîçìóù¼ííîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû Ṽ ñ ãàìèëüòîíèàíîì H0 è ñèì-
ïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé âèäà (76) è ëþáîé òî÷êè y åäèíè÷íîé ñôåðû â U
âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

|gt
Ṽ
(y)− gt

V (y)| ≤ Bε0, 0 ≤ t ≤ 2T (m),

ãäå V � ìîäåëüíàÿ (ò.å. ëèíåàðèçîâàííàÿ) ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç b òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà T̃ èç îòðåçêà
[0, 2T (mj)] è ëþáîé òî÷êè y åäèíè÷íîé ñôåðû â U

|gT̃
V (y)− Ay| ≤ b|T̃ − T (mj)|.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî T̃ ∈ [0, 2T (mj)] èìååì

|gT̃
Ṽ
(y)− Ay| ≤ |gT̃

Ṽ
(y)− gT̃

V (y)|+ |gT̃
V (y)− Ay| ≤ Bε0 + b|T̃ − T (mj)|. (78)

Ïóñòü ε∗ > 0 � ÷èñëî èç ëåììû 13. Óìåíüøèì, åñëè íóæíî, ðàäèóñ r0

îêðåñòíîñòè Uj è âîçüì¼ì ìàëûå ÷èñëà ε > 0 è τ > 0, óäîâëåòâîðÿþùèå
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Cr0 + cε ≤ ε∗, ãäå C è c � êîíñòàíòû èç (74) è (70);

2. ïåðåñå÷åíèå åäèíè÷íîé ñôåðû â U ñ u�îêðåñòíîñòüþ ïîäïðîñòðàíñòâà
E öåëèêîì ëåæèò â îêðåñòíîñòè Ω èç ëåììû 13, ãäå

u = d(B(cε + Cr0) + bτ); (79)

3. äëÿ ëþáîé òî÷êè m ∈ Λ, ïðèíàäëåæàùåé r0�îêðåñòíîñòè òî÷êè mj,

|T (m)− T (mj)| ≤ τ ; (80)
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4. ïðè ëþáîì ε0 ∈ [0, min(ε∗, Cr0 + cε)] âëîæåíèå i èç ëåììû 13 äîñòà-
òî÷íî áëèçêî ê òîæäåñòâåííîìó (ïîäðîáíåå ñì. íèæå):

i ≈ IdK . (81)

Íàëîæèì íà èñõîäíóþ ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ëþáîå ε�ìàëîå âîçìóùå-
íèå âèäà (67).

Äëÿ ëþáîãî r ∈ (0, r0] ðàññìîòðèì â øàðå U ðàäèóñà 2 äâå ãàìèëüòîíîâû
ñèñòåìû, áëèçêèå ê ìîäåëüíîé: íåâîçìóù¼ííóþ è âîçìóù¼ííóþ ñèñòåìû ñ
ãàìèëüòîíèàíîì H0 è ñèìïëåêòè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè ω2

r è D∗ω̃2
r èç (73). Â

ñèëó (74) è (75) íåâîçìóù¼ííàÿ è âîçìóù¼ííàÿ ñèñòåìû (Cr)� è (Cr + cε)�
áëèçêè ê ìîäåëüíîé ñèñòåìå ñîîòâåòñòâåííî. Çíà÷èò, ââèäó âûáîðà ÷èñåë
ε è r (ñì. óñëîâèå 1), ýòè ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (76) ëåììû 13
(áëèçîñòü ê ìîäåëüíîé ñèñòåìå).

Ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ñèñòåìàì âëîæåíèÿ ir, ĩr : K → U ,
ôóíêöèè ψr, ψ̃r è ôóíêöèè Tr, T̃r íà K, ñóùåñòâóþùèå â ñèëó ëåììû 13. Ïðè
ýòîì ìû ïîñòðîèì ýòè âëîæåíèÿ è ôóíêöèè ïî îäíîçíà÷íîìó àëãîðèòìó,
óêàçàííîìó ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 3 (ñì. ëåììó 8).

Ñäåëàåì òåïåðü ïðè êàæäîì r îáðàòíóþ çàìåíó êîîðäèíàò â øàðå U ,
ïåðåâîäÿùóþ ýòîò øàð â 2r�îêðåñòíîñòü rU òî÷êè mj â Uj. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, ïðè êàæäîì r ïåðåíåñ¼ì âñå ïîñòðîåííûå âëîæåíèÿ è ôóíêöèè íà
ìàëåíüêîå êîëüöî rK, ëåæàùåå â 2r0�îêðåñòíîñòè Uj òî÷êè mj. Â èòîãå
ìû ïîëó÷èì äëÿ îáåèõ ñèñòåì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî âëîæåíèé
rK → Uj è ôóíêöèé íà êîëüöàõ rK ⊂ Uj, 0 < r ≤ r0. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî
äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçíûõ çíà÷åíèé r, r′ ∈ (0, r0] íà ïåðåñå÷åíèè êîëåö rK
è r′K ïîñòðîåííûå âëîæåíèÿ è ôóíêöèè, îòâå÷àþùèå îäíîé è òîé æå ñè-
ñòåìå, ñîâïàäóò. Ýòî ñëåäóåò èç îäíîçíà÷íîñòè ïîñòðîåíèÿ ýòèõ âëîæåíèé
è ôóíêöèé (ò.å. íåçàâèñèìîñòè ýòîãî ïîñòðîåíèÿ îò âûáîðà êîîðäèíàò), ñ
ó÷¼òîì çàìå÷àíèÿ, ñäåëàííîãî â êîíöå øàãà 4.

Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì äëÿ íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû åäèíîå âëîæåíèå i◦ :
E ′ \ {mj} → Uj \ {mj} è ôóíêöèè T ◦ è ψ◦, îïðåäåë¼ííûå â ïðîêîëîòîé
ïîâåðõíîñòè E ′ \ {mj}, ãäå

E ′ = E ∩ 3

4
r0U ⊂ Uj.

Äëÿ âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû ìû ïîëó÷àåì íåêîòîðîå âëîæåíèå ĩ◦ : E ′ \
{mj} → Uj è ôóíêöèè T̃ ◦ è ψ̃◦ â E ′ \ {mj}.

Ïðîäîëæèì âëîæåíèÿ i◦, ĩ◦ è ôóíêöèþ ïåðèîäà T ◦ â òî÷êó mj, ïîëàãàÿ
i◦(mj) = ĩ◦(mj) = mj, T ◦(mj) = T (mj).
Ëåììà 14. Ïóñòü ðàäèóñ r0 îêðåñòíîñòè Uj è âîçìóùåíèå ε èñõîäíîé
ñèñòåìû äîñòàòî÷íî ìàëû (ñì. âûøå). Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå âëîæå-
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íèÿ i◦, ĩ◦ : E ′ → Uj è ôóíêöèè T ◦ : E ′ → IR, T̃ ◦ : E ′ \ {mj} → IR îáëàäàþò
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Âëîæåíèÿ i◦, ĩ◦ è ôóíêöèè T ◦, T̃ ◦ ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè â ïðîêîëîòîé
ïîâåðõíîñòè E ′ \ {mj}.

2. Âëîæåíèÿ i◦, ĩ◦ è ôóíêöèÿ T ◦ ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè íà E ′.

3. Ëþáàÿ çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ íåâîçìóù¼ííîé (âîçìóù¼ííîé) ñè-
ñòåìû, ïåðåñåêàþùàÿ r0�îêðåñòíîñòü òî÷êè mj è èìåþùàÿ ïåðèîä,
ëåæàùèé â îòðåçêå [T (mj) − τ, T (mj) + τ ], ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïðè
îòîáðàæåíèè i◦ (̃i◦) íåêîòîðîé îêðóæíîñòè γ ⊂ E ′ è èìååò ïåðèîä
T ◦ ◦ i◦−1 (T̃ ◦ ◦ (̃i◦)−1). Çäåñü τ > 0 � ôèêñèðîâàííîå âûøå ìàëåíüêîå
÷èñëî.

4. Âëîæåíèå i◦ è ôóíêöèÿ T ◦ íà E ′ ÿâëÿþòñÿ �ïî÷òè ãëàäêèìè� â ñëå-
äóþùåì ñìûñëå. Ñóùåñòâóåò ãëàäêîå ñåìåéñòâî âëîæåíèé ir : S →
U è ãëàäêîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé Tr : S → IR, |r| < 2r0, òàêèå,
÷òî âëîæåíèå i0 ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì ñôåðû
S = S2d−1 ⊂ E íà ñåáÿ, T0 ≡ T (mj) è i◦(ry) = rir(y), T ◦(ry) = Tr(y)
ïðè ëþáûõ y ∈ S2n−1, 0 ≤ r < 2r0.

Ñëåäñòâèå 12. Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà Λ ñ r0�îêðåñòíîñòüþ òî÷êè
mj ëåæèò â ïîâåðõíîñòè i(E ′) è ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâà
i◦(C(mj)) ñ ýòîé îêðåñòíîñòüþ, ãäå C(mj) = E ′ ∩ H−1

0 (0). Ïðè ýòîì
T ◦|C(mj) = T ◦ i◦.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóíêò 1 ëåììû 14 î÷åâèäåí.

2) Ïî ïîñòðîåíèþ âëîæåíèé è ôóíêöèé íà E ′, äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ S
åäèíè÷íîé ñôåðû S â ïîäïðîñòðàíñòâå E âåðíû ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

i◦(ry) = rir(y), T ◦(ry) = Tr(y), ψ◦(ry) = ψr(y),

ĩ◦(ry) = rĩr(y), T̃ ◦(ry) = T̃r(y), ψ̃◦(ry) = ψ̃r(y),
0 < r ≤ r0.

Ñîãëàñíî ëåììå 13, â ñèëó (Cr)� è (Cr + cε)�áëèçîñòè íåâîçìóù¼ííîé è
âîçìóù¼ííîé ñèñòåì ê ìîäåëüíîé ñèñòåìå, âëîæåíèÿ ir è ĩr òîæå (Cr)� è
(Cr + cε)�áëèçêè ê òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ ñîîòâåòñòâåííî. Àíàëî-
ãè÷íîå âåðíî äëÿ ôóíêöèé Tr è T̃r.

Â ÷àñòíîñòè, òàê êàê îòîáðàæåíèÿ ir è ĩr îãðàíè÷åíû, à |Tr − T (mj)| =
O(r), òî ñïðàâåäëèâ ïóíêò 2 ëåììû 14.

3) Çàìåòèì, ÷òî ñåìåéñòâà âëîæåíèé ir è ôóíêöèé Tr íà êîëüöå K ãëàäêî
çàâèñÿò îò r è ãëàäêèì îáðàçîì ïðîäîëæàþòñÿ â òî÷êó r = 0. Ïðè ýòîì
i0 = IdK , T0 ≡ T (mj). Ýòî äîêàçûâàåò ïóíêò 4.
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4) Îñòàëîñü äîêàçàòü ïóíêò 3 ëåììû 14. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì äëÿ
âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû (äëÿ íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâî àíàëî-
ãè÷íî).

Âîçüìåì ëþáóþ òî÷êó m èç r0�îêðåñòíîñòè òî÷êè mj â Uj, ÷åðåç êîòî-
ðóþ ïðîõîäèò çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ âîçìóù¼ííîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû
ñ ïåðèîäîì T̃ , ãäå |T̃ − T (mj)| ≤ τ .

Ïðåäñòàâèì ðàäèóñ-âåêòîð èç òî÷êè mj â òî÷êó m â âèäå ry, ãäå

0 < r < r0, (82)

è y � íåêîòîðûé åäèíè÷íûé âåêòîð â U . Ðàññìîòðèì ó ñôåðû S ⊂ E îêðåñò-
íîñòü Ω èç ëåììû 13. Ñîãëàñíî ëåììå 13 íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
y ∈ Ω.

Ïðåäñòàâèì åäèíè÷íûé âåêòîð y â âèäå y = yE + yF , ãäå yE ∈ E, yF ∈
F . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ṽr âîçìóù¼ííóþ ñèñòåìó â U ñ ãàìèëüòîíèàíîì H0 è
ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé D∗ω̃2

r èç (67), (73). Â ñèëó (78) è (75),

|y − Ay| = |gT̃
Ṽr

(y)− Ay| ≤ B(cε + Cr) + bτ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

|yF | = |(AF − I)−1(AF yF − yF )| ≤ d|Ay − y|
ââèäó (77). Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷¼òîì (79) è (82), |yF | ≤ d(B(cε + Cr) +
b|τ |) < u; ò.å. òî÷êà y ëåæèò â ïåðåñå÷åíèè åäèíè÷íîé ñôåðû â U è ñ u�
îêðåñòíîñòüþ ïîäïðîñòðàíñòâà E. Ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ Ω. Ýòî äîêàçûâàåò
ïóíêò 3 ëåììû 14.

Ëåììà 14 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Äîêàæåì ñëåäñòâèå 12 èç ýòîé ëåììû. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî C =

C(mj) = E ′ ∩ H−1
0 (0). Ïî ïîñòðîåíèþ, âëîæåíèå i◦ : E ′ → M ñîõðàíÿåò

çíà÷åíèå ãàìèëüòîíèàíà, ò.å. H0 ◦ i◦ = H0|E′ . Îòñþäà, âñëåäñòâèå (80) è
ïóíêòà 3 ëåììû 14, ïåðåñå÷åíèå r0�îêðåñòíîñòè òî÷êè mj ñ ìíîæåñòâîì
Λ ëåæèò â ïîâåðõíîñòè i◦(C), ïðè÷¼ì ôóíêöèÿ ïåðèîäà T íà óêàçàííîì
ïåðåñå÷åíèè ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé T ◦ ◦ i◦−1. Òàê êàê Uj ∩Λ \ {mj} ÿâëÿåò-
ñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì òîé æå ðàçìåðíîñòè, ÷òî è ïîäìíîãîîáðàçèå
i◦(C \ {0}), òî óêàçàííîå ïåðåñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì
â ïîäìíîãîîáðàçèè i◦(C \ {0}). Â ñèëó êîìïàêòíîñòè Λ, åãî ïåðåñå÷åíèå
ñ ïðîêîëîòîé r0�îêðåñòíîñòüþ òî÷êè mj çàìêíóòî â ýòîé îêðåñòíîñòè, à
çíà÷èò, çàìêíóòî è â å¼ ïåðåñå÷åíèè ñ ïîäìíîãîîáðàçèåì i◦(C). Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïåðåñå÷åíèå Λ ñ ïðîêîëîòîé r0�îêðåñòíîñòüþ òî÷êè mj ÿâëÿåòñÿ
ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé ïåðåñå÷åíèÿ ïðîêîëîòîé r0�îêðåñòíîñòè òî÷êè mj è
ìíîæåñòâà i◦(C). Íî ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî ñâÿçíî â ñèëó (81) è ñâÿçíîñòè
ìíîæåñòâà C ∩ S ' S2k−1 × S2(d−k)−1. Ýòî äîêàçûâàåò ñëåäñòâèå 12.
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Øàã 7. Íà ýòîì øàãå ìû âûáåðåì äîïóñòèìóþ âåëè÷èíó ε > 0 âîçìó-
ùåíèÿ èñõîäíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû.

Íàïîìíèì (ñì. øàã 4), ÷òî â âûáðàííîé r0�îêðåñòíîñòè Uj òî÷êè mj

(r0 = r0j) ìû ìîæåì ïîñòðîèòü âëîæåíèÿ i◦, ĩ◦ è ôóíêöèè T ◦, T̃ ◦ åù¼ îäíèì
ñïîñîáîì. À èìåííî, ìû ìîãëè ñ ñàìîãî íà÷àëà ôèêñèðîâàòü â øàðå U
âìåñòî ïåðâè÷íûõ îáúåêòîâ îáúåêòû, �ïëàâíî ïåðåõîäÿùèå� èç ïåðâè÷íûõ
îáúåêòîâ âî âòîðè÷íûå, ñì. ëåììó 12. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëà r0, τ , ε
íà øàãå 6 ïîäáèðàëèñü èìåííî äëÿ ýòèõ îáúåêòîâ, è i◦, T ◦ � âëîæåíèå è
ôóíêöèÿ íà E ′, ïîñòðîåííûå ïî ýòèì îáúåêòàì.

Àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿ ïðîâåä¼ì äëÿ êàæäîé îñîáîé òî÷êè mj, 1 ≤
j ≤ N , óìåíüøàÿ ïðè ýòîì, åñëè íóæíî, âåëè÷èíó ε > 0. Â ðåçóëüòàòå ìû
ïîëó÷èì íàáîð (2r0j)�îêðåñòíîñòåé Uj òî÷åê mj, â êîòîðûõ èìååòñÿ âëîæå-
íèå i◦j è ôóíêöèÿ T ◦

j , 1 ≤ j ≤ N . Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî ε�ìàëîãî âîçìóùå-
íèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû â êàæäîé îêðåñòíîñòè Uj îäíîçíà÷íî ñòðîÿòñÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèå âëîæåíèå ĩ◦j è ôóíêöèè T̃ ◦

j , ψ̃◦j íà äèñêå E ′(mj) ⊂ E(mj) ∩ Uj.
Âñïîìíèì òåïåðü (ñì. øàã 4), ÷òî âíå îêðåñòíîñòåé U ′

j, 1 ≤ j ≤ N ,
ìû ìîæåì ôèêñèðîâàòü îáúåêòû âòîðîãî òèïà, ò.å. ìû ìîæåì ïåðåíîñèòü
èõ ñ íåâîçìóù¼ííîãî ìíîæåñòâà H−1(0) íà íóëåâîé óðîâåíü âîçìóù¼ííîãî
ãàìèëüòîíèàíà H̃ ïðè ïîìîùè ãðàäèåíòíîãî ïîòîêà ôóíêöèè H, ãäå U ′

j �
ýòî r0j�îêðåñòíîñòü òî÷êè mj.

Óìåíüøèì, åñëè íóæíî, ÷èñëî ε > 0, ÷òîáû ïðè ëþáîì ε�ìàëîì âîç-
ìóùåíèè (67) áûë ñïðàâåäëèâ àíàëîã óòâåðæäåíèÿ 3 äëÿ íåêîìïàêòíîãî
ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ \ ∪N

j=1U
′
j. Çàìåòèì, ÷òî íà ïåðåñå÷åíèè ýòîãî ïîäìíîãî-

îáðàçèÿ ñ êàæäîé îêðåñòíîñòüþ Uj âñå îáúåêòû, íóæíûå äëÿ îäíîçíà÷íîñòè
ïîñòðîåíèÿ âëîæåíèÿ i è ôóíêöèè T̃ , ñîâïàäàþò: ïî ëåììå 12 âíå øàðà U ′

j

îáúåêòû â øàðå Uj ñîâïàäàþò ñ âòîðè÷íûìè îáúåêòàìè.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì ε�ìàëîì âîçìóùåíèè (67) ìû ïîëó÷àåì òðå-

áóåìîå âëîæåíèå i : Λ∗ → H̃−1(0) è S1�èíâàðèàíòíûå ôóíêöèè ψ, T̃ íà
ìíîãîîáðàçèè Λ∗, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Îáðàç ïðè âëîæåíèè
i ëþáîé êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè γ ôóíêöèè ψ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé òðàåê-
òîðèåé âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû ñ ïåðèîäîì T̃ |γ, ïðè÷¼ì ôóíêöèÿ T̃ áëèçêà ê
ôóíêöèè T ◦ r, ãäå r : Λ∗ → Λ � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ (66).

Òåîðåìà 8 äîêàçàíà.

2.3 Íåãàìèëüòîíîâ ñëó÷àé
Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåä¼ì ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äàííîé ðàáî-
òû äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ò.å. íå îáÿçàòåëüíî ÿâ-
ëÿþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûìè. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñè-
ñòåìó íà ïðîèçâîëüíîì ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè Mn, çàäàâàåìóþ âåêòîðíûì
ïîëåì V íà Mn. Ïóñòü èìååòñÿ ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå Λ ⊂ Mn, íå ñî-
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äåðæàùåå îñîáûõ òî÷åê è ñïëîøü çàïîëíåííîå çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè
ñèñòåìû. Ïóñòü ðàññëîåíèå (2) ýòîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ çàìêíóòûìè òðàåê-
òîðèÿìè ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, ò.å. íà Λ èìååòñÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
T , ðàâíàÿ ïåðèîäó çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé (íå îáÿçàòåëüíî ìèíèìàëüíîìó
ïåðèîäó).

Äëÿ ëþáîé òî÷êè m ∈ Λ ðàññìîòðèì ñåêóùóþ ïîâåðõíîñòü σm 3 m è
îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå Am : σm → σm ýòîé ïîâåðõíîñòè â ñåáÿ, çàäàâàåìîå
ïîòîêîì ïîëÿ V çà âðåìÿ, áëèçêîå ê çíà÷åíèþ T (m) ôóíêöèè ïåðèîäà â
òî÷êå m. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìû äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
ïåðèîäà T íà Λ òîæäåñòâåííî ðàâíà 1.

Ïóñòü ïîäìíîãîîáðàçèå Λ íåâûðîæäåíî â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1, ò.å.
â êàæäîé òî÷êå m ∈ Λ ìíîæåñòâî êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ, íåïîäâèæíûõ
ïðè êàñàòåëüíîì îòîáðàæåíèè dA(m), ñîâïàäàåò ñ êàñàòåëüíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì ê ïîâåðõíîñòè Λ ∩ σm â òî÷êå m. Êàê â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäå-
íèÿ 3 (ñì. ï. 1.6.1), ðàññìîòðèì íà Λ ïîëå ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâ Em =
(Tmσm)/Im(dA(m)−I), m ∈ Λ, ÿâëÿþùèõñÿ êîÿäðàìè îïåðàòîðîâ dA(m)−I,
m ∈ Λ. Ïîëó÷åííîå ïîëå E ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ðàñ-
ñëîåíèåì E → Λ íàä ìíîãîîáðàçèåì Λ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî ðàññëîåíèå íå
çàâèñèò îò âûáîðà ñåêóùèõ ïîâåðõíîñòåé σm. Òî÷íåå, îíî êîððåêòíî îïðå-
äåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî åñòåñòâåííîãî ïîñëîéíîãî èçîìîðôèçìà ðàññëîåíèé.

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè â ï. 1.6.1 (ñëåäñòâèå 8), èñõîäíîå äåéñòâèå îêðóæ-
íîñòè íà Λ î÷åâèäíûì îáðàçîì ïîäíèìàåòñÿ íà ïîëó÷åííîå ðàññëîåíèå E
� ïðè ïîìîùè êàñàòåëüíîãî ïîòîêà äàííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Â ÷àñò-
íîñòè, îòîáðàæåíèå �çà ïåðèîä� ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îïåðàòîðîì íà
ðàññëîåíèè E. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî îðáèò E/S1 äåéñòâèÿ
îêðóæíîñòè íà ðàññëîåíèè E ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ðàññëîåíèåì íàä ôàêòîð-
ìíîãîîáðàçèåì B = Λ/S1, êîòîðîå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç pE := E/S1.

Ïðè ýòîì èç óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè Λ ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ðàíã ïî-
ëó÷åííîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ pE íàä B ðàâåí ðàçìåðíîñòè dim B =
dim Λ−1 ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ïðè÷¼ì òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî pE îðèåíòè-
ðóåìî. Ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ Ýéëåðà e(pE) ýòîãî ðàññëîåíèÿ ÿâëÿåòñÿ öå-
ëûì ÷èñëîì, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ åãî ÷èñëîì Ýéëåðà. (Çäåñü è äàëåå, ãîâîðÿ
î ÷èñëå Ýéëåðà, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðàññëîåíèå (2) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî
òðèâèàëüíûì, òàê ÷òî åãî áàçà B ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì ãëàäêèì ìíîãîîáðà-
çèåì.) Íàïîìíèì �ãåîìåòðè÷åñêèé� ñìûñë ÷èñëà Ýéëåðà. Îíî ðàâíî àëãåá-
ðàè÷åñêîìó ÷èñëó íóëåé ëþáîãî ñå÷åíèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ S : B → pE
âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ pE íàä B.

Ðàññìîòðèì âîçìóù¼ííîå âåêòîðíîå ïîëå Ṽ , C1�áëèçêîå ê ïîëþ V . Ñëå-
äóþùàÿ òåîðåìà àíàëîãè÷íà òåîðåìå 1.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü ïîäìíîãîîáðàçèå Λ, çàïîëíåííîå çàìêíóòûìè òðàåê-
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òîðèÿìè íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû, êîìïàêòíî (áåç êðàÿ) è íåâûðîæäåíî.
Òîãäà ÷èñëî çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû íå ìåíüøå ìè-
íèìàëüíîãî ÷èñëà íóëåé ãëàäêîãî ñå÷åíèÿ S : B → pE âåêòîðíîãî ðàññëî-
åíèÿ pE íàä B. Êðîìå òîãî, ÷èñëî òàêèõ òðàåêòîðèé, ñ÷èòàÿ ñ êðàòíî-
ñòÿìè, íå ìåíüøå ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà íóëåé ñå÷åíèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ
ýòîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ÷èñëî Ýéëåðà e(pE) ðàññëîåíèÿ pE îòëè÷íî îò íóëÿ,
òî âîçìóù¼ííàÿ ñèñòåìà èìååò íå ìåíåå îäíîé çàìêíóòîé òðàåêòîðèè. Ïðè
ýòîì ÷èñëî òàêèõ òðàåêòîðèé, ñ÷èòàÿ ñ êðàòíîñòÿìè, íå ìåíüøå ìîäóëÿ
|e(pE)| ÷èñëà Ýéëåðà ýòîãî ðàññëîåíèÿ.

Îïèøåì òåïåðü ìåòîä óñðåäíåíèÿ íà ïîäìíîãîîáðàçèè äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïóñòü âîçìóù¼ííîå âåêòîðíîå ïîëå èìååò âèä

Ṽ = V + εV1 + o(ε), ε → 0, (83)

ãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð. Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå V = V1|Λ âîçìóùåíèÿ V1

íà Λ, è îïðåäåëèì óñðåäíåíèå V̄ ïîëó÷åííîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ïî ôîðìóëå

V̄ =
∫ 1

0
dg−tVgt(m) dt,

ãäå gt � ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ V çà âðåìÿ t. Íàïîìíèì, ÷òî ìû ñ÷èòà-
åì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî ôóíêöèÿ ïåðèîäà T íà Λ òîæäåñòâåííî
ðàâíà 1. Ïîëó÷åííîå âåêòîðíîå ïîëå V̄ íà ìíîãîîáðàçèè Λ ñïðîåêòèðóåì íà
ôàêòîð-ðàññëîåíèå E = ∪m∈Λ(Tmσm)/Im(dA(m)− I) ñ ïîìîùüþ åñòåñòâåí-
íîé ïðîåêöèè πm : Tmσ → Em, m ∈ Λ. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííîå
ñå÷åíèå π(V̄) ðàññëîåíèÿ E S1�èíâàðèàíòíî, à çíà÷èò, êîððåêòíî �ïðîåêòè-
ðóåòñÿ� íà íåêîòîðîå ñå÷åíèå pπ(V̄) âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ pE. Ýòî ñå÷åíèå
íàçîâ¼ì óñðåäí¼ííûì âîçìóùåíèåì, òàê êàê îíî àíàëîãè÷íî óñðåäí¼ííîìó
âîçìóùåíèþ H̄ â ñëó÷àå ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Íåòðóäíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
òàêîå îïðåäåëåíèå óñðåäí¼ííîãî âîçìóùåíèÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà ñåêóùèõ
ïîâåðõíîñòåé σm, m ∈ Λ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû 2 äëÿ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì îáùåãî âèäà, ò.å. íå îáÿçàòåëüíî ãàìèëüòîíîâûõ.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü ïîäìíîãîîáðàçèå Λ, çàïîëíåííîå çàìêíóòûìè òðàåê-
òîðèÿìè íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû, íåâûðîæäåíî, íî íå îáÿçàòåëüíî êîì-
ïàêòíî. Ïóñòü âîçìóù¼ííîå âåêòîðíîå ïîëå Ṽ ãëàäêî çàâèñèò îò ìàëîãî
ïàðàìåòðà ε, ò.å. èìååò âèä (83). È ïóñòü b0 ∈ B � íåâûðîæäåííûé
íóëü óñðåäí¼ííîãî âîçìóùåíèÿ, ò.å. ñå÷åíèÿ pπ(V̄) âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ
pE. Ïóñòü γ0 = p−1(b0) ⊂ Λ � òðàåêòîðèÿ íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû, îò-
âå÷àþùàÿ òî÷êå b0. Òîãäà ñóùåñòâóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
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çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé γε âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû, ãëàäêî çàâèñÿùåå îò
ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ ε, ãäå ε äîñòàòî÷íî ìàëî, è γε ñîâïàäàåò ñ γ0 ïðè
ε = 0.

Òåîðåìû 9 è 10 ñëåäóþò èç áîëåå ñèëüíîé ëåììû 8 (ñì. ï. 1.6.1), â ôîð-
ìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâå êîòîðîé, íàïîìíèì, ãàìèëüòîíîâîñòü ñèñòåìû
íå èñïîëüçîâàëàñü.

Èòàê, â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ò.å. íå îáÿçàòåëüíî
ãàìèëüòîíîâûõ, íóæíî çíàòü òîïîëîãèþ íåêîòîðîãî âåêòîðíîãî ðàññëîå-
íèÿ pE íàä V �ìíîãîîáðàçèåì B, îïðåäåëÿåìîãî íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìîé.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âî ìíîãèõ âàæíûõ ñëó÷àÿõ ýòî ðàññëîåíèå ïîñëîéíî èçî-
ìîðôíî êàñàòåëüíîìó ðàññëîåíèþ T∗B ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèÿ B.

Óòâåðæäåíèå 13. Â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ îïðåäåë¼ííîå âûøå âåêòîðíîå
ðàññëîåíèå pE íàä V �ìíîãîîáðàçèåì B = Λ/S1 ïîñëîéíî èçîìîðôíî êàñà-
òåëüíîìó ðàññëîåíèþ T∗B ýòîãî V �ìíîãîîáðàçèÿ:

1) êîãäà íåâîçìóù¼ííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì ãàìèëüòîíî-
âîé ñèñòåìû íà íåîñîáóþ èçîýíåðãåòè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü Mh = H−1(h);

2) êîãäà Λ ñòðîãî íåâûðîæäåíî, ò.å. â êàæäîé òî÷êå m ∈ Λ êðàò-
íîñòü ÷èñëà 1 â ñïåêòðå îïåðàòîðà dA(m) â òî÷íîñòè ðàâíà ðàçìåðíîñòè
ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèÿ B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû äîñòàòî÷íî çàìåòèòü,
÷òî ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà çàäà¼ò íåâûðîæäåííîå ñïàðèâàíèå ìåæäó
ïîäïðîñòðàíñòâàìè Tm(Λ ∩ σm) è Em, m ∈ Λ. Â ñëó÷àå ñòðîãî íåâûðîæ-
äåííîãî Λ, â êà÷åñòâå ïîäïðîñòðàíñòâà Em ìîæíî âçÿòü Tm(Λ ∩ σm). Ýòî
äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå 13.

Â ÷àñòíîñòè, âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ ÷èñëî Ýéëåðà e(pE) ðàññëîåíèÿ pE
ñîâïàäàåò ñ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé χ(B) ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèÿ B. Ïî-
ýòîìó, åñëè ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà V �ìíîãîîáðàçèÿ B äëÿ òàêîé ñèñòåìû
îòëè÷íà îò íóëÿ, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 9 âîçìóù¼ííàÿ ñèñòåìà èìååò ïî ìåíü-
øåé ìåðå îäíó çàìêíóòóþ òðàåêòîðèþ. Åñëè æå χ(B) = 0 è ðàññëîåíèå (2)
ëîêàëüíî òðèâèàëüíî, òî ñóùåñòâóåò ñêîëü óãîäíî áëèçêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà, íå èìåþùàÿ íè îäíîé çàìêíóòîé òðàåêòîðèè âáëèçè Λ. Ïîñëåäíåå
ñëåäóåò èç òåîðåìû 10 è ñóùåñòâîâàíèÿ âñþäó íåíóëåâîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ
íà ëþáîì ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè B, òàêîì, ÷òî χ(B) = 0 [13].
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3 Îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ ïëà-
íåòíî-ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû

3.1 Ôîðìóëèðîâêè òåîðåì
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î äâèæåíèè ñèñòåìû N+1 ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê â åâêëè-
äîâîé ïëîñêîñòè, ïðèòÿãèâàþùèõñÿ äðóã ê äðóãó ïî çàêîíó Íüþòîíà, ãäå
N ≥ 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäíî èç òåë ñèñòåìû M0 � Ñîëíöå � ÿâëÿåòñÿ
öåíòðàëüíûì òåëîì ìàññû 1, à îñòàëüíûå òåëà M1, . . . , MN ðàçáèòû íà äâå
ãðóïïû: n ïëàíåò ñ ìàññàìè ïîðÿäêà µ, è N − n ñïóòíèêîâ ñ ìàññàìè åù¼
ìåíüøåãî ïîðÿäêà µν, ãäå µ, ν � äâà ìàëûõ ïàðàìåòðà. Òåëà ïðèòÿãèâàþòñÿ
äðóã ê äðóãó ñ íüþòîíîâñêèì ïîòåíöèàëîì

U = − ∑

0≤i<j≤N

mimj

rij

,

ãäå mi � ìàññà òî÷êè Mi, rij = |Mj − Mi|, 0 ≤ i, j ≤ N , � ïîïàðíûå
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä

mi
d2Mi

dt2
= − ∂U

∂Mi

, 0 ≤ i ≤ N. (84)

Çäåñü ìû ñ÷èòàåì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿí-
íàÿ ðàâíà 1. Ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ ñ ïîìîùüþ èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà
âðåìåíè.

Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè
ê êîíôèãóðàöèîííîìó ìíîãîîáðàçèþ ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé ñ
ãàìèëüòîíèàíîì, ðàâíûì ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû

H = T + U,

îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû dp ∧ dq. Çäåñü

T =
N∑

i=0

|pi|2
2mi

� êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû.

3.1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à
Ïîñòàâèì çàäà÷ó îá îòûñêàíèè ñåìåéñòâ τ�ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé îïè-
ñàííîé ñèñòåìû âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé
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ñêîðîñòüþ. Òàêèå äâèæåíèÿ îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóþòñÿ ñëåäóþùèì ñâîé-
ñòâîì: ÷åðåç ïåðèîä τ > 0 ðàñïîëîæåíèÿ è ñêîðîñòè âñåõ òåë ñèñòåìû îò-
ëè÷àþòñÿ îò èñõîäíûõ ñâîèõ ïîëîæåíèé ïîâîðîòîì íà îäèí è òîò æå óãîë
α mod 2π âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò.
Îïðåäåëåíèå 20. Òàêèå äâèæåíèÿ áóäåì íàçûâàòü îòíîñèòåëüíî ïåðè-
îäè÷åñêèìè äâèæåíèÿìè ñ ïàðàìåòðàìè τ , α. ßñíî, ÷òî âñå äâèæåíèÿ, ïî-
ëó÷àþùèåñÿ èç òàêîãî äâèæåíèÿ ñäâèãîì íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè íà
íåêîòîðîå ÷èñëî è ïîâîðîòîì íà íåêîòîðûé óãîë âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò,
òîæå ÿâëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêèìè ñ òåìè æå ïàðàìåòðàìè τ , α.
Ôàçîâûå òðàåêòîðèè ýòèõ äâèæåíèé îáðàçóþò äâóìåðíûé òîð γ, è âñåõ èõ
ìû áóäåì ñ÷èòàòü çà îäíî îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå. Îòíîñè-
òåëüíî ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå íàçîâ¼ì íåâûðîæäåííûì, åñëè äâóìåðíûé
òîð γ ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ìíîæåñòâîì íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðà-
æåíèÿ gτ

H−ω1M (ñì. îïðåäåëåíèå 9).
Îòìåòèì, ÷òî äâèæåíèÿ âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ óãëîâîé

ñêîðîñòüþ ω1 îïèñûâàþòñÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé ñ ãàìèëüòîíèàíîì H−
ω1M , ãäå

M =
N∑

i=0

[qi,pi] (85)

� èíòåãðàë êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà. Ðàññìîòðèì ðåäóêöèþ çàäà÷è î äâè-
æåíèè N +1 òåëà ïðè ïîìîùè èíòåãðàëà M , ò.å. ïåðåéä¼ì ê �ïðèâåä¼ííîé�
ñèñòåìå, ïîëó÷åííîé îãðàíè÷åíèåì èñõîäíîé ñèñòåìû íà ìíîæåñòâî óðîâíÿ
ôóíêöèè M è ôàêòîðèçàöèåé ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïî îðáèòàì ñèñòåìû
ñ ãàìèëüòîíèàíîì M . ßñíî, ÷òî ëþáîå îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêîå äâèæå-
íèå γ ïåðåéä¼ò ïðè ðåäóêöèè â îäíî ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå γ̄ ïðèâåä¼ííîé
ñèñòåìû ñ ïåðèîäîì τ . Åñëè äâèæåíèå γ̄ îðáèòàëüíî óñòîé÷èâî â ëèíåéíîì
ïðèáëèæåíèè (ñì. îïðåäåëåíèå 7), òî èñõîäíîå äâèæåíèå γ çàäà÷è N +1 òåë
íàçîâ¼ì îðáèòàëüíî óñòîé÷èâûì â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè îòíîñèòåëüíî
ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèåì.
Çàìå÷àíèå 14. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè èñõîäíûé äâóìåðíûé òîð γ
îòâå÷àåò îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêîìó äâèæåíèþ è ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî óñòîé-
÷èâûì â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ìíîæåñòâîì íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðà-
æåíèÿ gτ

H−ω1M (ñì. îïðåäåëåíèå 13), òî ýòî îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêîå
äâèæåíèå ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâî â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè, ò.å. äâèæåíèå γ̄
ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîé çàìêíóòîé òðàåêòîðèåé. Äåéñòâèòåëüíî,
â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2 è èçîòðîïíîñòè òîðà γ, êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî K
îïåðàòîðà A = dgτ

H−ω1M(m), îòâå÷àþùåå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1, ÷åòû-
ð¼õìåðíî, m ∈ γ. Òàê êàê îíî ñîäåðæèò ïëîñêîñòü Tmγ, òî åãî êîñîîðòîãî-
íàëüíîå äîïîëíåíèå L = K⊥ ñîäåðæèòñÿ â T⊥

mγ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèâåä¼í-
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íûé îïåðàòîð ìîíîäðîìèè Ā : (T⊥
mγ)/(Tmγ) → (T⊥

mγ)/(Tmγ) åñòåñòâåííî ñî-
ïðÿæ¼í îïåðàòîðó A|L. Îòñþäà ïîëó÷àåì ýëëèïòè÷íîñòü âñåõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé îïåðàòîðà Ā, ÷òî è äà¼ò ñòðóêòóðíóþ óñòîé÷èâîñòü òðàåêòîðèè
γ̄.

Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà µ, ν, à òàêæå ω (åãî ñìûñë áóäåò ÿñåí íèæå) áóäåì
ñ÷èòàòü íåçàâèñèìûìè ìàëûìè ïàðàìåòðàìè çàäà÷è:

µ ¿ 1, ν ¿ 1, ω ¿ 1. (86)

Äðóãèìè ïàðàìåòðàìè çàäà÷è áóäóò ÿâëÿòüñÿ ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî α è
íàáîð èç N − 1 öåëûõ ÷èñåë, ïîðÿäêè êîòîðûõ çàâèñÿò îò ω. Îïèøåì ýòè
÷èñëà áîëåå òî÷íî.

Ââåä¼ì ñíà÷àëà áîëåå óäîáíóþ íóìåðàöèþ òî÷åê ñèñòåìû. Íàïîìíèì,
÷òî ìû íåÿâíî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êàæäîé ïëàíåòå ñîïîñòàâëåíà ñâîÿ ãðóïïà
ñïóòíèêîâ. Äëÿ çàïèñè òàêîãî ñîîòâåòñòâèÿ ââåä¼ì íîâóþ íóìåðàöèþ òî÷åê
ïðè ïîìîùè äâóõ èíäåêñîâ: Mij, 1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ ni. Çäåñü M00 � Ñîëíöå,

Mi0, 1 ≤ i ≤ n, è Mij, 1 ≤ j ≤ ni,

� ïëàíåòû è èõ ñïóòíèêè ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòè ñïóòíè-
êè îáðàçóþò âìåñòå ñî ñâîåé ïëàíåòîé i�òóþ ñïóòíèêîâóþ ñèñòåìó.
Ïåðåîáîçíà÷åíèå. Èçìåíèì ìàñøòàáû èçìåðåíèÿ ìàññ: áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ìàññû ïëàíåò è èõ ñïóòíèêîâ èìåþò âèä

µmi0, 1 ≤ i ≤ n, è µνmij, 1 ≤ j ≤ ni,

ñîîòâåòñòâåííî, ãäå mij = const > 0, 1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ ni. Îáîçíà÷èì
òàêæå Mi = Mi0, mi = mi0, 1 ≤ i ≤ n.
Çàìå÷àíèå 15. Â äåéñòâèòåëüíîñòè (ñì. òåîðåìû 13 è 14 íèæå), äëÿ
ñïðàâåäëèâîñòè îñíîâíûõ íàøèõ ðåçóëüòàòîâ (òåîðåìû 11 è 12, ñì. íèæå),
ìîæíî íå òðåáîâàòü ïîñòîÿíñòâî ïàðàìåòðîâ mi, mij, à äîñòàòî÷íî ëèøü
âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ áîëåå ñëàáûõ óñëîâèé:

1. äëÿ êàæäîé ïëàíåòû ÷èñëî mi îãðàíè÷åíî è îòäåëåíî îò íóëÿ,

2. äëÿ êàæäîãî ñïóòíèêà, êðîìå ñëó÷àÿ äâîéíîé ïëàíåòû, îòíîøåíèå
ν mij

mi
åãî ìàññû ê ìàññå åãî ïëàíåòû ìàëî, òàê ÷òî ñóììà âñåõ òàêèõ

îòíîøåíèé ìàëà (ýòà ñóììà èãðàåò ðîëü ìàëîãî ïàðàìåòðà νi).

Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ïàðàìåòðû mi è mij

mi
, 1 ≤ j ≤ ni, 1 ≤ i ≤ n,

íå îáÿçàòåëüíî êîíñòàíòû, à ëèøü îãðàíè÷åíû, è mi îòäåëåíû îò íóëÿ.
Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî äëÿ ëþáîé äâîéíîé ïëàíåòû íå íóæíî òðåáîâàòü ìàëîñòü
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ïàðàìåòðà νi1. Òî åñòü, åñëè êàêàÿ-ëèáî ïëàíåòà èìååò ëèøü îäèí ñïóòíèê,
òî äëÿ ýòîãî ñïóòíèêà óñëîâèå 2 íåñóùåñòâåííî è çàìåíÿåòñÿ òðåáîâàíèåì
îãðàíè÷åííîñòè ÷èñëà νmi1.

Ìû áóäåì èññëåäîâàòü ñïåöèàëüíûå ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è N + 1 òåë,
äëÿ êîòîðûõ ðàññòîÿíèå ìåæäó êàæäîé ïëàíåòîé è å¼ ñïóòíèêàìè èìååò
ïîðÿäîê 1 è ìíîãî ìåíüøå, ÷åì ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó Ñîëíöåì è
öåíòðàìè ìàññ ñïóòíèêîâûõ ñèñòåì. Ïîñëåäíèå ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ èìå-
þò îäèí è òîò æå ïîðÿäîê R À 1, âû÷èñëÿåìûé ïî ôîðìóëå

1

R3
= ω2µ (87)

è ÿâëÿþùèéñÿ àâòîìàòè÷åñêè áîëüøèì. (Ñîîòíîøåíèå (87) ÿâëÿåòñÿ åñòå-
ñòâåííûì è îòâå÷àåò âòîðîìó çàêîíó Êåïëåðà.)

Ñîãëàñíî ýòîìó, ââåä¼ì �îòíîñèòåëüíûå êîîðäèíàòû�. À èìåííî, èç êàæ-
äîé ïëàíåòû ïðîâåä¼ì ðàäèóñ-âåêòîðû

yij = Mij −Mi0, 1 ≤ j ≤ ni,

â ñïóòíèêè ýòîé ïëàíåòû, 1 ≤ j ≤ ni. Ðàññìîòðèì òàêæå �íîðìèðîâàííûé�
ðàäèóñ-âåêòîð

xi = (Ci −M00)/R, 1 ≤ i ≤ n,

ïðîâåä¼ííûé èç Ñîëíöà M00 â öåíòð ìàññ

Ci = (mi0Mi0 + ν
ni∑

j=1

mijMij)/(mi0 + ν
ni∑

j=1

mij)

ýòîé ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû. (Çäåñü, âîîáùå ãîâîðÿ, íóæíî ðàññìàòðèâàòü
åù¼ îäèí ðàäèóñ-âåêòîð, à èìåííî, ïðîâåä¼ííûé èç íà÷àëà êîîðäèíàò â
öåíòð ìàññ C âñåõ òî÷åê, íî òàê êàê C ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ïåðåìåííîé,
ìû ìîæåì åãî èñêëþ÷èòü, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ïåðåõîäó ê ñèñòåìå êîîðäèíàò
ñ íà÷àëîì â C.)

Êðîìå òîãî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî �ìåñÿöû� ìíîãî ìåíüøå, ÷åì �ãî-
äû�. Áîëåå òî÷íî, èçìåíèì ìàñøòàá âðåìåíè è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñðåäíèå
óãëîâûå ñêîðîñòè Ωij âðàùåíèé ðàäèóñ-âåêòîðîâ yij ÿâëÿþòñÿ �áûñòðûìè� è
èìåþò ïîðÿäîê 1 (ìåñÿöû), à ñðåäíèå óãëîâûå ñêîðîñòè ωi âðàùåíèé ðàäèóñ-
âåêòîðîâ xi ÿâëÿþòñÿ �ìåäëåííûìè� è èìåþò ïîðÿäîê ω (ãîäû):

ωi ∼ ω, Ωij ∼ 1, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ ni. (88)
Â êà÷åñòâå ìîäåëüíîé çàäà÷è ðàññìîòðèì íàáîð N íåçàâèñèìûõ çàäà÷

Êåïëåðà: 



d2xi

dt2
= −ω2 xi

|xi|3 (1 ≤ i ≤ n)
d2yij

dt2
= −mi

yij

|yij |3 (1 ≤ j ≤ ni).
(89)
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè α 6≡ 0 mod 2π îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêèì äâèæå-
íèÿì ìîäåëüíîé çàäà÷è ñ çàäàííûì íàáîðîì ñðåäíèõ ÷àñòîò (88) îòâå÷àþò
êðóãîâûå äâèæåíèÿ çàäà÷ Êåïëåðà ñ ýòèì íàáîðîì ÷àñòîò. Ïðè ýòîì òðàåê-
òîðèè ýòèõ �êðóãîâûõ� äâèæåíèé îáðàçóþò N�ìåðíûé òîð â êîíôèãóðàöè-
îííîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì Λ◦. Êîîðäèíàòàìè íà ýòîì òîðå
ñëóæàò óãëîâûå êîîðäèíàòû ψi, ψij, 1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ ni. Ïðè ýòîì äëÿ
ëþáîé �òî÷êè� ýòîãî òîðà ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî äâèæåíèå ìîäåëüíîé çà-
äà÷è (89), ïðè êîòîðîì âñå òåëà äâèæóòñÿ ïî êðóãîâûì îðáèòàì ñ äàííûìè
÷àñòîòàìè.

3.1.2 Ñóùåñòâîâàíèå è óñòîé÷èâîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé
Ðàññìîòðèì íàáîð (88) �ñðåäíèõ ÷àñòîò� âðàùåíèé ðàäèóñ-âåêòîðîâ xi, yij

ïðè îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèÿõ ìîäåëüíîé çàäà÷è, îòâå÷àþ-
ùèõ òîðó Λ◦. ßñíî, ÷òî íàáîð �ñðåäíèõ îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò� ωi − ω1,
Ωij − ω1, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ ni, ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî ðåçîíàíñíûì, ò.å.
ïðîïîðöèîíàëåí íåêîòîðîìó öåëî÷èñëåííîìó íàáîðó ki, Kij, 1 ≤ i ≤ n,
1 ≤ j ≤ ni.

Äðóãèìè ñëîâàìè, íàáîð �ñðåäíèõ ÷àñòîò� ωi, Ωij, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ ni,
èìååò âèä

ωi = ω1 + ki
2π
τ

(1 ≤ i ≤ n)
Ωij = ω1 + Kij

2π
τ

(1 ≤ j ≤ ni),
(90)

ãäå ki è Kij � öåëûå ÷èñëà, ðàâíûå ÷èñëó îáîðîòîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî
ðàäèóñ-âåêòîðà âîêðóã íóëÿ (âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ óãëîâîé
ñêîðîñòüþ ω1). Çäåñü ìû ñ÷èòàåì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî k1 = 0,
òàê ÷òî âåùåñòâåííîå ÷èñëî α = ω1τ ðàâíî ïîëíîìó óãëó ïîâîðîòà ïåðâîé
ïëàíåòû ÷åðåç ïåðèîä. Ñîãëàñíî (88), âñå öåëûå ÷èñëà ki, îòâå÷àþùèå íà-
áîðó ìåäëåííûõ ÷àñòîò ïëàíåò, èìåþò ïîðÿäîê ωτ , à âñå öåëûå ÷èñëà Kij,
îòâå÷àþùèå íàáîðó áûñòðûõ ÷àñòîò ñïóòíèêîâ, âåëèêè è èìåþò ïîðÿäîê τ :

k1 = 0, k2 ∼ . . . ∼ kn ∼ ωτ, Kij ∼ τ, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ ni. (91)

ßñíî, ÷òî ëþáîå äâèæåíèå ìîäåëüíîé çàäà÷è (89), îòâå÷àþùåå êðóãîâûì
äâèæåíèÿì ñ ÷àñòîòàìè (90), ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêèì ñ ïà-
ðàìåòðàìè

τ, α = ω1τ. (92)
ßñíî, ÷òî îòíîñèòåëüíûé ïåðèîä τ îòäåë¼í îò íóëÿ (â ñèëó (91)). Áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îí íå ñëèøêîì âåëèê, òî÷íåå, τ ¿ 1

ω2 , ò.å.

ω2τ ¿ 1. (93)
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Çàìå÷àíèå 16. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî τ =
τmin > 0 � ìèíèìàëüíûé îòíîñèòåëüíûé ïåðèîä îòíîñèòåëüíî ïåðèî-
äè÷åñêèõ äâèæåíèé ñ ÷àñòîòàìè (90), ò.å. ÷òî íàáîð öåëûõ ÷èñåë k2 . . . kn,
Kij, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ ni, íåñîêðàòèì. (Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ, ðàçäåëèâ τ
íà íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ýòèõ ÷èñåë.) Â ñëó÷àå ñèñòåìû ñ áîëåå ÷åì
îäíîé ïëàíåòîé (n > 1) îòíîñèòåëüíûé ïåðèîä τ = 2π/ω âñåãäà áîëüøîé,
òî÷íåå, îí èìååò ïîðÿäîê, íå ìåíüøå O( 1

ω
) â ñèëó (91). Ïîýòîìó óñëîâèå

(93) îçíà÷àåò, ÷òî τ íå ñëèøêîì âåëèêî. Äëÿ ñèñòåìû ñ îäíîé ïëàíåòîé
è îäíèì ñïóòíèêîì (N = 2, n = 1) îòíîñèòåëüíûé ïåðèîä îãðàíè÷åí è
ðàâåí τmin = 2π/(Ω11 − ω1) = O(1). Ïîýòîìó óñëîâèå (93) âûïîëíåíî àâ-
òîìàòè÷åñêè. Äëÿ ñèñòåìû ñ îäíîé ïëàíåòîé è íåñêîëüêèìè ñïóòíèêàìè
(n = 1, N > 2) ìèíèìàëüíûé îòíîñèòåëüíûé ïåðèîä òîæå ìîæåò áûòü
îãðàíè÷åííûì. Â ëþáîì ñëó÷àå, ìîæíî èñêàòü îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷å-
ñêèå äâèæåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ïåðèîä τ èç (92) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (93),
íå çàâèñèìî îò òîãî, ñîâïàäàåò ëè îí ñ ìèíèìàëüíûì ïåðèîäîì τmin. Íà-
ïðèìåð, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî τ = 2π

ω
.

Ïðèñòóïèì ê ôîðìóëèðîâêå îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà.
Ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû c1 > 0, c2 > 0, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñêîëü

óãîäíî áîëüøîãî C > 0 ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè µ0 = µ0(ω),
ν0 = ν0(ω), îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

Âûáåðåì ëþáîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ω, 0 < ω < c1. Ïóñòü ωi, Ωij, 1 ≤
i ≤ n, 0 ≤ j ≤ ni, � íàáîð íåíóëåâûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, èìåþùèõ âèä
(88), (90), (93), ãäå ÷èñëî ñ÷èòàåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì 1, åñëè îíî ëåæèò â
ïðîìåæóòêå [ 1

C
, C], è ìàëûì, åñëè îíî ìåíüøå ÷èñëà π

c2
. Ïóñòü ïðè ýòîì

÷èñëà |ωi

ω
|, 1 ≤ i ≤ n, íå òîëüêî îãðàíè÷åíû, íî è îòäåëåíû äðóã îò äðóãà è

îò íóëÿ êîíñòàíòîé 1
C
, è òî æå âåðíî äëÿ íàáîðîâ ÷èñåë |Ωij|, 1 ≤ j ≤ ni, ïðè

ëþáîì ôèêñèðîâàííîì i (ýòî ïðåäïîëîæåíèå îçíà÷àåò, ÷òî òîð Λ◦ îòäåë¼í
îò �îáëàñòè ñòîëêíîâåíèé�).

Ðàññìîòðèì N�ìåðíûé òîð Λ◦ â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå, îòâå-
÷àþùèé êðóãîâûì äâèæåíèÿì ìîäåëüíîé çàäà÷è (89) ñ ÷àñòîòàìè ωi, Ωij.
Îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ τ , α îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæå-
íèé â îïðåäåëåíèè 20 ïî ôîðìóëàì (90), (92).

Òåîðåìà 11. Ïóñòü â óêàçàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ α 6≡ 0 mod 2π, ïðè-
÷¼ì ÷èñëî α mod 2π îòäåëåíî îò íóëÿ (êîíñòàíòîé 1

C
ëèáî ÷èñëîì c2ω

2τ).
Òîãäà ïðè ëþáûõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ µ, ν: 0 ≤ µ ≤ µ0(ω),
0 ≤ ν ≤ ν0(ω) âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:

À) Ñóùåñòâóåò íå ìåíåå 2N−2 (ñ÷èòàÿ ñ êðàòíîñòÿìè) îòíîñèòåëüíî
ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé ïëàíåòíî-ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû, ñ ïàðàìåòðà-
ìè τ , α, è ñðåäè ýòèõ äâèæåíèé íå ìåíåå N−1 ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ,
ãäå N + 1 � ÷èñëî âñåõ òåë ñèñòåìû, N ≥ 2.
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Á) Ïðè êàæäîì òàêîì äâèæåíèè �ñðåäíèå ÷àñòîòû� ðàäèóñ-âåêòîðîâ
xi = (Ci −M0)/R, yij = Mij −Mi0 â òî÷íîñòè ðàâíû ωi, Ωij, à äâèæåíèÿ
xi(t), yij(t) ýòèõ ðàäèóñ-âåêòîðîâ áëèçêè ê êðóãîâûì äâèæåíèÿì (ñ òåìè
æå ÷àñòîòàìè) òîðà Λ◦ ìîäåëüíîé çàäà÷è (89).

Â) Ïóñòü íàáîð ÷àñòîò (90), (93) êðóãîâûõ äâèæåíèé ìîäåëüíîé çàäà-
÷è è ìàëûå ïàðàìåòðû (86) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì äîïîëíèòåëüíûì
óñëîâèÿì:

1. Çíà÷åíèå α mod π îòäåëåíî îò íóëÿ (êîíñòàíòîé 1
C

ëèáî ÷èñëîì
c2
2
ω2τ).

2. Ïðè äâèæåíèÿõ, îòâå÷àþùèõ òîðó Λ◦, âî âñåõ N çàäà÷àõ Êåïëåðà
ìîäåëüíîé çàäà÷è (89) âñå òåëà âðàùàþòñÿ �â îäíó ñòîðîíó�, ò.å.
óãëîâûå ñêîðîñòè ωi, Ωij èìåþò îäèí è òîò æå çíàê.

3. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ Ψ îòîáðàæåíèÿ �çà ïåðèîä� gτ
H

(ñì. (14) èç ï. 1.4.5). Ïóñòü ôóíêöèÿ S = Ψ|Λ̃∩Σ íà (N − 2)�ìåðíîì
òîðå Λ̃ ∩ Σ ÿâëÿåòñÿ ìîðñîâñêîé, ãäå Σ � ñåêóùàÿ ïîâåðõíîñòü ê
äâóìåðíûì òîðàì îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé íà Λ◦, Λ̃
� íåêîòîðûé N�ìåðíûé òîð, ω2�áëèçêèé ê Λ◦ (åãî ïîñòðîåíèå ñì.
íèæå).

Òîãäà ÷åðåç êàæäóþ êðèòè÷åñêóþ òî÷êó ôóíêöèè S ïðîõîäèò áîòòîâ-
ñêèé äâóìåðíûé òîð ôóíêöèè Ψ. Âñå ýòè äâóìåðíûå òîðû èíâàðèàíòíû
è íåâûðîæäåíû, ò.å. îòâå÷àþùèå èì äâèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåí-
íûìè îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêèìè äâèæåíèÿìè. Ïî ìåíüøåé ìåðå îäíî
èç ýòèõ äâèæåíèé îðáèòàëüíî óñòîé÷èâî â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè íà îá-
ùåé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ èíòåãðàëîâ ýíåðãèè H è êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà
M (ñì. îïðåäåëåíèå 7 è çàìå÷àíèå 3 â �1.3). Áîëåå òî÷íî, ëþáîé ìîðñîâñêîé
òî÷êå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè S îòâå÷àåò îòíîñèòåëüíî ïåðèî-
äè÷åñêîå äâèæåíèå, ÿâëÿþùååñÿ îðáèòàëüíî ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì â
ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè íà îáùåé ïîâåðõíîñòè èíòåãðàëîâ ýíåðãèè è êè-
íåòè÷åñêîãî ìîìåíòà.

Çäåñü áëèçîñòü äâèæåíèé xi(t), yij(t) ê êðóãîâûì äâèæåíèÿì ïîíèìà-
åòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî äâèæåíèå xi = xi(τ/ω) îòíîñèòåëüíî �ñîáñòâåííîãî
âðåìåíè ïëàíåòû� τ = ωt îòëè÷àåòñÿ îò (ωi/ω)�÷àñòîòíîãî êðóãîâîãî äâè-
æåíèÿ íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà µ + ν/R2, à äâèæåíèå yij = yij(t) îòëè÷àåòñÿ
îò êðóãîâîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ñ ÷àñòîòîé Ωij íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà ω2.
Ïðè ýòîì áëèçêè êàê ñàìè âåêòîð-ôóíêöèè, òàê è èõ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå
ïî τ è t ñîîòâåòñòâåííî.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè (ñì. íèæå), äâèæåíèå âåêòîðà yij = yij(t) áëèçêî
ê îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêîìó äâèæåíèþ (ïðåäåëüíîé) çàäà÷è Õèëëà è
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îòëè÷àåòñÿ îò íåãî íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà µω2 + ν, à â ñëó÷àå äâîéíîé ëèáî
îòäåëüíîé ïëàíåòû (ïðè ni ≤ 1) � íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà µω2.

3.1.3 Ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ. �Ïà-
ðàäû� ïëàíåòíî-ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê îïèñàíèþ ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêèõ
äâèæåíèé ïëàíåòíî-ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû, êîòîðûå ðàññìàòðèâàë åù¼ Ïó-
àíêàðå [28].
Îïðåäåëåíèå 21. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó, îïèñûâàþùóþ äâèæåíèå N +1 òî-
÷åê â ïëîñêîñòè. Äâèæåíèå çàäà÷è íàçîâ¼ì ñèììåòðè÷íûì, èëè îáðàòè-
ìûì, åñëè ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ l â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ è ìîìåíò âðåìåíè
t = t0, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé:

1. â ìîìåíò âðåìåíè t = t0 âñå òåëà ðàñïîëîæåíû íà ïðÿìîé l (ò.å. íà-
áëþäàåòñÿ �ïàðàä� ïëàíåò è ñïóòíèêîâ), à èõ ñêîðîñòè â ýòîò ìîìåíò
âðåìåíè îðòîãîíàëüíû ïðÿìîé l;

2. ïîëîæåíèÿ âñåõ òåë â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t ∈ IR ïîëó÷àþòñÿ èç
ïîëîæåíèé ýòèõ òåë â ìîìåíò âðåìåíè 2t0 − t îñåâîé ñèììåòðèåé îò-
íîñèòåëüíî îñè l.

Âñå òåëà (ìàòåðèàëüíûå òî÷êè) ñèñòåìû ñ÷èòàþòñÿ ïðîíóìåðîâàííûìè.
Ïîðÿäîê, â êîòîðîì ðàñïîëîæåíû ýòè òî÷êè íà ïðÿìîé l â ìîìåíò âðåìåíè
t0, íàçîâ¼ì �òèïîì ïàðàäà� ïëàíåòíî-ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû. ßñíî, ÷òî ëþ-
áîå äâèæåíèå çàäà÷è N +1 òåë, ïîëó÷àþùèåñÿ èç ñèììåòðè÷íîãî äâèæåíèÿ
ñäâèãîì âðåìåíè è ïîâîðîòîì ïëîñêîñòè íà íåêîòîðûé óãîë, òîæå ÿâëÿåòñÿ
ñèììåòðè÷íûì. Âñå òàêèå äâèæåíèÿ ìû áóäåì ñ÷èòàòü îäíèì è òåì æå
ñèììåòðè÷íûì äâèæåíèåì.

Ðàññìîòðèì ìîäåëüíóþ çàäà÷ó (89), ðàñïàäàþùóþñÿ íà N íåçàâèñèìûõ
çàäà÷ Êåïëåðà, è âñåâîçìîæíûå å¼ ðåøåíèÿ, îòâå÷àþùèå êðóãîâûì äâèæå-
íèÿì çàäà÷ Êåïëåðà ñ êàêèì-íèáóäü ôèêñèðîâàííûì íàáîðîì ÷àñòîò. Òðà-
åêòîðèè òàêèõ äâèæåíèé çàìåòàþò N�ìåðíûé òîð Λ◦. Íàéä¼ì ñèììåòðè÷-
íûå äâèæåíèÿ ñðåäè òàêèõ äâèæåíèé, è íàéä¼ì ÷èñëî âñåõ ñèììåòðè÷íûõ
äâèæåíèé.

Ïóñòü íàáîð ÷àñòîò íå ÿâëÿåòñÿ ðåçîíàíñíûì, ò.å. íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå (90). Ïîêàæåì, ÷òî ñðåäè ýòèõ äâèæåíèé èìååòñÿ ðîâíî 2N−1 ñèììåò-
ðè÷íûõ äâèæåíèé ýòîé çàäà÷è. À èìåííî, â ìîìåíò âðåìåíè t = t0 âîçíè-
êàåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà âñåõ ïëàíåò è ñïóòíèêîâ íà äâà ïîäìíîæåñòâà, â
çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèé ðàäèóñ-âåêòîðîâ xi, yij â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè:
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åñëè äâà ðàäèóñ-âåêòîðà ñîíàïðàâëåíû, òî îòâå÷àþùèå èì òî÷êè ïîïàäà-
þò â îäíî ïîäìíîæåñòâî, à åñëè ýòè ðàäèóñ-âåêòîðû ïðîòèâîïîëîæíî íà-
ïðàâëåíû, òî ýòè òî÷êè ïîïàäàþò â ðàçíûå ïîäìíîæåñòâà. ßñíî, ÷òî âñåãî
èìååòñÿ 2N−1 òàêèõ ðàçáèåíèé, à çíà÷èò, 2N−1 òèïîâ ïàðàäîâ íà òîðå Λ◦.

Ïóñòü òåïåðü íàáîð ÷àñòîò êðóãîâûõ äâèæåíèé èìååò âèä (90), ò.å. äâè-
æåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêèìè ñ ïàðàìåòðàìè τ , α. Îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî ñðåäè 2N−1 ñèììåòðè÷íûõ äâèæåíèé, îïèñàííûõ âûøå, èìåþò-
ñÿ ïàðû ñîâïàäàþùèõ äâèæåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè,
îòëè÷àþùèéñÿ îò t0 íà ÷èñëî, êðàòíîå ïîëóïåðèîäó τ

2
, âñå òî÷êè äîëæíû

ðàñïîëàãàòüñÿ íà îäíîé ïðÿìîé (îòëè÷àþùåéñÿ îò l ïîâîðîòîì íà óãîë α
2
).

Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè ïðè êðóãîâûõ äâèæåíèÿõ âñåõ ðàäèóñ-âåêòîðîâ ñó-
ùåñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ ìîìåíòà âðåìåíè, â êîòîðûå âñå ðàäèóñ-âåêòîðû
êîëëèíåàðíû îäíîé ïðÿìîé, òî ðàññìàòðèâàåìîå äâèæåíèå îòíîñèòåëüíî
ïåðèîäè÷íî, è ðàçíîñòü óêàçàííûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè êðàòíà ïîëóïåðèîäó
ýòîãî äâèæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìîìåíòàì âðåìåíè âèäà t0 + τk

2
, k ∈ ZZ,

è òîëüêî èì, îòâå÷àþò íåêîòîðûå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà âñåõ òî÷åê íà äâà
ïîäìíîæåñòâà, ãäå τ = τmin � ìèíèìàëüíûé îòíîñèòåëüíûé ïåðèîä íà òî-
ðå Λ◦. Ïðè ýòîì ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî âñåì ÷¼òíûì k îòâå÷àåò îäíî è òî æå
ðàçáèåíèå, âñåì íå÷¼òíûì k � íåêîòîðîå äðóãîå ðàçáèåíèå, ïðè÷¼ì ýòè äâà
ðàçáèåíèÿ íå ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, âñå 2N−1 ðàçáèåíèé ðàçáèâàþòñÿ
íà ïàðû, êîòîðûì îòâå÷àþò ñîâïàäàþùèå ñèììåòðè÷íûå äâèæåíèÿ.

Ïîýòîìó â ñëó÷àå ðåçîíàíñíîãî íàáîðà ÷àñòîò (ò.å. îòíîñèòåëüíî ïåðè-
îäè÷åñêèõ äâèæåíèé âèäà (90) ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñèììåòðè÷íûõ äâèæåíèé
ìîäåëüíîé çàäà÷è ñ ýòèìè ÷àñòîòàìè ðàâíî 2N−2. Äðóãèìè ñëîâàìè, íà òî-
ðå Λ◦, çàïîëíåííîì òðàåêòîðèÿìè îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé,
èìååòñÿ ðîâíî 2N−2 ðàçëè÷íûõ ñèììåòðè÷íûõ äâèæåíèé.

Òåîðåìà 12. Ïóñòü, â óñëîâèÿõ òåîðåìû 11, α mod π 6= 0, ïðè÷¼ì ÷èñëî
α mod π îòäåëåíî îò íóëÿ (êîíñòàíòîé 1

C
ëèáî ÷èñëîì c2

2
ω2τ). Òîãäà ñðåäè

îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé ïëàíåòíî-ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû,
ñ ïàðàìåòðàìè τ , α, ñóùåñòâóåò ðîâíî 2N−2 ðàçëè÷íûõ ñèììåòðè÷íûõ
äâèæåíèé. Êàæäîå èç ýòèõ äâèæåíèé áëèçêî ê îäíîìó èç 2N−2 îïèñàííûõ
âûøå ñèììåòðè÷íûõ äâèæåíèé ìîäåëüíîé çàäà÷è (89). Äëÿ ëþáîãî òàêîãî
äâèæåíèÿ ïëàíåòíî-ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû ÷åðåç ïðîìåæóòêè âðåìåíè,
êðàòíûå ïîëóïåðèîäó τ

2
, íàáëþäàþòñÿ ïàðàäû: âñå òî÷êè ñèñòåìû ðàñïî-

ëàãàþòñÿ íà îäíîé ïðÿìîé (êîòîðàÿ ÷åðåç ïðîìåæóòêè âðåìåíè, êðàòíûå
τ
2
, ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà óãëû, êðàòíûå α

2
).
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3.2 Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ
Çäåñü ìû ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåì 11, 12. Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé áóäóò
äàíû íèæå â �3.4.

3.2.1 Îñíîâíàÿ ëåììà î íåâîçìóù¼ííîé çàäà÷å, çàäà÷à Õèëëà
Ðàññìîòðèì íà êîíôèãóðàöèîííîì ìíîãîîáðàçèè Q ñ óêàçàííûìè êîîðäè-
íàòàìè x,y âåêòîðíîå ïîëå óñêîðåíèé, îòâå÷àþùåå çàäà÷å (84) î äâèæåíèè
ïëàíåòíî-ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû. Ôèêñèðóåì ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ω è ðàñ-
ñìîòðèì çàâèñèìîñòü ýòîãî ïîëÿ îò òð¼õ ìàëûõ ïàðàìåòðîâ µ, ν è 1

R
, ñâÿ-

çàííûõ ñîîòíîøåíèåì (87) (â äåéñòâèòåëüíîñòè, çàâèñèìîñòü èìååòñÿ ëèøü
îò ïàðàìåòðîâ µ, ν, òàê êàê çíà÷åíèå 1

R
= ω

2
3 µ

1
3 îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî

è àâòîìàòè÷åñêè ìàë�î). Ââèäó àíàëèòè÷íîñòè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè èí-
òóèòèâíî ÿñíî, ÷òî äëÿ êàæäîé òàêîé òðîéêè çíà÷åíèé ýòèõ ïàðàìåòðîâ
ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ çàìåíà ìàñøòàáà âðåìåíè, òàêàÿ ÷òî ïðè ñòðåìëåíèè
ïàðàìåòðîâ µ, ν (à çíà÷èò, è 1

R
) ê íóëþ ïîëó÷åííîå âåêòîðíîå ïîëå óñêîðå-

íèé áóäåò èìåòü êîíå÷íûé è íåíóëåâîé ïðåäåë. Ïðåäåëüíîå ïîëå ïðè µ → 0,
ν → 0 (à çíà÷èò, è 1

R
→ 0) íà Q íàçîâ¼ì íåâîçìóù¼ííûì ïîëåì óñêîðåíèé,

à îòâå÷àþùóþ åìó äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå T∗Q
íàçîâ¼ì íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìîé, èëè íåâîçìóù¼ííîé çàäà÷åé. ßñíî, ÷òî
íåâîçìóù¼ííàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî, ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé
çàìåíû ìàñøòàáà âðåìåíè.

Ïóñòü òåïåðü ôèêñèðîâàíà íåâîçìóù¼ííàÿ çàäà÷à. Òîãäà íåòðóäíî îïðå-
äåëèòü íåâîçìóù¼ííûå èíòåãðàëû ýíåðãèè H è êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà M
(ñì. (85)). Äëÿ ýòîãî íóæíî äîìíîæèòü êàæäóþ èç ýòèõ ôóíêöèé íà íåêîòî-
ðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðîâ µ, ν è 1/R, òàê, ÷òîáû
ïðè ïîñòðîåííîé âûøå çàìåíå ìàñøòàáà âðåìåíè ñóùåñòâîâàëà ïðåäåëüíàÿ
ôóíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò íóëÿ. ßñíî, ÷òî íåâîçìóù¼ííûå èíòåãðàëû ýíåð-
ãèè H è êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà M îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî, ñ òî÷íîñòüþ
äî ïîëîæèòåëüíûõ ìíîæèòåëåé (êîíå÷íî, ïðè óñëîâèè, ÷òî íåâîçìóù¼ííàÿ
çàäà÷à ôèêñèðîâàíà).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì ω > 0 íåâîçìóù¼ííàÿ çà-
äà÷à, îòâå÷àþùàÿ µ → 0, ν → 0 (à çíà÷èò, ρ → 0, ãäå ρ = 1/R), ðàñïàäàåòñÿ
íà n íåçàâèñèìûõ çàäà÷ Êåïëåðà, îòâå÷àþùèõ ïëàíåòàì, è N − n çàäà÷,
îòâå÷àþùèõ ñïóòíèêàì è ñîâïàäàþùèõ ñ (ïðåäåëüíîé) çàäà÷åé Õèëëà.

Áîëåå òî÷íî, ìû óòâåðæäàåì, ÷òî íåâîçìóù¼ííîå ïîëå óñêîðåíèé íà
êîíôèãóðàöèîííîì ìíîãîîáðàçèè Q îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé





d2xi

dt2
= −ω2 xi

|xi|3 (1 ≤ i ≤ n)
d2yij

dt2
= −mi

yij

|yij |3 − ω2 ∂F
∂y

(xi,yij) (1 ≤ j ≤ ni),
(94)
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ãäå ôóíêöèÿ F = F (x,y) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

F (x,y) =
3〈x,y〉2 − |x|2|y|2

2|x|5 . (95)

Ôóíêöèþ F ìû áóäåì óñëîâíî íàçûâàòü �ïðåäåëüíûì ïîòåíöèàëîì äåé-
ñòâèÿ Ñîëíöà íà ñïóòíèê�. Çäåñü ∂F

∂y
(x,y) = 3〈x,y〉x−|x|2y

|x|5 . Îòìåòèì, ÷òî ïå-
ðåìåííûå x è y àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ ìåäëåííûìè è áûñòðûìè ïåðå-
ìåííûìè ñîîòâåòñòâåííî, êîãäà ω ìàë�î.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî íåâîçìóù¼ííàÿ ñèñòåìà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
T∗Q ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå óðàâíåíèé âèäà





dxi

dt
= ω ξξi

mi
, dξξi

dt
= −ωmi

xi

|xi|3 (1 ≤ i ≤ n)
dyij

dt
= ηηij

mij
, dηηij

dt
= −mij(mi

yij

|yij |3 + ω2 ∂F
∂y

(xi,yij)) (1 ≤ j ≤ ni).
(96)

Çàìå÷àíèå. Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (96) íå ÿâëÿåòñÿ
íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìîé íà T∗Q, îäíàêî ýêâèâàëåíòíà åé â ñëåäóþùåì
åñòåñòâåííîì ñìûñëå. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà (96) îïðåäåëåíà íà
ïðîñòðàíñòâå T ∗Q, äâîéñòâåííîì ê ïðîñòðàíñòâó T∗Q. Òîãäà ïðè åñòå-
ñòâåííîì ñîïîñòàâëåíèè âåêòîðó �ñêîðîñòåé� {dxi

dt
, dyij

dt
} ∈ TmQ â òî÷êå

m = {xi,yij} ∈ Q êîâåêòîðà �èìïóëüñîâ� {ξξi = mi

ω
dxi

dt
, ηηij = mij

dyij

dt
} ∈ T ∗

mQ
íåâîçìóù¼ííàÿ ñèñòåìà (íà T∗Q) ïåðåõîäèò â ñèñòåìó (96) (íà T ∗Q). Ýòî è
îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà (96) ýêâèâàëåíòíà íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìå. Äàëåå ìû
áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî T∗Q ñ T ∗Q ïðè ïîìîùè óêà-
çàííîãî çäåñü èçîìîðôèçìà, è íàçûâàòü íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìîé ñèñòåìó
(96).

Îòìåòèì, ÷òî â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìà (96) ñîâïàäàåò
ñ ñèñòåìîé (94). Îáîçíà÷èì

m̄i = mi + ν
ni∑

j=1

mij, m̃i =
m̄i

1 + µm̄i

, m̃ij =
mijmi

mi + νmij

(97)

� ñóììàðíóþ ìàññó i�òîé ïëàíåòû è âñåõ å¼ ñïóòíèêîâ è �ïðèâåä¼ííûå�
ìàññû ïëàíåò è ñïóòíèêîâ.
Ëåììà 15 (Î íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìå). Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì
çíà÷åíèè ω > 0 íåâîçìóù¼ííàÿ ñèñòåìà äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è N+1
òåë èìååò âèä (96). Ïðè ýòîì âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:

1. Âîçìóù¼ííàÿ (ðåàëüíàÿ) ñèñòåìà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå T ∗Q èìå-
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åò ñëåäóþùèé âèä:




dxi

dt
= ω( ξξi

m̃i
+ µ

∑
i′ 6=i ξξi′) (1 ≤ i ≤ n)

dξξi

dt
= −ωm̄i

(
xi

|xi|3 + νρ2 ∂F̃i

∂xi
+ µ

∑
i′ 6=i m̄i′(

xi−xi′
|xi−xi′ |3 + νρ2 ∂F̃ii′

∂xi
)
)

dyij

dt
= ηηij

m̃ij
+ ν

mi

∑
j′ 6=j ηηij′ (1 ≤ j ≤ ni)

dηηij

dt
= −mi

(
mij

yij

|yij |3 + ω2( ∂F̃i

∂yij
+ µ

∑
i′ 6=i m̄i′

∂F̃ii′
∂yij

)
)

,

(98)

ãäå ρ = 1
R

= ω2/3µ1/3, F̃i, F̃ii′ � íåêîòîðûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè,
çàâèñÿùèå îò êîíôèãóðàöèîííûõ ïåðåìåííûõ xi, yij, ïàðàìåòðîâ mi,
mij è ìàëûõ ïàðàìåòðîâ ν, ρ, è èìåþùèå ñâîè àíàëèòè÷åñêèå ïðî-
äîëæåíèÿ ïðè ν = 0, ρ = 0. Ïðè ýòîì

F̃i|ρ=0,ν=0 =
ni∑

j=1

mij

mi

F (xi,yij),

ãäå ôóíêöèÿ F (x,y) � ïðåäåëüíûé ïîòåíöèàë (95) äåéñòâèÿ Ñîëíöà
íà ñïóòíèê.

2. Èíòåãðàë (85) êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà èìååò âèä

M = [x, ξξ] + ε[y, ηη] =
n∑

i=1

(Ii + ε
ni∑

j=1

Iij),

ãäå Ii = [xi, ξξi], Iij = [yij, ηηij], ε = µνωR. Âîçìóù¼ííûé èíòåãðàë
ýíåðãèè áëèçîê ê ôóíêöèè

H0 =
n∑

i=1

(K̃i +
ε

ω

ni∑

j=1

S̃
(i)
j ),

ãäå

K̃i =
ξξ2
i

2m̃i

− m̄i

|xi| , S̃
(i)
j =

ηη2
ij

2m̃ij

− mimij

|yi| , 1 ≤ j ≤ ni, 1 ≤ i ≤ n. (99)

Áîëåå òî÷íî, âîçìóù¼ííûé èíòåãðàë ýíåðãèè îòëè÷àåòñÿ îò ôóíê-
öèè H0 íà âîçìóùåíèå ïîðÿäêà µ + νρ2 + ν ε

ω
= µ + ν(ω2 + ν)µ

ω

2
3 , çàâè-

ñÿùåå òîëüêî îò êîíôèãóðàöèîííûõ ïåðåìåííûõ.

3. Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà â êîîðäèíàòàõ ξξ, ηη, x, y èìååò âèä
dξξ ∧ x + εdηη ∧ y.

147



Èç ïóíêòà 1 ëåãêî íàõîäèì íåâîçìóù¼ííóþ ñèñòåìó. À èìåííî, äëÿ ëþ-
áîãî ôèêñèðîâàííîãî ω 6= 0, ïðè µ = ν = 0 (à çíà÷èò, ρ = 0, ε = 0)
íåâîçìóù¼ííàÿ ñèñòåìà (98) ïðåâðàùàåòñÿ â ñèñòåìó (96).

Íàïîìíèì êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó Õèëëà [20], ÿâëÿþùóþñÿ ÷àñòíûì ñëó-
÷àåì îïèñàííîé çàäà÷è î äâèæåíèè ïëàíåòíî-ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû. Îíà
îòíîñèòñÿ ê ñèñòåìå òèïà Ñîëíöå-Çåìëÿ-Ëóíà (N = 2, n = 1) è îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. (Çäåñü ìû îïèøåì áîëåå îáùóþ ïîñòàíîâêó ýòîé
çàäà÷è, ðàññìîòðåííóþ Ìóëüòîíîì â ðàáîòå [26].)
Îïðåäåëåíèå 22. Çàäà÷åé Õèëëà íàçîâ¼ì ñëåäóþùèé ÷àñòíûé ñëó÷àé
ïëîñêîé çàäà÷è òð¼õ òåë. Ïåðâîå òåëî (Ñîëíöå) èìååò ìàññó 1, à äâà äðóãèõ
òåëà (ïëàíåòà è ñïóòíèê) èìåþò ìàëóþ ñóììàðíóþ ìàññó m1 +m2 = µ ¿ 1.
Êðîìå òîãî, ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ýòèìè òåëàìè ìíîãî ìåíüøå, ÷åì ðàñ-
ñòîÿíèå îò èõ öåíòðà ìàññ äî ïåðâîãî (ìàññèâíîãî) òåëà. Òî÷êîé êîíôèãó-
ðàöèîííîãî ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ ïàðà âåêòîðîâ x, y â ïëîñêîñòè, ãäå x
� ðàäèóñ-âåêòîð, ïðîâåä¼ííûé èç ïåðâîãî (ìàññèâíîãî) òåëà â öåíòð ìàññ
äâóõ äðóãèõ òåë, y/R � ðàäèóñ-âåêòîð èç âòîðîãî òåëà â òðåòüå, 1/R ¿ 1.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ äîïîëíèòåëüíî, ÷òî âåëè÷èíà ω èç (87) äîñòàòî÷íî ìàëà.
Ðåøåíèåì Õèëëà íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé çà-
äà÷è, èìåþùåå ñïåöèàëüíûé âèä, ñì. íèæå.

Ïðåäåëüíîé çàäà÷åé Õèëëà íàçîâ¼ì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó â îïèñàííîì
êîíôèãóðàöèîííîì ìíîãîîáðàçèè, çàâèñÿùóþ îò ïàðàìåòðà ω è ïîëó÷à-
þùóþñÿ èç çàäà÷è Õèëëà ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè ñòðåìëåíèè ê íó-
ëþ ïàðàìåòðîâ µ è 1

R
, ñâÿçàííûõ ñîîòíîøåíèåì (87). (Ýòî ýêâèâàëåíòíî

ïðåäåëüíîìó ïåðåõîäó ïðè µ → 0, ãäå ïàðàìåòð 1
R

= ω2/3µ1/3 àâòîìàòè-
÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.) Òàê êàê â ïðåäåëüíîé çàäà÷å Õèëëà äâèæåíèå
x(t) ðàäèóñ-âåêòîðà x îïèñûâàåòñÿ çàäà÷åé Êåïëåðà, ýòî äâèæåíèå ìîæ-
íî �ôèêñèðîâàòü� è èçó÷àòü çàäà÷ó î äâèæåíèè ðàäèóñ-âåêòîðà y ïðè çà-
äàííîì äâèæåíèè ðàäèóñ-âåêòîðà x. Òàêóþ çàäà÷ó ìû òîæå áóäåì èíîãäà
íàçûâàòü ïðåäåëüíîé çàäà÷åé Õèëëà.

Íàéä¼ì ÿâíûé âèä çàäà÷è Õèëëà è ïðåäåëüíîé çàäà÷è Õèëëà.
Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðåäåëüíàÿ çàäà÷à Õèëëà çàäà¼òñÿ

ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå:




d2x
dt2

= −ω2 x
|x|3

d2y
dt2

= − y
|y|3 − ω2 ∂F

∂y
(x,y).

(100)

Îáîçíà÷èì θ = m1/(m1 + m2). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî çàäà÷à Õèëëà çà-
äà¼òñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé:





d2x
dt2

= −ω2( x
|x|3 − θ(1− θ)ρ2 ∂F̃

∂x
(x,y; θ, ρ))

d2y
dt2

= − y
|y|3 − ω2 ∂F̃

∂y
(x,y; θ, ρ),
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ãäå ρ = 1
R
, F̃ (x,y; θ, ρ) � �ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ ñïóòíèêà ñ Ñîëíöåì�,

îïðåäåëÿåìûé èç ñîîòíîøåíèÿ

θ(1− θ)ρ2F̃ (x,y; θ, ρ) =
1− θ

|x− θρy| +
θ

|x + (1− θ)ρy| −
1

|x| . (101)

Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè 1
|x+ρy| â ñòåïåííîé ðÿä ïî ïåðåìåííîé ρ â íóëå:

1

|x + ρy| = (|x|2 + 2〈x,y〉+ |y|2)−1/2 =

1

|x| − ρ
〈x,y〉
|x|3 + ρ2F (x,y) + O(ρ3), ρ → 0, (102)

ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ F̃ (x,y; θ, ρ) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ïî âñåì ñâî-
èì àðãóìåíòàì â îáëàñòè |x| > ρ|y|, ρ > 0, 0 < θ < 1, è ÷òî ôóíêöèÿ F (x,y)
äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ å¼ ïðåäåëîì ïðè ρ → 0:

F̃ (x,y; θ, 0) ≡ F (x,y).

Îòìåòèì, ÷òî �ïðåäåëüíàÿ çàäà÷à Õèëëà�, â îòëè÷èå îò �çàäà÷è Õèëëà�, íå
çàâèñèò îò ïàðàìåòðà θ, è, òåì ñàìûì, îò îòíîøåíèÿ m1

m2
ìåæäó ìàññàìè

ïëàíåòû è ñïóòíèêà.
Êîììåíòàðèé. Èçíà÷àëüíî Õèëë ðàññìàòðèâàë çàäà÷ó, ïîëó÷àþùóþñÿ
èç îïèñàííîé �çàäà÷è Õèëëà� ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè θ → 0 [20, 6].
Ëèøü çàòåì ðåçóëüòàò Õèëëà áûë îáîáùåí Ìóëüòîíîì [26] íà ñëó÷àé ïðî-
èçâîëüíîãî θ ∈ (0, 1). Òåì íå ìåíåå, â äàííîé ðàáîòå ìû íàçûâàåì �çàäà÷åé
Õèëëà� îïèñàííóþ çàäà÷ó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî θ, à ïðè îïðåäåëåíèè �ïðå-
äåëüíîé çàäà÷è Õèëëà� ìû áåðåì â ýòîé çàäà÷å ïðåäåë ïðè ñòðåìëåíèè ê
íóëþ ïàðàìåòðîâ µ è ρ = 1

R
, ñâÿçàííûõ ñîîòíîøåíèåì (87).

Òàêèì îáðàçîì, íåâîçìóù¼ííàÿ çàäà÷à (96) äåéñòâèòåëüíî ðàñïàäàåòñÿ
íà n íåçàâèñèìûõ çàäà÷ Êåïëåðà, îòâå÷àþùèõ ïëàíåòàì, è N − n çàäà÷,
îòâå÷àþùèõ ñïóòíèêàì è ÿâëÿþùèõñÿ ïðåäåëüíîé çàäà÷åé Õèëëà. Äàëåå,
ãîâîðÿ î çàäà÷å Õèëëà, ìû âñåãäà áóäåì èìåòü â âèäó ïðåäåëüíóþ çàäà÷ó
Õèëëà (100).
Êîììåíòàðèé. Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (96) âèäíî, ÷òî íåâîçìóù¼ííóþ
çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü îòäåëüíî äëÿ êàæäîé ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû, ïðè÷¼ì
â äâà øàãà: ñíà÷àëà íóæíî ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ ïëàíåòû, à ïîòîì äëÿ êàæ-
äîãî å¼ ñïóòíèêà. Áîëåå òî÷íî, ñíà÷àëà èç ïåðâîé ïîëîâèíû óðàâíåíèé (96)
íóæíî íàéòè çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè t ðàäèóñ-âåêòîðà xi, à çàòåì, ñ ïîìî-
ùüþ âòîðîé ïîëîâèíû óðàâíåíèé, íàéòè çàâèñèìîñòü îò t ðàäèóñ-âåêòîðîâ
yij, 1 ≤ j ≤ ni. Îïèøåì ýòè äâà øàãà.
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Øàã 1. Ïåðâàÿ ïîëîâèíà óðàâíåíèé (96) îïèñûâàåò ìåäëåííîå äâèæåíèå
xi = xi(t) íîðìèðîâàííîãî ðàäèóñ-âåêòîðà xi, êîòîðûé, íàïîìíèì, ïðîâåäåí
èç Ñîëíöà â öåíòð ìàññ i�òîé ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû, 1 ≤ i ≤ N . Ýòà ñèñòåìà
óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé è ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé çàäà÷åé Êåïëåðà
äëÿ i�òîé ïëàíåòû.

Øàã 2. Íà âòîðîì øàãå íóæíî ðåøèòü îñòàâøóþñÿ ïîëîâèíó óðàâíåíèé
(96), ðàñïàäàþùóþñÿ íà (ïðåäåëüíûå) çàäà÷è Õèëëà è îïèñûâàþùóþ áûñò-
ðûå äâèæåíèÿ ðàäèóñ-âåêòîðîâ yij, 1 ≤ j ≤ ni. À èìåííî, ðàäèóñ-âåêòîð yij

äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëå, êîòîðûé ñêëàäûâàåòñÿ èç ñëåäóþùèõ äâóõ ïîòåí-
öèàëîâ:

1. ïîòåíöèàëà çàäà÷è Êåïëåðà;

2. ìàëîãî äîáàâî÷íîãî ïîòåíöèàëà ω2F (xi(t),yij), îïèñûâàþùåãî âëèÿ-
íèå Ñîëíöà íà ñïóòíèê.

Ïðè ýòîì âòîðàÿ ÷àñòü ïîòåíöèàëà çàâèñèò òàêæå îò ïåðåìåííîé xi, çàâè-
ñèìîñòü êîòîðîãî îò âðåìåíè t óæå áûëà íàéäåíà íà ïåðâîì øàãå. Òàêèì
îáðàçîì, âòîðàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé òîæå ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé,
íî óæå íåàâòîíîìíîé, ò.å. çàâèñèò îò âðåìåíè.

Çàìå÷àíèå 17. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïëàíåòíîé ñèñòåìû ñ äâîéíûìè ïëà-
íåòàìè, ò.å. êîãäà âñå ni ≤ 1. Îïðåäåëèì íåâîçìóù¼ííóþ ñèñòåìó, çàâèñÿ-
ùóþ îò ïàðàìåòðà ν, óñòðåìèâ µ ê íóëþ. Òîãäà, ñîãëàñíî ïóíêòó 1 ëåììû
15, îïðåäåë¼ííàÿ òàêèì îáðàçîì íåâîçìóù¼ííàÿ çàäà÷à íå áóäåò çàâèñåòü
îò ïàðàìåòðà ν è ñîâïàäàåò ñ çàäà÷åé (96).

Çàìå÷àíèå 18. Ïîä÷åðêí¼ì åù¼ ðàç, ÷òî íåâîçìóù¼ííàÿ ñèñòåìà (96) íå
ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé, â îòëè÷èå îò âîçìóù¼ííîé. Ïðè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñòàíîâèòñÿ âûðîæäåííîé ïðè íóëåâîì
çíà÷åíèè âîçìóùåíèÿ (ò.å. ïðè µ = 0, ν = 0).

Çàìå÷àíèå 19. Ïîÿñíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ôóíêöèè F (x,y), êîãäà
÷èñëî ni ñïóòíèêîâ i�òîé ïëàíåòû áîëüøå 1 (1 ≤ i ≤ N). Ðàññìîòðèì ôóíê-
öèþ

Fi(x,y∗) =
ni∑

j=1

mij

mi

F (x,yj).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ Fi(x,y∗) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ ïðå-
äåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè R →∞ èç ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ âñåõ ñïóòíè-
êîâ i�òîé ïëàíåòû ñ Ñîëíöåì:

Fi(x,y∗) ≡ F̃i(x,y∗; 0, 0).
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Çäåñü �âîçìóù¼ííàÿ� ôóíêöèÿ F̃i(x,y∗; ν, ρ) çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ mi, mij

è ïðè ni > 1 îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

νρ2F̃i(x,y∗; ν, ρ) =
mi/m̄i

|x− νρδ| + ν
ni∑

j=1

mij/m̄i

|x + ρyj − ρνδ| −
1

|x| , (103)

ãäå δ = δi =
∑ni

j=1
mij

m̄i
yj � ðàäèóñ-âåêòîð èç ïëàíåòû â öåíòð ìàññ å¼ ñïóò-

íèêîâîé ñèñòåìû, m̄i � ñóììàðíàÿ ìàññà i�òîé ïëàíåòû è âñåõ å¼ ñïóòíè-
êîâ (97). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ mi > 0,
mij > 0 ôóíêöèÿ F̃i(x,y; ν, ρ) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ïî âñåì ñâîèì àð-
ãóìåíòàì â îáëàñòè |x| > ρν|δ|, ρ, ν > 0, è ñòðåìèòñÿ ê ôóíêöèè Fi(x,y)
ïðè ρ → 0. Ýòî ñëåäóåò èç ðàçëîæåíèÿ (102) è òîãî, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ
ðàäèóñ-âåêòîðà xi îí ñîåäèíÿåò Ñîëíöå ñ öåíòðîì ìàññ i�òîé ñïóòíèêîâîé
ñèñòåìû. Çíà÷èò, â ñóììå (103) ëèíåéíûå ïî ρ ÷ëåíû âçàèìíî ñîêðàòÿòñÿ,
è îíà äåéñòâèòåëüíî èìååò ïîðÿäîê O(νρ2) ïðè ρ → 0 (ðàâíîìåðíî ïî ν).

Ïðè ni = 1 ïîëîæèì F̃i(x,y; ν, ρ) = F̃ (x,y; θi, ρ), ñì. (101), ãäå θi =
νmi1/(mi + νmi1), òàê ÷òî ïðè ni = 1 ôóíêöèÿ F̃i(x,y; ν, 0) ≡ F (x,y) íå
çàâèñèò îò ν.

3.2.2 Íåâûðîæäåííîñòü â ìîäåëüíîé è íåâîçìóù¼ííîé çàäà÷àõ
(ëåììû î çàäà÷å Êåïëåðà è çàäà÷å Õèëëà)

Ðàññìîòðèì íåâîçìóù¼ííóþ çàäà÷ó (96). Êàê áûëî îòìå÷åíî â ïðåäûäó-
ùåì ïóíêòå, ýòà ñèñòåìà îïèñûâàåò êåïëåðîâñêèå äâèæåíèÿ êàæäîé ïëà-
íåòû. Òî÷íåå, äâèæåíèÿ âåêòîðîâ xi, ξξi (ðàäèóñ-âåêòîðà è èìïóëüñà i�òîé
ïëàíåòû) îïèñûâàþòñÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé ñ ãàìèëüòîíèàíîì ωKi îò-
íîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ω2

i , ãäå

Ki =
ξξ2
i

2mi

− mi

|xi| , ω2
i = dξξi ∧ dxi, 1 ≤ i ≤ n. (104)

Êðîìå òîãî, ñèñòåìà (96) îïèñûâàåò äâèæåíèÿ (ïðåäåëüíîé) çàäà÷è Õèë-
ëà äëÿ êàæäîãî ñïóòíèêà ýòîé ïëàíåòû. Òî÷íåå, äâèæåíèå j�òîãî ñïóòíè-
êà îïèñûâàåòñÿ (íåàâòîíîìíîé) ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé ñ ãàìèëüòîíèàíîì
S

(i)
j + ω2mijF (xi(t),yij) îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóê-

òóðû ω2
ij, ãäå

S
(i)
j =

ηη2
ij

2mij

−mi
mij

|yij| , ω2
ij = dηηij ∧ dyij, 1 ≤ j ≤ ni, (105)

âåêòîð-ôóíêöèÿ xi(t) îòâå÷àåò êàêîìó-ëèáî ðåøåíèþ xi(t), ξξi(t) ïðåäûäó-
ùåé çàäà÷è (äëÿ ïëàíåòû), ñð. ñ (99).
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Ðàññìîòðèì ìîäåëüíóþ çàäà÷ó (89), ïîëó÷åííóþ èç íåâîçìóù¼ííîé ñè-
ñòåìû (96) îòáðàñûâàíèåì ÷ëåíà ïîðÿäêà ω2. Ïîëó÷èì íàáîð N íåçàâèñè-
ìûõ çàäà÷ Êåïëåðà (N = n +

∑n
i=1 ni), ò.å. ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ ãàìèëü-

òîíèàíîì
H◦ =

n∑

i=1

(ωKi +
ni∑

j=1

S
(i)
j )

îòíîñèòåëüíî ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû
n∑

i=1

(dξξi ∧ xi +
ni∑

j=1

dηηij ∧ yij).

Ñîîòâåòñòâóþùèå äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû êîîðäè-
íàò (ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω1) îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé ñ ãàìèëüòîíèàíîì
H◦ − ω1M

◦, ãäå
M◦ =

n∑

i=1

(Ii +
ni∑

j=1

Iij),

Ii = [xi, ξξi], Iij = [yij, ηηij] � èíòåãðàëû êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà â çàäà÷àõ
Êåïëåðà (104), (105).

Ôèêñèðóåì ëþáóþ òî÷êó m◦ ∈ Λ◦ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, îòâå÷àþùóþ
êðóãîâûì äâèæåíèÿì çàäà÷ Êåïëåðà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷àñòîòàìè ωi,
Ωij (âñå òàêèå òî÷êè îáðàçóþò N�ìåðíûé òîð Λ◦). Èç óñëîâèé (88) íà ýòè
÷àñòîòû ñëåäóåò, ÷òî ðàäèóñû ri, rij ýòèõ êðóãîâûõ äâèæåíèé îòäåëåíû îò
íóëÿ è áåñêîíå÷íîñòè.

Ðàññìîòðèì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå îòîáðàæåíèå �çà ïåðèîä�, ò.å. ïîòîê
gτ

H◦−ω1M◦ ìîäåëüíîé ñèñòåìû çà âðåìÿ τ , è ëèíåéíóþ ÷àñòü ýòîãî îòîáðà-
æåíèÿ â òî÷êå m◦.
Ëåììà 16 (Î çàäà÷å Êåïëåðà). Â çàäà÷àõ Êåïëåðà (104), (105), íà
êîòîðûå ðàñïàäàåòñÿ ìîäåëüíàÿ çàäà÷à (89), ñóùåñòâóþò êàíîíè÷åñêèå
çàìåíû êîîðäèíàò (xi, ξξi) → (ϕi mod 2π, Ii, qi, pi), 1 ≤ i ≤ n, (yij, ηηij) →
(ϕij mod 2π, Iij, qij, pij), 1 ≤ j ≤ ni, ïðè êîòîðûõ ëèíåéíàÿ ÷àñòü â òî÷êå
m◦ ∈ Λ◦ îòîáðàæåíèÿ �çà ïåðèîä� gτ

H◦−ω1M◦ äëÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è ñòàíî-
âèòñÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé, ñîñòîÿùåé èç áëîêîâ




1 −3ωτ
mir2

i
0 0

0 1 0 0
0 0 cos αi

1
Ii

sin αi

0 0 −Ii sin αi cos αi




,




1 −3τ
mijr2

ij
0 0

0 1 0 0
0 0 cos αij

1
Iij

sin αij

0 0 −Iij sin αij cos αij




.

Çäåñü Ii = Ii(m
◦), 1 ≤ i ≤ n, Iij = Iij(m

◦), 1 ≤ j ≤ ni, � çíà÷åíèÿ èí-
òåãðàëîâ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà â çàäà÷àõ Êåïëåðà (104), (105); αi =
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ωiτ ≡ α mod 2π, αij = Ωijτ ≡ α mod 2π; τ è α � ïàðàìåòðû îòíîñèòåëüíî
ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé íà òîðå Λ◦. Àíàëîãè÷íîå âåðíî äëÿ ëþáîãî îòíî-
ñèòåëüíîãî ïåðèîäà τ è ñîîòâåòñòâóþùåãî óãëà α.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåâîçìóù¼ííóþ çàäà÷ó (96) ïî îòíîøåíèþ ê êàêîé-
ëèáî (i�òîé) ïëàíåòå è å¼ (j�òîìó) ñïóòíèêó, îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû êîîðäè-
íàò, ðàâíîìåðíî âðàùàþùåéñÿ ñ óãëîâîé ÷àñòîòîé ωi, 1 ≤ i ≤ n. Äâèæåíèå
ïëàíåòû xi(t), ξξi(t) îñòàåòñÿ êàê â ìîäåëüíîé çàäà÷å. Ôèêñèðóåì êðóãîâîå
äâèæåíèå xi(t), ξξi(t) ïëàíåòû ñ ÷àñòîòîé ωi è ðàññìîòðèì çàäà÷ó äëÿ ñïóò-
íèêà, îïèñûâàåìóþ ãàìèëüòîíèàíîì è ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé

S
(i)
j + ω2mijF (xi(t),yij)− ω1Iij, ω2

ij, (106)

1 ≤ j ≤ ni. (Ýòà çàäà÷à ñîâïàäàåò ñ (ïðåäåëüíîé) çàäà÷åé Õèëëà îòíîñè-
òåëüíî ñèñòåìû êîîðäèíàò, ðàâíîìåðíî âðàùàþùåéñÿ âìåñòå ñ ïëàíåòîé.)
ßñíî, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèÿì ýòîé çàäà÷è îòâå÷àþò îòíîñèòåëüíî
ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ (ïðåäåëüíîé) çàäà÷è Õèëëà. Ïîëó÷åííóþ çàäà-
÷ó ìû áóäåì íàçûâàòü (ïðåäåëüíîé) çàäà÷åé Õèëëà äëÿ j�òîãî ñïóòíèêà
i�òîé ïëàíåòû.
Ëåììà 17 (Î çàäà÷å Õèëëà). Ïóñòü ÷àñòîòà ωi i�òîé ïëàíåòû â
íàáîðå (88) äîñòàòî÷íî ìàëà. Ôèêñèðóåì êðóãîâîå äâèæåíèå xi(t) ýòîé
ïëàíåòû ñ ÷àñòîòîé ωi â ñèëó ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Êåïëåðà (104).
Òîãäà äëÿ êàæäîãî ñïóòíèêà ýòîé ïëàíåòû ñóùåñòâóåò ïåðèîäè÷åñêîå
äâèæåíèå yij(t) ñîîòâåòñòâóþùåé (ïðåäåëüíîé) çàäà÷è Õèëëà (94), (106),
îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè. Ýòî äâèæåíèå ω2�áëèçêî ê êðóãî-
âîìó Ωij�÷àñòîòíîìó äâèæåíèþ ìîäåëüíîé çàäà÷è Êåïëåðà, è èìååò òó
æå ñðåäíþþ ÷àñòîòó Ωij. Òàêîå äâèæåíèå åäèíñòâåííî, ò.å. ëþáûå äâà
òàêèõ äâèæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ñäâèãîì íà÷àëà îòñ÷¼òà âðå-
ìåíè íà ÷èñëî, êðàòíîå ïåðèîäó τij = 2π

Ωij−ωi
.

Çàìå÷àíèå 20. Ïóñòü ÷èñëà ω > 0, ωi è Ωij èìåþò âèä (88), ò.å. óäîâëå-
òâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì 1

C
< ωi

ω
< C, 1

C
< Ωij < C. Èç ëåììû 17 ñëåäóåò,

÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c1 = c1(C) > 0, òàêàÿ, ÷òî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ω,
0 < ω ≤ c1, çàäà÷à Õèëëà äëÿ j�òîãî ñïóòíèêà i�òîé ïëàíåòû èìååò îòíî-
ñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå, ïðè êîòîðîì ñðåäíèå óãëîâûå ñêîðîñòè
ïëàíåòû è ñïóòíèêà ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî ωi è Ωij.

Äâèæåíèå èç ëåììû 17 áóäåì íàçûâàòü (ïðåäåëüíûì) äâèæåíèåì Õèëëà
j�òîãî ñïóòíèêà.

Ôèêñèðóåì íàáîð ÷àñòîò ωi, Ωij âèäà (88). Ðàññìîòðèì ëþáóþ òî÷êó m
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, îòâå÷àþùóþ êðóãîâûì äâèæåíèÿì çàäà÷ Êåïëåðà
äëÿ ïëàíåò è äâèæåíèÿì Õèëëà äëÿ ñïóòíèêîâ, ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷à-
ñòîòàìè ωi, Ωij. Âñå òàêèå òî÷êè m îáðàçóþò N�ìåðíûé òîð, êîòîðûé ìû

153



îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ. Ñîãëàñíî ëåììå 17, òîð Λ ω2�áëèçîê ê òîðó Λ◦, îòâå÷à-
þùåìó êðóãîâûì äâèæåíèÿì ìîäåëüíûõ çàäà÷ Êåïëåðà.

Ëåììû 15, 16 è 17 ìû äîêàæåì â ñëåäóþùèõ ïóíêòàõ, à ïîêà âûâåäåì
èç íèõ âàæíîå ñëåäñòâèå.

ßñíî, ÷òî íåâîçìóù¼ííàÿ çàäà÷à áëèçêà ê ìîäåëüíîé çàäà÷å. Íî îòñþäà,
âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèÿ íåâîçìóù¼ííîé çàäà÷è îñòàíóòñÿ
áëèçêè ê ðåøåíèÿì ìîäåëüíîé çàäà÷è íà áîëüøèõ ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè,
íàïðèìåð, ïðè t ∈ [0, τ ]. (Îòìåòèì, ÷òî τ =→ ∞ ïðè ω → 0, åñëè n ≥
2.) Òåì íå ìåíåå, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî âáëèçè
òîðà Λ ðåøåíèÿ íåâîçìóù¼ííîé çàäà÷è �óñòðîåíû� òàê æå, êàê ðåøåíèÿ
ìîäåëüíîé çàäà÷è âáëèçè òîðà Λ◦, íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè âèäà [0, τ ], ãäå τ
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (93).

Â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè m ∈ Λ ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå �çà ïåðèîä�
äëÿ íåâîçìóù¼ííîé çàäà÷è, ò.å. ïîòîê íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû (96) çà âðåìÿ
τ . Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ÷àñòü ýòîãî îòîáðàæåíèÿ â òî÷êå m.

Ðàçëîæèì ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî íåâîçìóù¼ííîé (96) çàäà÷è â ïðÿìóþ
ñóììó ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ çàäà÷ Êåïëåðà, îòâå÷àþùèõ ïëàíåòàì è ñïóò-
íèêàì. Äëÿ ëþáîé òî÷êè m ∈ Λ ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé áàçèñ e(m), ñî-
ñòîÿùèé èç áàçèñîâ, êàñàòåëüíûõ ê ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâàì çàäà÷ Êåïëåðà.
Òàêèì îáðàçîì, áàçèñ e(m) ñîñòîèò èç n ãðóïï, i�òàÿ èç êîòîðûõ ñîñòî-
èò èç áàçèñà, îòâå÷àþùåãî i�òîé ïëàíåòå, è áàçèñîâ, îòâå÷àþùèõ âñåì å¼
ñïóòíèêàì (â áàçèñå e(m) âñå âåêòîðû, îòâå÷àþùèå ïëàíåòå, èäóò ïåðåä
âåêòîðàìè, îòâå÷àþùèìè å¼ ñïóòíèêàì), 1 ≤ i ≤ n.

Çàìåòèì, ÷òî â ïðåäåëüíîé çàäà÷å Õèëëà äâèæåíèå ïëàíåòû íå çàâè-
ñèò îò äâèæåíèÿ ñïóòíèêà. Ñëåäîâàòåëüíî, â ëþáîì áàçèñå e(m) óêàçàííî-
ãî âèäà ëèíåéíàÿ ÷àñòü îòîáðàæåíèÿ �çà ïåðèîä� íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû
â òî÷êå m çàäà¼òñÿ áëî÷íîé íèæíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöåé. Ïðè ýòîì ïîä
äèàãîíàëüþ òàêîé ìàòðèöû íåíóëåâûì áëîêîì ìîæåò áûòü òîëüêî áëîê,
îòâå÷àþùèé êàêîé-ëèáî ïëàíåòå è êàêîìó-ëèáî å¼ ñïóòíèêó.
Ñëåäñòâèå 13. Äëÿ ëþáîé òî÷êè m òîðà Λ, îòâå÷àþùåãî ïðåäåëüíûì
äâèæåíèÿì Õèëëà íåâîçìóù¼ííîé çàäà÷è, ñóùåñòâóåò íàáîð êàíîíè÷å-
ñêèõ áàçèñîâ â êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ê ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâàì
çàäà÷ Êåïëåðà (104), (105) â ýòîé òî÷êå, îáëàäàþùèé ñëåäóþùèì ñâîé-
ñòâîì. Ëèíåéíàÿ ÷àñòü îòîáðàæåíèÿ �çà ïåðèîä� íåâîçìóù¼ííîé ñèñòå-
ìû (96) â îáùåì áàçèñå e(m), ñîñòîÿùåì èç áàçèñîâ ýòîãî íàáîðà, çàäà¼òñÿ
áëî÷íîé (íèæíåòðåóãîëüíîé) ìàòðèöåé, íà äèàãîíàëüíûõ áëîêàõ êîòîðîé
ñòîÿò ìàòðèöû èç ëåììû 16, â êîòîðûõ ÷èñëà αij, áûòü ìîæåò, çàìå-
íåíû íà ω2τ�áëèçêèå ê íèì ÷èñëà âèäà α̃ij = αij + O(ω2τ), 1 ≤ i ≤ n,
1 ≤ j ≤ ni. Ïðè ýòîì áàçèñíûå âåêòîðû, îòâå÷àþùèå ïëàíåòàì, ñîâ-
ïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîîðäèíàòíûìè âåêòîðàìè èç ëåììû 16,
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ïåðâûå äâà âåêòîðà ëþáîãî áàçèñà, îòâå÷àþùåãî ñïóòíèêó, ω�áëèçêè ê ñî-
îòâåòñòâóþùèì êîîðäèíàòíûì âåêòîðàì èç ëåììû 16, à äðóãèå äâà âåê-
òîðà îãðàíè÷åíû. Çäåñü τ � ëþáîé îòíîñèòåëüíûé ïåðèîä äâèæåíèÿ, íà-
ïðèìåð, âèäà τ = 2π

ω
èëè ìèíèìàëüíûé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä τ = τmin.

Çàìå÷àíèå 21. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 13 ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c2 > 0, òàêàÿ,
÷òî |α̃ij −αij| < c2

3
ω2τ . Ïóñòü c2ω

2τ < π, ò.å. âûïîëíåíî óñëîâèå (93). Òîãäà,
åñëè óãîë α mod 2π îòäåë¼í îò íóëÿ íà âåëè÷èíó, íå ìåíüøóþ, ÷åì c2ω

2τ ,
òî α̃ij mod 2π 6= 0. Ïîýòîìó N�ìåðíûé òîð Λ, çàïîëíåííûé çàìêíóòûìè
τ�ïåðèîäè÷åñêèìè òðàåêòîðèÿìè íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû, íåâûðîæäåí.

Çàìå÷àíèå 22. Â ìàòðèöå èç ñëåäñòâèÿ 13 ýëåìåíòû ïîä äèàãîíàëüþ,
âîîáùå ãîâîðÿ, íå îãðàíè÷åíû. Èç ýòîãî ñëåäñòâèÿ ìîæíî âûâåñòè, ÷òî ýòè
ýëåìåíòû èìåþò ïîðÿäîê O(ω2ecτ ), ãäå c > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, çàâè-
ñÿùàÿ îò êîíñòàíòû c1 èç çàìå÷àíèÿ 20.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîé ïëàíåòû íåâîçìóù¼ííàÿ çàäà÷à ñîâïàäàåò
ñ ìîäåëüíîé, ïîýòîìó â êà÷åñòâå èñêîìûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ
ïëàíåòàì, ìû ñðàçó âîçüì¼ì êîîðäèíàòíûå âåêòîðû, îòâå÷àþùèå êàíîíè-
÷åñêèì êîîðäèíàòàì (ϕi mod 2π, Ii, qi, pi), 1 ≤ i ≤ n, èç ëåììû 16.

Äëÿ êàæäîãî ñïóòíèêà îáîçíà÷èì ÷åðåç e1, e2, e3, e4 êîîðäèíàòíûé áà-
çèñ, îòâå÷àþùèé ñîîòâåòñòâóþùèì êàíîíè÷åñêèì êîîðäèíàòàì

(ϕij mod 2π, Iij, qij, pij), 1 ≤ j ≤ ni,

èç ëåììû 16. Ìû ïîñòðîèì íîâûé êàíîíè÷åñêèé áàçèñ f1, f2, f3, f4, óäî-
âëåòâîðÿþùèé òðåáîâàíèþ äîêàçûâàåìîãî ñëåäñòâèÿ 13, ïðè÷¼ì âåêòîðû
f1 è f2 ýòîãî áàçèñà áóäóò ω�áëèçêè ê âåêòîðàì e1 è e2 ñîîòâåòñòâåííî, à
âåêòîðû f3 è f4 � îãðàíè÷åíû.

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå Õèëëà j�òîãî ñïóòíèêà i�òîé ïëàíåòû êàê îòíî-
ñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå. Ïóñòü βij, τij � ïàðàìåòðû ýòîãî äâè-
æåíèÿ, ñì. îïðåäåëåíèå 20. Îòìåòèì, ÷òî ìèíèìàëüíûé ïîëîæèòåëüíûé
ïåðèîä τij äâèæåíèÿ Õèëëà èìååò ïîðÿäîê 1, à óãîë βij èìååò ïîðÿäîê ω:
τij = 2π/(Ωij − ωi) ∼ 1, βij = ωiτij ∼ ω, ãäå ωi è Ωij � ñðåäíèå ÷àñòîòû
äâèæåíèé ïëàíåòû è ñïóòíèêà ñîîòâåòñòâåííî.

Ïî ëåììå 17, äâèæåíèå Õèëëà ω2�áëèçêî ê äâèæåíèþ çàäà÷è Êåïëåðà.
Íî äëÿ çàäà÷è Êåïëåðà, ñîãëàñíî ëåììå 16, ëèíåàðèçàöèÿ îòîáðàæåíèÿ �çà
ïåðèîä� τij çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé

Aij =




1 a 0 0
0 1 0 0
0 0 cos βij

1
Iij

sin βij

0 0 −Iij sin βij cos βij



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îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò (ϕij mod 2π, Iij, qij, pij), ãäå a = −3τij

mijr2
ij
. Ñëåäîâàòåëü-

íî, â ëþáîé òî÷êå p çàìêíóòîé òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ Õèëëà, ëèíåàðèçàöèÿ
îòîáðàæåíèÿ �çà ïåðèîä� τij (ïðè ôèêñèðîâàííîì äâèæåíèè ïëàíåòû) çà-
äà¼òñÿ íåêîòîðîé ìàòðèöåé Ãij, ω2�áëèçêîé ê ìàòðèöå Aij. Íàñ èíòåðåñóåò
ëèíåàðèçàöèÿ îòîáðàæåíèÿ �çà ïåðèîä� τ = Nijτij, ãäå Nij � íàòóðàëüíîå
÷èñëî ïîðÿäêà τ . Ýòà ëèíåàðèçàöèÿ çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé ÃN

ij .)
Äàëåå ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ëèíåéíûå îïåðàòîðû ñ èõ ìàòðè÷íûìè

ïðåäñòàâëåíèÿìè îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò (ϕij mod 2π, Iij, qij, pij). Çàìåòèì,
÷òî

à) ñïåêòð îïåðàòîðà Aij ñîñòîèò èç òð¼õ ÷èñåë: spec Aij = {1, e±iβij},
á) ñïåêòð îïåðàòîðà Ãij ñîäåðæèò 1, òàê êàê êàñàòåëüíûé âåêòîð ê òðà-

åêòîðèè ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ Õèëëà íåïîäâèæåí ïðè îòîáðàæåíèè �çà
ïåðèîä�,

â) îïåðàòîð Ãij (êàê è Aij) ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì, ò.å. ñîõðàíÿåò
ñòàíäàðòíóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó ω2

ij, çàäàâàåìóþ ìàòðè-

öåé




0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0


, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì îòîáðàæåíèÿ �çà

ïåðèîä� íåêîòîðîé íåàâòîíîìíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû.
ã) îïåðàòîðû Aij è Ãij ω2�áëèçêè.

Ìû âûâåäåì èç ýòèõ ñâîéñòâ, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà Ãij òîæå ñîñòîèò èç òð¼õ
÷èñåë: spec Ãij = {1, e±iβ̃ij}, ãäå β̃ij = βij + O(ω2). Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò
êàíîíè÷åñêèé áàçèñ f1, f2, f3, f4, â êîòîðîì îïåðàòîð Ãij ïðèâîäèòñÿ ê âèäó




1 a 0 0
0 1 0 0

0 0 cos β̃ij
1

Iij
sin β̃ij

0 0 −Iij sin β̃ij cos β̃ij




. (107)

Åñëè ìû ýòî äîêàæåì, òî ñëåäñòâèå áóäåò äîêàçàíî: Nij�íàÿ ñòåïåíü ïî-
ñëåäíåé ìàòðèöû èìååò òàêîé æå âèä, êàê ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà â
ëåììå 16, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî óãîë αij íóæíî çàìåíèòü íà Nijβ̃ij =
αij + Nij(β̃ij − βij) = αij + O(ω2τ).

Ïîÿñíèì, ÷òî çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó Õèëëà j�òîãî ñïóòíèêà i�
òîé ïëàíåòû ïðè ôèêñèðîâàííîì êðóãîâîì äâèæåíèè ýòîé ïëàíåòû. Ïîýòî-
ìó âî âñåé íåâîçìóù¼ííîé çàäà÷å ìàòðèöà îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè íå áóäåò,
âîîáùå ãîâîðÿ, áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé, à ëèøü áëî÷íîé íèæíåòðåóãîëüíîé.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà Ãij íàéä¼ì åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí χ̃(λ). Èç ñâîéñòâ á), â) ïîëó÷àåì, ÷òî

χ(λ) = (λ− 1)2(λ2 + 2λ cos βij + 1),
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χ̃(λ) = (λ− 1)2(λ2 + λt + 1),

ãäå t = trÃij � ñëåä îïåðàòîðà Ãij. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ÿâíîãî âèäà
ìàòðèöû Aij è ω2�áëèçîñòè ê íåé ìàòðèöû Ãij (ñâîéñòâî ã), ñ ó÷¼òîì òîãî,
÷òî cos βij = 1 + O(ω2), sin βij = O(ω), èìååì ñëåäóþùóþ ñâÿçü ìåæäó èõ
îïðåäåëèòåëÿìè è ñëåäàìè:

det Ãij − det Aij = trÃij − trAij + O(ω3).

Îòñþäà è èç ñèìïëåêòè÷íîñòè ìàòðèöû Ãij íàõîäèì: trÃij = trAij+O(ω3) =
2 cos βij + O(ω3) = 2 cos β̃ij, ãäå β̃ij = βij + O(ω2), ÷òî è äîêàçûâàåò óòâåð-
æäåíèå î ñïåêòðå îïåðàòîðà Ãij.

Îñòàëîñü ïîñòðîèòü êàíîíè÷åñêèé áàçèñ f1, f2, f3, f4, �ïðèâîäÿùèé� ñèì-
ïëåêòè÷åñêèé îïåðàòîð Ãij ê âèäó (107). Ïåðåéä¼ì ê íîâîìó êàíîíè÷åñêî-
ìó áàçèñó, ω2�áëèçêîìó ê èñõîäíîìó áàçèñó e1, e2, e3, e4, â êîòîðîì ïåðâûé
áàçèñíûé âåêòîð êàñàòåëåí ê òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ Õèëëà â íåêîòîðîé å¼
òî÷êå p. Ïîñòðîåííûé áàçèñ ìû äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ñíîâà îáîçíà÷èì
÷åðåç e1, e2, e3, e4. Â ýòîì áàçèñå ïåðâûé ñòîëáåö è âòîðàÿ ñòðîêà ìàòðèöû
Ãij èìåþò íóæíûé âèä: (1, 0, 0, 0)τ è (0, 1, 0, 0).

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü Ãij− I îïåðàòîðà Ãij è òîæäåñòâåííîãî îïåðàòîðà
I. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ðàíã îïåðàòîðà Ãij − I ðàâåí òð¼ì è, áîëåå òîãî,
åãî îáðàç Im(Ãij − I) ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðûì èíâàðèàíòíûì òð¼õìåðíûì
ïîäïðîñòðàíñòâîì L3, íàòÿíóòûì íà âåêòîðû âèäà e1 + O(ω2), e3 + O(ω) è
e4 +O(ω) (ðàâíûå 1

a
(Ãije2−e2), 1

Iijβij
(Ãije4−e4) è − 1

Iijβij
(Ãije3−e3) ñîîòâåò-

ñòâåííî). Èç ñèìïëåêòè÷íîñòè îïåðàòîðà Ãij ñëåäóåò, ÷òî ïåðâûé áàçèñíûé
âåêòîð e1 ïðèíàäëåæèò ïîäïðîñòðàíñòâó L3. Çíà÷èò, L3 íàòÿíóòî òàêæå íà
âåêòîðà e1, e3 + O(ω), e4 + O(ω).

Ïðèìåíÿÿ ê ïîñëåäíèì âåêòîðàì îïåðàòîð Ãij−E åù¼ ðàç, àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî îáðàç L2 îïåðàòîðà (Ãij − E)2 äâóìåðåí è íàòÿíóò
íà âåêòîðû âèäà e3 + O(ω) è e4 + O(ω). (ßñíî, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî L2

èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà Ãij, è ñïåêòð îïåðàòîðà Ãij|L2 ðàâåí
e±iβ̃ij .)

Âûáåðåì â ïîäïðîñòðàíñòâå L2 êàêîé-íèáóäü êàíîíè÷åñêèé áàçèñ ẽ3, ẽ4,
âåêòîðû êîòîðîãî ω�áëèçêè ê e3, e4, à â êîñîîðòîãîíàëüíîì äîïîëíåíèè K2

ê L2 � êàíîíè÷åñêèé áàçèñ ẽ1 = e1, ẽ2, ãäå âåêòîð ẽ2 ω�áëèçîê ê e2. (Ýòè
áàçèñû ìîæíî âûáðàòü îäíîçíà÷íî, ïîòðåáîâàâ, íàïðèìåð, ÷òîáû ïðîåêöèè
âåêòîðîâ ẽ3 è ẽ4 íà ïëîñêîñòü âåêòîðîâ e3, e4 èìåëè âèä e3, (1 + O(ω))e4, à
ïðîåêöèÿ âåêòîðà ẽ2 íà ïëîñêîñòü âåêòîðîâ e1, e2 èìåëà âèä (1 + O(ω))e2.)
Òàê êàê ïîäïðîñòðàíñòâà K2 è L2 èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà
Ãij, òî â íîâîì áàçèñå ẽ1, ẽ2, ẽ3, ẽ4, ω�áëèçêîì ê e1, e2, e3, e4, ýòîò îïåðàòîð
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èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä:



1 a0 0 0
0 1 0 0
0 0 a1 a2

0 0 a3 a4


 . (108)

Äîìíîæèâ âåêòîðû ẽ1 è ẽ2 íà ïîäõîäÿùåå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ω�
áëèçêîå ê 1, ëåãêî äîáèòüñÿ ðàâåíñòâà a0 = a.

Çàìåíèì òåïåðü âåêòîð ẽ4 íà îãðàíè÷åííûé âåêòîð

˜̃e4 =
1

Iij sin β̃ij

(ẽ3 cos β̃ij − Ãij ẽ3)

(ýòîò âåêòîð îãðàíè÷åí, ïîñêîëüêó îïåðàòîð Ãij|L2 ω�áëèçîê ê òîæäåñòâåí-
íîìó). Äîìíîæèì âåêòîðû ẽ3 è ˜̃e4 íà ïîäõîäÿùåå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî,
òàê, ÷òîáû çíà÷åíèå ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû íà íèõ ñòàëî ðàâíûì ±1.
(Ïîòîì ìû ïîêàæåì, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè ïîñëåäíåå çíà÷åíèå ðàâíî 1.)
ßñíî, ÷òî â ïîñòðîåííîì áàçèñå, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç f1, f2, f3, f4,
ñèìïëåêòè÷åñêèé îïåðàòîð Ãij ïðèìåò íóæíûé âèä (107).

Ïîêàæåì, ÷òî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, íà êîòîðîå ìû äîìíîæèëè âåêòîðû
ẽ3 è ˜̃e4, îãðàíè÷åíî. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî çíà÷åíèå ñèìïëåêòè÷åñêîé
ñòðóêòóðû íà ïàðå âåêòîðîâ ẽ3 è ˜̃e4 îòäåëåíî îò íóëÿ. Ïîñëåäíåå ðàâíî-
ñèëüíî òîìó, ÷òî ÷èñëî a3/ sin βij îòäåëåíî îò íóëÿ, è ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé
öåïî÷êè:

1− sin2 β̃ij = cos2 β̃ij =
(

a1 + a4

2

)2

≥ a1a4 = 1 + a2a3,

ïîñêîëüêó |a2| = O(ω) = O(sin βij).
Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïîñòðîåííûé áàçèñ f1, f2, f3, f4 ÿâëÿåòñÿ ñèì-

ïëåêòè÷åñêèì, ò.å. ÷òî çíà÷åíèå ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû íà íà ïàðå
âåêòîðîâ ẽ3 è ˜̃e4 ïîëîæèòåëüíî. Äðóãèìè ñëîâàìè, íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî
a3 < 0. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì �ñîîáðàæåíèÿ íåïðåðûâíîñòè�.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ñèìïëåêòè÷åñêèå ìàòðèöû, ïåðâûé ñòîëáåö êî-
òîðûõ èìååò âèä (1, 0, 0, 0)τ , îáðàçóþò ïîäãðóïïó Ëè â ãðóïïå âñåõ îáðà-
òèìûõ ìàòðèö. Â ÷àñòíîñòè, îíè îáðàçóþò ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå G â
ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö (òî÷íåå, äëÿ ëþáîé òî÷êè èç G ñóùåñòâóåò å¼ êîîð-
äèíàòíàÿ îêðåñòíîñòü, ïåðåñå÷åíèå êîòîðîé ñ G ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì êîîð-
äèíàòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â ýòîé îêðåñòíîñòè). Çàäàäèì íà ïîäìíîãî-
îáðàçèè G êàêóþ-íèáóäü ðèìàíîâó ìåòðèêó, íàïðèìåð, ïîëó÷åííóþ îãðà-
íè÷åíèåì íà G ñòàíäàðòíîé åâêëèäîâîé ìåòðèêè â îáúåìëþùåì ïðîñòðàí-
ñòâå ìàòðèö. Ñîåäèíèì ω2�áëèçêèå ìàòðèöû Aij è Ãij êðàò÷àéøåé êðèâîé
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Ã(t) = A(t), 0 ≤ t ≤ 1, â ãðóïïå G, ãäå A(0) = Aij, A(1) = Ãij. Òîãäà âñå
ìàòðèöû A(t), 0 ≤ t ≤ 1, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì á), â) è ã), ñì. âûøå.
Çíà÷èò, ïî äîêàçàííîìó, ñïåêòð êàæäîé ìàòðèöû A(t) ñîñòîèò èç òð¼õ ÷è-
ñåë: spec A(t) = {1, e±iβ(t)}, ãäå β(t) = βij + O(ω2). Êðîìå òîãî, ïðè êàæäîì
t ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííûé áàçèñ ẽ1(t), ẽ2(t), ẽ3(t), ẽ4(t), â êî-
òîðîì îïåðàòîð A(t) èìååò âèä (108). Òàê êàê, ïî äîêàçàííîìó, çíà÷åíèå
a3(t)/ sin β(t) îòäåëåíî îò íóëÿ è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò t, îíî îñòàåòñÿ îä-
íîãî çíàêà ïðè âñåõ t. Ïðè t = 0 èìååì a3(0) = − sin βij < 0, à çíà÷èò, ÷èñëî
a3 = a3(1) òîæå îòðèöàòåëüíî.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííûé áàçèñ f1, f2, f3, f4 äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ
ñèìïëåêòè÷åñêèì. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 13.

Ïóñòü e(m) � áàçèñ èç ñëåäñòâèÿ 13. Ïðèìåíèì ê áàçèñó e(m) ñëåäó-
þùóþ îïåðàöèþ �ðàñòÿæåíèÿ�. Äîìíîæèì áàçèñíûå âåêòîðû, îòâå÷àþùèå
âñåì ñïóòíèêàì, íà ÷èñëî 1√

ε
, ãäå ε > 0 � ëþáîå äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî.

Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííûé áàçèñ ÷åðåç eε(m). ßñíî, ÷òî eε(m) ÿâëÿåòñÿ êàíî-
íè÷åñêèì áàçèñîì ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî ñèìïëåêòè÷åñêîé
ñòðóêòóðû ω2

ε =
∑n

i=1(ω
2
i + ε

∑ni
i=1 ω2

ij).
Áóäåì ñ÷èòàòü ÷èñëî ε ¿ 1 äîïîëíèòåëüíûì ïàðàìåòðîì âîçìóùåíèÿ

ñèñòåìû. (Çàòåì ìû âîçüì¼ì åãî çàâèñÿùèì îò âîçìóùåíèÿ, ïîëàãàÿ ε =

µνωR = µ
2
3 νω

1
3 . Ïðè ýòîì íàì áóäåò âàæíî, ÷òî ε → 0 ïðè µ → 0 è ëþáûõ

îãðàíè÷åííûõ ω, ν.)
Îáîçíà÷èì ÷åðåç A0 áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó èç ëåììû 16 î çà-

äà÷å Êåïëåðà. Èç ñëåäñòâèÿ 13 ëåãêî ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå 14. Â ëþáîé òî÷êå m ∈ Λ îïåðàòîð A = dgτ

V (m) ëèíåéíîé
÷àñòè îòîáðàæåíèÿ �çà ïåðèîä� íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû (96) âî âðàùàþ-
ùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò ñëåäóþùèé âèä. Ìàòðèöà Aε îïåðàòîðà
A îòíîñèòåëüíî áàçèñà eε(m) ÿâëÿåòñÿ áëî÷íîé íèæíåòðåóãîëüíîé ìàò-
ðèöåé, ïðè÷¼ì å¼ áëîêè íà äèàãîíàëè èìåþò òàêîé æå âèä, êàê â áàçèñå
e(m) èç ñëåäñòâèÿ 13, à áëîêè ïîä äèàãîíàëüþ èìåþò ïîðÿäîê O(

√
ε). Â

÷àñòíîñòè, ÿäðî ìàòðèöû Aε − I áëèçêî ê ïîäïðîñòðàíñòâó, íàòÿíóòî-
ìó íà N âåêòîðîâ áàçèñà eε(m), ÿâëÿþùèõñÿ ïåðâûìè âåêòîðàìè áàçèñîâ,
îòâå÷àþùèõ ïëàíåòàì è ñïóòíèêàì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà èç ñëåäñòâèÿ 13 ÿâëÿåòñÿ áëî÷-
íîé íèæíåòðåóãîëüíîé, ïðè÷¼ì ëþáîé å¼ íåíóëåâîé áëîê ïîä äèàãîíàëüþ
îòâå÷àåò îäíîé ïëàíåòå è îäíîìó ñïóòíèêó.

ßñíî, ÷òî ïðè ëþáîì ε > 0 äèàãîíàëüíûå áëîêè ìàòðèöû Aε � òàêèå
æå, êàê â áàçèñå e = e(m), è ïîýòîìó â ñèëó ñëåäñòâèÿ 13 îíè áëèçêè ê
áëîêàì ìàòðèöû A0. Àíàëîãè÷íîå âåðíî äëÿ âñåõ áëîêîâ, îòâå÷àþùèõ äâóì
ïëàíåòàì ëèáî äâóì ñïóòíèêàì. Îñòàëüíûå áëîêè ìàòðèöû Aε ïîëó÷àþòñÿ
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èç ñîîòâåòñòâóþùèõ áëîêîâ ìàòðèöû îïåðàòîðà A â áàçèñå e óìíîæåíèåì
íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ðàâíîå √ε äëÿ áëîêîâ ïîä äèàãîíàëüþ è 1√

ε
äëÿ

áëîêîâ íàä äèàãîíàëüþ.
Ñëåäîâàòåëüíî, áëîêè ìàòðèöû Aε ïîä äèàãîíàëüþ √

ε�ìàëû ïðè ε → 0.
Òàê êàê âñå áëîêè íàä äèàãîíàëüþ íóëåâûå, ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 14 ïîíàäîáèòñÿ íàì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîãî óñëî-
âèÿ îðáèòàëüíîé óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëåäñòâèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òîð Λ, à çíà÷èò,
è ÷àñòîòû ωi, Ωij íà í¼ì, ôèêñèðîâàíû. Åñëè ýòîãî íå ïðåäïîëàãàòü, òî ñ
ó÷¼òîì çàìå÷àíèÿ 22 áëîêè ìàòðèöû Aε ïîä äèàãîíàëüþ èìåþò ïîðÿäîê
O(ω2ecτ

√
ε). Òàê êàê ω2

√
ε = µ

1
3 ν

1
2 ω

13
6 , òî äàæå â ñëó÷àå τ = O(ω) ýëåìåíòû

ìàòðèöû Aε ïîä äèàãîíàëüþ ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè òîëüêî ïðè î÷åíü ìàëîì
âîçìóùåíèè, òî÷íåå, ïðè µ2ν3 ¿ e−

d
ω , ãäå d > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà ïî ω è èìååò ïîðÿäîê o(ωk)
äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà k.

3.3 Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà
Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 11 è 12 áóäóò îñíîâàíû íà îáîáù¼ííîé ãåîìåòðè÷å-
ñêîé òåîðåìå Ïóàíêàðå (òî÷íåå, íà òåîðåìå 5 î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ îòîá-
ðàæåíèé) è ñôîðìóëèðîâàííûõ â �3.2 òð¼õ ëåììàõ 15, 16, 17 è ñëåäñòâèè
13, êîòîðûå áóäóò äîêàçàíû â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå 3.4.

3.3.1 Ñóùåñòâîâàíèå îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé
Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòîâ À, Á òåîðåìû 11 ïðîâåä¼ì â ÷åòûðå øàãà.

Øàã 1. Ïîëîæèì µ = ν = 0 è ðàññìîòðèì íåâîçìóù¼ííóþ çàäà÷ó. Ñî-
ãëàñíî ëåììå 15, îíà èìååò âèä (96), ò.å. �ðàñïàäàåòñÿ� íà n çàäà÷ Êåïëåðà
è N − n (ïðåäåëüíûõ) çàäà÷ Õèëëà [20].

Ôèêñèðóåì ëþáîå äîñòàòî÷íî ìàëîå ω, è äëÿ ëþáûõ i = 1, . . . , n, j =
1, . . . ni ðàññìîòðèì îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé
ïðåäåëüíîé çàäà÷è Õèëëà, ñ çàäàííûìè ñðåäíèìè ÷àñòîòàìè ωi è Ωij èç (90),
(93). Òàêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, ñîãëàñíî ëåììå 17 î ïðåäåëüíîé çàäà÷å
Õèëëà. Áîëåå òî÷íî, ñîãëàñíî ýòîé ëåììå, íåâîçìóù¼ííàÿ çàäà÷à, îòâå÷à-
þùàÿ ðàññìàòðèâàåìûì èíäåêñàì i, j â ñèñòåìå (96), èìååò îòíîñèòåëüíî
ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, ïðè êîòîðîì äâèæåíèå âåêòîðà xi ÿâëÿåòñÿ êðóãî-
âûì, à äâèæåíèå âåêòîðà yij ω2�áëèçêî ê êðóãîâîìó äâèæåíèþ ñ ÷àñòîòîé
Ωij ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Êåïëåðà.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷åííûå îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòî-
ðèè ñèñòåìû (96) çàìåòàþò N�ìåðíûé òîð Λ âî âñ¼ì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
çàäà÷è, ω2�áëèçêèé ê òîðó Λ◦, òàê êàê íà í¼ì êîîðäèíàòàìè ìîæíî âçÿòü
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óãëîâûå êîîðäèíàòû ψi è ψij âñåõ N ðàäèóñ-âåêòîðîâ xi è yij. Çàìåòèì, ÷òî
ýòîò òîð èíâàðèàíòåí, à ñ ó÷¼òîì ñëåäñòâèÿ 13 íåâûðîæäåí (ñì. çàìå÷àíèå
21), è ðåøåíèÿì íà í¼ì îòâå÷àþò êðóãîâûå äâèæåíèÿ ðàäèóñ-âåêòîðîâ xi è
(áëèçêèå ê êðóãîâûì) äâèæåíèÿ ðàäèóñ-âåêòîðîâ yij. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî
íåâîçìóù¼ííàÿ ñèñòåìà íà òîðå Λ çàäà¼òñÿ âåêòîðíûì ïîëåì, áëèçêèì ê
ïîëþ

V ◦
1 =

n∑

i=1

(ωi
∂

∂ψi

+
ni∑

j=1

Ωij
∂

∂ψij

), (109)

à àíàëîãè÷íàÿ íåâîçìóù¼ííàÿ ñèñòåìà, îòâå÷àþùàÿ ñèñòåìå ñ ãàìèëüòîíè-
àíîì M , íà ýòîì òîðå îïðåäåëÿåòñÿ ïîëåì

V ◦
2 =

n∑

i=1

(
∂

∂ψi

+
ni∑

j=1

∂

∂ψij

). (110)

Âáëèçè ïîñòðîåííîãî òîðà Λ ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå gτ
V ôàçîâîãî ïðî-

ñòðàíñòâà íà ñåáÿ, ðàâíîå ïîòîêó íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû V çà âðåìÿ τ .
Ïîä÷åðêí¼ì åù¼ ðàç, ÷òî òîð Λ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì íåïîäâèæíûõ òî-
÷åê îòîáðàæåíèÿ gτ

V .
Øàã 2. Ïåðåéä¼ì ê óãëîâûì êîîðäèíàòàì r, ψ íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè,

â ðåçóëüòàòå ÷åãî ðàäèóñ-âåêòîðà xi è yij ïðåäñòàâÿòñÿ â âèäå ïàð ÷èñåë
(ri, ψi), 1 ≤ i ≤ n, è (rij, ψij), 1 ≤ j ≤ ni, ñîîòâåòñòâåííî. Ñîîòâåòñòâóþùèå
èìïóëüñû îáîçíà÷èì ÷åðåç pri

, prij
. Áóäåì îáîçíà÷àòü

r = {ri, ri1, . . . , rini
| 1 ≤ i ≤ n}, ψ = {ψi, ψi1, . . . , ψini

| 1 ≤ i ≤ n},

pr = {pri
, pri1

, . . . , prini
| 1 ≤ i ≤ n}, pψ = {pψi

, pψi1
, . . . , pψini

| 1 ≤ i ≤ n}.
Äëÿ ëþáûõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ µ, ν ðàññìîòðèì âîçìóù¼ííóþ ñèñòåìó

Ṽ è îïðåäåëèì áëèçêèé N�ìåðíûé òîð Λ̃ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Òî÷êà m
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Λ̃, åñëè ïðè îòîáðàæåíèè
gτ

Ṽ
âñå îòâå÷àþùèå ýòîé òî÷êå ðàäèóñ-âåêòîðû xi è yij, à òàêæå �ðàäèàëü-

íûå èìïóëüñû� pri
, prij

, íå ìåíÿþòñÿ, ò.å. ìîãóò èçìåíèòüñÿ ëèøü óãëîâûå
èìïóëüñû pψi

, pψij
. Äðóãèìè ñëîâàìè,

Λ̃ = {m | gτ
Ṽ
(m) ∈ θm} = {m = (ψ, pψ, r, pr) | ψ′ = ψ, r′ = r, p′r = pr},

ãäå θm = {ψ = const, r = const, pr = const} 3 m � ïëîùàäêà, ïàðàë-
ëåëüíàÿ êîîðäèíàòíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó, îòâå÷àþùåìó êîîðäèíàòàì pψ;
(ψ′, p′ψ, r′, p′r) � êîîðäèíàòû òî÷êè m′ = gτ

Ṽ
(m), gt

Ṽ
= gt

H−ω1M � ôàçîâûé
ïîòîê âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû.

Ïîêàæåì, ÷òî òàêèå òî÷êè äåéñòâèòåëüíî îáðàçóþò N�ìåðíûé òîð,
áëèçêèé ê íåâîçìóù¼ííîìó òîðó Λ.
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1) Êàê ìû çàìåòèëè íà ïåðâîì øàãå, ââèäó òîãî, ÷òî ïåðèîä τ íå ñëèø-
êîì âåëèê (ò.å. èìååò ïîðÿäîê o( 1

ω

2
), ñì. (93)), òîð Λ ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåí-

íûì ìíîæåñòâîì, çàïîëíåííûì τ�ïåðèîäè÷åñêèìè òðàåêòîðèÿìè íåâîçìó-
ù¼ííîé ñèñòåìû.

2) Âûâåäåì èç ñëåäñòâèÿ 13, ÷òî â êàæäîé òî÷êå m ∈ Λ îáðàç Dm îïåðà-
òîðà dgτ

Ṽ
(m) − I òðàíñâåðñàëåí ïëîùàäêå θm, ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïå-

ðàòîð. Íàïîìíèì, ÷òî ïëîùàäêà θm íàòÿíóòà íà N âåêòîðîâ, êàæäûé èç
êîòîðûõ ëåæèò â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Êåïëåðà
è òðàíñâåðñàëåí å¼ èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Ïîýòîìó â êîîðäèíàòàõ
èç ëåììû 16 ïëîùàäêà θm îáëàäàåò òàêèì æå ñâîéñòâîì. Çíà÷èò, â áàçè-
ñå èç ñëåäñòâèÿ 13 ïëîùàäêà θm èìååò òàêîé æå âèä, ò.å. íàòÿíóòà íà N
âåêòîðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ îãðàíè÷åí è ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöè-
åé âòîðîãî áàçèñíîãî âåêòîðà ñîîòâåòñòâóþùåãî áàçèñà èç ñëåäñòâèÿ 13 è
äðóãèõ âåêòîðîâ ýòîãî æå áàçèñà. Íî, â ñèëó ÿâíîãî âèäà ìàòðèöû îïåðà-
òîðà dgτ

Ṽ
(m) è ñëåäñòâèÿ 13, ïîäïðîñòðàíñòâî Dm òðàíñâåðñàëüíî ëþáîìó

ïîäïðîñòðàíñòâó óêàçàííîãî âèäà.
3) Èç ëåììû 15 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ω ïðè µ → 0,

ν → 0 âîçìóù¼ííàÿ ñèñòåìà ñòðåìèòñÿ ê íåâîçìóù¼ííîé. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ µ, ν îòîáðàæåíèå gτ

Ṽ
ñòàíîâèòñÿ ñêîëü óãîäíî áëèç-

êèì ê íåâîçìóù¼ííîìó îòîáðàæåíèþ gτ
V .

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ ïðèìåíèìà, è ìíîæåñòâî
Λ̃ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ N�ìåðíûì òîðîì, áëèçêèì ê òîðó Λ.

Ïî ïîñòðîåíèþ, âñå íåïîäâèæíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ gτ
Ṽ

ïîïàëè â òîð
Λ̃, îòêóäà ñ ïîìîùüþ ïóíêòà 1 ëåììû 15 ïîëó÷àåì ïóíêò Á) òåîðåìû 11.

Øàã 3. Òåïåðü ðàññìîòðèì íà òîðå Λ̃ ãëàäêóþ ôóíêöèþ S, äèôôåðåí-
öèàë êîòîðîé èìååò âèä

dS(m) =
n∑

i=1

((p′ψi
− pψi

)dψi + ε
ni∑

j=1

(p′ψij
− pψij

)dψij), (111)

ãäå p′ψi
, p′ψij

� íàáîð óãëîâûõ èìïóëüñîâ îáðàçà òî÷êè m ïðè îòîáðàæåíèè
Ïóàíêàðå gτ

Ṽ
, ε = µνωR = µ

2
3 νω

1
3 . Òàêàÿ ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâó-

åò, òàê êàê îíà ðàâíà îãðàíè÷åíèþ íà òîð Λ̃ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè âèäà
(14) ñèìïëåêòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ gτ

Ṽ
(ñì. ï. 1.4.5).

Äåéñòâèòåëüíî, íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñèìïëåêòè÷åñêîãî îòîáðà-
æåíèÿ, çàäàííîãî â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ p, q mod 2π ôóíêöèÿìè p′ =
p′(p, q), q′ = q′(p, q), ìîæíî îïðåäåëèòü (ïî ìåíüøåé ìåðå ëîêàëüíî) ïðîèç-
âîäÿùóþ ôóíêöèþ Ψ = Ψ(m) âèäà (14), m = (p, q) = (p1, . . . , pn, q1, . . . , qn).
Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì 1�ôîðìó α = (p′−p)dq+(q−q′)dp′ =

∑n
i=1((p

′
i−pi)dqi+

(qi − q′i)dp′i). Èç ñèìïëåêòè÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ýòà ôîð-
ìà çàìêíóòà: dα = 0, à çíà÷èò, ëîêàëüíî îíà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé. Îïðåäåëèì
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ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ Ψ ðàâåíñòâîì

dΨ(m) = α(m) = (p′ − p)dq + (q − q′)dp′.

Â íàøåé ñèòóàöèè, ñîãëàñíî ïóíêòó 3 ëåììû 15, àíàëîãè÷íàÿ 1�ôîðìà α
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

α(m) = (ξξ′ − ξξ)dx + (x− x′)dξξ′ + ε(ηη′ − ηη)dy + ε(y − y′)dηη′.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5 ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòà
ôîðìà òî÷íà, à çíà÷èò, ôóíêöèÿ Ψ êîððåêòíî îïðåäåëåíà. À èìåííî, äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà òî÷íîñòè ôîðìû α íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî âîçìóùåíèå ñèì-
ïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû �ñîõðàíÿåò öåíòð òÿæåñòè�. Ïîñëåäíå â äàííîì
ñëó÷àå î÷åâèäíî, òàê êàê âîçìóù¼ííàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ÿâëÿ-
åòñÿ ñòàíäàðòíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîå-
íèè êîíôèãóðàöèîííîãî ìíîãîîáðàçèÿ è, òåì ñàìûì, òî÷íà. Íåâîçìóù¼í-
íàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà òîæå òî÷íà (êàê ïðåäåë òî÷íûõ 2�ôîðì),
õîòÿ íå ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé. Çíà÷èò, âîçìóùåíèå ñèìïëåêòè÷åñêîé
ñòðóêòóðû ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé 2�ôîðìîé è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîõðàíÿåò öåíòð
òÿæåñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ S íà íàøåì òîðå Λ̃ îïðåäåëåíà êîððåêòíî, ñ
òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî.

Ïðîâåä¼ì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå çàäà÷è òðàíñâåðñàëü âèäà

Σ =





n∑

i=1

(ωiψi +
ni∑

j=1

Ωijψij) = 0,
n∑

i=1

(ψi +
ni∑

j=1

ψij) = 0



 ,

ê èñõîäíûì äâóìåðíûì òîðàì íà Λ, çàïîëíåííûì ïåðèîäè÷åñêèìè òðàåê-
òîðèÿìè íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû. (Ïîâåðõíîñòü Σ äåéñòâèòåëüíî òðàíñâåð-
ñàëüíà ýòèì äâóìåðíûì òîðàì, òàê êàê ýòè òîðû êàñàòåëüíû ê äâóì âåê-
òîðíûì ïîëÿì, ÿâíî óêàçàííûì íà øàãå 1.)

Îãðàíè÷èì ôóíêöèþ S íà (N − 2)�ìåðíûé òîð, ÿâëÿþùèéñÿ ïåðåñå÷å-
íèåì N�ìåðíîãî òîðà Λ̃ ñ òðàíñâåðñàëüþ Σ. Ðàññìîòðèì êðèòè÷åñêèå òî÷êè
ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ. Â ñèëó (111), ýòî � â òî÷íîñòè òî÷êè m ∈ Σ∩Λ̃, êîòîðûå
ïðè îòîáðàæåíèè gτ

Ṽ
ñìåùàþòñÿ âäîëü äâóìåðíîé ïëîñêîñòè, íàòÿíóòîé íà

âåêòîðû

V1 =
n∑

i=1

(εωi
∂

∂pψi

+
ni∑

j=1

Ωij
∂

∂pψij

), V2 =
n∑

i=1

(ε
∂

∂pψi

+
ni∑

j=1

∂

∂pψij

).

Ðàññìîòðèì ëþáóþ òàêóþ òî÷êó. Ïóñòü ïðè îòîáðàæåíèè gτ
Ṽ
îíà ñìåùàåòñÿ

íà âåêòîð λ1V1 + λ2V2. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ýòà òî÷êà íåïîäâèæíà ïðè
îòîáðàæåíèè gτ

Ṽ
, ò.å. ÷òî λ1 = λ2 = 0.
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Øàã 4. Èäåÿ íàøåãî äîêàçàòåëüñòâà áóäåò ñîñòîÿòü ïðåæäå âñåãî â òîì,
÷òî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ H è êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò M ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èí-
òåãðàëàìè ñèñòåìû è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ðàññìàòðèâàåìîì
îòîáðàæåíèè. Êðîìå òîãî, ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî âåêòîð êîýôôèöè-
åíòîâ (λ1, λ2) ìàë, åñëè ïàðàìåòð âîçìóùåíèÿ µ ìàë. È íàêîíåö, ìû âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ïóíêòîì 2 ëåììû 15, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî äèôôåðåíöèàëû
ôóíêöèé H è M â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå áëèçêè ê ëèíåéíûì êîìáèíàöè-
ÿì äèôôåðåíöèàëîâ dpψi

, dpψij
óãëîâûõ èìïóëüñîâ ïëàíåò è ñïóòíèêîâ ñ

êîýôôèöèåíòàìè ωi

ω
, ε

ω
Ωij è 1, ε ñîîòâåòñòâåííî.

Â ñèëó ëåììû 15, ïðèðàùåíèå êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà M ïðè ñäâèãå
âäîëü âåêòîðà λ1V1 +λ2V2 â òî÷íîñòè ðàâíî ε(Nλ1 +

∑n
i=1(ωi +

∑ni
j=1 Ωij)λ2).

Òàê êàê çíà÷åíèå êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà M ñîõðàíÿåòñÿ, òî

Nλ1 +
n∑

i=1

(ωi +
ni∑

j=1

Ωij)λ2 = 0. (112)

Â ñèëó ëåììû 15, ïðèðàùåíèå ýíåðãèè H ñêëàäûâàåòñÿ èç ïðèðàùåíèé
êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé çàäà÷ Êåïëåðà, îòâå÷àþùèõ ïëàíåòàì è ñïóòíèêàì,
ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòàì λ1, λ2 èçìåíåíèÿõ ñîîòâåòñòâóþùèõ
óãëîâûõ èìïóëüñîâ.

Ïðèðàùåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè i�òîé ïëàíåòû ïðè èçìåíåíèè å¼ óã-
ëîâîãî èìïóëüñà íà âåëè÷èíó ε(λ1 + ωiλ2) ýêâèâàëåíòíî ε(λ1 + ωiλ2)ωi/ω
(ò.å. îòëè÷àåòñÿ îò ýòîãî ÷èñëà óìíîæåíèåì íà íåêîòîðîå ÷èñëî, áëèçêîå ê
1); ïðèðàùåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè j�òîãî ñïóòíèêà ýòîé ïëàíåòû ïðè
èçìåíåíèè åãî óãëîâîãî èìïóëüñà íà âåëè÷èíó λ1 + Ωijλ2 ýêâèâàëåíòíî
ε
ω
(λ1Ωij + λ2Ω

2
ij).

Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå ïðèðàùåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî ïîëíîå ïðèðàùåíèå
èíòåãðàëà ýíåðãèè ïðè ñäâèãå âäîëü âåêòîðà λ1V1+λ2V2 ðàâíî ε

ω

∑n
i=1(λ1ωi+

λ2ω
2
i +

∑ni
j=1(λ1Ωij + λ2Ω

2
ij)), ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí, ìíîãî ìåíüøèõ, ÷åì

ε
ω
(|λ1|+|λ2|), à ïðè îòñóòñòâèè ñïóòíèêîâ � ìíîãî ìåíüøèõ, ÷åì ε(|λ1|+|λ2|)

ïðè µ ¿ 1. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñïóòíèêè åñòü, ò.å.
n < N (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû). Òàê êàê çíà÷åíèå
ýíåðãèè H ñîõðàíÿåòñÿ, òî

λ1

n∑

i=1

(ωi +
ni∑

j=1

Ωij) + λ2

n∑

i=1

(ω2
i +

ni∑

j=1

Ω2
ij) = o(|λ1|+ |λ2|). (113)

Òàêèì îáðàçîì, ìàëûé âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ (λ1, λ2) óäîâëåòâîðÿåò
ëèíåéíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé (112), (113). Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî ïî óñëîâèþ
âåëè÷èíû Ωij îãðàíè÷åíû è îòäåëåíû îò íóëÿ, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëèáî
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âûïîëíÿåòñÿ òðåáóåìîå ðàâåíñòâî λ1 = λ2 = 0, ëèáî îïðåäåëèòåëü

N
n∑

i=1

(ω2
i +

ni∑

j=1

Ω2
ij)− (

n∑

i=1

(ωi +
ni∑

j=1

Ωij))
2

ýòîé ñèñòåìû áëèçîê ê íóëþ. Íî ìàòðèöà ýòîé ëèíåéíîé ñèñòåìû � ýòî
â òî÷íîñòè ìàòðèöà Ãðàìà äëÿ ñèñòåìû äâóõ âåêòîðîâ V ◦

1 è V ◦
2 èç (109),

(110), ò.å. ìàòðèöà (2 × 2), ñîñòàâëåííàÿ èç ïîïàðíûõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâå-
äåíèé ýòèõ âåêòîðîâ. Òàêàÿ ìàòðèöà âñåãäà íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, å¼
âûðîæäåííîñòü ýêâèâàëåíòíà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè âåêòîðîâ V ◦

1 , V ◦
2 , à áëè-

çîñòü å¼ îïðåäåëèòåëÿ ê íóëþ ýêâèâàëåíòíà áëèçîñòè âåêòîðîâ V ◦
1 , V ◦

2 ê ïðî-
ïîðöèîíàëüíûì âåêòîðàì. Ïîñëåäíåå íåâîçìîæíî, òàê êàê âñå êîìïîíåíòû
âåêòîðà V ◦

2 ðàâíû 1, à âåêòîð V ◦
1 èìååò n ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò ïîðÿäêà ω

è N − n ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò ïîðÿäêà 1. Ñëåäîâàòåëüíî, λ1 = λ2 = 0, ÷òî
è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Èòàê, âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè S|Σ∩Λ̃ íåïîäâèæíû ïðè îòîáðà-
æåíèè gτ

Ṽ
è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè ôóíêöèè S.

Øàã 5. Ïîêàæåì, ÷òî ìîðñîâñêèì êðèòè÷åñêèì òî÷êàì ôóíêöèè S|Σ∩Λ̃

îòâå÷àþò íåâûðîæäåííûå çàìêíóòûå òðàåêòîðèè âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñâîéñòâà
2◦ óòâåðæäåíèÿ 6, ñì. ï. 1.5.1.

Êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü ôóíêöèè S â ëþáîé êðèòè÷åñêîé òî÷êå m ∈ Λ̃ èìå-
åò âèä

d2S(m) =
n∑

i=1

((dp′ψi
− dpψi

)dψi + ε
ni∑

j=1

(dp′ψij
− dpψij

)dψij). (114)

Èç ïîñòðîåíèÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ̃ ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû âèäà ξ1 =
dgτ

Ṽ
(m)η1 − η1, ãäå η1 ∈ TmΛ̃, êàñàòåëüíû ê ïëîùàäêå θm. Îòñþäà, ñ ó÷¼òîì

ôîðìóëû (114), ïîëó÷àåì, ÷òî íóëåâîå ïðîñòðàíñòâî êâàäðàòè÷íîé ôîðìû
d2S(m) ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì îïåðàòîðà

B : TmΛ̃ → Tmθm, B(η1) = dgτ
Ṽ
(m)η1 − η1.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ÿäðî îïåðàòîðà B ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì îïåðàòîðà
dgτ

Ṽ
(m) − I, ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

îïåðàòîð (dgτ
Ṽ
(m) − I) : TmM = (TmΛ̃) ⊕ Nm → TmM = (Tmθm) ⊕ Dm

çàäà¼òñÿ áëî÷íîé ìàòðèöåé âèäà
(

B ∗
0 C

)
, ãäå ìàòðèöà C íåâûðîæäåíà

âñëåäñòâèå íåâûðîæäåííîñòè òîðà Λ (ñì. âûøå). Çäåñü Nm = {dψ = 0} ⊂
TmM � ïîäïðîñòðàíñòâî, �íîðìàëüíîå� ê òîðó Λ◦, çàïîëíåííîìó êðóãîâûìè
îðáèòàìè çàäà÷ Êåïëåðà.
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Òàêèì îáðàçîì, êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè S|Σ∩Λ̃ ñîâïàäàþò ñ òî÷êàìè
ïåðåñå÷åíèÿ äâóìåðíûõ òîðîâ, îòâå÷àþùèõ τ�ïåðèîäè÷åñêèì òðàåêòîðèÿì
âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû, ñ ñå÷åíèåì Σ. Ïðè ýòîì ìîðñîâñêèì êðèòè÷åñêèì
òî÷êàì â òî÷íîñòè îòâå÷àþò íåâûðîæäåííûå äâóìåðíûå òîðû.

Îòñþäà ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ îöåíêó äëÿ ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà îòíî-
ñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé. À èìåííî, âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûìè
îöåíêàìè äëÿ ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ãëàäêîé ôóíêöèè
íà ìíîãîîáðàçèè â ñëó÷àå, êîãäà ýòî ìíîãîîáðàçèå � N − 2�ìåðíûé òîð
[13]. Ñîãëàñíî ýòèì îöåíêàì, ÷èñëî ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ êðèòè÷åñêèõ
òî÷åê íå ìåíüøå êàòåãîðèè Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà ðàññìàòðèâàåìî-
ãî ìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðàÿ äëÿ (N − 2)�ìåðíîãî òîðà ðàâíà N − 1. ×èñëî
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, ñ÷èòàÿ ñ êðàòíîñòÿìè, íå ìåíüøå ñóììû ÷èñåë Áåòòè
ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðàÿ äëÿ (N − 2)�ìåðíîãî òîðà ðàâíà 2N−2. Ýòî
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòîâ À, Á òåîðåìû 11.

Çàìå÷àíèå 23. Â ñóùíîñòè, ïðèâåä¼ííîå äîêàçàòåëüñòâî ñîâïàäàåò ñî
ñòàíäàðòíûì, ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 1, 5. Îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíîãî äî-
êàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî çäåñü ïðèìåíèòü òåîðåìó 5 íåïîñðåäñòâåí-
íî íåëüçÿ, òàê êàê íåâîçìóù¼ííàÿ ñèñòåìà â îòëè÷èå îò âîçìóù¼ííîé íå
ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé.

3.3.2 Óñòîé÷èâîñòü îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé
Äîêàæåì ïóíêò Â òåîðåìû 11 îá óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé. Äî-
êàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 7 îá óñòîé-
÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñèìïëåêòè÷åñêèõ
îòîáðàæåíèé.

Îïèøåì ñíà÷àëà èäåþ äîêàçàòåëüñòâà. Â îòëè÷èå îò ñèòóàöèè òåîðå-
ìû 3, â çàäà÷å î äâèæåíèè ïëàíåòíî-ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû íåâîçìóù¼ííàÿ
ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé. Ïîýòîìó òåîðåìó 3 íåëüçÿ ïðèìåíèòü
íåïîñðåäñòâåííî, îäíàêî ìîæíî ïðèìåíèòü àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ëþáîå ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå âîçìóù¼ííîé çàäà÷è, è íàé-
ä¼ì îïåðàòîð ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùèé ýòîìó äâèæåíèþ. Ïóñòü m0 ∈ Λ �
òî÷êà, áëèçêàÿ ê íà÷àëüíîé òî÷êå m ýòîãî äâèæåíèÿ, eε(m0) � êàíîíè÷å-
ñêèé áàçèñ èç ñëåäñòâèÿ 13, ãäå

ε = µνωR = µ
2
3 νω

1
3 .

Ïåðåíåñ¼ì áàçèñ eε(m0) â òî÷êó m. Ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 14 ìîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî â ýòîì áàçèñå îïåðàòîð ìîíîäðîìèè âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû áëèçîê
ê îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè èç ëåììû 16. Ïîýòîìó â äàííîé ñèòóàöèè òàêæå

166



ïðèìåíèìû ðàññóæäåíèÿ, èñïîëüçîâàííûå íàìè ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-
ìû 3. Ïåðåéä¼ì ê ïîäðîáíîìó äîêàçàòåëüñòâó.

Ïóñòü m ∈ Λ̃∩Σ � ìîðñîâñêàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìó-
ìà ôóíêöèè S|Λ̃∩Σ. Ïîêàæåì, ÷òî ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ýòó òî÷êó äâóìåðíûé
èíâàðèàíòíûé òîð γ 3 m âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû îðáèòàëüíî óñòîé÷èâ â
ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè íà îáùåé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ôóíêöèé H è M .

Øàã 1. Ïîëîæèì ε = µνωR (ýòî ÷èñëî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè µ → 0 è
ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ ω, ν). Ïóñòü eε = eε(m0) � áàçèñ èç ñëåäñòâèÿ 14.

Ñîãëàñíî äîêàçàííîìó, ëþáàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà m ∈ Λ̃ ôóíêöèè S
íåïîäâèæíà îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð
ëèíåàðèçàöèè Ã = dgτ

Ṽ
(m) âîçìóù¼ííîãî îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå â òî÷êå

m. Ïåðåíåñ¼ì â òî÷êó m áàçèñ e = e(m0) (èç íåêîòîðîé áëèçêîé ê òî÷êå m
òî÷êè m0 ∈ Λ). Ïîëó÷åííûé áàçèñ òîæå îáîçíà÷èì ÷åðåç e.

Ïðèìåíèì ê áàçèñó e óêàçàííóþ âûøå îïåðàöèþ ðàñòÿæåíèÿ, çàâèñÿ-
ùóþ îò ε. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ãε ìàòðèöó îïåðàòîðà Ã â ïîëó÷åííîì áàçèñå
eε.

Êàê è â ñëåäñòâèè 14, îáîçíà÷èì ÷åðåç A0 áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ìàòðè-
öó èç ëåììû 16.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé àíàëîã
ñëåäñòâèÿ 14:

1. Ìàòðèöà Ãε îïåðàòîðà Ã â áàçèñå eε áëèçêà ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé
ìàòðèöå A0.

2. Ïîäïðîñòðàíñòâî TmΛ̃ ⊂ TmM áëèçêî ê ïîäïðîñòðàíñòâó, íàòÿíóòîìó
íà N áàçèñíûõ âåêòîðîâ áàçèñà eε, ÿâëÿþùèõñÿ ïåðâûìè âåêòîðàìè
áàçèñîâ, îòâå÷àþùèõ ïëàíåòàì è ñïóòíèêàì.

Çäåñü áëèçîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TmM ïîíèìà-
åòñÿ â ñìûñëå åâêëèäîâîé ñòðóêòóðû â TmM , îòâå÷àþùåé áàçèñó eε (ò.å.
áàçèñ eε ñ÷èòàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì ïî îòíîøåíèþ ê ýòîé ñòðóêòóðå).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî áàçèñ e ñîñòàâëåí èç äâóõ
ãðóïï âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ ïëàíåòàì è ñïóòíèêàì ñîîòâåòñòâåííî. Äðóãè-
ìè ñëîâàìè, áàçèñíûå âåêòîðû ïåðâîé ãðóïïû êàñàòåëüíû ê ïðîñòðàíñòâó
âèäà {yij = const, ηηij = const, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ ni}, à áàçèñíûå âåêòîðû
âòîðîé ãðóïïû êàñàòåëüíû ê ïðîñòðàíñòâó âèäà {xi = const, ξξi = const, 1 ≤
i ≤ n}. Ïðè ýòîì áàçèñ eε ïîëó÷àåòñÿ èç áàçèñà e óìíîæåíèåì âñåõ âåê-
òîðîâ âòîðîé ãðóïïû (îòâå÷àþùèõ ñïóòíèêàì) íà ÷èñëî 1√

ε
. Êðîìå òîãî,

ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî îïåðàòîð Ã è ïîäïðîñòðàíñòâî TmΛ̃ áëèçêè ê
îïåðàòîðó A è ïîäïðîñòðàíñòâó TmΛ ñîîòâåòñòâåííî.

Êàê â ñëåäñòâèè 14, äèàãîíàëüíûå áëîêè ìàòðèöû Ãε � òàêèå æå, êàê
áëîêè ìàòðèöû îïåðàòîðà Ã â áàçèñå e. Ïîýòîìó, â ñèëó áëèçîñòè îïåðà-
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òîðîâ Ã è A, ñ ó÷¼òîì ñëåäñòâèÿ 13, óêàçàííûå áëîêè ìàòðèöû Ãε áëèçêè
ê ñîîòâåòñòâóþùèì áëîêàì ìàòðèöû A0. Àíàëîãè÷íîå âåðíî äëÿ âñåõ áëî-
êîâ, îòâå÷àþùèõ äâóì ïëàíåòàì ëèáî äâóì ñïóòíèêàì. Îñòàëüíûå áëîêè
ìàòðèöû Ãε ïîëó÷àþòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ áëîêîâ ìàòðèöû îïåðàòîðà Ã
â áàçèñå e óìíîæåíèåì íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ðàâíîå √ε äëÿ áëîêîâ ïîä
äèàãîíàëüþ è 1√

ε
äëÿ áëîêîâ íàä äèàãîíàëüþ.

Ñëåäîâàòåëüíî, áëîêè ìàòðèöû Ãε ïîä äèàãîíàëüþ, îòâå÷àþùèå îäíîé
ïëàíåòå è îäíîìó ñïóòíèêó, ìàëû ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì âîçìóùåíèè, ïî-
ñêîëüêó îíè √ε�ìàëû, êàê è äëÿ ìàòðèöû Aε. Îñòàëîñü íàéòè ýëåìåíòû
ìàòðèöû Ãε, ëåæàùèå íàä äèàãîíàëüþ è îòâå÷àþùèå îäíîé ïëàíåòå è îä-
íîìó ñïóòíèêó.

Ñîãëàñíî ëåììå 15 (1), äëÿ êàæäîé ïëàíåòû �âëèÿíèå� ñïóòíèêîâ íà å¼
äâèæåíèå èìååò ïîðÿäîê O( ν

R2 ). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé áëîê ìàòðèöû
îïåðàòîðà Ã â áàçèñå e, ëåæàùèé íàä äèàãîíàëüþ è îòâå÷àþùèé êàêîé-ëèáî
ïëàíåòå è êàêîìó-ëèáî ñïóòíèêó, èìååò òàêîé æå ïîðÿäîê O( ν

R2 ). (Äåéñòâè-
òåëüíî, â ñèñòåìå �óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ�, îòâå÷àþùåé çàìêíóòîé òðàåê-
òîðèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó m, �âàðèàöèè ñïóòíèêîâ� âõîäÿò â ïðàâûå
÷àñòè óðàâíåíèé íà �âàðèàöèè ïëàíåò� ñ êîýôôèöèåíòàìè ïîðÿäêà O( ν

R2 ).
Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû �óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ�, ó êîòî-
ðîãî íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ �âàðèàöèé ïëàíåò� ðàâíû 0, à íà÷àëüíûå çíà÷å-
íèÿ �âàðèàöèé ñïóòíèêîâ� èìåþò ïîðÿäîê 1, â ìîìåíò âðåìåíè τ çíà÷å-
íèÿ �âàðèàöèé ïëàíåò� èìåþò ïîðÿäîê O( ν

R2 ).) Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé áëîê
ìàòðèöû Ãε, ëåæàùèé íàä äèàãîíàëüþ è îòâå÷àþùèé êàêîé-ëèáî ïëàíå-
òå è êàêîìó-ëèáî ñïóòíèêó, èìååò ïîðÿäîê O( ν

R2
√

ε
). Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî

ε = µνωR, 1
R3 = ω2µ, ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ðàâíî

ν

R2
√

ε
=

√
ν

R5ωµ
=
√

νω
7
6 µ

1
3

è, çíà÷èò, ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì ω ýòî âûðàæåíèå ñòðåìèòñÿ ê 0, êîãäà
µ → 0 (èëè ν → 0).

Èòàê, â (êàíîíè÷åñêîì) áàçèñå eε ìàòðèöà Ãε îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè
áëèçêà ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå A0. Ýòî äîêàçûâàåò ñâîéñòâî 1, ïðè-
âåä¼ííîå âûøå. Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî îáå ìàòðèöû A0 è Ãε ÿâëÿþòñÿ ñèìïëåê-
òè÷åñêèìè (â îòëè÷èå îò ìàòðèö A è Aε) è áëèçêè äðóã ê äðóãó.

Äîêàæåì òåïåðü ñâîéñòâî 2 î ïîäïðîñòðàíñòâå TmΛ̃. Äîñòàòî÷íî ïîêà-
çàòü, ÷òî â áàçèñå eε ïîäïðîñòðàíñòâî TmΛ̃ áëèçêî ê ÿäðó îïåðàòîðà, çàäà-
âàåìîãî ìàòðèöåé A0 − I, ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.

Ïî ïîñòðîåíèþ ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ̃ (ñì. øàã 2 ïðåäûäóùåãî äîêàçàòåëü-
ñòâà), ïîäïðîñòðàíñòâî TmΛ̃ ñîñòîèò èç âñåõ âåêòîðîâ, îáðàç êîòîðûõ ïðè
îòîáðàæåíèè Ã−I ïðèíàäëåæèò ïîäïðîñòðàíñòâó Tmθm. Íàïîìíèì (ñì. òàì
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æå), ÷òî ïëîùàäêà θm íàòÿíóòà íà N âåêòîðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ëåæèò
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Êåïëåðà è òðàíñâåðñà-
ëåí å¼ èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Ïîýòîìó â áàçèñàõ e è eε ïëîùàäêà
θm îáëàäàåò òàêèì æå ñâîéñòâîì. Â ÷àñòíîñòè, îíà èìååò �îäèí è òîò æå
âèä� â áàçèñàõ e è eε. Íî â áàçèñå eε îïåðàòîð Ã − I çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé
Ãε − I, êîòîðàÿ ïî äîêàçàííîìó áëèçêà ê ìàòðèöå A0− I. ßñíî, ÷òî ïðîîá-
ðàç ïîäïðîñòðàíñòâà θm ïðè îòîáðàæåíèè, çàäàâàåìîì ìàòðèöåé A0 − I �
ýòî â òî÷íîñòè ÿäðî ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î íåÿâ-
íîé ôóíêöèè, ïðîîáðàç ïîäïðîñòðàíñòâà θm ïðè îòîáðàæåíèè, çàäàâàåìîì
ìàòðèöåé Ãε − I, áëèçîê ê ÿäðó ìàòðèöû A0 − I.

Ýòî äîêàçûâàåò áëèçîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà TmΛ̃ â áàçèñå eε ê ÿäðó îïå-
ðàòîðà, çàäàâàåìîãî ìàòðèöåé A0 − I.

Øàã 2. Ðàññìîòðèì äâå ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìàòðèöû: ìàòðèöó A0 è áëèç-
êóþ ê íåé ìàòðèöó Ãε. Íàïîìíèì, ÷òî A0 � áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà
èç ëåììû 16, à ìàòðèöà Ãε çàäà¼ò îïåðàòîð ìîíîäðîìèè Ã â êàíîíè÷åñêîì
áàçèñå eε.

Äàëåå ìàòðèöû A0 è Ãε áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê áëèçêèå ñèìïëåêòè-
÷åñêèå îïåðàòîðû â ïðîñòðàíñòâå IR4N îòíîñèòåëüíî ôèêñèðîâàííîãî êàíî-
íè÷åñêîãî áàçèñà.

Ðàññìîòðèì èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà A0: åãî êîðíåâîå
ïîäïðîñòðàíñòâî

K = R1(A0) ⊂ IR4N ,

îòâå÷àþùåå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1, è êîñîîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå

L = K⊥

ê K â IR4N .
Çàìåòèì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâà K è L ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè ïîäïðî-

ñòðàíñòâàìè îïåðàòîðà A0, ïðè÷¼ì ñïåêòð îãðàíè÷åíèÿ ýòîãî îïåðàòîðà íà
ïîäïðîñòðàíñòâî K ñîñòîèò èç 1, à ñïåêòð åãî îãðàíè÷åíèÿ íà L íå ñîäåðæèò
1. Â ÷àñòíîñòè, ýòè ñïåêòðû íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Ñîãëàñíî ëåììå 6 ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíîå äëÿ Ãε ñèìïëåêòè÷åñêîå
ïîäïðîñòðàíñòâî K̃, áëèçêîå ê K. Â ñèëó ñèìïëåêòè÷íîñòè îïåðàòîðà Ãε,
åãî êîñîîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå L̃ = K̃⊥ òîæå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
Ãε. ßñíî, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâà L̃ è L òîæå áëèçêè.

Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó Q̃ξ = ω2(Ãεξ − ξ) â TmM . Ìû ïîêà-
æåì, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ ýòîé ôîðìû íà ïîäïðîñòðàíñòâà K̃∩TmΣ ' K̃/Tmγ è
L̃ ÿâëÿþòñÿ çíàêîîïðåäåë¼ííûìè ôîðìàìè. Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü ñèëü-
íàÿ óñòîé÷èâîñòü äâóìåðíîãî èíâàðèàíòíîãî òîðà γ 3 m êàê ìíîæåñòâà
íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ gτ

H−ω1M , à çíà÷èò, ñ ó÷¼òîì çàìå÷àíèÿ 14,
ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ.
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Øàã 3. Ïîêàæåì, ÷òî ôîðìà Q̃|L̃ çíàêîîïðåäåëåíà.
Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèé 1, 2 ïóíêòà Â òåîðåìû 11, îãðàíè÷åíèå

êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Qξ = ω2(A0ξ, ξ) íà èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L
ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåë¼ííîé ôîðìîé. Â ñàìîì äåëå, èç ÿâíîãî âèäà áëî÷íî-
äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû A0 (ñì. ëåììó 16) ïîëó÷àåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Qξ = ω2(A0ξ, ξ) çàäà¼òñÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàò-
ðèöåé, äèàãîíàëüíûå áëîêè êîòîðîé èìåþò âèä




0 0 0 0
0 3ωτ

mir2
i

0 0

0 0 −Ii sin α 0
0 0 0 − 1

Ii
sin α




,




0 0 0 0
0 3τ

mijr2
ij

0 0

0 0 −Iij sin α 0
0 0 0 − 1

Iij
sin α




,

1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ ni. Ñëåäîâàòåëüíî, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q|L çíàêîîïðå-
äåëåíà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà α mod π 6= 0 è âñå ÷èñëà Ii, Iij

îäíîãî çíàêà, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ ni.
Ñîãëàñíî ëåììå 16, Ii = [xi, ξξi], Iij = [yij, ηηij]. Ïîýòîìó çíàêè ÷èñåë Ii,

Iij ñîâïàäàþò ñî çíàêàìè óãëîâûõ ñêîðîñòåé ωi, Ωij ïëàíåò è ñïóòíèêîâ.
Ïî óñëîâèþ 2 òåîðåìû 11 ïîñëåäíèå çíàêè ñîâïàäàþò. Èòàê, êâàäðàòè÷íàÿ
ôîðìà Q|L çíàêîîïðåäåëåíà.

Òàê êàê îïåðàòîð Ãε|L̃ áëèçîê ê A0|L, òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q̃ òîæå
áëèçêà ê Q. Ïîýòîìó êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q̃|L̃ ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåë¼í-
íîé. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî

ind Q̃|L̃ = ind Q|L. (115)

Øàã 4. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Q̃ îïåðàòîðà Ãε

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà íà ïîäïðîñòðàíñòâå K̃ ∩ TmΣ.
Çàìåòèì, ÷òî íóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî ôîðìû Q̃|K̃ ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì

îïåðàòîðà (Ã−I)|K̃ (â ñèëó òîãî, ÷òî −1 6∈ spec Ã). Íî èç ìîðñîâîñòè êðèòè-
÷åñêîé òî÷êè m ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèè S|Σ∩Λ̃ ñëåäóåò, ÷òî ker (Ã−I)|K̃ =
Tmγ. Çíà÷èò, ôîðìà Q̃|K̃∩TmΣ íåâûðîæäåíà. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè ôîðìû Q̃|K̃∩TmΣ íàì äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî èíäåêñ ôîðìû Q̃|K̃ ðàâåí íóëþ.

Äîêàæåì ñíà÷àëà ñëåäóþùèé àíàëîã ëåììû 4 îá èíäåêñå ãåññèàíà ôóíê-
öèè S, îïðåäåë¼ííî íà òîðå Λ̃.
Ëåììà 18. Ïóñòü m ∈ Λ̃ � ìîðñîâñêàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ôóíêöèè
S|Λ̃∩Σ, è ïóñòü Q̃ � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè Ã â
òî÷êå m. Òîãäà

ind Q̃ = ind Q + ind d2S(m).
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåì-
ìû 4 (ñì. ï. 1.5.2). Íàïîìíèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû áûëî îñíî-
âàíî íà ñëåäóþùèõ äâóõ ôàêòàõ:

1. ñóùåñòâóåò ïîäïðîñòðàíñòâî Ñ◦
m ⊂ TmM , îðòîãîíàëüíîå ïîäïðîñòðàí-

ñòâó TmΛ̃ îòíîñèòåëüíî ôîðìû Q̃, òàêîå, ÷òî

TmM = TmΛ̃⊕ Ñ◦
m è ind Q̃|Ñ◦

m
= ind Q;

2.
ind d2S(m) = ind Q̃|TmΛ̃. (116)

Åñëè ìû äîêàæåì ýòè ôàêòû, òî ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî:

ind Q̃ = ind Q̃|Ñ◦
m

+ ind Q̃|TmΛ̃ = ind Q + ind d2S(m).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü, êàê íà øàãå 5 ïðåäûäóùåãî äîêàçàòåëüñòâà,
Nm = {dψ = 0} ⊂ TmM � ïîäïðîñòðàíñòâî, �íîðìàëüíîå� ê òîðó Λ◦, çàïîë-
íåííîìó êðóãîâûìè îðáèòàìè çàäà÷ Êåïëåðà. Èç îïðåäåëåíèÿ ïîäìíîãîîá-
ðàçèÿ Λ̃ ñëåäóåò, ÷òî

TmΛ̃ = {η ∈ TmM | Ãεη − η ∈ θm} =

{η ∈ TmM | ω2(Ãεη − η, ν) = 0, ν ∈ Nm} =

{η ∈ TmM | ω2(η, Ã−1
ε η − ην) = 0, ν ∈ Nm}.

Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî N◦
m = (A0 + I)−1Nm, ãäå I � òîæäåñòâåí-

íûé îïåðàòîð â TmM . Èç ÿâíîãî âèäà îïåðàòîðà A0 âèäíî, ÷òî ÿäðî îïå-
ðàòîðà A0− I òðàíñâåðñàëüíî ê ïîäïðîñòðàíñòâó Nm, à ïîýòîìó îíî òðàíñ-
âåðñàëüíî ê N◦

m. Ðàññìîòðèì áëèçêîå ê íåìó ïîäïðîñòðàíñòâî

Ñ◦
m = (Ãε + I)−1Nm.

Â ñèëó áëèçîñòè îïåðàòîðîâ Ãε è A0 è áëèçîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà TmΛ̃ ê
ÿäðó îïåðàòîðà A0 − I (øàã 1), ïîäïðîñòðàíñòâî Ñ◦

m áëèçêî ê N◦
m è òðàíñ-

âåðñàëüíî ê TmΛ̃. Ïîýòîìó ôîðìà Q̃|Ñ◦
m

íåâûðîæäåíà è èìååò òàêîé æå
èíäåêñ:

ind Q̃|Ñ◦
m

= ind Q|N◦
m

= ind Q.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâà TmΛ̃ è Ñ◦
m �îðòîãîíàëüíû� îòíîñèòåëü-

íî ôîðìû Q̃, ðàññìàòðèâàåìîé êàê ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà (37).
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ξ ∈ Ñ◦

m âåêòîð ν = ξ + Ãεξ ïðèíàäëå-
æèò ïîäïðîñòðàíñòâó Nm. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (37), èìååì

Q̃(η, ξ) =
1

2
ω2(Ãεη, (I − Ã2

ε)ξ) =
1

2
ω2(Ãεη, (I − Ãε)ν) =
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1

2
ω2(η, Ã−1

ε (I − Ãε)ν) =
1

2
ω2(η, Ã−1

ε ν − ν).

Íî äëÿ ëþáûõ η ∈ TmΛ̃, ξ ∈ Ñ◦
m ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ðàâíî íóëþ (ñì. âû-

øå). Ýòî è çíà÷èò îðòîãîíàëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ TmΛ̃ è Ñ◦
m îòíîñèòåëüíî

ôîðìû Q̃.
2) Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

B : TmΛ̃ → Tmθm, Bη = Ãεη − η, η ∈ TmΛ̃.

Èç ôîðìóëû (114) ïîëó÷àåì, ÷òî â ëþáîé êðèòè÷åñêîé òî÷êå m ôóíê-
öèè S ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà, îòâå÷àþùàÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìå
d2S(m), èìååò ñëåäóþùèé âèä â áàçèñå eε:

d2S(m)η1η = ω2(Bη1, η) = ω0(Bη1, η), η1, η ∈ TmΛ̃,

ãäå ω0 � îãðàíè÷åíèå ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû íà ïðÿìîå ïðîèçâåäå-
íèå ïîäïðîñòðàíñòâ (Tmθm) × (TmΛ̃). Èç (37) ïîëó÷àåì, ÷òî ñèììåòðè÷íàÿ
áèëèíåéíàÿ ôîðìà Q̃|TmΛ̃ èìååò òàêîé æå âèä:

Q̃η1η = ω1(Bη1, η), η1, η ∈ TmΛ̃,

ãäå áèëèíåéíàÿ ôîðìà

ω1(ξ, η) =
1

2
ω2(ξ, Ãεη + η), ξ ∈ Tmθm, η ∈ TmΛ̃,

áëèçêà ê ôîðìå ω0. Ïðè ëþáîì t, 0 ≤ t ≤ 1, ðàññìîòðèì áèëèíåéíóþ ôîðìó
ωt íà (Tmθm)× (TmΛ̃) è áèëèíåéíóþ ôîðìó Qt íà TmΛ̃ âèäà

ωt = (1− t)ω0 + tω1, Qtη1η = ωt(Bη1, η).

Èç íåâûðîæäåííîñòè �ñïàðèâàíèÿ� âåêòîðîâ ïîäïðîñòðàíñòâ TmΛ̃ è Tmθm

ïðè ïîìîùè ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ω2 ñëåäóåò, ÷òî ÿäðî áèëèíåéíîé
ôîðìû Qt ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì îïåðàòîðà B (ïðè ëþáîì t, 0 ≤ t ≤ 1). Îòñþäà,
ââèäó ñèììåòðè÷íîñòè áèëèíåéíûõ ôîðì Qt, èõ èíäåêñû ñîâïàäàþò, 0 ≤
t ≤ 1. Â ÷àñòíîñòè, ind Q0 = ind Q1, ÷òî è äîêàçûâàåò ôîðìóëó (116).

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 18 îá èíäåêñå ãåññèàíà ôóíêöèè
S.

Øàã 5. Èç íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè ãåññèàíà d2S(m) (òàê êàê m
� ìîðñîâñêàÿ òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè S|Λ̃∩Σ) è ôîðìû Q|K
(ñì. ÿâíûé âèä ìàòðèöû Q íà øàãå 3), ñ ó÷¼òîì ëåììû 18, èìååì:

ind Q̃ = ind Q + ind d2S(m) = ind Q = ind Q|L + ind Q|K = ind Q|L.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ind Q̃ = ind Q̃|L̃+ind Q̃|K̃ . Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷¼òîì (115),
ñëàãàåìîå ind Q̃|K̃ â ïîñëåäíåé ñóììå ðàâíî íóëþ, ò.å. ôîðìà Q̃|K̃ íåîòðè-
öàòåëüíî îïðåäåëåíà.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1, ýòî äîêàçûâàåò ñèëüíóþ óñòîé÷èâîñòü òîðà γ
(êàê ìíîæåñòâà íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ gτ

H−ω1M) è, òåì ñàìûì,
ñòðóêòóðíóþ óñòîé÷èâîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêî-
ãî äâèæåíèÿ âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû. Ïóíêò Â òåîðåìû 11 äîêàçàí.

Òåîðåìà 11 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

3.3.3 Ñóùåñòâîâàíèå ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷å-
ñêèõ äâèæåíèé

Çäåñü ìû äîêàæåì òåîðåìó 12, ñëåäóÿ èäåÿì Ïóàíêàðå [28] îá îáðàòèìîñòè
çàäà÷è N + 1 òåë.

Ïóñòü l � ëþáàÿ ïðÿìàÿ â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ. Â ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå T ∗Q îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå òðè èíâîëþöèè, ñîõðàíÿþùèå çíà÷åíèå
ãàìèëüòîíèàíà H:

1. Êàíîíè÷åñêàÿ èíâîëþöèÿ Sl : T ∗Q → T ∗Q (îñåâàÿ ñèììåòðèÿ), îòâå-
÷àþùàÿ ïðåîáðàçîâàíèþ êîíôèãóðàöèîííîãî ìíîãîîáðàçèÿ Q, ïåðå-
âîäÿùåìó âñå ìàòåðèàëüíûå òî÷êè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû â òî÷êè,
ñèììåòðè÷íûå èì îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé l.

2. �Àíòèêàíîíè÷åñêàÿ� èíâîëþöèÿ P (�îáðàùåíèå âðåìåíè�), ïåðåâîäÿ-
ùàÿ ïàðó (q, p) ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà â ïàðó (q,−p), ãäå q è p �
�êîîðäèíàòû� è �èìïóëüñû�.

3. �Àíòèêàíîíè÷åñêàÿ� èíâîëþöèÿ Pl = PSl = SlP .

Êàæäîå èç ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé, ò.å. ñîâïàäàåò ñî
ñâîèì îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Ïðè ýòîì âòîðàÿ è òðåòüÿ èíâîëþöèè
ÿâëÿþòñÿ àíòèêàíîíè÷åñêèìè, ò.å. ïåðåâîäÿò ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó
ω2 â −ω2 è, òåì ñàìûì, ïåðåâîäÿò òðàåêòîðèè ñèñòåìû â òðàåêòîðèè ñèñòå-
ìû �ñ îáðàùåíèåì âðåìåíè�.

Çàìåòèì, ÷òî èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Õèëëà (ëåììà 17) ñëå-
äóåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå äâèæåíèå q(t) = (x(t),y(t)) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷-
íûì. À èìåííî, ðàññìîòðèì ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t = t0, â êîòîðûé âåêòî-
ðû x(t) è y(t) ñîíàïðàâëåíû è, çíà÷èò, âñå òî÷êè ëåæàò íà îäíîé è òîé æå
ïðÿìîé, êîòîðóþ îáîçíà÷èì l. Òîãäà äâèæåíèå q′(t) = Pl(x(2t0−t),y(2t0−t))
òîæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Õèëëà, à çíà÷èò, ñîâïàäàåò ñ äâèæåíèåì
q(t). Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå 2N−2 ñèììåòðè÷íûõ äâèæåíèé
íåâîçìóù¼ííîé çàäà÷è (89). À èìåííî, êàæäîìó ðàçáèåíèþ ìíîæåñòâà âñåõ
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ïëàíåò è ñïóòíèêîâ íà äâà ïîäìíîæåñòâà (ò.å. êàæäîìó òèïó �ïàðàäà�, ñì.
ï. 3.1.3) îòâå÷àåò ñèììåòðè÷íîå äâèæåíèå çàäà÷è (89), ïðè êîòîðîì â ìî-
ìåíò âðåìåíè t = t0 âñå ðàäèóñ-âåêòîðû, îòâå÷àþùèå òî÷êàì èç îäíîãî
ïîäìíîæåñòâà, ñîíàïðàâëåíû.

Ôèêñèðóåì ëþáîå ðàçáèåíèå èç ï. 3.1.3 (ò.å. òèï ïàðàäà) è ðàññìîòðèì
ñîîòâåòñòâóþùåå ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå íåâîçìóù¼ííîé çàäà÷è. Áåç îãðà-
íè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî t0 = 0, è ïðÿìàÿ l ñîâïàäàåò ñ îñüþ
àáñöèññ (ñì. îïðåäåëåíèå 21). Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ ñèììåòðè÷íîãî äâè-
æåíèÿ, óñëîâèå ñèììåòðè÷íîñòè ýòîãî äâèæåíèÿ ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî
ïðè t = 0 óãëîâûå êîîðäèíàòû ψi, ψij âñåõ ðàäèóñ-âåêòîðîâ xi è yij êðàòíû
π, à èõ ðàäèàëüíûå èìïóëüñû pri

, prij
ðàâíû íóëþ:

ψi(0) ≡ 0 (mod π), ψij(0) ≡ 0 (mod π), pri
(0) = 0, prij

(0) = 0. (117)

Ïóñòü l � ïðÿìàÿ àáñöèññ. Îáîçíà÷èì óñëîâíî ÷åðåç (ϕ, I, q, p) íàáîð
êîîðäèíàò (ϕi mod 2π, Ii, qi, pi), 1 ≤ i ≤ n, (ϕij mod 2π, Iij, qij, pij), 1 ≤ j ≤ ni,
èç ëåììû 16. Èç ïîñòðîåíèÿ ýòèõ êîîðäèíàò ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 16
(ñì. ÿâíûé âèä (132) ýòèõ êîîðäèíàò â ï. 3.4.2 íèæå) áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî
èíâîëþöèè Sl, P , Pl èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Sl(ϕ, I, q, p) = (−ϕ,−I, q, p), P (ϕ, I, q, p) = (ϕ,−I, q,−p),

Pl(ϕ, I, q, p) = (−ϕ, I, q,−p). (118)
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rα ïðåîáðàçîâàíèå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà T ∗Q, îòâå÷à-
þùåå ïîâîðîòó ïëîñêîñòè íà óãîë α.

Âûâåäåì èç ñëåäñòâèÿ 13 ñëåäóþùåå åãî óòî÷íåíèå
Ñëåäñòâèå 15. Ïóñòü òî÷êà m ∈ Λ îòâå÷àåò ñèììåòðè÷íîìó äâèæå-
íèþ íåâîçìóù¼ííîé çàäà÷è (96), ðàñïàäàþùåéñÿ íà çàäà÷è Êåïëåðà è Õèë-
ëà. Òîãäà ñóùåñòâóåò áàçèñ e(m) â òî÷êå m, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì
ñëåäñòâèÿ 13 è ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Â áàçèñå e(m) èíâîëþöèÿ Pl = PSl = SlP çàäà¼òñÿ áëî÷íî-äèàãîíàëü-
íîé ìàòðèöåé, íà äèàãîíàëè êîòîðîé ñòîÿò áëîêè âèäà




−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1


 , (119)

ãäå l � îñü ñèììåòðèè ðàññìàòðèâàåìîãî äâèæåíèÿ.

2. Íàïðàâëåíèå êàæäîãî áàçèñíîãî âåêòîðà áàçèñà e(m) ω�áëèçêî ê ñî-
îòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòíîé îñè èç ëåììû 16.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî êîìïîçèöèÿ èíâîëþöèè Pl è îòîáðàæåíèÿ
gτ

V ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé, ãäå V � íåâîçìóù¼ííàÿ ñèñòåìà (94) âî âðàùàþ-
ùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω1. Äåéñòâèòåëüíî, èíâîëþ-
öèÿ Pl ïåðåâîäèò âåêòîðíîå ïîëå V íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû â −V , îòêóäà
Plg

τ
V Pl = gτ

−V . Ñëåäîâàòåëüíî, (Plg
τ
V )2 = Id.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîìïîçèöèÿ èíâîëþöèè dPl(m) : TmM → TmM è
îïåðàòîðà ìîíîäðîìè A = A(m) = d(R−αgτ

V )(m) òîæå ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöè-
åé, ãäå Rα � ïîâîðîò ïëîñêîñòè íà óãîë α. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó êîììó-
òèðîâàíèÿ ïîòîêà gt

V ñ ëþáûìè ïîâîðîòàìè ïëîñêîñòè,

(PlR−αgτ
V )2 = Plg

τ
V (R−αPlR−α)gτ

V = Plg
τ
V Plg

τ
V = Id.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü î÷åâèäíûì ñâîéñòâîì îñåâîé ñèììåòðèè è ïîâî-
ðîòîâ: R−αPl = PlRα.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè èíâîëþöèè dPl(m) îïåðàòîð ìîíîäðîìèè A ïåðåõî-
äèò â îïåðàòîð A−1. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî èíâîëþöèÿ dPl(m) ïåðåâîäèò
ëþáîå êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà A, îòâå÷àþùåå ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ λ, â êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî, îòâå÷àþùåå ñîáñòâåííîìó çíà÷å-
íèþ 1

λ
.

Ñëåäîâàòåëüíî, èíâàðèàíòíûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà K è
L = K⊥ îïåðàòîðà Aij, îòâå÷àþùåãî çàäà÷å Õèëëà (ñì. äîêàçàòåëüñòâî
ñëåäñòâèÿ 13), èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî èíâîëþöèè dPl. Òàê êàê ïî ñëåä-
ñòâèþ 13 ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà ω�áëèçêè ê èñõîäíûì êîîðäèíàòíûì ïîäïðî-
ñòðàíñòâàì, òî íà êàæäîì èç íèõ èíâîëþöèÿ èìååò ðîâíî äâà ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèÿ: 1 è -1, ïðè÷¼ì êàæäîå ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî ω�áëèçêî ê
ñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòíîé îñè â ñèëó (118).

Âîçüìåì â êà÷åñòâå áàçèñà, îòâå÷àþùåãî ðàññìàòðèâàåìîìó ñïóòíèêó,
êàíîíè÷åñêèé áàçèñ, ω�áëèçêèé ê êîîðäèíàòíîìó áàçèñó èç ëåììû 16 è
ñîñòàâëåííûé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ e1, e2 è e3, e4 îïåðàòîðîâ Aij|K è
Aij|L ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìåòèì ñëåäóþùåå:

1. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ Õèëëà, âåêòîð e1 ýòîãî áàçèñà (îòâå-
÷àþùèé ñîáñòâííîìó çíà÷åíèþ 1) êàñàòåëåí ê òðàåêòîðèè ýòîãî ðå-
øåíèÿ.

2. Ïóñòü
(

a b
c d

)
� ìàòðèöà îïåðàòîðà Aij|L â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå e3,

e4 ïîäïðîñòðàíñòâà L. Èç òîãî, ÷òî â ýòîì áàçèñå èíâîëþöèÿ dPl(m)|L
çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé

(
1 0
0 −1

)
, à êîìïîçèöèÿ dPl(m)A(m) ÿâëÿåòñÿ èí-

âîëþöèåé, íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî a = d.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî, ïóò¼ì äîìíîæåíèÿ âåêòîðîâ e1 è e2 íà ω�áëèçêèå
ê åäèíèöå âçàèìíîîáðàòíûå ÷èñëà, à òàêæå äîìíîæåíèÿ âåêòîðîâ e3 è e4

íà îãðàíè÷åííûå âçàèìíîîáðàòíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, ìîæíî äîáèòüñÿ,
÷òîáû ìàòðèöà îïåðàòîðà Aij â íîâîì áàçèñå f1, f2, f3, f4 èìåëà íóæíûé
âèä, ñì. ñëåäñòâèå 13.

Ñëåäñòâèå 15 äîêàçàíî.
Äîêàæåì òåîðåìó 12.
Øàã 1. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð A′ = A′(m) = dg

τ/2
V (m) : TmM → Tm′M ,

ãäå m′ = g
τ/2
V (m). Ïîêàæåì, ÷òî â áàçèñàõ e(m) è e(m′) èç ñëåäñòâèÿ 15 ýòîò

îïåðàòîð çàäà¼òñÿ íèæíåòðåóãîëüíîé áëî÷íîé ìàòðèöåé, íà äèàãîíàëüíûõ
áëîêàõ êîòîðîé ñòîÿò ìàòðèöû âèäà

(
1 −3ωτ

2mir2
i

0 1

)
,

(
cos α̃i

2
1
Ii

sin α̃i

2

−Ii sin
α̃i

2
cos α̃i

2

)
, 1 ≤ i ≤ n, (120)

(
1 −3τ

2mijr2
ij

0 1

)
,


 cos α̃ij

2
1

Iij
sin α̃ij

2

−Iij sin α̃ij

2
cos α̃ij

2


 , 1 ≤ j ≤ ni, (121)

èëè, áûòü ìîæåò, ìàòðèöû, îòëè÷àþùèåñÿ îò ýòèõ ìàòðèö çíàêîì, ãäå α̃i =
ωiτ +O(ω2τ), α̃ij = Ωijτ +O(ω2τ), � ÷èñëà èç ñëåäñòâèÿ 13. (Â äåéñòâèòåëü-
íîñòè, âñå ýòè ìàòðèöû ñòîÿò â óêàçàííûõ áëîêàõ ñî çíàêîì �ïëþñ�.)

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì 15. Êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî ñëåäñòâèÿ,
ðàññìîòðèì ïðåäåëüíóþ çàäà÷ó Õèëëà (106) äëÿ i�òîé ïëàíåòû è å¼ j�òîãî
ñïóòíèêà. Ýòî ýêâèâàëåíòíî ðàññìîòðåíèþ ñëó÷àÿ Ñîëíöå-Çåìëÿ-Ëóíà, ò.å.
N = 2, n = 1. Çàôèêñèðóåì êðóãîâîå äâèæåíèå ïëàíåòû è îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç Aij = Aij(m) îïåðàòîð ìîíîäðîìèè ñèñòåìû, îòâå÷àþùåé j�òîìó ñïóò-
íèêó, ò.å. îïåðàòîð ìîíîäðîìèè ïðåäåëüíîé çàäà÷è Õèëëà (106). Îïåðàòîð
Aij äåéñòâóåò â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó çàäà÷è
Êåïëåðà, îòâå÷àþùåãî j�òîìó ñïóòíèêó. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, îáîçíà÷èì
÷åðåç A′

ij = A′
ij(m) è (dPl)ij = (dPl)ij(m) îïåðàòîðû, îòâå÷àþùèå äåéñòâèþ

îïåðàòîðîâ A′(m) è dPl(m) â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê ôàçîâîìó ïðî-
ñòðàíñòâó ýòîãî ñïóòíèêà.

Ðàññìîòðèì â òî÷êå m äâà îïåðàòîðà: îïåðàòîð ìîíîäðîìèè A(m) è
èíâîëþöèþ dPl(m). Çàìåòèì, ÷òî äåéñòâèå íà ýòè îïåðàòîðû ñîïðÿæå-
íèåì ïðè ïîìîùè îòîáðàæåíèÿ A′ ïåðåâîäèò èõ â îïåðàòîðû A(m′) è
A(m′)dPRα/2(l)(m

′) â òî÷êå m′ ñîîòâåòñòâåííî:

A′AA′−1 = dg
τ/2
V d(R−αgτ

V )dg
−τ/2
V = dR−αdgτ

V (m′) = A,

A′dPlA
′−1 = dg

τ/2
V dPldg

−τ/2
V = dgτ

V dPl = dgτ
V R−αRαdPl = AdPRα/2(l).
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð A′
ij ïåðåâîäèò êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïå-

ðàòîðîâ Aij(m) è (dPl)ij(m) â êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðîâ Aij(m
′)

è Aij(m
′)(dPRα/2(l))ij(m

′), ñ ñîõðàíåíèåì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, îòâå÷àþùèõ
ýòèì êîðíåâûì ïîäïðîñòðàíñòâàì.

Ïóñòü e1, e2, e3, e4 è e′1, e′2, e′3, e′4 � áàçèñíûå âåêòîðû áàçèñîâ e(m) è
e′(m) ñîîòâåòñòâåííî, îòâå÷àþùèå ðàññìàòðèâàåìîìó ñïóòíèêó.

Èç ÿâíîãî âèäà îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè A è èíâîëþöèè dPl â ýòèõ áàçèñàõ
(ñì. ñëåäñòâèå 15) ïîëó÷àåì:

1. Êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà Aij(m), îòâå÷àþùåå ñîáñòâåí-
íîìó çíà÷åíèþ 1, è åãî êîñîîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå äâóìåðíû è
èìåþò âèä 〈e1, e2〉 è 〈e3, e4〉 ñîîòâåòñòâåííî.

2. Êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà èíâîëþöèè (dPl)ij(m), îòâå÷àþùèå ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèÿì -1 è 1, äâóìåðíû è èìåþò âèä 〈e1, e4〉 è 〈e2, e3〉
ñîîòâåòñòâåííî.

Èç ÿâíîãî âèäà îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè A(m′) è èíâîëþöèè dPRα/2(l)(m
′)

ïîëó÷àåì:
1. Êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà Aij(m

′), îòâå÷àþùåå ñîáñòâåí-
íîìó çíà÷åíèþ 1, è åãî êîñîîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå äâóìåðíû è
èìåþò âèä 〈e′1, e′2〉 è 〈e′3, e′4〉 ñîîòâåòñòâåííî.

2. Êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà èíâîëþöèè Aij(m
′)(dPRα/2(l))ij(m

′), îòâå-
÷àþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì -1 è 1, äâóìåðíû è èìåþò âèä 〈e′1, Rα/2e

′
4〉

è 〈e′2+ λ
2
e′1, Rα/2e

′
3〉 ñîîòâåòñòâåííî, ãäå λ = − 3τ

mijr2
ij
, Rα/2 � âòîðàÿ ìàò-

ðèöà èç (121).
Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð A′ ñëåäóþùèì îáðàçîì äåéñòâóåò íà âåêòîðû

e1, e2, e3, e4:

e1 7→ ±e′1, e2 7→ ±(e′2 +
λ

2
e′1), e3 7→ ±Rα/2e

′
3, e4 7→ ±Rα/2e

′
4.

Îòñþäà, ñ ó÷¼òîì ñèìïëåêòè÷íîñòè îïåðàòîðà A′, ïîëó÷àåì, ÷òî â êàíîíè-
÷åñêèõ áàçèñàõ e1, e2, e3, e4 è e′1, e′2, e′3, e′4 ìàòðèöû îïåðàòîðîâ A′

ij|K , A′
ij|L

ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà èìåþò âèä (121).
Øàã 2. Êàê ìû çàìåòèëè â ï. 3.1.3, ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ

îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ìîìåíò âðåìåíè
t = τ

2
óãëîâûå êîîðäèíàòû âñåõ ðàäèóñ-âåêòîðîâ xi è yij èìåþò âèä α

2
+ πk,

k ∈ ZZ, à èõ ðàäèàëüíûå èìïóëüñû ðàâíû íóëþ:

ψi(
τ

2
) ≡ α

2
(mod π), ψij(

τ

2
) ≡ α

2
(mod π), pri

(
τ

2
) = 0, prij

(
τ

2
) = 0.

(122)

177



Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáûõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ µ, ν
óñëîâèÿ (117), (122) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò çíà÷åíèÿ ri, rij è pri

, prij
êàê

ôóíêöèè îò ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Â ñàìîì äåëå, äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû î
íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ íóæíî ïðîâåðèòü íåâûðîæäåííîñòü ñëåäóþùåé ìàòðè-
öû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

∂(ψ( τ
2
), pr(

τ
2
))

∂(pψ(0), r(0)),
(123)

ãäå ψ(t), r(t), pψ(t), pr(t) � ðåøåíèå íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû (96), çàïèñàí-
íîå îòíîñèòåëüíî ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò è ïîëÿðíûõ èìïóëüñîâ ìàòåðèàëü-
íûõ òî÷åê â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ.

Ïî äîêàçàííîìó íà øàãå 1, â áàçèñàõ e(m), e(m′) èç ñëåäñòâèÿ 15 îïåðà-
òîð (123) çàäà¼òñÿ áëî÷íîé íèæíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöåé, ÿâëÿþùåéñÿ ñî-
îòâåòñòâóþùèì ìèíîðîì ìàòðèöû èç (120). Ýòîò ìèíîð ÿâëÿåòñÿ áëî÷íîé
íèæíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöåé, íà äèàãîíàëè êîòîðîé ñòîÿò áëîêè ñëåäóþ-
ùåãî âèäà:

( ∓ 3ωτ
2mir2

i
0

0 ∓Ii sin
α̃i

2

)
,


 ∓ 3τ

2mijr2
ij

0

0 ∓Iij sin α̃ij

2


 .

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ìàòðèöà íåâûðîæäåíà, åñëè α̃i

2
mod π 6= 0, α̃ij

2
mod π 6= 0.

Ïîñëåäíåå óñëîâèå âûïîëíåíî, åñëè:

1. c2ω
2τ < π, ò.å. âûïîëíåíî óñèëåíèå óñëîâèÿ (93),

2. ÷èñëî α mod π îòäåëåíî îò íóëÿ íà âåëè÷èíó, íå ìåíüøóþ c2
2
ω2τ .

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî |α̃ij − αij| < c2
3
ω2τ , ñì. çàìå÷àíèå 21.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà (123) òîæå íåâûðîæäåíà, à çíà÷èò, ïðèìåíèìà
òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 12.

3.4 Äîêàçàòåëüñòâî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé
Çäåñü ìû äîêàæåì ëåììû 15, 16 è 17, ñôîðìóëèðîâàííûå â �3.2.

3.4.1 Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìå
Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 11 è 12 ìû íåîäíîêðàòíî îïèðàëèñü íà ëåììó 15
î íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìå. Â äàííîì ðàçäåëå ìû äàäèì äîêàçàòåëüñòâî ýòîé
ëåììû, ïîñòðîèâ ÿâíî ïåðåìåííûå èìïóëüñîâ ξξ, ηη è âûïèñàâ â ÿâíîì âèäå
âîçìóù¼ííóþ ñèñòåìó â ïîëó÷åííûõ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ ξξ, ηη, x, y. Ïîñëå
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ýòîãî áóäåò ëåãêî íàéòè íåâîçìóù¼ííóþ ñèñòåìó, óñòðåìèâ âîçìóùåíèå ê
íóëþ.

Äàäèì òî÷íóþ ôîðìóëèðîâêó óòâåðæäåíèÿ, èç êîòîðîãî ñëåäóåò ëåììà
15. Ðàññìîòðèì àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ F̃i(xi,yi∗; ν, ρ) � ïîòåíöèàë (103)
äåéñòâèÿ Ñîëíöà íà ñïóòíèêè i�òîé ïëàíåòû. Îïðåäåëèì àíàëîãè÷íûé ïî-
òåíöèàë F̃ii′ = F̃ii′(xi−xi′ ,yi∗,yi′∗; ν, ρ) ñóììàðíîãî äåéñòâèÿ i′�òîé ñïóòíè-
êîâîé ñèñòåìû íà ñïóòíèêè i�òîé ïëàíåòû è i�òîé ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû íà
ñïóòíèêè i′�òîé ïëàíåòû, ïîëàãàÿ

νρ2m̄im̄i′F̃ii′(x,yi∗,yi′∗; ν, ρ) =
mimi′

|x− νρ(δi − δi′)|+

ni∑

j=1

νmi′mij

|x + ρyj − ρν(δi − δi′)| +
ni′∑

j′=1

νmimi′j′

| − x + ρyj′ + ρν(δi − δi′)|+

ni∑

j=1

ni′∑

j′=1

ν2mijmi′j′

|x + ρ(yj − yj′)− ρν(δi − δi′)| −
m̄im̄i′

|xi − xi′| , (124)

ãäå i 6= i′, 1 ≤ i, i′ ≤ n, m̄i è âåêòîðû δi � òàêèå æå, êàê â (97) è çàìå÷àíèè
19. ßñíî, ÷òî F̃ii′ ≡ F̃i′i.

Óòâåðæäåíèå 14. Ñóùåñòâóþò ïåðåìåííûå èìïóëüñîâ ξξ, ηη, ëèíåéíî çà-
âèñÿùèå îò ẋ, ẏ, òàêèå, ÷òî â ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ ξξ, ηη, x, y çàäà÷à î
äâèæåíèè ïëàíåòíî-ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé ñè-
ñòåìîé îòíîñèòåëüíî ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû

n∑

i=1

(dξξi ∧ dxi + ε
ni∑

j=1

dηηij ∧ dyij) (125)

ñ ãàìèëüòîíèàíîì âèäà

H =
n∑

i=1

Hi + µω
∑

1≤i<i′≤n

Kii′ +
n∑

i=1

εν
∑

1≤j<j′≤ni

S
(i)
jj′ . (126)

Ïðè ýòîì èíòåãðàë êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëîæè-
òåëüíîãî ìíîæèòåëÿ ðàâåí M = [x, ξξ] + ε[y, ηη].

Çäåñü ε = ε(µ, ν, 1/R) = ν
√

µ
R

= µνωR � ìàñøòàáíûé ìíîæèòåëü ïåðå-
õîäà îò ïëàíåòíîé ñèñòåìû ê ñïóòíèêîâîé ñèñòåìå;

Hi = ω(K̃i +
ν

R2
m̄iF̃i) + ε

ni∑

j=1

S̃
(i)
j

179



� ãàìèëüòîíèàí çàäà÷ Õèëëà (èëè Êåïëåðà � â ñëó÷àå ni = 0), îòâå÷àþ-
ùèõ i�òîé ñïóòíèêîâîé ñèñòåìå, ñîñòîÿùèé èç ýíåðãèé K̃i, S

(i)
j , 1 ≤ j ≤ ni,

âçàèìîäåéñòâèÿ i�òîé ïëàíåòû ñ Ñîëíöåì è å¼ j�òûì ñïóòíèêîì ñîîòâåò-
ñòâåííî (99) è ïîòåíöèàëà F̃i(xi,yi∗; ν, 1

R
) âçàèìîäåéñòâèÿ ýòèõ ñïóòíèêîâ ñ

Ñîëíöåì (103);

Kii′ = 〈ξξi, ξξi′〉 − m̄im̄i′

|xi − xi′| +
νm̄im̄i′

R2
F̃ii′(xi − xi′ ,yi∗,yi′∗; ν,

1

R
)

� �ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ñïóòíèêîâûõ ñèñòåì�, ñîñòîÿùàÿ ïî îïðå-
äåëåíèþ èç êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè 〈ξξi, ξξi′〉 è ñóììû ïîòåíöèàëîâ âçàèìîäåé-
ñòâèÿ òî÷åê îäíîé (i�òîé) ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû ñ òî÷êàìè äðóãîé (i′�òîé)
ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû;

S
(i)
jj′ =

〈ηηij, ηηij′〉
mi

− mijmij′

|yij − yij′|
� ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ñïóòíèêîâ (j�òîãî è j′�òîãî) îäíîé è òîé
æå (i�òîé) ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû.

Êðîìå òîãî, çäåñü ìû îáîçíà÷èëè, êàê â (97), ÷åðåç m̄i ñóììàðíóþ ìàñ-
ñó i�òîé ïëàíåòû è âñåõ å¼ ñïóòíèêîâ, m̃i = m̄i

1+µm̄i
, m̃ij = mijmi

mi+νmij
, ãäå,

íàïîìíèì, µmi � ìàññà i�òîé ïëàíåòû, µνmij � ìàññà å¼ j�òîãî ñïóòíèêà,
1 ≤ j ≤ ni, 1 ≤ i ≤ n.
Çàìå÷àíèå 24. Èç ôîðìóë (102), (103) è (124) (ñì. òàêæå çàìå÷àíèå 19)
âèäíî, ÷òî ïîòåíöèàëû F̃i(xi,yi∗; ν, ρ) è F̃ii′(xi−xi′ ,yi∗,yi′∗; ν, ρ) ïîëó÷àþòñÿ
ìàëûìè âîçìóùåíèÿìè èç ôóíêöèè F . Òî÷íåå, îíè àíàëèòè÷íû ïî âñåì
ñâîèì àðãóìåíòàì, è ïðè ν = ρ = 0 ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

F̃i(xi,yi∗; 0, 0) =
ni∑

j=1

mij

mi

F (xi,yij) è

F̃ii′(xi − xi′ ,yi∗,yi′∗; 0, 0) =
ni∑

j=1

mij

mi

F (xi − xi′ ,yij) +
n′i∑

j′=1

mi′j′

m′
i

F (xi′ − xi,yi′j′).

Ïîýòîìó êàæäîå ñëàãàåìîå â ïîñëåäíèõ äâóõ ñóììàõ åñòåñòâåííî íàçâàòü
�ïðåäåëüíûì ïîòåíöèàëîì äåéñòâèÿ Ñîëíöà íà ñïóòíèê� è �ïðåäåëüíûì ïî-
òåíöèàëîì äåéñòâèÿ îäíîé ïëàíåòû íà ñïóòíèê äðóãîé ïëàíåòû� ñîîòâåò-
ñòâåííî. (Áåçóñëîâíî, ýòè ïîòåíöèàëû äàþò ìàëûé âêëàä â ýíåðãèþ (126),
òàê êàê îíè âõîäÿò â íå¼ ñ ìàëûìè êîýôôèöèåíòàìè ïîðÿäêîâ ν

R2 è µν
R2

ñîîòâåòñòâåííî.)
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 14 ìû ïîñòðîèì â ÿâíîì âèäå ïåðå-

ìåííûå èìïóëüñîâ ξξ, ηη è ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ H èç ôîðìóëû (126) ðàâíà
ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû, óìíîæåííîé íà ωR/µ.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñëàãàåìûå â H, íå çàâèñÿùèå îò èìïóëüñîâ, äàþò â
ñóììå ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ, óìíîæåííóþ íà ωR/µ.

Âû÷èñëèì êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ. Ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ñäåëàí-
íûé íàìè ïåðåõîä îò êîîðäèíàò (M0,M1, . . . ,MN) â êîíôèãóðàöèîííîì ïðî-
ñòðàíñòâå ê êîîðäèíàòàì x,y ìîæíî îñóùåñòâèòü ïóò¼ì äâóêðàòíîãî ïðè-
ìåíåíèÿ ñëåäóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, íàçûâàåìîãî ïðåîáðàçîâàíèåì Ïóàí-
êàðå.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ïóàíêàðå â çàäà÷å N + 1 òåëà. Ðàññìîòðèì êîíôè-
ãóðàöèîííîå ìíîãîîáðàçèå Q ïëàíåòíîé ñèñòåìû (ò.å. ñèñòåìû N+1 ìàòåðè-
àëüíûõ òî÷åê â åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè), ñîñòîÿùåå èç âñåâîçìîæíûõ íàáî-
ðîâ ðàäèóñ-âåêòîðîâ M0,M1, . . . ,MN ìàññ c0 = 1, c1 = λm1, . . . , cN = λmN ,
ãäå λ ¿ 1. Ìíîãîîáðàçèå Q ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå L â ýòîì ïðîñòðàíñòâå,
ïåðåéäÿ ê íîâîìó íàáîðó ðàäèóñ-âåêòîðîâ

M̃0 = C, M̃1 = M1 −M0, . . . , M̃N = MN −M0,

ãäå C = M0+c1M1+...+cNMN

1+c1+...+cN
� ðàäèóñ-âåêòîð â öåíòð òÿæåñòè ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå 23. Ïðåîáðàçîâàíèå L íàçûâàþò ïðåîáðàçîâàíèåì Ïóàíêà-
ðå êîíôèãóðàöèîííîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïëàíåòíîé ñèñòåìû.

Îòìåòèì, ÷òî ìîæíî áûëî áû ðàññìîòðåòü äðóãîå ïðåîáðàçîâàíèå, à
èìåííî, ïðåîáðàçîâàíèå ßêîáè M̃0 = C, M̃1 = M1 − C, . . . , M̃N = MN −
C. Îäíàêî, ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïðèâîäèò ê áîëåå ãðîìîçäêèì ôîðìóëàì.
Êðîìå òîãî, îíî ïðèâåëî áû íàñ ê îæèäàåìîìó ðåçóëüòàòó ëèøü â ñëó÷àå
îáû÷íîé ïëàíåòíîé ñèñòåìû, ò.å. ñèñòåìû áåç ñïóòíèêîâ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñîïðÿæ¼ííîå ïðîñòðàíñòâî Q∗, ò.å. ïðîñòðàíñòâî
âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ïðîñòðàíñòâå Q (òî÷íåå, íà êàñàòåëü-
íîì ïðîñòðàíñòâå ê Q â ëþáîé åãî òî÷êå). Ýòî ïðîñòðàíñòâî ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ïðîñòðàíñòâî âñåõ íàáîðîâ p0,p1, . . . ,pN , ãäå êàæäûé ýëå-
ìåíò pi � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë â ïëîñêîñòè, ò.å. êîâåêòîð. Â ñàìîì äå-
ëå, çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà, îòâå÷àþùåãî òàêîìó íàáîðó, íà êîíôèãóðàöèè
(M0, M1, . . . , MN) ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûì ñóììå ∑N

i=0〈pi,Mi〉. ßñíî, ÷òî
íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå L â Q èíäóöèðóåò íåêîòîðîå ëè-
íåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå L∗ â Q∗, ïðè êîòîðîì íàáîð p0,p1, . . . ,pN ïåðåõîäèò,
ñêàæåì, â íàáîð p̃0, p̃1, . . . , p̃N .

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå Q∗ âåùåñòâåííîçíà÷íóþ ôóíêöèþ êèíåòè-
÷åñêîé ýíåðãèè T =

∑N
i=0

p2
i

2ci
. Ðàññìîòðèì òàêæå ôóíêöèþ êèíåòè÷åñêîãî

ìîìåíòà M =
∑N

i=0[Mi,pi] íà ïðîñòðàíñòâå T ∗Q. È ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
ïîëíîãî èìïóëüñà P = p0 + p1 + . . . + pN íà Q∗, ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ â
ïðîñòðàíñòâå êîâåêòîðîâ � ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ â ïëîñêîñòè.
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Ëåììà 19. Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Ïóàíêàðå L êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà Q ôóíêöèè T è P íà Q∗ ïðåîáðàçóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

À) Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ T =
∑N

i=0
p2

i

2ci
ïðèíèìàåò âèä

T =
p̃2

0

2c̄0

+
N∑

i=1

p̃2
i

2ci

+
1

2
(p̃1 + . . . + p̃N)2 =

p̃2
0

2c̄0

+
N∑

i=1

p̃2
i

2λmi

+
1

2
(p̃1 + . . . + p̃N)2, (127)

ãäå c̄0 = 1 + c1 + . . . + cN = 1 + λ(m1 + . . . + mN). Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî
ïåðåïèñàòü òàê:

T =
p̃2

0

2c̄0

+
N∑

i=0

p̃2
i

2c̃i

+
N∑

1≤i<i′≤N

〈p̃i, p̃i′〉 =

p̃2
0

2c̄0

+
N∑

i=1

p̃2
i

2λm̃i

+
∑

1≤i<i′≤N

〈p̃i, p̃i′〉, (128)

ãäå c̃i = c0ci/(c0 + ci) = ci/(1 + ci), 1 ≤ i ≤ N .
Á) Ïîëíûé èìïóëüñ P = p0 + p1 + . . . + pN ïðåâðàùàåòñÿ â èìïóëüñ

�ñàìîãî ìàññèâíîãî� òåëà:
P = p̃0. (129)

Êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò M =
∑N

i=0[Mi,pi] â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå T ∗Q
èíâàðèàíòåí ïðè ïðåîáðàçîâàíèè L: M =

∑N
i=0[M̃i, p̃i].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòîâ À, Á ïðîâîäèòñÿ ïðÿìîé ïîä-
ñòàíîâêîé â ôóíêöèè T è P ñëåäóþùèõ ÿâíûõ ôîðìóë ïðåîáðàçîâàíèÿ L∗

èìïóëüñîâ: p0 = 1
1+c1+...+cN

p̃0, pi = p̃i + ci

1+c1+...+cN
p̃0, 1 ≤ i ≤ N .

Èíâàðèàíòíîñòü êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ñëåäóåò èç åãî èíâàðèàíòíîñòè
îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà T ∗Q, èíäóöèðîâàííîãî
ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà Q âèäà M̃i = aijMj, ãäå ìàòðèöà ‖aij‖ íåâû-
ðîæäåíà. Ïîñëåäíåå âåðíî, òàê êàê ïðåîáðàçîâàíèå èìïóëüñîâ èìååò âèä
p̃i = bikpk, ãäå

∑
k bikajk = δij, îòêóäà èìååì:

N∑

i=0

[M̃i, p̃i] =
N∑

i=0

N∑

j=0

N∑

k=0

[M̃j, p̃k]aijbik =
N∑

i=0

[M̃i, p̃i].

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 14. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé ïëàíåò-
íîé ñèñòåìû áåç ñïóòíèêîâ. Çàìåòèì, ÷òî ïåðåõîä îò êîîðäèíàò M ê êîîð-
äèíàòàì x ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ïðåîáðàçîâàíèÿ Ïóàíêàðå L è ãîìîòåòèè
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M̃i = Rxi, 1 ≤ i ≤ N . Ïîëàãàÿ p̃i = µξξi/
√

R, 1 ≤ i ≤ N , p̃0 = 0, ïîëó÷àåì èç
ôîðìóëû (128) òðåáóåìîå âûðàæåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè T ñ òî÷íîñòüþ
äî íóæíîãî ìíîæèòåëÿ. À èìåííî, TR/µ ðàâíî ∑N

i=1
ξξ2
i

2m̃i
+µ

∑
1≤i<j≤N〈ξξi, ξξj〉.

Ïîýòîìó, â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïëàíåòíîé ñèñòåìû áåç ñïóòíèêîâ, ãàìèëüòî-
íèàí H äåéñòâèòåëüíî ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ R

µ
(T + U) ïîëíîé ýíåðãèè ñè-

ñòåìû íà êîýôôèöèåíò R
µ
. Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà

dp̃ ∧ dM̃ = µ
√

Rdξξ ∧ dx îòëè÷àåòñÿ îò ñòàíäàðòíîé dξξ ∧ dx, íî ëèøü ïî-
ñòîÿííûì ìíîæèòåëåì, ÷òî ìîæíî êîìïåíñèðîâàòü èçìåíåíèåì ìàñøòàáà
âðåìåíè.

Â îáùåì ñëó÷àå ïëàíåòíî-ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïå-
ðåõîäà îò ðàäèóñ-âåêòîðîâ (M0,M1, . . . ,MN) ê êîîðäèíàòàì xi, yij íóæíî
ïðèìåíèòü ñëåäóþùèå òðè ïðåîáðàçîâàíèÿ. À èìåííî, ñíà÷àëà íóæíî ïðè-
ìåíèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ïóàíêàðå L êî âñåé ñèñòåìå (ñì. âûøå), çàòåì íóæ-
íî ïðèìåíèòü ïðåîáðàçîâàíèå L ê êàæäîé ñïóòíèêîâîé ñèñòåìå M̃ij, 0 ≤
j ≤ ni, à ïîòîì íóæíî ñäåëàòü íîðìèðóþùóþ ãîìîòåòèþ ˜̃Mi0 = C̃i = Rxi,
1 ≤ i ≤ n, ˜̃Mij = yij, 0 ≤ j ≤ ni. Äëÿ ïðîñòîòû ôîðìóë ìû äàëåå áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ó âñåõ ïëàíåò åñòü ñïóòíèêè, ò.å. âñå ni ïîëîæèòåëüíû.

Øàã 1. Ïåðâîå ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ L ê èñõîäíûì êîíôèãóðà-
öèîííûì ïåðåìåííûì äà¼ò, ñîãëàñíî (127),

T =
p̃2

0

2c̄0

+
N∑

i=1

p̃2
i

2ci

+
1

2
(p̃1 + . . . + p̃N)2 =

p̃2
0

2c̄0

+
n∑

i=1

T̃i +
1

2
(P̃1 + . . . + P̃n)2,

ãäå T̃i =
p̃2

i

2ci
+

∑ni
j=1

p̃2
ij

2cij
=

p̃2
i

2µmi
+

∑ni
j=1

p̃2
ij

2µνmij
� êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ i�

òîé ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû, P̃i = p̃i +
∑ni

j=1 p̃ij � èìïóëüñ i�òîé ñïóòíèêîâîé
ñèñòåìû.

Øàã 2. Ïîëîæèì p̃0 = 0 è ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå L ïî îòäåëüíîñòè
ê êàæäîé ñïóòíèêîâîé ñèñòåìå. Â ðåçóëüòàòå ïî ôîðìóëå (128) èìååì T̃i =

˜̃p
2
i

2µm̄i
+

∑ni
j=1

˜̃p
2
ij

2µνm̃ij
+ 1

µmi

∑
1≤j<j′≤ni

〈˜̃pij, ˜̃pij′〉, ãäå m̄i = mi + ν
∑ni

j=1 mij, m̃ij =
mijmi

mi+νmij
. Ïî ôîðìóëå (129) èìååì P̃i = ˜̃pi.

Îòñþäà, ñ ó÷¼òîì ïðåäûäóùåãî øàãà, ïîëó÷àåì

T =
n∑

i=1


 ˜̃p

2

i

2µm̄i

+
ni∑

j=1

˜̃p
2

ij

2µνm̃ij

+
∑

1≤j<j′≤ni

〈˜̃pij, ˜̃pij′〉
µmi


 +

1

2
(

n∑

i=1

˜̃pi)
2 =

n∑

i=1


 ˜̃p

2

i

2µm̃i

+
ni∑

j=1

˜̃p
2

ij

2µνm̃ij

+
∑

1≤j<j′≤ni

〈˜̃pij, ˜̃pij′〉
µmi


 +

∑

1≤i<i′≤n

〈˜̃pi, ˜̃pi′〉,

ãäå m̃i = m̄i

1+µm̄i
, 1 ≤ i ≤ n.
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Øàã 3. Ñäåëàåì òåïåðü �íîðìèðîâêó�: ïîëîæèì ïðè 1 ≤ i ≤ n

˜̃M i = Rxi,
˜̃M ij = yij,

˜̃pi =
µ√
R

ξξi, ˜̃pij = µ3/2νηηij. (130)

Òîãäà îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì: T =

µ
n∑

i=1


 ξξ2

i

2m̃iR
+ µν

ni∑

j=1

ηη2
ij

2m̃ij

+
µν2

mi

∑

1≤j<j′≤ni

〈ηηij, ηηij′〉

 +

µ2

R

∑

1≤i<i′≤n

〈ξξi, ξξi′〉.

Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî µνωR = ε, ïðîèçâåäåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè T íà
ωR/µ ðàâíî

n∑

i=1


ω

ξξ2
i

2m̃i

+ ε
ni∑

j=1

ηη2
ij

2m̃ij

+
εν

mi

∑

1≤j<j′≤ni

〈ηηij, ηηij′〉

 + ωµ

∑

1≤i<i′≤n

〈ξξi, ξξi′〉,

÷òî è òðåáîâàëîñü (ñì. (126), (99)).
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, ñîãëàñíî (130),

èìååò âèä

dp ∧ dM = d˜̃p ∧ d ˜̃M = µ
√

R
n∑

i=1

(dξξi ∧ dxi + ε
ni∑

j=1

dηηij ∧ dyij),

òàê êàê, íàïîìíèì, ε = ν
√

µ
R
. Ýòà ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà îòëè÷àåòñÿ

îò óêàçàííîé â ôîðìóëå (125) ëèøü ìíîæèòåëåì µ
√

R. Êàê íåîäíîêðàòíî
îòìå÷àëîñü âûøå, íàëè÷èå ýòîãî ìíîæèòåëÿ ìîæíî êîìïåíñèðîâàòü èçìå-
íåíèåì ìàñøòàáà âðåìåíè. Óòâåðæäåíèå 14 äîêàçàíî.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé ëåììû 15 î íåâîçìóù¼ííîé ñè-
ñòåìå.

3.4.2 Êðóãîâûå äâèæåíèÿ çàäà÷è Êåïëåðà (íåâûðîæäåííîñòü)
Çäåñü áóäåò äîêàçàíà ëåììà 16 î çàäà÷å Êåïëåðà.

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ïëîñêóþ çàäà÷ó Êåïëåðà, çàäàâàåìóþ ñèñòå-
ìîé óðàâíåíèé

d2q

dt2
= − kq

|q|3 ,

ãäå q � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè â ïëîñêîñòè. Â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìà
ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H =
p2

2m
− km

|q| = T + U, (131)
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ãäå T = p2

2m
, U = −km

|q| � êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû, p
� ôàçîâûé èìïóëüñ òî÷êè. Äâèæåíèÿ çàäà÷è â îáëàñòè îòðèöàòåëüíûõ çíà-
÷åíèé ýíåðãèè H ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè. Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî çàêîíàì
Êåïëåðà, îðáèòà äâèæåíèÿ òî÷êè ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì, ó êîòîðîãî îäèí èç
ôîêóñîâ ïîìåù¼í â íà÷àëî êîîðäèíàò, ïðè÷¼ì äâèæåíèå ïîëíîñòüþ îïðå-
äåëÿåòñÿ ñâîåé îðáèòîé è íà÷àëüíûì ïîëîæåíèåì òî÷êè íà îðáèòå.

Ïîâåðõíîñòü êðóãîâûõ äâèæåíèé â ïëîñêîé çàäà÷å Êåïëåðà. Ëè-
íåéíàÿ ÷àñòü îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ïëîñêàÿ
çàäà÷à Êåïëåðà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî âñåõ ïîâîðîòîâ ïëîñêîñòè, òàê
÷òî îíà èìååò ïåðâûé èíòåãðàë êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà M = [q,p]. Îòìå-
òèì äâà ïðîñòûõ ñâîéñòâà êðóãîâûõ äâèæåíèé â çàäà÷å Êåïëåðà:

Âî-ïåðâûõ, èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî r > 0 îäíî-
çíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ) îïðåäåëåíî óäî-
âëåòâîðÿþùåå ñèñòåìå óðàâíåíèé êðóãîâîå äâèæåíèå òî÷êè ïî îêðóæíîñòè
ðàäèóñà r. Ïðè ýòîì óãëîâàÿ ñêîðîñòü ýòîãî äâèæåíèÿ ðàâíà ω = ±

√
k
r3 , à

ýíåðãèÿ H è êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò M ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî h = −km
2r

è
M = mωr2 = ±m

√
kr. Â ÷àñòíîñòè, çíà÷åíèÿ h è M ìîíîòîííî (ïðè ω > 0

èëè ω < 0) çàâèñÿò îò çíà÷åíèÿ ω è ïðèíèìàþò ëþáûå çíà÷åíèÿ â îáëàñòÿõ
h < 0 è M 6= 0 ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ ïà-
ðàìåòðîâ r, ω, h, M êðóãîâîãî äâèæåíèÿ ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé óêàçàííûì
îáðàçîì.

Âî-âòîðûõ, êðóãîâûì äâèæåíèÿì â òî÷íîñòè îòâå÷àþò ðàâíîâåñíûå, ò.å.
ñòàöèîíàðíûå, ïîëîæåíèÿ òî÷êè ïî îòíîøåíèþ ê âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êî-
îðäèíàò ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî α 6= 0 êðóãîâîå
äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêèì ñ ïàðàìåòðàìè τ = α

ω
, α.

Äðóãèìè ñëîâàìè, òàêîå äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ α
ω
�ïåðèîäè÷åñêèì îòíîñèòåëü-

íî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω (à òàêæå ñ
ëþáîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ âèäà (1 + 2πk

α
)ω, ãäå k � öåëîå ÷èñëî).

Äëÿ ëþáîãî ω 6= 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç γω ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ çàäà÷è
Êåïëåðà, îòâå÷àþùóþ êðóãîâîìó äâèæåíèþ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω. Èí-
âàðèàíòíóþ äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü ∪ω 6=0γω â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, îá-
ðàçîâàííóþ âñåìè ýòèìè òðàåêòîðèÿìè, íàçîâ¼ì ïîâåðõíîñòüþ êðóãîâûõ
äâèæåíèé. Ýòà ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé è äèôôåîìîðôíà äâóìåðíî-
ìó öèëèíäðó.

Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå ñèñòåìû íà èçîýíåðãåòè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü
Ph = H−1(h) â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íàïîìíèì, ÷òî ñèñòåìà, îïèñûâà-
þùàÿ äâèæåíèå îòíîñèòåëüíî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ óãëîâîé
ñêîðîñòüþ ω, ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé ñ ãàìèëüòîíèàíîì H − ωM . Çíà÷èò,
êðóãîâûì äâèæåíèÿì â òî÷íîñòè îòâå÷àþò ñòàöèîíàðíûå ïîëîæåíèÿ òàêîé
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ñèñòåìû.
Ëåììà 16 èç �3.2 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 20. Ïóñòü H � ãàìèëüòîíèàí (131) ïëîñêîé çàäà÷è Êåïëåðà,
M � èíòåãðàë êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî
ω 6= 0. Òîãäà:

à) Êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè H − ωM â òî÷íîñòè îòâå÷àþò êðó-
ãîâîìó äâèæåíèþ γω çàäà÷è Êåïëåðà ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω. Ïðè ýòîì
ôóíêöèÿ H−ωM ÿâëÿåòñÿ áîòòîâñêîé, è ïî îòíîøåíèþ ê ýòîé ôóíêöèè
èíäåêñ êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè γω ðàâåí 1.

á) Ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îãðàíè÷åíèÿ M |Ph
èíòåãðàëà M íà

èçîýíåðãåòè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü Ph = H−1(h) ñîâïàäàåò ñ îêðóæíîñòüþ
γω, îòâå÷àþùåé êðóãîâîìó äâèæåíèþ. Ôóíêöèÿ M |Ph

ÿâëÿåòñÿ áîòòîâ-
ñêîé è äîñòèãàåò ìàêñèìóìà íà îêðóæíîñòè γω.

â) Ðàññìîòðèì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå çàäà÷è Êåïëåðà ñèñòåìó êî-
îðäèíàò ϕ mod 2π, I ≡ M , q, p âèäà

I = pψ = M, p = rpr, ϕ = ψ − 2rpr

pψ

, q = ln(
km2r

p2
ψ

), (132)

ãäå r, ψ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ, pr, pψ � ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èìïóëüñû. Òîãäà ýòè êîîðäèíàòû ÿâëÿþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè, è
îòíîñèòåëüíî íèõ ïîâåðõíîñòü êðóãîâûõ äâèæåíèé ñîâïàäàåò ñ êîîðäè-
íàòíûì ñèìïëåêòè÷åñêèì ïîäïðîñòðàíñòâîì {q = p = 0}:

∪ω 6=0γω = {q = p = 0}.

Ïðè ýòîì, äëÿ ëþáîãî ω 6= 0, â ëþáîé òî÷êå îêðóæíîñòè γω êâàäðàòè÷íàÿ
÷àñòü ôóíêöèè H−ωM èìååò äèàãîíàëüíûé âèä îòíîñèòåëüíî óêàçàííûõ
êîîðäèíàò:

δ2(H − ωM)|γω = − 3

2mr2
δI2 +

ω

2
(
δp2

I
+ Iδq2). (133)

Êðîìå òîãî, â óêàçàííûõ êîîðäèíàòàõ ãàìèëüòîíèàí H çàäà÷è Êåïëåðà
íå çàâèñèò îò óãëîâîé ïåðåìåííîé ϕ mod 2π è èìååò âèä

H

k2m3
=

p2 + I2

2I4e2q
− 1

I2eq
.

Â ÷àñòíîñòè, îãðàíè÷åíèå H̄ ãàìèëüòîíèàíà H íà ïîâåðõíîñòü êðóãîâûõ
äâèæåíèé {q = p = 0} èìååò âèä H̄ = H̄(I) = −k2m3

2I2 , è êàæäàÿ îêðóæíîñòü
γω íà ïîâåðõíîñòè {q = p = 0} çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì γω = {dH̄

dI
≡ k2m3

I3 = ω}.
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Èç ïóíêòà â) ýòîé ëåììû ñðàçó ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âàæíîå ñëåäñòâèå,
èç êîòîðîãî ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ëåììà 16.
Ñëåäñòâèå 16. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü γω, îòâå÷àþùóþ êðóãîâîìó
äâèæåíèþ çàäà÷è Êåïëåðà ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω. Òîãäà â ëþáîé òî÷-
êå ýòîé îêðóæíîñòè, îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàò ϕ mod 2π,
I = M , q, p èç ëåììû 20, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâëå-
íèÿ äëÿ íåêîòîðûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ýòîé òî÷êå:

1) Ëèíåàðèçàöèÿ ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H − ωM çàäà¼òñÿ ìàò-
ðèöåé âèäà

B =




0 −3
mr2 0 0

0 0 0 0
0 0 0 ω/I
0 0 −ωI 0


 .

2) Ðàññìîòðèì ïîòîê ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H−ωM , ò.å. çàäà÷è
Êåïëåðà îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã öåíòðà ñ óãëîâîé
ñêîðîñòüþ ω. Ëèíåàðèçàöèÿ At = etB ýòîãî ïîòîêà çàäà¼òñÿ ñèìïëåêòè-
÷åñêîé ìàòðèöåé âèäà

At = etB =




1 −3t
mr2 0 0

0 1 0 0
0 0 cos(ωt) sin(ωt)/I
0 0 −I sin(ωt) cos(ωt)


 .

3) Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîãî îïåðàòîðà A = At = etB,
ò.å. êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q(x) = ω2(Ax,x), çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé âèäà

Q =




0 0 0 0
0 3t

mr2 0 0
0 0 −I sin(ωt) 0
0 0 0 − sin(ωt)/I


 .

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 20. Ïåðâàÿ ÷àñòü ïóíêòà à) ýòîé ëåììû î÷åâèä-
íà. Òàê êàê ýíåðãèÿ h ìîíîòîííî çàâèñèò îò óãëîâîé ñêîðîñòè ω (ñì. âûøå),
òî èç ïåðâîé ÷àñòè ïóíêòà à) ñðàçó ïîëó÷àåì ïåðâóþ ÷àñòü ïóíêòà á).

Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü ïóíêòà á). Ïðè ïåðåõîäå ê ïîëÿðíûì êîîðäèíà-
òàì ψ mod 2π, r > 0 è ñîîòâåòñòâóþùèì ïîëÿðíûì èìïóëüñàì pψ = M , pr

ãàìèëüòîíèàí (131) çàäà÷è Êåïëåðà ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

H =
p2

r + p2
ψ/r2

2m
− km

r
.
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Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî γ = γω êðèòè÷åñêèõ òî÷åê
ôóíêöèè H − ωM çàäà¼òñÿ óñëîâèÿìè

pr = 0, ω =
pψ

mr2
, p2

ψ = km2r. (134)

Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèå M , è ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå ãàìèëüòîíèàíà H íà
ïîëó÷åííóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî γ ÿâëÿåòñÿ áîòòîâñêèì
ìíîæåñòâîì ìèíèìóìîâ ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, íåïîñðåäñòâåí-
íûé ïîäñ÷¼ò ïîêàçûâàåò, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü ôóíêöèè H−ωM â ëþáîé
òî÷êå îêðóæíîñòè γ èìååò âèä

2δ2(H − ωM)|γ =
δp2

ψ

mr2
− 4ω

r
δpψδr +

1

m
δp2

r + mω2δr2.

Ïîëàãàÿ pψ = M = const, ψ = const, ïîëó÷àåì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼í-
íóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Òåïåðü ìîæíî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ñëåäóþùèì îáùèì ôàêòîì, à èìåííî, ÷òî áîòòîâñêîå êðèòè÷åñêîå
ïîäìíîãîîáðàçèå îãðàíè÷åíèÿ îäíîé ôóíêöèè F íà ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî
óðîâíÿ äðóãîé ôóíêöèè G ÿâëÿåòñÿ áîòòîâñêèì êðèòè÷åñêèì ïîäìíîãî-
îáðàçèåì îãðàíè÷åíèÿ âòîðîé ôóíêöèè G íà ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî óðîâíÿ
ïåðâîé ôóíêöèè F , ïðè÷¼ì èíäåêñû ýòîãî áîòòîâñêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ â
ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ äàþò â ñóììå ïîëíóþ ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ. Îò-
ñþäà ïîëó÷àåì âòîðóþ ÷àñòü ïóíêòà á).

Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü ïóíêòà à), ò.å. áîòòîâîñòü îêðóæíîñòè γ îòíîñè-
òåëüíî ôóíêöèè H−ωM . Íåòðóäíî ïîñòðîèòü â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå
ëþáîé òî÷êè îêðóæíîñòè γ íîâûå êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû δϕ, δI, δq, δp,
îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà H − ωM ïðè-
ìåò äèàãîíàëüíûé âèä. À èìåííî, ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå
êîîðäèíàò â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå:

δI = δpψ, δp = rδpr, δϕ = δψ − 2r

I
δpr, δq =

δr

r
− 2

I
δpψ.

Òî åñòü, êîîðäèíàòû I, p � ýòî �÷èñòûå èìïóëüñû�: I � ýòî óãëîâîé èìïóëüñ
(êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò) ïëàíåòû, p � ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ðàäèàëü-
íûé èìïóëüñ, à êîíôèãóðàöèîííûå ïåðåìåííûå δϕ mod 2π, δq ïîëó÷àþòñÿ
èç êîíôèãóðàöèîííûõ êîîðäèíàò δψ mod 2π, δr ïðèáàâëåíèåì èìïóëüñîâ.
Ïðè óêàçàííîé çàìåíå êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü ôóíêöèè H −ωM â ëþáîé òî÷-
êå èç (134) ïðèíèìàåò äèàãîíàëüíûé âèä (133). Îòñþäà ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî
îêðóæíîñòü γ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ áîòòîâñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì èí-
äåêñà 1 äëÿ ôóíêöèè H − ωM , ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà à).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîñòðîåííîå íàìè êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå êàñà-
òåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ïðîäîëæèòü äî êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ (132) ñàìîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà (èç êîòîðîãî âûêèíóòà ãèïåðïî-
âåðõíîñòü pψ = M = 0 è ïëîñêîñòü �ñòîëêíîâåíèÿ� r = 0). Íåïîñðåäñòâåííî
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ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò (132) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ
êàíîíè÷åñêèì, îòîáðàæàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íî îáëàñòü r > 0, pψ = M 6= 0
íà îáëàñòü I = M 6= 0, è ÷òî ãàìèëüòîíèàí H ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè
ïðèíèìàåò âèä, óêàçàííûé â ëåììå 20.

Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî îêðóæíîñòè (134) ïðè âñåâîçìîæíûõ ω 6= 0 çàìåòà-
þò ïîâåðõíîñòü {q = p = 0, I 6= 0}. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ëþ-
áîé òî÷êå ýòîé ïîâåðõíîñòè çàìåíà êîîðäèíàò â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå
ñîâïàäàåò ñ ïîñòðîåííûì âûøå ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Ýòî çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà â) ëåììû 20.

Íàêîíåö, îáîçíà÷èì ÷åðåç h îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè H íà ðàññìàòðèâàå-
ìóþ èíâàðèàíòíóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü q = p = 0, ÿâëÿþùóþñÿ
íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì äâóõ ïëîñêèõ êîëåö. ßñíî, ÷òî h = h(I). Ïðÿìàÿ
ïîäñòàíîâêà çíà÷åíèé q = p = 0 â ãàìèëüòîíèàí H äà¼ò íóæíûé âèä ãà-
ìèëüòîíèàíà: h = −k2m3

2I2 . Ðàâåíñòâî dh = ωdI î÷åâèäíî, òàê êàê ìíîæåñòâî
q = p = 0 îáðàçîâàíî îêðóæíîñòÿìè (134) ïðè âñåâîçìîæíûõ ω 6= 0, à
êàæäàÿ èç ýòèõ îêðóæíîñòåé, ïî äîêàçàííîìó, ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì êðè-
òè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè H − ωI.

Ëåììà 20, à çíà÷èò, è ëåììà 16, ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

3.4.3 Ñóùåñòâîâàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé çàäà÷è Õèëëà
Çäåñü ìû äîêàæåì ëåììó 17 î ïðåäåëüíîé çàäà÷å Õèëëà.

Èç ñëåäñòâèÿ 16 ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð ìîíîäðîìèè çàäà÷è Êåïëåðà, ò.å.
ëèíåéíàÿ ÷àñòü ôàçîâîãî ïîòîêà gt

H−ωM ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H−ωM
çà âðåìÿ t = τ â ðàâíîâåñíîì ðåøåíèè γω çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé âèäà

A = eτB =




1 −3τ
mr2 0 0

0 1 0 0
0 0 cos |α| sin |α|
0 0 − sin |α| cos |α|




îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàò δϕ, δI, δq̃, δp̃ â êàñàòåëü-
íîì ïðîñòðàíñòâå, ãäå α = ωτ . Çäåñü ϕ mod 2π, I, q, p � êîîðäèíàòû (132)
èç ëåììû 16, δq̃ =

√
|I|δq, δp̃ = 1√

|I|δp � êàíîíè÷åñêàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ.
Ïîÿñíèì çäåñü, ïî÷åìó ïðè óãëå α â ôîðìóëå äëÿ ìàòðèöû A âîçíèê

çíàê ìîäóëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó óãëîâàÿ ñêîðîñòü ω è èíòåãðàë ïëî-
ùàäåé I = [q,p] èìåþò îäèí çíàê, òî ωI = |ωI| > 0. Çíà÷èò, â ïðàâîì íèæ-
íåì áëîêå ìàòðèöû B èç ñëåäñòâèÿ 16 îáà íåíóëåâûõ ñîìíîæèòåëÿ èìåþò
ôèêñèðîâàííûå çíàêè, íå çàâèñÿùèå îò çíàêà ω. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ω > 0
ïðàâûé íèæíèé áëîê ìàòðèöû A îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè ÿâëÿåòñÿ ïîâîðî-
òîì íà óãîë −α, à ïðè ω < 0 � ïîâîðîòîì íà óãîë α. Çíàêè îñòàëüíûõ
íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû A íå çàâèñÿò îò çíàêà ω.
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Èòàê, îïåðàòîð ìîíîäðîìèè äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ γ çàäà÷è
Êåïëåðà âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé A. Ðàñ-
ñìîòðèì äâå ìàòðèöû, ïîëó÷åííûå èç A ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1) Ðàññìîòðèì îïåðàòîð A − I, ÿâëÿþùèéñÿ ðàçíîñòüþ îïåðàòîðà ìî-
íîäðîìèè A è òîæäåñòâåííîãî îïåðàòîðà I. ßñíî, ÷òî êàñàòåëüíîå ïðî-
ñòðàíñòâî ê ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè γ ëåæèò â ÿäðå ýòîãî îïåðàòîðà:
Tmγ ⊂ ker (A − I). Íàïîìíèì, ÷òî â òåðìèíîëîãèè òåîðåìû 5 ïåðèîäè÷å-
ñêîå ðåøåíèå γ íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì (ïî îòíîøåíèþ ê ïåðèîäó τ),
åñëè ýòî âêëþ÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì.

2) Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ îêàéìëåíèåì ìàòðèöû
îïåðàòîðà A− I:




A− I

ω
0
0
0

0 ω 0 0 0




=




0 −3τ
mr2 0 0 ω

0 0 0 0 0
0 0 cos |α| − 1 sin |α| 0
0 0 − sin |α| cos |α| − 1 0
0 ω 0 0 0




.

Åñëè ÿäðî ýòîé ìàòðèöû îäíîìåðíî, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ωτ 6= 0 è íåâû-
ðîæäåí å¼ áëîê

(
cos |α| − 1 sin |α|
− sin |α| cos |α| − 1

)
= 2 tg |α

2
|
(
− sin |α

2
| cos |α

2
|

− cos |α
2
| − sin |α

2
|

)
,

òî â òåðìèíîëîãèè òåîðåìû 1 ðåøåíèå γ íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì (ïî
îòíîøåíèþ ê ïåðèîäó τ).

×òîáû íå ïóòàòü ýòè äâå íåâûðîæäåííîñòè, ìû áóäåì âî âòîðîì ñëó-
÷àå ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèå γ èçîýíåðãåòè÷åñêè íåâûðîæäåíî. Àíàëîãè÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûå è èçîýíåðãåòè÷åñêè íåâûðîæäåííûå ïîäìíî-
ãîîáðàçèÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè, çàïîëíåííûå òðàåêòîðèÿìè ïåðèîäè-
÷åñêèõ ðåøåíèé ïðîèçâîëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû.

Èç ÿâíîãî âèäà ìàòðèöû A ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å
óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè è èçîýíåðãåòè÷åñêîé íåâûðîæäåííîñòè ýêâèâà-
ëåíòíû è èìåþò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà τ 6= 0, α 6= 2πk, k ∈ ZZ.
Òàêèì îáðàçîì, èç ñëåäñòâèÿ 16, ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ,
ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñëåäñòâèÿ.
Ñëåäñòâèå 17. Ïóñòü H � ãàìèëüòîíèàí (131) ïëîñêîé çàäà÷è Êåïëå-
ðà, M � èíòåãðàë êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ýòîé çàäà÷è. Ïóñòü γ � ôà-
çîâàÿ òðàåêòîðèÿ êðóãîâîãî äâèæåíèÿ çàäà÷è Êåïëåðà ñ óãëîâîé ñêîðî-
ñòüþ ω. Ïóñòü σ � ñå÷åíèå Ïóàíêàðå â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå çàäà÷è,
òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùåå òðàåêòîðèþ γ â ïðîèçâîëüíî çàäàííîé åãî

190



òî÷êå. Ïóñòü τ > 0, α = ωτ 6= 2πk, k ∈ ZZ. Ðàññìîòðèì (íå îáÿçà-
òåëüíî ãàìèëüòîíîâó) çàäà÷ó, τ�ïåðèîäè÷åñêè çàâèñÿùóþ îò âðåìåíè è
ïîëó÷åííóþ ìàëûì âîçìóùåíèåì ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H − ωM .
Òîãäà ïðè ëþáîì äîñòàòî÷íî ìàëîì âîçìóùåíèè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íîå τ�ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå γ̃ âîçìóù¼ííîé çàäà÷è, áëèçêîå ê ðåøåíèþ γ,
ïåðåñåêàþùåå ñå÷åíèå σ â íóëåâîé ìîìåíò âðåìåíè.

Ýòî óòâåðæäåíèå ëåãêî ñëåäóåò èç íåâûðîæäåííîñòè ðåøåíèÿ γ ïðè
α 6= 2πk, k ∈ ZZ (ñì. âûøå), è äîêàçûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè òåîðåìû î íåÿâíûõ
ôóíêöèÿõ. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà âîçìóùåíèå ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ãà-
ìèëüòîíîâûì, ðåøåíèå γ̃ áóäåò òàêæå èçîýíåðãåòè÷åñêè íåâûðîæäåííûì.

Èìååòñÿ ñëåäóþùèé àíàëîã ñëåäñòâèÿ 17 â âûðîæäåííîì ñëó÷àå, ò.å.
ïðè α = 2πk, k ∈ ZZ (íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëó÷àé k = 1).
Ñëåäñòâèå 18. Ïóñòü, â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 17, α = 2πk, k ∈ ZZ. Ðàñ-
ñìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî íåâîçìóù¼ííûõ çàäà÷ ñ ãàìèëü-
òîíèàíîì H − ω̃M , çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà ω̃. Ïóñòü γ = γ(ω) � ïå-
ðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, îòâå÷àþùåå êðóãîâîìó îòíîñèòåëüíî
ïåðèîäè÷åñêîìó äâèæåíèþ çàäà÷è Êåïëåðà ñ ïàðàìåòðàìè τ̃ = τ̃(ω̃), α̃ =
ω̃τ̃(ω̃). Íàëîæèì íà ýòó ñèñòåìó (íå îáÿçàòåëüíî ãàìèëüòîíîâî) âîçìó-
ùåíèå ïîðÿäêà (ω̃ − ω)2, ÿâëÿþùååñÿ τ̃�ïåðèîäè÷åñêèì ïî âðåìåíè. Òîãäà:

1. Ïðè ëþáîì ω̃, äîñòàòî÷íî áëèçêîì ê ω, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå γ̃ = γ̃(ω̃) âîçìóù¼ííîé çàäà÷è,
ïåðåñåêàþùåå ñå÷åíèå σ â íóëåâîé ìîìåíò âðåìåíè è èìåþùåå òå
æå ïàðàìåòðû τ̃ , α̃.

2. Ðåøåíèå γ̃ íåâûðîæäåíî ïî îòíîøåíèþ ê ïåðèîäó τ̃ è îòëè÷àåòñÿ îò
ðåøåíèÿ γ íå áîëåå, ÷åì íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà (ω̃ − ω)2 âîçìóùåíèÿ
çàäà÷è.

3. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî n, ïîðÿäîê êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò 1
|ω̃−ω| è äëÿ

êîòîðîãî nα̃ mod 2π îòäåëåíî îò íóëÿ áîëåå ÷åì íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà
|ω̃ − ω|, ðåøåíèå γ̃ íåâûðîæäåíî ïî îòíîøåíèþ ê ïåðèîäó nτ̃ .

Çàìå÷àíèå 25. Èç ñëåäñòâèé 17 è 18 ïîëó÷àåì, ÷òî âñåâîçìîæíûå ïåðè-
îäè÷åñêèå ðåøåíèÿ âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû îáðàçóþò îêðóæíîñòü. Ýòî ñëå-
äóåò èç òîãî, ÷òî ñå÷åíèå Ïóàíêàðå σ ìîæíî âûáðàòü ãëàäêî çàâèñÿùèì îò
òî÷êè íà òðàåêòîðèè γ. Îäíàêî ÷àñòî, íàïðèìåð, ïðè íàëè÷èè ó ñèñòåìû
ïîäõîäÿùèõ ñèììåòðèé, ýòè ðåøåíèÿ ôàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò. Áîëåå òî÷-
íî, àâòîíîìíîñòü ñèñòåìû èëè ñóùåñòâîâàíèå öèêëè÷åñêîé ïåðåìåííîé M
ãàðàíòèðóþò ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî âñå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ
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äðóã èç äðóãà ñäâèãîì íà÷àëà îòñ÷¼òà âðåìåíè èëè ïîâîðîòîì íà íåêîòîðûé
óãîë.

Çàìå÷àíèå 26. Èç ñëåäñòâèÿ 18 ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî åñëè âîçìóù¼ííàÿ
ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé, òî ðåøåíèå γ̃ íå òîëüêî íåâûðîæäåíî, íî
è èçîýíåðãåòè÷åñêè íåâûðîæäåíî ïî îòíîøåíèþ ê ïåðèîäó τ̃ .
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèé 17, 18. Ñëåäñòâèå 17 âûòåêàåò èç íåâûðîæ-
äåííîñòè (è èçîýíåðãåòè÷åñêîé íåâûðîæäåííîñòè) ðåøåíèÿ γ ïðè α 6= 2πk,
k ∈ ZZ.

Äîêàæåì, ÷òî èç âòîðîé ÷àñòè ïóíêòà 2 ñëåäñòâèÿ 18 ñëåäóåò åãî ïåðâàÿ
÷àñòü è ïóíêò 3. Áîëåå òîãî, ìû äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî n, ïîðÿäîê
êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò 1

|ω̃−ω| , è äëÿ êîòîðîãî âåëè÷èíà mink∈ZZ |nα̃ − 2πk|
îòäåëåíà îò íóëÿ âåëè÷èíîé áîëüøåé, ÷åì ïîðÿäêà |ω̃−ω|, ïåðèîäè÷åñêîå ðå-
øåíèå γ̃ ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ïî îòíîøåíèþ ê ïåðèîäó nτ̃ , è èçîýíåð-
ãåòè÷åñêè íåâûðîæäåííûì, åñëè âîçìóù¼ííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòî-
íîâîé. Â ñàìîì äåëå, òàê êàê âîçìóùåíèå èìååò ïîðÿäîê (ω̃−ω)2 è, ñîãëàñíî
ïóíêòó 2, ðåøåíèå γ̃ îòëè÷àåòñÿ îò γ íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà (ω̃−ω)2, òî îïå-
ðàòîð ìîíîäðîìèè Ã, îòâå÷àþùèé ðåøåíèþ γ̃, îòëè÷àåòñÿ îò îïåðàòîðà A,
îòâå÷àþùåãî êðóãîâîìó äâèæåíèþ çàäà÷è Êåïëåðà, íà âåëè÷èíó òîãî æå
ïîðÿäêà (ω̃ − ω)2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð Ãn îòëè÷àåòñÿ îò An íà
ñêîëü óãîäíî ìàëóþ âåëè÷èíó (â äåéñòâèòåëüíîñòè � íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà
|ω̃ − ω|). Äàëåå, èç ÿâíîãî âèäà îïåðàòîðà A ëåãêî íàéòè åãî ñòåïåíü An. À
èìåííî, ýòî áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç æîðäàíîâîé êëåò-
êè è ìàòðèöû ïîâîðîòà íà óãîë nα̃. Âû÷èòàÿ èç ýòîé ìàòðèöû åäèíè÷íóþ
ìàòðèöó, ïîëó÷àåì, ÷òî ÿäðî ïîëó÷åííîãî è ëþáîãî |ω̃−ω|�áëèçêîãî ê íåìó
îïåðàòîðà îäíîìåðíî. Â ÷àñòíîñòè, ÿäðî îïåðàòîðà Ãn − I îäíîìåðíî, ÷òî
äîêàçûâàåò íåâûðîæäåííîñòü ðåøåíèÿ γ̃ ïî îòíîøåíèþ ê ïåðèîäó nτ̃ .

Äîêàæåì ïóíêòû 1, 2 ñëåäñòâèÿ 18. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì óñðåäíåíèÿ.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ïðè ω̃ = ω, ò.å. çàäà÷ó Êåïëåðà. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî
çàäà÷à Êåïëåðà ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìîé â îáëàñòè îòðèöàòåëü-
íûõ çíà÷åíèé èíòåãðàëà ýíåðãèè, ò.å. âñå å¼ ðåøåíèÿ â óêàçàííîé îáëàñòè
ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ñ ïåðèîäîì τ , ÿâëÿþùèìñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé â
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî êàæäàÿ èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü P = Ph

çàäà÷è Êåïëåðà ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ìíîæåñòâîì, çàïîëíåííûì τ�
ïåðèîäè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè, ñì. îïðåäåëåíèå èç �2.1 (èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ
íåâûðîæäåííîñòü ýòîé ïîâåðõíîñòè âûïîëíåíà â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ñè-
ñòåìû). Â ñàìîì äåëå, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 11 (ñì. òàêæå [25] èëè [22]),
èç ïåðèîäè÷íîñòè ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî ïåðèîä τ ðåøåíèé ïîñòîÿíåí íà
êàæäîé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Ph è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò çíà÷å-
íèÿ ýíåðãèè h. Áîëåå òîãî, ôóíêöèÿ ïåðèîäà èìååò âèä τ(h) = I ′(h), ãäå
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I = I(h) � ïåðåìåííàÿ äåéñòâèÿ äàííîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïîñêîëü-
êó â îáëàñòè êðóãîâûõ äâèæåíèé ïåðåìåííàÿ I ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëîì êè-
íåòè÷åñêîãî ìîìåíòà M , òî èç ÿâíîãî âèäà ãàìèëüòîíèàíà â ýòîé îáëàñòè
(ñì. ëåììó 20 (â)) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ I(h) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé, è ïîýòîìó
ôóíêöèÿ τ(h) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé, è å¼ ïðîèçâîäíàÿ íèãäå íå îáðàùàåòñÿ
â íîëü. Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò íåâûðîæäåííîñòü èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõ-
íîñòè Ph (ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèè ìèíèìàëüíîãî ïåðèîäà τ).

Ðàññìîòðèì òåïåðü îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî âîçìóù¼ííûõ ñè-
ñòåì, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà ω̃. Ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èíû ïîðÿäêà (ω̃ −
ω)2, âîçìóù¼ííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé ñ ãàìèëüòîíèàíîì H −
ω̃M . Íàéä¼ì óñðåäí¼ííîå âîçìóùåíèå ïîñëåäíåé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû è
ïîêàæåì, ÷òî òðàåêòîðèÿ γ ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ìíîæåñòâîì åãî íó-
ëåé. Âîçìóùåíèå M ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû
è ïîýòîìó ïîñòîÿííî íà êàæäîé å¼ òðàåêòîðèè. Çíà÷èò, óñðåäíåíèå âîç-
ìóùåíèÿ íà èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Ph ðàâíî ñàìîìó M . Äàëåå,
ñîãëàñíî ëåììå 20 (á), òðàåêòîðèÿ γ ÿâëÿåòñÿ áîòòîâñêèì ïîäìíîãîîáðà-
çèåì îãðàíè÷åíèÿ ôóíêöèè M íà Ph. Çíà÷èò, ñîãëàñíî ìåòîäó óñðåäíå-
íèÿ íà ïîäìíîãîîáðàçèè (òî÷íåå, àíàëîãó òåîðåìû 6 äëÿ íåàâòîíîìíûõ
τ�ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì), âîçìóù¼ííàÿ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííóþ τ̃�
ïåðèîäè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ γ̃, áëèçêóþ ê γ è ïåðåñåêàþùóþ ñå÷åíèå σ â
íóëåâîé ìîìåíò âðåìåíè. Ïðè ýòîì ãëàâíàÿ (ãàìèëüòîíîâà) ÷àñòü âîçìó-
ùåíèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ýòó òðàåêòîðèþ, ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èíû
ïîðÿäêà (ω̃−ω)2. Ïóíêò 1 ñëåäñòâèÿ 18 äîêàçàí. Êðîìå òîãî, äîêàçàíà âòî-
ðàÿ ÷àñòü ïóíêòà 2.

Ñëåäñòâèå 18 ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.
Èç ñëåäñòâèÿ 18 ïðè k = 1 ïîëó÷àåì ëåììó 17 î ïðåäåëüíîé çàäà÷å

Õèëëà.
Çàìå÷àíèå 27. Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåä¼ííîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâà-
íèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ Õèëëà γ̃ ìîæíî âèäîèçìåíèòü, òàê ÷òîáû
îíî îïèðàëîñü íà ìåòîä óñðåäíåíèÿ äëÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì. Â ñàìîì äå-
ëå, ðàññìîòðèì âñþ ïðåäåëüíóþ çàäà÷ó Õèëëà (96), à íå òîëüêî å¼ âòîðóþ
÷àñòü, îòíîñÿùóþñÿ ê ñïóòíèêó. Òîãäà ïðè íóëåâîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà
âîçìóùåíèÿ ïåðâàÿ ïîëîâèíà óðàâíåíèé ñèñòåìû èìååò â ïðàâûõ ÷àñòÿõ
îäíè íóëè, à âòîðàÿ å¼ ÷àñòü ñîâïàäàåò ñ çàäà÷åé Êåïëåðà äëÿ ñïóòíèêà
ñ ãàìèëüòîíèàíîì Hy. Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ãëàâíàÿ ÷àñòü âîçìóùå-
íèÿ èìååò ïîðÿäîê ω (ó ïåðâîé ïîëîâèíû óðàâíåíèé), è ñ òî÷íîñòüþ äî
âåëè÷èíû ïîðÿäêà ω2 âîçìóù¼ííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé ïî îò-
íîøåíèþ ê ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðå dξξ∧dx+dηη∧dy, ñ ãàìèëüòîíèàíîì
Hy + ωHx − ωM . Çäåñü Hx � ãàìèëüòîíèàí çàäà÷è Êåïëåðà äëÿ ïëàíåòû,
M = Mx + My � ïîëíûé èíòåãðàë êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà. ßñíî, ÷òî ãëàâ-
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íàÿ ÷àñòü Hx − Mx − My âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû ïîñòîÿííà íà òðàåêòîðèÿõ
íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû, è ïîýòîìó å¼ óñðåäíåíèå ïî ïåðèîäè÷åñêèì ðåøå-
íèÿì íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû íà ïîâåðõíîñòè P = H−1

y (h) â òî÷íîñòè ðàâíî
å¼ îãðàíè÷åíèþ íà ïîâåðõíîñòü P . Ñîãëàñíî ïóíêòàì à), á) ëåììû 20, êðè-
òè÷åñêèå òî÷êè ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ îáðàçóþò áîòòîâñêèé äâóìåðíûé òîð γ0,
îòâå÷àþùèé êðóãîâîìó äâèæåíèþ ñïóòíèêà ñ äàííûì çíà÷åíèåì ýíåðãèè
h è êðóãîâîìó äâèæåíèþ ïëàíåòû ñ åäèíè÷íîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Çíà÷èò,
ïî ìåòîäó óñðåäíåíèÿ, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå
γω ïðåäåëüíîé çàäà÷è Õèëëà, ãëàäêî çàâèñÿùåå îò ω è ñîâïàäàþùåå ñ γ0

ïðè ω = 0.
Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä óñðåäíåíèÿ îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àè, àíàëîãè÷íûå âîç-

íèêàþùåìó ïðè èçó÷åíèè ïëàíåòíî-ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû: êîãäà íåâîçìó-
ù¼ííàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà âûðîæäåíà. Îäíàêî èç êîíêðåòíîãî âè-
äà âîçìóùåíèÿ â ïëàíåòíî-ñïóòíèêîâîé ñèñòåìå ñëåäóåò, ÷òî óñðåäí¼ííîå
âîçìóùåíèå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé íà ðàññìàòðèâàåìîì N�ìåðíîì òîðå, è
òåì ñàìûì íå èìååò áîòòîâñêèõ êðèòè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ. Ïîýòîìó òåîðå-
ìû, àíàëîãè÷íûå òåîðåìå 7, íå ìîãóò ãàðàíòèðîâàòü ñòðóêòóðíóþ óñòîé-
÷èâîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ïëàíåòíî-ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû. Ìîæíî
ëèøü óòâåðæäàòü ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 11 (Â).

3.5 Îáîáùåíèÿ. Äâîéíûå ïëàíåòû
Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâû îáîáùåíèÿ ëåììû 15 è òåîðåìû 11, óæå óïîìÿ-
íóòûå âûøå â çàìå÷àíèÿõ 15 è 17.

3.5.1 Ñëó÷àé �èíäèâèäóàëüíûõ� ìàëûõ ïàðàìåòðîâ
Êàæäîé ïëàíåòå ñîïîñòàâèì ìàëûé ïàðàìåòð µi � ñóììàðíóþ ìàññó ýòîé
ïëàíåòû è âñåõ å¼ ñïóòíèêîâ, à êàæäîìó ñïóòíèêó ñîïîñòàâèì ìàëûé ïàðà-
ìåòð νij � îòíîøåíèå ìàññû ýòîãî ñïóòíèêà ê ñîîòâåòñòâóþùåé ñóììàðíîé
ìàññå µi, 1 ≤ j ≤ ni, 1 ≤ i ≤ n.

Òåîðåìà 13. Óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 11 è 12 îñòàíóòñÿ âåðíûìè, åñëè
âìåñòî ìàëîãî ïàðàìåòðà ν ââåñòè íàáîð N − n èíäèâèäóàëüíûõ ìàëûõ
ïàðàìåòðîâ νij, îòâå÷àþùèõ âñåì ñïóòíèêàì, 1 ≤ j ≤ ni, 1 ≤ i ≤ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïåðåõîä îò ïàðàìåòðà ν ê èíäèâèäóàëü-
íûì ìàëûì ïàðàìåòðàì νij ýêâèâàëåíòåí òîìó, ÷òî âåëè÷èíû mij

mi
ïåðåñòà-

þò áûòü ôèêñèðîâàííûìè, îñòàâàÿñü ëèøü îãðàíè÷åííûìè. Â ÷àñòíîñòè,
íåêîòîðûå èç íèõ ìîãóò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ. Ïîýòîìó òåîðåìà 13 â äåéñòâè-
òåëüíîñòè óòâåðæäàåò, ÷òî â òàêîé áîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå çàäà÷è òåîðåìû
11, 12 îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâû.
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Èòàê, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âñå âåëè÷èíû mi ôèêñèðîâàíû, à âåëè-
÷èíû mij

mi
îãðàíè÷åíû.

Èç óðàâíåíèé (98) âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû âèäíî, ÷òî îñíîâíàÿ òðóäíîñòü
âîçíèêàåò, êîãäà êàêîå-íèáóäü mij

mi
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïðèìåíèì ñëåäóþùóþ

�ðåãóëÿðèçàöèþ� ñèñòåìû óðàâíåíèé (98): ñäåëàåì èíäèâèäóàëüíóþ çàìåíó
èìïóëüñîâ, ïåðåéäÿ ê íîâûì ôàçîâûì èìïóëüñàì ñïóòíèêîâ ηηij

m̃ij
.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ôàêòàìè:

1. Ôóíêöèè F̃i è F̃ii′ ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè (è äàæå àíàëèòè÷åñêèìè) ïî
âñåì ñâîèì ïåðåìåííûì è ïàðàìåòðàì mi, mij

mi
.

2. Ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé F̃i è F̃ii′ ïî ïåðåìåííûì yij èìåþò ïîðÿäîê
mij

mi
(ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè îáðàùåíèè â íîëü ïàðàìåòðà mij

mi

ôóíêöèè F̃i è F̃ii′ íå çàâèñÿò îò ïåðåìåííîé yij).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè óêàçàííîé çàìåíå ïåðåìåííûõ âîçìóù¼ííàÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé (98) ïåðåéä¼ò â ñèñòåìó òàêîãî æå âèäà, à çíà÷èò, îñíîâíàÿ ëåì-
ìà 15 î íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìå îñòàíåòñÿ âåðíà. Ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó
13.

3.5.2 Äâîéíûå ïëàíåòû. Îáîáù¼ííàÿ çàäà÷à Õèëëà
Â çàêëþ÷åíèå ñôîðìóëèðóåì âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåì 11, 12 èç �3.1.

Ïóñòü i�òàÿ ïëàíåòà èìååò ðîâíî îäèí ñïóòíèê: ni = 1. Ñîîòâåòñòâó-
þùóþ ñïóòíèêîâóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç i�òîé ïëàíåòû è å¼ ñïóòíèêà,
íàçîâ¼ì äâîéíîé ïëàíåòîé. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèé èíäèâèäóàëüíûé
ïàðàìåòð θi = νi1 ∈ (0, 1) (ñì. âûøå). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñóììàðíàÿ ìàñ-
ñà äâîéíîé ïëàíåòû èìååò âèä µi = µmi. Òîãäà ìàññû i�òîé ïëàíåòû è å¼
ñïóòíèêà ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî µ(1− θi)mi è µθimi (µ ¿ 1).

Äëÿ îñòàëüíûõ ïëàíåò (èìåþùèõ áîëåå îäíîãî ñïóòíèêà) áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ìàññû èõ ñïóòíèêîâ èìåþò âèä µνmij, ãäå ν ¿ 1.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 13, óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 11 è 12 îñòàíóòñÿ ñïðàâåäëè-
âûìè, åñëè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ µ, ν, à òàêæå ïàðàìåòðîâ θi, îòâå÷àþùèõ
äâîéíûì ïëàíåòàì, äîñòàòî÷íî ìàëû. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîñëåäíåå îãðàíè-
÷åíèå íå ñóùåñòâåííî, ò.å. âåðíà

Òåîðåìà 14. Äëÿ ïëàíåòíî-ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû, â êîòîðîé èìåþòñÿ
äâîéíûå ïëàíåòû, òåîðåìû 11, 12 âåðíû áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î ìàëîñòè
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðîâ θi, îòâå÷àþùèõ äâîéíûì ïëàíåòàì. Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, åñëè â äàííîé ñèñòåìå èìåþòñÿ äâîéíûå ïëàíåòû, òî äëÿ
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ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 11 äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëî-
âèé 1, 2 çàìå÷àíèÿ 15, ò.å. ÷òîáû µ, ν → 0, à äëÿ êàæäîé äâîéíîé ïëàíåòû
ïàðàìåòð θi ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ïîëó÷åíèè íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû èç ñèñòåìû
(98) ìàëîñòü ïàðàìåòðà ν èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî êàê êîýôôèöèåíò ïðè ñóì-
ìàõ âèäà ∑

j′ 6=j ηηij′ â óðàâíåíèÿõ íà dyij

dt
. Îäíàêî ýòè ñóììû îòñóòñòâóþò,

åñëè ïëàíåòà èìååò íå áîëåå îäíîãî ñïóòíèêà, ò.å. êîãäà ni ≤ 1. Ïîýòîìó
ìàëîñòü ïàðàìåòðîâ θi, îòâå÷àþùèõ äâîéíûì ïëàíåòàì, íå ñóùåñòâåííà.

Çàìå÷àíèå 28. Àíàëîãè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå ñè-
ñòåìû Ñîëíöå�Çåìëÿ�Ëóíà (N = 2, n = 1) òåîðåìà 14 îñòàíåòñÿ âåðíîé áåç
ïðåäïîëîæåíèÿ î ìàëîñòè ïàðàìåòðà µ. Òàêèå ðåøåíèÿ õîðîøî èçâåñòíû
[26, 6], è èõ íàçûâàþò îáîáù¼ííûìè ðåøåíèÿìè Õèëëà èëè ïðîñòî ðåøåíè-
ÿìè Õèëëà. Â ñëó÷àå ïëàíåòíîé ñèñòåìû áåç ñïóòíèêîâ (ni = 0), óòâåðæäå-
íèÿ òåîðåì 11, 12 òàêæå èçâåñòíû è áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå Êðàñèíñêîãî
[8]. Â ñëó÷àå Ñîëíöå-ïëàíåòà-ñïóòíèêè òåîðåìà 12 áûëà ïîëó÷åíà â ðàáîòå
[12] Òõàÿ.
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