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_<e`]V^Ve<g8Å`^+\`ÁÄdKÅ<e<^V¿Ye
�
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	<ÀÏa gÇÆ@e<Áh_V��ÓlÁIÆ��
i �Y_�Æ��VÁÇÅ<gq� fKòÄcP¾VÁÄ¿YfVÁ
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�he	gÇÆ@e��N	<e�Æ���Ð�Á&¿YcóÆ���f!fYòÄcP¾+\�iæÅ<gq�!Å<^+\�ÁÄdYÅ`e<^V¿VÀÂÁ�gÄ_<e
�YghÅ<_<\
ghfVghÅ`ÁÄÉÊÀ�_	Á��he
]Ve�Æ+¿Ve
��¾VÁhÅ`ÀÂ^VÁÇaKÉÊÁh^V¿Ve
��e<dY^VÁÄgÇÅ<¿Ve<gÇÅ<f��I�µ^+\�gÄgÄÉk\bÅ<^VfV_<\`ÁhÅ`gq��_<]VÁh^V_<ÀÂÁ��
Ì _`Å<e<^�_<ÀÂ^+\�O	\�ÁhÅÞ� Æ+c1	<e`dYc1iÕ	�ÆL\��heÄÃ°\`^V¿Ve`ghÅ
�«¿V\ócP¾V¿YÀÂÉ ^KcKdZe<_`e~Ã@fYÅ<ÁIÆ��VÉo\`dP\�ÃLÁhÉÊfVdYc�Ë°Ì#[��

]V^Ve`Í�ÁhgÄghgÄe<^Yc Ìm�(ÎÏ�(Ð�e<ÉÊÁÄ¿YdPe�f ÃLe<dYÅ`e<^Yc Í�fKò~fVdZe�ÒÔÉk\�Å<ÁhÉk\�Å<fV¾YÁÄgÄdYfKa ¿+\~cPdF��]V^Ye<Í&ÁÄgÄghe<^Yc
Ìm�V×Ø�@ÙÏe�Æ@ghfV¿Ve<_�c�òó\	]Ve<gÇÅb\`¿Ve<_<dKc"òó\�Ã°\ó¾Vf!f!]Ve<ghÅ`e��V¿V¿Ve`Á�_<¿YfVÉk\`¿VfVÁ&d�^+\�	`e`Å<Á��
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\^[ _Dó TuU�S d@ó W b Tc÷Bø^VXù�T a S1T�U�T�VXWEú
\1[]\1[ û�d
f2` S^ù�T `^üXó TuU�T�÷�T2VYW�ú

" , ø í`îXí.ûBíZïNðDí õ+ö õ+ö õ+öÑý ��~c�q�
�2��y���w�y}{ë{l~�{ly ���D�ã¿V\�ò~ÀÂ_.\�ÁhÅ<gq�Öe`Å`e
	<^+\�O�ÁÄ¿VfVÁ
F : M4 → R2,

F(x) = (H(x), F (x)).

þÿw Ç x���¢@��¿�w�~c����~��P�2w����·�
��{r{�~���¿V\�ò~ÀÂ_.\�ÁhÅ<gq�!e
	`^+\�òle<ghe
	<ÀÏaãe<^�	<fKÅ	]V^Vf"e`Å`e
	<^+\�O�ÁÄ¿VfVf"ÉÊe`ÉÊÁÄ¿YÅb\Y�
Å��ÑÁ`�+ÉÊ¿Ve�O�ÁhghÅ<_`e

Σ = {(H(x), F (x)) | x : rk (dH(x), dF (x)) < 2} ⊂ R2.

ÚÖ¿YecO�ÁÄghÅ`_<e
Σ
fVÉÊÁÄÁÇÅ�ÉÊÁÄ^YcÖ¿YcóÆ���f�e�	<ÀÂ¾V¿Ve�ghe<ghÅ`e<fYÅ�fYòmdYc<ghdZe<_­� ÆL\�ÃLdVfPa�dV^VfY_<ÀÏaÍ� dZe`Å<e<^YÀÂÁ

ÉÊe
�ÇcPÅØ]VÁÄ^YÁÄgÄÁhdP\�Å
�<gq���Ç�Z\�Åb\`d�O�Á8fKò8e<ghe
	<ÀÏa�Å<e<¾YÁÄdFÈ�fYò~e�Æ+fV^Ve<_.\�¿V¿VÀÏa�Å<e<¾VÁhd
Σ
��Å<e<¾VÁhd�]VÁÄ^YÁÄgÄÁh¾VÁÄ¿Yf��

fKÆ@f dP\`g~\�¿Vf�� dV^VfV_`ÀÏaµ� f Å�� ÃN�¤ô1Æ@e`ÁÄ¿VfVÁmM�fYcP_<fKÆVÆ�� Æ+e<dP\bÆ��<¿Ve Å<^YfV_<f+\bÆ��<¿Ve�¿V\�Ã�dP\�O�ÃLe
�
dZe<ÉÊ]Ve<¿YÁÄ¿YÅ`e
�¹gÄ_��Kò~¿Ve<gÇÅ<f ÉÊ¿Ve�O�ÁÄgÇÅ<_.\

R2\Σ �Y�&¿YÀÂÉÊf�gÇÆ@e<_<\`ÉÊfF�FÉÊe�O�¿Ve�gÄdP\�ò~\�Å
�Y�F¾YÅ<e�_�gIÆ+cP¾+\`Á��
dZe
� Ã°\�_<ghÁ�gIÆ@e<f�gÇÆ+e<ÁÄ¿Vf^�NM�fYcP_<fPÆVÆ���dZe<ÉÊ]+\`dKÅ<¿VÀl�@]V^Ve`e
	<^+\�òÄe<É e`Å<e
	`^+\�O�Áh¿Vf���ÉÊe<ÉÊÁh¿YÅb\
dP\�O�ÃLe
�
Å<e`¾VdVf�ÉÊ¿Ve�O�ÁhghÅ<_<\

R2\Σ �Y_�Æ��YÁhÅ<gq��¿VÁÄdZe`Å`e<^Ve<ÁÂ¾VfYgÇÆ@e#Å`e<^Ve<_V�bfD�hÅ`f�¾VfVgIÆL\#^+\`_<¿YÀuÃVÆ���_<ghÁÇa�Å<e<¾YÁÄd
fYò�eÄÃL¿Ve
��dZe<ÉÊ]Ve`¿VÁÄ¿VÀ gÄ_��Kò~¿Ve<gÇÅ<f

R2\Σ � gIÆ@ÁIÃ@ghÅ<_`fVÁ�Å`ÁÄe<^VÁhÉÊÀ�M�fYcP_<fKÆVÆ����Ç�
[&\ ^VfYg`��|<�±|<�±|,]Ve<dP\�ò~\`¿VÀ ¿VÁÄghdZe�Æ��<dZe ]V^VfVÉÊÁh^Ve<_Ü	<fYÍ&cP^VdP\��YfVe<¿V¿VÀÏa§ÃLf+\��h^+\`ÉÊÉ ^VÁ~\�Æ��<¿VÀÏa

H H H

F FF

Σ ΣΣ
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gÄfYghÅ<ÁhÉÂ�ÊJ6Å<e�	<fVÍlcP^VdP\��VfVe`¿V¿VÀÂÁÜÃLf+\��h^+\`ÉÊÉÊÀ ÃVÆ�� eÄÃL¿Ve
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�he¤Å<ÁIÆL\�Û¬gIÆ+cP¾+\�� yØÆ@Á 	�Ð�\Y�kñl^Vf�^+\bòhÆ@fV¾Y¿Ve<É{_`À3	<e<^VÁ"]+\�^+\`ÉÊÁhÅ`^Ve<_¹òó\�ÃL\�¾Yf
]Ve�ÆVcK¾V\�i Å`gq��^V\�òhÆ@fY¾V¿VÀÂÁ�Å<fY]VÀo	<fYÍ&cP^VdP\��YfVe<¿V¿VÀÏa(ÃLf+\��h^+\`ÉÊÉÂ�8fYòÄe
	<^+\2O�ÁÄ¿V¿YÀÏa:¿+\u^VfYg`�#|<�±|<�±|<�
Ö \�Å`ÁÄÉÊ¿VÁh¿V¿+\��ãe
	�ÆL\`gÇÅ
�mÛ£�hÅ<e�e�	<^+\�òØe`Å<e
	`^+\�O�Áh¿Vf���ÉÊe`ÉÊÁÄ¿YÅb\ F(M4)

�1O�fV^V¿V\���Å`e<¾VdP\�¿+\m_�Å<e<^Ve��
dP\`^YÅ`fV¿VdZÁ&ÛofYòÄe�Æ@fV^Ye<_.\`¿V¿V\���Å<e<¾VdP\

Σ
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�lgÄ¿YeV��¾KÅ<e�e<ghe
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	<ÀÂÁ�Å`e<¾VdVf�_ gÄÉÊÀÂgÇÆ+Á
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��	<e`òÄ¿+\ó¾VfVÉ B(M4)
�¦�c¨2x v�w�x
��w
v@vEy���� |¬vE~2y���w1� ¿+\

M4 �{[&\`]Ve<ÉÊ¿VfYÉÂ�§¾YÅ`e Å<e<¾YdK\�ÉÊf
]V^Ve`ghÅ<^V\`¿VghÅ`_.\ B(M4)

�V_�Æ���i Å`gq��gIÆ@e<f{gIÆ@e<Áh¿Vf��ÝM�fKcK_`fKÆVÆ��µ��Å`e ÁÄgÇÅ
�pgh_��YòÄ¿VÀÂÁ�dZe<ÉÊ]Ye<¿VÁÄ¿KÅ<À
gÄe`_<ÉÊÁÄgÇÅ<¿VÀÏam]Ve<_<Áh^<aY¿Ye<ghÅ`Á���cP^Ve<_<¿��mÍlcK¿Yd��Vf��

H(x)
�
F (x)
�`ñl^Ve<gÇÅ<^+\�¿VghÅ`_<e B(M4)

]V^VÁ ÃLghÅb\�_�Æ��VÁÇÅ
gÄe�	<e
� î�� Ò dZe<ÉÊ]KÆ+ÁÄdZg�f!¿+\`dY^VÀÂ_.\`ÁÇÅ F(M4)
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" , ø í`îXí.ûBíZïNðDí õ@ö õ+ö�!Fö xm_<Á��lkNôØ�¹òó\�Ã°\�¿V¿VÀÂÁÜ¿+\�ÉÊ¿Ve
�Äe`e
	<^+\�òÄf��Ka
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�
M2
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��w
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ψ : M1 → M2

�
]VÁh^VÁÄ_<eÄÃ��^��f��"Æ@fYcP_<fPÆVÆ@ÁÄ_`e
gIÆ@e<Áh¿VfVÁ&]VÁÄ^Y_<e
�"gÄfYghÅ<ÁhÉÊÀp_mÆ@fYcP_<fPÆVÆ@ÁÄ_`e�gIÆ@e<ÁÄ¿YfVÁl_`Å<e`^Ve
��gÄfVgÇÅ<ÁhÉÊÀl�
" , ø í`îXí.ûBíZïNðDí õ+ö õ+ö )Fö xm_<Á§ÃLfY¿+\`ÉÊfV¾VÁhgÄdVfYÁoghfVghÅ`ÁÄÉÊÀl�¹òó\�Ã°\�¿V¿VÀÂÁ�¿+\ ÉÊ¿Ve
�he<e
	<^+\bò~f��Pa

M1

�
M2
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ghc
�mÁÄghÅ`_`c<ÁÇÅÝ�Äe<ÉÊÁhe<ÉÊe<^VÍ&fYòÄÉ

ψ : M1 → M2

��]VÁh^VÁÄ_`e~Ã�����f���Å<^+\`ÁhdYÅ<e`^VfVf�]VÁÄ^Y_<e
�{ghfVghÅ`ÁÄÉÊÀ
_(Å`^+\`ÁhdYÅ<e<^YfVf _`Å<e<^Ye
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�he<e
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�
M2e<^VfYÁÄ¿YÅ`fV^Ve<_.\�¿VÀl��Å<^VÁ 	`c<ÁÇÅ<gq�µ�¤¾YÅ`e
	<À e`Å<e�	<^+\�O�Áh¿VfVÁ

ψ
ghe~aY^V\`¿��KÆ+e�e`^VfVÁÄ¿KÅb\��Vf�i��¤ñ&\`^V\`ÉÊÁhÅ`^

� _`^VÁÄÉ<���Ï_bÃLe�Æ���Å`^+\`ÁÄdKÅ<e<^Vf���]V^VfN�hÅ`e<É�e`Å`e
	<^+\2O�ÁÄ¿VfYfÖÉÊe�O�ÁÇÅã¿VÁ&gheóaK^+\�¿��YÅ��<gq�F�
" , ø í`îXí.ûBíZïNðDí õ+ö õ+ö�6>ö x�_`Á ÃLfV¿+\`ÉÊfY¾VÁÄghdVfVÁmghfVghÅ`ÁÄÉÊÀ
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�
v2
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	<^+\bò~f��Pa
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�
M2
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��ÁhghÅ<_�c<ÁhÅl�he<ÉÊÁÄe`ÉÊe<^VÍ&fYò~É
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M2

�P]VÁh^VÁÄ_<eÄÃ��^��f���]Ve�Å<e<d
σt1

� e`Å<_<Áh¾+\�ir��f��"ghfVghÅ`ÁÄÉÊÁ
v1

�1_�]Ve�Å<e<d
σt2

� e`Å<_`ÁÄ¾+\�ir��f���ghfVghÅ`ÁÄÉÊÁ
v2

�Ç�
Å��ÑÁ`�

σt2 = ψ ◦ σt1 ◦ ψ−1 �Bñl^Vf��hÅ<e`ÉÂ�BÁÄgIÆ@f«ÉÊ¿Ve
�he<e
	<^V\�ò~f��
M1
�
M2
e<^VfYÁÄ¿YÅ`fV^Ve<_.\�¿VÀl�BÅ<^YÁ�	`c`ÁhÅ<gq�µ�
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	<^V\�O�ÁÄ¿YfVÁ
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gÄe~aK^+\`¿��PÆ@e�e`^VfVÁÄ¿KÅb\��Vf�i��
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��fÖ_`^VÁÄÉ<�!_bÃLebÆ��	¿VfKa°�
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" , ø í`îXí.ûBíZïNðDí õ+ö õ+ö��°ö	� ��~q{�~�{ � fKÆ@f Ã Á0����~�{�~q{�� ¿+\�òÄÀÂ_.\`ÁhÅ`gq� ÃL_`cPÉÊÁh^V¿+\�� gh_��YòÄ¿+\��
dZe<ÉÊ]+\`dKÅ<¿+\��p]Ve<_<Áh^.aK¿Ve`ghÅ
�

P 2 g��Ä^V\`¿Vf��VÁ �F�#guÍlcP¿Vd��YfVÁ��§ÚÖe<^Yg~\
f : P 2 −→ R

�ØfVÉÊÁ i��mÁ��
ÁIÃ@fV¿VghÅ`_<ÁÄ¿Y¿Ve<Á�dV^VfKÅ<fV¾VÁhgÄdZe<Á�ò~¿V\�¾YÁÄ¿VfVÁ���f Åb\`dZe
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(P 2, K)
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P 2 �V_bÆ��VÁÇÅ<gq�«gh_��YòÄ¿Ve
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J6Å`e�¿VÁhdZe`Å<e<^YÀ3�Ýð e`Å`^VÁhòÄe<d^ñ �lgÄe<Á ÃLfV¿���i���f��§Å<e`¾VdVf{¿V\»_`¿YcZÅ<^VÁh¿V¿VÁ��{f§_<¿YÁ Ð�¿YÁ����h^+\`¿Vf��+\ba

dZe�Æ��
�V\¤f�_�Å<ÀÂdP\�i��mf��Vgq�»_´�Ä^+\`¿Yf��VÀ dZe�Æ��
�+\¹Å<^+\�¿VgÄ_<Áh^Vg~\�Æ��<¿VeV�Ï×ogÄ\`ÉÊe<É0ÃLÁIÆ@Á`�6]Yc<gÇÅ
�«¿+\
P 2

òó\óÃ°\`¿VÀ�dZe<e<^`ÃLfY¿+\�Å<À
x, y
�ÂÅb\`d�¾YÅ<e

f2 = f2(x, y)
� \

ωij
dZe<ÉÊ]Ye<¿VÁÄ¿KÅ<À Ék\�Å<^Vf��VÀl�#e
	<^V\�Å<¿Ve��

d«òó\�ÃL\�i��mÁ�� Í�e`^VÉXc
ω
�D_ dZe<e`^<Ã@fV¿+\�Åb\ba

s, ϕ, x, y
�Bñle<ghdZe�Æ��<dYc

sgrad s = ∂
∂ϕ

f�e~Ã@¿Ve<_<^VÁhÉÊÁÄ¿V¿Ye
sgrad s = −ω12 ∂

∂ϕ
− ω13 ∂

∂x
− ω14 ∂

∂y
,
]Ve�ÆVcK¾YfVÉÂ�@¾YÅ<e

ω13 = ω14 = 0.
� �K�Õ|`���@�

ÎBe�� Ã°\
sgrad f2 =

(
ω23∂f2

∂x
+ ω24∂f2

∂y

)
∂

∂ϕ
+ ω34∂f2

∂y

∂

∂x
− ω34∂f2

∂x

∂

∂y
.

�ØÅ<g i6Ã°\5�VgÄ¿YeV�X¾YÅ`e ÁhgÇÆ@f
ω34 6= 0

�NÅ<e¹]Ve`Å`e<d
sgrad f2

_`Å<ÀÂdP\`ÁÇÅ<gq�(_F�h^+\`¿Vf��VÀ e<ghe
	<e
�he�dZe�Æ��
�+\
Å<^V\`¿VgÄ_`ÁÄ^VgÄ\bÆ��<¿VeY��ñle<dP\�O�ÁhÉÂ�
¾KÅ<e

ω34 6= 0
��ñ&^YÁIÃL]VebÆ@e�OãfVÉ�]Y^Ve`Å<fY_<¿Ve<Á��ãÎBe�� Ã°\Y��cP¾VfYÅ<ÀÂ_<\��

� �P�Õ|<���@�I�Ke<]Y^VÁIÃLÁIÆ@fYÅ`ÁÇÆ���Ék\�Å<^Vf��VÀ
(ωij)
^+\`_<Áh¿

(ω13ω24)2 + (ω14ω23)2 �lÝY�V]Ve��hÅ<e`ÉXc"Ék\�Å<^Yf��+\ (ωij)
_<ÀÂ^Ve�O�ÃLÁÄ¿Y¿+\Y�V¾YÅ`eã¿VÁh_<e`òÄÉÊecO�¿VeV� Ö ¿+\ó¾VfYÅ��

ω34 6= 0
�

× dP\ó¾VÁhghÅ<_`Á0_�Å<e<^Ve�� dPe`e<^`ÃLfV¿+\�Å`À
u
¿+\�dZe�Æ��
�VÁp_<e�òu�<ÉÊÁhÉ�¿VÁÄdZe`Å`e<^Yc1i ]+\`^+\`ÉÊÁÇÅ<^VfKòó\��Vf�i

_<À3	<^V\`¿V¿Ve
�¤fV¿YÅ`Á��Ä^V\bÆ��<¿Ve��«dV^VfV_<e���
D]Kc<ghÅ��
0 ≤ u ≤ 1

�N[&\`dV^Ve`ÁÄÉpÅb\`d�O�ÁãdZe�Æ��
�Ye�	<ÁhgÄdZe<¿VÁh¾V¿Ve
�
]Ve�Æ+e<gÄe
�µ�YÅ���Á��@]Yc<gÇÅ
�

ϕ ∈ R
�

sgradH =
∂H

∂s
sgrad s+

∂H

∂f2
sgrad f2

sgradα =
∂α

∂s
sgrad s+

∂α

∂f2

sgrad f2

×ÏÁIÆ@fV¾VfV¿YÀ ∂H
∂s

� ∂H
∂f2

� ∂α
∂s

f ∂α
∂f2

]Ve`ghÅ<e��Y¿V¿VÀ ¿+\¤e`gÄe
	<e`É�gÇÆ@e`Á`�6Å��ÑÁ`�6¿VÁÖò~\`_<fVgq�KÅ«e`Å
ϕ, u
�6yl^Ve<ÉÊÁ

Å<e��ÄeV�
sgrad s = ∂

∂ϕ

�N\!_<ÁÄdYÅ`e<^V¿Ve`Á�]Ve�Æ@Á
sgrad f2

dK\�g~\`ÁÇÅ<gq��Æ@fY¿Vf���cP^Ve<_`¿��
ϕ
�>]Ve��hÅ<e`ÉXc�dP\�O�ÃLe<Á

�<�



fYò�_<ÁÄdKÅ<e<^V¿YÀÏau]VebÆ@Á��
sgradH

�
sgradα

� ]Ye~Ã@¿��YÅ`ÀÏau¿+\­	<ÁhgÄdZe<¿VÁh¾V¿Yc1iÜ]Ve�Æ+e<ghc���fYÉÊÁÄÁhÅ�_<fPÃN�>dP\`d
¿+\�^VfVg`�V�K�±|<��}Y�Yñle<ghdPebÆ��<dYc

sgradH
�
sgradα

¿VÁØò~\`_<fVgq�KÅ�e`Å
ϕ,
Å`e�fKaã]Ve<_<Á ÃLÁÄ¿YfVÁØcPdP\�òó\`¿Ye�Å<e�Æ��`dPe

]V^Vf
ϕ = 0.

0 1

ϕ

u

á�â
ã�äl�
äçæ�ä *
è
�ØÅ<ÉÊÁÇÅ<fVÉÂ�k¾YÅ`e¹_�òó\`_<fYgÄfVÉÊe<gÇÅ<f e`Å�ò~¿V\`dZe<_ ∂H

∂s

� ∂H
∂f2

� fKÆ+f ∂α
∂s

� ∂α
∂f2

�XgÄe<e�Å<_<ÁÇÅ<ghÅ`_<ÁÄ¿Y¿Ve
��¿+\`dKÆ@e`¿
fKÆ@f"¿V\`]V^+\`_bÆ@ÁÄ¿VfYÁ#]Ve�Æ@Á �"ÉÊe
�hcZÅ�	<À8Å���ÃL^Yc1�ÄfYÉÊf�� eÄÃL¿+\`dZeV�

ϕ
Ò dZe<ÉÊ]Ve`¿VÁÄ¿YÅb\�f�òÄ¿+\`d

u
Ò dZe<ÉÊ]Ve`¿VÁÄ¿YÅ`À

]Ve<gÇÅ<e��V¿Y¿VÀ ÃVÆ��»dP\�O	Ã@e
�ÄeufKò¹]Ve�Æ@Á ���Ç�Âñ#c`ghÅ
�
sgrad f2 = k(u) ∂

∂u

�L� ÃLÁ
k(u) = 0

Å<ebÆ��<dZe�]V^Vf
u = 0, 1

�
�ØÅ<ÉÊÁÇÅ<fVÉÂ�L¾YÅ`e�_	e
	<e`fKa�gÇÆVcK¾V\��Ka�^YfVg`�°�K�±|<���^� ± fF� ± ∂H

∂s
6= 0
�

� �#ô1Æ+cP¾+\��Ö^VfYg`�°�K�±|<���1� ± � Ö ÃLÁÄg � ∂H
∂f2

6= 0
�

|<� ∂α
∂s

6= 0
� ∂α
∂f2

6= 0
�

Ì��"ò~¿+\`dYf ∂H
∂s
∂H
∂f2

f ∂α
∂s
∂α
∂f2

e~Ã@fV¿+\`dZe<_<Àl�
×?�ÇÅ<e<ÉogÇÆ+cP¾+\�Á�ÃVÆ��»ÍlcK¿Yd��Vf��

f(u) =
∂H
∂s

∂H
∂f2

k(u)

f
g(u) =

∂α
∂s

∂α
∂f2

k(u)

_`ÀÂ]Ve�Æ@¿VÁh¿VeVÈ
¿VÁÄ]V^YÁÄ^VÀÂ_<¿YÀÂÁ§¿+\

(0, 1)
_<g i6Ã@c e`Å~Æ+fV¾V¿VÀÂÁ e`Å�¿YcóÆ��ÜÍ&cP¿Vd��VfVf

f(u)
f
g(u)ghÅ<^YÁÄÉ<�YÅ`gq�«dF	<ÁÄghdPe`¿VÁÄ¾V¿Ye<ghÅ`f«e~Ã@¿Ve
�Äe�ò~¿V\`dP\Ö]V^Vf

u → 0, 1
�F]V^VfY¾VÁÄÉpfY¿YÅ<Á �Ä^+\bÆ+À

1∫
0

f(u)du
f 1∫

0

g(u)du
^+\`g a.eÄÃ��KÅ<gq��_
¿Kc�Æ+Á�f�ÁIÃ@fV¿Vf��VÁ��

×SgÄ\`ÉÊe<É�Ã@ÁÇÆ@Á��+Í&cP¿Vd��VfVf
f(u)
f
g(u)
fVÉÊÁ i Å�ghÉÊÀÂgÇÆ�Åb\`¿��ÄÁh¿VgÄe`_�c1� Æ@e<_�¿+\`dKÆ@e`¿+\

fV¿YÅ<Á �Ä^+\�Æ��<¿VÀÏa�dV^VfV_<ÀÏaÖ]VebÆ@Á��
sgradH

f
sgradα

gÄe<e�Å<_<ÁÇÅ<ghÅ`_<ÁÄ¿Y¿VeV�FÎDe
� Ã°\	g~\`ÉÊf
fV¿YÅ<Á �Ä^+\�Æ��<¿VÀÂÁ"dV^YfV_<ÀÂÁ�ò~\�Ã°\�iæÅ<gq�«¿YÁÄdZe`Å<e`^VÀÂÉÊf�Í&cP¿Vd��Vf��VÉÊf�e`Å

u
�>dZe`Å<e<^YÀÂÁ`�B_

gÄ_<e
i{e<¾VÁÄ^YÁIÃE�V�E�V_�Æ���i Å`gq�¹g�Å`e<¾V¿Ve<gÇÅ
�
i{ÃLeãdPe`¿VghÅb\`¿KÅÖfY¿YÅ<Á �Ä^+\bÆ@\`ÉÊf 1∫
0

f(u)du
f

1∫
0

g(u)du
�6ô1Æ@Á ÃLe<_.\bÅ<ÁÇÆ��<¿VeV�8]YÁÄ^V_<À3�»fYò�¿VfKa:^V\`g a.eÄÃLfYÅ`gq�F��]Ve<ghdZe�Æ��<dYcÊ�Ä^V\`¿Vf��VÀ

dPebÆ��
�+\��Y_�Æ���i Å<gq��]V^VÁIÃ@ÁÇÆ��<¿YÀÂÉÊf�ÃVÆ���fV¿KÅ<Á��h^+\bÆ��`¿VÀÏa¹dV^VfY_<ÀÏa�]Ye�Æ��
sgradH

�°\
_`Å<e<^Ye
�Ö^V\`g a.eÄÃLfYÅ`gq��]Ve`Å`e<ÉXc<�+¾KÅ<e

g(u) = const · f(u)
�

[�\�É ¿Kc1O�¿Ve ]Ve`ghÅ<^Ye<fYÅ
� � ÆL\óÃLdYc1i dV^VfV_`c1i Û ÍlcP¿Vd��Vf�i
r(u)
�SdPe�Å<e<^+\2�

]VÁÄ^VÁhgÄÁhdK\�ÁhÅ _<gÄÁ fV¿YÅ<Á �Ä^+\�Æ��<¿VÀÂÁ dV^VfY_<ÀÂÁ ]Ve�Æ@Á �
sgradH

f
sgradα

�`}



Å<^+\`¿YgÄ_<Áh^Vg~\bÆ��<¿VeV�ÏÅb\�dS¾KÅ<e
	<À�]V^Vfé�ÇÅ<e<É ]VÁh^VÁÄ]+\óÃ
r(1) − r(0)

�Y_�Æ��PÆ@gq��Æ�i�	<e
�
¿+\`]VÁh^VÁIÃ ò~\�Ã°\`¿Y¿Ve
� _`ÁÇÆ@fV¾YfV¿Ve
� � e<]V^VÁ ÃLÁÇÆ��VÁÄÉÊe�� ¿VÁÄ]Ye~Ã@_<f�O�¿VÀÂÉÊf cZòhÆL\�ÉÊf
e<gÄe
	`e
�Äe��Ä^V\`Í�\@�Ç�
ÚÖÀo	`c~ÃLÁhÉ gÇÅ<^Ve<fKÅ
��ÍlcP¿Vd��Yf�i

h(u) = r′(u)
�Â[&\

h(u)
fVÉÊÁ i Å<gq��gÇÆ+ÁIÃ@c1i��mfVÁ

e
�Ä^+\�¿VfV¾VÁh¿Vf��FÈL¿VÁh]V^VÁÄ^YÀÂ_<¿Ve<gÇÅ
��¿+\
[0, 1]
�+e�Å<ghcZÅ`ghÅ<_`fVÁ�Å<e<¾YÁÄd�gÄe`_<]+\�ÃLÁh¿Vf��Ög

f(u)
�

g(u)
�8fY¿YÅ<Á �Ä^+\bÆ 1∫

0

h(u)du =
1∫
0

r′(u)du
g a.eÄÃLfYÅ`gq��fS^+\`_<Áh¿�¿+\�]VÁÄ^VÁ Ã�ò~\�Ã°\`¿V¿Ye
�

_<ÁÇÆ@fY¾VfV¿VÁ
r(1)−r(0)

���l¾YÁÄ_<fPÃ@¿VeV�b¿+\`f�	<ebÆ@ÁÄÁ6ghc
��ÁhghÅ<_`ÁÄ¿V¿VÀÂÉF�V_�Æ��VÁhÅ`gq��]Ve<gIÆ@ÁIÃ@¿VÁÄÁ
e
�Ä^+\�¿VfV¾VÁh¿VfVÁ`�æ¿Ve�fSÁÄÉXc»¿VÁÇÅ<^Yc~ÃL¿Ve c~ÃLe<_�Æ@ÁÇÅ<_<e`^VfYÅ
�Y�æcP¾VfYÅ`ÀÂ_.\��µ�æ¾KÅ<e 1∫

0

f(u)du

f 1∫
0

g(u)du
^+\�g a.eÄÃ��YÅ`gq�F�Ø\(ÍlcP¿Vd��VfVf

f(u)
�
g(u)
_`g�i6Ã@cS]Ve�Æ+ecO�fYÅ`ÁÇÆ��<¿YÀl�lôÏÉÂ�

^VfVg`�L�P�Õ|<��z^� ± �

00 11

hh

uu

ff

g

g

��� ���
á�â
ã�äl�
äçæ�ä��
è

Ù3�"ò~¿+\`dYf ∂H
∂s
∂H
∂f2

f ∂α
∂s
∂α
∂f2

^+\�òhÆ+fV¾V¿VÀl�
ÌØ¿+\bÆ+e
�ÄfV¾Y¿Ve Ì��Ç�!cP¾VfYÅ<ÀÂ_<\��F��¾YÅ`e

f(u)
�
g(u)

Å<Áh]VÁÄ^���^+\�òÄ¿Ve
�heÜò~¿+\`dP\Y��ôÏÉÂ�
^VfVg`�L�P�Õ|<��z^� ± �

�K� ∂α
∂s

= 0
�°ÌØ¿+\�Æ@e
�ÄfY¾V¿VeV�F^V\`gÄghÉk\�Å<^VfY_.\��¹ÍlcP¿Vd��VfVf

f(u)
�
g(u)
�L]Ve�Æ+cP¾VfYÉÂ�F¾YÅ<e�e`Å~Æ+fV¾VfVÁ

e`Å�� �±|<�NgÄe<gÇÅ<e<fKÅ¤_ÖÅ<e<ÉÂ�D¾YÅ<e
g(u) ≡ 0

�Bô1Æ@ÁIÃ@e<_.\�Å`ÁÇÆ��<¿YeV�X]V^Ve�	�Æ@ÁÄÉk\5	�cóÃ@ÁhÅ�Å<ebÆ��<dZe�_
Å`e<É�gIÆ+cP¾+\`Á`�+ÁhgÇÆ@f"cãfVg a.eÄÃL¿Ve��ÄeãghÁÄ¾VÁh¿Vf��N�Ä^V\`¿VfV¾V¿YÀÂÁ&Å`e<¾VdVfN	<ÀÏÆ@f�¿+\�eÄÃL¿Ve`É cP^Ve<_`¿VÁ`�
Å��ÑÁ`�@ÁÄgIÆ@f

r(1) − r(0) = 0
�

ÏÊgÇÆ+f��Ä^V\`¿VfV¾V¿YÀÂÁ¤Å<e`¾VdVf e�Å<_<Áh¾+\�i Å«ÃL_`cPÉo^+\�ò~¿YÀÂÉ _<Áh^�Ð�fV¿V\`ÉÜe<ghe
	<e
�heH�h^+\`Í�\Y�8Å`e
ÉÊe�O�¿Ve{¾YcZÅ���Ò ¾YcZÅ���]Ve�ÐmÁÄ_<ÁIÆ@fYÅ
��eÄÃL¿KcofKò ¿VfPaµ�
¾YÅ`e
	<À ghÅb\�Æ@e

r(1) − r(0) 6= 0
�

�.z



�#¾VÁh_<fPÃL¿VeY�D¾YÅ`e�ÉÊe�Oã¿YeÖg ÃLÁIÆL\�Å��K�hÅ<ePÐ�ÁÄ_`ÁÇÆ@Áh¿VfVÁ�Åb\`dVfYÉÂ�D¾YÅ`e
	<À�¿+\!]V^VfVÉÊÀÂdP\�ir��fKa
dZe�Æ����+\ba!¿VÁ&_<e`òÄ¿VfVdKÆ+e	Åb\�dPe��PO�Á&]V^Ve�	�Æ@ÁÄÉÊ¿Ye
�ÖghfYÅ`c<\��VfVfµ�
ÏÊgÇÆ+f e
	<Á§�Ä^+\`¿YfV¾V¿VÀÂÁ Å`e<¾VdVf e`Å<_<Áh¾+\�iæÅ�_ ÃLÁ �VghÅ`_<fYÅ`ÁÇÆ��<¿Ye<ghÅ`f�eÄÃL¿Ve�� f Å`e
� O�Á
_<Áh^�Ð�fY¿VÁ�e`gÄe
	<e��Äe­�Ä^+\�Í�\K�FÅ<e!gÄfYÅ�c.\��Vf^��gIÆ@e�Oã¿VÁhÁ`�-�{Áh_<ÁÇÆ+ÁÄ¿VfVÁ�¿VfV¾VÁ �Äe!¿VÁmÃ°\`ÁÇÅ��>Å��ÑdF�
]V^Yfp�hÅ`e<É�ghÉÊÁ ��\�i Å<gq��e
	.\�dZe<¿��+\¹eÄÃL¿Ve<_`^VÁÄÉÊÁh¿V¿VeV�1yl^Ve<ÉÊÁ"Å<e��ÄeV�k¿VÁÇÅ<^Yc~ÃL¿Ve�_<fPÃLÁÇÅ
�V�
¾YÅ`e _��hÅ`e<É gÇÆ+cP¾+\`Á:¿YÁÇÆ��`ò ��]Ve<gÇÅ<^Ve`fYÅ
� dV^VfY_`c1i

r(u)
Åb\�dYc1im��¾YÅ`e
	<À e<¿+\ _`ÁhòÇÃ@Á

	<ÀÏÆ@\lÅ`^+\`¿Vgh_<ÁÄ^Yg~\bÆ��`¿+\lfV¿YÅ<Á �Ä^+\�Æ��<¿VÀÂÉ¤dV^VfV_<ÀÂÉ
sgrad s2

�<ñl^Ve�	�Æ@ÁÄÉXc`�<eÄÃL¿+\`dZeV��ÉÊe�Oã¿Ve
^VÁ�Ð�fYÅ���g�]Ve<ÉÊe��Ñ�
i fYò~ÉÊÁh¿VÁÄ¿Vf^�5�Äe`ÉÊe`Å<e<]YfV¾VÁÄghdZe
�Äe�dPÆL\`gÄgÄ\�dV^YfV_<e
�F�@×í�hÅ`e<É,gIÆ+cP¾+\`Á`�
dZe<¿VÁh¾V¿VeV�@fYòÄÉÊÁÄ¿VfKÅ<gq��f!dKÆL\�gÄg&gÄÁh¾VÁÄ¿Vf^�

Ptr
�

�Y� ∂α
∂f2

= 0
��J6Å`e c`gÇÆ@e<_`fVÁ e�ò~¿+\ó¾+\`ÁÇÅ��o¾KÅ<e ]Ye�Æ@Á

sgradα
_<Áh^YÅ<fVdP\bÆ��<¿VeV��Å��ÑÁ`�

]V^Ye<]Ve<^��YfVe<¿+\bÆ��<¿Ve
sgrad s

�lÎX\`dYfVÉ�e
	`^+\�ò~e`ÉÂ�#ÉÊÀèe<dP\�òÄÀÂ_.\`ÁÄÉÊgq�§_í	<e�Æ@ÁhÁ�]V^Ve<gÇÅ<e
�
f0fYò~_`ÁÄghÅ`¿Ve
�§gÄfYÅ�c.\��VfYfF��Ì fVÉÊÁh¿V¿VeV�l¿Kc1O�¿Ve»]Ve<gÇÅ`cP]VfYÅ�� Å<e`¾V¿Ve»Åb\`dÝO�Á`�ldP\`d f§_
fYòÄe
�Ä¿YÁÄ^��hÁhÅ<fY¾VÁÄghdPe`É:gÇÆ+cP¾+\`Á����j�#Æ+fF�K¾KÅ<e�Å<eÒO�ÁØgÄ\`ÉÊe<Á`�PÅ<e<¾Y¿VemÅb\`dgO�Á��KdP\`d"fã_�� �Õ|`�K¿Ve
^+\�gÄgÄÉk\bÅ<^VfV_<\���_`ÉÊÁÄghÅ`e�Ã@_`c.a!Í&cP¿Vd��Vf��

f(u)
�
g(u)
eÄÃL¿Yc

f(u)
�ê�

��� �#ô1Æ+cP¾+\�� ^YfVg`� �K�±|<���^� ± � Ö ÃLÁÄg � ∂H
∂f2

= 0,
]Ve
�ÇÅ<e<ÉXc ]Ve�Æ@Á

sgradH
_<ÁÄ^KÅ<fVdP\bÆ��`¿VeV��Å��ÑÁ`�

]V^Ye<]Ve<^��YfVe<¿+\bÆ��<¿Ve
sgrad s

fmÉÊÀ«gÄ¿Ye<_.\Y�bdP\`d�f�_ gÇÆ+cP¾+\`Á�� ���Y��e<dP\�òÄÀÂ_.\`ÁhÉÊgq��_�	<e�Æ+ÁÄÁ1]V^Ve<gÇÅ<e
�
ghfYÅ`c<\��VfVf Ã@_`c.a�]Ve�Æ@Á �F���lgÄ¿VeV��¾KÅ<e{]Ye�Æ��`òhc��Vg �§c
O�Á�ÃLe<dP\�ò~\`¿V¿VÀÂÉÂ�	ÉÊe�O�¿Ve ]Ve<ghÅ`^Ve<fYÅ��
Å`^+\`¿Vgh_<ÁÄ^VgÄ\bÆ��<¿Kc^i0]KÆ@e���\�ÃLdKc�fÖ_��hÅ`e<É,gIÆ+cP¾+\`Á`�

Î�^+\`¿YgÄ_<Áh^Vg~\bÆ��<¿Ve<gÇÅ
��]Ve�Æ�i
sgrad s

]Ve�Æ+cP¾VfKÆ@\`g���\`_�Å<e<Ék\�Å`fV¾VÁhgÄdVfF�4]Ye<gÄdZe�Æ��`dYc�ÍlcP¿Vd��Vf^�
h(u)
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α(s, f2) = const

w
s2 = G(s, f2) Å

�<�



8­~�¢@�2¨2����y}v�µ
| ����~ Å [lÁÄe
	~a.eÄÃLfYÉÊe{]V^Ve`_<ÁÄ^VfKÅ
�V�	¾YÅ`e§g ÃL_`f�� ¿+\ ÁIÃ@fV¿Vf��Yc�_�ÃLe�Æ��0fV¿YÅ`Á��Ä^V\bÆ��<¿VÀÏaÅ<^V\`ÁÄdYÅ`e<^Vf�� ]Ve�Æ��
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α(s, f2) = const

�
ϕ = 0
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dα = ω

��dP\`d _§ÃLe<dP\�ò~\�Å<ÁIÆ��<gÇÅ<_<Á0Å<ÁÄe`^VÁÄÉÊÀ
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×ÏghÁ�Å<^+\�ÁÄdYÅ`e<^VfVf _<ÁÄdKÅ<e<^V¿Ye
�Äe ]Ve�Æ��
sgradF

òó\`ÉÊdY¿YcZÅ<À g{]VÁÄ^VfYe~Ã@e<É
2π
��ñle
�ÇÅ<e<ÉXc�¿+\

ÉÊ¿Ve
�he<e
	<^V\�ò~fVf�fVÉÊÁÄÁÇÅ<gq��]Yc<\`gÄghe<¿Ve<_<e�ÃLÁ��VgÇÅ<_<fYÁ"e<dV^Yc
O�¿Ve<ghÅ`fFÈBg Ã@_<f��Äf«_�ÃLe�Æ���Å`^+\`ÁhdYÅ<e<^Yf���]Ve�Æ��
sgradF
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gÇÆ+cP¾+\`Á��@dPe�� Ã°\

G = S1 �

¡DF%¡�F � F£¢¥¤¦NP§�^�U'LIOGQPRZS

ñ#c<gÇÅ
�
(M,ω)

Û gÄfVÉÊ]PÆ@ÁÄdYÅ`fV¾VÁhgÄdZe<Á ÉÊ¿Ve
�he<e
	<^V\�ò~fVÁ�� ¿+\ dZe`Å`e<^Ve<É ò~\�Ã°\`¿Ye � ÆL\óÃLdZe<Á
gÄfYÉÊ]KÆ@ÁÄdKÅ<fV¾VÁhgÄdZe<Á�Ã@Á��VgÇÅ<_<fVÁ�e<dV^Kc1O�¿Ve<gÇÅ<fFÈ

S1 → Symp(M)

t 7→ ψt.
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�l¿VÀÂÉÊf	gÇÆ@e`_.\`ÉÊfF�<fYÉÊÁÄÁhÅ`gq��� Æ@\�ÃLdZe<ÁægÄfVÉÊ]KÆ+ÁÄdYÅ`fV¾VÁÄghdZe<Á�ÃLÁ �VghÅ`_<fVÁr�Ä^YcP]V]YÀ
R1 �<dZe`Å<e<^Ye<Á3�V_�Æ��YÁhÅ`gq�

2π
Ò ]VÁh^VfVeÄÃLfV¾VÁhgÄdVfYÉÂ�>ñlc`ghÅ��N�ÇÅ<eãÃLÁ �VghÅ`_<fVÁ
]Yc.\`ghgÄe<¿Ye<_<eV�µÅ��ÑÁ`�µghc
��ÁhghÅ<_�c<ÁhÅ�Í&cP¿Vd��Vf��

F : M → R
Åb\`dP\��µ�+¾YÅ<e

dψt(p)

dt
= sgradF (p).

ÎBe�� Ã°\�e`Å<e
	`^+\�O�Áh¿VfVÁ&ÉÊe<ÉÊÁÄ¿KÅb\Y�@gÄe<e`Å`_<ÁhÅ`ghÅ`_`c1i���ÁhÁ�ÃLÁ �VghÅ`_<f�im�@òó\óÃ°\`ÁhÅ`gq��ÍlcP¿Vd��YfVÁ��
F
È

µ = F : M → R,

p 7→ F (p).
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vXy�¢@�Dw�¥�y | ¢
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¨2���c������~c�é������y¸{�����{�w
vEµ@��~���~c��~��É| w�|���y¸{l~��
v = sgradH ° x ∈ R

�E� v���y ��|/�Í�Ey �¦xcv^������z({
¨2����¥^y ��w�y}{�~���~����@����y ��w1��{l~�{ly ���D� ° �D��¢K¥^��~

Q3 := F−1(x)
�E� v���y ��|/�H®�~�� {l��~c�¦~c~c�q�
�c¨2w�y}{

M Å 43��y �c®�~qvE~��Éw1{ ° ¥^��~D�2y ��|�����w�y��4��x@®�®�z
S1 ���

Q3 �E� v���y ��|/�´|���~���~��c��z({ ° �D��¢g¥1��~
Q3/S1

�D��¢
��y��E� v���y ��|/��{���~2�¦~c~��q�
�2¨2w�y}{ Å×�~2���c�
¯4� ± {l��~c�¦~c~����@�2¨2w�y

Q3 ����v^��y ��|q�K¢
~�w�¨�~��À�E~�®���z({�wK|�~c~�����y���| ����x@ª3©�y y�w�¨�~��À�E~�®���~cy�|}vE~cy ��w�y
¨2���2��y ��|/�F~/���cw��D��{�w

S1 Â
¯4� ± 6 ��¢@��~/�

Mred = Q3/S1 ����v^�Ey���|q�Ê|�w1{l®
vEy ¢@�Dw�¥^y�|�¢@w1{m{l��~c�¦~c~c�q�
�c¨2w�y}{�| Ç ~/�@{�~��
ωMW °~�®��Ey���y¬v^�Ey}{l~��¶|���~���|�����~�{

π∗ωMW = ω
∣∣
Q3,
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π : Q3 → Q3/S1 ? ¢@����~���w�¥�y | ¢@�u�»®��E~cy ¢@¿�w1� Å ¯¨<B��y�¨2��~�¥1¢@��~��2~u¨2����¥^��y �Ô¢
~�¢@�
|}����y¬vEµ@��~cy
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π∗ωMW (v, w) = ωMW (Dπ(p)v,Dπ(p)w)

��v^�Nv�ª3�cz(³
v, w ∈ TpQ
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_	]F�@�Y�Ñ}V�
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S1 dZe<ÉÊ]+\�dYÅ<¿+\#flÃLÁ��YghÅ<_�c<ÁhÅ�gh_<e
	<eÄÃL¿Ve ¿+\ Q3 ��]Ve
�ÇÅ<e<ÉXc
Í�\`dYÅ`e<^VÉÊ¿Ve�O�ÁhghÅ`_<e

Q3/S1 =: Mred

�V_�Æ��VÁhÅ`gq��ÉÊ¿Ye
�Äe<e�	<^+\�òÄfVÁÄÉÂ�
�l_�Æ��^�Vg �K�ÄfV]VÁh^V]Ve<_`ÁÄ^<aK¿Ve<ghÅ��
im�

Q3 dZe<fYòÄe`Å<^Ye<]V¿+\Y�k[&\�g~\�ÉÊe<É�Ã@ÁÇÆ@Á (TpQ)ω
¿+\�Å��V¿KcPÅ`e�¿+\

sgradF (p)
�V]Ve<ghdPebÆ��<dYc

(TpQ)ω
eÄÃL¿Ve<ÉÊÁh^V¿Ve
f

ω(sgradF,w) = w(F ) = 0,
Å��ÑdF�

Q3 = {F = const}.
ñle
�ÇÅ<e<ÉXc"_`ÁÄdYÅ`e<^VÀpfYò

TQω dP\`g~\�i Å<gq�Öe<^�	`fYÅ�ÃLÁ��VgÇÅ<_<f^��e<dY^Yc
Oã¿Ve`ghÅ<fµ�
�¾	
�Ö×¬dP\�O�ÃLe
�§Å<e<¾VdZÁ

p ∈ Q3 Í&e<^VÉk\ ω fV¿ZÃ@c1�VfV^Yc`ÁhÅ§gÄfVÉÊ]KÆ+ÁÄdYÅ`fV¾VÁÄghdYc1i Í&e<^YÉXc ωp ¿+\
TpQ/TpQ

ω ' Tp(Mred)
�#¿VÁh_<ÀÂ^Ve�O�ÃLÁÄ¿V¿Ye<ghÅ�� dZe`Å<e`^Ve
�0e<¾VÁÄ_`fPÃL¿+\»]Ve»]Ve<gÇÅ<^Ve<¿YÁÄ¿Vf�i����lò

fV¿Y_.\`^Vf+\�¿YÅ<¿Ve`ghÅ<f
ω
gÇÆ@Á Ã@c<ÁÇÅ��k¾YÅ<e

ψ∗
t (ωψt(p)) = ωp

Ã+Æ���_<ghÁÇa
t
���ØÅ<g�i6ÃL\¹gIÆ@ÁIÃ+c<ÁhÅ��k¾YÅ`e

ω
e<]Kc<gÄdP\`ÁÇÅ<gq��ÃLe	dPe`^V^VÁÄdKÅ<¿Ve�e`]V^VÁIÃ@ÁÇÆ@Áh¿V¿Ve
�ÖÍ�e`^VÉÊÀ

ωMW

¿V\	Í�\`dKÅ<e<^VÉÊ¿Ye
�Äe<e�	<^+\�òÄfVf
Mred

�

� ù�Clí18NùVïNðDí !Fö�!4ö��Fö xme<dP\�òó\bÅ<ÁÇÆ��<ghÅ`_<e Å<Áhe<^VÁÄÉÊÀ �K���K��� ÉÊe�O�¿Ve ]Y^Ve<_<ÁhghÅ<f f �V_<¿YÀÂÉÊf
_<ÀÂ¾VfYgÇÆ@Áh¿Vf��VÉÊfµ�lñ#c<ghÅ��

p ∈ F−1(x)
�#×ÏÀ3	<Áh^VÁÄÉ Æ@e<dP\bÆ��<¿VÀÂÁ«dZe<e<^`ÃLfV¿V\�Å<ÀlÈ

θ
_�ÃLe�Æ��,e`^�	<fYÅ`Àl�

]V^Ve~a<e~Ã�����Á �Ü¾VÁh^VÁhòSÅ<e<¾YdYc
p
�
µ
òó\�Ã°\�ÁhÅ<gq� e`Å<e�	<^+\�O�Áh¿VfVÁhÉ¬ÉÊe<ÉÊÁh¿YÅb\

F
�
η1

�
η2

Û ]VeÄÃL¿^�YÅ<f^�
dZe<e<^`ÃLfV¿V\�Åãg

F−1(0)/S1 �@×é�ÇÅ<fKaÖdZe<e<^`ÃLfV¿V\�Åb\ba!gÄfYÉÊ]KÆ@ÁÄdKÅ<fV¾VÁhgÄdP\���Í&e<^YÉk\
ω
fVÉÊÁhÁhÅ�_<fPÃ

ω = Adθ ∧ dµ+
2∑

j=1

Bjdθ ∧ dηj +
2∑

j=1

Cjdµ ∧ dηj +Ddη1 ∧ dη2.
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ñle<gÄdZe�Æ��<dYc
dµ = ω

(
∂
∂θ
, ·
) �VÅ`e

A = 1
�
Bj = 0

�+e`Å<dKcóÃL\

ω = dθ ∧ dµ+

2∑

j=1

Cjdµ ∧ dηj +Ddη1 ∧ dη2.

yl^Ve<ÉÊÁ Å<e
�heV�
ω

�V_�Æ��VÁhÅ`gq� gÄfYÉÊ]KÆ@ÁÄdKÅ<fV¾VÁhgÄdZe
� Í&e<^VÉÊe
�F��]Ve��hÅ<e`ÉXc e<¿V\ ¿VÁh_<ÀÂ^Ve�O	Ã@ÁÄ¿+\Y� fF�
gÇÆ+ÁIÃLe<_<\�Å<ÁIÆ��<¿VeV�

D 6= 0
�E���Ä^+\`¿YfV¾VfVÉ Å<ÁÄ]YÁÄ^���Í�e`^VÉXc

ω
¿+\�]Ve<_<Áh^.aK¿Ve`ghÅ
�

Q3 È

ω
∣∣
Q3 = (dθ ∧ dµ+

2∑

j=1

Cjdµ ∧ dηj +Ddη1 ∧ dη2)
∣∣
µ=const

= Ddη1 ∧ dη2,

e`Å`dYc~Ã°\
gIÆ@ÁIÃ+c<ÁhÅ��L¾YÅ`e�Ã+Æ��
ωMW = Ddη1 ∧ dη2

ω
∣∣
Q3 = π∗ωMW .
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ËD\`gÄghÉÊe`Å<^VfYÉ ]V^Ve`fYò~_<ebÆ��<¿Yc1i e<ghe
	<ÁÄ¿Y¿Ve<ghÅ��
M4 Å`fV]+\ gÄÁ Ã+Æ@e�Ò4�VÁÄ¿KÅ<^F�ë�#¿+\ Æ@fYcP_<fPÆVÆ@ÁÄ_`e

�ÄdY_<fV_.\bÆ+ÁÄ¿YÅ`¿+\le<gÄe
	`ÁÄ¿V¿Ve`ghÅ<f�Å`fV]+\l]V^@�VÉÊe
�he&]V^Ve<fYòÄ_<ÁIÃ@ÁÄ¿Vf��mÃ@_`c.a	\�Å`e<ÉÊe<_VÈ
A×V � Å<ÁÄe`^VÁÄÉk\�|<�Ñ}V�±|c�Ç�

Ì8Å`e<É
A
ÃLfVÍ&Í&ÁÄe`ÉÊe<^VÍ&ÁÄ¿�ÃL_`cPÉÊÁÄ^Y¿Ve<ÉXc{ÃLfVghdYc

D2 g:]Ve�Æ��Y^V¿VÀÂÉÊfodPe`e<^`ÃLfV¿+\�Åb\�ÉÊf (s, ϕ)
�

gÇÆ+e<ÁÄ¿VfYÁ ò~\�Ã°\`ÁÇÅ<gq�èÍlcP¿Vd��YfVÁ��
s
�¹Ì8Å`e<É

V
ÃLfVÍ&Í&ÁÄe<ÉÊe`^VÍ&ÁÄ¿ ÃL_`cPÉÊÁÄ^V¿Ye
�¬]Ve`_<ÁÄ^<aK¿Ve<gÇÅ<f

P 2

gSdPe`e<^`ÃLfV¿+\�Åb\�ÉÊf
(x, y)
��gÇÆ@e<Áh¿VfVÁ ò~\�Ã°\`ÁÇÅ<gq� Í&cP¿Vd��VfVÁ��

f2(x, y)
�	y&^Ye<ÉÊÁSÅ`e
�ÄeY��]Yc`ghÅ��

(s, ϕ)�V_bÆ���iæÅ<gq�§]+\`^Ve
�0]VÁh^VÁÄÉÊÁh¿V¿VÀÏa ÃLÁ��VgÇÅ<_<fYÁÇÒÔc1�he�Æ>�&Å���Á��
sgrad s = ∂

∂ϕ

¿+\
M4 ���·�#¿Vf0e`Å<_<Áh¾+\�iæÅ

eÄÃL¿Ve`òÄ¿+\ó¾V¿Ve
e<]V^VÁ ÃLÁÇÆ+ÁÄ¿V¿Ve`ÉXcP�YfVdKÆ+c
λ
¿+\�Å<e`^+\baÌM�fYcP_<fKÆYÆ��F�ê��J6Å`e�cZÅ<_`ÁÄ^@O	Ã@ÁÄ¿VfVÁ�e`ò~¿V\�¾V\`ÁhÅ��@¾YÅ`e

ÉÊe�Oã¿YeØ_<À3	<^V\�Å
�l]VÁh^VÁÄÉÊÁh¿V¿VÀÂÁ
x, y
Åb\`dVfYÉ e�	<^+\�òÄe<ÉÂ�`¾YÅ`e
	<À�_<ÀÂ]VebÆ@¿��KÆ+e<g��

sgrad s = ∂
∂ϕ

��×ug~\`ÉÊe`É
ÃLÁIÆ@Á`�4¿+\

M4 fVÉÊÁÄÁÇÅ<gq��]VÁÄ^VfYe~Ã@fV¾VÁÄghdVf��ufY¿YÅ<Á �Ä^+\bÆ s �µ]Ve
�hÅ`e<ÉXc¹]VÁh^VÁÄÉÊÁh¿V¿Yc1i ϕ
ÉÊe�O�¿Ve�_<À3	<^+\�Å��

]+\`^V\`ÉÊÁhÅ`^Ve<É!¿+\�� òó\�ÉÊdV¿YcZÅ<ÀÏa��4fV¿YÅ<Á �Ä^+\�Æ��<¿VÀÏa�Å<^V\`ÁÄdYÅ`e<^Vf��Pa
sgrad s

�Çx�\bÆ@ÁhÁ`�
P 2 ^YÁ~\bÆ@fKòÄc<ÁÇÅ<gq�mdK\�d

� Æ@e
	<\bÆ��<¿Ve`ÁÊgÄÁÄ¾YÁÄ¿VfVÁ1^+\`ghgÇÆ@e`ÁÄ¿Vf���¿+\
M4 �ÄgÇÆ@e��VÉÊf�dZe`Å<e`^Ve
�Äeÿ�V_bÆ���iæÅ<gq��dP\`d&^+\�òÊÅ<^V\`ÁÄdYÅ`e<^VfVfm]Ve�Æ��

sgrad s
�bñle
�ÇÅ<e<ÉXc&ÉÊe�O�¿VeÂòó\`Í&fVdZgÄfY^Ve<_.\�Å��#dZe<e<^`ÃLfV¿V\�Å<À

x, y
¿+\r�ÇÅ<e<É�gÄÁÄ¾YÁÄ¿VfVfmf�^+\�gÄ]V^Ve`ghÅ<^V\`¿VfYÅ��

¿+\
M4 ]V^Vf!]Ve<ÉÊe��mf"ÃLÁ �VghÅ`_<f��Öe<dV^Yc
O�¿Ve<gÇÅ<fF�@]Ve<^YecO�Ã°\`ÁhÉÊe
�Äe	g ÃL_`f��I\`ÉÊf�_�ÃLe�Æ�� sgrad s

�
ÙÏÁÇò"e
�h^+\`¿VfV¾YÁÄ¿Vf��ue
	���¿Ye<ghÅ`f«e<gÄe
	`ÁÄ¿V¿Ve`ghÅ<f«¿V\�\�Å<e`Ék\ba�ò~\�Ã°\�iæÅ<gq�uòÄ¿+\ó¾VÁÄ¿Yf��VÉÊf

s = 0
�
f2 =

0
�Ñ�ØÅ<ÉÊÁÇÅ<fVÉ Åb\`d�O�Á��m¾YÅ`epÍlcP¿Vd��VfVf

s
f
f2

¿+\ba.eÄÃ��KÅ<gq��_pfY¿V_<e�Æ�i��VfVfF�m\�	<fVÍlcP^VdP\��VfYe<¿V¿+\��
ÃLf+\��Ä^+\`ÉÊÉk\u_Þ�ÇÅ<fKa:dPe`e<^`ÃLfV¿+\�Åb\�a»_<ÀÂ]V^@�VÉBÆ��VÁhÅ`gq�¤� f:fVÉÊÁÄÁÇÅ _<fPÃÉ�Äe`^VfYò~e`¿YÅb\bÆ��<¿Ye
��]Y^
�YÉÊe
�F�8_
dZe`Å<e`^Yc1i§_`Å`ÀÂdP\`ÁhÅ`gq��_<Áh^YÅ<fVdP\bÆ��<¿VÀ3�ÖÆ+cP¾��I�

�#Åb\`dF�
M4 ' D2 × P 2.

��	<e`ò~¿V\�¾YfVÉ
Ω
gÄfVÉÊ]KÆ+ÁÄdYÅ`fV¾VÁÄghdYc1i�Í&e<^VÉXc"¿V\

M4 �
5�í
C�Clù )Fö õ+ö õ+ö 4�x
| �Dµ

u, v ? ��y���xcv�������z�yË|�w1{l®
vEy ¢@�Dw�¥^y�|�¢@w�yt¢
~c~/���cw������Dz ���Õ����~�{�y
A = D2 ¯0~��D��~c| w���y¬vEµ@��~Ý~c�·�
����w�¥^y ��w1�

Ω
���¤�2��x2{ly¬����zº��x��E~c��y���µ ° |�~c~�����y���| ���2x@ª3©Dw��

Ç w�¢
| w��E~c�2������z({
x, y ±�° �

(s, ϕ) ? ®��¦�
��®�y0�Ey}{�y�����z(³¶�2y���| ����w�y�Á0x
�¦~qv Å ×�~c���2�

s =
1

2
(u2 + v2).

8­~�¢@�2¨2����y}v�µ
| ����~ Å ×Ïe<gh]Ve�Æ��`òÄe<_.\`_�Ð�fVg � Å<ÁÄe`^VÁÄÉÊe
� J1Æ@f+\�gÄgÄe`¿+\ � Å<Áhe<^VÁÄÉk\ ÝY�±|<��z
�Ç� ÉÊe�Oã¿Ve
]Ve�Æ@\��I\�Å
�Y�+¾YÅ<e�Ã+Æ��!]VÁh^VÁÄÉÊÁh¿V¿Ve
�"ÃLÁ��VgÇÅ<_<f^��_<ÀÂ]Ye�Æ@¿VÁh¿Ve

s = f(u2 + v2),

� ÃLÁ
f
Û ¿VÁhdZe`Å<e<^V\��­� ÆL\�ÃLdP\���ò~\�fVgÄdPÆ�iØ¾VÁh¿VfVÁhÉÂ�E	`À8Å
�	ÉÊe�O�ÁhÅ��V¿Kc�Æ���Í&cP¿Vd��Vf��F���#Å`g�i6Ã°\	gÇÆ+ÁIÃ@c`ÁhÅ

u =
√
f−1(s) cosϕ, v =

√
f−1(s) sinϕ,

}Zz



gÇÆ+ÁIÃLe<_<\�Å<ÁIÆ��<¿VeV�

du ∧ dv =

(
1

2
√
f−1(s)

df−1(s)

ds
cosϕds−

√
f−1(s) sinϕdϕ

)
∧

∧
(

1

2
√
f−1(s)

df−1(s)

ds
sinϕds+

√
f−1(s) cosϕdϕ

)

=
1

2

df−1(s)

ds
ds ∧ dϕ.

ñle<gÄdZe�Æ��<dYc
s, ϕ
Û Åb\`d�O�Á6gÄfVÉÊ]PÆ@ÁÄdYÅ`fV¾VÁhgÄdVfVÁ�dZe<e<^`ÃLfY¿+\�Å<À ¿+\æÉÊ¿Ve�OãfYÅ`ÁÇÆ@Á

A = D2 _<g i6Ã@c<�bdV^Ve<ÉÊÁ
¿YcóÆ��µ�VÅ���Á��

du ∧ dv = ds ∧ dϕ _<g�i6Ã+c<�@dV^Ve<ÉÊÁ&¿YcóÆ��µ�+]Ve�Æ+cP¾VfYÉÂ�L¾KÅ<e f−1(s) = 2s
�VÅ���Á��

f(s) = 1
2
s
f

s = 1
2
(u2 + v2)

�
� ù�Clí18NùVïNðDí )4ö õ+ö�!Fö �#ò#Æ@ÁhÉÊÉÊÀ �Y�±|<�±|lgÇÆ@Á Ã@c<ÁÇÅ��@¾YÅ<e
]VÁÄ^YÁÄÉÊÁÄ¿Y¿+\��ãÃLÁ �VghÅ`_<f��

s
�Y_�Æ��VÁÇÅ<gq�­� ÆL\óÃLdZe
�

¿+\
M4 �
ÎB\`dVfVÉ e
	`^+\�ò~e`ÉÂ�§�I\�ÉÊfKÆ��óÅ<e<¿Yf+\`¿ �V_�Æ��VÁhÅ`gq�

C∞ Ò0� ÆL\�Ã@dPe�� Í&cP¿Vd��VfVÁ�� s
f

f2

È
H =

H(s, f2(x, y))
� gÄÉÂ�ÓÅb\`d�O�Á�Å<Áhe<^VÁÄÉXc�J1Æ@fV\`gÄghe<¿+\mÝK�Õ|<��z
�I�<gÄfVÉÊ]PÆ@ÁÄdYÅ`fV¾VÁhgÄdP\��"gÇÅ<^YcPdYÅ�cK^V\

Ω
ò~\�Ã°\`ÁÇÅ<gq�

_	dZe<e<^`ÃLfV¿+\bÅb\ba
s, ϕ, x, y

Ék\�Å`^Vf��VÁ �



0 1 a b

−1 0 c d

−a −c 0 ω

−b −d −ω 0



.

Ö ÃLÁhg��
a
�
b
�
c
�
d
�
ω
Û�� ÆL\óÃLdVfVÁ&ÍlcP¿Vd��VfVf!e`Å	]VÁh^VÁÄÉÊÁh¿V¿VÀÏa

s, ϕ, x, y
��J6Å<e�c`gÇÆ@e<_`fVÁl�ÄdV_<fY_.\bÆ@Áh¿YÅ<¿Ve

� ÆL\�Ã@dPe`ghÅ<fÖÍ&e<^VÉÊÀ
Ω
�

ôÏfVgÇÅ<ÁhÉk\pÃLfYÍ�Í&Áh^VÁÄ¿��Yf+\bÆ��<¿YÀÏa�cP^+\`_<¿YÁÄ¿Vf��µ��e<]VfVghÀÂ_.\�ir��fKam�I\�ÉÊfKÆ��óÅ<e<¿Ye<_`c�ghfVghÅ`ÁÄÉXc
v =

sgradH
¿V\

A× V
�+fVÉÊÁÄÁÇÅãe�	���f��!_<fPÃÍ� cP¾VfKÅ<ÀÂ_.\`ÁhÉÂ�@¾YÅ<e ∂H

∂ϕ
= 0

�IÈ

ṡ = k

(
−d∂H

∂x
+ c

∂H

∂y

)
,

ϕ̇ = k

(
−ω∂H

∂s
+ b

∂H

∂x
− a

∂H

∂y

)
,

ẋ = k

(
d
∂H

∂s
+
∂H

∂y

)
,

ẏ = k

(
−c∂H

∂s
− ∂H

∂x

)
,

� �K�Õ|<�±|c�

� ÃLÁ
k = (−ω + (ad− bc))−1 �
ÐmcP¿Vd��VfYf

a
�
b
�
c
�
d
�
ω
¿YÁ«ÉÊe
�hcZÅí	<À8Å���]V^Ye<fYò~_`e�Æ��<¿VÀÂÉÊfµ�l�#¿Vf ÃLe�Æ�O�¿VÀ�c~ÃLe<_�Æ@ÁÇÅ<_<e`^
�KÅ
�

¿VÁhdPe�Å<e<^VÀÂÉ(c<gÇÆ+e<_<f��YÉÂ�@[�\��PÃLÁÄÉÊ�hÅ`f�e
�h^+\`¿VfV¾YÁÄ¿Vf��µ�
}.Þ



×ÏÀÂ¾YfVgÇÆ@fYÉ
sgrad s

È
sgrad s = k

(
−ω ∂

∂ϕ
+ d

∂

∂x
− c

∂

∂y

)
,

ñle<gÄdZe�Æ��<dYc
sgrad s = ∂

∂ϕ

�Y_<À8Å<ÁhdK\�i Å�¿YÁÄe
	~a.eÄÃLfYÉÊÀÂÁ�c<gIÆ@e<_<f^�FÈ

k · (−ω) = 1,

d = c = 0
� Å���dµ�

k 6= 0).

� �K�Õ|<���
�

�#ò&e<]V^VÁ ÃLÁÇÆ+ÁÄ¿Vf��ÖÍlcP¿Vd��VfVf
k
_<fPÃL¿VeY�V¾YÅ<e

c = d = 0
_�Æ@Áh¾VÁhÅ

sgrad s = ∂
∂ϕ

�
Ð�e<^VÉk\

Ω
ò~\`ÉÊdV¿YcZÅb\Y�@e`Å`g�i6Ã°\
gÇÆ@Á Ã@c<ÁÇÅVÈ

− ∂a

∂ϕ
+
∂c

∂s
= 0,

∂a

∂y
− ∂b

∂x
+
∂ω

∂s
= 0,

− ∂b

∂ϕ
+
∂d

∂s
= 0,

∂c

∂y
− ∂d

∂x
+
∂ω

∂ϕ
= 0.

� �K�Õ|<���@�

ñleÄÃLghÅb\�_<fVÉ
c = d = 0

� �Y�±|<�����Ï_
ghfVghÅ`ÁÄÉXc�c<gIÆ@e<_<f��Þ� �K�Õ|<���@�IÈ

− ∂a

∂ϕ
= 0,

∂a

∂y
− ∂b

∂x
+
∂ω

∂s
= 0,

− ∂b

∂ϕ
= 0,

∂ω

∂ϕ
= 0.

� �K�Õ|<�Ñ}
�

�#ò�� �Y�±|<�Ñ}
�ÏgÇÆ+ÁIÃ@c`ÁhÅ��L¾YÅ<e
_<gÄÁ&ÍlcP¿Vd��VfYf�¿VÁlòó\�_<fVgq�YÅ�e`Å
ϕ
È

a = a(x, y, s),

b = b(x, y, s),

c = 0,

d = 0,

ω = ω(x, y, s),

f�gÄ_��Kòó\`¿YÀ gÄe`e`Å<¿Ve�Ð�ÁÄ¿YfVÁÄÉ
∂a

∂y
− ∂b

∂x
+
∂ω

∂s
= 0.

� �Y�Õ|`��z
�
�ØÅ<g i6Ã°\Y�@_	¾+\`gÇÅ<¿Ve<gÇÅ<fF�LgÇÆ+ÁIÃ@c`ÁhÅ��µ¾KÅ<e

Ω
fVÉÊÁhÁhÅ�_<fPÃ

Ω = ds ∧ dϕ+ a(s, x, y)ds ∧ dx+ b(s, x, y)ds ∧ dy + ω(s, x, y)dx ∧ dy, � �Y�Õ|`��Þ@�
}Z�



\�gÄfVgÇÅ<ÁhÉk\5� �K�Õ|<�±|c�Ï]V^YÁÄe
	<^V\�òÄc`ÁhÅ<gq��gÇÆ@Á Ã@c1i��mfVÉ:e
	<^+\bò~e<ÉÂÈ

ṡ = 0,

ϕ̇ = c(s, x, y),

ẋ = − 1

ω

∂H

∂y
,

ẏ =
1

ω

∂H

∂x
,

� �K�Õ|<���
�

� ÃLÁ
c(s, x, y) :=

∂H

∂s
− b

ω

∂H

∂x
+
a

ω

∂H

∂y
.

� �K�Õ|<���@�
5�í
C�Clù )Fö õ+ö )Fö ����|�|}{�~��À��w1{ ~c�cw��ßw�¨t��~q��~2� ��w�x
�2w
v@v�� ° ¨2���c�
�2�
y}{lz(³ßx
|}vE~c��w�y}{ {s =

const, f2 = const} Å ×�~2���c�g|�¢
~/�E~c| �Dµ
c(s, x, y)

����{�w
vEµ@��~���~c����®�~���~c¢@�
sgradH

®�~
ϕ

����|¸�u{�~�{
�2y¬vXy���y�¨2����w�| w��Ë~c����~�¥1¢@wK������~/�Ey ° � Å y Å c(s, x, y) = c(s, f2) Å
8­~�¢@�2¨2����y}v�µ
| ����~ Å ñle<gÄdZe�Æ��`dYc {s, f2} = 0

�YÅ`e

[sgrad s, sgrad f2] = sgrad{s, f2} = 0,

� ÃLÁ
[·, ·] Û gÄdZe
	<dP\5M�fF�%J6Å<e¹e`ò~¿V\�¾V\`ÁhÅ��X¾KÅ<e�]Ve`Å`e<dVf

sgrad s = ∂
∂ϕ

f
sgrad f2

dZe<ÉÊÉXcZÅ<fV^Kc^iæÅ f
¿+\uÉÊ¿Ve��Äe<e
	`^+\�ò~fYf

M4 e`]V^VÁIÃ@ÁÇÆ@Áh¿Ve«Ã@Á��VgÇÅ<_<fVÁ Φ
�Ä^YcP]V]YÀ

R2 �Ï]Ve<^YecO�ÃLÁh¿V¿Ve<Á�g ÃL_`f��I\`ÉÊfS_bÃLe�Æ��
_<ÁhdYÅ<e<^Y¿VÀÏa,]Ye�Æ@Á��

sgrad s
�
sgrad f2

�6ÎDe<^VÀ M�fYcP_<fKÆYÆ��p�Y_�Æ���iæÅ<gq�:e`^�	<fYÅb\`ÉÊfp�hÅ<e��Äe¤ÃLÁ �VghÅ`_<f��F�
yl^Ve<ÉÊÁØÅ`e
�ÄeY�VdP\�O	Ã@À3��Å`e<^�ÉÊe�Oã¿Ve�]Y^VÁIÃLgÇÅb\`_<fYÅ��ã_�_<fZÃLÁlÍ�\`dYÅ<e`^V]V^Ve<gÇÅ<^+\�¿VghÅ`_.\

R2/Hx

��� ÃLÁ
x
Û

Å<e`¾VdP\
¿+\�Å`e<^VÁ`�L\
Hx ' Z2 ÛoghÅb\��VfYe<¿+\`^V¿V\���]Ye~Ã��Ä^YcP]V]+\ R2 �

[#Å<e�	<Àoe`]V^VÁIÃ@ÁÇÆ@fYÅ�� c1� Æ@e`_<ÀÂÁ"dZe<e<^`ÃLfV¿+\bÅ<Á�¿+\�Å<e`^VÁ`�X¿Kc1O�¿Ve�_�^VÁ�Ð�ÁÇÅ<dZÁ
Hx

_<À3	`^+\�Å
�K	<\�ò~fVg
e1
�
e2
�>ÎBe
� ÃL\!c1� Æ@e<_<ÀÂÁãdPe`e<^`ÃLfV¿+\�Å`À�Å<e<¾VdYf

Φ(a1e1 + a2e2)x
	`c~Ã@cZÅ

ϕi = 2πai ª�«!¬ 2π
� �·�#¿VfF�

_<e`òÄÉÊe�Oã¿VeY��	`c~Ã@cZÅæe`Å~Æ@fV¾V\�Å
�<gq��e`Å�dP\`¿Ve`¿VfV¾VÁhgÄdVfKa�¿V\�¾V\bÆ@e<É!e`Å<gh¾VÁhÅb\K�beÄÃL¿V\`dZeÂÃ+Æ��ØÃLe<dP\�òó\bÅ<ÁÇÆ��<ghÅ`_.\
Æ@ÁhÉÊÉÊÀ��hÅ`e�¿YÁ�_<\�Oã¿YeV�ö�
ÎDe
� Ã°\¹¿+\¹Å`e<^VÁ!_<ÀÂ]Ve�Æ+¿VÁÄ¿VeYÈ1_`ÁÄdYÅ`e<^V¿VÀÂÁÖ]Ve�Æ�� ∂

∂ϕ1
, ∂
∂ϕ2

f
sgrad s, sgrad f2

gÄ_��Kòó\`¿VÀoÉÊÁ O�Ã@c
gÄe�	<e
�pÆ@fV¿VÁ �V¿Ve
�0òó\`ÉÊÁh¿Ve
�0g�]Ve<ghÅ`e��V¿V¿VÀÂÉÊf{dPe��ÄÍ&Í&f��VfVÁh¿YÅb\`ÉÊfF��yl^Ve<ÉÊÁ«Å<e
�heV�lfYòÄ_<ÁÄgÇÅ<¿VeV��¾YÅ`e
sgrad s = ∂

∂ϕ

�Y]Ve
�hÅ`e<ÉXc"ÉÊe�O�¿Ve�]Ve�ÆL\��I\�Å
�
e1 = sgrad s(x)

f
ϕ1 = ϕ

g#Å<e<¾Y¿Ve<ghÅ��
i ÃLe	fYò~ÉÊÁh¿VÁÄ¿Yf��
¿+\ó¾+\bÆ@\	e�Å<gÄ¾YÁhÅb\K� ¿+\�Å<e<^VÁu�Ç�Lñle
�hÅ`e<ÉXc

∂

∂ϕ1
= sgrad s =

∂

∂ϕ
∂

∂ϕ2
= A sgrad s+B sgrad f2

= A
∂

∂ϕ
+B

(
1

ω

(
a
∂f2

∂y
− b

∂f2

∂x

)
∂

∂ϕ
+

1

ω

(
∂f2

∂x

∂

∂y
− ∂f2

∂y

∂

∂x

))

=

(
A+

B

ω

(
a
∂f2

∂y
− b

∂f2

∂x

))
∂

∂ϕ
+
B

ω

(
∂f2

∂x

∂

∂y
− ∂f2

∂y

∂

∂x

)

� �K�Õ|<���@�

}.�



� ÃLÁ
A,B
]Ye<ghÅ`ec�Y¿V¿VÀp¿V\�Å`e<^VÁ��

wØ¾VfYÅ<ÀÂ_<\��F�	¾YÅ`e{]Ve�Æ+Á X = ∂f2
∂x

∂
∂y

− ∂f2
∂y

∂
∂x

dP\`g~\�ÁhÅ<gq�oÅ<e<^V\Y��Å<^+\`¿YgÄ_<Áh^Vg~\bÆ��<¿Ve ∂
∂ϕ

f Á��he
Å<^V\`ÁÄdYÅ`e<^VfVf�ò~\`ÉÊdV¿YcZÅ`À�� ]Ve<ghdPebÆ��<dYc�Æ@Á�O	\�Å�¿V\�gÄÁh¾VÁÄ¿YfVf

s, f2, ϕ = const
�I�K]Ye�Æ+cP¾VfVÉÂ�P¾YÅ<em_<ÁÄdYÅ`e<^

e2
_�	.\�ò~fYgÄÁ

Hx

ÉÊe�O�¿Ve�_<À3	<^V\�Å
��Åb\`dF�@¾YÅ`e
	<ÀS]Ve�Æ@Á X e`Å~Æ@fV¾+\�Æ@e<g��
e`Å ∂
∂ϕ2

Æ+f�Ð¹�
¿+\�ÉÊ¿Ve�OãfKÅ<ÁÇÆ��
� _`e`ò~ÉÊe�O�¿VeV�Kò~\`_<fVgq�^��f��Öe`Å	Å<e<¾YdVf��Ç�@ÎDe
� Ã°\

B 6= 0
f

A+
B

ω

(
a
∂f2

∂y
− b

∂f2

∂x

)
= 0,

Å��ÑÁ`�
1

ω

(
a
∂f2

∂y
− b

∂f2

∂x

)
= −A

B
=: F (s, f2).

� �Y�±|<�±|óÝ@�
�#ò�� �Y�±|<�±|óÝ@�Ïf�e<]V^YÁIÃLÁIÆ@ÁÄ¿Vf^�

c(s, x, y)
� �Y�±|<���
�Ï_<À8Å<ÁhdK\�ÁhÅ

c(s, x, y) =
∂H

∂s
(s, f2) +

∂H

∂f2
(s, f2)F (s, f2) = c(s, f2).

Q ûBí`îÊþ<úVì@ðDí )Fö õ+ö�6>ö ���
| |}{�~��À��w1{Ý|��u��¨2��x@ªí��y¬�Ey ��xcv�������x@ª§®�~2��y¬�^³���~c| �Dµ�|�~c�u{ly�|��D��~c��~�x��E~c���1�
{s = const, f2 = const} Å ×�~c���c�5| ¢
~/�E~c|��Dµ

c(s, x, y)
���u{lw
v�µ@��~���~2�2��®�~���~�¢@�

sgradH
®�~

ϕ
���

|¸�u{�~q{m�2y¬vXy���yl¨2����w�| w��Ë~c����~�¥1¢@w5���D²c��~��K®�~2��y¬�^³���~c| �Dw ° � Å y Å c(s, x, y) = c(s, f2) Å
8­~�¢@�2¨2����y}v�µ
| ����~ Å �#ò�gÄe<e
	`^+\�O�Áh¿Vf���¿VÁÄ]Y^VÁÄ^VÀÂ_`¿Ve<ghÅ`fF�1]Ve�Æ��`òhc��Yg�� ^VÁhòhc�Æ���Åb\bÅ<e<É{Æ@ÁhÉÊÉÊÀÜ�Y�±|<���Y�
]Ve�ÆVcK¾YfVÉÂ�B¾YÅ`e�¿+\�dP\�O�ÃLe<ÉpfKò"dZe�Æ@Á��«e`gÄe
	<e��Äe�gIÆ@e��«gÄdZe<^Ye<ghÅ��

c(s, x, y)
ÁhghÅ�� ÍlcP¿Vd��Yf��

s
f
f2

�
ñle<gÄdZe�Æ��<dYc�cP^Ve<_`ÁÄ¿��
gÄ_��Kò~Áh¿F�VÅ<e
gÄdZe<^Ve`ghÅ<f�e~Ã@fV¿+\`dZe<_<À:Ã+Æ��!_<ghÁÇa�dZe�Æ@Á �F�
Q ûBí`îÊþ<úVì@ðDí )Fö õ@ö�:Fö Ø�¨�vXy}{r{lz Ä Å ½ Å Ä wÉ|}vEy �2|�����w1� Ä Å ½ Å Æ |¬vEy �cx
y � ° ¥1��~�| ¢
~/�E~c|��Dµ

c(s, x, y)y�|��Dµg���g|}��{l~�{¤��y¬vEy Ç x@��¢@¿�w1�K����®��E~c| �À�@����| ����y B(U).

��[�ò�[ ä TuU ô 0XW óX` S d VYV d ú a W acb TZ� d
î fVgÇÅ<ÁhÉk\K� �Y�±|<�±|c�1ÃLe�Æ�O�¿+\	^VÁIÃ+c^�YfV^Ve<_.\bÅ
�<gq��¿+\
]PÆ@e���\óÃLdZÁ

P 2(s) = {s = const, ϕ = const} d
gÄfYghÅ<ÁhÉÊÁ

ẋ = − 1

ω

∂HP
∂y

,

ẏ =
1

ω

∂HP
∂x

,

� �K���K�±|c�

� ÃLÁ HP = HP (f2)
Ût�I\`ÉÊfPÆ��óÅ<e<¿VfV\`¿�^VÁ Ã@c1�VfV^Ve`_.\`¿V¿Ve���gÄfYghÅ<ÁhÉÊÀ�¿+\

P 2(s)
�

ËD\`gÄghÉÊe`Å<^VfYÉSdP\`dZe<ÁIÒ ¿Vf�	`c~ÃE��dZe�Æ��
�Ye�\�Å`e<Ék\
V
�@ÎDe
� Ã°\�ÃVÆ���_�Å<e<^Ve���]VÁÄ^YÁÄÉÊÁÄ¿Y¿Ve
�ÖÃLÁ �VghÅ`_<f���¿+\

�hÅ`e<É�dZe�Æ��
�VÁ&_<ÀÂ]Ve�Æ+¿VÁÄ¿Ve
s2 = G(s, f2)

� �K���K���
�
}.�



Ã+Æ���¿YÁÄdZe`Å<e`^Ve
��� Æ@\�ÃLdZe
��ÍlcP¿Vd��YfVf
G
�+×»¾+\`gÇÅ<¿Ve<gÇÅ<fF�

G′
1 = A

�
G′

2 = B
� �Y�Õ|`���@�I�

ñ#c<gÇÅ
�
H(s, s2) = H(s,G(s, f2)) = H(s, f2),

HP (s2) = HP (G(s, f2)) = HP (f2),Å<e�� Ã°\
∂H

∂s
=
∂H

∂s
+
∂H

∂s2

∂G

∂s
,

∂H

∂f2
=
∂H

∂s2

∂G

∂f2
,

dHP

df2

=
dHP

ds2

∂G

∂f2

,

f�fYò&Å<Áhe<^VÁÄÉÊÀ0�P�Õ|<����gÇÆ@Á Ã@c<ÁÇÅ��°¾KÅ<e

dHP

df2

=
dHP

ds2

G′
2 = 2π

∂H
∂s2

∂H
∂s

G′
2 = 2π

H ′
2G

′
2

H ′
1G

′
2 −H ′

2G
′
1

,
� �K���K���@�

e`Å`dYc~Ã°\�]Ve�Æ+cP¾VfYÉÂ�V¾YÅ<e	ghfVghÅ`ÁÄÉk\N� �Y���K�±|c�1¿V\�dK\2O	ÃLe`É fKòldYc<ghdZe<_
M4 �Yghe<e`Å<_`ÁhÅ<gÇÅ<_`c1ir��fKa�dZe�Æ��
�+\�É

\�Å`e<Ék\
V
���ÄdY_<fV_.\bÆ+ÁÄ¿YÅ`¿+\

ẋ = −2π

ω

H ′
2G

′
2

H ′
1G

′
2 −H ′

2G
′
1

∂f2

∂y
,

ẏ =
2π

ω

H ′
2G

′
2

H ′
1G

′
2 −H ′

2G
′
1

∂f2

∂x
.

� �K���K�Ñ}
�

��[���[ ß üXóY` T�e b W óX` S d VYV d ú a W acb TZ� d
ËD\`gÄghÉÊe`Å<^VfYÉ Åb\`d�O�Á ]V^Ye<ÁÄd��Yf�i ]Ve`Å<e`dK\�� �Y�Õ|`���
� ¿+\�]KÆ@e���\�ÃLdYc

P 2(s)
��ÎB\`dP\�� ]V^Ve`ÁÄd��Vf^�

e<]V^YÁIÃLÁIÆ@ÁÄ¿+\	dZe<^V^VÁhdYÅ<¿YeV�VÅ���dµ�+gÄdZe<^Ve<gÇÅ
�
]Ve
ϕ
¿VÁ#òó\�_<fVgÄfKÅ�e�Å

ϕ
�YghÉÂ�VgÇÆ@Á ÃLghÅ`_<fVÁ��Y�±|<��zP���lgÄ]Ve�Æ��`òÄc��

� �K�Õ|<���
�I�Y]Ve�ÆVcK¾YfVÉÂ�@¾YÅ<e
]V^Ve<Áhd��Vf��Ö]Ve`Å`e<dP\�� �Y�±|<�����Ï¿+\�]KÆ@e���\�ÃLdYc
P 2(s)

	�cóÃ@ÁhÅ�fVÉÊÁhÅ���_<fZÃ

ẋ = − 1

ω
H ′

2

∂f2

∂y
,

ẏ =
1

ω
H ′

2

∂f2

∂x
.

� �K���Y�±|c�

J6Å`c�ghfVghÅ`ÁÄÉXcN	`c~ÃLÁhÉ�¿+\�òÄÀÂ_.\�Å���|�®��E~cy ¢@�Dw��E~c��������~��+�
� ù�Clí18NùVïNðDí )4ö�)Fö õ+ö ôÏ^+\�_<¿VfV_.\2��gÄfVgÇÅ<ÁÄÉÊÀ¤� �Y���K�Ñ}
�6f´� �Y���Y�±|c�Ç�K_<fPÃLfYÉÂ�V¾YÅ<e
gÄdZe<^Ye<ghÅ`fP�ÇÅ<fKa!ghfVghÅ`ÁÄÉ
¿+\�dP\�O	Ã@e<É�fYò6dYc`gÄdZe<_#ÉÊ¿Ve��Äe<e
	`^+\�ò~f^�F�ógÄe`e`Å<_<ÁÇÅ<gÇÅ<_`c1i��mfKa	dZe�Æ����+\`É�\bÅ<e<Ék\

V
��e`Å~Æ@fV¾V\�i Å`gq�mÆ@f�ÐÑ�

¿+\�ÉÊ¿Ve�O�fYÅ<ÁIÆ��VÈ
vred =

2πG′
2

H ′
1G

′
2 −H ′

2G
′
1

vproj,
� �K���Y���
�

� ÃLÁ
vred
f
vproj
ÛoghdPe`^Ve<ghÅ`f�gÄe`e`Å<_<ÁÇÅ<gÇÅ<_<Áh¿V¿Ve�^VÁ Ã@c1�VfV^Ve`_.\`¿V¿Ve���f�gÄ]V^Ye<ÁÄdYÅ`fV^Ve<_<\`¿V¿Ve
��gÄfVgÇÅ<ÁÄÉÂ�

z`Ý
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ÎDe�Æ��<dZe	¾YÅ<e
ÉÊÀ ^V\`gÄghÉk\�Å<^VfY_.\bÆ@f!Å<^+\`¿YgÄ_<Áh^Vg~\bÆ��<¿Yc1i{]KÆ+e���\�Ã@dYc�_<fPÃ°\

{s = const, ϕ = const}.

J6Åb\¬]KÆ+e���\�Ã@dK\ß�V_�Æ��YÁhÅ`gq� ÃL_`cPÉÊÁÄ^Y¿VÀÂÉ ÉÊ¿Ve
�he<e
	<^+\bò~fVÁhÉ g�dV^+\�ÁÄÉÂ��¿+\¬dZe`Å`e<^Ve<É fVÉÊÁhÁhÅ`gq�
gÄfYÉÊ]KÆ@ÁÄdKÅ<fV¾VÁhgÄdP\�� ghÅ`^YcPdYÅ`cP^+\ f ÃL_`Á �I\`ÉÊfKÆ���Å`e<¿Ve<_`À ghfVghÅ`ÁÄÉÊÀ Û ^VÁIÃ+c^�YfV^Ve<_.\�¿V¿+\�� f
gÄ]Y^Ve<ÁÄdKÅ<fV^Ve`_.\`¿V¿+\2�F�
× ]µ���K��� 	<ÀÏÆ+e ]Ve<gÇÅ<^Ve<Áh¿Ve ¿VÁhdPe�Å<e<^Ve`Á ÃL_`cPÉÊÁÄ^Y¿Ve<Á gÄfYÉÊ]KÆ@ÁÄdKÅ<fV¾VÁhgÄdZe<Á ÉÊ¿Ve
�he<e
	<^V\�ò~fVÁ

(Q3/S1, ωMW )
g��I\`ÉÊfKÆ���Å`e<¿Ve<_`e
��ghfVghÅ`ÁÄÉÊe
�u¿V\!¿VÁhÉSÛ�^VÁ Ã@c1�VfV^Ve<_<\`¿V¿Ve
��_!ghÉÊÀÂgÇÆ@Á�Ú�\`^Vg Ã@ÁÄ¿+\bÒ

×8\��Y¿VghÅb\��Y¿+\Y��yl^Ve`ÉÊÁ§Å<e��ÄeV�!cK¾YfYÅ<ÀÂ_.\2� ]V^VfV^VeÄÃ@c�ÉÊ¿Ve
�he<e
	<^V\�ò~f��
Q3 �!Í�\`dYÅ`e<^VÉÊ¿Ve
�he<e
	<^V\�ò~fVÁ

Q3/S1 ÉÊe�Oã¿Ve§^+\`ghgÄÉk\�Å`^VfV_.\�Å���_�dK\ó¾VÁhghÅ`_<Á�]VeÄÃLÉÊ¿Ve
�he<e
	<^V\�ò~f��PÒ ghÁÄ¾VÁh¿Vf�� gÇÆ+e<ÁÄ¿Vf^� Ö Á��VÍ&Áh^YÅb\
ÉÊ¿Ve
�he<e
	<^V\�ò~f��

Q3 �
×Ïe�ò~¿VfVdP\`ÁÇÅ ÁÄgÇÅ<ÁÄgÇÅ<_<Áh¿V¿VÀ3� _<e<]V^Ve`g`È�dK\�d gÄ_��Kòó\`¿VÀ ÉÊÁ�O	Ã@c ghe
	<e
� ghfVÉÊ]KÆ@ÁhdYÅ<fY¾VÁÄghdVfVÁ

ÉÊ¿Ve
�he<e
	<^V\�ò~f��
(P 2(s), ω), (Q3/S1, ωMW )

f�Å<^Yf��I\`ÉÊfKÆ��óÅ`e<¿Ve<_<À�ghfVghÅ`ÁÄÉÊÀlÈ#^YÁIÃ@c1�VfV^Ye<_.\`¿V¿V\��F�
gÄ]Y^Ve<ÁÄdKÅ<fV^Ve`_.\`¿V¿+\2�Öf!^VÁ Ã@c1�VfV^Ve<_<\`¿V¿+\��Ö_	gÄÉÊÀÂgIÆ@Á�ÚÖ\`^Vg ÃLÁh¿+\bÒ ×Ï\��V¿VgÇÅb\��V¿+\ yôÏ_��Kòu��^VÁ Ã@c1�VfV^Ve<_<\`¿V¿Ve
� f gÄ]Y^Ve<ÁÄdKÅ<fV^Ve`_.\`¿V¿Ve���ghfVghÅ`ÁÄÉ cPdP\�òó\�¿+\�_�òó\`ÉÊÁh¾+\`¿VfVf��Y���Y�±|<��Ì
fVÉÊÁh¿V¿VeV�.e<¿Yf
e�Å~Æ@fV¾+\�iæÅ<gq�ã¿+\lÉÊ¿Ve�OãfYÅ`ÁÇÆ��g� �Y���Y���
�Ç�`yl^Ve<ÉÊÁÂÅ<e
�heV��ÃLe<dP\�O�ÁÄÉ�gIÆ@ÁIÃ+c^ir�mc1i�Å`ÁÄe<^YÁÄÉXc<�
; í
* ø í
Clù )Fö�6Nö õ+ö ¯4� ± {l��~c�¦~c~����@�2¨2w1�

(P 2(s), ω)
w

(Q3/S1, ωMW )
| w1{�®
vEy ¢@��~�{l~/� Ç ��z Â

¯4� ± | ®��E~cy ¢@�Dw���~2�2�������u�«w?�Ey��cx@¿�w��E~c���������u����|}{lz�|¬vEy®�5�¦�E| �2y ����Á·¡ÿ������|��D��������|�w�| ��y}{�z
| ~2�2®����c��ª3� Å

8­~�¢@�2¨2����y}v�µ
| ����~ Å � \
�{xmfVÍ&Í&ÁÄe<ÉÊe`^VÍ&¿Ve<ghÅ��¬ÉÊ¿Ve��Äe<e
	`^+\�ò~f��
P 2(s)

f
Q3/S1 gIÆ@ÁIÃ@c`ÁhÅ fYò

gÇÅ<^Ve<Áh¿Vf��
Q3 dP\`d�gIÆ@e<Áh¿Vf�� Ö Á �VÍ&ÁÄ^YÅb\K�µ]KÆ@e���\�ÃLdP\

P 2(s) ' Q3/S1 �V_�Æ��YÁhÅ`gq�5	.\�òÄe
�5�ÇÅ<e
�he
gIÆ@e<ÁÄ¿Yf��F�@yl^Ve<ÉÊÁlÅ`e
�ÄeV�+_	gIÆ@e<ÁÄ¿YfVf�e`Å`ghcZÅ<gÇÅ<_`c1iæÅ�e<gÄe
	`ÀÂÁ�gIÆ@e<fF�
ôÏfVÉÊ]PÆ@ÁÄdYÅ`e<ÉÊe<^VÍ&¿Ve`ghÅ
�	]Ve�ghcZÅ<f�Ã@e<dP\�òó\`¿V\�_m]µ�Y�Y�±|æfãÅ<Áhe<^VÁÄÉÊÁl�K���P���K�P[#c
Oã¿Ye�^+\�gÄgÄÉÊe�Å<^VÁÇÅ
�
dZe<e<^`ÃLfY¿+\�Å<¿Ye<Á8]V^VÁ ÃLghÅb\�_�Æ@ÁÄ¿YfVÁÂe
�Ä^V\`¿VfV¾VÁh¿Vf��mfVg a.eÄÃL¿Ve���Í�e`^VÉÊÀ

ω
¿+\
Q3 f�_ØeÄÃL¿Ve`É�gÇÆ+cP¾+\�Á

e
�h^+\`¿VfY¾VfYÅ
�ãÁ��Äe�¿+\
P 2(s)

�L\	_�ÃL^Kc^�he<É:e<]Yc`ghÅ`fYÅ
�"¿+\
Q3/S1 _�_`fPÃLÁ ω ◦Dπ �L[lÁÄe
	~a<e~Ã@fVÉÊe

cP¾VÁhghÅ
�¹ghe<e`Å<_`ÁhÅ<gÇÅ<_<fYÁ!e�	<e`ò~¿V\�¾YÁÄ¿Vf��
θ = ϕ

�
µ = s

�
η1 = x

�
η2 = y

�BôÏÉÂ�BdZe<e<^`ÃLfY¿+\�Å<¿Ye<Á
]V^YÁIÃLgÇÅb\`_�Æ@Áh¿VfVÁm_�ò~\`ÉÊÁÄ¾+\�¿VfVf��P���K��ÞY�

�¾	
�ÿ�l¾YÁÄ_<fPÃ@¿VeV�+cP¾VfYÅ<ÀÂ_<\���ghe<e`Å<_`ÁhÅ<gÇÅ<_<fYÁ�dPe`e<^`ÃLfV¿+\�Å��LgÄfYÉÊ]KÆ@ÁÄdKÅ<fV¾VÁhgÄdYc1i�Í&e<^VÉXc�fN�V_<¿YÀ3��_<fPÃ
gh]V^Ve<ÁhdYÅ<fV^Ye<_.\`¿V¿Ye
��ghfVghÅ`ÁÄÉÊÀl�LgÄÉÂ�+Í&e<^VÉXcóÆ@À£� �Y���Y�±|c�Ç�

zK|



��[/.�[ é T ` U�V `
f V d2h V `^acb øÜS1ù  ^`1óYd e ó WYS ` (
γ

üXó W üX`^acb
óX` T2VYWXW£WYVXS d@ó W d V b�` S
$PC}` e ó T acb V `^acb W

ñ#c<gÇÅ
��Å`e<¾VdP\
y
Æ@Á O�fYÅ�¿V\�ð ghÁIÃ+Æ@e`_<e
�^ñ�dY^VfV_<e
��	<fVÍlcP^VdP\��VfVe<¿Y¿Ve
�ÖÃLf+\��Ä^+\`ÉÊÉÊÀl�µËB\`ghgÄÉÊe`Å`^VfVÉ

ÃL_<ÁK� Æ@\�ÃLdVfVÁ dV^VfY_<ÀÂÁ
γ1

f
γ2

�8]VÁh^VÁÄghÁÄdP\�i��mfVÁ
γs
_«Å`e<¾VdZÁ

y
Å<^+\�¿VgÄ_<Áh^Vg~\�Æ��<¿Ve(fKÆ@f»Åb\`dF�Â¾YÅ`e

γi
�V_�Æ��YÁhÅ`gq���h^+\`Í&fVdZe<É�¿VÁhdPe�Å<e<^Ve��{ÍlcP¿Vd��VfVf{]Ve

f2

�&_<e`ò~ÉÊe�O�¿VeV�#fYÉÊÁ�i��mfVÉ�_<Áh^YÅ<fVdP\bÆ��<¿Yc1i
dP\`g~\bÅ<ÁÇÆ��<¿Yc1im�«ñ#c`ghÅ
�

Q3
1 := F−1(γ1)

�
Q3

2 := F−1(γ2)
� gÄÉÂ��^YfVg`�±|<���Y�Õ|`�¤ghÉÂ��ghÅ`^F���<���Ç�

ñl^VÁIÃ@]Ve�ÆL\��I\�ÁhÅ<gq�ãÅb\`d�O�Á��K¾YÅ`e ∂H
∂f2

(y) 6= 0
�^J6Å<emc`gÇÆ@e`_<fVÁÀ�Y_�Æ��VÁÇÅ<gq��c<gÇÆ+e<_<fVÁhÉ e�	���Á �Äem]Ye�Æ@e�O�ÁÄ¿Yf��

fm�I\`^+\`¿KÅ<fV^Yc`ÁhÅ{ghc
��ÁhghÅ<_`e<_.\`¿VfYÁ ^VÁ Ã@c1�VfV^Ve<_<\`¿V¿VÀÏa ghfVghÅ`ÁÄÉ
w = sgradHP

g»ÉÊe<^VgÄe`_<gÄdVfYÉÊf
�I\`ÉÊfKÆ���Å`e<¿Vf+\�¿+\`ÉÊf HP

¿+\ Å`^+\`¿Vgh_<ÁÄ^Yg~\bÆ��`¿VÀÏa ]KÆ+e���\�Ã@dK\�a
Ptr
� yl^Ve<ÉÊÁ Å<e
�heV�(]Kc<ghÅ�� 	<Áhò

e
�h^+\`¿VfV¾YÁÄ¿Vf��!e
	���¿Ve<gÇÅ<fÖ_<gÄÁ HP = 0
¿+\	e<ghe
	<e<ÉH�Ä^+\�Í�Á��

; í
* ø í
Clù )4ö�:Fö õ+ö 4�x
|��Dµ ∂H
∂f2

(y) 6= 0 Å�� |¬v�w�®
vE~c©D���c¢@w
P 1
tr

��v^�
Q3

1

w
P 2
tr

��v��
Q3

2

��zº�q�
����z
|�~c�¬v��
|�~c�2������~ ° � Å y Å y�|¬v�w­w1³N~c|�~��cz�y��·�
� Ç zH|�~c�2®����c��ª3�m���D~c|�~��2~�{Ý|}vE~cy¹¯0|}{ Å ~�®��Ey��2y}vEy ��w�y ½ Åe�@Å ÄwÌvEy}{�{�x ½ Åe�@Å Æ ±�° ��~Dw������¦��w������Dz

Λ ° ∆ ° Z �Ey��cx@¿�w��E~c��������z(³F| w�|���y¸{£���
P 1
tr ° P 2

tr

|�~c�2®����c��ª3� Å
� ù�Clí18NùVïNðDí )Fö�:4ö�!Fö �#òèÆ@ÁhÉÊÉÊÀ �K�±|<��� gÇÆ@Á Ã@c<ÁÇÅ��§¾KÅ<e Ã+Æ�� ]Ve�Æ+ecO�ÁÄ¿Vf�� e`gÄe
	<e��Äe �Ä^+\�Í�\
ghc
�mÁÄghÅ`_`c<ÁÇÅp	`ÁÄgÄdZe<¿YÁÄ¾V¿Ve«ÉÊ¿Ye
�Äeu¿YÁhòó\�]V^VÁ �mÁÄ¿V¿YÀÏaí�Äe<ÉÊe�Å<e<]VfY¾VÁÄghdVfKa:dPÆL\`gÄghe<_V�6× �hÅ`fKa:dPÆL\`gÄgÄ\ba
Å<^V\`¿VgÄ_`ÁÄ^VgÄ\bÆ��<¿VÀÂÁ�]KÆ@e���\�ÃLdVf�Ã+Æ��

Q3
1

f
Q3

2

_<ghÁ�� Ã°\	ÉÊe�Oã¿Ye
_`À3	<^+\�Å���ghe
� ÆL\`ghe<_.\`¿V¿YeV�
x�Æ�� Ã@e<dP\�òó\�Å`ÁÇÆ��`ghÅ<_<\�Å`ÁÄe<^YÁÄÉÊÀ �K��zK�±| ¿+\�É ]Ye<¿+\�ÃLe�	c�KÅ<gq� Á���Á�¿VÁhgÄdZe�Æ��<dZe ]Ve<¿^�YÅ<f�� f

_<gh]Ve<ÉÊe
�I\�Å`ÁÇÆ��`¿VÀÏa�cZÅ<_<Áh^
O�ÃLÁh¿Vf��F�
" , ø í`îXí.ûBíZïNðDí )Fö�:4ö�)Fö ËB\`ghgÄÉÊe`Å`^VfVÉ dP\`dKc^i�Ò ¿Vf�	`c~ÃE� e<gÄe
	�c^i Å`e<¾VdYc

xi
^YÁIÃ@c1�VfV^Ye<_.\`¿V¿Ye
�

gÄfYghÅ<ÁhÉÊÀ
w = sgradH ¿V\ Å<^+\`¿YgÄ_<Áh^Vg~\bÆ��<¿Ve
� ]KÆ@e���\�ÃLdZÁ Ptr ��[&\ÜdP\�O	Ã@e<É fYò�¾VÁhÅ`ÀÂ^VÁÇa]V^VfYÉÊÀÂdK\�i���fPa ^VÁ�	`ÁÄ^ e<gÄe�	<e
�Äeé�h^+\`Í�\,^+\`ghgÄÉÊe`Å`^VfVÉ�]Ve,Å<e`¾VdZÁ`�&ñl^Ve<_<Á ÃLÁÄÉ�¾VÁh^VÁhòÍ�ÇÅ<f Å<e<¾VdYf

]Ve e`Å<^YÁhò~dKc<�6Å`^+\`¿Vgh_<ÁÄ^Yg~\bÆ��`¿Ve<ÉXc ^VÁ�	`^YcH�Ä^+\`Í�\Y� ��	�ÆL\�ghÅ
�¤¿+\ \�Å<e<ÉÊÁ��6_`ÀÂgÄÁÄdP\`ÁhÉk\��(gÖ]Ve`ÉÊe��¹�
i
�hÅ`fKa:¾YÁhÅ<ÀÂ^YÁÇaSe`Å`^VÁhòÄdPe`_�� �V_�Æ���i���\��Vgq�,e<dV^VÁhghÅ<¿Ye<ghÅ��
i e`gÄe
	<e���Å<e<¾YdVf��ã¿+\�òÄÀÂ_.\`ÁÇÅ<gq�Ý¢��Ey�|���~�{
� ^YfVg`�@�Y��zK�±|c�Ç�
ñ#c<gÇÅ
�

Λi
Û dZe<ÉÊ]Ye<¿VÁÄ¿KÅb\

Λ
ÒÔfV¿V_.\`^Yf+\`¿YÅb\Y�&ghe<e`Å<_`ÁhÅ<gÇÅ<_`c1ir��\��

xi
� _<ÁÇÆ@fY¾VfV¿+\Y�&e
	`^+\�Å<¿V\��0d

gÄe�	<ghÅ`_<ÁÄ¿V¿Ye<ÉXc"ò~¿+\ó¾VÁh¿Vf�i�Æ@fV¿VÁÄ\`^VfYò~\��VfVfÖ]Ve�Æ��
sgradH _�Å<e`¾VdZÁ xi �Ç�ËD\`gÄghÉÊe`Å<^VfYÉ dP\`dYc1i�Ò ¿Vf�	�cóÃ��pfYòHð ¾VÁhÅ`_<ÁÄ^KÅ<fV¿Ve`d^ñ ��¿+\�dZe`Å`e<^VÀÂÁI�h^+\`Í

K
^+\�ò�	<fV_.\`ÁÇÅpdV^YÁÄghÅ��

��	<e`òÄ¿+\ó¾VfVÉ
Π(H)

_<^YÁÄÉ<�!Ã@_<f�O�Áh¿Vf���^VÁ Ã@c1�VfV^Ve`_.\`¿V¿Ve�� ghfVghÅ`ÁÄÉÊÀ0¿+\�]KÆ@e���\�ÃLdZÁ
Ptr
]VeãcP¾+\`gÇÅ<dYc

Å<^V\`ÁÄdYÅ`e<^VfVfµ�@ò~\`dKÆ�i ¾VÁÄ¿Y¿Ve<ÉXc!_��hÅ<e���¾VÁÇÅ<_<Áh^YÅ<fV¿YdPÁ��µÎDe
� Ã°\
Π(H)

fVÉÊÁÄÁÇÅ�_<fZÃNÈ

Π(H) = −Λi ln |H −H(xi)| + c(H),
� �Y��zK�Õ|��

z<�



xi

xi

K

��� ���

á�â
ã�ä��
ä��
äçæ�è ���=¯�° ��ã�±��!²�²p±G³t´µ�t¶ ���A·{° ��ã�±éã ° ²p¸�¹uâP���@âP��´º�!²j»P³p¼!³�½�â{±G��¼P¾t�{¿À�Þâ	³X± ° â{Á!²p±G��¼P¾t�{¿À�
Â �P��±tÃG� ° ±�â{� · âDÄ}ä
� ÃLÁ

c(H)
Û ¿VÁÄ]Y^VÁÄ^VÀÂ_`¿+\��«ÍlcP¿Vd��Vf^�u]V^Vf H → H(xi)

� H(xi)
Û òÄ¿+\ó¾VÁÄ¿VfYÁ H _�e`gÄe
	<e��¤Å<e`¾VdZÁ� fPÆ@fF�+¾YÅ`e
Å`e»O�ÁlgÄ\`ÉÊe<Á��+¿+\
e`gÄe
	<e`ÉH�h^+\`Í&Á

K
�Ç�

ËD\�òhÆ@e�O�Áh¿VfVÁI� �Y��zK�±|c�ã_<À8Å<ÁhdP\`ÁhÅ�fYò�gIÆ@ÁIÃ+c^ir��Á �Äe,_<gh]Ve<ÉÊe
�I\bÅ<ÁÇÆ��<¿Ve
�he�]V^VÁ Ã+Æ@e�O�Áh¿Vf��£� Æ@ÁhÉÊÉk\
�Y����fYò � ��  �Å�}�I�V[&\mÁh_<dKÆ@fPÃ@e<_<e
�"]KÆ+e<gÄdZe<gÇÅ<f

(x, y)
^+\`gÄghÉÊe`Å<^YfVÉ(ÍlcP¿Vd��Yf�i H = xy

�K]V^Ve<fKò~_<e�Æ��<¿Yc1i
gÄfYÉÊ]KÆ@ÁÄdKÅ<fV¾VÁhgÄdYc1i�ghÅ<^KcKdKÅ`cP^Yc

ω
_�e`dV^VÁÄgÇÅ<¿Ve`ghÅ<f�¿+\ó¾+\bÆL\ldZe<e<^`ÃLfY¿+\�Å�f	_<ÁÄdYÅ`e<^V¿Ve`Áæ]Ye�Æ@Á

sgradH �
ËB\�gÄgÄÉÊe�Å<^VfVÉ�Åb\`d�O�ÁØe
	�Æ@\`ghÅ���_

R2 �KdZe`Å`e<^+\��ãe
�Ä^+\�¿VfV¾VÁh¿+\�]Ve�Æ@e�O�fYÅ<ÁIÆ��<¿VÀÂÉÊf�]VebÆ+c<e<gq�YÉÊf x ÒÊf y Ò
dZe<e<^`ÃLfV¿V\�Å����hfV]VÁÄ^�	<e�Æ@e
� H = xy = 1

f
Ã@_`cPÉ<�"]V^Ve<fKò~_<e�Æ��<¿VÀÂÉÊf"dYc`gÄdP\`ÉÊf­� ÆL\�ÃLdYfKa"dV^YfV_<ÀÏa
l1
f

l2
�K]VÁÄ^YÁÄgÄÁhdP\�i��mfVÉÊf!Æ@fY¿VfVf"cP^Ve<_<¿�� H Å`^+\`¿Vgh_<ÁÄ^VgÄ\bÆ��<¿YeV����	<e`òÄ¿+\ó¾VfVÉ

Π(ε)
_<^VÁhÉ<��ÃL_<f^O�ÁÄ¿Vf^��]Ve

Æ@fV¿YfVf!cP^Ve`_<¿�� H = ε
e`Å	Å`e<¾VdVf"Ã@c1�Äf

l1
ÃLe	Å<e`¾VdVf�Ã@c1�Äf

l2
� ^VfVg`�@�K��zK���
�I�

0 x

y

xy = 1

xy = ε

l1

l2

á�â
ã�ä'�
ä��
ä��
è'Æ�» ° ��Ç!��¼!���@âP�ÉÈËÊZ� · Á@â@â Π(ε)
ä

÷Öø í`îXû-*'9 íZïNðDí )4ö�:Fö�6>ö 8�v^�Pv�ª3��~c�¦~
n ∈ N

w1{ly�y���{�y | ��~À�
����y ��|�����~2¼

Π(ε) = −Pn(ε) ln(ε) + c(ε),

���2y
Pn

? ��y�¢
~c��~/��zº�N®�~qv�w���~�{�|���y ®�y ��w
n ° �

c(ε) ? Ç x@��¢@¿�w1�P¢cv��
|�|}�
Cn ���

[0, 1] Å 43��w�²2��~�{
¢
~�² Ç�Ç w�¿�w�y ���Dz

ai
{l��~c�¦~�¥�vEy ���

Pn(ε) = a0 + a1ε+ · · ·+ anε
n

z`�



|�~c�2®����c��ª3�?|�¢
~ ² Ç�Ç w�¿�w�y����D��{�w
aii

�»��y �
vE~q��~2��| ¢
~�{��
�2¨ vE~u��y���w�w

ω(x, y) '
∞∑

i,j=0

aijx
iyj.

[#Å<e�	<À�]Ve�Æ+cP¾VfKÅ
��Å<Áh]VÁÄ^��H� �Y��zK�±|c�Ç�>¿VÁhe
	~a.eÄÃLfVÉÊe�_<e`gÄ]Ve�Æ��`ò~e<_<\�Å
�<gq��gÇÆ@Á Ã@c1i��mfVÉ§e�	<e
	��mÁÄ¿VfVÁhÉ
Æ@ÁhÉÊÉÊÀ�ÚÖe<^Yg~\	f!Å`ÁÄe<^VÁhÉÊÀSx�\`^�	`c � ��}2  �
5�í
C�Clù )4ö�:Fö�:Fö 4�x
| �Dµ

S ? ��y��2zY�E~u���2y���������| y ��vX~c�2����~c|�~��¦������~�¥1¢@�Ì����{�w
vEµ@��~���w������ H ���
����~q{�y

P ° H(S) = 0 Å ×�~2���c�D�Ò~c¢���y�| �D��~c|��Dw
S

|�x@©�y�| ���2x
y ���Ey ��xcv����������P| w�| ��y}{��Ñ¢
~c~/���cw������
(x, y)

�D��¢@�u� ° ¥^��~
� ± H = xy Â
� ± ω = ω(z)dx ∧ dy ° ���2y

z = xy Å
ô�]Ye<ÉÊe��¹��i�Æ+ÁÄÉÊÉÊÀ��Y��zK��z	_`À3	<ÁÄ^VÁhÉ,dZe<e<^`ÃLfV¿V\�Å<Àl�L¾YÅ<e�Ã°\`gÇÅã_<e�ò~ÉÊe�Oã¿Ye<ghÅ���_<e`gÄ]Ve�Æ��`ò~e<_<\�Å
�<gq�

]V^VÁ Ã+Æ@e�O�Áh¿VfVÁÄÉ,�Y��zP��}	¿+\�¾VÁÇÅ<_<Áh^YÅ<fV¿YdPÁmfÖ]VebÆ+cP¾VfYÅ
�5� �Y��zK�±|c�Ç�
" , ø í`îXí.ûBíZïNðDí )Fö�:Fö��Fö y&^YÁÄghÅ�	`c~ÃLÁhÉ�¿+\�òÄÀÂ_.\�Å��P¢@����~c��w�¥^y�|�¢@w1{&�YÁÄgÇÆ+f

c(0) = 0
�

y&\`d�_<À3	<^V\�Å
�
dP\`¿Ve<¿VfY¾VÁÄghdVf���dV^YÁÄghÅ y ×Ïe<gh]Ve�Æ��`òhc<ÁhÉÊgq�!Ã+Æ��­�ÇÅ<e
�heãfPÃ@Á �VÉÊf � �Y�4|<|   �
5�í
C�Clù )Fö�:Föe�°ö 4�x
| �Dµ���~�¢��Ey | �D��~c| �DwK��y¬�c`Dw���z

xi
�2zº���@����zI¢
~c~/���cw������Dzé�»|�~c~�����y���| ���2w�w

|­vXy}{r{�~�� Ä Åe�@Åe�@Å ���
| |}{�~��À��w1{�¢��Ey | � {|xy| < ε0, −1 < x, y < 1} ° ���2y
ε0

? ��y�¢
~���~q��~2y
®�~qvE~u��w���y¬v�µ@��~2yl¥1w�|}vE~ Å ×���¢
~c��¢��Ey�|����E� v���y ��|/�F¢@����~���w�¥^y�|�¢@w1{ Å
8­~�¢@�2¨2����y}v�µ
| ����~ Å ��	<e`ò~¿V\�¾YfVÉ

γε
�
0 < ε < ε0

�XÅ<^+\`ÁhdYÅ<e`^Vf�i�_<ÁÄdYÅ`e<^V¿Ve��Äe ]Ve�Æ��
sgradH �<� ÃLÁ

H = ε
�+ñ&\`^+\`ÉÊÁÇÅ<^VfKòÄc<ÁhÉ

γε
]V^Vf!]Ve<ÉÊe��mfÖ_<^YÁÄÉÊÁÄ¿YfFÈ

γε = (x(t), y(t)), t ∈ [0,Π(ε)].

ÎBe�� Ã°\
(
dx

dt
,
dy

dt

)
= sgradH =

(
− x

ω(xy)
,

y

ω(xy)

)
,

f�]Ve
�ÇÅ<e<ÉXc
∫

γε

ω(xy)
−xdx+ ydy

x2 + y2
=

Π(ε)∫

0

dt = Π(ε),
� �Y��zK���
�

e`Å`dYc~Ã°\

Π(ε) =

∫

γε

ω(xy)
−xdx+ ydy

x2 + y2
=

ε∫

1

ω(ε)
−xdx+ ε

x
d
(
ε
x

)

x2 + ε2

x2

=

1∫

ε

ω(ε)

(
x + ε2

x3

)
dx

x2 + ε2

x2

= ω(ε)

1∫

ε

dx

x
= ω(ε) lnx

∣∣∣∣
1

ε

= −ω(ε) ln ε ∼ −ω(0) ln ε+ o(1).

� �K��zK���@�

wØ¾VfYÅ<ÀÂ_<\��F�@¾YÅ`e
ω(0) = Λi

�+]Ve�ÆVcK¾YfVÉÂ�+¾YÅ<e
_<À3	<^V\`¿V¿VÀ3�ÖdV^VÁÄgÇÅ
ÛodP\`¿Ve`¿VfV¾VÁhgÄdVf��µ�
z�}



� ù�Clí18NùVïNðDí )Fö�:Fö�
Fö y&\`¿Ve<¿YfV¾VÁÄghdVfVÁ
dV^VÁhghÅ<À�_`À3	<fV^+\�iæÅ<gq�¤¿VÁÄeÄÃL¿Ye`ò~¿+\ó¾V¿YeV�DÚÖe�Oã¿VeY�4¿+\`]V^VfYÉÊÁÄ^F�
fYòÄÉÊÁÄ¿��KÅ
���h^+\`¿Vf��YÀ«dV^VÁÄgÇÅ<e<_Ø]V^Ve<fYòÄ_<e�Æ��`¿VÀÂÉ�e
	<^+\bò~e<ÉÂ��gÄe~aK^+\`¿^����Å<e<¾VdYf�]VÁÄ^YÁÄgÄÁh¾VÁÄ¿Yf��	g6^YÁ�	<^+\�ÉÊf
e<ghe
	<e
�heÜ�Ä^+\`Í�\ Åb\`dµ��¾YÅ<e�	<À �ÇÅ<f dV^VfV_<ÀÂÁ:e`ghÅb\`_.\�Æ@fVg�� Å<^V\`¿VgÄ_`ÁÄ^VgÄ\bÆ��<¿VÀÂÉÊf ^VÁ 	<^+\`É e<gÄe�	<e
�Äe
�Ä^V\`Í�\Y�+yl^Ve<ÉÊÁlÅ<e��ÄeV�+ÉÊe�O�¿Ve	]VeÄÃL_<ÁÄ^��I\�Å
��dV^VÁÄgÇÅãg Ã@_<f��I\`É,_�ÃLe�Æ��	_<ÁhdYÅ<e<^Y¿Ve
�Äe�]Ve�Æ��

sgradH �
ÚÖe�O�¿Ve�fYò��Äe`Å`e<_<fYÅ��	dK\�¿Ve<¿VfV¾YÁÄgÄdYf��ÖdY^VÁÄgÇÅ	fYòl]V^Ve`fYò~_<ebÆ��<¿Ve
�he�dV^VÁhghÅb\Y�V¿YÁ#¿+\ba<e~Ã��"dZe<e<^`ÃLfV¿+\bÅ

fYò�Æ@ÁhÉÊÉÊÀ��Y��zP��zK�F×Ïe<gÄ]Ye�Æ��`òÄe<_.\`_�ÐmfVg��!Å<e�Æ��<dZe!Æ@ÁhÉÊÉÊe
�«ÚÖe`^Vg~\Y�>_<À3	`ÁÄ^VÁhÉp]V^Ve<fKò~_<e�Æ��<¿VÀ3��dY^VÁÄgÇÅ
f�dP\`dVfVÁIÒ ¿Vf�	�cóÃ��0dZe<e`^<Ã@fV¿+\�Å`À

(x, y)
� −1 < x, y < 1

_�e`dV^VÁÄgÇÅ<¿Ve`ghÅ<f e<gÄe
	`e
��� ghÁIÃ+Æ@e`_<e
���
Å<e`¾VdVfuÅb\`dF�B¾YÅ<e
	`Àt�I\`ÉÊfPÆ��óÅ<e<¿VfV\`¿�_K�hÅ<fPa«dZe<e<^`ÃLfV¿V\�Åb\ba�]V^YfV¿��KÆ(_<fZÃ H = xy

�Xyle<ÉÊ]Ve<¿YÁÄ¿YÅ`e
�
gÄfYÉÊ]KÆ@ÁÄdKÅ<fV¾VÁhgÄdZe
� ghÅ`^YcPdYÅ`cP^VÀ �V_�Æ��VÁhÅ`gq�Ü¿VÁhdZe`Å<e<^V\��ÜÍlcP¿Vd��Vf^�

ω(x, y)
��\ë�h^+\`¿Vf��VÀ dV^VÁhghÅb\

òó\óÃ°\�i Å`gq��c<gIÆ@e<_<f��YÉÊf |x|, |y| = 1
� |xy| < ε

�mñ&^Ye<_<ÁIÃ@ÁÄÉ�Ã+Æ��¤�ÇÅ<e
�he�dV^VÁhghÅb\ _<ÀÂ¾VfVgIÆ@ÁÄ¿Vf^�F�
\`¿+\�Æ@e
�ÄfY¾V¿VÀÂÁ�� �Y��zK����Ò �K��zK���@�IÈ

Π(ε) =

∫

γε

ω(x, y)
−xdx+ ydy

x2 + y2

=

∫

γε

(ω(x, y)− ω(x, 0) + ω(x, 0) − ω(0, 0) + ω(0, 0))
−xdx + ydy

x2 + y2

=

∫

γε

(ω(x, 0) − ω(0, 0))
−xdx + ydy

x2 + y2

+

∫

γε

(ω(x, y) − ω(x, 0))
−xdx + ydy

x2 + y2
+

∫

γε

ω(0, 0)
−xdx+ ydy

x2 + y2





� �K��zK�Ñ}
�

ñl^VÁÄe�	<^+\�òhc<ÁÄÉ(]VÁÄ^Y_<À3��fV¿KÅ<Á��h^+\bÆ�fYò�� �Y��zK�Ñ}
�ÇÈ
∫

γε

(ω(x, 0) − ω(0, 0))
−xdx + ydy

x2 + y2
=

1∫

ε

(ω(x, 0) − ω(0, 0))
dx

x
,

e`Å`dYc~Ã°\
]Y^Vf
ε→ 0

]VebÆ+cP¾VfVÉ
∫

γε

(ω(x, 0) − ω(0, 0))
−xdx + ydy

x2 + y2
→

1∫

0

(ω(x, 0) − ω(0, 0))
dx

x
.

� �K��zK��z
�

ñlÁÄ^VÁ ÃÖ]V^VÁhe
	<^+\�òÄe<_.\`¿YfVÁÄÉ _`Å<e`^Ve
�Äe�fY¿YÅ<Á �Ä^+\bÆ@\
fYò�� �Y��zK��}@�kòó\�ÉÊÁhÅ<fYÉÂ�+¾YÅ<e�fYòl� Æ@\�ÃLdZe<ghÅ`fÖÍlcP¿Vd��YfVf
ω
gÇÆ@Á Ã@c<ÁÇÅ��µ¾YÅ`e�e`¿+\�]V^VÁIÃ@ghÅb\`_<fYÉk\�_
_<fPÃLÁ

ω(x, y) = ω(0, 0) + xg(x) + yh(y) + xyk(x, y),

� ÃLÁ
g(x)
�
h(y)
�
k(x, y)

Ût� ÆL\óÃLdVfVÁ�ÍlcK¿Yd��VfVfF�Lñle
�ÇÅ<e<ÉXc"]Ye�Æ+cP¾VfVÉÂÈ

ω(x, 0) = ω(0, 0) + xg(x),

ω(0, y) = ω(0, 0) + yh(y),

z<z



\�Åb\`d�O�Á
ω(x, y) − ω(x, 0) − ω(0, y) + ω(0, 0) = xyk(x, y),

e`Å`dYc~Ã°\
]Ye�Æ+cP¾VfVÉÂ�+¾YÅ`e
∫

γε

(ω(x, y)− ω(x, 0) − ω(0, y) + ω(0, 0))
−xdx + ydy

x2 + y2
=

∫

γε

xyk(x, y)
−xdx+ ydy

x2 + y2

=

1∫

ε

εk

(
ε

y
, y

)
dy

y
= εr(ε) ln ε→ 0

]V^Vf
ε→ 0,

� ÃLÁ
r(ε)
Û ¿VÁh]V^VÁh^VÀÂ_<¿+\��¹_ãe<dV^VÁhghÅ<¿Ye<ghÅ`f¤¿YcóÆ���Í&cP¿Vd��Vf��F�Fô1Æ@ÁIÃ@e<_.\�Å`ÁÇÆ��<¿YeV�F]V^Vf

ε → 0
_`Å`e<^Ve
�

fV¿YÅ`Á��h^+\bÆ�_P� �Y��zP��}
�
∫

γε

(ω(x, y) − ω(x, 0))
−xdx + ydy

x2 + y2
→

1∫

0

(ω(0, y)− ω(0, 0))
dy

y
.

� �K��zK��Þ@�

�#ò�� �Y��zK�Ñ}
�Ç��� �Y��zK��z
�Ç��� �Y��zK��Þ
�Ï]V^Vf
ε→ 0

]Ye�Æ+cP¾VfVÉÂÈ

Π(ε) = ω(0, 0) ln ε+

1∫

0

(ω(x, 0) − ω(0, 0))
dx

x
+

1∫

0

(ω(0, y)− ω(0, 0))
dy

y
+ o(1)

� �Y��zK�����
�#ò�_<ÀÂ^+\�O�ÁÄ¿Vf��P� �Y��zK�����DgÇÆ@Á Ã@c<ÁÇÅ��K¾KÅ<e&dP\`¿Ve<¿VfY¾VÁÄghdVf��ãdY^VÁÄgÇÅmÉÊe�O�¿Vel]Ve�Æ+cP¾VfKÅ
��fYò�]V^Ve<fKò~_<e�Æ��<¿Ve
�he
e`Å`^VÁhò~\`¿VfVÁhÉ � fKÆ+f�]V^VfYdKÆ@ÁÄfY_.\`¿VfVÁhÉÂ�Ö_�òó\�_<fVgÄfYÉÊe<ghÅ`f�e`Å ò~¿+\�dK\
�:]Y^
�YÉÊe`c1�Äe�Æ��<¿VfVdZe<_V�ãÃ+Æ+fV¿VÀ

I1

I2

I3

I4

0

1

x

y

á�â
ã�äl�
ä��
ä��
è
dZe`Å<e`^VÀÏa°�LÁhgÇÆ@fÖfYò~ÉÊÁh^@�YÅ
��fKa�]Ve	e<ghe
	<e<ÉXcg�Ä^+\`Ílc`�+^+\`_<¿VÀ£� ^VfYg`���Y��zP���@�IÈ

I1 =

1∫

0

(ω(x, 0) − ω(0, 0))
dx

x
, I2 =

1∫

0

(ω(0, y)− ω(0, 0))
dy

y
,

I3 =

−1∫

0

(ω(x, 0) − ω(0, 0))
dx

x
, I4 =

−1∫

0

(ω(0, y)− ω(0, 0))
dy

y
.

� �K��zK���@�

�ØÅ<ÉÊÁÇÅ<fVÉÂ�@¾YÅ`eãÁÄgIÆ@f
x, y
Û dPe`e<^`ÃLfV¿+\�Å`À�¿VÁ&fYòlÆ@ÁÄÉÊÉÊÀ�ÚÖe<^VgÄ\Y�L\�Å`e�Æ��<dZe H = H(xy)

�YÅ<e�_<ÁhòIÃLÁ
_P� �Y��zK�Ñ}�Ò �K��zK���@�6]Yec�Y_��YÅ`gq�!dPe��ÄÍ&Í&f��VfVÁh¿YÅ<À H′(xy)

fKÆ@f H′(0)
�

z`Þ
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| ����~¹��y�~/�Ey}{�z Ä Åe�@Å ½ Å ÏÊgÇÆ@f _<ÀÂ]VebÆ@¿VÁÄ¿Ye¹c`gÇÆ@e`_<fVÁ�gÄe
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� �K��ÞY���@�6_`ÀÂ]Ve�Æ@¿VÁh¿+\	]V^Vf!_<gÄÁIa

s ≥ 0
� \	¿VÁ#Å`e�Æ��<dZe

s > 0
�Ç�#�lgÄ¿YeV�V¾YÅ`e

Π(0, f2) → ∞ ]V^Vf f2 → 0
�

]Ve<ghdZe�Æ��<dYc
Π(0, f2) → ∞ ��#ghÅb\�ÁhÅ<gq�Öc1	<ÁIÃLfKÅ
�<gq��_
ÉÊe`¿Ve`Å<e`¿V¿Ve<gÇÅ<f

Π(0, f2)
]V^Vf

f2 → 0
���lgÄ]Ye�Æ��`òhc���� �Y��ÞY���@�Ç�V]Ye�Æ+cP¾VfVÉÂÈ

∂Π

∂f2
(0, f2) =

1

2π

(
KΠ

)′
f2

(0, f2) =
1

2π

(
K ′

2Π +KΠ
′
2

)
(0, f2)

� �Y��ÞY�±|<|c�
wkgÇÆ+e<_<fVÁÂÅ<e��ÄeV�Z¾YÅ`e

Π(0, f2)
ÉÊe<¿Ve`Å`e<¿V¿+\Y�
�hdV_<fV_.\�Æ@ÁÄ¿YÅ`¿ « Å`e<ÉXc<�Z¾YÅ`e K ′

2Π+KΠ
′
2

ghe~aY^V\`¿��VÁÇÅmòÄ¿+\`dF�
Å��ÑÁ`�+¾YÅ`e

K ′
2Π +KΠ

′
2 6= 0
�

K ′
2Π +KΠ

′
2 6= 0 ⇔ Π

′
2

Π
6= −K

′
2

K
.

� �Y��ÞY�±|��
�
xme<dP\�O�ÁhÉÂ�1¾KÅ<e¤Æ@Áh_.\��(¾+\`gÇÅ
�í� �Y��ÞK�Õ|����	gh^VÁÄÉÊfYÅ`gq�»dp	<ÁhgÄdZe<¿VÁh¾V¿Ve<gÇÅ<f»]V^Vf

f2 → 0
�k_�Å`e�_<^YÁÄÉ<�F�

dP\`d�]V^+\`_<\���Û ¿VÁÄdZe`Å`e<^Ve<Á�Í&fVdZgÄfY^Ve<_.\`¿Y¿Ve<Á�¾VfVgIÆ@e¹_¹Å`e<¾VdZÁ
(0, 0)
�ºJ6Å<eF�I\`^+\�¿YÅ<fV^Kc<ÁhÅu¿+\bÆ@fV¾YfVÁ

]V^Ve`dPebÆ@e`Å<e��Öe<dY^VÁÄgÇÅ<¿Ve<gÇÅ<f�Å`e<¾VdVf
(0, 0)
��� ÃLÁ&_<ÀÂ]Ve�Æ+¿VÁÄ¿Ve5� �Y��ÞY�±|��
�I�

×{ghfKÆ+cé� �Y��ÞY���
�Ç�FÃ+Æ��
n = 1

�DgÇc
��ÁÄgÇÅ<_`c`ÁhÅ�Í&cP¿Vd��Vf��
c1
�%� ÆL\óÃLdP\��«]Ve

s
f
C1 Ò0� Æ@\�ÃLdP\��«]Ve f2

�
Åb\`dP\��µ�+¾YÅ<e

Π(s, f2) = −(Λ(s) + a1(s)f2) ln f2 + c1(s, f2),
� �Y��ÞY�±|ó�@�

e`Å`dYc~Ã°\
]Ye�Æ+cP¾VfVÉ��
a1 = a1(0)

�ÇÈ

Π
′
2(s, f2) = −Λ(s) + a1(s)f2

f2

− a1(s) ln f2 +
∂c1
∂f2

(s, f2)

Π
′
2

Π
(0, f2) =

−Λ+a1f2
f2

− a1 ln f2 + c′1(f2)

−(Λ + a1f2) ln f2 + c1(f2)
=

−(Λ + a1f2) − a1f2 ln f2 + c′1(f2)f2

−(Λ + a1f2)f2 ln f2 + c1(f2)f2

=
1 + a1f2 ln f2

Λ+a1f2
− c′1(f2)f2

Λ+a1f2

f2 ln f2 − c1(f2)f2
Λ+a1f2

∼ 1

f2 ln f2

→ ∞ ]V^Yf
f2 → 0.

� �Y��ÞY�±|~}
�

yl^Ve<ÉÊÁ#Å`e
�ÄeV�+fKòg� �Y��ÞY�Õ|~�@�ÏfÖe`]V^VÁIÃ@ÁÇÆ@Áh¿Vf��
G′

2

� �Y��ÞY��z
�6Åb\`d�O�Á�]Ye�Æ+cP¾VfVÉÂÈ

G′′
12(s, f2) =

1

2π

(
(−Λ′(s) + a′1(s)f2) ln f2 +

∂

∂s
c1(s, f2)

)
∼ −Λ′(s)

2π
ln f2

]V^Vf
f2 → 0,

G′′
22(s, f2) =

1

2π

(
−Λ(s)

f2

+ a1(s) ln f2 + a1(s) +
∂

∂f2

c1(s, f2)

)
∼ −Λ(s)

2πf2

]Y^Vf
f2 → 0.

Þ.z



ñle
�hÅ`e<ÉXc<�+fYgÄ]Ve�Æ��`òÄc��ÖÅb\`d^O�Á�� �Y��ÞY���@�

K ′
2(s, f2) =

∂

∂f2

(
H ′

1G
′
2 −H ′

2G
′
1

H ′
2G

′
2

)
(s, f2) =

∂

∂f2

(
H ′

1

H ′
2

− G′
1

G′
2

)
(s, f2)

=
H ′′

12H
′
2 −H ′

1H
′′
22

(H ′
2)

2
(s, f2) −

G′′
12G

′
2 −G′

1G
′′
22

(G′
2)

2
(s, f2)

=
H ′′

12H
′
2 −H ′

1H
′′
22

(H ′
2)

2
(s, f2) −

G′′
12

G′
2

(s, f2) +
G′

1

G′
2

G′′
22

G′
2

(s, f2)

∼ H ′′
12H

′
2 −H ′

1H
′′
22

(H ′
2)

2
(s, f2) −

Λ′(s) ln f2

Λ(s) ln f2
+

Λ′(s)

Λ(s)
f2

1

f2 ln f2

→ H ′′
12H

′
2 −H ′

1H
′′
22

(H ′
2)

2
(s, 0) − Λ′(s)

Λ(s)

]V^Vf
f2 → 0.

ô1Æ@Á ÃLe<_.\�Å`ÁÇÆ��`¿VeV�+cP¾VfYÅ<ÀÂ_<\���� �Y��ÞY���@�Ç�
K ′

2

K
(0, f2) →

(
H ′′

12H
′
2 −H ′

1H
′′
22

(H ′
2)

2
(0, 0) − Λ′(0)

Λ

)
H ′

2

H ′
1

(0, 0)
]Y^Vf

f2 → 0.
� �Y��ÞY�±|�z
�

ÎX\�dVfVÉ:e
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��fH� �Y��ÞY�±|�z
��gÇÆ@Á Ã@c<ÁÇÅ��N¾KÅ<e Π
′
2

Π
(0, f2)

ghÅ`^VÁÄÉÊfYÅ`gq��dK	`ÁÄgÄdZe<¿YÁÄ¾V¿Ve`ghÅ<fµ�D\
K′

2

K
(0, f2)

Û d�dZe<¿VgÇÅb\`¿YÅ<Á��.×Ïe`òÄ_<^+\���\��Vg �Ø¿+\bòó\�ÃN�2�hÅ`e#e`òÄ¿+\ó¾+\`ÁhÅ��b¾YÅ`e#ÍlcK¿Yd��Vf��
Π(0, f2)

ÉÊe<¿Ve�Å<e<¿V¿V\
]V^Vf

f2 → 0
�
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¾YÅ`e
	<À�Å`^+\`ÁhdYÅ<e<^Y¿VÀ3�5�Äe`ÉÊÁÄe<ÉÊe<^YÍ�fKò~É�ghe~aY^V\`¿��KÆ�e<^VfVÁh¿YÅb\��Vf�i§ÉÊ¿Ve��Äe<e
	`^+\�ò~f^�F�
ñ#c<gÇÅ
��ò~\�Ã°\`¿VÀ§Ã@_<Áãe<ghe
	<Áh¿V¿Ve<gÇÅ<fuÅ<fY]+\�gÄÁ Ã+Æ@e�Ò4�VÁÄ¿YÅ`^«gãghÁIÃ+Æ@e`_<ÀÂÉÊf�\�Å<e`Ék\`ÉÊf

V
f
V ′ 
 B(U)

f B′(U ′)
Û 	.\�ò~À fKapÆ@fKcK_`fKÆVÆ@Áh_<ÀÏa0gÇÆ@e`ÁÄ¿Vf��µ�Ñ��	�Î>ÁhdYÅ<À

V
f B(U)

�&\,Åb\`d^O�Á
V ′ f B′(U ′)�V_bÆ���iæÅ<gq��gÄ_��Kòó\`¿V¿YÀÂÉÊfãÉÊÁ O�Ã@c	ghe
	<e
�FÈZdP\�O�ÃLe<ÉXc�dZe�Æ��
�Yc
\�Å`e<Ék\�ÉÊe�O�¿Ve�eÄÃL¿Ye`ò~¿+\ó¾V¿Yem]Ve<gÇÅb\`_<fYÅ��

_�ghe<e`Å`_<ÁhÅ`ghÅ<_`fVÁ"¿VÁÄdZe`Å`e<^VÀ3�uÆ@fVgÇÅ�dV¿Yf�OãdYfF�B\!fVÉÊÁÄ¿Y¿VeV�DÅ`e`ÅÖÆ+fVghÅ��D¿+\�dZe`Å<e`^VÀ3�«]V^Ve<ÁhdYÅ<fY^Yc<ÁÇÅ<gq�
Å<e`^ÒM�fYcP_<fKÆVÆ��F�ógÄeÄÃLÁh^@O	\���f��¹�Ä^+\�¿VfV¾V¿Yc1i(e<dV^Yc
O�¿Ve<ghÅ��#\�Å`e<Ék\Y��gÄe`e`Å<_<ÁÇÅ<gÇÅ<_`c1i���c1i:_<À3	<^+\`¿Y¿Ve<ÉXc
dZe�Æ��
�Kc � gÄÉÂ�¹^VfVg��(|`��}V���K�¹ghÅ`^F��|ó�
�Ç�´�#gÄe
	`e<ÉXc��Ä^+\�Í&c ghe<e<e`Å`_<ÁhÅ`ghÅ<_�c<ÁhÅ dZe<^VÁ�Ð�e<d¬dV¿Vf�O�dVfF�
��	<e`òÄ¿+\ó¾VfVÉH�hÅ<e�gÄe<e�Å<_<ÁÇÅ<ghÅ`_<fVÁ

η : V → B(U)
�+ghe<e`Å`_<ÁhÅ`ghÅ<_`ÁÄ¿V¿Ve

η′ : V ′ → B′(U ′)
�

ËD\`gÄghÉÊe`Å<^VfYÉ(ÃL_.\�e`Å<e�	<^+\�O�Áh¿Vf��µÈ
ζ : V → V ′

Û�ÃLfVÍ&Í&ÁÄe<ÉÊe`^VÍ&fYò~É(e<]V^VÁ ÃLÁÇÆ���i��mfKaÖe<gÄe
	`ÁÄ¿V¿Ve`ghÅ<fÖ\�Å`e<ÉÊe<_V�+f

ξ : B(U) → B′(U ′)

Ût�Äe<ÉÊÁhe<ÉÊe<^VÍ&fYòÄÉ�ghe<e`Å<_`ÁÄghÅ`_`c1i��mfKa�dY¿Vf�O�ÁhdF�
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" , ø í`îXí.ûBíZïNðDí )4ö��°ö õ+ö �ØÅ<e
	<^V\�O�ÁÄ¿Yf��
ζ
f
ξ
¿+\bò~ÀÂ_.\�iæÅ<gq�Í| ~c�}v��
| ~c��������z({�w+�µÁhgÇÆ@fÖÃVÆ��ÖÆ�i�	<e
�he

dZe�Æ��
�V\
C
\�Å`e<Ék\

V
dZe�Æ����Yc

ζ(C)
\�Å`e<Ék\

V ′ gÄe`e`Å<_<ÁÇÅ<gÇÅ<_`c`ÁhÅ�Å<e�ÅPO�Á�Æ@fYghÅ B′(U ′)
�4¾YÅ<eÖf¤e�	<^+\�ò

Æ@fVgÇÅb\ B(U)
�+ghe<e`Å`_<ÁhÅ`ghÅ<_�c^ir��Á �Äe

C
]V^Vf!e`Å`e
	<^+\�O�ÁÄ¿VfVf

ξ
�VfV¿+\ó¾VÁ��Äe<_`e<^@�F�VÁhgÇÆ@f

η′ ◦ ζ = ξ ◦ η �
[&\`]Ve`ÉÊ¿VfVÉÂ�@¾YÅ<eã_ã]F�°�Y��z
]Ve<gÇÅ<^Ve`ÁÄ¿VÀ ÍlcP¿Vd��VfVf

Λ
�
∆
�
Z
�@ò~\`_<fVgq�^��fVÁme`ÅãÅ`e<¾VdVf�¿V\�gÄÁ Ã+Æ@e<_`e
�

dV^VfY_<e
�
γs
f�dKÆ@\`gÄgÄ\�Å`^+\`¿Vgh_<ÁÄ^VgÄ\bÆ��<¿Ye
��]KÆ@e���\�ÃLdYfF��ôÏÉÂ�~Å<ÁÄe`^VÁÄÉXc��Y��zK�±|<��\8Åb\`d�O�Á1gÇÆ@Á ÃLghÅ`_<fVÁÏ�Y��zP�Õ|óÝ

d�¿VÁ��µ�
; í
* ø í
Clù )Fö��°ö !Fö 4�x
| �Dµ

v ° v′ ? Ø�ÙLÚo|Í���2x2{��¤|���y ®�y �1�1{�w£|���~���~��cz ° �
��|�|}{l���À��w�����y}{lz�y
�«¥^y �DzY�Ey/³^{ly¬����z(³ ~�¢��Ey�|��D��~2|����^³

U ° U ′ |���~cw1³ ~2| ~��2z(³ |}vE~cy����Dw�®�� | y ��vE~cÁ0¿�y����À� w
x@�2~c��vEy ����~/�^��ª3©Dw�y¤x
|¬vX~c��w1�1{ ½ ± Á g�± ® Å ½ Å Ã Å 4�x
|��Dµ

v ° v′
v�w�x
��w
v@vEy���~�²2¢
�2w����uvEy ���D��z �

~�¢��Ey�|��D��~c| ���1³
U ° U ′ w�w1{ |�~c~�����y���| ����x@ª3� �cw Ç(Ç y ~�{�~/� Ç ��z�yí����~�{�z

V ' V ′ Å ×�~c�¦�c�
v ° v′ ��~�®�~qvE~2��w�¥^y�|�¢@w��À�
�
y�¢@��~/����~K²2¢
�2w�����vXy����D��z �

U ° U ′ ��~c���c�ÊwÉ��~qv�µ@¢
~���~c�¦�c� ° ¢
~c���2�
| x@©�y | ���2x@ª3�»¼

• �cw Ç�Ç y�~�{l~/� Ç w�¨�{�����~�{�~c�
ζ : V → V ′ °

• �¦~�{ly�~q{�~/� Ç w�¨�{¤���c¨ÒvEw�x
�2w
v@vXy ��z(³¶|¬vX~cy ��w��
ξ : B(U) → B′(U ′) °

• �2zº�2~q�K¢cvE��|�|�~c���À�@����|���y¬�E|}�uv�µ@��z(³F| y ¥^y ��w��K��v^�
v

wK��v��
v′ °

�D��¢@w�y ° ¥1��~�¼
½ Å ζ w

ξ
����v^��ª3��|/�´|�~c�¬v��
|�~c�2������z({�w °

Ã Å ξ |�~�³��
���1��y � Ç x@��¢@¿�w�ªÔ�¦�
��©�y ��w1�
ρ

¢@��¢ Ç x@��¢@¿�w�ªÜ���»¢@��w���¢
y ° w
Ä Å w����2����w������Dz

Λ ° ∆ ° Z ¢@��¢ Ç x@��¢@¿�w�w¶~��c��~c�K®�y0�Ey}{�y�����~��K����| y ��vX~c��~c�¶¢���w���~�� Å
¯�43��w ²c��~�{ ��|�y w����2����w������Dz ��zº¥1w�|}v^��ª3��|q� ~��D��~c| w���y¬v�µ@��~ ��zº�q�
������z(³ ¢cvE��|�| ~2�
�À�
����|���y0�E|¸��vEµ@��z(³¶|�y�¥�y���w��Kw5¢@��¢­|¬vEy �2| ���2w�yÒ�¦�2¨2w�|���z(³5¿�w�¢cvX~c�����»��~/�
��³5��w�x
��w
v@v^� Å ±
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f
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�
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�Äel¿V\�	<e<^+\rO�ÁÄgÇÅ<dZel]V^VfV_��Yòó\�¿

d�¿VÁÄdZe`Å`e<^Ve
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V
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ξ
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V ′ � ¾YÅ`e
	<À ]Ve�Å<e<É gh^+\`_<¿YfV_.\�Å��
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� ¿V\`]V^VfVÉÊÁh^F�
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f
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Û ]+\`^+\�ÉÊÁhÅ<^YfYòó\��Yf���ÉÊfV¿VfYÉk\`dZgÄ¿Ve
� dV^VfV_<e��
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� _<ÁÄ^V¿YÁÄÁ`�æÁÄÁ¤]Ve�Æ@e`_<fV¿VÀl�
gÄe`e`Å<_<ÁÇÅ<gÇÅ<_`c1i��mÁ�� _<À3	<^+\`¿Y¿Ve<ÉXc Æ@fVghÅ�c��Ç��ÎBe�� Ã°\ ]V^Vf�]Ye<ÉÊe���f�Æ+ÁÄÉÊÉÊÀ �Y��ÞY��� e ]Ve<_<Á ÃLÁÄ¿VfYf
ÍlcP¿Vd��VfVf�_<^+\��mÁÄ¿Vf^� ÍlcP¿Vd��Vf�i
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f = f(s, f2)
�
f
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�ØcP^Ve<_`ÁÄ¿��
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c(s, f2) = −Λ(s) ln f(s, f2) + Λ(s) ln f2 + c′(f(s, f2))

= −Λ(s) ln
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+ c′(f(s, f2)).
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W
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	~a.eÄÃLfYÉÊe<ghÅ�� ÃLe<dP\�ò~\`¿+\Y�
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��ÁhghÅ<_�c<ÁhÅ�ÃL^Yc1�Äe��É�he<ÉÊÁÄe<ÉÊe`^VÍ&fYò~É B(U) →
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�

s
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�
��}



! G¤ù�= ö [&\ldK\2O	ÃLe���fYò8ÃL_`cPÉÊÁÄ^V¿YÀÏa
]KÆ@e���\�ÃLe<d
P (s), s > 0

�.�bÒ4	�Æ@e<dP\
B
fVÉÊÁÄÁÇÅ<gq���I\`ÉÊfKÆ��óÅ<e`¿Ve<_.\
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�^O�ÁÄ¿YÀl��J6Å`eme`òÄ¿+\ó¾+\`ÁhÅ��P¾YÅ`e
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�Äe ]Ve<gÇÅ<^Ve`ÁÄ¿Vf�� gÄe`]V^@���I\�ir��Á��he

�he<ÉÊÁÄe<ÉÊe`^VÍ&fYò~Ék\
ψ(s)
¿+\�e`ÅÄÃLÁIÆ��<¿Ve<É(cK^Ye<_<¿VÁ

P (s)
� ��  �

) G¤ù�= ö ñleÄÃL¿VfYÉÊÁÄÉ e`Å<e
	`^+\�O�Áh¿VfVÁ
ψ
Ã@ele`Å<e
	`^+\�O�Áh¿Vf��

ψ̃
ÉÊÁ�O	Ã+c¹	�Æ@e`dK\�ÉÊf�_<fPÃ°\

P 2×(0, 1)×S1 �
J6Å`e ÉÊe�O�¿Ve�g ÃLÁÇÆL\bÅ
�#\�¿+\bÆ@e
�hfV¾V¿Ve8ÃLe<dP\�ò~\�Å<ÁIÆ��<gÇÅ<_`c&Å<Áhe<^VÁhÉÊÀ,|<��zK��ÞK�~Ì�fVÉÊÁÄ¿V¿YeV�ó^+\`ghgÄÉÊe`Å`^VfVÉ
]V^Ye<fYò~_`e�Æ��<¿Yc1i�Å<e`¾VdYc

x ∈ U\P (0)
�YÎBe
� Ã°\

x ∈ Q3(s)
�
s > 0
�

��	<e`òÄ¿+\ó¾VfVÉ
σs : P (s) → P (s)

�
σ′
s : P ′(s) → P ′(s)

e`Å<e�	<^+\�O�Áh¿Vf��Öñ#c.\`¿YdK\�^VÁ`�
ñl^Ve<_`ÁIÃLÁhÉ�¾VÁÄ^VÁÇò�Å<e<¾YdYc

x
fV¿KÅ<Á��h^+\bÆ��`¿Yc1i Å`^+\`ÁhdYÅ<e<^Yf�i ]Ve�Æ��

v
��xm_<f��I\2�Vg��{]Ve¤�hÅ`e
�

Å`^+\`ÁÄdKÅ<e<^VfYfã_&e
	<^+\bÅ<¿Ve<É¤¿+\`]V^V\`_�Æ@Áh¿VfVfF�.ÉÊÀ _&dK\�dPe��KÒÔÅ`e�ÉÊe<ÉÊÁh¿YÅ�_<]VÁÄ^Y_<ÀÂÁ�]VÁÄ^VÁhgÄÁh¾VÁÄÉ
P (s)

_�Å<e`¾VdZÁ
z
�1ñ#c<gÇÅ
��_`^VÁÄÉ<�uÃL_<f^O�ÁÄ¿Vf^��e`Å

z
ÃLe

x
^+\`_`¿��VÁÇÅ<gq�

t
�k\¹_<^VÁhÉ<�uÃL_<f�O�Áh¿Vf�� e`Å

z
ÃLe

σs(z)
^+\`_<¿^�VÁhÅ`gq�

c
�F[�\

P ′(s)
fVÉÊÁhÁhÅ<gq� Å<e`¾VdP\

z′ = ψ(z)
�4ËB\�gÄgÄÉÊe�Å<^VfVÉ�fV¿YÅ`Á��Ä^V\bÆ��<¿Yc1i

Å`^+\`ÁÄdKÅ<e<^Vf�i�]Ye�Æ��
v′
�D]V^Ve~a.eÄÃ��^�mc1i�¾VÁÄ^VÁÇò

z′
�Bñlc`ghÅ��

c′
Û _<^VÁhÉ<�«]V^Ve~a<e~ÃL\¹_�ÃLe�Æ���fV¿KÅ<ÁÇÒ

�h^+\bÆ��<¿Ye
��Å<^+\`ÁhdYÅ<e`^VfVfu]VebÆ��
v′
e`Å

z′ = ψ(z)
ÃLe

σ′
s(z

′) = ψ(σs(z))
� î ÉÊÁÄgÇÅ<fVÉÊgq�¤]VeN�hÅ`e
�

Å`^+\`ÁÄdKÅ<e<^VfYf�¿+\	_<^VÁhÉ<�
t′ = tc′

c

�+ñle�Æ+cP¾VÁh¿V¿Yc1i0Å`e<¾VdYc�e�	<e`ò~¿V\�¾YfVÉ
ψ̃(x)
�

�<z



6 G ù�= ö �ldZe<¿Y¾+\�Å<ÁIÆ��<¿Ve`Á�]Ve`ghÅ<^Ye<ÁÄ¿VfYÁ�e`Å`e
	<^+\2O�ÁÄ¿Vf^�

ψ̃ : U(L) → U ′(L′).

�#ghÅb\�Æ@e<g���]Ve`¿��YÅ��V��¾YÅ`e ]Y^Ve<fVg a<e~Ã@fYÅ ¿V\�]KÆ@e���\�ÃLdP\ba
P (0)
�
P ′(0)
�ãgÄe`e`Å<_<ÁÇÅ<gÇÅ<_`c1i��mfKa

�h^+\`¿Vf��V\`ÉÞ	�Æ@e<dZe<_�_<fPÃ°\
P 2 × (0, 1)×S1 �PÎBe�ÁÄgÇÅ
��¿+\�cK^Ye<_<¿VÁ P 2 ×{0}×{pt} �1� ÃLÁ Å`^VÁhÅ`f��

ÉÊ¿Ve�O�fYÅ<ÁIÆ��
S1 ghÅ��Y¿YcZÅ�_�Å<e`¾VdYc<�

k4^+\`¿Yf��Yc	¿Yc
O�¿Ve�gÇÅ��V¿YcZÅ���]Ve�Å`^+\`ÁhdYÅ<e<^Yf��VÉ«]VÁh^VfVeÄÃLfV¾YÁÄgÄdZe
�he�fV¿YÅ`Á��Ä^V\bÆL\Y��J6Å<e�gÇÅ����hfV_.\`¿VfYÁ
e<]Y^VÁIÃLÁIÆ@ÁÄ¿Ye«dPe`^V^VÁÄdKÅ<¿VeV�ÂÎ�^+\�ÁÄdYÅ`e<^VfVf

sgrad s
ÃVÆ��

v
]VÁÄ^YÁÇa.eÄÃ��KÅ _�Å<^+\�ÁÄdYÅ`e<^VfVf

sgrad s′

Ã+Æ��
v′
�«× g~\`ÉÊe`É ÃLÁIÆ@Á`�«dP\�O�Ã°\���Å`^+\`ÁhdYÅ<e<^Yf�� ]YÁÄ^VfVeÄÃLfY¾VÁÄghdPe��Äe¬fY¿YÅ<Á �Ä^+\bÆ@\ Æ@Á�OãfYÅ

¿+\�¿VÁhdZe`Å<e<^Ye<É¬Å<e`^VÁéM�fKcK_`fKÆVÆ��µ��[&\�dZe<¿VdV^YÁhÅ<¿Ye<É¬Å<e`^VÁ§M�fYcP_<fPÆVÆ�� ]Ve�Æ@Á
v

�V_�Æ��VÁhÅ`gq�
Æ@fY¿VÁ��V¿Ye
� dZe<Éº	<fY¿+\��VfVÁ � g ]Ve<gÇÅ<e��V¿V¿YÀÂÉÊfpdZe
�ÄÍ&Í&f��VfVÁh¿YÅb\`ÉÊfp]Ye�Æ@Á��

sgrad s
f

sgrad f2



\`¿V\bÆ@e
�hfV¾V¿Ve ÃVÆ��

v′
� ñle
�hÅ`e<ÉXcSe`Å<e�	<^+\�O�Áh¿VfVÁ

ψ̃
��]Ve<gÇÅ<^Ve<Áh¿V¿Ve<Á«¿V\,�bÒ ÉtÐ�\��hÁ`�ÿ�V_�Æ��YÁhÅ`gq�

Æ@fY¿VÁ��V¿YÀÂÉÜ¿+\«gÄe<e�Å<_<ÁÇÅ<ghÅ`_`c1i��mfKa Å`e<^+\baíM�fYcP_<fPÆVÆ��ë� _�Í&fVdZgÄfY^Ve<_.\`¿Y¿VÀÏaSdZe<e<^`ÃLfV¿+\bÅb\ba°�
ghe<e`Å<_`ÁhÅ<gÇÅ<_`c1ir��fKa�_<À3	<^+\�¿V¿VÀÂÉ,dKÆ@\`gÄgÄ\`É(Å`^+\`¿Vgh_<ÁÄ^VgÄ\bÆ��<¿YÀÏa�ghÁÄ¾VÁh¿Vf����I�
[&\§dP\�O�ÃLe<ÉèÅ`e<^VÁ

ψ̃
]VÁÄ^YÁÄ_<eÄÃLfYÅ�fY¿YÅ<Á �Ä^+\bÆ��<¿VÀÂÁ�Å<^+\�ÁÄdYÅ`e<^VfVf

sgrad f2

_§Å<^+\`ÁhdYÅ<e`^VfVf
sgrad f ′

2

�Xyl^Ve<ÉÊÁ�Å<e
�heV�Be`Å`e
	<^+\2O�ÁÄ¿VfYÁ
ψ̃
gheóaK^+\�¿��VÁÇÅ¤ÍlcP¿Vd��Yf�i _<^+\��mÁÄ¿Vf^�§� ]Ve`gÄdZe�Æ��<dKcuÁÄÁ

gheóaK^+\�¿��VÁÇÅ
ξ
�>\"ò~¿V\�¾YfYÅ��Df

ψ
�lf¤]VÁÄ^YÁÄ_<eÄÃLfYÅ�fV¿YÅ`Á��Ä^V\bÆ��<¿VÀÂÁ�Å<^+\`ÁhdYÅ<e`^VfVf

v
_�Å<^+\�ÁÄdYÅ`e<^VfVf

v′
�<wØ¾VfYÅ`ÀÂ_.\��F�P¾YÅ`emdZe
�ÄÍ&Í&f��VfYÁÄ¿YÅ`À

v
e`Å<¿Ve`gÄfYÅ`ÁÇÆ��<¿Ye

sgrad s
f

sgrad f2

f�dPe��ÄÍ&Í&f��VfVÁh¿YÅ<À
v′
e`Å<¿Ye<gÄfYÅ`ÁÇÆ��`¿Ve

sgrad s′
f

sgrad f ′
2

eÄÃLfV¿+\`dZe<_`Àl�K]VebÆ+cP¾VfVÉÂ�Z¾YÅ<e
ψ̃
]VÁÄ^VÁh_<eÄÃLfYÅ�Å<^+\`ÁhdYÅ<e`^VfVf

sgrad s
_ Å`^+\`ÁhdYÅ<e<^YfVf

sgrad s′
��Å��ÑÁ`�

ψ̃
¿+\

P (0)
e<]V^VÁ ÃLÁÇÆ+ÁÄ¿Ve,]Y^Vf ]Ve`ÉÊe���f�ghÅ����hfV_.\`¿Yf��

dZe<^V^YÁÄdYÅ`¿VeV�
y&\`d c`ghÅ<^Ye<ÁÄ¿Ve

ψ̃
¿+\

P (0)
��ÉÊe�Oã¿Ye ]Ve<¿��KÅ
��fß	`Áhò��hÅ`e
�Äe�ghÅ����ÄfV_.\�¿Vf��F�¹Ì fVÉÊÁh¿V¿VeV�

e`Å`e
	<^+\2O�ÁÄ¿VfYÁ
ψ̃
¿+\!]Ye<_<ÁÄ^<aK¿Ve<gÇÅ<f

P (0)
gÄe`_<]+\�Ã°\�ÁhÅÖg

ψ
�4× g~\�ÉÊe<É»ÃLÁIÆ@Á`�4]Ye<gÄÉÊe`Å`^VfVÉÂ�>dP\`d

c`ghÅ<^Ye<ÁÄ¿Ve
ψ
�3�l¿Ye ]YÁÄ^VÁh_<eÄÃLfYÅ Å<^+\`ÁhdYÅ<e`^VfVfpghfVghÅ`ÁÄÉÊÀÏÒ ]Y^VÁIÃLÁIÆL\�^VÁ Ã@c1�VfV^Ve`_.\`¿V¿VÀÏa�ghfVghÅ`ÁÄÉ

_ Å<^+\�ÁÄdYÅ`e<^VfVf ghfVghÅ`ÁÄÉÊÀÏÒ ]Y^VÁIÃLÁIÆL\�^VÁ Ã@c1�VfV^Ve<_<\`¿V¿VÀÏa gÄfVgÇÅ<ÁhÉÂ�K�·�ØÅ`ÉÊÁhÅ<fYÉÂ��¾YÅ`e{e<¿YftO�Á
�Y_�Æ���iæÅ<gq�ÜÅ`^+\`ÁhdYÅ<e<^Yf��VÉÊf ÁÄgÇÅ<ÁhghÅ<_`ÁÄ¿V¿VÀÏa�ghfVghÅ`ÁÄÉ ¿+\

P (0)
f
P ′(0)

ghe<e`Å<_`ÁhÅ<gÇÅ<_<Áh¿V¿VeV�ê�
�lgÄ¿YeV��¾YÅ<e0¿Yc
O�¿Ve dK\2O	ÃLÀ3� ^+\�òSghe<_<ÉÊÁ ��\�Å
�0Å<^+\�ÁÄdYÅ`e<^VfVfÜg»eÄÃLfV¿V\`dZe<_<ÀÂÉ¬òÄ¿+\ó¾VÁÄ¿VfYÁÄÉ
]V^YÁIÃLÁIÆL\�ÍlcP¿Vd��VfYf{]VÁh^VfVeÄÃ°\¤� ¾YÅ<eSgÄe<e�Å<_<ÁhghÅ<_�c<ÁhÅ ghe~aY^V\`¿VÁÄ¿Yf�i ÍlcP¿Vd��VfYf�_<^+\��mÁÄ¿Vf^�{¿+\
Å`e<^+\ba��Ç�m[lÁ�	~a.eÄÃLfVÉÊe�Åb\`d^O�Á�cZÅ<e<¾Y¿VfYÅ
�Y��dP\`d�òó\`_`fVgÄfYÅ

ψ̃
e`Å�ÁhghÅ`ÁÄghÅ`_<ÁÄ¿Y¿Ve
�Äe§]+\`^+\�ÉÊÁhÅ<^V\

¿+\:dP\�O�ÃLe
� Åb\`dZe
��Æ@fV¿VfVf0cP^Ve<_<¿��µ���ØÅ<e
	<^V\�O�ÁÄ¿YfVÁ
ψ̃
ÃLe�Æ�O�¿Veí	<À8Å
�S¿VÁh]V^VÁÄ^YÀÂ_<¿VÀÂÉ�ð _

¿+\�]V^+\`_�Æ+ÁÄ¿VfVfS_<^VÁhÉÊÁÄ¿Vf1ñ �8Å��ÑÁ`�Â]VeÍ	�Æ@fKò~dVfVÉod
P (0)

Å<^V\`ÁÄdYÅ`e<^Vf��YÉÜf»]Ve
P (0)

Ã@_<f�O�Áh¿VfVÁ
ÃLebÆ�Oã¿Ye�]V^Ve<fVg a<eÄÃLfYÅ
� òó\5	�Æ+fYò~dZe<Á�_<^VÁhÉ<�F���#¾VÁh_<fPÃL¿YeV�X¾YÅ`e¹Å`e
� Ã°\

ψ̃
ÃLebÆ�Oã¿Ye�gÄe<_<]V\�Ã°\�Å��

g
ψ
¿V\

P (0)
�8]Ye<gÄdZe�Æ��`dYc:]V^VfS]Ve<gÇÅ<^Ve`ÁÄ¿VfVf

ψ̃
¿+\uÅ<^+\�ÁÄdYÅ`e<^Vf��Paµ�æ¿VÁ�Æ@Á�O	\��mfKa»¿+\

P (0)
ÉÊÀ ]Ye�Æ��`òÄe<_.\bÆ@fYg���ÁhghÅ`ÁÄghÅ`_<ÁÄ¿Y¿VÀÂÉ�_<^YÁÄÉÊÁÄ¿YÁÄÉ ¿+\�Å<^+\`ÁhdYÅ<e`^VfVf�f gÇÅ<^Ve`fKÆ@f�e`Å`e
	<^+\�O�ÁÄ¿VfVÁ

�`Þ



]V^Ye<]Ve<^��YfVe<¿+\bÆ��<¿Ve§�hÅ<e`ÉXc _<^VÁÄÉÊÁh¿VfF�&¿+\ba<eÄÃ��{dZe
�hÍ&Í�f��VfVÁÄ¿KÅp]V^Ve`]Ve<^��VfYe<¿+\bÆ��`¿Ve<ghÅ`f{]V^Yf
]Ve`ÉÊe���f e`Å`e
	<^+\�O�ÁÄ¿Vf���ñlc<\`¿VdP\`^VÁ�� [�\

P (0)
ghdPe`^Ve<ghÅ`f ÃL_`f�O�ÁÄ¿Yf�� ÁÄgÇÅ<ÁÄgÇÅ<_<Áh¿V¿Ve
� f

^VÁ Ã@c1�VfV^Ve`_.\`¿V¿Ve�� � ]V^VÁ ÃLÁÇÆ@\@� gÄfVgÇÅ<ÁhÉ e`Å~Æ+fV¾+\�iæÅ<gq� ¿+\ÜÉÊ¿Ve�O�fYÅ<ÁIÆ��V��]Ye<ghÅ`ec�Y¿V¿VÀ3��Ã+Æ��
dP\�O�ÃLe
��Å`^+\`ÁhdYÅ<e<^YfVfF��ghÉÂ�Þ� �K���Y���
�»f � �Y��ÞY���
�Ç�!ÎX\`d�¾YÅ<e f�¿V\

P (0)
e`Å<e
	`^+\�O�Áh¿VfVÁ

ψ̃
¿+\0e`ÅÄÃLÁIÆ��<¿VÀÏaoÅ<^+\�ÁÄdYÅ`e<^Vf�� gÇÅ<^Ve`fYÅ<gq� ]V^Ye<]Ve<^��YfVe<¿+\bÆ��<¿Ve{ÁhghÅ`ÁÄghÅ`_<ÁÄ¿Y¿Ve<ÉXc _<^YÁÄÉÊÁÄ¿YfF�ã\
Ã+Æ��Ö¿V\ba.e�O�ÃLÁÄ¿Vf^�ÖdZe
�hÍ&Í�f��VfVÁÄ¿KÅb\ã]V^Ve<]Ye<^��VfVe`¿+\bÆ��<¿Ye<ghÅ`f�fVgÄ]Ye�Æ��`òhc<ÁhÅ`gq��^VÁ Ã@c1�VfV^Ve<_<\`¿V¿+\��
ghfVghÅ`ÁÄÉk\Y�Vx�Æ���òó\`_<Áh^�Ð�Áh¿Vf���ÃLe<dP\�òó\bÅ<ÁÇÆ��<ghÅ`_.\ãe<gÇÅb\`ÁhÅ`gq��_<gÄ]Ye<ÉÊ¿VfYÅ��V�@¾YÅ<e�^VÁIÃ@c1�VfY^Ve<_.\`¿Y¿VÀÂÁ
ghfVghÅ`ÁÄÉÊÀ«� \�gIÆ@ÁIÃLe`_.\�Å<ÁIÆ��<¿VeY�Ïf,_<^YÁÄÉÊÁÄ¿V\ ÃL_<f�O�Áh¿Vf���Ã+Æ��,¿YfKa���¿VÁÄ]Y^VÁÄ^VÀÂ_`¿Ve«òó\`_<fYgq�YÅ«e`Å
cP^Ve<_`¿��

s
�

: G ù�= ö �#Å`e
	<^+\2O�ÁÄ¿VfYÁ
ψ̃

�V_�Æ��YÁhÅ`gq���he<ÉÊÁÄe<ÉÊe`^VÍ&fYò~ÉÊe<ÉÂ�
�#¾VÁh_<fPÃL¿VeY�1¾KÅ<eu¿VÁh]V^VÁh^VÀÂ_<¿Ve<gÇÅ
�

ψ̃
¿VÁÄe�	óa<eÄÃLfVÉÊeu]V^Ye<_<ÁÄ^YfYÅ
��Æ@f^Ð¹��¿V\��bÒ4	�Æ@e<dP\ba°�ÊÅ���Á��Ï¿+\

dP\�O�ÃLe
��fYò&Å<^V\`¿VgÄ_`ÁÄ^VgÄ\bÆ��<¿VÀÏaÖ]KÆ+e���\�Ã@e<d
P (s)
�
s ≥ 0
�

y&\�O�ÃLe
� Å<e<¾VdZÁ
x ∈ U(L)

ghe<e`Å`_<ÁhÅ`ghÅ<_�c<ÁhÅ(¿VÁhdPe�Å<e<^Ve`Á�fV¿V_.\`^Yf+\`¿YÅ`¿Ve<Á�]VeÄÃLÉÊ¿Ve��Äe<e
	`^+\�ò~fYÁ
f�_ ¿VÁhÉ Å`^+\`¿Vgh_<ÁÄ^Yg~\bÆ��`¿+\�� ]KÆ@e���\�ÃLdP\Y�¹ñ#c<gÇÅ
�

s(x)
e�	<e`ò~¿V\�¾V\`ÁhÅ�¿Ve<ÉÊÁh^ ]KÆ@e���\�ÃLdVfF�

ghe<e`Å<_`ÁhÅ<gÇÅ<_`c1ir��Á��
x
�+Ì ¿+\bÆ@e��ÄfV¾V¿Ye�Ã+Æ��

x′ ∈ U ′(L′)
�

ËD\`gÄghÉÊe`Å<^VfYÉ,dP\`dYc1iæÒÔ¿Vf�	`c~ÃE�	Å<e<¾YdYc
x0 ∈ P (s(x0))

� Ö ÃLÁhg��
_<e`ò~ÉÊe�O�¿VÀ,ÃL_.\	gÇÆ+cP¾+\��µÈ

• s(x0) > 0
��ÙÏÁhòÏe
�Ä^+\�¿VfV¾VÁh¿Vf���e�	���¿Ve`ghÅ<f�_`gÄÁÏe`dV^VÁÄgÇÅ<¿Ve`ghÅ<f�Å`e<¾VÁÄd

x0

fKÆ@f
ψ̃(x0)

ÉÊe�Oã¿Ve
gh¾VfYÅb\�Å��£ð dV_.\�Ã@^+\�Å<¿YÀÂÉÊf^ñp]Ye�]V^Ve<gÇÅ<^+\�¿VghÅ`_`c.Ò _<^VÁhÉÊÁÄ¿Vf«� ^YfVg`�ã�Y���P��}
�I�
[�\{�bÒ0	�Æ+e<dP\ba

ã ¼!³ · ²¦¼P¾t�P³Iä

�¦åh¹p¼!³ ·

Ã ° ��´�æ
ç ³t´µ��³t´µ³ ° ÈË�P³

A
V

á�â
ã�äl�
äâá�ä *
è

B
�
B′ ÉÊe�Oã¿VeS_<_<ÁhghÅ`f�ÉÊÁhÅ`^VfVdYc d ]V^@�YÉÊe
�Äe�]V^Ve<fYòÄ_<ÁIÃ@ÁÄ¿Vf��µ�m]Ve`gÄdZe�Æ��<dKc§fYÉÊÁ�i Å`gq�

�<�



�he<ÉÊÁÄe<ÉÊe`^VÍ&fYò~ÉÊÀ
B ' B′ ' P 2 × [0, smax).

ÎDe
� Ã°\	]Yc<gÇÅ
�

Wε(x0) = {x ∈ U(L) | T (x) < ε, d(σ̃(x), x0) < ε}

W ′
ε(ψ̃(x0)) = {x′ ∈ U ′(L′) | T (x′) < ε, d(σ̃′(x′), ψ̃(x0)) < ε}

� ÃLÁ
T (x)
fKÆ+f

T (x′)
e�	<e`ò~¿V\�¾V\`ÁhÅlÉÊfY¿VfVÉk\bÆ��`¿Ve<Á8]VeØÉÊe~Ã+c�Æ�i,_<^VÁhÉ<�F��Å<^VÁ 	`c1i���ÁhÁÄgq��Ã+Æ��

]Ve`]+\�Ã°\`¿Yf���Å<e<¾YdVf
x
¿+\»ð gÄ_<e�irñ�]KÆ@e���\�ÃLdYc

P (s(x))
fKÆ@f�Å`e<¾VdVf

x′
¿V\

P ′(s(x′))
]Y^Vf

ÃL_`f�O�ÁÄ¿YfVfu_bÃLebÆ��ÖfY¿YÅ<Á �Ä^+\bÆ��<¿Ve
�uÅ`^+\`ÁÄdKÅ<e<^VfYf«]Ve�Æ��
v
fKÆ@f

v′
� ]Ye�gÄÉÊÀÂgIÆ+c��Ç�

σ̃(x) ∈
Ptr(s(x))

fKÆ@f
σ̃′(x′) ∈ P ′

tr(s(x
′))
Û Å<e`¾VdP\��hÅ`e
�Äe¹ð ¿V\`f�	<e�Æ+ÁÄÁl	<ÀÂghÅ`^Ve
�heã]Ve<]V\�Ã°\`¿Vf^�^ñ �

ËD\`gÄghÉÊe`Å<^VfYÉ:]V^Ve<fYòÄ_<e�Æ��`¿Ve<Á
ε ∈ (0, s(x0))

�@ñlc`ghÅ��

c′max = sup{c′(ψ(x)) | x ∈ B′ : d(ψ(x), ψ(x0)) < ε},

cmin = inf{c(x) | x ∈ B : d(x, x0) < ε},
� ÃLÁæ¾VfVgIÆL\

c(x)
�
c′(ψ(x))

e<]Y^VÁIÃLÁIÆ���iæÅ<gq�µ�PdP\`d
]V^Vf	]Ve`ghÅ<^Ye<ÁÄ¿VfYfãe`Å`e
	<^+\�O�ÁÄ¿Vf��
ψ̃

� Ð�\��
�@�I���#Å`ÉÊÁhÅ`fVÉÂ��¾KÅ<e

cmin, c
′
max > 0

�ó]Ye<gÄdZe�Æ��`dYc
s(x0)−ε > 0

fm]Ve��hÅ<e`ÉXc&_<ÁÇÆ@fY¾VfV¿VÀ
c(x)
�

c′(ψ(x))
e`ÅÄÃLÁIÆ@ÁÄ¿YÀ�e`Åã¿Kc�Æ���]V^Vf!_<gÄÁIa

x
�VcóÃ@e<_�Æ@ÁÇÅ<_<e<^@��i���fPaÖc`gÇÆ@e`_<f��VÉ

d(x, x0) < ε
�

d(ψ(x), ψ(x0)) < ε
�

×ÏÀ3	`ÁÄ^VÁhÉ
δ1 <

cmin

c′max
· ε �Êñle<gÄdZe�Æ��`dYc«e`Å`e
	<^+\�O�ÁÄ¿VfVÁ ψ ¿VÁÄ]V^YÁÄ^VÀÂ_<¿YeV�ÊÅ<e ghc
��ÁhghÅ<_�c<ÁhÅ

Åb\`dZe<Á
δ2 ∈ (0, ε)

�K¾YÅ<e�]V^Vf
x ∈ B

d(x, x0) < δ2 ⇒ d(ψ(x), ψ(x0)) < ε.

ñle�Æ@e�O�fVÉ
δ = min(δ1, δ2)

�YÎBe
� Ã°\mÃ+Æ���Æ�iÀ	<e
�he
x ∈ U(L)

_<ÀÂ]Ye�Æ@¿VÁh¿VeVÈ

T (x) < δ ≤ δ1 ⇒ T (ψ̃(x)) = T (x) · c
′

c
< δ1

c′

c
< δ1

c′max

cmin
< ε

d(σ̃(x), x0) < δ ≤ δ2 ⇒ d(ψ(σ̃(x)), ψ(x0)) = d(σ̃′(ψ̃(x)), ψ̃(x0)) < ε

�ØÅ<g i6Ã°\�_`À8Å<ÁÄdP\`ÁÇÅ��°¾KÅ<e
ψ̃(Wδ(x0)) ⊂ W ′

ε(ψ̃(x0)),

Å��ÑÁ`�@¾YÅ`e
ψ̃
¿VÁh]V^VÁh^VÀÂ_<¿+\
¿+\

P (s)
Ã+Æ��"Æ�iÀ	`e
�Äe

s > 0
�

• s(x0) = 0
��ÌØ¿+\bÆ+e
�ÄfV¾Y¿Ve¬]V^YÁIÃLÀ6Ã@c
�mÁÄÉXc ]KcK¿YdYÅ`c òó\`ÉÊÁÇÅ<fVÉÂ�(¾YÅ<e ÉÊe�Oã¿Veß	<ÁÇò

e
�h^+\`¿VfY¾VÁÄ¿Vf^��e
	���¿Ve<gÇÅ<fÖ]Ve�Æ@e�O�fYÅ
��� ghÉÂ�V^VfVg��°�K���K��z
�IÈ

Wε(x0) = {x ∈ U(L) | d(σ̃(x), x0) < ε, s(x) < ε},

W ′
ε(ψ̃(x0)) = {x ∈ U ′(L′) | d(σ̃′(x), ψ̃(x0)) < ε, s′(x) < ε}.

�`�



á�â
ã�äl�
äâá�ä��
è
x�\bÆ���Ð�Á e<gÇÅb\`ÁhÅ`gq� _`e<gÄ]VebÆ��`ò~e`_.\�Å
�`gq��¿VÁÄ]Y^VÁÄ^VÀÂ_`¿Ve<ghÅ��
i

ψ
¿+\��bÒ4	�Æ@e<dP\ba°��J6Å<e
�he

ÃLe`ghÅb\�Å`e<¾V¿VeV��Å���dµ��_<_`fPÃ@c gÄ]YÁ��VfVÍ&fVdYf�e<dV^VÁhghÅ<¿Ye<ghÅ`Á���¿VÁÇÅ�¿VÁÄe�	óa<eÄÃLfVÉÊe<gÇÅ<f�gÇÆ+ÁIÃLfYÅ��
ò~\�ÃL_<f�O�ÁÄ¿VfVÁhÉ�_bÃLe�Æ��ÖfV¿KÅ<Á��h^+\bÆ��`¿VÀÏa�Æ@fY¿Vf��u]VÁh^VÁÄÉÊÁh¿V¿Ve
�¤Ã@Á��VgÇÅ<_<f��í� ÉÊÀ�e<gÇÅb\bÆ@fVg �
_
	bÆ@fYò~f e<gÄe�	<e
�Äe�gÇÆ+ec� _<¿VÁ�ò~\`_<fVghfVÉÊe<ghÅ`fèe`Å�ò~¿+\ó¾VÁh¿Vf��

ϕ
�Ç� ôÏÉÂ��Åb\`d�O�Á dZe<¿VÁ �

]V^YÁIÃLÀ6Ã@c
�mÁ��ÄeF� }
�Äe@� Ð�\��I\P� ¿VÁh]V^VÁh^VÀÂ_<¿Ve<gÇÅ
�»ð _	¿+\`]V^+\�_�Æ@ÁÄ¿YfVfÖ_`^VÁÄÉÊÁh¿Vf^ñ}�I�

� ù�Clí18NùVïNðDí )Fö��°ö�
Fö [�\	^VÁ �hcóÆ��V^Y¿Ve
��¾V\`ghÅ`f�gÇÆ+e<ÁÄ¿Vf^�PM�fYcP_<fKÆYÆ���ÃVÆ��"Æ�iÀ	<e��Äe�Æ@fVghÅb\
X ⊂ B(U)

f
(s, f2) ∈ X

È
ψ̃(s, ϕ, f2, ϕ2) = (ξ(s), ϕ, ξ(f2), ϕ2)
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]V^Vf�	�Æ@f�O�Áh¿VfVfÖdÖghÁIÃ+Æ@e`_<e
�!dV^VfV_<e��Þ� _	Ék\bÆ+e
�Öe`dV^VÁÄgÇÅ<¿Ve`ghÅ<f�Å`e<¾VdVf

y0

�8ÉÊe<¿Ye`Å<e<¿Y¿Ve�gÇÅ<^VÁhÉÊfYÅ<gq��d
	<ÁhgÄdZe<¿VÁh¾V¿Ve<gÇÅ<fF�P¿Velò~¿+\�d

ρ
¿VÁÂcP¾VfYÅ<ÀÂ_<\bÆ@gq�F�K×Ï]V^Ye<¾VÁÄÉÂ�`Ã+Æ���e`]VfVg~\�¿Vf��
]Ve<_<Á ÃLÁÄ¿Yf���Æ@fV¿Vf��	cP^Ve<_<¿^�

ò~¿V\`d¹	<ÀÏÆ	¿YÁÄghc
�mÁÄghÅ`_<ÁÄ¿YÁÄ¿F�P[lÁhÅ`^Yc~ÃL¿Ve&_<fPÃLÁÇÅ
�V��¾YÅ<e ò~¿+\`dYf
ρ
¿+\ØdP\�O�ÃLe<É�fKò ðÔÆ@Áh_<ÀÏa
ñkÆ@fVghÅ`e<_ B(U)

^+\`_`¿VÀpÉÊÁ O�Ã@c�ghe
	<e
�Öf�e`Å~Æ@fY¾+\�i Å`gq��e`Å5� Åb\`d^O�Ám^+\�_<¿VÀÏaÖÉÊÁ O�Ã@c�gÄe�	<e
���8ò~¿+\�dPe`_
ρ
¿V\Dð ]Y^+\`_<ÀÏa
ñ

Æ@fVgÇÅb\ba B(U)
�X��		e<^VfVÁh¿YÅb\��VfVfP	.\�òÄfVgÄ¿VÀÏaN�YfVdKÆ@e<_
gÄÉÂ�VcZÅ`e<¾V¿VÁh¿VfVÁã|`���Y���K�

×ÏÀ3	`ÁÄ^VÁhÉ�dP\`dZe<ÁÇÒÔ¿Vf�	`c~ÃE��^+\�ò�	<fVÁh¿VfVÁæ\�Å<e`Ék\
V
¿+\l]VebÆ@e�OãfYÅ`ÁÇÆ��`¿VÀÂÁ f	e`Å`^Vf��+\bÅ<ÁÇÆ��<¿VÀÂÁØdZe�Æ��
�+\Y�

ñle�Æ@e�O�fVÉ
ε = +1

�`ÁhgÇÆ@f
e<¿Velghe<_<]+\�ÃL\`ÁhÅ&gÂ^+\bòu	<fVÁh¿VfVÁhÉ
V
¿+\#]VebÆ@e�OãfYÅ`ÁÇÆ��`¿VÀÂÁ�f
e�Å<^Vf��V\�Å<ÁIÆ��<¿VÀÂÁ

dZe�Æ��
�V\	]Ye
òÄ¿+\`dYc"ÍlcP¿Vd��YfVf�_<^V\���Áh¿Vf��F�+f
ε = −1

_	]V^Ve�Å<fV_<¿Ye<É�gIÆ+cP¾+\`Á`�
�ØÅ<ÉÊÁÇÅ<fVÉÂ�4¾KÅ<e�^+\�ò�	<fVÁÄ¿YfVÁ�dZe�Æ@Á�� \�Å`e<Ék\�¿+\�]VebÆ@e�OãfYÅ`ÁÇÆ��`¿VÀÂÁ	f�e`Å<^Vf��+\�Å<ÁIÆ��<¿VÀÂÁ
]VeãòÄ¿+\`dYc

ρgÄe`_<]+\�Ã°\�ÁhÅ
g&^+\�òu	`fVÁÄ¿VfYÁÄÉÂ�@_<_<Á ÃLÁÄ¿V¿YÀÂÉ�Ã+Æ��!e<]Y^VÁIÃLÁIÆ@ÁÄ¿Yf���fY¿V_.\`^VfV\`¿YÅb\
∆
�

�lgÄ]Ye�Æ��`òhc��¹fV¿VÍ&e<^YÉk\��Vf�i�e"]Ye<_<ÁIÃ@ÁÄ¿VfVf
ρ
�µÉÊecO�¿Ve�]Ye<dP\�òó\�Å��V�F¾YÅ`e

ρ
¿YÁ�e<dP\�ò~ÀÂ_<\`ÁhÅ!_�Æ@f^�V¿Vf��

¿+\ dKÆL\`ghgÖÅ<e`]Ve�Æ@e
�hfV¾VÁhgÄdZe
�:Å<^+\�ÁÄdYÅ`e<^V¿Ve
�é�hdV_<fV_<\bÆ@ÁÄ¿KÅ<¿Ve<gÇÅ<f»gÄfYghÅ<ÁhÉÊÀl�8Ì�fYÉÊÁÄ¿V¿VeY�6_¤dK\ó¾VÁhghÅ`_<Á
gÇÆ+ÁIÃLgÇÅ<_<f��ÖÅ<Áhe<^VÁÄÉÊÀ �K���K����ÃLe<dP\�O�ÁhÉ�Å<Áhe<^VÁÄÉXc!e
]Ve�Æ@¿Ye<É�Å<^V\`ÁÄdYÅ`e<^V¿Ve`É:fV¿V_.\`^Yf+\`¿YÅ`Á`�Vx�Æ����ÇÅ<e
�he
]Ve<¿V\�ÃLe
	<fKÅ<gq�!Á �mÁ�eÄÃL¿Ve	e<]Y^VÁIÃLÁIÆ@ÁÄ¿YfVÁ`�
" , ø í`îXí.ûBíZïNðDí )Fö��µö õ s ö ñ#c<ghÅ��(e`gÄe
	<À3�é�h^+\`Í

K
\bÅ<e<Ék\

V
gÄeÄÃLÁh^@OãfYÅ

n
_`ÁÄ^�ÐmfV¿�f

l
^VÁ�	`ÁÄ^F�

Ö \`Í&fVdZgÄfY^Yc<ÁhÉ«¿YcPÉÊÁÄ^+\��YfVf�_<Áh^�Ð�fV¿ãfã^VÁ 	<ÁÄ^
K
�ZÎDe
� Ã°\��E~c| �D¢
~�{ëw����2����w�������~c�

germy0(Λ,∆, Z)
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¿+\�òÄÀÂ_.\`ÁÇÅ<gq�
dKÆL\`ghg3�ÄdV_`fV_.\bÆ@Áh¿YÅ<¿Ye<ghÅ`fãÍlcP¿Vd��Vf��µ�<e<]V^VÁ ÃLÁÇÆ+ÁÄ¿V¿VÀÏa
]Y^Vf
s ≥ 0

� ¿+\`]Ve<ÉÊ¿YfVÉÂ�`¾YÅ`e&]V^Vf
s = 0

^VÁÄ¾��
fPÃLÁÇÅãe	]V^YÁIÃLÁIÆ@Á�^YÁIÃ@c1�VfV^Ye<_.\`¿V¿YÀÏa�ghfVghÅ`ÁÄÉ#�IÈ

Λ × ∆ × Z : R → RP n × Rn+l

s 7→ (Λ1(s) : · · · : Λn(s),∆1(s), . . . ,∆n(s), Z1(s), . . . , Zl(s)),

]Ve	gÇÆ+ÁIÃ@c1i��mÁÄÉXcÖe`Å<¿Ye�Ð�Áh¿Vf�iÝ�ÄdV_<fY_.\bÆ@Áh¿YÅ<¿Ve`ghÅ<fµ�+xm_.\�¿+\�	`e<^+\�ÍlcK¿Yd��Vf��

(Λ1
1(s) : · · · : Λ1

n(s),∆
1
1(s), . . . ,∆

1
n(s), Z

1
1(s), . . . , Z

1
l (s)), s ≥ 0,

(Λ2
1(t) : · · · : Λ2

n(t),∆
2
1(t), . . . ,∆

2
n(t), Z

2
1(t), . . . , Z

2
l (t)), t ≥ 0

¿+\�òÄÀÂ_.\�iæÅ<gq� ²2¢
�2w�����vXy����D��z({lw+��ÁÄgÇÆ+f gÇc
��ÁÄgÇÅ<_`c1iæÅ e<dV^YÁÄghÅ`¿Ve<gÇÅ<f ¿YcóÆ��
W1,W2 ⊂ R

�
¿VÁh]V^VÁÄ^YÀÂ_<¿+\��!ghÅ`^Ve
�heã_<e`òÄ^+\`gÇÅb\�i���\��Öò~\`ÉÊÁÄ¿V\
]VÁh^VÁÄÉÊÁh¿V¿Ve
�

r : W1 →W2, r(s) = t, r(0) = 0, r(W1) ⊂ W2,

f�¿VÁÄ]Y^VÁÄ^VÀÂ_`¿+\��ÖÍ&cP¿Vd��Vf��
k(s)
�
k(0) 6= 0

�YÅb\`dVfVÁ��@¾YÅ<e

Λ1
i (s) = k(s)Λ2

i (r(s)), i = 1, . . . , n

� Å��ÑÁ`�
(Λ1

1(s) : · · · : Λ1
n(s)) = (Λ2

1(s) : · · · : Λ2
n(s)) ∈ RP n),

∆1
i (s) = ∆2

i (r(s)), i = 1, . . . , n,

Z1
j (s) = Z2

j (r(s)), j = 1, . . . , l.

� ù�Clí18NùVïNðDí )Föe�°ö õ@õ+ö ËNe<ghÅ`e<d fY¿V_.\`^VfV\`¿YÅ<e`_ Æ�i�	<e
�S^VÁ~\bÆ��<¿Ve
�
C∞ Ò4� ÆL\�ÃLdZe
��gÄfVgÇÅ<ÁhÉÊÀ _`gÄÁ�� ÃL\

fVÉÊÁhÁhÅ
C∞ Ò4� ÆL\�ÃLdZe
�he�]V^VÁ ÃLghÅb\�_<fYÅ<ÁIÆ��F�1Å���Á��6gÇc
��ÁÄgÇÅ<_`c`ÁhÅ�]+\�^+\`ÉÊÁhÅ`^VfYò~\��Vf���gÄÁIÃVÆ@e<_<e
�(dV^VfV_`e
� s,

s ≥ 0
Åb\`dP\��µ�+¾YÅ<e
ÍlcP¿Vd��VfVf

Λ(s)
�
∆(s)
�
Z(s)
Û
C∞ Ò0� Æ@\�ÃLdVfVÁ��

8­~�¢@�2¨2����y}v�µ
| ����~ Å ×�g~\`ÉÊe<ÉpÃLÁIÆ@Á`�Ê]Yc`ghÅ�� s, s ≥ 0
Û ò~¿+\ó¾VÁh¿VfVÁ!]VÁÄ^VfYe~Ã@fV¾VÁÄghdZe
�ÄeufY¿YÅ<Á �Ä^+\bÆ@\Y�

[#c
Oã¿Ve¹]Ve`dK\bòó\�Å��V�k¾YÅ<e¤fV¿V_.\`^Yf+\`¿YÅ`ÀÜ^VÁIÃ+c^�YfV^Ve<_.\�¿V¿VÀÏa(gÄfVgÇÅ<ÁhÉ�¿+\
P (s)

� _ Å`e<É�¾VfYgÇÆ@Á!f(]Y^Vf
s = 0
�.Å<e
� ÃL\�fVÉÊÁ�iæÅ<gq��]V^VÁ ÃLÁÇÆ!]PÆ@e���\óÃLe<dè�»ÃL_�cKÉÊÁh^V¿Ve<ÁØfV¿V_.\`^Yf+\`¿YÅ`¿Ve<Á#]VeÄÃLÉÊ¿Ye
�Äe<e�	<^+\�òÄfVÁ

P (0)
f�ghfVghÅ`ÁÄÉk\A� ]Y^VÁIÃLÁIÆ�^VÁ Ã@c1�VfV^Ve<_<\`¿V¿VÀÏa�gÄfVgÇÅ<ÁhÉ0]Y^Vf

s → 0
��� ÆL\�ÃLdZe�ò~\`_<fVgq�KÅ�e`Å

s
�-�#Å`ÉÊÁhÅ`fVÉÂ�

¾YÅ`e�]KÆ+e���\�Ã@dVf
P (s)
ÉÊe�O�¿Ve	_<À3	<^+\bÅ
�»� ÆL\�ÃLdZe	òó\`_<fYgq����fYÉÊf�e`Å

s
�

×Ïe`gÄ]Ve�Æ��`òÄc`ÁÄÉÊgq��cP^+\�_<¿VÁÄ¿Yf��VÉÊf�� �Y��ÞY�Ñ}
�Ïf�� �Y���K�Ñ}
�ÇÈPÃVÆ���gÄfVgÇÅ<ÁhÉ:¿+\
P (s)

g��I\`ÉÊfKÆ���Å`e<¿Vf+\�¿Ve<É
f2

È

ẋ = − 1

ω(s, x, y)

∂f2

∂y

ẏ =
1

ω(s, x, y)

∂f2

∂x
,

�<Ý



f�gl�I\`ÉÊfKÆ��óÅ<e`¿Vf+\`¿Ve`É H ^VÁ Ã@c1�VfV^Ve`_.\`¿V¿Ve��ÖghfVghÅ`ÁÄÉÊÀlÈ

ẋ = − 2π

ω(s, x, y)

H ′
2G

′
2

H ′
1G

′
2 −H ′

2G
′
1

(s, f2)
∂f2

∂y

ẏ =
2π

ω(s, x, y)

H ′
2G

′
2

H ′
1G

′
2 −H ′

2G
′
1

(s, f2)
∂f2

∂x
,
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	<^+\�O�ÁÄ¿Vf��µÈ
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Λ
Ò fV¿V_<\`^Vf+\`¿KÅ<À ]YÁÄ^V_<e��Öf�_`Å`e<^Ve
�!gÄfVgÇÅ<ÁhÉ:gÄe<_<]V\�Ã°\�iæÅ�]Y^VfÖ^V\`_<¿VÀÏa

s
�

�P�
Λ
Ò �

∆
Ò6f

Z
Ò fV¿V_<\`^Vf+\`¿KÅ<Àp]VÁh^V_<e
�!gÄfYghÅ<ÁhÉÊÀ

C∞ Ò0� Æ@\�ÃLdZe�ò~\`_<fVgq�KÅãe`Å s �+_
Å`e<É,¾VfYgÇÆ@Á�fÖ]V^Yf
s = 0

� _<_`fPÃ@cÌ� ÆL\óÃLdZe<ghÅ`f�ÍlcK¿Yd��Vf��
ω
f
f2

�I�
�K�#ôÏdZe<^Ve`ghÅ<f ]VÁÄ^V_`e
� fo_`Å<e<^Ye
� ghfVghÅ`ÁÄÉ e`Å~Æ@fV¾V\�i Å`gq� ¿+\§ÉÊ¿YecO�fYÅ`ÁÇÆ��V�
]Ve<gÇÅ<e��V¿Y¿VÀ3� Ã+Æ��
dP\�O�ÃLe
�"Å<^V\`ÁÄdYÅ`e<^VfVfµ�
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∆, Z

Ò fV¿V_<\`^Vf+\`¿KÅ<À ]YÁÄ^V_<e�� f�_�Å<e<^Ve���ghfVghÅ`ÁÄÉ e`Å~Æ@fV¾+\�i Å<gq��]Ve
�ÇÅ<e<ÉXcÜ¿+\�ÉÊ¿Ve�OãfKÅ<ÁÇÆ��
lim
f2→0

2πH′
2G

′
2

H′
1G

′
2−H′

2G
′
1
(s, f2) =

2πH′
2

H′
1

(s, 0)
� ghÉÂ�ÏÍ&e<^VÉXcóÆ+c�� �Y��ÞK���
�¸�Ç���V_�Æ���i��mf��Vgq�

C∞ Ò0� ÆL\óÃLdVfVÉÂ�
]Ve`gÄdZe�Æ��<dKc

H
�V_�Æ��VÁhÅ`gq�

C∞ Ò0� ÆL\óÃLdZe
��ÍlcP¿Vd��VfVÁ ��]V^Vf�_`gÄÁÇa s, f2

�bfmgÄfVgÇÅ<ÁÄÉk\#¿YÁÄgÄ]YÁ��Vf+\�Æ��<¿+\Y�
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* ø í
Clù )4ö��°ö õ1!4ö 4�x
|��Dµ
v ° v′ ? Ø�ÙLÚÜ|��2�2x2{��H| ��y ®�y��1�^{�wÍ|���~���~��cz ° �
�
| |¸{����À��w����
y}{�z�y��

{��uv�z(³ Æ Áj{�y0����z(³é~c¢���y�| �D��~c|����^³
Ũ ° Ũ ′ | ��~�w1³é~c|�~��cz(³í��y ��zY�E~u�É��y�����z(³I|¬vX~cy��¶�Dw�®��F|�y�� vE~�Á

¿�y ���À�5w5x@�2~c��vEy ����~/�^��ª3©Dw�y¹x
|¬vX~c�2w1�^{ ½ ± Á g�± ® Å ½ Å Ã Å 4�x
| �Dµ
v ° v′ vEw�x
�2w
v@vXy ��~l²2¢
�2w�����vXy����D��z

��²c�Dw1³�~�¢��Ey�|��D��~2|����^³ ° w1{Ý|�~c~�����y���| ����x@ª3�t�¦~�{ly�~�{l~/� Ç ��z�yl����~�{�z
V ' V ′ ° wN���¹����~�{�y

V��zº�q�
����~�¢@��¢
~cy Á0��w��cx@�cµÀ�
�2¨2�cw�y ��w�yr���Ñ®�~qvE~u��w���y¬v�µ@��z�y�w­~��À��w�¿�����y}v�µ@��z�y�¢
~/vEµ@¿�� Å 4�x
| �Dµ
y0 °

y′0
? ~��q�
�2¨2zH~c|�~��cz(³P|¬vE~2y �Ñ®���w­~���~��q�
����y ��w1�1³g{l~�{�y����D�Ñ��v^�

v
w
v′

|�~c~�����y���| ����y�����~ Å ×�~c�¦�c�
v ° v′ ��~�®�~qvE~c�¦w�¥^y�|�¢@w��À�
��y ¢@��~/����~F²2¢
�2w����uvEy ���D��zË�Ê��y ¢
~���~/��z(³ Æ Áj{�y0����z(³Ô~c¢���y�| �D��~c|����^³
U ⊂ Ũ ° U ′ ⊂ Ũ ′ | ��~�w1³n~2| ~��2z(³n|¬vE~2y ����~c���c�two��~qvEµ@¢
~ë��~2���c� ° ¢
~2���c�t| x@©�y�|�����x
y��
�¦~�{ly�~�{l~/� Ç w�¨�{¤����~�{l~2�

ζ : V → V ′ w5�2zº��~/�5¢cvE��|�|�~c���À�
����| ��y0�E|¸��vEµ@��z(³K|�y�¥�y���w�����v^�¶|�w�| ��y}{
v

w
v′

�D��¢@w�y ° ¥1��~
½ Å ε = ε′

¯��
�2¨2�cw�y ��w�yé���Ý®�~qvE~��Éw���y¬vEµ@��z�yéw�~��À��w�¿�����y¬vEµ@��z�yé¢
~qv�µ@¿��ë���Ô����~�{�y
V ′

w����cx@¿�w��E~c������~À�
�2¨2�cw�y ��w�y}{¤��������~�{ly
V

®���wK®�~�{�~�©Dw
ζ ±�°

Ã Å �E~c|��D¢@w5w������¦��w�������~c��| ~c��®����c��ª3�»¼
germy0(Λ,∆, Z) = germy′0

(Λ′,∆′, Z ′) Å
×���¢@w1{n~c�q�
�c¨�~�{ ° ®�~qv���z({nw���������w�������~�{n��~�®�~qvX~c��w�¥^y�| ¢
~��í�À�
��y ¢@��~/����~��H²2¢
�2w����uvEy ���D��~c|��Dw
w�����y��·��w���x
y¸{�z(³ ���u{lw
v�µ@��~���~2�2z(³ | w�|���y}{ � ¥^y �DzY�Ey/³^{ly¬����z(³ ~c¢���y�| �D��~c|����^³
��y��2zY�E~u���2y�����z(³F~c|�~��cz(³´|¬vE~cy����Dw�®���|�y���vX~�Á0¿�y ���À������v^��y ��|q�¶�����2~/�

(germy0(Λ,∆, Z), ε) Å
�Y|
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Clý )Fö��µö õ1!Fö
ñ#c<gÇÅ
�

v
�
v′
Û �lkDô g�ÃL_`cPÉ<�§ghÅ`ÁÄ]VÁh¿��VÉÊf�gh_<e
	<eÄÃLÀl�&^+\`ghgÄÉk\�Å`^VfV_.\�ÁÄÉÊÀÂÁ:_S¾VÁhÅ`ÀÂ^VÁÇaKÉÊÁÄ^Y¿VÀÏa

e<dV^YÁÄghÅ`¿Ve<gÇÅ��Ka
Ũ
�
Ũ ′ gh_<e<fKa¤e<ghe
	<ÀÏa�gÇÆ@e`ÁÄ_�Å`fV]+\�gÄÁ Ã+Æ@e�Ò4�VÁÄ¿KÅ<^�fuc~ÃLe<_�Æ@ÁÇÅ<_<e`^
��i��mfVÁ�c<gIÆ@e<_<f��YÉ

|c�ÔÒ Þ@�6]µ�4|<���P�+ñ#c<ghÅ���ò~\�Ã°\`¿!]Ve<gIÆ@e
�V¿VÀ3�"Æ@fYcP_<fPÆVÆ@ÁÄ_��Äe<ÉÊÁhe<ÉÊe<^VÍ&fYòÄÉ

η : Ũ → Ũ ′

f�Í&fVdZgÄfV^Ye<_.\`¿�Á �Äe�dZe<Éº	<fV¿+\bÅ<e<^V¿YÀ3�¹Å`fV]F�FÎDe
� Ã°\
η
ÉÊe�Oã¿Ye"]V^VeÄÃLÁÄÍ&e<^YÉÊfV^Ve<_.\bÅ
�"¿+\�¿VÁhdZe`Å<e<^YÀÏa

ÉÊÁÄ¿���Ð�fKa(e<dY^VÁÄgÇÅ<¿Ve<gÇÅ��Ka
U ⊂ Ũ

�
U ′ ⊂ Ũ ′ e<ghe
	<e
�he�gÇÆ+ec�«ÃLe Å<^+\`ÁhdYÅ<e`^V¿Ve
�heÞ�Äe<ÉÊÁhe<ÉÊe<^VÍ&fYòÄÉk\

ψ : U → U ′ �«¿VÁ�ÉÊÁh¿���� dZe<Éº	<fY¿+\�Å<e`^V¿Ve
�he Å<fY]+\Y�«Å<e
� ÃL\¬f Å`e�Æ��<dZe Å<e
� Ã°\K� dZe
� ÃL\
η

gÄe~aK^+\`¿^�VÁhÅ{ò~¿+\`d ÍlcP¿Vd��YfVf _<^+\��mÁÄ¿Vf^�F�
fÜghc
��ÁhghÅ`_`c<ÁÇÅÜ¿VÁhdPe�Å<e<^VÀ3� _`À3	<e<^Ë�he<ÉÊe`Å<e`]VfV¾VÁhgÄdVfKa
dKÆL\�gÄgÄe`_�Å<^+\`¿YgÄ_<Áh^Vg~\bÆ��<¿VÀÏa�]KÆ+e���\�Ã@e<dãÃ+Æ��

v
�
v′
�KÅb\`d�¾YÅ`e�^Ve<ghÅ`dVf�fV¿V_.\�^Vf+\`¿YÅ`e<_V�V_`ÀÂ¾VfVgÇÆ+ÁÄ¿V¿VÀÏa

e`Å`¿Ve<gÄfKÅ<ÁÇÆ��<¿Ve��ÇÅ<e
�heã_<À3	`e<^+\�Å<^+\�¿VgÄ_<Áh^Vg~\�Æ��<¿VÀÏaÖ]KÆ@e���\�ÃLe`dF�+gÄe<_`]+\�Ã°\�iæÅ��
8­~�¢@�2¨2����y}v�µ
| ����~ Å ñ#c<ghÅ�� v

f
v′
Û Ã@_<ÁN��kNôØ�BÃ+Æ�� dZe`Å`e<^VÀÏa(_<ÀÂ]Ve�Æ+¿VÁÄ¿VÀoc<gÇÆ+e<_<f�� Å<Áhe<^VÁÄÉÊÀl�

f�c
O�Á�_`À3	<^+\`¿��he<ÉÊÁÄe`ÉÊe<^VÍ&fYò~É
ζ : V → V ′ �Bñ#c`ghÅ
�¹^Ve`ghÅ<dYf fY¿V_.\`^VfV\`¿YÅ<e`_�gÄe<_<]V\�Ã°\�iæÅ��X\ ε =

ε′
�6xme<dP\�O�ÁÄÉÂ�8¾YÅ`e(_Í�ÇÅ<e<ÉogÇÆ+cP¾+\`Á ghc
�mÁÄghÅ`_`c1i Å:e`dV^VÁÄgÇÅ<¿Ve`ghÅ<f e<gÄe
	`ÀÏa»gÇÆ@e`ÁÄ_

U(L)
�
U ′(L′)

f
�Äe`ÉÊÁÄe<ÉÊe<^YÍ�fKò~É

ξ : B(U) → B′(U ′)
Åb\�dVfVÁ`�D¾YÅ<e

ξ
gheóaK^+\�¿��VÁÇÅ¹Í&cP¿Vd��Vf�iÜ_<^V\���Áh¿Vf��

ρ
f

Λ
�
∆
�

Z
ÒÔfV¿V_.\`^Yf+\`¿YÅ`Àl�@×§�ÇÅ<e<É(gÇÆ+cP¾+\`Á�ÉÊe�Oã¿Ye»	�cóÃ@ÁhÅ
_<e<gh]Ve�Æ��`òÄe<_.\�Å��<gq��Å<Áhe<^VÁÄÉÊe����Y���K���K�
×ÏÀ3	`ÁÄ^VÁhÉ e<dV^YÁÄghÅ`¿Ve<gÇÅ<f�e`gÄe
	<ÀÏa�Å<e<¾YÁÄd

U
�
U ′ f¹dP\`dZe
�KÒÔ¿Vf�	`c~ÃE�­�Äe`ÉÊÁÄe<ÉÊe<^YÍ�fKò~É

ξρ : B(U) →
B′(U ′)

Åb\`dF�P¾YÅ`e
	<À
ξρ
gÄe~aK^+\`¿^�KÆ

ρ
�P�&gh¿VeV�Z¾YÅ`eÑ�hÅ`emÉÊe�O�¿Ve&g ÃLÁÇÆL\bÅ
�V�PÁÄgIÆ@fãghfVghÅ`ÁÄÉk\m¿VÁhgÄ]VÁ �Vf+\bÆ��<¿+\

f
ε = ε′

�<Ì»fVÉÊÁÄ¿V¿YeV�.¿Yc
Oã¿Ye�_`e<gÄ]VebÆ��`ò~e`_.\�Å
�`gq�	^VÁhòhc�Æ���Åb\bÅ<e<É�Æ@ÁhÉÊÉÊÀ,�Y��ÞY���#e�]Ye<_<ÁIÃ@ÁÄ¿VfVf
ρ
_
	�Æ@fYòÄf

e<ghe
	<e
�"Å<e`¾VdVfF�E� ÃLÁÑ	`ÀÏÆ@e�]Ye<dP\�òó\`¿YeV�@¾YÅ<e	Æ@fV¿VfVf!cP^Ve<_<¿��
ρ
]+\`^+\bÆYÆ@ÁÇÆ��`¿VÀ

γs
f!_`Å`ÀÂdK\�i Å<gq��_

γmÅ<^V\`¿VgÄ_`ÁÄ^VgÄ\bÆ��<¿VeY�kñ&e��hÅ<e`ÉXc¤Ã+Æ���]Ve`ghÅ<^Ye<ÁÄ¿Vf^�
ξρ
Ã@e<ghÅb\�Å`e<¾V¿Ve¤_<ÀÂ]V^@�VÉÊfKÅ
��Æ@fV¿VfVf�cP^Ve<_<¿^�

ρ
¿V\

B(U)
f B′(U ′)

�Vf"cP¾VfYÅ<ÀÂ_<\��!ÉÊe<¿Ve`Å`e<¿V¿Ve<gÇÅ
��]V^VÁIÃ@ÁÇÆL\
ρ
¿+\

γm
f
γ′m
�Vghe<_<ÉÊÁÄgÇÅ<fYÅ��ãf"ò~¿V\�¾YÁÄ¿Vf��

ρ
�

\�¿VÁlÅ<e�Æ��<dZe	Æ@fY¿VfVf�cK^Ye<_<¿��µ�
x�\bÆ@ÁhÁ`�ÏcPÉÊÁh¿���Ð�\2�F�ÏÁhgÇÆ@f»¿Yc
O�¿VeV�6e<dV^VÁhghÅ<¿Ye<ghÅ`f

U
f
U ′ �ÊÃLe
	
�`ÁÄÉÊgq�,Å`e
�ÄeV�Ï¾YÅ<e
	`À�ÍlcP¿Vd��YfVf

Λ
�

∆
f
Z
�8e`]V^VÁIÃ@ÁÇÆ@Áh¿V¿VÀÂÁ ¿+\«dYc<ghdK\�aSgÄÁIÃVÆ@e<_<ÀÏaSdV^YfV_<ÀÏa

γs
f
γ′s
�Ï]Ve<]+\`_�Ð�fKa»_�_<À3	`^+\`¿V¿VÀÂÁ

e<dV^YÁÄghÅ`¿Ve<gÇÅ<fF�º	<ÀÏÆ+f«gÄe<]V^@�^O�ÁÄ¿VÀl�é�&gh¿VeV�D¾YÅ<eK�ÇÅ<e¹ÉÊe�Oã¿Ve�g ÃLÁÇÆL\bÅ
�V�XÁhgÇÆ@f�^Ve`ghÅ<dYf fY¿V_.\`^VfV\`¿YÅ<e`_
gÄe`_<]+\�Ã°\�i ÅÖÃ+Æ��ugÄfYghÅ<ÁhÉ

v
f
v′
�BÚÖÀ{ÃLe�Æ�Oã¿VÀ�Å`ÁÄ]VÁh^��¹]VeÄÃL]V^+\`_`fYÅ
�

ξρ
Åb\`dVfVÉ0e
	<^+\bò~e<ÉÂ�N¾YÅ<e�	<À

]Ve�ÆVcK¾YÁÄ¿V¿Ve`Á�e`Å`e
	<^+\2O�ÁÄ¿VfYÁ
ξ
ghe~aY^V\`¿��KÆ+e�ÍlcP¿Vd��VfYf

Λ
�
∆
�
Z
�

�ØÅ<e�	<^+\�O�Áh¿VfVÁ
ξρ
dP\`dVfVÉBÒ Å<e e�	<^+\�òÄe<É ]YÁÄ^VÁh¿VÁÄgIÆ@e

Λ
�

∆
�
Z
Ò fV¿V_<\`^Vf+\`¿KÅ<À ¿+\ dV^VfY_`c1i

γ′s
� ñ&e`gÄdZe�Æ��<dKc

ξρ
�Äe<ÉÊÁhe<ÉÊe<^VÍ&fYòÄÉÂ�§\ ^Ve`ghÅ<dYf fV¿V_.\�^Vf+\`¿YÅ`e<_ Ã+Æ��

v
f

v′
ghe<_<]+\óÃ°\�i Å

�
germy0(Λ,∆, Z) = germy′0

(Λ′,∆′, Z ′)
�Ç��Å`e f ^Ye<ghÅ`dVf

germy′0

(
(Λ,∆, Z) ◦ ξ−1

ρ

∣∣
γ′s

)
=

germy′0
(Λ′,∆′, Z ′)

ghe<_<]+\óÃ°\�i Å��

�.�



J6Å`e«e`ò~¿+\ó¾+\�ÁhÅ��Ï¾KÅ<eugÇc1�mÁÄgÇÅ<_`c`ÁhÅÊ�Äe<ÉÊÁhe<ÉÊe<^VÍ&fYòÄÉ
ξγ : γ′s → γ′s

�1gÄe<]Y^
���I\�i��mf��
(Λ,∆, Z) ◦

ξ−1
ρ

∣∣
γ′s

f
(Λ′,∆′, Z ′)

�3�#òhÒÔò~\«]+\`^+\bÆYÆ@ÁÇÆ��`¿Ve<ghÅ`f»Æ+fV¿Vf��»cP^Ve<_<¿��»ÍlcP¿Vd��YfVf�_`^+\���Áh¿Vf��»¿+\ B′(U ′)
gÄÁ Ã+Æ@e<_`e
��dV^YfV_<e
�

γ′s
gIÆ@ÁIÃ@c`ÁhÅ��F¾KÅ<eg�he<ÉÊÁÄe<ÉÊe`^VÍ&fYò~É,dZe<^YÁ Ð�dP\

ξγ : γ′s → γ′s
ÉÊe�O�¿Ve
]V^VeÄÃLe�Æ�O�fYÅ��

ÃLe��Äe`ÉÊÁÄe<ÉÊe<^YÍ�fKò~Ék\	_<gÄÁ �ÖdV¿Yf�OãdYf�� e
	<e`òÄ¿+\ó¾VfVÉ Á��Äe	Å<e��PO�Á�	`cPdV_`e
���
ξγ : B′(U ′) → B′(U ′),

gÄe~aK^+\`¿^��i��mÁ��he�ÍlcP¿Vd��Vf�iS_`^+\���Áh¿Vf��µ�<cKÉÊÁh¿���ÐmfV_&]V^Vf»�hÅ<e`É
U ′ �<ÁhgÇÆ@f	Å<^YÁ�	`c`ÁhÅ<gq�K� ghÉÂ�<^VfVg��.�Y���K��Þ
�Ç�

ξγ

á�â
ã�äl�
äâá�ä�d
è
�#Å<e��Äe�Ã+Æ��

U = ξ−1
ρ ◦ ξ−1

γ (U ′)
]Ve�ÆVcK¾YfVÉÂÈ+e`Å<e�	<^+\�O�Áh¿VfVÁ
ξ = ξγ ◦ ξρ : B(U) → B′(U ′)

c~ÃLe<_�Æ+ÁhÅ<_`e<^@�VÁhÅ"c`gÇÆ@e`_<f��VÉ:Å`ÁÄe<^VÁhÉÊÀ{�K���K���K�°×Ïe�ÒÔ]VÁÄ^V_`ÀÏaµ�
ξ
gheóaK^+\�¿��VÁÇÅÖÍlcP¿Vd��Yf�i�_<^+\2��ÁÄ¿Yf��F�µÅb\�d

dP\`d�dP\�O�ÃLe<Á�fYò�e`Å`e
	<^+\�O�ÁÄ¿Vf��
ξγ
f
ξρ
ÁÄÁ�gheóaK^+\�¿��VÁÇÅ��4×Ïe�ÒÔ_`Å<e<^YÀÏaµ�

ξ
gheóaK^+\�¿��VÁÇÅ�Í&cP¿Vd��VfVf

Λ
�
∆

f
Z
¿V\	ghÁIÃ+Æ+e<_<e
�!dV^VfV_`e
�F�VÅ��ÑdF�

(Λ′,∆′, Z ′) ◦ ξ
∣∣
γs

=
(
(Λ′,∆′, Z ′) ◦ ξγ

)∣∣
γ′s
◦ ξρ
∣∣
γs

= (Λ,∆, Z) ◦ ξ−1
ρ

∣∣
γ′s
◦ ξρ
∣∣
γs

= (Λ,∆, Z)
x�Æ��"òó\�_<ÁÄ^�ÐmÁÄ¿Vf^��ÃLe`dK\bòó\�Å`ÁÇÆ��<gÇÅ<_.\
]V^VfVÉÊÁh¿��VÁÇÅ<gq�ÖÅ<ÁÄe`^VÁÄÉk\��Y���P���K�
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Å Ã ° ®�~qv�x@¥^w1{ ° ¥1��~�®�~qv���z({
�À�
��y ¢@��~/����z({�w����2����w�������~�{ ����v^��ª3��|q�pw������¦��w������DzI�Ey��cx@¿�w��E~c��������~��Ê| w�|���y¸{�z

Λ ° ∆ ° Z °��zº¥1w�|¬vXy�����z�yÒ�»��~�¥^¢
y
y0 ° ¨2����¢

ε
wK��y ¢
~���~/�
��� Ç x@��¢@¿�w1�F~��c��~��K®�y¬�Ey}{ly ����~��K���

γs Å
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U(L)
_�Æ@ÁÄ¾YÁhÅ�fYò~ÉÊÁh¿VÁÄ¿VfYÁoò~¿V\`dP\

ε
¿+\

]V^Ve�Å<fV_<e`]Ve�Æ@e�O�¿VÀ3�Ô� Å��ÑdF�1ò~¿+\`d
ρ
ÉÊÁÄ¿��YÁhÅ<gq�,¿+\�]V^Ve�Å<fV_<e`]Ve�Æ@e�O�¿VÀ3���Ç�6¿VÁ�_bÆ@f��VÁÇÅ«¿+\¤òÄ¿+\ó¾VÁÄ¿YfVÁ

Λ
ÒÔfV¿V_.\�^Vf+\`¿YÅb\K��\�Åb\`d�O�Á fYòÄÉÊÁÄ¿��YÁhÅ�òÄ¿+\`dVf c�_`gÄÁÇao_<ÁIÆ@fV¾VfY¿

∆i

f
Zj
�
ñle
�hÅ`e<ÉXc ÁÄgÇÆ+fÜÉÊÀ

a.e�Å<fVÉ�^+\�gÄgÄÉk\bÅ<^VfV_<\�Å
�p_�dP\�¾YÁÄghÅ`_<Á�Å`^+\`ÁÄdKÅ<e<^V¿YÀÏa¤�Äe`ÉÊÁÄe<ÉÊe<^YÍ�fKò~ÉÊe<_�¿VÁ Å`e�Æ��<dZeSÅ<Á�fKò,¿VfKa°�
dZe`Å<e`^VÀÂÁ8gÄe~aK^+\`¿^��i Å&e`^VfVÁÄ¿KÅb\��Vf�i:e<dY^VÁÄgÇÅ<¿Ve<gÇÅ<f

U(L)
�`¿Ve#f�Å<Á`��dZe`Å<e<^YÀÂÁÂÁÄÁ8e
	`^+\���\�i Å���Å<e#Å<e�� Ã°\

¿VÁhe
	~a.eÄÃLfVÉÊe
gÄ¾VfKÅb\�Å
�g�hdV_<fV_<\bÆ@ÁÄ¿KÅ<¿VÀÂÉÊf�¿YÁ&Å`e�Æ��<dZe
gÄe<_`]+\�Ã°\�ir��fVÁ&¿+\�	<e<^VÀlÈ

(germy0(Λ,∆, Z), ε) = (germy′0
(Λ′,∆′, Z ′), ε′),

¿Ve	f!]Ve�Æ+cP¾+\�ir��fVÁhgq��fKò�¿YfKa!eÄÃL¿Ve<_<^YÁÄÉÊÁÄ¿Y¿VÀÂÉ,fYòÄÉÊÁÄ¿VÁh¿VfVÁÄÉ,òÄ¿+\`dZe<_
∆
�
Z
f
ε
�VÅ��ÑÁ`�±È

(germy0(Λ,∆, Z), ε) = (germy′0
(Λ′,−∆′,−Z ′),−ε′).
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ô�üYóX`'& T2VYWXT�e ó W b T ó WEú b
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`1ó V ` ( 1 eYS1WYS d ÷�T2V b V `^acb W

ËD\`gÄghÉÊe`Å<^VfYÉ dP\`¿Ve<¿VfY¾VÁÄghdYc1i e<ghe
	<Áh¿V¿Ve<gÇÅ
��_<fPÃ°\
A × V

��gÄÉÂ�ã]F��|<���Y��\�fYÉÊÁÄ¿V¿VeY�"]Yc<gÇÅ
�
^+\�òÇÆ@e�O�ÁÄ¿YfVÁ&_
]Y^
�YÉÊe<Á�]V^@�VÉÊe<Á&]V^Ve`fYò~_<Á ÃLÁÄ¿YfVÁ�¿Ye<gÄfYÅ�gÄfYÉÊ]KÆ@ÁÄdKÅ<fV¾VÁhgÄdVf���aZ\`^+\�dYÅ<Áh^F�
ñ#c<gÇÅ
��fVÉÊÁ i Å`gq��ÃL_`cPÉÊÁÄ^V¿YÀÂÁ�ÃLfVgÄd

D2(s, ϕ)
fu]Ve`_<ÁÄ^<aK¿Ve<gÇÅ
�

P 2(x, y)
g�gÄfVÉÊ]PÆ@ÁÄdYÅ`fV¾VÁhgÄdVfVÉÊf

ghÅ`^YcPdYÅ`cP^+\�ÉÊf
ω1

�
ω2

�&yle<e`^<Ã@fV¿+\�Å`À
(s, ϕ)

�Y_�Æ���iæÅ<gq�§]VÁÄ^YÁÄÉÊÁÄ¿Y¿VÀÂÉÊf§ÃLÁ��YghÅ<_`fVÁÇÒ c^�he�Æ�¿+\
D2 �

ËB\�gÄgÄÉÊe�Å<^VfVÉ�ÍlcP¿Vd��YfVf
s

� ¿V\¤]Ve<_`ÁÄ^<aK¿Ve<ghÅ`f
D2 ��f f2(x, y)

� ¿+\¹]Ve<_`ÁÄ^<aK¿Ve<ghÅ`f
P 2 �I�Êòó\�Ã°\�i���fYÁ

ghÅ`^YcPdYÅ`cP^VÀ�\�Å<e`ÉÊe<_
A
�
V
ghe<e`Å`_<ÁhÅ`ghÅ<_`ÁÄ¿V¿VeY� ñ#c`ghÅ
�

ω1 = ds ∧ dϕ
�
ω2 = ω(x, y)dx ∧ dy

Ã+Æ��
¿VÁhdPe�Å<e<^Ve��ÖÍlcP¿Vd��VfYf

ω
�

ËD\`gÄghÉÊe`Å<^VfYÉ
D2 × P 2 �+gÄe
ghÅ<^KcKdKÅ`cP^Ve
� Ω = ω1 + ω2

fN�I\`ÉÊfKÆ���Å`e<¿Vf+\�¿Ve<É
H = H(s, f2)

�
x�Æ�� ¿V\�	�Æ�i6ÃLÁh¿Vf�� ò~\ ]Ve<_<Á ÃLÁÄ¿VfYÁÄÉ fV¿V_.\`^Yf+\`¿YÅ`e<_ _<À3	<ÁÄ^YÁÄÉ gÄÁÄÉÊÁ �VghÅ`_<e dV^VfV_`ÀÏaµ�

Å<^V\`¿VgÄ_`ÁÄ^VgÄ\bÆ��<¿VÀÏa
γs
�1_¤_<fPÃLÁ {s = const} �Bx�\bÆ@ÁÄÁ��6ghÁÄÉÊÁ �VghÅ`_<euÅ<^+\�¿VgÄ_<Áh^Vg~\�Æ��<¿VÀÏa�]KÆ@e���\�ÃLe<d

P (s)
	<ÁÇò�e
�Ä^+\�¿VfV¾VÁh¿Vf��Öe
	���¿Ye<ghÅ`f�fVÉÊÁhÁhÅ�_<fPÃNÈ

P (s) = {s = const, ϕ = 0}.

���Ä^V\`¿VfV¾VÁh¿VfVÁhÉ�ghfVÉÊ]KÆ@ÁhdYÅ<fV¾YÁÄgÄdZe
�§Í&e<^VÉÊÀ
ω
¿+\

P (s)
�V_�Æ��VÁhÅ`gq�

ω2

�#[&\
P (s)

ÉÊÀ gÄ¿Ve<_<\

�`}



^+\`ghgÄÉÊe`Å`^VfV_.\�ÁÄÉ�Ã@_<Á&gÄfVgÇÅ<ÁÄÉÊÀlÈL^VÁ Ã@c1�VfV^Ve<_<\`¿V¿Yc1i{]Ye�Ù6e�Æ@gÄfY¿Ve<_`c.Ò Ð�e<ÉÊÁh¿VdZe

ẋ = − 2π

ω(x, y)

H ′
2G

′
2

H ′
1G

′
2 −H ′

2G
′
1

∂f2

∂y

ẏ =
2π

ω(x, y)

H ′
2G

′
2

H ′
1G

′
2 −H ′

2G
′
1

∂f2

∂x

� �K���Y�±|c�

f�^VÁIÃ+c^�YfV^Ve<_.\�¿V¿Yc1i{]Ve�Ú�\�^Vg ÃLÁÄ¿KcZÒ ×8\��V¿YghÅb\��V¿Kc��0gh]V^Ve<ÁhdYÅ<fY^Ve<_.\`¿Y¿Yc1i

ẋ = − 1

ω(x, y)
H ′

2

∂f2

∂y

ẏ =
1

ω(x, y)
H ′

2

∂f2

∂x
.

� �K���Y���
�
�ØÅ<ÉÊÁÇÅ<fVÉÂ�Ê¾YÅ`e�a.e`Å�� ÉÊ¿Ve�O�fYÅ<ÁIÆ�� H′

2G
′
2

H′
1G

′
2−H′

2G
′
1

_H� �Y���Y�Õ|���e<]V^VÁ ÃLÁÇÆ��KÆ@gq�uÃ+Æ���dP\�O�ÃLe
�he�dZe�Æ��
�+\�]Ve
e`ÅÄÃLÁIÆ��<¿Ve`ghÅ<fµ�V¿Ve�]V^YÁIÃLÁIÆN�hÅ<e��"_<ÁÇÆ@fY¾VfV¿VÀS¿+\me<ghe
	<e<É��Ä^+\`Í&Á ¿VÁØòó\�_<fVgÄfKÅ�e`Å�_`À3	<e<^+\mdZe�Æ��
�+\Y�PgÄÉÂ�
� �K��ÞY���
�I�
[&\

P (s)
^+\`ghgÄÉÊe`Å`^VfVÉ�Åb\`d^O�Á&gÄfVgÇÅ<ÁÄÉXc!gl�I\`ÉÊfKÆ���Å`e<¿Vf+\�¿Ve<É

f2(x, y)
È

ẋ = − 1

ω(x, y)

∂f2

∂y

ẏ =
1

ω(x, y)

∂f2

∂x
.

� �K���Y���@�
[&\`]Ve`ÉÊ¿VfVÉÂ�µ¾KÅ<e"cP^Ve<_<Áh¿��

s = 0
¿VÁ�e�Å~Æ@fV¾+\`ÁÇÅ<gq�¤e`Å�]V^Ve`¾VfKaH� ¿+\�¿VÁhÉÂ�µ_"¾+\`gÇÅ<¿Ve`ghÅ<fµ�NfYÉÊÁÄÁÇÅ<gq�

]V^VÁ ÃLÁÇÆ�^VÁ Ã@c1�VfV^Ve<_<\`¿V¿VÀÏaÖgÄfYghÅ<ÁhÉ#�Ç�µôÏÉÂ�Vòó\`ÉÊÁh¾+\`¿Vf^���K��ÞY����f��K��ÞY���Y�
5�í
C�Clù )Fö�
Fö õp� *H,(*Lì@í`îXíPïNðNð

Λ
. ðDïNì@ù ø ðNùVïNúZùX� ö Ø������¦��w������

Λ
®�~c| ��~�����y �´���2~qv�µ5|�y���vX~c��~��

¢���w���~c�
γs Å

8­~�¢@�2¨2����y}v�µ
| ����~ Å ËB\`ghgÄÉÊe`Å`^VfVÉ dP\`dYc1iæÒÔ¿Vf�	`c~ÃE� Å`^+\`¿Vgh_<ÁÄ^Yg~\bÆ��`¿Yc1i ]KÆ@e���\�ÃLdYc
P (s)

fKò
gÄÁhÉÊÁ��VgÇÅ<_.\K�µôÏ^V\`_<¿VfVÉ«Ã+Æ��!¿VÁhÁ�fY¿V_.\`^VfV\`¿YÅ<À

Λ
gÄfVgÇÅ<ÁÄÉÝ� �Y���Y�Õ|��Ïf�� �Y���Y���
�Ç�

Ö \`ÉÊÁÇÅ<fVÉÂ�6¾YÅ<e�e<ghe
	<ÀÂÁ�Å`e<¾VdVf:e�	<ÁÄfKa,gÄfVgÇÅ<ÁhÉoghe<_<]+\�ÃL\�i Å��Ï\ugÄe
	<gÇÅ<_<Áh¿V¿VÀÂÁ�ò~¿V\�¾YÁÄ¿Vf��,_«¿VfKa
e`Å~Æ@fY¾+\�i Å`gq� ¿+\�ÉÊ¿Ve�O�fYÅ<ÁIÆ��V�æeÄÃLfV¿+\`dZe<_`À3��Ã+Æ��p_`gÄÁÇa e<ghe
	<ÀÏa�Å<e<¾VÁhdF��J6Å`e:e`ò~¿V\�¾V\`ÁhÅ�� ¾YÅ<e:¿+\
P (s)
fV¿Y_.\`^Vf+\�¿YÅ<À

Λ
^YÁIÃ@c1�VfV^Ye<_.\`¿V¿Ye
�ÖghfVghÅ`ÁÄÉÊÀ�f!gÄfVgÇÅ<ÁhÉÊÀ�g��I\�ÉÊfKÆ��óÅ<e<¿Yf+\`¿Ve<É

f2

ghe<_<]+\�ÃL\�i Å��
ñle<gÄdZe�Æ��<dYcSgÄfVgÇÅ<ÁhÉk\Ô� �Y���Y���@��g´�I\`ÉÊfKÆ��óÅ`e<¿Vf+\`¿Ye<É

f2

¿VfYdK\�dp¿VÁ¤ò~\`_<fVghfYÅ:e`Å�]+\`^+\�ÉÊÁhÅ<^V\
s
�ÂÅ`e

ò~¿V\�¾YÁÄ¿Vf��
Λ
Ò fV¿V_<\`^Vf+\`¿KÅb\
eÄÃLfV¿V\`dZe<_<À»ÃVÆ��!_<gÄÁIa�Å<e<¾VÁhd

γs
�

5�í
C�Clù )Fö�
4ö�!Fö 4�x
| �Dµ
∆i ° Zj

? ¢
~�{�®�~c��y����Dz
∆

w
Z
Á0w���������w�������~c�Ü� v^�?| w�| ��y}{�z«���

����~q{�y
P 2 |����u{lw
v�µ@��~���w�����~�{

f2(x, y) ° �
∆i ° Zj ? ¢
~q{l®�~���y ���Dz

∆
w
Z
Á0w������¦��w�������~c�­��v��

�Ey��2x@¿�w���~2�2������~��¶| w�|���y}{lzI����x��E~c����y
P (s) ' P 2 Å ×�~2���c�

∆i =
1

2π

H ′
1

H ′
2

(s, 0)∆i,

Zj =
1

2π

H ′
1

H ′
2

(s, 0)Zj,

�.z



8­~�¢@�2¨2����y}v�µ
| ����~ Å î fVghÅ`ÁÄÉÊÀ � �Y���Y�±|c� f � �Y���Y���@� e`Å~Æ@fV¾+\�i Å<gq� Æ+f�Ð¹� ¿V\ ÉÊ¿Ve�OãfKÅ<ÁÇÆ��
2πH′

2G
′
2

H′
1G

′
2−H′

2G
′
1
(s, f2)

�
×ÏÀ3	`ÁÄ^VÁhÉ ¿V\�¾V\bÆ@e�e�Å<gÄ¾YÁhÅb\ c1� Æ@e<_<e
��]YÁÄ^VÁhÉÊÁÄ¿V¿Ve���e~Ã@fV¿+\`dZe<_<ÀÂÉ e�	<^+\�òÄe<ÉÂ��[le�Å<e
� Ã°\�f

e<gÇÅb\bÆ��<¿VÀÂÁ�ÁhÁ�Æ@fV¿VfYf»cP^Ve`_<¿��:ghe<_<]+\�ÃL\�i Å�Ã+Æ��Ý� �Y���Y�±|c��fÝ� �Y���K���@�I�8×ÜgÄ\`ÉÊe<É{ÃLÁÇÆ+Á`�8¿+\udP\�O�ÃLe
�
e<dV^Kc1O�¿Ve<gÇÅ<f {f2 = const} � Å<^V\`ÁÄdYÅ`e<^VfVf{e
	<ÁÄfPa gÄfVgÇÅ<ÁhÉ#��ÃL_`f�O�ÁÄ¿YfVÁ�e`Å~Æ@fV¾+\�ÁhÅ<gq�{gÄdZe<^Ve`ghÅ
��im�
]V^VfY¾VÁÄÉ�ghdPe`^Ve<ghÅ`fß� �Y���Y�±|c�uf�� �K���Y���@� Ã+Æ�� eÄÃL¿Ve
� Å<^+\`ÁhdYÅ<e`^VfVf e`Å~Æ@fV¾V\�i Å`gq� ¿+\§ÉÊ¿Ve�O�fYÅ<ÁIÆ��V�
]Ve<gÇÅ<e��V¿Y¿VÀ3��¿+\�Å`^+\`ÁÄdKÅ<e<^VfYfFÈ 2πH′

2G
′
2

H′
1G

′
2−H′

2G
′
1
(s, f2)

�N�ØÅ<^VÁÇò~dVf�^+\�òIÃLÁÇÆL\�e<]V^YÁIÃLÁIÆ���iæÅ<gq� ÃLe�Æ��YÉÊf
_<^VÁhÉÊÁÄ¿Vf�e�	óa<eÄÃ°\Y�`]Y^Ve<]Ve<^��VfVe<¿+\�Æ��<¿VÀÂÉÊf�_<ÁIÆ@fV¾VfY¿+\`É

Λi

��eÄÃLfV¿V\`dZe<_<ÀÂÉ�Ã+Æ��me
	<ÁÄfPa�ghfVghÅ`ÁÄÉp� Æ@ÁhÉÊÉk\
�Y���Y�±|c�Ç�
ôÏdZe<^Ve`ghÅ<f»ÃL_<f�O�Áh¿Vf���]Ve e<gÄe
	`e<ÉXc:gÇÆ+e
i e�Å~Æ@fV¾+\�iæÅ<gq� ¿+\(ÉÊ¿Ve�O�fYÅ<ÁIÆ��

2π
H′

2

H′
1
(s, 0)

� ]V^VÁIÃ@ÁÇÆ
2πH′

2G
′
2

H′
1G

′
2−H′

2G
′
1
(s, f2)

]V^Vf
f2 → 0

�PgÄÉÂ��� �Y��ÞY�����/�Ç�Kô1Æ@Á ÃLe<_.\bÅ<ÁÇÆ��<¿VeV�VdZe
�hÍ&Í�f��VfVÁÄ¿KÅ<À��YÁÄ]VÁ �
l
� �Y���K���@�Êf

l� �K���Y�±|c�6e�Å~Æ@fV¾+\�iæÅ<gq�ÖÅb\`d�O�Á�¿+\�ÉÊ¿Ve�OãfKÅ<ÁÇÆ��VÈ

l =
1

2π

H ′
1

H ′
2

(s, 0)l.

J6Å<e
e`òÄ¿+\ó¾+\`ÁhÅ��@¾YÅ`e
Å`e<¾V¿Ve	Åb\`dZe<ÁlO�Á&fYò~ÉÊÁh¿VÁÄ¿YfVÁ�dZe<gh¿VÁhÅ`gq��f!fV¿V_.\�^Vf+\`¿YÅ`e<_
∆
�
Z
�

÷Öø í`îXû-*'9 íZïNðDí )Fö�
Fö�)Fö 4�x
|��Dµ ��zº¥1w�|}vEy ��z ¨2����¥�y���w1�
(Λ,∆, Z)

Á0w������¦��w������D� ��v��
�Ey��2x@¿�w���~2�2������~��¶| w�|���y}{lzI���

P (0)
¼

Λ(0) = Λ0, ∆(0) = ∆0, Z(0) = Z0.

×�~c���c�¹{l~u����~�x@¢@�2¨2���DµÌ�¹������~q{��2w���y�w Ç x@��¢@¿�w�w
Λ(s) ° ∆(s) ° Z(s)

¼

Λ(s) = Λ0,

∆(s) =
H ′

2

H ′
1

(0, 0)
H ′

1

H ′
2

(s, 0)∆0,

Z(s) =
H ′

2

H ′
1

(0, 0)
H ′

1

H ′
2

(s, 0)Z0.

� �K���Y�Ñ}
�

� ù�Clí18NùVïNðDí )Fö�
Fö�6>ö ÎDe�ÁhghÅ
��Í�\`dKÅ<fV¾VÁhgÄdVf"fY¿V_.\`^VfV\`¿YÅ<e`ÉudP\`¿Ve<¿VfY¾VÁÄghdPe��"e<gÄe
	`ÁÄ¿V¿Ve`ghÅ<f��V_�Æ��YÁhÅ`gq�
¿+\�	`e<^ÖfY¿V_.\`^VfV\`¿YÅ<e`_

((Λ,∆, Z), ε)
�V_<ÀÂ¾VfYgÇÆ@Áh¿V¿VÀ3��_ãeÄÃL¿Ye
�ÖÅ`e<¾VdZÁmdV^YfV_<e
�

γs
�@]KÆ�iØg�¿VÁÄdZe`Å`e<^+\��

ÍlcP¿Vd��Vf��!eÄÃL¿Ve��Ö]VÁh^VÁÄÉÊÁh¿V¿Ve
�µ�
8­~�¢@�2¨2����y}v�µ
| ����~ Å [lÁÄe
	~a.eÄÃLfYÉÊe _`e<gÄ]VebÆ��`ò~e`_.\�Å
�`gq��Å`ÁÄÉÂ�"¾YÅ`e Λ(s) = Λ0

� Æ@ÁhÉÊÉk\��Y���K�Õ|c� f
gÄ^V\`_<¿VfYÅ��
cP^+\�_<¿VÁÄ¿Yf���� �Y���Y�±|c�kÃ+Æ��

P (0)
f
P (s)
�+ñle�\�¿+\bÆ@e
�hfVf!g#Ã@e<dP\�òó\�Å`ÁÇÆ��`ghÅ<_`e<É(Æ@ÁhÉÊÉÊÀ��Y���Y���

2πH ′
2

H ′
1

(s, 0)∆(s) =
2πH ′

2

H ′
1

(0, 0)∆(0),

2πH ′
2

H ′
1

(s, 0)Z(s) =
2πH ′

2

H ′
1

(0, 0)Z(0),

e`Å`dYc~Ã°\
f�_<À8Å`ÁÄdP\`ÁÇÅF� �Y���Y�Ñ}
�Ç�
�<Þ



ñl^VÁ Ã+Æ@e�O�ÁÄ¿YfVÁm�K���Y����ÉÊe�Oã¿Ve	]VÁh^VÁÄÍ&e<^YÉXc�Æ+fV^Ve<_.\bÅ
�ã¿YÁÄÉÊ¿Ve
�he�]Ye�Ò ÃL^Kc^�he<ÉXcLÈ
÷Öø í`îXû-*'9 íZïNðDí )Fö�
Fö�:Fö 4�x
|��Dµ ��zº¥1w�|}vEy ��z ¨2����¥�y���w1�

(Λ,∆, Z)
Á0w������¦��w������D� ��v��

y�|���y�|�����y ����~��n|�w�| ��y}{�z ���
P (0)

¼
(Λ̃0, ∆̃0, Z̃0) Å ×�~c�¦�c�m{l~u����~mx@¢@�2¨2���Dµ��£������~q{ �2w���y

Ç x@��¿�w�w
Λ(s) ° ∆(s) ° Z(s)

¯4��v^�g�Ey��cx@¿�w��E~c��������~��F| w�|���y}{lz ± ¼

Λ(s) = Λ̃0(= Λ0),

∆(s) =
H ′

2(0, 0)

2π

H ′
1

H ′
2

(s, 0)∆̃0,

Z(s) =
H ′

2(0, 0)

2π

H ′
1

H ′
2

(s, 0)Z̃0.

� �K���Y��z
�

8­~�¢@�2¨2����y}v�µ
| ����~ Å [lÁÄe
	~a.eÄÃLfYÉÊe�_<e`gÄ]Ve�Æ��`ò~e<_<\�Å
�<gq��Å`ÁÄÉÂ�@¾YÅ<e

Λ̃0 = Λ0 = Λ(s),

Æ@ÁhÉÊÉk\ �Y���Y�±|<� f gÄ_��Kòu�
i ^VÁ Ã@c1�VfV^Ve`_.\`¿V¿Ve�� f ÁÄghÅ`ÁÄgÇÅ<_<Áh¿V¿Ve
� � e`¿+\ O�Á Û ]Y^VÁIÃLÁIÆ
gÄ]Y^Ve<ÁÄdKÅ<fV^Ve`_.\`¿V¿VÀÏa��lgÄfVgÇÅ<ÁhÉ ¿+\

P (0)
� gÄÉÂ�°cK^V\`_<¿VÁh¿Vf��Ê� �K���Y�±|c� fÊ� �Y���K���
�¸�Ç�°e`Å<dYc~Ã°\�]Ve�\`¿V\bÆ@e
�hfVf

g ÃLe<dP\�ò~\�Å<ÁIÆ��<gÇÅ<_<e<É�Æ+ÁÄÉÊÉÊÀp�K���Y����gÇÆ@Á Ã@c<ÁÇÅF� �K���Y��z
�I�

��[%��[ ­ T `^ó T�� d­ó T d ÷BW f2d 0YWXW
×Ïe�ò~¿VfVdP\`ÁÇÅ{ÁhghÅ`ÁÄghÅ`_<ÁÄ¿Y¿VÀ3� _<e<]V^Ye<g`È�¿YÁí�Y_�Æ���i Å<gq��Æ@f _<ghÁ:e<gÄe
	`ÁÄ¿V¿Ve`ghÅ<fodP\`¿Ve<¿VfY¾VÁÄghdVfVÉÊf yÎBe�ÁÄgÇÅ
��gÇc1�mÁÄgÇÅ<_`c`ÁhÅ Æ@fF� _<e<e
	��mÁ �he<_<e<^@�F�¹]V^YfVÉÊÁÄ^�e<ghe
	<Áh¿V¿Ve<gÇÅ<fF�F�V_�Æ���i��mÁ��Vgq��]Y^
�YÉÊÀÂÉ

]V^Ve`fYò~_<Á ÃLÁÄ¿YfVÁÄÉ \�Å`e<ÉÊe<_
A
f
V
Æ@f�ÐÑ� g�Å<e<¾YdVf§òÄ^VÁÄ¿Vf^�0Æ@fKcK_`fKÆVÆ@Áh_<e
�£�hdV_<fV_.\�Æ@ÁÄ¿YÅ`¿Ve<gÇÅ<fF�m\

gÄfYÉÊ]KÆ@ÁÄdKÅ<fV¾VÁhgÄdVfYÉ ]V^@�VÉÊÀÂÉ»]V^Ye<fYò~_`ÁIÃLÁh¿VfVÁÄÉ:Û ¿VÁÒ�V_�Æ���i��mÁ��Vgq� y M�ÁÄÉÊÉk\ã�Y���K�Õ|�]Ye<ÉÊe
�I\`ÁÇÅ�Ã°\�Å��
cZÅ<_<Áh^`ÃLfYÅ<ÁIÆ��<¿VÀ3��e�Å<_<ÁÇÅã¿+\D�ÇÅ<e`Åã_<e<]V^Ve`g`�
yl^Ve<ÉÊÁ�Å`e
�ÄeY�4ghc
��ÁhghÅ<_�c<ÁhÅÖÆ@f¹e<gÄe
	`ÁÄ¿V¿Ve`ghÅ
��Å<fY]+\!ghÁIÃ+Æ+e�Ò0�VÁh¿YÅ<^µ�>Åb\�dK\2�F�4¾YÅ`e!ÁhÁ�Å<^+\`ÁhdYÅ<e`^V¿VÀ3�

fV¿V_<\`^Vf+\`¿KÅ�^+\�_<ÁÄ¿(]V^Ve<fYòÄ_<e�Æ��`¿Ve<ÉXc«òó\�^+\`¿VÁhÁ!ò~\�Ã°\`¿V¿Ye<ÉXc y Î6��Á��Ê]Yc<gÇÅ
�uÍ&fVdZghfV^Ve<_.\�¿VÀ gÄÁ Ã+Æ@e<_<e��\�Å`e<É
V
�
C∞ Ò0� ÆL\óÃLdP\���ÍlcP¿Vd��Vf^� g : [0,+δ) → RP n×Rn+l � ghÉÂ�be`]V^VÁIÃ@ÁÇÆ@Áh¿VfVÁ��Y���K�±|óÝæf�òó\`ÉÊÁh¾+\`¿VfVÁ

�Y���K�±|<|c�Êf�ò~¿+\`d
ε ∈ {±1} �Yô6c
��ÁÄgÇÅ<_`c`ÁhÅãÆ+f"e<gÄe
	`ÁÄ¿V¿Ve`ghÅ
�mÆ+fYcP_<fKÆVÆ@Áh_.\�Å<fV]V\ A× V

Åb\�dK\2�F�V¾YÅ`e�ÁÄÁ
Å<^V\`ÁÄdYÅ`e<^V¿VÀ3��fV¿V_.\`^Yf+\`¿YÅ
^+\`_`ÁÄ¿

(germ0 g, ε) y

ÌZF/íZF � F£î�U'R Õ¥Y U©N Y O � N!¤¦NPR!ï Y §�OG¤pð�¤p§�¤ �pY NPN!¤¦§�^�RlF

ñle<gÇÅ<^Ve<fYÉ�gÄ¿V\�¾V\bÆL\	]V^VfVÉÊÁh^�¿VÁhdK\�¿Ve<¿VfV¾YÁÄgÄdZe
��e<gÄe
	`ÁÄ¿V¿Ve`ghÅ<fµ�
÷Öø ð(Clí øé)4ö�uFö õ+ö ËD\`gÄghÉÊe`Å<^VfYÉ,gÄ¿Ve`_.\�ÃL_.\	\�Å<e`Ék\YÈ

A = (D2(s), s = 1
2
(u2 + v2))

f
V = D1

Û gÄÉÂ�
^VfVg����K���Y�±|#f�Æ+ÁÄÉÊÉXc��Y�±|<�Õ|`�B� fKÆ@f�Æ�i�	<e
�
Ã@^Yc1�Äe
�"]KÆ+e<gÄdVf��"e<^VfVÁh¿YÅ<fV^Kc<ÁÄÉÊÀ3�!g�Ã@_`cPÉ<��_<Áh^�Ð�fV¿V\`ÉÊf��Ç�

�.�



D1

á�â
ã�äl�
ä��
äçæ�è
]Yc`ghÅ
�	ÍlcP¿Vd��Vf^�

f2(x, y)
òó\óÃ°\`ÁhÅ	gIÆ@e<Áh¿VfVÁl¿+\�_`Å`e<^Ve<É \�Å`e<ÉÊÁ`�.x�Æ��"]V^Ve`ghÅ<e�Å<À ÉÊÀ»]V^YÁIÃL]VebÆL\��I\`ÁhÉÂ�

¾YÅ`e�_`Å<e`^Ve
��\�Å`e<ÉuÛ�]KÆ@e`gÄdVf��µ�YÅb\`d"¾YÅ`e�_<gÄÁ#ÉÊe�O�¿Vem]Y^VÁIÃLgÇÅb\`_�Æ��KÅ
�
gÄÁ 	<Á#¿+\me�	<ÀÂ¾V¿Ve
��Ã@_`cPÉÊÁÄ^V¿Ve��
]KÆ@e`gÄdZe<ghÅ`f

R2(x, y)
�ZeÄÃL¿+\`dZe�dZe<¿YghÅ<^KcKd��Vf�i ÉÊe�Oã¿Ve�e
	<e
	���fYÅ���¿+\�Æ�i�	<e
�"\�Å`e<ÉÂ�KÙ6c~ÃLÁÄÉ�gÄ¾YfYÅb\�Å
�Y�

¾YÅ`e _`ÁÄ^�ÐmfV¿+\`ÉÊf�\�Å<e`Ék\
V

�Y_�Æ���iæÅ<gq�»Å<e`¾VdVf
M0 : x, y = 0

f
M1 : x, y = 1

f»¾YÅ<e�^VÁ 	<^+\
gÄfY¿��hcóÆ��Y^V¿Ve
�he��h^+\`Í�\æ_�Å<ÀÂdP\�i Å`gq��_r�hÅ`f�Å`e<¾VdVf�_æ¿V\`]V^+\`_bÆ@ÁÄ¿Vf^�Ka°��]+\`^+\bÆYÆ@ÁÇÆ��`¿VÀÏa�dZe<e<^`ÃLfV¿+\bÅ<¿VÀÂÉ
e<gq�YÉÂ�6ËD\`gÄghÉÊe`Å<^YfVÉo¿V\

A × V
Ã@_<ÁÖghfVghÅ`ÁÄÉÊÀl�ÂñlÁh^V_.\���Û�dP\`¿Ve`¿VfV¾VÁhgÄdP\��F�6g�ghfVÉÊ]KÆ@ÁhdYÅ<fV¾YÁÄgÄdZe
�

ghÅ`^YcPdYÅ`cP^Ve��
Ω = ds ∧ dϕ + dx ∧ dy

f£�I\�ÉÊfKÆ��óÅ<e<¿Yf+\`¿Ve<É
H = H(s, f2),

\�_`Å`e<^+\�� Û g
gÄfYÉÊ]KÆ@ÁÄdKÅ<fV¾VÁhgÄdZe
��gÇÅ<^YcPdYÅ�cK^Ye
�

Ω̃ = ds ∧ dϕ+ ω(s, x, y)dx ∧ dy + a(s, x, y)ds ∧ dx+ b(s, x, y)ds ∧ dy, � �Y���K�Õ|c�
f Å<ÁÄÉ O�Á�g~\`ÉÊÀÂÉ �I\`ÉÊfKÆ��óÅ<e`¿Vf+\`¿Ve`ÉÂ�uôÏfVÉÊ]PÆ@ÁÄdYÅ`fV¾VÁhgÄdP\�� ghÅ`^YcPdYÅ`cP^+\ � �Y���Y�Õ|�� _<À3	<^+\`¿V\�¿VÁ
gÇÆVcK¾V\��V¿VeV�lÐ�cP¿Vd��Vf��

ω(s, x, y)
_<À3	<fY^+\`ÁhÅ`gq�0]V^Ve<fYòÄ_<e�Æ��`¿VÀÂÉ�e�	<^+\�òÄe<Éß� ]V^Yf0Í&fVdZghfV^Ve<_.\�¿V¿Ve<É

ò~¿V\�¾YÁÄ¿VfVf
s
Í&e<^YÉk\

ω(s, x, y)dx ∧ dy
	`c~ÃLÁhÅ ghfVÉÊ]KÆ@ÁhdYÅ<fV¾YÁÄgÄdZe
��Í�e`^VÉÊe
�«¿+\�Å<^V\`¿VgÄ_`ÁÄ^VgÄ\bÆ��<¿Ve��

]KÆ@e���\�ÃLdZÁ��KÅb\`d"¾YÅ`e�ÁÄgÇÅ<ÁhghÅ<_`ÁÄ¿V¿Ve
gÄ¿V\�¾V\bÆL\mòó\óÃ°\�Å
�mfVÉÊÁÄ¿V¿Ye�Í&cP¿Vd��Vf�i
ω(s, x, y)

�I��x�\�Æ@ÁÄÁ��KÉÊe�O�¿Ve
]VeÄÃLe
	`^+\�Å
�!ÍlcP¿Vd��VfVf

a(s, x, y)
f
b(s, x, y)

Åb\`dVfYÉpe
	<^+\bò~e<ÉÂ�F¾KÅ<e
	<À
Ω̃

	<ÀÏÆL\�gÄfYÉÊ]KÆ@ÁÄdKÅ<fV¾VÁhgÄdZe
�
ghÅ`^YcPdYÅ`cP^Ve���¿+\

A× V
�Kxme<dP\�O�ÁhÉ(ghe<e`Å`_<ÁhÅ`ghÅ<_�c^ir�mc1i{Æ@ÁhÉÊÉXc<�

5�í
C�Clù )4ö�uFö�!Fö 4�x
| �DµÔ���
A × V

¨2���c����� Ç x@��¢@¿�w1�
ω(s, x, y) Å ×�~c�¦�c�í{l~u����~É®�~c�2~��q�
���Dµ

Ç x@��¢@¿�w�w
a(s, x, y) ° b(s, x, y) �D��¢ ° ¥^��~��cz Ç ~q�@{��

Ω̃ = ds ∧ dϕ+ ω(s, x, y)dx ∧ dy + a(s, x, y)ds ∧ dx+ b(s, x, y)ds ∧ dy
�cz�vE��| w1{�®
vXy�¢@�Dw�¥�y | ¢
~���| �À��x@¢@�Dx���~c�?~c| ~c�2y�����~2|��Dw?|�y�� vE~�Á0¿�y ���À�Ë{l~c�2y¬v�µ@��~2�¦~Ô�Dw�®�� ° |}{ Å�¬vE����x Ä Å ½ ° � Å y Å ¥1��~c�czí�2zº®�~qvE�1�
vE~2|�µF¯ Ä Å ½ Åe��± ¼

∂a

∂y
− ∂b

∂x
+
∂ω

∂s
= 0.

8­~�¢@�2¨2����y}v�µ
| ����~ Å �lÉÊÁÄÁhÅ`gq� eÄÃL¿Ve ¿YÁÄeÄÃL¿Ve<^Ye~Ã@¿Ve<Á ÃLfYÍ�Í&Áh^VÁÄ¿��Yf+\bÆ��<¿Ye<Á cP^+\`_<¿VÁh¿VfVÁ _
¾+\`gÇÅ<¿VÀÏa�]V^Ye<fYò~_`e~Ã@¿VÀÏa�g§]Ve`ghÅ<e��Y¿V¿VÀÂÉÊf dZe
�hÍ�Í&f��YfVÁÄ¿YÅb\�ÉÊfF��gh_��YòÄÀÂ_.\�i��mÁÄÁ�ÃL_<Á ÍlcK¿Yd��VfVfF�
]V^VfY¾VÁÄÉ e`Å<¿Ye<gÄfYÅ`ÁÇÆ��`¿Ve�dP\�O�ÃLe
��fKòm�hÅ<fPa Í&cP¿Vd��Vf���cP^+\`_<¿VÁh¿VfVÁ¤�V_bÆ��VÁÇÅ<gq� e
	<ÀÂdV¿Ye<_<ÁÄ¿Y¿VÀÂÉ
ÃLfVÍ&Í&ÁÄ^YÁÄ¿��VfV\bÆ��<¿VÀÂÉ cP^+\`_<¿VÁh¿VfVÁhÉÂ���#¾VÁh_<fPÃL¿YeV�"¾YÅ<e ]Ve�Å<Áhe<^VÁhÉÊÁ§gÇc1�mÁÄgÇÅ<_<e<_<\`¿Vf���^VÁ ÐmÁÄ¿Vf^�
�8x�w e<¿Ye
fYÉÊÁÄÁhÅ�ÉÊ¿Ve�O�ÁhghÅ<_`eã^VÁ�Ð�ÁÄ¿Yf��F�

�<�



ÚÖÀ ^+\`gÄghÉk\�Å<^YfV_.\`ÁhÉèfV¿V_.\�^Vf+\`¿YÅ`¿VÀÂÁp��Ò ]Ve<_`ÁÄ^<aK¿Ve<ghÅ`f {s = const} ��f Å`^+\`¿Vgh_<ÁÄ^VgÄ\bÆ��<¿YÀÂÁ
]KÆ@e���\�ÃLdYf

P (s)
_	¿VfKa�òó\�Ã°\�i Å<gq�!c<gIÆ@e<_<fYÁÄÉ

ϕ = 0
�

ñl^VÁ ÃL]Ve�Æ@e�O�fVÉÂ��¾YÅ<e Æ@fV¿VÁÄ\`^VfYò~\��VfVf�]Ve�Å<e<dP\�ñ#c<\`¿VdP\`^VÁ¤]VÁÄ^V_`e
�pgÄfYghÅ<ÁhÉÊÀ
(A × V,Ω, H)

_
Å<e`¾VdP\ba

M0

�
M1

]KÆ@e���\�ÃLdYf
P (s)
_<À3� Æ��PÃ��KÅ�dP\`d

M0 :




ẋ = λ1x

ẏ = −λ1y

f
M1 :




ẋ = λ2(x− 1)

ẏ = −λ2(y − 1)

ÎX\�dVfVÉ�e
	<^+\bò~e<ÉÂ�
Λ
Ò fV¿V_<\`^Vf+\`¿KÅ	^+\`_<Áh¿

Λ = {λ−1
1 : λ−1

2 }.

[#Å<e ]V^Ye<fYò~e��PÃLÁhÅ��»ÁhgÇÆ@f òó\`ÉÊÁh¿VfYÅ�� Í&e<^VÉXc
Ω
¿+\�Í&e<^VÉXc

Ω̃ y ÎBe�ÁhghÅ�� ^+\�gÄgÄÉÊe�Å<^VÁÇÅ
�Æ@fV¿YÁ~\`^VfKòó\��VfYf!]Ye`Å<e<dP\	ñ#c.\`¿YdK\�^VÁl_`Å<e`^Ve
�"gÄfYghÅ<ÁhÉÊÀ
(A× V, Ω̃, H)

_�Å`e<¾VdP\ba
M0
�
M1
]KÆ@e���\�ÃLdYf

P (s) y ñl^+\`_<ÀÂÁk¾+\�ghÅ<f�gÄfVgÇÅ<ÁhÉ!ÃLfVÍ&Í&ÁÄ^VÁh¿��Vf+\�Æ��<¿VÀÏa�cP^+\`_<¿YÁÄ¿Vf��#ÃLe<ÉÊ¿YecO�\�Å<gq��¿+\Âò~¿+\ó¾VÁh¿VfVÁ 1
ω(s,x,y)_�Å<e<¾YdPÁ

M0

fKÆ@f
M1

ghe<e`Å`_<ÁhÅ`ghÅ<_`ÁÄ¿V¿VeYÈ

M0 :




ẋ = λ1

ω(s,0,0)
x

ẏ = − λ1

ω(s,0,0)
y

f
M1 :




ẋ = λ2

ω(s,1,1)
(x− 1)

ẏ = − λ2

ω(s,1,1)
(y − 1)

\
Λ
ÒÔfV¿V_.\`^Yf+\`¿YÅ�	`c~ÃLÁÇÅã^V\`_<ÁÄ¿

Λ̃ =

{
ω(s, 0, 0)

λ1
:
ω(s, 1, 1)

λ2

}
=

{
Λ1 :

ω(s, 1, 1)

ω(s, 0, 0)
Λ2

}
,

Å��ÑÁ`��_<ÁIÆ@fV¾VfY¿VÀ
Λ
f

Λ̃
���V_bÆ����Yg����ÇÆ+ÁÄÉÊÁÄ¿KÅb\`ÉÊf

RP 1 ��e`Å~Æ@fY¾+\�i Å`gq�¬¿V\ ω(s,1,1)
ω(s,0,0)

�K�#ò�Åb\`dZe
�he
]V^VÁ ÃLghÅb\�_�Æ@ÁÄ¿Yf���ÉÊe�O�¿Ve�g ÃLÁÇÆ@\�Å
��gIÆ@ÁIÃ+c^ir��fVÁ�_<ÀÂ_<eÄÃLÀl�
×ÏebÒ ]VÁh^V_<ÀÏa°�<¿VÁÂ_<ghÁÂe<gÄe�	<ÁÄ¿V¿Ye<ghÅ`f»�Y_�Æ���iæÅ<gq�
dP\`¿Ve<¿YfV¾VÁÄghdVfVÉÊfF�.]Ye<gÄdZe�Æ��`dYc�ò~¿V\�¾YÁÄ¿Vf��	ÍlcP¿Vd��YfVf

ω(s, x, y)
¿VÁ e
	��Yò~\`¿VÀ gÄe<_<]V\�Ã°\�Å��o_�Å<e<¾YdK\�a

M0

�
M1

]V^Yf�_<ghÁÇa
s
��\{Ã+Æ�� dP\`¿Ve`¿VfV¾VÁhgÄdVfKa

e<ghe
	<ÁÄ¿Y¿Ve<ghÅ`Á��
Λ
e`Å

s
¿VÁ&òó\�_<fVgÄfKÅ��

×ÏebÒ _`Å`e<^VÀÏa°�`]VeÄÃLe�	<^+\`_#¿Kc1O�¿VÀÂÉ�e
	`^+\�ò~e`É�Í&cP¿Vd��Vf�i
ω(s, x, y)

��ÉÊe�Oã¿Ye�ÃLe
	`fYÅ
�<gq�mÅ<e
�heV�`¾YÅ`e
	<À
ÉÊ¿Ve�O�fYÅ<ÁIÆ�� ω(s,1,1)

ω(s,0,0)

	<ÀÏÆ�Å<e�O�ÃLÁÄgÇÅ<_<Áh¿V¿Ve#^V\`_<ÁÄ¿lÆ�i�	<e
�&¿+\`]VÁh^VÁIÃ�òó\�ÃL\`¿V¿Ve
��� ÆL\�Ã@dPe��mÍlcP¿Vd��VfVf
f(s)� gXc`gÇÆ@e`_<fVÁÄÉ

inf f(s) > 0
fYòÇÒÔòó\3�hfV]VÁÄ^�	<e�Æ@fV¾Y¿Ve<ghÅ`f�]Ve`Å`e<dZe<_æñ#c.\`¿VdP\`^YÁ1¿V\�_`gÄÁÇa#Å<^+\`¿YgÄ_<Áh^Vg~\bÆ��<¿VÀÏa

]KÆ@e���\�ÃLdP\ba��I�
xme<dP\�O�ÁhÉ�]Ye<gÇÆ@Á ÃL¿VÁhÁ
cZÅ<_`ÁÄ^@O	Ã@ÁÄ¿VfVÁ5� Å`eÖÁhghÅ
�!]VeÄÃE	<Áh^VÁÄÉ

ω(s, x, y)
]Ve

f(s)
�Ç�4ñle<ghdPebÆ��<dYc�ÉÊÀ

e
�h^+\`¿VfV¾YfV_.\`ÁhÉÊgq�ÖÉk\�Æ@ÀÂÉÊfÖe`dV^VÁÄgÇÅ<¿Ve`ghÅ��VÉÊf�e`gÄe
	<e��Äe	gÇÆ@e��µ�+_<e`ò~ÉÊe�O�¿VÀ»Å<^VfÖgÇÆ+cP¾+\��µÈ
\@�

f(0) > 1
fÖÉÊe�O�¿Ve	]Ve�ÆL\��I\�Å
�V�+¾KÅ<eã_	^+\�gÄgÄÉk\bÅ<^VfV_<\`ÁÄÉÊe
�Öe<dV^VÁhghÅ`¿Ve<ghÅ`f

f(s) > 1



	
�
0 < f(0) < 1

f!ÉÊecO�¿Ve	]Ve�Æ@\��I\�Å
�Y�+¾YÅ<e�_
^V\`gÄghÉk\�Å<^VfY_.\`ÁÄÉÊe���e<dV^YÁÄghÅ`¿Ve<gÇÅ<f
0 < f(s) < 1




�<�



_
�
f(0) = 1

f�ÉÊe�O�¿Ve�]Ye�ÆL\��I\�Å��V�@¾YÅ<e�_�^V\`gÄghÉk\�Å<^VfY_.\`ÁÄÉÊe���e<dV^VÁhghÅ`¿Ve<ghÅ`f 1
2
< f(s) < 2

fÖ¾YÅ<e
]KÆ+e���\�Ã@dK\

P (s)
�VÁIÆ@fVdZe<É�¿V\ba.eÄÃLfYÅ`gq��_
e
	�ÆL\�ghÅ<f −1 < x, y < 2

�
xme<ghÅb\bÅ<e<¾V¿Ye�]V^Ye<_<ÁÄ^YfYÅ
��gÇÆ@Á Ã@c1i���fYÁ�c<gIÆ@e<_<f^�FÈ
|`�
ω(s, 0, 0) = 1



�P�
ω(s, 1, 1) = f(s)



�K�
ω(s, x, y) 6= 0

¿V\
_<ghÁ��!]KÆ@e���\�ÃLdZÁ
P (s)
�

ñle<ghÅ�cP]VfVÉ,gIÆ@ÁIÃ@c1ir��fVÉ:e
	`^+\�ò~e`ÉÂÈ
\@�IÈ ]VebÆ@e�OãfVÉ

ω(s, x, y) =
(
x+y

2

)2
(f(s) − 1) + 1.

ñl^Ve<_<Áh^VdP\YÈk|<�4fu�P�4e<¾VÁÄ_`fPÃL¿VÀ�

ω(s, x, y) =

]VebÆ@¿VÀ3�!dV_.\�ÃL^V\�Å'ñ�]Ye�Æ@e�OãfKÅ<ÁÇÆ��<¿Ve<Á�¾VfVgIÆ@e
+1 > 0.

	
�IÈ ]VebÆ@e�OãfVÉ
ω(s, x, y) = (1 − f(s))

(
x+y

2
− 1
)2

+ f(s).
ñl^Ve<_`ÁÄ^VdP\YÈ�|`��fo�K��e<¾VÁh_<fPÃL¿YÀ�


ω(s, x, y) =
]Ve�Æ+ecO�fYÅ��+¾VfYgÇÆ@e'ñó]Ve�Æ@¿F�+dY_V�

+
]Ye�Æ@e�OãfKÅ��+¾VfVgÇÆ+e

> 0
�

_
�IÈ ]VebÆ@e�OãfVÉ
ω(s, x, y) = f(s)x+y

2
+
(
1 − x+y

2

)
.
ñl^Ve`_<ÁÄ^VdP\YÈ4|`�+f��P�+e<¾VÁÄ_`fPÃL¿VÀl�

��	<e`òÄ¿+\ó¾VfVÉ
t = x+y

2

�
g(s, t) = ω(s, x, y) = f(s)t + (1 − t)

�Xñle�c`gÇÆ@e<_`f�i −1 < t < 2
�

ÍlcP¿Vd��Vf^�
g(s, t)

Æ@fV¿YÁ��V¿+\	]Ve
t
� 1

2
< f(s) < 2

�V]Ve
�ÇÅ<e<ÉXc

ω(s, x, y) = g(s, t) > inf
s
{g(s,−1), g(s, 2)} = inf

s
{−f(s) + 2, 2f(s) − 1}

≥ inf
1
2
<w<2

{−w + 2, 2w − 1} = 0.
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ÎDÁÄ]VÁh^���ÉÊÀ�e`Å`_<ÁhÅ`fVÉ ¿+\ _<e<]V^Ve`g¤e(ghc
��ÁhghÅ<_`e<_.\`¿VfYfë�lkNô�ò~\�Ã°\`¿V¿Ye
�Äe�Æ@fYcP_<fKÆVÆ+ÁÄ_.\(Å`fV]+\�g
òó\óÃ°\`¿V¿VÀÂÉ Å<^+\�ÁÄdYÅ`e<^V¿VÀÂÉ:fV¿Y_.\`^Vf+\�¿YÅ<e<ÉÂ�

Ö \`Í&fVdZghfV^Yc<ÁhÉ§e`gÄe
	<Áh¿V¿Ve<gÇÅ
��Å`fV]+\�ghÁIÃ+Æ@ebÒ0�VÁh¿YÅ<^F�ºJ6Å<e�e`òÄ¿+\ó¾+\`ÁhÅ��B¾YÅ<e�_`À3	<^+\`¿uf¤òó\`Í&fVdVghfV^Ve�Ò
_.\`¿�ghÁIÃ+Æ@e`_<e
��\bÅ<e<É

V
g
n
_<ÁÄ^^Ð�fV¿+\�ÉÊf�f

l
^VÁ�	<^V\`ÉÊfF�+e<]V^YÁIÃLÁIÆ���ir��f���Å`e<]Ve�Æ+e
�Äf�i0e<ghe
	<ÁÄ¿Y¿Ve<ghÅ`f

� Å`ÁÄe<^YÁÄÉk\ |<�Ñ}V�Õ|��Ç��ËD\`gÄghÉÊe`Å<^YfVÉ _<ghÁ�_<e`ò~ÉÊe�O�¿VÀÂÁÔ�lkNô Åb\�dPe��Äe�Æ@fYcP_<fKÆVÆ+ÁÄ_.\�Å<fV]V\Y�N�#]Vf�Ð�ÁhÉ
ÉÊ¿Ve�O�ÁhghÅ<_`e
òÄ¿+\ó¾VÁÄ¿Vf���fKa"Å`^+\`ÁhdYÅ<e<^Y¿VÀÏa�fY¿V_.\`^VfV\`¿YÅ<e`_V�

M�Á��hdZe�_<fZÃLÁhÅ��V�@¾YÅ<e
fVÉÊÁ�iæÅ<gq�ÖÅ<^VfV_`f+\bÆ��<¿YÀÂÁ�e
�h^+\`¿VfY¾VÁÄ¿Vf^�Ö¿V\
ÍlcP¿Vd��Vf�i

g = (Λ,∆, Z) : [0, δ) → RP n × Rn+l.

×ÏebÒ ]VÁh^V_<ÀÏa°�Yò~¿V\�¾YÁÄ¿VfVÁ
Λ
ÒÔfV¿V_.\�^Vf+\`¿YÅb\�¿VÁlÉÊe�O�ÁÇÅ�	<À8Å
�	]V^Ye<fYò~_`e�Æ��<¿Ve���Å`e<¾VdZe
�!]V^Ve<gÇÅ<^+\�¿VghÅ`_.\

RP n �u]Ve`gÄdZe�Æ��<dKcè]Ve e<]V^YÁIÃLÁIÆ@ÁÄ¿Vf�i _<ghÁ dZe<ÉÊ]Ve<¿VÁh¿YÅ<À Λ
ÒÔfV¿V_.\`^Yf+\`¿YÅb\�^VÁÄ\bÆ��<¿Ve�� ghfVghÅ`ÁÄÉÊÀ

�V_bÆ���iæÅ<gq�!]Ve�Æ@e�O�fYÅ<ÁIÆ��<¿VÀÂÉÊfµ�
�<Ý



" , ø í`îXí.ûBíZïNðDí )Fö�u4ö�)Fö Ö ¿+\ó¾VÁÄ¿VfYÁ
Λ = {Λ1 : · · · : Λn} ∈ RP n ÉÊÀ 	�cóÃ@ÁÄÉ�¿+\�òÄÀÂ_.\�Å��

�2~�®�x
| �Dw1{�z({&��ÁÄgIÆ@f�Å<e<¾VdP\
Λ ∈ RP n fVÉÊÁhÁhÅ ]V^YÁIÃLgÇÅb\`_<fYÅ`ÁÇÆ��ogÄe�_<ghÁÄÉÊf�]VebÆ@e�OãfYÅ`ÁÇÆ��`¿VÀÂÉÊf

dZe<ÉÊ]Ve<¿YÁÄ¿YÅb\`ÉÊfµ�
[#cZÅ
��]Ve�ò�O�Ág	�cóÃ@ÁhÅ�]Ve`dK\bòó\`¿VeY�B¾YÅ`e�_<gÄÁ
Ã@e<]Yc<gÇÅ<fVÉÊÀÂÁ

Λ
^YÁ~\bÆ@fKòÄc1i Å`gq�(_�_<fPÃLÁ�fY¿V_.\`^VfV\`¿YÅ<e`_

¿VÁhdPe�Å<e<^VÀÏa!ghfVghÅ`ÁÄÉÂ�
×ÏebÒ _`Å`e<^VÀÏa°��òÄ¿+\ó¾VÁÄ¿Vf^�

∆
Ò�f

Z
ÒÔfV¿V_.\`^Yf+\`¿YÅ`e<_ Åb\`d�O�Á ÃLe�Æ�O�¿VÀ 	<À8Å���ÃLe<]Yc`ghÅ`fVÉÊÀÂÉÊfÕ� gÄÉÂ�

¿+\`]Y^VfVÉÊÁÄ^µ� � �� ]�Ç�
" , ø í`îXí.ûBíZïNðDí )Fö�uFö�6>öÀ� ��  �
Ö \`Í&fVdZgÄfY^Yc<ÁhÉ ò~¿+\ó¾VÁh¿VfVÁ

Λ
ÒÔfV¿V_.\`^Yf+\`¿YÅb\Y� Ö ¿V\�¾YÁÄ¿Vf��

∆ ∈ Rn � Z ∈ Rl ¿+\�ò~ÀÂ_<\�i Å`gq�
�2~�®�x
| �Dw1{�z({lw+�1ÁÄgIÆ@f:gÄ^VÁ ÃLf»_<gÄÁIaé�lkNôÜ¿+\u\�Å`e<ÉÊÁ

V
gÖòó\�Ã°\�¿V¿VÀÂÉ�ò~¿+\ó¾VÁh¿VfVÁhÉ

Λ
Ò fV¿V_<\`^Vf+\`¿KÅb\

¿+\��ZÃLÁhÅ`gq�ÖÅb\`dP\��µ�+¾YÅ<e�ÁÄÁ&fV¿V_<\`^Vf+\`¿KÅ<Àp^+\�_<¿VÀ
(Λ,∆, Z)

�
× � �� -	<ÀÏÆ@fÖÃLe`dK\bòó\`¿VÀ�cZÅ<_`ÁÄ^@O	Ã@ÁÄ¿Vf��µ�Fe<]VfYgÄÀÂ_.\�ir��fVÁ�]Y^Ve<ghÅ`^+\`¿VgÇÅ<_.\�ÃLe`]Yc<gÇÅ<fVÉÊÀÏa�òÄ¿+\ó¾VÁÄ¿Yf��

∆
ÒLf

Z
Ò fV¿V_<\`^Vf+\`¿KÅ<e<_V��×�¾+\�ghÅ<¿Ye<ghÅ`fF�óÃ@e<]Yc<gÇÅ<fVÉÊÀÂÁ6ò~¿+\ó¾VÁh¿Vf��

∆
ÒÔfV¿V_.\�^Vf+\`¿YÅb\�e
	<^V\�òÄc1i Å�Æ@fV¿YÁ��V¿Ve`Á

]VeÄÃL]V^Ye<ghÅ`^+\`¿VgÇÅ<_<e!]V^Ve<gÇÅ<^+\�¿VghÅ`_.\
B0(P̃ )

�Lòó\`_`fVgq���mÁÄÁ	e`Å�òÄ¿+\ó¾VÁÄ¿Vf^�
Λ
�µ\
ÃLe<]Yc`ghÅ<fYÉÊÀÂÁ	òÄ¿+\ó¾VÁÄ¿Yf��

Z
ÒÔfV¿V_.\`^Yf+\`¿YÅb\�e
	<^V\�òÄc1i Å�_<ghÁ�ÉÊ¿YecO�ÁÄghÅ`_<e

H1(P̃ )
�

" , ø í`îXí.ûBíZïNðDí )Fö�uFö :Fö Ð�cP¿Vd��Vf��

g = (Λ,∆, Z) : [0, δ) → RP n × Rn+l

¿+\�òÄÀÂ_.\`ÁÇÅ<gq� ��~�®�x
|��Dw1{�~��+�»ÁÄgIÆ@f ¿+\�	<e<^VÀ _<gÄÁIa ÁÄÁ�ò~¿+\ó¾VÁh¿Vf�� �Y_�Æ���i Å<gq� gÄe`e`Å<_<ÁÇÅ<gÇÅ<_<Áh¿V¿Ve
ÃLe<]Kc<ghÅ`fVÉÊÀÂÉÊf

Λ
Ò �

∆
Ò f

Z
Ò fY¿V_.\`^VfV\`¿YÅb\`ÉÊfì�

(∆, Z)(s)
�V_bÆ��VÁÇÅ<gq� ÃLe<]Kc<ghÅ`fVÉÊÀÂÉ fKÆ+f�¿YÁhÅ _

òó\�_<fVgÄfYÉÊe<ghÅ`f�e`Å,dZe<¿VdY^VÁhÅ`¿Ve
�Äe,òÄ¿+\ó¾VÁÄ¿Yf��
Λ(s)

�I�æf dV^Ve<ÉÊÁ Å<e
�heV� ^Ye<ghÅ`e<d
germ0 g

fYÉÊÁÄÁhÅ
C∞ Ò

� ÆL\�Ã@dPe��Äe
]V^VÁIÃ@ghÅb\`_<fKÅ<ÁÇÆ��H� ghÉÂ�Vòó\`ÉÊÁh¾+\`¿VfVÁ��Y���K�±|<|c�I�
xme<dP\�O�ÁhÉ Å`ÁÄ]VÁh^��ãgIÆ@ÁIÃ+c^ir�mc1i{Å`ÁÄe<^VÁhÉXc�^VÁ~\�Æ@fYòó\��VfVfFÈ

; í
* ø í
Clù )Fö�uFö��Fö 8�v^�KvEª3�2~c�¦~­����~�{��
V = (P 2, K)

| Ç w�¢
| w���~2�2������z({ë�
�c¨2�2w�y���w�y}{t¢
~qvEy ¿����
®�~qvE~u��w���y¬v�µ@��z�yÀw�~��À��w�¿�����y¬vEµ@��z�y ° v�ª3�2~����2~�®�x
| �Dw1{l~c�

g
wN®��E~�w�¨���~qvEµ@��~c�¦~

ε
| x@©�y | ����x
y��

~c|�~��2y ����~c| �Dµ ° v�w�x
��w
v@vEy���~�²2¢
�2w����uvEy ���D���u�
A × V ° �À�
�
y�¢@��~q����zº�ìw����2����w������ ¢
~���~/�E~��

|�~c�2®����c�
y��?|
(germ0 g, ε) Å

x�Æ��ãÃLe`dK\bòó\�Å`ÁÇÆ��<gÇÅ<_.\�¿+\`É ]Ve<¿+\�Ã@e
	<fYÅ`gq��gIÆ@ÁIÃ@c1ir��ÁÄÁ � �2  �
ËD\`gÄghÉÊe`Å<^VfYÉ dP\`dZe
�KÒÔ¿Vf�	`c~ÃE� ��Ò \�Å<e`É

P
g�e<ghe
	<ÀÂÉm�Ä^+\�Í�e`É

K
fé�I\`ÉÊfPÆ��óÅ<e<¿Ve`_<e
�»gÄfVgÇÅ<ÁhÉÊe
�

w = sgradH ¿+\�¿VÁÄÉÂ�Vñlc`ghÅ�� −δ ≤ H ≤ δ
¿+\

P
�VËD\`gÄghÉÊe`Å<^VfYÉ�]V^Ve`fYò~_<ebÆ��<¿Ve<Ál^YÁ�	<^Ve

Ki

e<gÄe�	<e
�Äe
�Ä^V\`Í�\Y�+ËB\bò~^VÁ�O�ÁÄÉ,]Ye<_<ÁÄ^<aK¿Ve<gÇÅ
�

P
_bÃLe�Æ��»� ÆL\�Ã@dPe��Äeãe�Å<^VÁÇò~dP\Y�+Å<^+\�¿VgÄ_<Áh^Vg~\�Æ��<¿Ve�]YÁÄ^VÁhgÄÁÄdP\�ir��Á �Äe

�Y|



^VÁ 	<^Ve
Ki

fu_<ghÁãÅ<^V\`ÁÄdYÅ`e<^VfVf
w
�BËD\`gÄghÉÊe`Å<^VfYÉ0Åb\`d^O�Á�e`ÅÄÃLÁIÆ��<¿Ve�¿YÁÄdZe`Å<e`^VÀ3��ð ]V^@�VÉÊe�c^�he�Æ��<¿YfVd^ñ

Mi = [0, mi] × [−δ, δ] �(� Ã@Á mi > 0
�Ff´�he<^VfYòÄe<¿YÅb\bÆ��<¿Ve<Á��I\`ÉÊfKÆ��óÅ<e`¿Ve<_<eÖ_<ÁÄdYÅ`e<^V¿Ve`Á�]VebÆ@Á	¿+\

MiÅb\`dZe<Á��L¾KÅ<e
	<À _<^VÁÄÉ<�!]V^Yeóa<e�O	ÃLÁh¿Vf��ÖdP\�O	Ã@e
�!Å`^+\`ÁhdYÅ<e<^YfVf�_<¿YcZÅ`^Vf
Mi

	<ÀÏÆ@e
^+\`_`¿Ve
mi
�@×ÏdKÆ@ÁhfVÉ

�hÅ`e`Å
Mi

_&^+\�ò~^YÁhò ¿+\
P
�`Åb\�d�¾YÅ`e�_&fYÅ`e
�ÄÁ�_<^YÁÄÉ<��ÃL_<f�O�ÁÄ¿Vf��	¿V\�^VÁ 	<^VÁ

Ki

f	_<ghÁÇa»	�Æ+fYò~dVfPa	d�¿YÁÄÉXc
Å<^V\`ÁÄdYÅ`e<^Vf��Pa	cP_<ÁÇÆ@fY¾VfYÅ<gq�ã¿+\

mi

�
�#]VfYg~\`¿V¿Kc^i»e<]YÁÄ^+\��Yf�i»¿+\�ò~e`_<ÁÄÉÊ��¢cvEy ��¢
~��"dYc`gÄdP\�_&fVg a<eÄÃL¿VÀ3�
]Ve`Å`e<d!¿+\�^VÁ�	<^YÁ

Ki

�Ä^+\`Í�\
K
�

ËD\`gÄghÉÊe`Å<^VfYÉ Åb\`d^O�Á�e
	<^+\bÅ<¿Yc1i e<]YÁÄ^+\��Yf�im�:×6À3	<ÁÄ^VÁhÉ gÄ¿Ve<_<\ Å<^+\�¿VgÄ_<Áh^Vg~\�Æ��<¿VÀ3�
Ki

f
e<gÇÅb\bÆ��<¿VÀÂÉ Å`^+\`ÁÄdKÅ<e<^Vf^�VÉ ]Ve�Æ��

w
� ÆL\�ÃLdVf�� e`Å<^VÁÇò~e<d f ^+\`ghgÄÉÊe`Å`^VfVÉ Á��Äe g ÃL_<f���_bÃLe�Æ��

�I\`ÉÊfKÆ���Å`e<¿Ve<_<\ ]Ve`Å`e<dP\Ü¿+\ _<^VÁhÉ<�
mi

��ñle�Æ+cP¾VfYÅ`gq��Á �mÁ�eÄÃLfV¿ Å`^+\`¿Vgh_<ÁÄ^VgÄ\bÆ��<¿YÀ3� e�Å<^VÁÇò~e<dF�
×ÏÀÂ^VÁ�O�ÁÄÉ:fKò

P
]V^@�VÉÊe`c1�he�Æ��<¿VfYdÖÃ+Æ@fV¿VÀ

mi

f�gÄdKÆ+ÁÄfVÉí	<Áh^VÁ��I\ã^V\�ò~^VÁÇò~e<_Y�°Å��ÑÁ`�L]VÁÄ^V_`e<¿+\ó¾+\bÆ��`¿VÀ3�
e`Å`^VÁhòÄe<d�fãÁ �Äe�e
	<^+\�ò ]V^Vfãg ÃL_<f��hÁØ¿+\

mi
�^J6Åb\�e<]VÁh^+\��Vf���¿+\�òÄÀÂ_.\`ÁÇÅ<gq�¶�2zY�Ey¦¨2����w�y¸{�dYc`gÄdP\�]Ve`Å`e<dP\

¿+\�^VÁ 	<^VÁ
Ki

�Ä^V\`Í�\
K
�

× ghfKÆ+c�Å<Áhe<^VÁhÉÊÀ x�\`^�	�c�ÉÊecO�¿Ve¤gÄ¾VfYÅb\bÅ
�V�6¾YÅ<e«ghdKÆ@Á��YdVfF�Ï¿YÁÄe
	~a.eÄÃLfYÉÊÀÂÁ�]V^Vf,e<]Y^VÁIÃLÁIÆ@ÁÄ¿YfVf
e<]VÁh^+\��Vf���_<dKÆ+Á��VdVf(f�_<ÀÂ^YÁhòó\�¿Vf��F�k]V^Ye<_<ÁIÃ@ÁÄ¿VÀ�� ÆL\óÃLdZeV�ÊÅb\`d,¾YÅ`e�fYòP� ÆL\�ÃLdYfKaÊ�I\`ÉÊfKÆ��óÅ<e`¿Ve<_<ÀÏa
gÄfYghÅ<ÁhÉ�]Ve�Æ+cP¾+\�i Å<gq� � ÆL\�ÃLdYfVÁ��I\`ÉÊfPÆ��óÅ<e<¿Ve`_<À gÄfVgÇÅ<ÁhÉÊÀl�Ì�#]VÁÄ^V\��VfVfÜ_`dKÆ@Á��YdVf fo_<ÀÂ^VÁhò~\`¿Vf��
�V_bÆ���iæÅ<gq�!_`òó\�fVÉÊ¿Ve�ÒÔe
	<^+\�Å`¿VÀÂÉÊfF�LôÏÉÂ�+^VfYg`�L�Y���Y���P�

K

P

á�â
ã�äl�
ä��
ä��
è
ÚÖe�O�¿Ve ^+\`ghgÄÉÊe`Å`^VÁhÅ���e�	��mc1i e<]YÁÄ^+\��Yf�im���Y_�Æ���i��mc1i gq� dPe`ÉÊ]Ve`ò~f��VfVÁ�� e<]YfVg~\`¿Y¿VÀÏa°�¹[�\

dP\�O�ÃLe<É ^VÁ 	<^VÁ
Ki

�h^+\`Í�\
K
^V\`gÄghÉÊe`Å<^VfYÉ ]Y^Ve<fYòÄ_<e�Æ��<¿Ye<Á _<Á���ÁhghÅ<_`ÁÄ¿V¿Ve`Á ¾VfVgÇÆ+e

mi

�
ôÏe<_<e`dYcP]V¿Ve<gÇÅ
�»¾VfVghÁÇÆ

mi

ÉÊecO�¿Ve�Å`^+\`dYÅ`e<_.\�Å���dP\`d ¿VÁhdZe`Å<e<^Kc^i _<Á���ÁÄgÇÅ<_<Áh¿V¿Yc1i e~Ã@¿Ve<ÉÊÁÄ^Y¿Yc1i
dZe
�VÁh]��

m
¿+\��Ä^+\`Í&Á

K
�Y[&\�dP\�O�ÃLe<É�fYò#^VÁ 	<ÁÄ^

Ki

]Y^VfVÉÊÁÄ¿YfVÉ�e<]VÁÄ^V\��Vf�i�_<dKÆ@Á �VdVfF�KÁÄgÇÆ+f
mi > 0

�
fKÆ@f«e`]VÁÄ^+\��Vf�iÜ_<ÀÂ^YÁhòó\�¿Vf��F�BÁÄgÇÆ+f

mi < 0
� dYc<ghdP\�ÃVÆ@fV¿VÀ |mi|

�Ç�%��	<e`ò~¿V\�¾YfVÉ
Φm

dZe<ÉÊ]Ve�ò~f��Vf�i
Åb\`dVfPaN�ÇÆ@ÁhÉÊÁÄ¿YÅb\`^Y¿VÀÏa�e`]VÁÄ^+\��Vf���� ^VÁÇòÄcóÆ��óÅb\�Å�¿YÁ&ò~\`_<fVghfYÅ�e`Å
]Ve<^@�PÃLdP\	fKa�]V^YfVÉÊÁÄ¿VÁh¿Vf����Ç�
" , ø í`îXí.ûBíZïNðDí )Fö�u4ö��°ö �#]VÁh^+\��Vf��

Φm

¿+\�òÄÀÂ_.\`ÁÇÅ<gq� ~�®�y¬�@��¿�w�y �Õ��¢cvEy ��¢@w�Á¬��zY��y¦¨2����w1��dYc`gÄdP\
]Ve`Å`e<dP\Y�+e`Å`_<ÁÄ¾+\�i���Á �Äe�Ã°\`¿V¿Ve��ÖdZe
�VÁh]Vf

m
�

�.�



�#]VÁh^+\��Vf��
Φm

fV¿PÃ@c1�VfV^Kc<ÁhÅ ÃLÁ��YghÅ<_`fVÁ
Φ∗
m

�Ä^YcP]V]YÀ eÄÃL¿Ve<ÉÊÁh^V¿VÀÏa dZe
�VÁh]VÁ����Ä^V\`Í�\
K
¿+\

]V^Ve`ghÅ<^V\`¿VghÅ`_<Á��I\�ÉÊfKÆ��óÅ<e<¿Ye<_<ÀÏa¤gÄfVgÇÅ<ÁhÉ�¿+\"Ã°\�¿V¿Ve<É \�Å<e<ÉÊÁ
g	ÉÊe<^Vghe<_<gÄdYfVÉÊf��I\`ÉÊfPÆ��óÅ<e<¿VfV\`¿+\`ÉÊfF�
\�Åb\�d�O�Á#f�¿V\mdKÆL\`ghg~\ba�Å<e`]Ve�Æ@e
�hfV¾VÁhgÄdZe
��gÄe<]Y^
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2G
′
1

,

e`Å`dYc~Ã°\
]Ye�Æ+cP¾VfVÉ
H ′

1

H ′
2

=
G′

1

G′
2

+
2π

H′
P

.
� �K���Y���
�

×ÏÀÛÐmÁÀ	<ÀÏÆ@e�]Ve<dP\�ò~\`¿Ve­� �Y��ÞK���@�I�.¾YÅ<e G′
1

G′
2
(s, f2) → 0

]V^Vf
f2 → 0

�Pñle
�hÅ`e<ÉXc
]V^+\`_.\2��¾V\`ghÅ���_Ì� �Y���K���
�
¿VÁ1^+\`_<¿V\ ¿YcóÆ�i(_ Å<e`¾VdZÁ

(0, 0)
��fmÁÄgIÆ@f�^+\�gÄgÄÉÊe�Å<^VÁÇÅ
�&¿+\ ]PÆ@e<gÄdZe<gÇÅ<f�]+\�^+\`ÉÊÁhÅ`^Ve<_

(s, f2)
_<ÁÄdYÅ`e<^V¿Ve`Á

]Ve�Æ+Á#ÁIÃLfY¿VfV¾V¿Ve��"Ã+Æ+fV¿VÀSf!¿V\`dKÆ@e<¿V\­� �Y���Y���
�Ç�PÅ<e�e<¿VeD	�cóÃ@ÁhÅ
fV¿YÅ`Á��Ä^YfV^Yc<ÁhÉÊeã_�e<dY^VÁÄgÇÅ<¿Ve<gÇÅ<f
(0, 0)
�

�#ghÅb\`ÁÇÅ<gq��_<À3	<^+\�Å��ÖÍlcPdV¿��Yf�i
H(s, f2)

Åb\�dF�4¾YÅ<e�	<À�e<¿+\­	<ÀÏÆL\�¿VÁh_<ÀÂ^Ve�O	Ã@ÁÄ¿V¿Ve��¤f ]Ve<gÇÅ<e��V¿V¿Ye
�
¿+\�fV¿YÅ`Á��h^+\bÆ��<¿YÀÏaÖÅ`^+\`ÁhdYÅ<e<^Yf��Ka°�
ñle<gÇÅ<^Ve<Áh¿V¿+\���gÄfVgÇÅ<ÁhÉk\�fVÉÊÁÄÁÇÅ«_ dK\ó¾VÁhghÅ`_<Á�]Ve�Æ+¿Ve
�Äe Å<^+\�ÁÄdYÅ`e<^V¿Ve
�he«fV¿V_.\�^Vf+\`¿YÅb\ òó\�Ã°\�¿V¿VÀ3�FÈ

(germ0 g, ε)
�

�.z
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×��ÇÅ<e
�K� Æ@\`_<Á¹	`c~Ã@cZÅ"ghÍ&e<^VÉXcóÆ@fV^Ve`_.\`¿VÀ ^VÁÇòÄcóÆ��óÅb\�Å<À£���êÏÂ�ê�l^YÁÇÆ � |~}�  �FñlÁÄ^Y_.\��!Å<ÁÄe`^VÁÄÉk\Ì	<ÀÏÆL\

gÄÍ&e<^YÉXc�Æ+fV^Ve<_.\�¿+\ f,ÃLe<dP\�ò~\`¿+\�_ � |~}� ØÃVÆ��SgÇÆ+cP¾+\����lkNô�g¹]V^Ve<fKò~_<e�Æ��<¿VÀÂÉÜ¾VfYgÇÆ@e<É ghÅ<Áh]VÁÄ¿YÁ��
gÄ_`e
	<eÄÃLÀl��ÚÖÀ fVgÄ]VebÆ��`òÄc`ÁÄÉn�ÇÅ<f{^YÁhòÄcóÆ��óÅb\�Å`À _SgIÆ+cP¾+\`ÁÊ�lkDô g�ÃL_`cPÉ<�0ghÅ<Áh]VÁÄ¿^�VÉÊf�gh_<e
	<eÄÃLÀl�
×6Å`e<^+\���Å<ÁÄe`^VÁÄÉk\,ghÍ�e`^VÉXcóÆ@fV^Ve<_<\`¿+\(òIÃLÁÄg �:dK\�dp_,^+\�	`e`Å<Á � |~}� Ì� gÄÉÂ��Åb\`d�O�Á�ò~\`ÉÊÁÄ¾V\`¿VfVÁu]Ye<gÇÆ@Á
Í&e<^VÉXcóÆ@fV^Ye<_<dVf"Å<Áhe<^VÁhÉÊÀr�Ç�
ÙÏfYÍ&cP^VdP\��YfVe<¿V¿+\2�:Ã@f+\��Ä^V\`ÉÊÉk\«_«e<dV^VÁhghÅ<¿Ye<ghÅ`f��ÇÆYÆ@fV]YÅ`fV¾VÁÄghdZe
�pe<ghe
	<e
�,Å`e<¾VdVfSfVÉÊÁÄÁÇÅ _<fPÃN�

]Ve<dP\�ò~\`¿V¿VÀ3��¿V\ã^VfVg��µ}V��ÝY���YÈ°e�	<^+\�ò�e`Å<e�	<^+\�O�Áh¿Vf���ÉÊe`ÉÊÁÄ¿YÅb\
ÃLfYÍ�Í&Áhe<ÉÊe<^VÍ&ÁÄ¿�e<dV^VÁhghÅ<¿Ye<ghÅ`f¤¿YcóÆ��

y0

á�â
ã�ä!*
ä å
ä��
è
c1� ÆL\ {u1 ≥ 0, u2 ≥ 0} ⊂ R2.
ÙÏfYÍ&cP^VdP\��YfVe<¿V¿+\2� ÃLf+\��Ä^+\`ÉÊÉk\ Û �ÇÅ<e e
	`^+\�ò~À ghÅ<e`^Ve<¿��ÇÅ<e
�he�c1� ÆL\Y�¹Å���Á���ÃL_`ÁodV^YfV_<ÀÂÁ`�

_<ÀÏa<e~Ã�����fYÁ�Å<^+\`¿YgÄ_<Áh^Vg~\bÆ��<¿Ve fYò"_<Áh^�Ð�fV¿YÀ
y0

�(�Y_�Æ���ir��Á �Vgq� e
	<^+\�òÄe<ÉÜ�ÇÆYÆ@fV]YÅ`fV¾VÁÄghdZe
��e<ghe
	<e
�
Å<e`¾VdVf

x0

�æñ#c<gÇÅ
�
U
Û �hÅ`e�¾VÁÇÅ<ÀÂ^VÁIaYÉÊÁh^V¿+\�� e`dV^VÁÄgÇÅ<¿Ve`ghÅ
�:e`gÄe
	<e��SÅ`e<¾VdVf

x0

�æñl^Ve<gÇÅ<^+\�¿VghÅ`_<e
B(U)
� Å<e<¾YdK\�É dZe`Å`e<^Ve
�he gÄe`e`Å<_<ÁÇÅ<gÇÅ<_`c1i Å Å`e<^VÀ M�fYcP_<fKÆVÆ��µ�0c~ÃLe�	<¿Ve _ �ÇÆVÆ@fY]YÅ<fV¾YÁÄgÄdZe<É

gÇÆVcK¾V\`Á�e`Å<e�O�ÃLÁÄgÇÅ<_�Æ��YÅ
��g�e
	`^+\�ò~e`É e�Å<e
	<^V\�O�ÁÄ¿Yf���ÉÊe<ÉÊÁh¿YÅb\Y��M�fYcP_<fKÆYÆ@ÁÄ_<e gIÆ@e<ÁÄ¿YfVÁ�¿+\
UÃLfVÍ&Í&ÁÄe`ÉÊe<^VÍ&¿Ve	]V^@�VÉÊe<ÉXc�]V^Ve<fYòÄ_<ÁIÃ@ÁÄ¿Vf�i�ÃL_`c.a!\�Å`e<ÉÊe<_

A
�

; í
* ø í
Clù 6>ö s ö�u4ö 4�x
| �Dµ
v

w
v′ ? �2��y���y0�Ey¦¨�~�������|���z�y�w�����y��·��w���x
y¸{�z�y�����{�w
v�µ@��~c��~c�2z

| w�|���{lz | �2��x2{r� | ��y ®�y��1�^{�w | ��~��2~��2z Å ý ��w ��~�®�~qvE~c�¦w�¥^y�|�¢@w ¯0�¬v����c¢
~ ± �À�
��y ¢@��~/����~
²2¢
�2w�����vXy����D��z¶��¥�y��DzY�Eyq³1{�y0����z(³�~�¢��Ey | �D��~c| ���1³

U ° U ′ |���~�w1³¹²�v@vEw�®��Dw�¥^y�|�¢@w1³�~c|�~��cz(³���~�¥�y�¢
x0 ° x′0 ��~c�¦�c�Hw���~qv�µ@¢
~���~c���c� ° ¢
~c���c�p|�x@©�y�| ���2x
y � ��~q{�y ~�{�~/� Ç w�¨�{ ¯4�cw Ç�Ç y ~�{l~q� Ç w�¨�{ ± ξ :

B(U) → B′(U ′) ° ~���v����c��ª3©Dw��´|¬vEy �cx@ª3©Dw1{�w¶|���~���|�������{�wE¼
½ Å ξ |�~�³��
���1��y �?�Dw�®5��~�¥^y ¢­|¬vX~cy���w�� B(U)

w B′(U ′) Â
Ã Å ξ |�~�³��
���1��y � Ç x@��¢@¿�w�ªÔ�¦�
��©�y ��w1� Å
[lÁÄe�	óa<eÄÃLfVÉÊe�e`Å<ÉÊÁÇÅ<fYÅ��V�Â¾YÅ`e«_«gÇÆ+cP¾+\`Á��ÇÆVÆ@fY]YÅ<fV¾YÁÄgÄdZe
��e<gÄe�	<e
�,Å<e`¾VdVf:ghc
�mÁÄghÅ`_`c<ÁÇÅ,gh]Ve<gÄe�	

eÄÃL¿Ve`òÄ¿+\ó¾V¿Ve
�he�_`À3	<e<^+\D	.\�òÄfVgÄ¿YÀÏaN�VfVdKÆ@e`_V�+Ì�fVÉÊÁÄ¿Y¿VeV�+¿VÁhe
	~a.eÄÃLfVÉÊe�	<^+\�Å����VfYdKÆ@Àl�+fVgh¾VÁhò~\�i��mfVÁ
]V^Vf»]V^Yf�	�Æ@f�O�ÁÄ¿VfVfSdSghÅ<Áh¿VdP\`ÉË	<fYÍ&cP^VdP\��YfVe<¿V¿Ve��:ÃLfV\��Ä^+\�ÉÊÉÊÀl�r�l^YfVÁÄ¿YÅb\��Vf�i ¿+\ ¿YfKa,ò~\�Ã°\`ÁÇÅ
�I\`ÉÊfKÆ���Å`e<¿Ve<_
]Ve`Å`e<dF�

�<Þ



� ù�Clí18NùVïNðDí 6>ö s ö õ s ö ñlÁh^V_<e<Á¹c<gIÆ@e<_<fVÁ¹Å<Áhe<^VÁhÉÊÀ�e`ò~¿+\ó¾+\�ÁhÅ,]Ye(gÇc1�mÁÄgÇÅ<_`c�Å<eV��¾YÅ`e
ξ
ÃLe�Æ�Oã¿Ve

gÄe~aK^+\`¿^�YÅ
��Å<fY]�Å`e<¾VÁÄd�e`Å`e
	<^+\�O�ÁÄ¿Vf��&ÉÊe`ÉÊÁÄ¿YÅb\Y�~Å`e ÁhghÅ�� ¾YÅ`eÂc^� Æ+e<_.\��&Å<e`¾VdP\æ]VÁh^VÁÇa<eÄÃLfYÅ#_8c1� Æ@e`_`c1i
Å<e`¾VdYcg�j�Ä^V\`¿Vf��+\Øc1� ÆL\l]VÁh^VÁÇa<eÄÃLfYÅ�_��Ä^V\`¿Vf��Yc�c1� ÆL\Y�<_<¿KcPÅ`^VÁÄ¿Y¿����	¾+\�ghÅ
�ØÛ�_<e#_<¿YcZÅ`^VÁÄ¿V¿�iÀi»¾+\`gÇÅ
�V�
¿Ve��hÅ`fÖc`gÇÆ@e<_`f��!_<ÀÂ]Ve�Æ@¿^��i Å`gq��\�_`Å<e<Ék\bÅ<fV¾VÁhgÄdVfµ�LÅ��ÑdF�

ξ
Ût�Äe<ÉÊÁhe<ÉÊe<^VÍ&fYòÄÉ#�Ç�

×«^+\�	`e`Å<Á � |~}� �	`ÀÏÆ�Åb\�d�O�Á�]Ve�Æ+cP¾VÁh¿�]Ye�Æ@¿VÀ3�N�¬vE���c¢@w���Å<^+\`ÁhdYÅ<e`^V¿VÀ3�ãfY¿V_.\`^VfV\`¿YÅ#Ã+Æ���� ÆL\óÃLdVfKa
¿VÁhgÄ]VÁ �Vf+\bÆ��`¿VÀÏaÖgÄfVgÇÅ<ÁÄÉÂ�
ñ#c<gÇÅ
��_�e`dV^VÁÄgÇÅ<¿Ve`ghÅ<f?�IÆVÆVÆ@fV]KÅ<fV¾VÁhgÄdZe
��e<gÄe
	`e
�oÅ`e<¾VdVf��I\`ÉÊfPÆ��óÅ<e<¿VfV\`¿

H = H(u1, u2)�V_bÆ��VÁÇÅ<gq�
C2 Ò4� ÆL\�ÃLdZe
�0ÍlcP¿Vd��VfVÁ �{]VÁh^VÁÄÉÊÁh¿V¿VÀÏa u1, u2

� e`Å`ÉÊÁhÅ<fYÉÂ��¾KÅ<e
u1 = p2

1 + q2
1, u2 =

p2
2 + q2

2,
Ã+Æ��
¿VÁhdZe`Å<e<^YÀÏa�ghfVÉÊ]KÆ@ÁhdYÅ<fV¾YÁÄgÄdYfKa"dZe<e<^`ÃLfY¿+\�Å

pi, qi
�.ghÉÂ�ÑÅ`ÁÄe<^VÁhÉXc�ÝY�Õ|`��z
�I�Z×H�ÇÅ<e<É¤gÇÆ+cP¾+\�Á

ÍlcP¿Vd��Vf��ã_<^+\��mÁÄ¿Vf^�
ρ(u1, u2)

�V_bÆ��VÁÇÅ<gq�
C1 Ò0� Æ@\�ÃLdZe
�F�PÎBe
� ÃL\mfVÉÊÁÄÁÇÅ�gÄÉÊÀÂgIÆN�Äe<_`e<^VfYÅ���eÑ� ÆL\óÃLdZe
�

Å<^V\`ÁÄdYÅ`e<^V¿Ve����ÄdY_<fV_.\bÆ+ÁÄ¿YÅ`¿Ve<ghÅ`fF�
" , ø í`îXí.ûBíZïNðDí 6>ö s ö õLõ+ö �lkNô ¿+\�òÄÀÂ_.\`ÁhÅ`gq�Ô��y�|�®�y ¿�w��uv�µ@��~���_��ÇÆVÆ@fY]YÅ<fV¾YÁÄgÄdZe
�Se<ghe
	<e
��Å`e<¾VdZÁ`�
ÁÄgIÆ@f

∂ρ

∂u1

∣∣∣∣
(0,0)

6= 0,
∂ρ

∂u2

∣∣∣∣
(0,0)

6= 0.

y&\`dH	<ÀÏÆ@e¤e`Å<ÉÊÁh¾VÁÄ¿Ve�_ � |~}�  �kgÇÆ+cP¾+\���¿VÁÄgh]VÁ��VfV\bÆ��<¿Ve��,gÄfVgÇÅ<ÁhÉÊÀ?�Y_�Æ��YÁhÅ<gq��gÇÆ+cP¾+\�ÁÄÉ�e
	��mÁ��he
]Ve�Æ+ecO�ÁÄ¿Vf���
ÏdV^Ye<ÉÊÁ�Å<e��ÄeV�8]Ye<¾YÅ<f»_<ghÁ�^VÁÄ\bÆ��<¿VÀÂÁ¹Í&fYòÄfV¾VÁÄghdVfVÁ�òó\óÃ°\ó¾VfI�V_�Æ���i Å`gq�í� ÆL\�ÃLdYfVÉÊf»f
¿VÁhgÄ]VÁ �Vf+\bÆ��`¿VÀÂÉÊfF�
; í
* ø í
Clù 6>ö s ö õ1!Fö 4Ò~/vE��z({ �¬v����c¢@w1{ �À�
��y ¢@��~/����z({ w���������w�������~�{ ��y�| ®�y�¿�w��uv�µ@��~��
��y¬��y¦¨�~�������|���~c�íw�����y �4��w���x
y}{�~��§����{�w
vEµ@��~���~c��~��É| w�| ��y}{�z�|��2��x2{r��| ��y ®�y��1�^{�w§|���~c�2~��czË�
~�¢��Ey�|��D��~c| �Dw­²�v@v�w�®��Dw�¥�y | ¢
~��K~c|�~��2~��F��~�¥1¢@w

x0
�E� v���y ��|/�F�À�E~���¢@�»¥^w�| y¬v

Tr(x0) = (ρ(y0), sign ρ1(y0), sign ρ2(y0)),

���2y
ρ(y0)

? ®��Ey���y¬v Ç x@��¢@¿�w�wH�¦�@��©�y ��w1�Ê�5��~c¥1¢
y
y0 ° �

ρi(y0)
? ®��E~�w�¨���~��c��z�y Ç x@��¢@¿�w�w

ρ
�

��~�¥^¢
y
y0

®�~�����®��
�
� vXy���w1�^{m�2��x2³K¢@�
|¸����y¬vEµ@��z(³5¢Ì�cw Ç x���¢@��¿�w�~�����~��K�cw��
�·�
��{r{ly Å×��E~���¢@w
Tr(x0)

w
Tr(x0)

����v^��ª3��|/�5²2¢
�2w�����vXy����D��z({lw ° y�|¬vEw¶~���w­v�w��2~»| ~c��®����c��ª3� ° v�w��2~

ρ′(y′0) =
1

ρ(y0)
, sign ρ′1(y

′
0) = sign ρ2(y0), sign ρ′2(y

′
0) = sign ρ1(y0).

8­��yÔ��y�|�®�y ¿�w���vEµ@��z�yÝ��y¬�Ey�¨�~c������| ��z�yÝw�����y��·��w���x
y}{�z�yë����{�w
v�µ@��~c��~c�2z | w�| ��y}{�z |ë�2�2x2{��
| ��y�®�y �1�1{lwí| ��~��2~��2z��¬v����c¢
~F�À�@�
y ¢@��~/����~P²2¢
�2w�����vXy����D��z¤��~�¢��Ey�|��D��~c| ���1³p²�v@vEw�®��Dw�¥^y�|�¢@w1³
~c|�~��cz(³���~�¥�y�¢

x0

w
x′0

��~c���2��w»��~qv�µ@¢
~���~c���c� ° ¢
~c���c���À�E~���¢@w
Tr(x0)

w
Tr(x′0)

²2¢
�2w����uvEy ���D��z Å
� ù�Clí18NùVïNðDí 6>ö s ö õ1)Fö ×S^+\�	<e`Å`Á � |~}� ��ÇÅb\�Å<Áhe<^VÁhÉk\�	<ÀÏÆL\
gÄÍ&e<^VÉXcóÆ@fV^Ye<_.\`¿+\
¿VÁ�gÄe<_<ghÁÄÉ�Å`e<¾V¿VeY�°Ì
fVÉÊÁh¿V¿VeV�ZcP¾VfYÅ<ÀÂ_<\bÆL\`g �mÆ@f�Ð¹��_`e`ò~ÉÊe�O�¿Ve<ghÅ���]Ve<ÉÊÁh¿��YÅ���ÉÊÁÄgÇÅb\`ÉÊf"ò~¿+\�dVf

sign ρ1(y0)
f

sign ρ2(y0)
�

�.�



_	Å<e�_<^YÁÄÉ<�ÖdK\�dÖÅb\`dP\���gÄÉÊÁÄ¿V\ã]Ve<^@�PÃ@dK\�e`ò~¿+\ó¾+\�ÁhÅ�fKò~ÉÊÁÄ¿YÁÄ¿VfVÁm]Ve<^@�PÃLdP\�	<\�ò~fVgh¿VÀÏaP�VfVdKÆ+e<_V�YJ6Å<eV�
_mgh_<e
i�e<¾VÁÄ^YÁIÃE�V�Ke`ò~¿V\�¾V\`ÁhÅ�fKò~ÉÊÁÄ¿YÁÄ¿VfVÁlÍlcP¿Vd��YfVf"_<^+\��mÁÄ¿Vf^�"¿+\�e�	<^+\�Å`¿Yc1ipÁ��F�Yñle
�hÅ`e<ÉXc	Å<^Ve
�YdVf
¿Yc
O�¿Ve«^+\`ghgÄÉk\�Å`^VfV_.\�Å��(g�Å`e<¾V¿Ve`ghÅ
��i�ÃLe«eÄÃL¿Ye<_<^VÁhÉÊÁÄ¿V¿Ve��Äe fYò~ÉÊÁh¿VÁÄ¿Vf^��]YÁÄ^V_<e���_<ÁIÆ@fV¾VfY¿VÀ�¿+\
e
	<^V\�Å<¿Yc1i f!fYò~ÉÊÁh¿VÁÄ¿Vf^��]Ve`^
�ZÃLdP\	òÄ¿+\`dZe<_V�

�<�
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×n�hÅ`e
�Ý� ÆL\`_<Á«^+\�gÄgÄÉk\bÅ<^VfV_<\�i Å`gq� ÃL_`Á«dKÆL\`ghgÄfV¾VÁhgÄdVfYÁ(ghfVghÅ`ÁÄÉÊÀl��e<]VfVghÀÂ_.\�i��mfVÁ�ÃL_<f�O�ÁÄ¿VfVÁ
Å���O�ÁÇÆ@e
�he�Å<_<Áh^<Ã@e
�Äe0Å<ÁÇÆ@\0g,ò~\`dV^VÁh]KÆ@ÁÄ¿Y¿Ve
�oÅ`e<¾VdZe
��Û fV¿YÅ`Á��Ä^YfV^Yc<ÁhÉÊÀÂÁpgÇÆVcK¾V\`fËJL�PÆ@ÁÄ^+\t� g
ÃL_`cPÉ<��gÄe<_`]+\�Ã°\�ir��fVÉÊfÑ� ÆL\`_<¿VÀÂÉÊf�ÉÊe`ÉÊÁÄ¿YÅb\`ÉÊfmfV¿VÁÄ^��VfVf��Df�M�\��Ä^+\�¿�O	\Y�Äxme<dP\�ò~ÀÂ_<\`ÁhÅ`gq�F�`¾KÅ<e#]V^Yf
ÃLe<gÇÅb\�Å<e`¾V¿VeD	<e�Æ���Ð�fKa�ò~¿V\�¾YÁÄ¿Vf��Pa"fV¿KÅ<Á��h^+\bÆL\D�h¿VÁÄ^��hfVf�gÄfVgÇÅ<ÁhÉk\DM�\��h^+\`¿�O�\mgØÍ&fVdZgÄfY^Ve<_.\`¿Y¿VÀÂÉÊf
]+\`^V\`ÉÊÁhÅ`^+\`ÉÊf�Å`e<]Ve�Æ+e
�ÄfV¾YÁÄgÄdYf Å<^+\�ÁÄdYÅ`e<^V¿VeI�hdV_<fV_<\bÆ@ÁÄ¿KÅ<¿+\�¿YÁÄdZe`Å<e`^Ve
�pghfVghÅ`ÁÄÉÊÁÞJL�PÆ@ÁÄ^+\K��J6Å`e
e`òÄ¿+\ó¾+\`ÁhÅ��1_u¾+\�ghÅ<¿Ye<ghÅ`fF�Ï¾YÅ`e¤ÃL_<f�O�ÁÄ¿VfVÁÖ_�]VebÆ@Á�ghfKÆ@À Å���O�ÁhghÅ`f:e<gÄÁhgÄfVÉÊÉÊÁÇÅ<^VfV¾Y¿Ve
�Äe«Å`_<ÁÄ^`ÃLe
�he
Å<ÁIÆL\�gã¿YÁÄ]VeÄÃL_<f^Oã¿Ve��uÅ<e<¾VdZe
�µ�B^+\`gh]Ve�Æ@e�O�Áh¿V¿Ve
�«¿V\�e<gÄfughfVÉÊÉÊÁhÅ`^VfVfF�Ê¿V\�ÃLe<gÇÅb\�Å<e<¾Y¿Ve¶	<e�Æ���ÐmfKa
cP^Ve<_<¿^�KaF�Ä¿YÁÄ^��hfVf�	`c~ÃLÁÇÅ�dP\ó¾VÁÄgÇÅ<_<Áh¿V¿Ve�Åb\`dVfYÉ�O�Á`�>dP\`d�ÃL_<f�O�Áh¿VfVÁ�ÃL^Yc1�Äe��Äe�e<ghÁÄghfVÉÊÉÊÁhÅ`^VfV¾V¿Ve��Äe
Å<_`ÁÄ^`ÃLe
�he�Å<ÁÇÆ@\Y�Kò~\`dV^VÁh]KÆ@ÁÄ¿Y¿Ve
�Äe	_¹�YÁÄ¿YÅ`^VÁlÉk\`gÄg¹� ò~\`ÉÊÁhÅ`fVÉÂ�V¾YÅ`e�_¹�hÅ`e<É�gÇÆ+cP¾+\�ÁlgÄfKÆL\�Å���O�ÁhghÅ<f�¿VÁ
e<dP\�òÄÀÂ_.\`ÁhÅ
_�Æ+f��V¿Vf^�Ö¿V\�ÃL_`f�O�ÁÄ¿YfVÁlÅ<ÁÇÆ@\@�Ç�
ñ&\`^+\�ÆVÆ@ÁÇÆ��<¿Ve ]Ve�Æ+cP¾VÁh¿VÀ fV¿YÅ`ÁÄ^VÁhgÄ¿VÀÂÁ�gh_<e
�VgÇÅ<_.\ Í&cP¿Vd��Vf�� _`^+\���Áh¿Vf�� fV¿YÅ`Á��Ä^YfV^Yc<ÁhÉÊÀÏa

�ÄÁheÄÃLÁhòÄfV¾VÁÄghdVfKa�]Ve`Å`e<dZe<_�¿V\mÃ@_`cPÉÊÁÄ^V¿Ve���gÄÍ&Áh^VÁ&f"ÃL_�cKÉÊÁh^V¿Ve<É Å<e<^YÁ`�
ËNÁhòÄcóÆ��óÅb\�Å`À ]Ve�Æ+cP¾VÁh¿VÀp_ � ��  �@ôÏÉÂ�VÅb\`d^O�Á�ò~\`ÉÊÁÄ¾V\`¿VfVÁ�zK�Ñ}V���K�

.�[]\1[ ß ÷ ô�hYd W ó (E÷�T óYd WÖõ d � óYd Vcö d S��LT 2^d VYWXe�T b S1T ó U ` � `Nb Tc÷ d
ËD\`gÄghÉÊe`Å<^VfYÉ�Ð�ÁhghÅ`fVÉÊÁÄ^V¿Ye<Á�Æ+fV¿VÁ��Y¿Ve<Á«]V^Ve`ghÅ<^V\`¿VghÅ`_<e

e(3)∗
��ÃL_`e
�VghÅ`_<ÁÄ¿Y¿Ve<Á«d \bÆ��hÁ�	<^YÁ�M�f

�Ä^KcK]Y]VÀ§ÃL_<f�O�ÁÄ¿Vf�� Å<^VÁIaKÉÊÁÄ^V¿Ve��Äe�ÁÄ_`dKÆ@fPÃLe`_.\Ö]V^Ye<ghÅ`^+\`¿VgÇÅ<_.\Y�B[&\!¿VÁhÉ�e<]V^VÁ ÃLÁÇÆ+ÁÄ¿+\�ghdZe
	<dP\NM�fKÒ
ñ#c.\`ghgÄe<¿V\�ÃL_�cZa"]V^Ve<fYòÄ_<e�Æ��`¿VÀÏaN� ÆL\�ÃLdYfKa!ÍlcK¿Yd��Vf��

f
f
g
È

{f, g} (x) = x ([dxf, dxg]) ,

� ÃLÁ
x ∈ e(3)∗

�
[a, b]
e�	<e`ò~¿V\�¾V\`ÁhÅ�dZe<ÉÊÉXcZÅb\�Å<e<^�_m\�Æ��ÄÁ 	<^VÁ3M�f

e(3)
�
dxf
f
dxg
Û�ÃLfVÍ&Í&ÁÄ^YÁÄ¿��VfV\bÆ@À

ÍlcP¿Vd��Vf��
f
f
g
_&Å<e`¾VdZÁ

x
ghe<e`Å<_`ÁhÅ<gÇÅ<_<Áh¿V¿VeV�Yñl^VfãgÇÅb\`¿PÃ°\`^KÅ<¿Ve<É«e�Å<e�O	Ã@ÁÄghÅ`_�Æ@Áh¿VfVf"]V^Ve`ghÅ<^V\`¿VghÅ`_.\

e(3)∗∗
f�\bÆ��ÄÁ�	`^VÀ

e(3)
ÉÊecO�¿Ve gÄ¾VfKÅb\�Å
�V�1¾YÅ`e

dxf, dxg ∈ e(3)
�k×�ÁÄgÇÅ<ÁhghÅ<_`ÁÄ¿V¿VÀÏa:dPe`e<^`ÃLfV¿+\�Åb\�a

S1, S2, S3, R1, R2, R3

¿+\
e(3)∗

� dZe<e<^`ÃLfV¿+\bÅ<À
Si
e�Å<_<Áh¾+\�i Å _<^V\���Áh¿Vf��VÉÂ�8\udPe`e<^`ÃLfV¿+\�Å`À

Ri

Û
g ÃL_<f��I\`É�_

R3 �L�hÅb\�ghdZe
	<dP\
_`À3� Æ��PÃLfKÅãÅb\`dFÈ

{Si, Sj} = εijkSk, {Ri, Sj} = εijkRk, {Ri, Rj} = 0,
� zK�±|<�Õ|��

� ÃLÁ {i, j, k} = {1, 2, 3} � ε = 1
2
(i− j) (j − k) (k − i)

�
ÈE�
�
�2��y ��w1�1{lw b �
vEy¬�@� ¿+\ ]Y^Ve<ghÅ`^+\`¿VgÇÅ<_<Á

e(3)∗
gÄe ghdZe
	<dZe
� � zK�±|<�±|c��¿V\�ò~ÀÂ_.\�ÁhÅ<gq� ]Ve

e<]V^YÁIÃLÁIÆ@ÁÄ¿Vf�i§ghfVghÅ`ÁÄÉk\
cP^+\�_<¿VÁÄ¿Yf��

Ṡi = {Si, H}, Ṙi = {Ri, H}, � zK�Õ|`���
�
�<�



� ÃLÁ
H
Û�¿YÁÄdZe`Å<e`^+\��´� ÆL\�ÃLdP\��¤ÍlcK¿Yd��Vf��¤¿+\

e(3)∗
�#� zK�±|<���
���V_bÆ��VÁÇÅ<gq�´�I\`ÉÊfKÆ��óÅ<e`¿Ve<_<e
�¤gÄfVgÇÅ<ÁhÉÊe
�

¿+\
e(3)∗

gÄe	gÄdZe
	<dZe
��� zK�±|<�±|c�Ç��ÏkÁl�I\`ÉÊfPÆ��óÅ<e<¿VfV\`¿Ve<Ép�Y_�Æ��YÁhÅ<gq�!ÍlcP¿Vd��Vf^�
H
�

×Ï_`e~Ã���e
	`e`ò~¿+\ó¾VÁh¿Vf��
S = (S1, S2, S3)

�
R = (R1, R2, R3)

�>cP^+\`_<¿YÁÄ¿Vf��é� zK�±|<���
�#ÉÊe�Oã¿Ve!Åb\`d�O�Á
]VÁh^VÁÄ]VfYg~\�Å��ã_	_<fPÃLÁ&e
	`e
	���Áh¿V¿VÀÏa�cP^+\`_`¿VÁÄ¿Vf���ylfV^<a^�Äe<Í�\YÈ

Ṡ =

(
∂H

∂S

)
× S +

(
∂H

∂R

)
× R, Ṙ =

(
∂H

∂S

)
× R.

ËD\`gÄghÉÊe`Å<^VfYÉ:_
R6(S1, S2, S3, R1, R2, R3)

¾VÁÇÅ<ÀÂ^VÁIaYÉÊÁh^V¿Ve<Á�]Ye~Ã@ÉÊ¿Ve
�Äe`e
	<^+\�òÄfVÁ

M4
0 = {f1 = R2

1 +R2
2 +R2

3 = c, f2 = S1R1 + S2R2 + S3R3 = 0},
�V_bÆ���ir��ÁÄÁhgq�ue<^�	<fYÅ<e���dZe<]V^VfYgÄe<Á ÃLfV¿VÁh¿V¿Ve
�he ]Y^VÁIÃLgÇÅb\`_�Æ@Áh¿Vf��µ�<�#ò~_<ÁhghÅ`¿VeV�B¾KÅ<e�ghdZe
	<dP\�ñ#c.\`ghgÄe<¿V\
� zP�Õ|<�±|c�I�óe
�Ä^+\�¿VfV¾VÁh¿V¿+\���¿+\��ÇÅ<e#]Ye~Ã@ÉÊ¿Ve
�Äe`e
	<^+\�òÄfVÁ`��¿VÁh_<ÀÂ^Ve�O�ÃLÁÄ¿+\K�`\�g~\`ÉÊe

M4
0

ghfVÉÊ]KÆ@ÁhdYÅ<e<ÉÊe`^VÍ&¿Ve
dZe<dP\`g~\bÅ<ÁÇÆ��<¿Ve<ÉXcã^+\`gÄgIÆ@e<Áh¿Vf�ipd"ghÍ�Áh^VÁ � }�  �Y[lÁØe��Ä^+\`¿YfV¾VfV_.\2��e
	��m¿Ve<gÇÅ<fF�VÉÊe�O�¿Vemgh¾VfYÅb\�Å��

c = 1
�

Å��ÑdF�+ÉÊe�Oã¿Ve	g ÃLÁIÆL\�Å��
Æ@fV¿YÁ��V¿Yc1i òó\`ÉÊÁh¿Yc<�@dZe`Å`e<^+\��!gÄe~aK^+\`¿YfYÅãghdZe
	<dYc´� zK�Õ|`�Õ|c�I�
ËD\`gÄghÉÊe`Å<^VfYÉ,Å<ÁÄ]YÁÄ^���ÃL_<ÁlgÄfYghÅ<ÁhÉÊÀ�¿+\

T ∗S2 È

• � Q û($�8Nù�9 7 9NûDí ø ùE�
Û g´�I\`ÉÊfKÆ��óÅ`e<¿Vf+\`¿Ye<É

HE =
S2

1

2A
+

S2
2

2B
+

S2
3

2C

ÈÀ�ÇÅb\,gÄfVgÇÅ<ÁhÉk\»ghe<e`Å`_<ÁhÅ`ghÅ<_�c<ÁhÅ»ÃL_<f�O�ÁÄ¿Vf�i
Å`_<ÁÄ^`ÃLe
�he Å`ÁÇÆL\ gK� ÆL\`_<¿YÀÂÉÊf ÉÊe<ÉÊÁh¿YÅb\`ÉÊfSfV¿VÁÄ^��VfVf

A
�
B
�
C
�8òó\�dV^VÁÄ]PÆ@ÁÄ¿V¿Ye
�Äe(_H�YÁÄ¿YÅ`^VÁ

Ék\`ghg`�D[&\`g�	�cóÃ@ÁhÅ�fY¿YÅ<Áh^VÁÄghe<_.\�Å�� gIÆ+cP¾+\��
A = B

�Dñl^Vf��hÅ`fKa¤c<gÇÆ+e<_<f��Pa¹Ã@e<]Ve�Æ@¿YfYÅ<ÁIÆ��<¿VÀ3�
fV¿KÅ<Á��h^+\bÆÖÆ@fV¿VÁhÁÄ¿FÈ

K = S3

�
ÙÏÁÇò�e
�Ä^+\�¿VfV¾VÁh¿Vf��Öe
	���¿Ye<ghÅ`fP	`c~ÃLÁhÉ�gh¾VfYÅb\�Å��V�°¾KÅ<e

HE = S2
1 + S2

2 + γS2
3 .

• � Q û($�8Nù�9÷5�ù�= ø ùVïø9 ùX�
ÛÜgÒ�I\`ÉÊfPÆ��óÅ<e<¿VfV\`¿Ve<É

HL =
S2

1

2A
+

S2
2

2A
+

S2
3

2C
+ aR3

f�Ã@e<]Ve�Æ@¿YfYÅ<ÁIÆ��<¿VÀÂÉSfV¿YÅ`Á��Ä^V\bÆ@e<É
K =

S3

�>¾YÅ`e�gÄe`e`Å<_<ÁÇÅ<gÇÅ<_`c`ÁhÅ�ÃL_<f�O�Áh¿Vf�io_�]Ve�Æ+Á�ghfKÆ@À�Å���O�ÁhghÅ`f«e<gÄÁhgÄfVÉÊÉÊÁÇÅ<^VfV¾Y¿Ve
�Äe�Å`_<ÁÄ^`ÃLe
�he
Å`ÁÇÆL\Y�1òó\`dY^VÁÄ]KÆ+ÁÄ¿V¿Ve��Äe�_��VÁh¿YÅ<^YÁ�Ék\`gÄg��Û�#ò~_<ÁhghÅ`¿VÀ�f�e
	<e
	��mÁÄ¿Vf^�:dKÆL\`ghgÄfV¾YÁÄgÄdZe
�he�gÇÆ+cP¾+\��
M�\��h^+\`¿�O	\K�u� ÃLÁÏ_`ÉÊÁÄghÅ`eØ]Ve�Å<ÁÄ¿��Vf+\bÆL\

U(R) = aR3
^V\`gÄghÉk\�Å<^VfY_.\�i Å`gq��ÃL^Yc1�hfVÁÏ]Ve�Å<ÁÄ¿��Vf+\bÆ@Àl�

ñle
�ÇÅ<e<ÉXcÑ	`c~ÃLÁÄÉ gÄ¾VfKÅb\�Å
�V�.¾KÅ<e
U(R) = V (R3)

��� ÃLÁ
V (x)
Û0¿VÁÄdZe`Å`e<^+\��
_<ÀÂ]KcKdPÆL\���� ÆL\�Ã@dK\2�

ÍlcP¿Vd��Vf^�Ö¿V\	e�Å<^VÁÇò~dZÁ
[−1, 1]

���#Åb\`dF�+^+\�gÄgÄÉk\bÅ<^VfV_<\`ÁhÅ`gq��gÄfYghÅ<ÁhÉk\ãg��I\`ÉÊfKÆ���Å`e<¿Vf+\�¿Ve<É

HL = S2
1 + S2

2 + βS2
3 + V (R3).

� zP�Õ|<���@�
ÏÊÁ�ÃLe<]Ye�Æ@¿VfYÅ`ÁÇÆ��`¿VÀ3��fV¿KÅ<Á��h^+\bÆ ]Ve�Ò ]Y^VÁ O�¿VÁÄÉXcoÆ@fV¿VÁhÁÄ¿�f�^V\`_<ÁÄ¿

K = S3

�ãwkgIÆ@e<_<fVÁ
_<ÀÂ]KcKdPÆ@e<ghÅ`fI�I\`^+\�¿YÅ<fV^Kc<ÁhÅH	<e�Å`Å<e`_<e<ghÅ���ghfVghÅ`ÁÄÉÊÀ f�e`Å`ghcZÅ<gÇÅ<_<fYÁ�gÄÁIÃVÆ@e<_<ÀÏa(dV^VfKÅ<fV¾VÁhgÄdVfPa
e<dY^Yc
Oã¿Ve`ghÅ<Á �F�

|óÝ<Ý



x�Æ��mgÄ^+\`_`¿VÁÄ¿Vf^��g6Å`e<¾VdVf�òÄ^VÁÄ¿Yf���Å<^V\`ÁÄdYÅ`e<^V¿Ve���dKÆL\`ghgÄfVÍ&fVdP\��VfYf
ghfVghÅ`ÁÄÉ�JL�KÆ@Áh^+\ØfÑM�\��h^+\`¿�O	\
¿VÁhe
	~a.eÄÃLfVÉÊe	_<e<gh]Ve�Æ���ò~e<_.\bÅ
�<gq�!\`¿V\bÆ@e
�he<É«Å<ÁÄe`^VÁÄÉÊÀ§|<���K���K���ØÅ~Æ@fV¾VfYÁ�e`Å�gÄfYÅ�c.\��VfYf�� ÆL\`_`À§|#òIÃLÁÄg �
gÄe`ghÅ<e`fYÅm_&Å<e`ÉÂ�P¾KÅ<e�Å`ÁÄ]VÁh^��m¿V\`g fY¿YÅ<Áh^VÁÄgÇc<ÁhÅ	¿YÁÂÆ+e<dP\bÆ��<¿Ve`Á gÇÅ<^Ve<Áh¿VfVÁ e<dV^VÁhghÅ<¿Ye<ghÅ`f"e<gÄe
	`e
�Äe&gÇÆ+ec�
_<¿YcZÅ`^Vf:fYò~e��Ä¿VÁh^��ÄÁÇÅ<fV¾VÁhgÄdZe
��]Ve<_<Áh^.aK¿Ve`ghÅ<fµ�Â\¤_<gq��fYò~e��Ä¿VÁh^��ÄÁÇÅ<fV¾VÁhgÄdP\���]Ve<_<Áh^<aY¿Ye<ghÅ��V�Âñle
�hÅ`e<ÉXc
¿Yc
O�¿Ve�cP¾VÁhghÅ
� fV¿YÍ�e`^VÉk\��Vf�i e�Æ@fYcP_<fKÆYÆ@ÁÄ_<e`É gIÆ@e<Áh¿VfVf�¿+\ _`À3	<^+\`¿V¿Ye
��fYòÄe
�Ä¿VÁh^��ÄÁÇÅ<fV¾YÁÄgÄdZe
�
]Ve<_`ÁÄ^<aK¿Ve<ghÅ`fß� fV¿Y_.\`^Vf+\�¿YÅ�{ly ¥^y ������{l~qvXy�¢@xcvE����ghÉÂ� � �K|� ]�Ç�ù+ÇÅ`^+\`ÁhdYÅ<e<^Y¿Yc1i7+pfV¿VÍ&e<^VÉk\��Vf�i e
dP\�O�ÃLe
�{fKò�e<dY^VÁÄgÇÅ<¿Ve<gÇÅ<Á �oe<ghe
	<ÀÏa§gÇÆ+e<ÁÄ_m� ÃLe<gIÆ@e<_<¿Ve�gÄe
� Æ@\`gÄ¿Ve�Å<ÁÄe`^VÁÄÉÊÁp|`���Y���
��f{ÍlcP¿Vd��Vf�i
_<^+\2��ÁÄ¿Yf��!¿+\�dK\2O	ÃLe`É(fYò�^VÁ 	<ÁÄ^ÖÉÊe�Æ@ÁhdYcóÆ@Àl�
ñlÁÄ^Y_<ÀÂÉ�Ð�\��Äe<É�¿V\��hÅ`e<É�]YcZÅ`f¹�V_�Æ��YÁhÅ`gq�me<]Y^VÁIÃLÁIÆ@ÁÄ¿YfVÁÏÅ<fY]Ve<_æÆ+fYcP_<fKÆVÆ@Áh_<ÀÏamgÇÆ@e<Áh¿Vf���dP\�O�ÃLe
�

fYò�gÄfYghÅ<ÁhÉÂ�X�#Å`_<ÁhÅ�¿+\��hÅ`e`Åã_`e<]V^Ve<glfKò~_<ÁhghÅ<Áh¿F�LgÄÉÂ� � ÞY�L�P�4|óÞc  �
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Ì fVÉÊÁh¿V¿VeV�»gÇÆ+e<ÁÄ¿Vf^� M�fYcP_<fKÆYÆ�� ghfVghÅ`ÁÄÉ JL�KÆ+ÁÄ^+\ ]V^Vf
g = 0

¿+\ _<gÄÁIa ¿VÁÄe`gÄe
	<ÀÏa
fYòÄe
�Ä¿VÁh^��ÄÁÇÅ<fV¾YÁÄgÄdYfKa ]VeÄÃLÉÊ¿Ve
�he<e
	<^+\bò~f��Pa�f�]V^Vf Æ�i�	<ÀÏa

γ 6= 1
Ã@fVÍ&Í�Áhe<ÉÊe<^VÍ&¿VÀ ÉÊÁ�O	Ã@c

gÄe�	<e
�F�@ô1Æ+e<ÁÄ¿Vf^�NM�fYcP_<fPÆVÆ��ÖgÄfVgÇÅ<ÁÄÉÊMm\��Ä^+\`¿^O	\�Ã+Æ��!^+\�òÇÆ@fV¾V¿VÀÏa�cP^Ve`_<¿VÁ��P�Ä¿VÁh^��ÄfYf�ÉÊe
�ÇcPÅ�	<À8Å��
¿VÁ ÃLfVÍ&Í&ÁÄe<ÉÊe<^YÍ�¿YÀl�æeÄÃL¿V\`dZe«Ã+Æ��»Æ�iÀ	<e
�he òÄ¿+\ó¾VÁÄ¿Yf��

β 6= 1
gÇc
��ÁÄgÇÅ<_`c`ÁhÅ»ò~¿V\�¾YÁÄ¿VfVÁ

H = h0

�
¿+\ó¾VfV¿V\���gÂdZe`Å<e`^Ve
�Äe#Æ@fKcK_`fKÆVÆ@Áh_<À�gIÆ@e<ÁÄ¿Yf��
¿+\ Æ�iÀ	`ÀÏa	fYò~e��Ä¿VÁh^��ÄÁÇÅ<fV¾VÁhgÄdVfPa�]Ve`_<ÁÄ^<aK¿Ve<gÇÅ��Ka {H =

h > h0}
ÃLfVÍ&Í&ÁÄe`ÉÊe<^VÍ&¿VÀ�ÉÊÁ�O	Ã+c&gÄe
	<e���f�gÇÆ@e<Áh¿Vf�iÍM�fYcP_<fKÆVÆ���¿+\�¿VÁÄe`gÄe
	<e���fYòÄe
�Ä¿YÁÄ^��hÁhÅ<fY¾VÁÄghdPe��

]Ve<_`ÁÄ^<aK¿Ve<ghÅ`f�òó\óÃ°\ó¾VféJL�KÆ+ÁÄ^+\Y�1[&\¹^VfVg`�6zK�±|<�±|!cPdP\�ò~\`¿+\¤ghe<e`Å`_<ÁhÅ`ghÅ<_�c^ir��\��,ÉÊÁÄ¾VÁh¿+\��(ÉÊe�Æ@ÁÄdKc�Æ@\
AA

r = 1/2

ε = 1

á�â
ã�äl�
äçæ�äçæ�è
� ]Ye�Æ@¿VÀ3�,fY¿V_.\`^VfV\`¿YÅ�M�fYcP_<fPÆVÆ@ÁÄ_<\�gÇÆ@e`ÁÄ¿Vf���_�ghe<e`Å<_`ÁhÅ<gÇÅ<_<fYfSg�Å<Áhe<^VfVÁ �»ÙÏe�Æ@ghfV¿Ve<_<\bÒ Ð�e<ÉÊÁh¿VdZe
� �K|  ]�Ç�	\�¿+\�^VfVg��
zK�±|<���p]Ve`dK\bòó\`¿VÀ 	<fVÍlcP^VdP\��VfVe`¿V¿VÀÂÁ»Ã@f+\��Ä^V\`ÉÊÉÊÀ e
	`e<fKa�^V\`gÄghÉk\�Å<^VfY_.\`ÁÄÉÊÀÏa
gÇÆVcK¾V\`ÁÄ_æÃ@fV¿+\`ÉÊfVdYfmÅ<_<Áh^`ÃLe
�Äe#Å`ÁÇÆL\ _ØdZe<e<^`ÃLfV¿V\�Åb\ba

H,K
�~x�Æ��mgIÆ+cP¾+\��ÒMm\��Ä^+\`¿^O	\æ]Y^VÁIÃLgÇÅb\`_�Æ@Áh¿+\

eÄÃL¿+\»fYò(_<e`ò~ÉÊe�O�¿VÀÏaÔ	<fYÍ&cP^VdP\��YfVe<¿V¿VÀÏa�ÃLfV\��Ä^+\�ÉÊÉÂ��_Se
	��mÁÄÉ gIÆ+cP¾+\`ÁuÃLf+\��h^+\`ÉÊÉk\:òó\`_`fVgÄfYÅ��
dZe<¿VÁh¾V¿VeV�<e�Ål]Ve`Å`ÁÄ¿��VfV\bÆL\

V

`_�Ã°\bÆ@f�e`Å&¿V\�¾V\bÆL\#dZe<e<^`ÃLfV¿V\�Å�	<fVÍlcP^VdP\��VfVe<¿Y¿+\���ÃLfV\��Ä^+\�ÉÊÉk\&_`gÄÁ�� ÃL\

]V^VÁ ÃLghÅb\�_�Æ��VÁÇÅ�ghe
	<e
�ãÃL_<Á&^+\�g a.eÄÃ����mfKa.gq��dV^VfV_<ÀÏa"ÛofVÉÊÁh¿V¿Ve»�hÅb\
e
	�ÆL\`gÇÅ
�	¿+\`g&f!fV¿YÅ`ÁÄ^VÁhghc<ÁÇÅ��
�l¿YÅ`ÁÄ^VÁhghc1i��mÁÄÁ ¿V\`g gÇÆ+e<ÁÄ¿VfYÁ e`]VfVgÄÀÂ_<\`ÁhÅ`gq� gIÆ@ÁIÃ+c^ir��fVÉ e<¾VÁh¿�� ]V^Ve<gÇÅ<ÀÂÉ e
	<^+\�òÄe<ÉÂ�

�#ò~e
�h¿VÁÄ^��ÄÁhÅ`fV¾VÁhgÄdVfVÁ ]Ve<_`ÁÄ^<aK¿Ve<ghÅ`f ÃLfVÍ&Í&ÁÄe<ÉÊe<^YÍ�¿YÀ _`Á ��ÁhghÅ`_<ÁÄ¿V¿YÀÂÉ ]V^Ve<ÁhdYÅ<fY_<¿VÀÂÉ
]V^Ve`ghÅ<^V\`¿VghÅ`_.\`É

RP 3 �Ï[#c
Oã¿Ye¤_`ò �YÅ�� ÃL_.\ ]Ve�Æ@¿Ve�Å<e<^Vf^�F�1^+\`gÄgIÆ@e<Áh¿V¿VÀÏa�ghÅb\`¿PÃL\`^YÅ<¿YÀÂÉoe
	`^+\�ò~e`É
¿+\�Å<e<^YÀl�6gÇÅ����ÄfY_.\�i��mfVÁÄgq�,¿+\¤e<g �¤]Ye�Æ@¿Ve`Å`e<^Vf��µ�6f(gÄdKÆ+ÁÄfYÅ��ufKa ÉÊÁ O�Ã@c�ghe
	<e
�(]Ve´�h^+\`¿VfY¾V¿VÀÂÉ
Å<e`^+\`É(Åb\�dF�+¾YÅ<e�	<Àp]Ve�ÆVcK¾YfKÆ@e<g ��ÉÊ¿Ve��Äe<e
	`^+\�ò~fYÁ

RP 3 �
|óÝY|



{H = h}{H = h}
ü ÝD¼!� ° ý ² ç ° ²p�{½

á�â
ã�äl�
äçæ�ä��
è
�lgÄ¿YeV��¾YÅ<e�_�ghfKÆ+c ]V^Ye<ghÅ`e`Å<À Æ@fKcK_`fKÆVÆ@Áh_<ÀÏaègIÆ@e<Áh¿Vf��¬^V\`gÄghÉk\�Å<^VfY_.\`ÁÄÉÊÀÏa ghfVghÅ`ÁÄÉ Ã+Æ��

c<gÇÅb\`¿Ve<_bÆ@ÁÄ¿Vf^� Å`^+\`ÁhdYÅ<e<^Y¿Ve
���hdV_<fV_<\bÆ@ÁÄ¿KÅ<¿Ve<gÇÅ<f Ã@e<ghÅb\�Å`e<¾V¿Ve!gÄ^V\`_<¿VfYÅ���Í&cP¿Vd��VfVf _<^+\��mÁÄ¿Vf�� ¿+\
ÁIÃ@fV¿VghÅ`_<ÁÄ¿Y¿Ve<É,^VÁ 	<^VÁ�ÉÊe�Æ@ÁhdYcóÆ@Àl�
ÎB\`dVfVÉ�e
	<^+\�òÄe<ÉÂ�&¿VÁÄe�	óa<eÄÃLfVÉÊepdP\`dKÒ Æ@f�	<e�]+\`^+\�ÉÊÁhÅ<^YfYò~e<_<\�Å
�pghÁÄÉÊÁ �VghÅ`_.\ Å<e<^Ye<_ÉM�fYcP_<fKÆYÆ��F�

e`Å`_<ÁÄ¾+\�i���fYÁ�^VÁ 	<^Yc ÉÊe�Æ@ÁhdYcóÆ@Àl��\,Ã°\�Æ@ÁÄÁ eÄÃLfV¿+\`dZe<_`ÀÂÉ�e
	<^+\�òÄe<É�_`À3	<^+\�Å���	.\�òÄfVgÄ¿YÀÂÁÊ�VfYdKÆ@À
¿+\�Å<e<^V\ba°�5ÏÊgÇÆ@f�Í&cP¿Vd��VfVf _<^V\���Áh¿Vf�� _ _<À3	<^V\`¿V¿VÀÏao	.\�òÄfVg~\ba�e`dK\2O�cZÅ<gq��gÄe<]Y^
�^O�ÁÄ¿Y¿VÀÂÉÊf
� ]Ye<gÄdZe�Æ��`dYc	]+\`^+\�ÉÊÁhÅ<^YÀ,_<À3	<fV^V\bÆ@fVg �m¿VÁÇòó\`_<fYgÄfVÉÊelÃ+Æ��
^+\�òÄ¿VÀÏa
gÄfVgÇÅ<ÁhÉ#�Ç�ZÅ���Á��^	`c~Ã@cZÅ�]VÁÄ^YÁÇa.eÄÃLfKÅ
�
ÃL^Yc1�&_mÃL^Yc1�I\�]Y^VfP� Æ@\�ÃLdZe
�Öò~\`ÉÊÁÄ¿YÁ�]V\`^+\`ÉÊÁÇÅ<^+\Y�+Å`e�ghfVghÅ`ÁÄÉÊÀpÅ<^V\`ÁÄdYÅ`e<^V¿Ve��ÄdV_`fV_.\bÆ@Áh¿YÅ<¿YÀl�

.�[�ò�[ þ�ô VYe)0YWEú5S óXd{& T�VXWEú f2d U d2h W=õ d � óYd Vÿö d
Ö \`ÉÊÁÇÅ<fVÉÂ�1¾YÅ`e�ÉÊÀÜÉÊe�O�ÁhÉ�^+\`ghgÄÉk\�Å`^VfV_.\�Å��«eÄÃL¿Yc�gÄfYghÅ<ÁhÉXcÜ� zK�±|<���
�Ç�6ô1Æ+cP¾+\�iÕJL�KÆ@ÁÄ^V\�	`c~ÃLÁhÅ

gÄe`e`Å<_<ÁÇÅ<gÇÅ<_<e<_<\�Å
�"¿YcóÆ@Áh_<e
��]Ye`Å<Áh¿��Vf+\bÆ
V (R3) ≡ 0

fÞ� _<e`òÄÉÊe�Oã¿Ve@�6Ã@^Yc1�Äe<ÁmòÄ¿+\ó¾VÁÄ¿YfVÁ�]+\`^V\`ÉÊÁhÅ`^+\
γ
�+×ÏÀÂ¾YfVgÇÆ@fYÉ,ÍlcK¿Yd��Vf�i0_<^+\��mÁÄ¿Vf^�!Åb\�dPe���gÄfYghÅ<ÁhÉÊÀ�¿+\�^VÁ�	`^VÁ�ÉÊebÆ@ÁÄdYcóÆ@À£� ^VfYg`��zK�Õ|`�Õ|c�I�
�#ò~_`ÁÄghÅ`ÁÄ¿o]V^VfV¿��YfV]ÜÚ!e<]VÁÄ^KÅ
iØf � }Y��|��P�ã|ó��  ��]Ve`òÄ_<e�Æ���i���f��o]Ve`ghÅ<^Ye<fYÅ
�§]Ve�¿+\�Å�cP^+\bÆ��<¿Ye
�

�I\`ÉÊfKÆ���Å`e<¿Ve<_`e
� ghfVghÅ`ÁÄÉÊÁ�¿+\ ÉÊ¿Ve
�he<e
	<^+\bò~fVf
T ∗Mn Å`^+\`ÁhdYÅ<e<^Y¿Ve �ÄdV_`fV_.\bÆ@Áh¿YÅ<¿YÀ3� Á�� ¿+\

¿VÁhdPe�Å<e<^Ve`É:fYò~e
�h¿VÁÄ^��ÄÁhÅ`fV¾VÁhgÄdZe<É cP^Ve<_`¿VÁÑ�hÁÄeÄÃLÁhòÄfV¾VÁhgÄdVf�� ]Ve`Å`e<d�¿+\	Å<e<ÉIO�ÁmÉÊ¿Ve
�he<e
	<^V\�ò~fVfµ�BJ6Å`e
cZÅ<_<Áh^@O	ÃLÁh¿VfVÁ�_<À3� Æ��ZÃLfYÅ�gIÆ@ÁIÃ+c^ir��fVÉ:e�	<^+\�òÄe<ÉÂÈ
; í
* ø í
Clù :Fö !Fö õ � ÷!ø ðNï-'Nð(, �Ü*�,Ní ø ú���ðº� ö ����|�|}{�~��À��w1{ ���

T ∗Mn ����y¤�����Dx��
��vEµ@��z�y
����{�w
vEµ@��~���~c��zí|�w�| ��y}{�zé|Ò���u{lw
v�µ@��~���w�������{�w

H =
n∑

i,j=1

gij(x)pipj + V (x),

H̃ =
n∑

i,j=1

gij(x)
h−V (x)

pipj

|óÝ.�



���2y
gij ? ��y ��¨�~/� ° ~����@���D��zº�I¢¶{ly �À��w�¥�y | ¢
~�{�x ° �

V (x) ? �¬vE���2¢@w��p®�~c��y���¿�w��uv ° ¨2���2������zº�
���

Mn Å 4�x
| �Dµ
h ? �2~2|��D����~�¥1��~»�2~qv�µ{`�~cy�¨2����¥^y ��w�yÀ²2��y¬���¦w�w ° �D��¢
~cy ° ¥1��~c�cz

h > max
x

V (x) Å4�x
| �Dµ
Q2n−1 = {H(x, p) = h} = {H̃(x, p) = 1} ? (2n − 1)

Áj{�y0����zº�Iw�¨�~�²2��y0�E�¦y �Dw�¥^y�|�¢@w��
x��E~c��y���µ¶¯4��v��¶~���y�w1³´|�w�| ��y}{ ±�Å×�~2���c�D|�w�| ��y}{lz

v = sgradH
w
ṽ = sgrad H̃

�}v����c¢
~��À�
�
y�¢@��~q����~À²c¢
��w�����vXy����D��zÞ���¹x��E~c����y
Q2n−1 Å

��	<^+\bÅ<fVÉp_`¿VfVÉk\`¿VfYÁ`�>¾YÅ<eÖ_`Å<e`^+\��¤gÄfVgÇÅ<ÁÄÉk\Ö_P�ÇÅ<e<É cZÅ`_<ÁÄ^@O�ÃLÁÄ¿VfYf��V_�Æ��YÁhÅ`gq���ÄÁheÄÃLÁhòÄfV¾VÁÄghdVfVÉ
]Ve`Å`e<dZe<É�^YfVÉk\`¿Ve<_`e
��ÉÊÁhÅ<^YfVdVf

ds̃2 = g̃ijdx
idxj
¿+\
ÉÊ¿Ye
�Äe<e�	<^+\�òÄfVf

Mn ��� ÃLÁ
g̃ij(x) = (h− V (x))gij(x).ñl^Vf�]Ve<ÉÊe��mfm]V^YfV¿��VfV]V\#ÚÖe<]YÁÄ^YÅ�iØfmÉÊe�O�¿Veæe`ÅÑ� zK�±|<���@�µ]VÁÄ^YÁ��YÅ`f�dm^+\�gÄgÄÉÊe�Å<^VÁh¿Vf�i(Å`^+\`ÁhdYÅ<e<^Y¿Ve
�ÄdY_<fV_.\bÆ+ÁÄ¿YÅ`¿Ve
�Äe5� zK�±|<���@�6¿+\�cP^Ve<_<¿YÁ {HL = h} �ÄÁheÄÃLÁhòÄfV¾VÁÄghdZe
�Äe�]Ye`Å<e<dP\	ÉÊÁhÅ`^VfVdVf

ds2 =
h− V (z)

β

(dx2 + dy2 + βdz2)

x2 + y2 + z2

β

.

ñlÁÄ^VÁIa.eÄÃ��Öd�gÄÍ&ÁÄ^VfY¾VÁÄghdVfVÉ:dZe<e<^`ÃLfV¿V\�Åb\`É
(r, ϕ, θ)

È

x = r cosϕ cos θ

y = r sinϕ cos θ

z = r sin θ

]Ve�ÆVcK¾YfVÉ�¿+\�ghÍ�Áh^VÁ
r = 1

ds2 =
h− V (sin θ)

β + tg2 θ

(
dϕ2 +

(
β + tg2 θ

)
dθ2
)
.

xm^Yc1�ÄfVÉÊf!gÇÆ+e<_.\`ÉÊfF���I\�ÉÊfKÆ��óÅ<e<¿Yf+\`¿��ÇÅ<e
�he��hÁÄeÄÃLÁhòÄfV¾VÁhgÄdZe
�Äeã]Ve`Å<e`dK\	ÁÄgÇÅ
�

H =
1

2

β + tg2 θ

(h− V (sin θ))

(
p2
ϕ +

p2
θ

β + tg2 θ

)
.

\�ÃLe<]VebÆ@¿VfYÅ`ÁÇÆ��<¿YÀ3��fV¿YÅ`Á��Ä^V\bÆ�Û
F = pϕ

�
[lÁ�e
�h^+\`¿VfV¾YfV_.\��¹e
	���¿Ve<gÇÅ<fF�4ÉÊe�O�¿Ve"gÄ¾YfYÅb\�Å
�Y�N¾KÅ<e

H = 1
2

�FÎDe
� Ã°\ãÅ<e`^FM�fYcP_<fKÆYÆ���òó\�ÃL\`ÁhÅ`gq�
c<gIÆ@e<_<fYÁÄÉ

pϕ = t
È

W (t, θ) = (h− V (sin θ)) −
(
β + tg2 θ

)
t2 ≥ 0.

ñl^Ve<Áhd��Vf��ÜÅ`e<^+\£M�fYcP_<fKÆVÆ�� ¿+\�gÄÍ&Áh^Yc fYòÄe
	<^+\�O�ÁÄ¿+\�¿+\�^YfVg`��zP���K�±|�Û �ÇÅ<e + �VfKÆ+fV¿PÃL^-+p¿+\
gÄÍ&Áh^VÁ`�kòó\�ÃL\`¿V¿VÀ3��c`gÇÆ@e`_<fVÁÄÉ

θ ∈ [x1, x2]
��� ÃLÁ

x1(t)
�
x2(t)

ÛèdZe<^V¿Vf cK^V\`_<¿VÁh¿Vf��
W (t, θ) = 0� e�Å<¿Ve<ghfYÅ<ÁIÆ��<¿Ve

θ
�I�

×ÏÀ3	`ÁÄ^VÁhÉ Å<Áh]VÁÄ^���	.\�òÄfVg:¿+\pÅ<e`^+\ba�eÄÃL¿Ve`]+\`^+\`ÉÊÁÇÅ<^VfY¾VÁÄghdPe��Äe{ghÁÄÉÊÁ �VghÅ`_.\Y�
×�e<dV^VÁhghÅ<¿Ye<ghÅ��Pa
e<ghe
	<ÀÏa gÇÆ+e<ÁÄ_!Åb\`dZe
��	.\bò~fVg
e<]V^VÁ ÃLÁÇÆ+ÁÄ¿«eÄÃL¿Ve`òÄ¿+\ó¾V¿VeVÈ>_ÖdK\ó¾VÁhghÅ`_<ÁãeÄÃL¿Ve��Äe�fKò�	.\bò~fVgh¿VÀÏa´�VfVdKÆ@e`_

|óÝ<�



θ1

θ2

x1

x2

λ

µ

á�â
ã�äl�
ä��
äçæ�è
ÉÊe�Oã¿Ye«_`ò��KÅ
��gÇÆ@e��£� e~Ã@¿Ve`ò~¿V\�¾Y¿Ve(e`]V^VÁIÃ@ÁÇÆ@Áh¿V¿Ve
�he
�

S1 ÒÔ^+\`ghgÇÆ@e<Áh¿Vf��µ��\u_ dP\ó¾VÁhghÅ<_`Á�_`Å`e<^Ve
�he«Û
fVgh¾VÁhò~\�i��mf����VfVdKÆ4��ÏÊgÇÆ+fÜÉÊÀ ^+\�òÄ^VÁ O�ÁhÉ

Q3 ]Ve{dP\`dZe<ÉXc.Ò ¿Yf�	`c~ÃE�{Å`e<^YcmM�fYcP_<fKÆVÆ��µ�
Å`e
Q3

^+\`gh]+\�ÃLÁÇÅ<gq�(¿+\�ÃL_.\�dYc<ghdP\bÒ ]VebÆ@¿Ve`Å`e<^Vf��µ�6ÎB\`dVfVÉ0e
	<^+\bò~e<ÉÂ�Ê¿+\�dP\�O�ÃLe<É§fYòN�hÅ<fPa�dKc<gÄdZe<_´	`c~ÃLÁhÅ
eÄÃL¿Ve`òÄ¿+\ó¾V¿Ve:e<]Y^VÁIÃLÁIÆ@ÁÄ¿Ý	.\�òÄfVgu¿+\,ghÁÄÉÊÁ �VghÅ`_<Á«Å<e<^Ve`_V�l[le,¿+\`É ¿Yc
O�¿Ve:e<]V^YÁIÃLÁIÆ@fYÅ
�í	.\bò~fVg«¿+\
gÄÁhÉÊÁ��VgÇÅ<_<Á8Å`e<^Ve<_Ø_<gÄÁ �Äel^VÁ 	<^+\Y�`\Ø¿VÁÏ]Ye�Æ@e<_<fY¿VÀl�<ñl^Vf¹�ÇÅ<e<É¹_<fZÃL¿VeV��¾YÅ<e#]Y^Vf�gÄdKÆ+Á��VdZÁ8Å<^YÁÇaKÉÊÁÄ^V¿YÀÏa
dYc`gÄdZe<_¤	.\�òÄfVgÄÀl�ã_<À3	<^+\`¿Y¿VÀÂÁp¿+\�dP\�O�ÃLe<É�fYòp¿VfKa ]Ve�e`ÅÄÃLÁIÆ��<¿Ve`ghÅ<fµ�!¿YÁ�	`c~Ã@cZÅ�gÄe`_<]+\�Ã°\bÅ
�V�
]Ve<ghdZe�Æ��<dYc

Q3 ' T ∗S2 ' RP 3 �
Ö \`ÉÊÁÇÅ<fVÉÂ�6¾YÅ<e«e`]VfVg~\�¿V¿VÀÂÁ�eÄÃL¿Ve`òÄ¿+\ó¾V¿Ve«e<]Y^VÁIÃLÁIÆ@ÁÄ¿Y¿VÀÂÁK�VfVdKÆ+À�ò~\�Ã°\�iæÅ<gq�,c`gÇÆ@e<_`f��VÉÊf

λ =

{θ = const} � µ = {ϕ = const} �^�#¿Vf
fYò~e
	`^+\�O�Áh¿VÀ:¿+\&^VfVg`�YzK���K�±|<�Z[lÁhÅ<^KcóÃ@¿Ve�_<fPÃ@ÁhÅ
�Y�K¾YÅ`e�¿Yc
O�¿Ve
¿+\meÄÃL¿Ye<É(dKc<gÄdZÁ

Q3 òó\�Ã°\bÅ
��	.\�òÄfVg#dP\`d
(λ, λ+ µ)

�V\�¿+\�Ã@^Yc1�Äe<É«Û�dP\`d
(−λ,−λ+ µ)

�KÎBe
� Ã°\�ÉÊÀ
]Ve�ÆVcK¾YfVÉ�	.\bò~fVg�¿+\l_<ghÁÄÉ�eÄÃL¿Ye<]+\`^+\�ÉÊÁhÅ<^YfV¾VÁÄghdZe<É«gÄÁhÉÊÁ��VgÇÅ<_<ÁæÅ<e<^Ve`_V�.f�e`¿»	�cóÃ@ÁhÅÒ� ÆL\�ÃLdZe&òó\`_<fYgÄÁhÅ��
e`Å
]+\`^V\`ÉÊÁhÅ`^+\

t
�

�#ò~_`ÁÄghÅ`¿VeV�@¾YÅ`e�_	e
	��mÁÄÉ(gÇÆ+cP¾+\`Á�ÍlcP¿Vd��Vf��Ö_<^+\2��ÁÄ¿Yf��!fVÉÊÁÄÁÇÅã_<fZÃ

ρ (F ) =
∂H
∂I1
∂H
∂I2

= −
∂I2
∂F
∂I1
∂F

,
� zP���K�±|c�

� ÃLÁ
I1
�
I2
Û�]VÁh^VÁÄÉÊÁh¿V¿VÀÂÁ!Ã@Á��VgÇÅ<_<f��µ�Ïe`Å`_<ÁÄ¾V\�i��mfVÁ5�VfVdPÆL\`É

λ1

�
λ2

È
I1 = 1

2π

∫
λ1

(pxdx + pydy)
�

I2 = 1
2π

∫
λ2

(pxdx+pydy)
�
F
Ûp]V\`^+\`ÉÊÁÇÅ<^F��e<]Y^VÁIÃLÁIÆ���ir��f��mgÄÁÄÉÊÁ �VghÅ`_<eØÅ`e<^Ve<_V��¿+\�]V^VfVÉÊÁh^F�óò~¿+\ó¾VÁh¿VfVÁ

ÃLe<]Ye�Æ@¿VfYÅ`ÁÇÆ��`¿Ve
�Äe�fV¿YÅ`Á��Ä^V\bÆL\Y�
×»¿+\�ÐmÁÄÉp	<\�ò~fVghÁ&]VÁÄ^VÁhÉÊÁÄ¿V¿YÀÂÁ&ÃLÁ �VghÅ`_<f��ÖfVÉÊÁ�iæÅã_<fZÃNÈ

I1 =
1

2π

∫

θ=const

tdϕ = t, I2 =




I + t, t ≥ 0

I − t, t ≤ 0
.

|óÝ`}



� ÃLÁ
I =

1

2π

∫

ϕ=const

√
W (t, θ)dθ.

ô1Æ@Á ÃLe<_.\�Å`ÁÇÆ��`¿VeV�@ÍlcK¿Yd��Vf��!_<^+\2��ÁÄ¿Yf��!]Ve�Í&e<^YÉXc�Æ+Á�� zK���K�Õ|��6^+\`_<¿V\

ρ(t) = −∂I2
∂t

=





−∂I
∂t

− 1, t ≥ 0

−∂I
∂t

+ 1, t ≤ 0
.

� zP���K���
�

�#dZe<¿V¾+\�Å`ÁÇÆ��`¿VÀ3��^VÁÇòÄcóÆ��óÅb\�ÅYÈ

ρ (t) =
1

π

x2(t)∫

x1(t)

(β + tg2(x)) t√
h− V (sin(x)) − (β + tg2(x)) t2

dx∓ 1,
� zK���K���
�

� ÃLÁ
x1

�
x2

Û dZe<^V¿Vf�òÄ¿+\`ÉÊÁÄ¿V\�Å<ÁIÆ��{]Ye~Ã@ÀÂ¿YÅ<Á �Ä^+\bÆ��<¿Ve
�§Í&cP¿Vd��VfVf
W (t, x)

� f�òó\`_<fYgq�YÅSe`Å
t
�Ç�

]+\`^V\`ÉÊÁhÅ`^
t
ÉÊÁÄ¿��YÁhÅ<gq�!Åb\`dF�@¾YÅ`e
	<ÀÉ�hÅ<fÖdZe<^V¿VfÖghc
��ÁhghÅ<_`e<_.\bÆ@fµ�

ÐmcP¿Vd��Vf^� _<^+\��mÁÄ¿Vf��¬òó\�Ã°\ó¾Vf�M�\��h^+\`¿�O�\ � _ ]Yeóa<e�O�ÁÄÉ _<fPÃ@Á��ë	<ÀÏÆ@\�_<ÀÂ¾VfVgIÆ@ÁÄ¿V\ ^V\`¿VÁÄÁ
���êÏÂ�ê�#^VÁÇÆ � |óz2  �

.�[���[ ß S ` ( acb S d Ø ô VXe�0XW�(KS óYd{& T2VYWEú � T ` U�T f W h T a eXW 2KüX`^b
` e ` S
ñ#c<gÇÅ
��¿+\ ÃL_`cPÉÊÁh^V¿Ve
� gÄÍ&Áh^VÁ�fKÆ@f�ÃL_`cPÉÊÁÄ^Y¿Ve<É Å<e<^VÁ�ò~\�Ã°\`¿V\oÆ@fV¿VÁ �V¿Ve�fV¿YÅ<Á �Ä^VfY^Yc<ÁhÉk\��

� Æ@e
	<\bÆ��<¿Ve�Æ@fYcP_<fKÆYÆ@ÁÄ_.\�ÉÊÁÇÅ<^VfYdK\
ds2 = f(x) (dx2 + dy2)

� |ó�P�6|ó�2  �-J6Å<e�e�ò~¿+\ó¾+\`ÁÇÅ�gÇÆ+ÁIÃ@c1i��mÁÄÁ��
ñlÁÄ^VÁhÉÊÁÄ¿V¿YÀÂÁ

x
f
y
�V_bÆ���iæÅ<gq�N� Æ@e
	.\�Æ��<¿VÀÂÉÊf!]VÁÄ^YfVeÄÃLfV¾VÁhgÄdVfVÉÊf�dPe`e<^`ÃLfV¿+\�Åb\�ÉÊf�¿+\�Å<e`^VÁ`�L\

f(x)Û ¿YÁÄdZe`Å<e`^+\��m� ÆL\�Ã@dK\2��]VÁÄ^YfVeÄÃLfV¾VÁhgÄdP\���ÍlcP¿Vd��Vf��µ��ÙÏÁÇò:e
�Ä^V\`¿VfV¾VÁh¿Vf���e�	���¿Ve`ghÅ<f�ÉÊÀ 	`c~ÃLÁhÉ
gÄ¾YfYÅb\�Å
�SÁÄÁuò~\�Ã°\`¿Y¿Ve
� ¿+\,e`Å`^VÁhòÄdPÁIÒ ]VÁh^VfVeÄÃLÁ

[0, L]
�
f(0) = f(L) = 0

�
f(x) ≥ 0

Ã+Æ�� _`gÄÁÇa
x ∈ [0, L]


�_`gÄÁ dY^VfYÅ<fY¾VÁÄghdVfVÁ�Å<e<¾YdVf
f

�Y_�Æ���i Å<gq� ¿VÁÄ_`ÀÂ^Ve�O	ÃLÁh¿V¿VÀÂÉÊfF�"ÚÖÁhÅ`^VfVdP\
ds2 ]V^Yf

�hÅ`fKa c<gIÆ@e<_<f��Pa��V_�Æ��YÁhÅ`gq�Ë� Æ@e
	<\bÆ��<¿Ve Æ@fV¿VÁ �V¿Ve�fY¿YÅ<Á �Ä^VfV^Kc<ÁÄÉÊe��F�ãÅ��ÑÁ`�»�ÄÁÄeÄÃLÁÇò~fV¾YÁÄgÄdYf�� ]Ve`Å<e`d
�hÅ`e
�uÉÊÁÇÅ<^VfVdYf e�	�ÆL\�Ã°\�ÁhÅÖÆ+fV¿VÁ��Y¿VÀÂÉ fV¿YÅ<Á �Ä^+\�Æ@e<ÉÂ�ºÏÊgÇÆ+fu^+\`ghgÄÉk\�Å`^VfV_.\`ÁÇÅ<gq� gÇÆVcK¾V\��ugÄÍ&Áh^VÀl�DÅ`e
¾YÅ`e
	<À e
	<e��mfYÅ
� � |ó�K�8|~�2 8¿Kc1O�¿Ve¹gÄÍ&Áh^Ycu]V^YÁIÃLgÇÅb\`_<fYÅ���_�_<fPÃ@Á"Í�\�dYÅ<e<^PÒ ]V^Ve`ghÅ<^V\`¿VghÅ`_.\�Å<e<^+\�]Ve
fV¿V_`e�Æ�iÀ�YfVf

σ(x, y) = (−x,−y)) �

W (f)W (f)

W (f)W (f)

²Gä ¹Iä

á�â
ã�äl�
ä��
äçæ�è

|óÝ.z



[&\p^VfVg���zP���Y�±|ó\Y� 	�]Ve<dP\�ò~\`¿VÀ �Ä^Yc1	<ÀÂÁ:ÉÊe�Æ+ÁÄdYcóÆ@À Æ@fV¿VÁ �V¿Ve fV¿YÅ`Á��Ä^YfV^Yc<ÁhÉÊÀÏaË�hÁÄeÄÃLÁÇò~fV¾VÁhgÄdVfPa
]Ve`Å`e<dZe<_�Åb\�dVfKa§ÉÊÁhÅ`^VfVd�¿+\,ÃL_`cPÉÊÁÄ^V¿YÀÏa{Å`e<^VÁ�f§gÄÍ&ÁÄ^YÁ�gÄe`e`Å<_<ÁÇÅ<gÇÅ<_<Áh¿V¿VeV�

W (f)
e
	<e`òÄ¿+\ó¾+\`ÁÇÅ

ÃLÁh^VÁÄ_
���F�+]Ve<gÇÅ<^Ve`ÁÄ¿V¿VÀÂÁ�]Ve	ÍlcK¿Yd��VfVf
f(x)
�VgÄÉÂ�+^YfVg`��zK���Y���P�

W (f)

0 L

f

min f

á�â
ã�äl�
ä��
ä��
è
ôÏe
� Æ@\`gÄ¿Ve dKÆL\`ghgÄfVÍ&fVdP\��YfVf fV¿YÅ`Á��h^VfV^Yc`ÁÄÉÊÀÏa �hÁÄeÄÃLÁhòÄfV¾VÁhgÄdVfKa ]Ve`Å`e<dZe<_ � |ó�c  ��ÍlcP¿Vd��Vf��

_<^+\2��ÁÄ¿Yf���¿+\»Å<e<^YÁpM�fYcP_<fKÆVÆ��µ��ò~\�Ã°\`¿Y¿Ve<É cP^+\`_<¿YÁÄ¿VfVÁhÉ
py = t = const

��¿+\�^YÁ�	<^+\�aµ��� ÃLÁ
|F | > min(f(x))

�+fVÉÊÁhÁhÅ�_<fPÃNÈ

ρ(t) =
1

L

x2∫

x1

2tdx√
f(x) − t2

,

� ÃLÁ
[x1, x2]

Û eÄÃLfV¿¹fYò�¿VÁhgÄdZe�Æ��`dVfKa¹_<e�ò~ÉÊe�Oã¿YÀÏa�e`Å`^VÁhòÄdZe<_V��� ÃLÁ
f(x) − t2 ≥ 0

� e<]V^YÁIÃLÁIÆ��VÁhÉÊÀÏa
cP^+\`_<¿YÁÄ¿VfVÁhÉ

f(x) − t2 = 0
�Ç�

ÐmcP¿Vd��Vf^�
f(x)

fVÉÊÁhÁhÅ§¿+\�gÄ_<e`ÁÄÉ gÄ_<e<ÁhÉ ]YÁÄ^VfVeÄÃLÁ»eÄÃLfV¿ fKÆ@f�¿VÁhgÄdZe�Æ��`dPe0fYòÄe�Æ@fV^Ve`_.\`¿V¿VÀÏa
Ék\`dZgÄfYÉXcKÉÊe`_V�+dP\�O	Ã@À3�ÖfYò�dZe`Å`e<^VÀÏa!gÄe`e`Å<_<ÁÇÅ<gÇÅ<_`c`ÁhÅ�dP\`dZe<ÉXc.ÒÔÅ`eã\�Å`e<ÉXc

A
ÉÊe�Æ@ÁhdYcóÆ@Àl�

5�í
C�Clù :Fö�)Fö õ+ö 4�x
| �Dµ´�}v����c¢@�u� Ç x@��¢@¿�w1�
f(x)

w1{ly�y��«w�¨�~qv�w��E~c��������zº��{���¢
|�w1{lx2{Õ�5��~�¥1¢
y
x0 ° � Å y Å f(x0) = locmax f(x) > 0 ° f ′(x0) = 0 Å ×�~c���c�P®���y �2y¬vEz Ç x@��¢@¿�w�wÞ���
��©�y���w1�Í���D�Ey�����y
{l~qvXy�¢@xcvEzp®���wK®���w���v�w���y���w�w5¢Ì����~q{lx

A

lim
t→±

√
f(x0)

ρ(t)

®�~qv���~c| �Dµ@ªÜ~�®��Ey���y¬v^��ª3��|/����y¬v�w�¥^w���~�� f ′′(x0)
f(x0) ° � Å y Å �
�
�2��z ±2π

√
2

L

√
− f(x0)
f ′′(x0)

� ù�Clí18NùVïNðDí :Fö�)Fö�!4ö ËDÁhòhcóÆ��óÅb\�Å _<ÁÄ^VÁh¿:f,Å<e
� ÃL\Y�ÏdZe
� Ã°\¤Æ+e<dP\bÆ��<¿VÀ3�:Ék\�dPghfVÉXcPÉo_`ÀÂ^Ve�O	ÃLÁh¿F�8×
�hÅ`e<É�gIÆ+cP¾+\`Á�]V^VÁ ÃLÁÇÆ�^+\`_<Áh¿ ±∞ �

|óÝ<Þ



8­~�¢@�2¨2����y}v�µ
| ����~ Å ×Ï_<fPÃ+cÖ¿YÁÄ¾VÁÇÅ<¿Ve<gÇÅ<f ÍlcK¿Yd��VfVf�_<^V\���Áh¿Vf��!Ã@e<ghÅb\�Å`e<¾V¿Ve�^+\�gÄgÄÉÊe�Å<^VÁÇÅ
��gÇÆ+cP¾+\��
t→

√
f(x0)
�+×6ÀÂ]Ve�Æ@¿VfYÉ,]V^VÁhe
	<^+\�òÄe<_.\`¿Yf��FÈ

ρ(t) =
1

L

x2∫

x1

2tdx√
f(x) − t2

=
1

L

x0∫

x1

2tdx√
f(x) − t2

+
1

L

x2∫

x0

2tdx√
f(x) − t2

=
1

L

f(x0)∫

t2

2tα′
1(s)ds√
s− t2

+
1

L

t2∫

f(x0)

2tα′
2(s)ds√
s− t2

=
1

L

f(x0)∫

t2

2t(α′
1(s) − α′

2(s))ds√
s− t2

,

� zP���Y�±|c�

� ÃLÁ
α1(s)
�
α2(s)

ÛpÍlcK¿Yd��VfVfF�be
	<^V\�Å<¿VÀÂÁÏd
f(x)
¿+\æfV¿YÅ`ÁÄ^V_.\�ÆL\ba�ÉÊe<¿Ve`Å`e<¿V¿Ve`ghÅ<f

(x1, x0)
f

(x0, x2)gÄe`e`Å<_<ÁÇÅ<gÇÅ<_<Áh¿V¿VeV�
ñle�Æ@e�O�fVÉ�Å<ÁÄ]YÁÄ^��

ϕ(s) =





(α′
1(s) − α′

2(s))
√
f(x0) − s, t2 ≤ s < f(x0),

√
− 2

f ′′(x0)
, s = f(x0).

� zP���Y���
�

xme<dP\�O�ÁhÉÂ�K¾YÅ`e
ϕ
¿VÁh]V^VÁÄ^YÀÂ_<¿+\�¿+\�e`Å`^VÁhòÄdPÁ

[t2, f(x0)]
���#¾VÁh_<fPÃL¿YeV�Y¾YÅ`e�ÃLe<gÇÅb\�Å<e<¾Y¿Ve	]V^Ve<_<Áh^VfYÅ��
_

Å<e`¾VdZÁ
s = f(x0)

�

lim
s→f(x0)

ϕ(s) = lim
s→f(x0)

[(
1

f ′(α1(s))
− 1

f ′(α2(s))

)√
f(x0) − f(α1(s))

]

= lim
x1→x0−

√
f(x0) − f(x1)

f ′(x1)
− lim

x2→x0+

√
f(x0) − f(x2)

f ′(x2)

= lim
x1→x0−

√
−f ′′(ξ1)

2
(x1 − x0)2

f ′′(ζ1)(x1 − x0)
− lim

x2→x0+

√
−f ′′(ξ2)

2
(x2 − x0)2

f ′′(ζ2)(x2 − x0)

= −
√

− 1

2f ′′(x0)

(
lim

x1→x0−

|x1 − x0|
x1 − x0

− lim
x2→x0+

|x2 − x0|
x2 − x0

)

= 2

√
− 1

2f ′′(x0)
=

√
− 2

f ′′(x0)
,
Å��ÑdF�

x1 < x0 < x2.

Ö ÃLÁhg��
ξ1, ζ1 ∈ [x1, x0]

�
ξ2, ζ2 ∈ [x0, x2]

�
ξi, ζi → x0

]V^Yf
s → f(x0)

�
x1 → x0

gÇÆ@Áh_.\Y�
x2 → x0gÄ]Y^+\`_.\@�I�

ÎDÁÄ]VÁh^���_`e<gÄ]VebÆ��`òÄc`ÁÄÉÊgq�ÖÍ&e<^VÉXcóÆ@e
�FÈ
b∫

a

ψ(x)dx√
(x− a)(b− x)

= 2

π/2∫

0

ψ(a sin2 s+ b cos2 s)ds,
� zK���Y���
�

� ÃLÁ
a < b

f
ψ(x)
ÛoÆ�iÀ	.\2��¿VÁh]V^VÁÄ^YÀÂ_<¿+\���ÍlcP¿Vd��Yf���¿+\

[a, b]
�BJ6Åb\�]Ve`gÇÆ@Á ÃL¿�����Í�e`^VÉXcóÆL\�_<Áh^V¿+\

Ã+Æ���_`gÄÁÇa!¿YÁÄ]V^VÁh^VÀÂ_<¿VÀÏaÖÍlcP¿Vd��Vf��
ψ
f�ÃLe<dP\�òÄÀÂ_.\`ÁhÅ`gq�Öò~\`ÉÊÁÄ¿Ye
�

x = a sin2 s+ b cos2 s
�

|óÝ.�



�#Åb\`dF�+fKòÌ� zK���K�Õ|c�1]Ve�Æ+cP¾VfVÉÂÈ

ρ(t) =
1

L

f(x0)∫

t2

2t(α′
1(s) − α′

2(s))ds√
s− t2

=
1

L

f(x0)∫

t2

2t(α′
1(s) − α′

2(s))
√
f(x0) − s√

(f(x0) − s)(s− t2)
ds

=
4t

L

π/2∫

0

ϕ(t2 sin2 s+ f(x0) cos2 s)ds.

� zP���Y�Ñ}
�

ÎX\�dVfVÉ�e
	<^+\bò~e<ÉÂ�

lim
t→
√
f(x0)

ρ(t) = lim
t→
√
f(x0)

4t

L

π/2∫

0

ϕ(t2 sin2 s+ f(x0) cos2 s)ds

=
4
√
f(x0)

L

π

2
lim

u→
√
f(x0)

ϕ(u) =
2π

√
2

L

√
− f(x0)

f ′′(x0)

�ØÅ<ÉÊÁÇÅ<fVÉpÅb\�d�O�Á`�N¾YÅ`e
ρ(0) = 0

�(J6Å<e`Å�Í�\�dYÅ�¿YÁ»�Y_�Æ��VÁÇÅ<gq��e<¾VÁÄ_`fPÃL¿VÀÂÉÂ�>]Ve<ghdZe�Æ��<dYc
f ′(0) =

f ′(L) = 0
�

ñle
�ÇÅ<e<ÉXc�¿+\��PÃLÁÄÉ
lim
t→0

tϕ(t2)
È

lim
t→0

tϕ(t2) = lim
t→0

t(α′
1(t

2) − α′
2(t

2))
√
f(x0) − t2

= lim
t→0

√
f(x0) − t2

(
lim
t→0

tα′
1(t

2) − lim
t→0

tα′
2(t

2)
)
,

� zP���Y��z
�
ÁÄgIÆ@f!_<gÄÁlÅ<^Yf�]V^VÁ ÃLÁÇÆ@\
gÇc1�mÁÄgÇÅ<_`c1i Å��

lim
t→0

√
f(x0) − t2 =

√
f(x0),

lim
t→0

tα′
1(t

2) = lim
t→0

t

f ′(α1(t2))
= lim

t→0

√
f(α1(t2))

f ′(α1(t2))

= lim
t→0

√
f ′′(ξt)

2
α2

1(t
2)

f ′′(ζt)α1(t2)
=

1√
2f ′′(0)

,

\�¿+\bÆ@e
�hfV¾V¿Ve
lim
t→0

tα′
2(t

2) = − 1√
2f ′′(0)

� zP���Y��Þ@�

Ö ÃLÁhg��
ξt
�
ζt
Ûo]V^Ye<ÉÊÁ O
cZÅ<e<¾V¿YÀÂÁ�Å`e<¾VdVfÖfYò�e`Å<^VÁÇò~dP\

[0, α1(t
2)]
���#òg� zK���Y��z��Ç��� zK���K��Þ@�ÏgIÆ@ÁIÃ+c<ÁhÅ��L¾YÅ`e

lim
t→0

tϕ(t2) =

√
2
f(x0)

f ′′(0)
,

� zP���Y���
�
gÇÆ+ÁIÃLe<_<\�Å<ÁIÆ��<¿VeV�+_
_<ÀÂ^+\2O�ÁÄ¿VfYf�� zK���K��}
�

ρ(t) =
4

L

π/2∫

0

tϕ(t2 sin2 s+ f(x0) cos2 s)ds

|óÝ<�



]VeÄÃLÀÂ¿YÅ`Á��h^+\bÆ��<¿V\��	ÍlcK¿Yd��Vf��m]V^Vf
t = 0

_<ÁÇòÇÃLÁ��`dV^Ye<ÉÊÁ6Å`e<¾VdVf
s = 0
�b^+\`_`¿+\Ø¿YcóÆ�i��`\Ø_æÅ<e<¾YdPÁ

s = 0
Û{¿+\��PÃLÁh¿V¿Ve<ÉXc
ò~¿V\�¾YÁÄ¿Vf�i£� zK���Y���
�Ç�Kô1Æ@Á ÃLe<_.\bÅ<ÁÇÆ��<¿VeV�KfV¿YÅ<Á �Ä^+\�Æ!^+\`_<Áh¿ã¿YcóÆ�i��K¾YÅ`e�f�Å`^VÁ�	`e<_.\bÆ@e`g��V�
ñle
�hÅ`e<ÉXc

ρ(0) = 0
�

�#ò#ÃLe<dP\�ò~\`¿V¿Ve
�"Æ@ÁhÉÊÉÊÀ�zK���Y�±|lÆ+Á��ÄdZe�_<À8Å<ÁhdK\�ÁhÅ
Q ûBí`îÊþ<úVì@ðDí :Fö�)Fö�)4ö 4�x
|��Dµ Ç x@��¢@¿�w�w

f0(x) ° f(x) ° ~�®��Ey��2y}vEy ����z�y#����~��c��~�{§wD��~q{I��yÛ~��À�Ey�¨2¢
y °w1{ly ª3�§��~2�2��~À®�~�~��c��~�{�x�{���¢
| w1{�x2{�xÑ���r²2��~q{�~c�À��y¦¨2¢
y Â max f0(x) = y0 ° max f(x) = y
wÑ²2�Dw

¨2����¥^y ��w1�5�2~c| �Dw�����ª3��|/�´�»��~c¥1¢@��³
x0
max

w
xmax

| ~c~c����y ��|�����y ����~ Å 4�x
|��Dµg�D��¢
��y Ç x@��¢@¿�w�w

ρ0(t) =
1

L

x0
2(t)∫

x0
1(t)

2tdx√
f0(x) − t2

ρ(t) =
1

L

x2(t)∫

x1(t)

2tdx√
f(x) − t2

? {�~���~���~�����z Å×�~2���c�
ρ(t)

w
ρ0(t)

��y�®��Ey¬��z��2��~�|�~�®��^����y���z ⇐⇒ f ′′0 (x0
max)

y0
= f ′′(xmax)

y Å
8­~�¢@�2¨2����y}v�µ
| ����~ Å �lgÄ¿VeV� ¾YÅ`e c<gÇÆ+e<_<f��¬ÉÊe<¿Ve`Å`e<¿V¿Ve<gÇÅ<f ÍlcP¿Vd��Vf�� ρ(t)

f
ρ0(t)
�¤\�Åb\`d�O�Á

gÄe`_<]+\�ÃLÁh¿Vf�� ]V^VÁIÃ@ÁÇÆ@e<_�¿+\§dPe`¿��+\ba e`Å<^YÁhò~dZe<_m�I\`^V\`¿YÅ<fY^Yc1i Å ¿+\bÆ@fY¾VfVÁ ò~\`ÉÊÁÄ¿VÀ ]VÁh^VÁÄÉÊÁh¿V¿Ve
�F�
]VÁh^VÁÄ_<eÄÃ��^��Á ��eÄÃL¿Yc"fKò�ÍlcP¿Vd��Yf���_mÃL^Yc1�Çc^i��
5�í
C�Clù :Fö�)4ö�6>ö 4�x
| �DµÒ�}v����c¢@�u� Ç x@��¢@¿�w1�

f(x)
w1{ly�y��ëw�¨�~qv�w��E~c��������zº�Ò{l��¢
| w1{�x2{�����~c¥1¢
y

x0 °� Å y Å f(x0) = locmax f(x) > 0 ° f ′(x0) = 0 Å ×�~c�¦�c�N®��Ey �2y¬v�z�®��E~�w�¨���~��c��~�� Ç x@��¢@¿�w�w��¦�@��©�y ��w1�
�����Ey �q�Ey�{l~qvEy ¢@xcv�zé®���wK®���w���v�w���y ��w�w5¢Ì����~�{lx

A

lim
t→±

√
f(x0)

ρ′(t)

®�~qv���~c| �Dµ@ªÜ~�®��Ey���y¬v^��ª3��|/����y¬v�w�¥^w����u{lw
f(x0) ° f ′′(x0) ° f ′′′(x0)

w
f (4)(x0) ° ��w1{ly ����~ ° �
�
�2��z

±
(

2π
√

2

L

√
− 1

f ′′(x0)
+
π
√

2f(x0)

6L

(5f ′′′(x0)
2 − 3f ′′(x0)f

(4)(x0))

f ′′(x0)3
√

−f ′′(x0)

) � zP���Y���@�
8­~�¢@�2¨2����y}v�µ
| ����~ Å x�Æ���ÃLe<dP\�ò~\�Å<ÁIÆ��<gÇÅ<_.\&_<e<gh]Ve�Æ��`òhc<ÁhÉÊgq�	Í�e`^VÉXcóÆ@e
�P� zK���Y�Ñ}
�NfKòÏÃLe<dP\�òó\bÅ<ÁÇÆ��<ghÅ`_.\
Æ@ÁhÉÊÉÊÀ�zK���Y�±|<�+ñl^VeÄÃLfVÍ&Í&ÁÄ^VÁh¿��VfV^Kc<ÁÄÉ:_`ÀÂ^+\�O�Áh¿VfVÁ�� zK���Y�Ñ}
�ÇÈ

ρ′(t) =
4

L

π/2∫

0

ϕ(t2 sin2 s+ f(x0) cos2 s)ds

+
4t

L

π/2∫

0

ϕ′(t2 sin2 s+ f(x0) cos2 s) · 2t sin2 sds,

� zP���Y���@�

|óÝ<�



e`Å`dYc~Ã°\
]Ye�Æ+cP¾VfVÉ

lim
t→
√
f(x0)

ρ′(t) =
4

L

π/2∫

0

ds · lim
t→
√
f(x0)

ϕ(t2) +
8f(x0)

L

π/2∫

0

sin2 sds · lim
t→
√
f(x0)

ϕ′(t2)
� zK���Y�±|óÝ@�

ñlÁÄ^V_`e<Á§gIÆL\��I\`ÁhÉÊe<Á§c
O�Áë	<ÀÏÆ@eo_<ÀÂ¾VfVgIÆ@ÁÄ¿Ve _�ÃLe<dP\�ò~\�Å<ÁIÆ��<gÇÅ<_<Á{Æ@ÁhÉÊÉÊÀ zK���Y�Õ|§g0Å`e<¾V¿Ve`ghÅ
��i
ÃLe�ÉÊ¿YecO�fYÅ`ÁÇÆ��

t =
√
f(x0)
��Ã+Æ�� _<ÀÂ¾YfVgÇÆ@Áh¿Vf�� _`Å`e<^Ve
�he�gÇÆL\��I\`ÁÄÉÊe
�he�¿VÁÄe
	~a<e~Ã@fVÉÊe�¿+\��YÅ`f

lim
t→
√
f(x0)

ϕ′(t2)
È

lim
t→
√
f(x0)

ϕ′(t2) = lim
t→
√
f(x0)

((
α′

1(t
2) − α′

2(t
2)
)√

f(x0) − t2
)′

= lim
t→
√
f(x0)−

[
d

dx1

(
1

f ′(x1)

√
f(x0) − f(x1)

)
1

f ′(x1)

− d

dx2

(
1

f ′(x2)

√
f(x0) − f(x2)

)
1

f ′(x2)

]
,

� ÃLÁ
x1 = α1(t

2)
�
x2 = α2(t

2)
�

��	<e`òÄ¿+\ó¾VfVÉ
Ai(t) =

d

dxi

(
1

f ′(xi)

√
f(x0) − f(xi)

)
1

f ′(xi)
,

� zK���Y�±|<|c�
Å<e�� Ã°\

lim
t→
√
f(x0)

ϕ′(t2) = lim
t→
√
f(x0)

(A1(t) − A2(t))
� zK���Y�±|��
�

ñl^VÁÄe�	<^+\�òhc<ÁÄÉ
Ai(t)

� zP���Y�±|<|c�IÈ

Ai(t) = −2f ′′(xi)(f(x0) − f(xi)) + f ′(xi)
2

2f ′(xi)3
√
f(x0) − f(xi)

� zK���Y�±|ó�@�
ËB\bòhÆ@e�O�fVÉ(¾YfVgÇÆ@fKÅ<ÁÇÆ���f!òÄ¿+\`ÉÊÁh¿+\�Å<ÁIÆ��ã_	^@�PÃ�ÎBÁ �KÆ@e<^V\YÈ

Ai(t) = − −f ′′f ′′′

3
x3
i + (− f ′′′2

12
− f ′′f(4)

4
)x4

i + o(x4
i )√

2f ′′3√−f ′′x3
i |xi| + 5

√
2

3
f ′′2f ′′′√−f ′′x4

i |xi| + o(x5
i )

=
f ′′f ′′′

3
+ (f

′′′2

12
+ f ′′f(4)

4
)xi + o(xi)√

2f ′′3√−f ′′|xi| + 5
√

2
3
f ′′2f ′′′√−f ′′xi|xi| + o(x2

i )

� zK���Y�±|~}
�

Ö ÃLÁhg���Ã+Æ��ÖdV^+\�Å`dPe`ghÅ<fÖòó\`]VfYgÄf�e`]Yc
��ÁÄ¿�\`^��hcPÉÊÁh¿YÅ
x0

c�]Y^Ve<fYòÄ_<eÄÃL¿VÀÏaÖÍlcK¿Yd��VfVf
f

+dV^Ve`ÉÊÁ�Å`e
�ÄeV�

xi = xi − x0

�
i = 1, 2

�
ñle`òIÃL¿VÁÄÁ�¿+\`É�Åb\`d�O�Á�]Ye<¿+\�ÃLe�	<fYÅ<gq�"ÃL^Yc1�he<Á�]Y^VÁIÃLgÇÅb\`_�Æ@Áh¿VfVÁg� zK�Ñ}V���@�Ç�
x�Æ��ãÃ°\�Æ��<¿VÁ ��Ð�Á �Äe�¿+\�É(]Ve`¿+\�ÃLe
	��KÅ<gq�!gÇÆ@Á Ã@c1i��mfVÁmcZÅ<_<Áh^@O	ÃLÁh¿Vf��µÈ

5�í
C�Clù :Fö�)4ö�:Fö
lim

t→
√
f(x0)

x1

x2

= −1,

x2 = −x1 + o(x1).

|<|óÝ



5�í
C�Clù :Fö�)4ö��Fö
lim

t→
√
f(x0)

|x2| − |x1|
|x1||x2|

= −1

3

f ′′′(x0)

f ′′(x0)
.

xme<dP\�òó\bÅ<ÁÇÆ��<ghÅ`_.\	Æ@ÁhÉÊÉ:zK���Y��z�f�zP���Y��ÞD	`c~Ã@cZÅ	ÃL\`¿VÀ ¿Yf�O�Á`�
ÎB\`dVfVÉ e
	<^+\bò~e<É ¾VfVgIÆ@fYÅ<ÁIÆ���_<ÀÂ^V\�O�ÁÄ¿Yf��

A1(t) − A2(t)
fVÉÊÁÄÁÇÅã_<fZÃNÈ

f ′′f ′′′√2

3
f ′′3√−f ′′(|x2| − |x1|) +

f ′′f ′′′

3

5
√

2

3
f ′′2f ′′′√−f ′′(x2|x2| − x1|x1|)

+

(
f ′′′3

12
+
f ′′f (4)

4

)√
2f ′′3√−f ′′(x1|x2| − x2|x1|) + o(x2

1)

=
√

2f ′′3√−f ′′|x1||x2|
(
f ′′f ′′′

3

|x2| − |x1|
|x1||x2|

+
5f ′′′2

9

x2|x2| − x1|x1|
|x1||x2|

+

(
f ′′′2

12
+
f ′′f (4)

4

)
x1|x2| − x2|x1|

|x1||x2|

)
+ o(x2

1),

\�ò~¿+\�ÉÊÁÄ¿+\�Å`ÁÇÆ���^+\`_<Áh¿
(√

2f ′′3√−f ′′
)2

|x1||x2| + o(x2
1).

�lgÄ]VebÆ��`òÄc��"Æ@ÁÄÉÊÉÊÀ zP���Y��zK�@zP���Y��ÞY�+\�Åb\`d^O�ÁlcK¾YfYÅ<ÀÂ_.\2�F�@¾YÅ<e
x1 < 0

�
x2 > 0

�+]VebÆ+cP¾VfVÉÂÈ

lim
t→
√
f(x0)

(A1(t) − A2(t)) =
−f ′′′2

9
+ 25f ′′′2

9
− 2

(
f ′′′2

12
+ f ′′f(4)

4

)

√
2f ′′3√−f ′′

=
5f ′′′2 − 3f ′′f (4)

6
√

2f ′′3√−f ′′

ñleÄÃLghÅb\`_bÆ����
lim

t→
√
f(x0)

ϕ(t2)
� ¿+\��ZÃLÁÄ¿V¿Ye<Á ]V^Yf ÃLe<dP\�ò~\�Å<ÁIÆ��<ghÅ`_<Á Æ@ÁhÉÊÉÊÀ zP���Y�±|c�I�§\ Åb\`d�O�Á

lim
t→
√
f(x0)

ϕ′(t2)
_	_<ÀÂ^+\�O�Áh¿VfVÁ�� zP���Y�±|óÝ@�I�V]Ve�ÆVcK¾YfVÉÂÈ

lim
t→
√
f(x0)

ρ′(t) =
4

L

π

2

√
− 2

f ′′(x0)
+

8f(x0)

L

π

4

(5f ′′′2(x0) − 3f ′′(x0)f
(4)(x0))

6
√

2f ′′(x0)3
√

−f ′′(x0)

=
2π

√
2

L

√
− 1

f ′′(x0)
+
π
√

2f(x0)

6L

(5f ′′′(x0)
2 − 3f ′′(x0)f

(4)(x0))

f ′′(x0)3
√

−f ′′(x0)

�F*E&µù��ZùVúVí.ûDü°þ<úYìLù�ûDí
C�C :Fö�)Fö : ð :Fö )Fö��Fö
8­~�¢@�2¨2����y}v�µ
| ����~�vXy}{r{lz �@Å Ä Åe�@Å ñ&e`gÄdZe�Æ��<dKc x1

�
x2

�Y_�Æ���i Å<gq�ÖdZe<^V¿��YÉÊf!cP^+\�_<¿VÁÄ¿Yf��
f(x) = t2

�
Å��ÑÁ`�

f(x1) = f(x2)
�VÅ<e
]V^Vf

t→
√
f(x0)

_<ÀÂ]Ve�Æ@¿YÁÄ¿Ve
^+\`_<Áh¿VghÅ`_<e
1

2
f ′′(x0)x

2
1 + o(x2

1) =
1

2
f ′′(x0)x

2
2 + o(x2

2),

e`Å`dYc~Ã°\Y�KÃLÁIÆ��!dV^+\��V¿YfVÁ&¾+\`ghÅ`f�^+\�_<ÁÄ¿VgÇÅ<_.\
¿+\ 1
2
f ′′(x0)x

2
1

�+]Ye�Æ+cP¾VfVÉÂÈ

1 + o(1) =
x2

2

x2
1

+ o

(
x2

2

x2
1

)
.

|<|<|



J6Å<eØe`ò~¿+\ó¾+\�ÁhÅ��`_ ¾+\`gÇÅ<¿Ve<gÇÅ<fF�`¾YÅ<e#fYÉÊÁ�i Å`gq��Åb\`dVfVÁL	<ÁÄghdPe`¿VÁÄ¾V¿Ye#Ék\bÆ@ÀÂÁ8]Y^Vf
t→

√
f(x0)

ÍlcP¿Vd��YfVf
α(t)
�
β(t)
�Y¾YÅ<e

1 + α(t) =
x2

2

x2
1

+ β(t)
x2

2

x2
1

.

ô1Æ@Á ÃLe<_.\�Å`ÁÇÆ��`¿VeV�
x2

2

x2
1

+ β(t)
x2

2

x2
1

= (1 + β(t))
x2

2

x2
1

= 1 + α(t) → 1,

e`Å`dYc~Ã°\
x2

2

x2
1

=
1 + α(t)

1 + β(t)
→ 1.

w#¾YfYÅ<ÀÂ_.\2�F�+¾YÅ`e�]Ve
gÄÉÊÀÂgIÆ+c
x1 < x0 < x2

�@\�òÄ¿+\ó¾VfYÅ��
x1 < 0 < x2

�+]Ve�Æ+cP¾VfYÉ
x2

x1

→ −1.

×6Å`e<^Ve<Á�cZÅ<_<Áh^
O�ÃLÁh¿VfVÁ
x2 = −x1 + o(x1)

gIÆ@ÁIÃ@c`ÁhÅ"fKòmc
O�Á#ÃLe<dP\�òó\�¿V¿Ve
�heVÈ@¿Yc
Oã¿Ve�ÃLe<ÉÊ¿YecO�fYÅ��
e
	<Ál¾V\`ghÅ`f�^+\`_`ÁÄ¿VgÇÅ<_.\ x2

x1
= −1 + o(1)

¿V\
x1

�
8­~�¢@�2¨2����y}v�µ
| ����~�vXy}{r{lz �@Å Ä Åhg�Å ÌØ¿+\bÆ+e
�ÄfV¾Y¿Ve�Ã@e<dP\�òó\�Å`ÁÇÆ��`ghÅ<_�c�Æ+ÁÄÉÊÉÊÀ�zP���Y��z�fVÉÊÁÄÁhÉÂÈ

1

2
f ′′(x0)x

2
1 +

1

6
f ′′′(x0)x

3
1 + o(x3

1) =
1

2
f ′′(x0)x

2
2 +

1

6
f ′′′(x0)x

3
2 + o(x3

2),

e`Å`dYc~Ã°\
]Ye<gÇÆ@Ál�h^YcP]V]VfV^Ve`_.\`¿Vf��Ö¾KÆ@Áh¿Ve<_V�+fYgÄ]Ve�Æ��`òÄc��!Æ@ÁhÉÊÉXc!zK���Y��zK�V]Ve�ÆVcK¾YfVÉ
1

2
f ′′(x0)(|x2| − |x1|)(|x2| + |x1|) =

1

6
f ′′′(x0)(x

3
1 − x3

2) + o(x3
1).

ô1Æ@Á ÃLe<_.\�Å`ÁÇÆ��`¿VeV�@gÄ¿Ve`_.\�fVgÄ]VebÆ��`òÄc��!Æ+ÁÄÉÊÉXc!zK���Y��z�f
x1 < 0 < x2

È
|x2| − |x1|
|x1||x2|

=
1

3

f ′′′(x0)

f ′′(x0)

x3
1 − x3

2

(|x1| + |x2|)|x1||x2|
+ o(1)

=
1

3

f ′′′(x0)

f ′′(x0)

1 −
(
x2

x1

)3

(−1 + x2

x1
)(−1)x2

x1

+ o(1)

=
1

3

f ′′′(x0)

f ′′(x0)

1 + 1 + o(1)

−(−1 − 1 + o(1))(−1 + o(1))
+ o(1)

= −1

3

f ′′′(x0)

f ′′(x0)
+ o(1)

.�[%$�[ à a V ` S1V d ú b T `1ó TZ� d
; í
* ø í
Clù :Fö�6Nö õ+ö 4�x
|��DµÌ�¬vE���c¢@��� Ç x@��¢@¿�w1�

f0(x)
~���v����c�
y��?|¬vXy��2x@ª3©Dw1{�w¶|���~���| �����u{lwE¼

¯ ½ ± |�~c~�����y���| ����x@ª3©D�u� Ç x@��¢@¿�w1���¦�
��©�y ��w1�
ρ0(t)

~���v����c�
y��o®�~qvE~u��w���y¬v�µ@��~c�¶®��E~�w�¨���~c�c��~��
������| y¸{m~��À�Ey¦¨2¢
y

[−T, T ]
w�¨�{�y���y ��w1�K®����
�u{�y��À�
�

t ° ���2y
T 2 = sup

x∈[0,L]

f0(x) ° T > 0 Â
|<|��



¯ Ã ± f ′
0(x) 6= 0 ° y |¬vEw»��~qv�µ@¢
~

x
��yÛ|�~c�2®����c�
y���|L¢
~���¿�~�{É~c�À��y¦¨2¢@�

[0, L]
w
v�w���~c¥1¢
~��ÑvE~�¢@�uv�µ@��~c��~

{���¢
|�w1{lx2{�� Ç x@��¢@¿�w�w
f0 ° f ′

0(0) = f ′
0(L) = 0 ° f ′′

0 (0), f ′′
0 (L) > 0 Â

¯ Ä ± f0(x)
w1{�y y ���E~c�2��~�~��cw��­vX~�¢@��vEµ@��zº�­{���¢
|�w1{lx2{

x0

���
[0, L] Å

4�x
| �Dµ��¬v����c¢@��� Ç x@��¢@¿�w1�
v(x) ° ~�®��Ey���y¬vEy �����u�P�D��¢
��yÀ���D~��À�Ey�¨2¢
y

[0, L] ° �D��¢
~c�2� ° ¥^��~
v(0) =

v(L) = 0 ° v′(0) = v′(L) = 0 Å×�~2���c�í| x@©�y | ���2x
y � ��y ¢
~���~/�E~cy
ε0 > 0

�D��¢
~cy ° ¥1��~py�|¬v�w��2zº®�~qv���y ��~ ‖v‖C4 ≤ ε0 ° ��~
Ç x@��¢@¿�w1� �¦�@��©�y ��w1�

ρ(τ)
��~u¨�{�x@©�y ����~��t| w�|���y¸{�z ° |�~c~�����y ��|�����x@ª3©�y�� �¬v����c¢
~�� Ç x@��¢@¿�w�w

f(x) = f0(x) + v(x) ° �D��¢
��yë{�~���~���~�����~���~�¨��
�
|��D�
y � ®���w��2~�®�x
| �Dw1{�z(³ß¨2����¥^y ��w1�1³
®����@��{ly �À�
�

τ Å
� ù�Clí18NùVïNðDí :Fö�6>ö�!Fö

C4 ÒÔ¿Ve<^VÉk\�_ Í&e<^VÉXcóÆ@fV^Ye<_<dZÁ:Å<ÁÄe`^VÁÄÉÊÀ zP��}V�±|é�V_�Æ��VÁhÅ`gq� ghc
��ÁhghÅ<_`ÁÄ¿V¿VÀÂÉ
c<gIÆ@e<_<fYÁÄÉÂ�E�ØÅ<ÉÊÁÇÅ<fVÉÂ�L¾YÅ<e
_
^+\�	<e`Å`Á � �c �	<ÀÏÆL\mÃLe<]Yc
��Áh¿+\�¿YÁhÅ<e`¾V¿Ve<gÇÅ
�V�
÷Öø ð(Clí øK:4ö�6>ö�)Fö ñ#c<gÇÅ
�#_ e<dV^VÁhghÅ`¿Ve<ghÅ`f�Å<e<¾VdYf­� Á ÃLfV¿VgÇÅ<_<Áh¿V¿Ve
�he
�>Æ@e<dP\bÆ��<¿Ve
�heØÉk\`dZgÄfYÉXcKÉk\

x0 = 0
_<ÀÂ]VebÆ@¿VÁÄ¿Ye

f0(x) = 1 − x2 �+ÎDe
� Ã°\

ρ0(t) =
1

L

√
1−t2∫

−
√

1−t2

2tdx√
1 − x2 − t2

=
2t

L
arcsin

x√
1 − t2

∣∣∣∣

√
1−t2

−
√

1−t2
=

2πt

L

e<¾VÁh_<fPÃL¿YeV�4ÉÊe<¿Ve`Å`e<¿V¿Ve!_<e`òÄ^+\`gÇÅb\`ÁhÅ��Dñle<dP\�O�ÁÄÉÂ�4¾KÅ<e�ÃVÆ���Æ�iÀ	<e��Äe�ò~¿+\ó¾VÁh¿Vf��
ε0 > 0

ghc
��ÁhghÅ<_�c<ÁhÅ
_<e`òÄÉXc
��ÁÄ¿YfVÁ

v ∈ C3 � ||v||C3 < ε0

�°Åb\�dPe`Á`�F¾YÅ`e"ÍlcK¿Yd��Vf��¹_<^V\���Áh¿Vf���_<e�ò~ÉXc
��Áh¿V¿Ve
�¹gÄfYghÅ<ÁhÉÊÀ{¿VÁ
	`c~ÃLÁÇÅ�ÉÊe<¿Ve�Å<e<¿V¿Ye�_<e`òÄ^+\`ghÅb\�i���Á �F�XÌofVÉÊÁÄ¿V¿YeV�DÉÊÀ�_`e<gÄ]VebÆ��`òÄc`ÁÄÉÊgq��Æ+ÁÄÉÊÉÊe
� zK���Y�Ñ}�f¤_<ÀÂ¾VfVgIÆ@fVÉ
]V^Ve�ò~_<eÄÃL¿Yc1i�_`e`ò~ÉXc
��Áh¿V¿Ve
�¹ÍlcP¿Vd��VfYf _`^+\���Áh¿Vf���_�Å<e<¾VdZÁ�Ék\`dZghfVÉXcPÉk\Y�4ñ#c<gÇÅ
�

fε(x) = f0(x) +

vε(x)
��� Ã@Á

vε
Ûog�� ÆL\�O�fV_.\�¿VfVÁ�Í&cP¿Vd��VfVf

ṽε(x) =




x4, x2 ≤ min

(
1
2
, 1

2
ε

1
2 ,
(
ε
24

)2)

min
(

1
4
, 1

4
ε,
(
ε
24

)4)
, x2 ≥ min

(
1
2
, 1

2
ε

1
2 ,
(
ε
24

)2)

ôÏÉÂ�+^VfVg��LzK�Ñ}V�Õ|`�
ÐmcP¿Vd��Vf^�

fε(x)
Åb\`d�O�Á,fVÉÊÁÄÁÇÅ Æ@e<dP\bÆ��<¿VÀ3��Ék\`dZghfVÉXcPÉ _�¿YcóÆ@Á`�Ò�lgÄ]VebÆ��`òÄc��{Æ@ÁhÉÊÉXc�zP���Y�Ñ}V�

vε(0) = v′ε(0) = v′′ε (0) = v′′′ε (0) = 0
�+]Ye�Æ+cP¾VfVÉÂÈ

ρ′ε,N(0) =
2π

L
− π

L

f
(4)
ε (0)

8
=
π

L

(
2 − v

(4)
ε (0)

8

)
=
π

L
(2 − 3) < 0,

_�Å<e
_<^VÁhÉ<��dK\�d ||v||C3 = 24 min
(

1
2
, 1

2
ε

1
2 ,
(
ε
24

)2)1/2

≤ 24 ε
24

= ε
�

|<|ó�



vε
min

(
1
4 , 1

4ε,
(
ε
24

)4)

á�â
ã�äl�
ä *
äçæ�è
8­~�¢@�2¨2����y}v�µ
| ����~¹��y�~/�Ey}{�z �@Å Æ Å ½ Å ñl^Vf ]Ve<ÉÊe��mf�Æ@fV¿VÁ �V¿Ve
��ò~\`ÉÊÁÄ¿VÀ ]+\`^V\`ÉÊÁhÅ`^+\ τ

ÉÊe�Oã¿Ve
ÃLe
	`fYÅ
�<gq�µ�¤¾KÅ<e
	<À e`Å`^VÁhòÄe<dèfYòÄÉÊÁÄ¿VÁh¿Vf��

τ
gÄe<_<]V\�Ã°\bÆèg e`Å`^VÁhòÄdPe`É fKò~ÉÊÁÄ¿YÁÄ¿Vf��

t
� wkgIÆ@e<_<f��

gÄe`_<]+\�ÃLÁh¿Vf�� ò~¿V\�¾YÁÄ¿Vf��{Í&cP¿Vd��Vf��
f0

f
f
�&\»Åb\�d�O�Á(òÄ¿+\ó¾VÁÄ¿Yf���fKa0]V^Ye<fYòÄ_<eÄÃL¿VÀÏa§¿+\»dPe`¿��+\ba

e`Å`^VÁhòÄdK\�e`Å¹�ÇÅ<e
�he�¿VÁØ¿V\`^Yc
Ð�\�Å`gq�F�+Ù1cóÃ@ÁÄÉ«]Ve
�ÇÅ<e<ÉXc
gh¾VfYÅb\�Å��V�V¾YÅ`emfVÉÊÁ i Å<gq�ãÃ@_<Á ÍlcP¿Vd��YfVf
f
f
f0

�
e<]V^YÁIÃLÁIÆ@ÁÄ¿V¿YÀÂÁÏ¿+\�eÄÃL¿Ve<ÉÖe`Å<^VÁÇò~dZÁÏf�fVÉÊÁ i���fYÁ6¿+\�¿VÁhÉ�]Ve�eÄÃL¿Ve<ÉXc&Ék\`dZghfVÉXcPÉXc<��]V^VfV¾YÁÄÉ�òÄ¿+\ó¾VÁÄ¿Vf^�
_l�hÅ`fKa
Ék\`dZgÄfVÉXcPÉk\ba
ghe<_<]+\óÃ°\�i Å��Z\ ‖v‖C4 = ‖f−f0‖C4 ≤ ε0

f
v(0) = v(L) = v′(0) = v′(L) = 0

�
ñl^Vf"c<gIÆ@e<_<fVfµ�+¾YÅ<e
ÍlcK¿Yd��Vf��!_<^+\2��ÁÄ¿Yf��

ρ0(t)
�VgÄe`e`Å<_<ÁÇÅ<gÇÅ<_`c1i���\��

f0(x)
�+ÉÊe<¿Ve`Å`e<¿V¿+\Y�YÉÊÀ f��mÁÄÉ

Åb\`dZe<Á
ε0

�<¾KÅ<e
	<À ÍlcP¿Vd��Vf��	_`^+\���Áh¿Vf��
ρ(t)
�<ghe<e`Å`_<ÁhÅ`ghÅ<_�c^ir��\��

f(x) = f0(x)+v(x)
��Åb\`d�O�Ár	`ÀÏÆL\

ÉÊe<¿Ve�Å<e<¿V¿V\Y�
ñle<ghdPebÆ��<dYc

ρ(t)
� zK���Y�Ñ}
�Ï¿VÁh¾VÁhÅ`¿+\Y�YÃLe<gÇÅb\�Å<e<¾Y¿Ve�]Ve<dP\�ò~\�Å
�Y�+¾YÅ<e
e<¿+\	ÉÊe<¿Ve`Å`e<¿V¿+\�¿+\

[0, T ]
�

ñle�ÍlcP¿Vd��VfYf
f0(x)

ÉÊÀ _<À3	<Áh^VÁÄÉ e<dY^VÁÄgÇÅ<¿Ve<gÇÅ<f dZe<¿��Ve`_�e`Å<^YÁhò~dP\
[0, T ]

fÜ_<ÁÇÆ+fV¾VfV¿Yc
ε0ÃLe<]Kc<ghÅ`fVÉÊe
�he�_<e`ò~ÉXc
�mÁÄ¿Vf��

v
Åb\`dF�N¾YÅ<eÖÍlcK¿Yd��Vf���_<^+\��mÁÄ¿Vf��

ρ(t)
_<e�ò~ÉXc
��Áh¿V¿Ve
�uò~\�Ã°\ó¾Vf�	`c~ÃLÁÇÅ

ÉÊe<¿Ve�Å<e<¿V¿V\!¿+\Ì�ÇÅ<fKa¤e<dV^YÁÄghÅ`¿Ve<gÇÅ��Ka°�DÅ��ÑÁ`��	<ÁÇò�e��Ä^+\`¿YfV¾VÁÄ¿Yf���e�	���¿Ve`ghÅ<f�¿+\"¿VÁÄdZe`Å`e<^VÀÏa�e`Å<^VÁÇò~dP\ba
[0, τ1]
�
[T−τ2, T ]

�~x�\bÆ@ÁhÁ`�<¿+\#e`ghÅb\`_�ÐmÁÄÉÊgq�
e`Å`^VÁhòÄdPÁ
[τ1, T−τ2]

ÉÊe�O�¿Ve#e
�h^+\`¿VfY¾VfYÅ
�&]V^Ye<fYò~_`e~Ã@¿Yc1i
f ′

0(x)
gÄ¿VfKòÄc�¿VÁhdPe�Å<e<^Ve��,]Ve�Æ@e�O�fYÅ<ÁIÆ��<¿Ve���_<ÁIÆ@fV¾VfV¿Ye
�F�LJ6Å<e�]Ye`ò~_<ebÆ@fYÅ¤^+\`gÄghÉÊe`Å<^YÁhÅ
�«fY¿YÅ<Á �Ä^+\bÆ4�

e<]V^YÁIÃLÁIÆ���ir��f��0ÍlcK¿Yd��Vf�i�_<^V\���Áh¿Vf��F�ØdK\�d�fV¿YÅ<Á �Ä^+\�Æ�e`Å»¿YÁÄdZe`Å<e`^Ve
� ¿VÁÄ]Y^VÁÄ^VÀÂ_`¿Ve
�0¿+\,_<gÄÁhÉ
e`Å`^VÁhòÄdPÁ�e`]V^VÁIÃ@ÁÇÆ@Áh¿Vf��SÍlcK¿Yd��VfVfF�Ï]V^VfV¾VÁhÉ

v
ÉÊe�O�¿Ve�	`c~ÃLÁÇÅ«fV¿YÅ`ÁÄ^V]V^YÁhÅ`fV^Ve<_.\bÅ
��dP\`d:ÁhÁ�Ék\bÆ@e<Á

_<e`òÄÉXc
��ÁÄ¿YfVÁ`�XJ6Å<e�]Ve<gIÆ@ÁIÃL¿YÁÄÁ&c<gÇÆ+e<_<fVÁ&Åb\`d�O�ÁØÃ°\�ghÅ�e
�Ä^+\�¿VfV¾VÁh¿VfVÁ�¿+\�_<ÁÇÆ@fY¾VfV¿Yc"òÄ¿+\ó¾VÁÄ¿Vf^�
ε0

�
ñ#c<gÇÅ
�

m = min
[−T,T ]

ρ′0(t)
�

� �}��ËD\`gÄghÉÊe`Å<^YfVÉ,gÄ¿V\�¾V\bÆL\	e<dV^VÁhghÅ<¿Ye<ghÅ��ãÅ<e<¾YdVf
t = 0
�@[lÁÇÅ<^Yc~ÃL¿Ve�_<fPÃLÁÇÅ
�V�+¾KÅ<e
fV¿YÅ<Á �Ä^+\�Æ¹_<fPÃ°\

2t

L

x2∫

x1

dx√
f0(x) − t2

_
	bÆ@fYò~f�Å<e`¾VdVf
t = 0

ÉÊe�O�¿Ve	]V^VÁIÃ@ghÅb\`_<fKÅ
��_	_<fPÃ@Á�gÇcPÉÊÉÊÀ
2t

L




δ∫

x1

+

L−δ∫

δ

+

x2∫

L−δ


 dx√

f0(x) − t2
=: c1(f0, t) + c2(f0, t) + c3(f0, t)

|<|~}



Ã+Æ���¿VÁÄdZe`Å`e<^Ve
�heÖÍ&fVdZghfV^Ve<_.\�¿V¿Ve
�he
δ
�FÙ6Áhò
e
�Ä^V\`¿VfV¾VÁh¿Vf��¹e
	���¿Ve<gÇÅ<f ÉÊe�Oã¿VeãgÄ¾VfYÅb\bÅ
�V�>¾YÅ`e

0 < τ1 < δ
�Pñl^Vfg�ÇÅ<e<É�_`Å`e<^Ve
�K��+hgh^VÁIÃL¿Yf��-+u�kfV¿YÅ<Á �Ä^+\�Æ�]Y^Vf

t < min{
√
f0(δ),

√
f0(L− δ)}�Y_�Æ��VÁÇÅ<gq� fV¿KÅ<Á��h^+\bÆ@e`É g Í&fVdZgÄfY^Ve<_.\`¿Y¿VÀÂÉÊf ]Y^VÁIÃLÁIÆL\`ÉÊf fV¿YÅ`Á��Ä^YfV^Ve<_.\�¿Vf�� f 	<Áhò

e<ghe
	<Áh¿V¿Ve<gÇÅ<Á��µ�m]Ve
�ÇÅ<e<ÉXc0]YcZÅ`ÁÄÉ e
�Ä^V\`¿VfV¾VÁh¿Vf��{¿Ve<^VÉÊÀ�_<e�ò~ÉXc
��Áh¿Vf��
v
ÉÊe�O�¿VeSg ÃLÁÇÆL\bÅ
�

fYòÄÉÊÁÄ¿VÁh¿VfVÁ�]V^Ve<fKò~_<eÄÃL¿Ve����hÅ`e
�Äe
gÄ^YÁIÃL¿VÁ �Äe�fV¿YÅ<Á �Ä^+\�ÆL\�ghdPebÆ��
c1�he~Ã@¿VeãÉk\bÆ+ÀÂÉÂÈ

d

dt
c2(f0, t) =

d

dt


2t

L

L−δ∫

δ

dx√
f0(x) − t2


 =

2

L

L−δ∫

δ

d

dt

(
t√

f0(x) − t2

)
dx =

=
2

L

L−δ∫

δ

f0(x)√
f0(x) − t2

3dx

Î�^VÁ 	`c<ÁhÉÊe<Á¤e��Ä^+\`¿YfV¾VÁÄ¿YfVÁ¤¿V\ ¿Ve`^VÉXc
v
_<e`òÄÉÊe�Oã¿Ve�¿+\��YÅ<fF��]Ve`gÄdZe�Æ��`dYc»ÍlcK¿Yd��Vf�� y√

y−t2
3¿VÁh]V^VÁh^VÀÂ_<¿Ve
òó\`_<fYgÄfYÅ�e`Å

y
]Y^Vf

y ≥ min{f0(δ), f0(L− δ)} > t2.

ñle
�ÇÅ<e<ÉXc ∀c > 0 ∃ε1 > 0
Åb\`dZe<Á��L¾KÅ<e
]V^Vf ||v||C0 = max

[δ,L−δ]
|v| < ε1

_<ÀÂ]Ve�Æ+¿VÁÄ¿Ve

(1) f(δ) > t2, f(L− δ) > t2,

(2)

∣∣∣∣∣
f(x)

√
f(x) − t2

3 − f0(x)√
f0(x) − t2

3

∣∣∣∣∣ < c ∀x ∈ [δ, L− δ].

ñ#c<gÇÅ
�
c = m

3

�VÅ<e
� Ã°\	]V^Vf ||v||C4 < ε1

∣∣∣∣
d

dt
c2(f, t) −

d

dt
c2(f0, t)

∣∣∣∣ <
m

3

� zP��}V�±|c�
+Äyl^+\��V¿VfVÁD+ fV¿KÅ<Á��h^+\bÆ@À

c1(f, t)
f
c3(f, t)

fVÉÊÁ i Å e~Ã@fV¿+\`dZe<_`c1i ghÅ`^YcPdYÅ`cP^Yc`��]Ve
�ÇÅ<e<ÉXc
ÃLe`ghÅb\�Å`e<¾V¿Ve�^+\�ò~e�	<^+\�Å��<gq��Å<e�Æ��`dPe
g&]V^Ve<fKò~_<eÄÃL¿Ve��Ö]VÁh^V_<e
�he�fKò�¿YfKa°È

d

dt
c1(f0, t) =

d

dt


2t

L

δ∫

x1

dx√
f0(x) − t2


 .

� zP��}V���
�

ñl^Ve<fKò~_<Á ÃLÁÄÉ òó\`ÉÊÁh¿Yc�]VÁÄ^YÁÄÉÊÁÄ¿Y¿Ve
�FÈ
a · y2 = f0(x)

��� ÃLÁ
a =

f ′′0 (0)

2

���l¿+\ó¾VÁl�he<_<e<^@�F�

y2 = x2ψ(x),
� ÃLÁ

ψ(0) = 1,

\�Åb\`d�O�Á
2ydy = (2xψ(x) + x2ψ′(x))dx

dx =
2y

2xψ(x) + x2ψ′(x)
dy =

y

xψ(x) + x2ψ′(x)
2

dy

=
x
√
ψ(x)

xψ(x) + x2ψ′(x)
2

dy =

√
ψ(x)

ψ(x) + xψ′(x)
2

dy = (1 + h(y))dy,

|<|�z



� ÃLÁ
h(y)
Ût	<ÁhgÄdZe<¿VÁh¾V¿VeãÉk\�ÆL\���]V^Vf

y → 0
� ]Ye<gÄdZe�Æ��`dYc

ψ(x)
¿VÁÄ]V^YÁÄ^VÀÂ_<¿V\�f

ψ(0) = 1
�Ç�

ÎDe
� Ã°\ d
dt
c1(f0, t)

� zK��}Y���
�Ï]YÁÄ^VÁh]VfVgÄÀÂ_<\`ÁhÅ`gq��_
_<fPÃLÁ�È

d

dt
c1(f0, t) =

2

L

d

dt


t

δy∫

t√
a

dy√
ay2 − t2

(1 + h(y))




=
2

L

d

dt


(1 + h̃(t))t

δy∫

t√
a

dy√
ay2 − t2




=
2

L

d

dt

(
(t+ th̃(t))

ln(
√
ax+

√
ax2 − t2)√
a

∣∣∣∣
δy

t√
a

)

� zP��}V���@�

Ö ÃLÁhg��
δy
ÛÜ¿VÁhdZe`Å<e<^V\��!dPe`¿VghÅb\`¿KÅb\Y�

×8\2Oã¿Veme`Å<ÉÊÁÇÅ<fYÅ��V�+dP\`d"gÄ_��Kòó\`¿YÀ�ÉÊÁ�O	Ã@c�gÄe�	<e
�"ÍlcP¿Vd��VfVf
h(y)
f
h̃(t)
���#òÄ_<ÁÄgÇÅ<¿VeV�Y¾YÅ<e

h
Û

	<ÁhgÄdZe<¿VÁh¾V¿Ve�Ék\bÆL\��
]V^Yf
y → 0

��x�e`dK\2O�ÁÄÉÂ�.¾YÅ`e
h̃
Åb\�d�O�Á3�V_�Æ��VÁhÅ`gq��	`ÁÄgÄdZe<¿YÁÄ¾V¿Ve�Ék\bÆ@e
�	]V^Yf

t→ 0
���#ò�e`]V^VÁIÃ@ÁÇÆ@Áh¿Vf��ÖÍ&cP¿Vd��VfVf

h(y)

h(y) =

√
ψ(x)

ψ(x) + xψ′(x)
2

− 1 =

√
1 + a1x + o(x)

1 + a1x+ o(x) + x(a1+o(1))
2

− 1

=
1 + a1x

2
+ o(x)

1 + 3a1x
2

+ o(x)
− 1 = 1 − a1x + o(x) − 1

= −a1x+ o(x) = −a1y + o(y) = yg(y),
� Ã@Á

a1 = ψ′(0) = g(0),

_<fZÃL¿VeV�F¾KÅ<e�e`¿+\"]V^VÁIÃ@ghÅb\`_<fYÉk\�_�_<fPÃLÁ
h(y) = yg(y),

� ÃLÁ
g(y)
¿VÁÄdZe`Å`e<^+\��¤e
�Ä^V\`¿VfV¾VÁh¿V¿+\��

_
	bÆ@fYò~f�Å<e`¾VdVf
y = 0

ÍlcP¿Vd��Vf^�F�E�ØÅ<g i6Ã°\�gIÆ@ÁIÃ@c`ÁhÅ��L¾YÅ<e
δy∫

t√
a

h(y)√
ay2 − t2

dy =

δy∫

t√
a

yg(y)√
ay2 − t2

dy = g(ξt)

δy∫

t√
a

y√
ay2 − t2

dy

= g(ξt)
1

a

√
ax2 − t

∣∣∣∣
δ2y

t2

a

=
g(ξt)

√
aδ2

y − t2

a

�Y_�Æ��VÁÇÅ<gq� e
�Ä^V\`¿VfV¾VÁh¿V¿Ve
� Í&cP¿Vd��VfVÁ��µ� Ö ÃLÁhg�� ÉÊÀ _<e<gÄ]Ye�Æ��`òÄe<_.\bÆ@fYg�� Å`ÁÄe<^YÁÄÉÊe
� e
]V^Ye<ÉÊÁ O
cZÅ<e<¾V¿Ye<É(òÄ¿+\ó¾VÁÄ¿VfYfF�

ξt
Û ¿YÁÄdZe`Å<e`^+\��!Å<e<¾VdP\	ÉÊÁ O�Ã@c √

t
a

f
δy
�@ñ&e��hÅ<e`ÉXc

h̃(t) =




δy∫

t√
a

h(y)dy√
ay2 − t2



/



δy∫

t√
a

dy√
ay2 − t2




=
g(ξt)

√
aδ2

y − t2

a

(
ln(

√
ax +

√
ax2 − t2)√
a

∣∣∣∣
δy

t√
a

)−1
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=
g(ξt)

√
aδ2

y − t2

a

(
ln(

√
aδy +

√
aδ2

y − t2) − ln t√
a

)−1

=
g(ξt)

√
aδ2

y − t2
√
a(ln(

√
aδy +

√
aδ2

y − t2) − ln t)[lfVgIÆ@fYÅ<ÁIÆ��Ë�ÇÅ<e
� ÍlcP¿Vd��YfVf e
�h^+\`¿VfV¾YÁÄ¿�]V^Vf
t → 0

�!\ ò~¿V\`ÉÊÁÄ¿+\bÅ<ÁÇÆ��ÜghÅ`^VÁÄÉÊfYÅ`gq� d
	<ÁhgÄdZe<¿VÁh¾V¿Ve<gÇÅ<fF�LgÇÆ+ÁIÃLe<_<\�Å<ÁIÆ��<¿VeV���ÇÅ<e»	<ÁÄghdPe`¿VÁÄ¾V¿YeãÉk\bÆL\2��]V^Vf

t→ 0
�

ñl^VÁhe
	<^+\�òhc���� zP��}V���@�I�V]Ve�Æ+cP¾VfYÉ
2√
aL

(
(1 + h̃(t) + th̃′(t))

(
ln
(√

aδy +
√
aδ2

y − t2
)
− ln t

)

− (t+ th̃(t))

(
t√

aδ2
y − t2(

√
aδy +

√
aδ2

y − t2)
− 1

t

))

� zP��}V�Ñ}
�
k.ÆL\`_<¿VÀ3�!¾KÆ@Áh¿�_
_<ÀÂ^+\�O�ÁÄ¿VfVf�� zK�Ñ}V�Ñ}
�Ï]V^Vf

t → 0
^+\�_<ÁÄ¿ − ln t√

a

�@e<ghÅb\bÆ��<¿+\��Ö¾+\`gÇÅ
���V_�Æ��YÁhÅ`gq�
¿VÁh]V^VÁh^VÀÂ_<¿Ve
� Í&cP¿Vd��VfVÁ��µ�#[#c
Oã¿Ve ]Ve<¿^�YÅ
�Y�æ¾KÅ<e,]V^Ye<fYò~e��PÃLÁhÅ,g¤]V^Ye<fYò~_`e~Ã@¿Ve
� ÍlcP¿Vd��YfVf
_<^V\���Áh¿Vf��p]Y^Vf�ò~\`ÉÊÁÄ¿VÁ

f0(x)
¿V\

f0(x) + v(x)
�æÁÄgIÆ@fp_<e�ò~ÉXc
��Áh¿VfVÁ

v(x)
_<À3	`^+\`¿VeV��dP\`d

cPdP\�òó\�¿Ve�_�c`gÇÆ@e<_`fVfÖÅ`ÁÄe<^VÁhÉÊÀl�
×ÏebÒ ]VÁh^V_<ÀÏa°�#fYòÄÉÊÁÄ¿VfYÅ`gq�{òÄ¿+\ó¾VÁÄ¿VfYÁ _�Å<e<^Ve��0]Y^Ve<fYòÄ_<eÄÃL¿Ve
�FÈ

f ′′(0) = f ′′
0 (0) + v′′(0)

�#¾YÅ`e
fYòÄÉÊÁÄ¿VfKÅ dZe<¿VgÇÅb\`¿YÅ�c

a
_S\`gÄfVÉÊ]KÅ<e`Å`fV¾VÁÄghdZe<É�^+\�òÇÆ@e�O�ÁÄ¿VfYfË� zK��}Y��}
��]Y^Vf

t → 0
�&yl^Ve`ÉÊÁ

Å`e
�ÄeV�@fYòÄÉÊÁÄ¿VfKÅ<gq�¹¿VÁh]V^VÁÄ^YÀÂ_<¿VÀ3��ÃLe
	.\�_<e<dF�+Ì0fVÉÊÁÄ¿Y¿VeV�VÃLe
	.\`_bÆ@ÁÄ¿VfYÁmd
f0(x)

Ék\bÆ@e���]Ve
C4 Ò

¿Ve`^VÉÊÁãÍlcP¿Vd��VfYf
v(x)
]Ye<_�Æ@Áh¾VÁhÅ�ò~\�gÄe
	`e
�uÉk\bÆ@e`Áã]Ve

C2 Ò ¿Ye<^VÉÊÁãfKò~ÉÊÁÄ¿YÁÄ¿VfVÁ ψ(x)
�D¾KÅ<eV�D_

gh_<e
i�e<¾VÁÄ^YÁIÃE�V�1]Ve<_bÆ@ÁÄ¾VÁÇÅuÉk\bÆ+e<ÁÖ]Ye
C1 Ò ¿Ve<^YÉÊÁÖfYòÄÉÊÁÄ¿VÁh¿VfVÁ h(y) f òó\�Å`ÁÄÉ�Ék\bÆ@e<Á!]Ve C0 Ò

¿Ve`^VÉÊÁÖfKò~ÉÊÁÄ¿YÁÄ¿VfVÁ
h̃(t)
� �#¾VÁÄ_`fPÃL¿VeV�1¾YÅ`euÉÊe�Oã¿Ve e
�h^+\`¿VfV¾YfYÅ
�

C4 Ò ¿Ve`^VÉXc�_<e`òÄÉXc1�mÁÄ¿Vf^� v
dZe<¿VgÇÅb\`¿YÅ`e
�

ε2

f�_`À3	<^+\�Å��
τ1
Åb\�dF�ó¾YÅ<e�	<À�_<ebÒ ]VÁh^V_<ÀÏa°�

f ′′(0) > 0
�ó\Â_<e�ÒÔ_`Å<e`^VÀÏa°�ó_<ÀÂ^+\�O�Áh¿VfVÁ��

_<ÀÂ¾YfVgÇÆ@Áh¿V¿Ve<Á�ÃVÆ��
f(x)
\`¿V\bÆ@e
�hfV¾V¿Ve¶� zK�Ñ}V��}@�Ç�Le`Å~Æ@fV¾+\�Æ@e<g���e`Å¶� zK�Ñ}V�Ñ}
��¿YÁ¹	<e�Æ@ÁhÁ`�°¾VÁÄÉ»¿+\ m

3]V^Yf
t ∈ [0, τ1]

�
y&\`d?	<ÀÏÆ@e e`Å`ÉÊÁÄ¾VÁh¿Veo_`ÀÛÐ�Á`�!\`¿V\bÆ@e
�hfV¾V¿Ve ÉÊe�Oã¿Ve�]Ve`ghÅ`cP]VfKÅ
�Üg ÃL^Yc1�hfVÉ +hdY^+\��V¿VfYÉ¥+
fV¿KÅ<Á��h^+\bÆ@e`ÉÂ�8ÚÖÀ gÄ¾VfYÅb\�ÁÄÉÂ�Ï¾KÅ<e¹ÃVÆ���e�	<e<fKa +ÇdV^+\��V¿YfKa�+ÖfV¿YÅ`Á��Ä^V\bÆ@e<_u]Ye~Ã@e
	<^+\`¿V\ e
	���\��
_<ÁIÆ@fV¾VfY¿+\

τ1
f{Åb\`d�O�Á�e
	���\���dZe<¿YghÅb\`¿YÅb\

ε2

�Ñ�ØÅ<ÉÊÁhÅ`fVÉ�Åb\`d�O�Á��m¾YÅ`epfYò�ÃLe<dP\�òó\�¿V¿Ve
�he
gIÆ@ÁIÃ@c`ÁhÅ���¾KÅ<e

ρ′(0) = +∞ Ã+Æ��0Æ�i�	<e
�§Í&cP¿Vd��VfVf
f(x)

�
f ′(0) = 0

�
f ′′(0) > 0

Û
\«fVÉÊÁh¿V¿Ve(Åb\�dVfVÁ�ÍlcP¿Vd��YfVf ^+\�gÄgÄÉk\bÅ<^VfV_<\�i Å`gq��_ Å`^+\`ÁhdYÅ<e<^Y¿VÀÏa ò~\�Ã°\ó¾+\ba,ÃVÆ��SgÄfVgÇÅ<ÁÄÉ g
¿VÁh_<ÀÂ^Ve�O�ÃLÁÄ¿V¿YÀÂÉÊf�e<ghe
	<ÁÄ¿Y¿Ve<ghÅ��YÉÊfF�

� ���}�ÂËB\`ghgÄÉÊe`Å`^VfVÉ�Å`ÁÄ]VÁh^��ãe`dV^VÁÄgÇÅ<¿Ve`ghÅ
��Å<e<¾VdYf
t = T

�
ñl^VÁ�O	ÃLÁÂ_`gÄÁ��he�e�Å<ÉÊÁhÅ`fVÉÂ�Z¾YÅ<e�fVgh]Ve�Æ��`òhc��	Æ@ÁÄÉÊÉXc	zK���K��}V�`ÉÊecO�¿Ve&_<ÀÂ¾VfYgÇÆ@fYÅ��m]V^YÁIÃLÁIÆ@À

ρ′0(T )
f
ρ′(T )
�YwØ¾VfYÅ<ÀÂ_<\��F�@¾YÅ`e

ρ′0(T )
]Ye�Æ@e�OãfKÅ<ÁÇÆ��<¿+\	f!Å`eV�+¾YÅ<e
òó\`_`fVgÄfVÉÊe`ghÅ
��]V^VÁ ÃLÁÇÆL\

ρ′(T )
e�Å

|<|��



òÄ¿+\ó¾VÁÄ¿Vf���]V^Ve<fKò~_<eÄÃL¿VÀÏaÖÍlcP¿Vd��VfYf
f
¿VÁÄ]V^YÁÄ^VÀÂ_<¿V\��F�°ÉÊecO�¿Ve	_<À3	<^V\�Å
�
Åb\`dZe<Á

ε3

�+¾YÅ<eãÁÄgÇÆ+f
||v||C4 < ε3

�VÅ<e
f
ρ′(T )

]Ye�Æ@e�OãfKÅ<ÁÇÆ��<¿+\Y�
[#Å<eæ]V^Ve`fVg a.eÄÃLfYÅ#_ e<dY^VÁÄgÇÅ<¿Ve<gÇÅ<f�Å`e<¾VdVf

T y ËB\`ghgÄÉÊe`Å`^VfVÉ¹_<ÀÂ^+\�O�ÁÄ¿VfVÁÀ� zP���Y���@�@Ã+Æ���ÍlcP¿Vd��YfVf
_<^V\���Áh¿Vf��FÈ

ρ′(t) =
4

L

π/2∫

0

ϕ(t2 sin2 s+ f(x0) cos2 s)ds

︸ ︷︷ ︸
I1(f ;t)

+
4t

L

π/2∫

0

ϕ′(t2 sin2 s+ f(x0) cos2 s) · 2t sin2 sds

︸ ︷︷ ︸
I2(f ;t)

,

Ö ÃLÁhg�� ]VÁh^V_<e<Á»gÇÆ@\��I\`ÁÄÉÊe`Á
I1(f ; t)

�V_bÆ��VÁÇÅ<gq�ofV¿YÅ<Á �Ä^+\�Æ@e<Éèe`Å ¿YÁÄ]V^VÁh^VÀÂ_<¿Ve�� ÍlcP¿Vd��VfVfµ�
yl^Ve<ÉÊÁ#Å`e
�ÄeY���hÅb\�ÍlcP¿Vd��Yf���_`g�i6Ã@c"]Ye�Æ@e�OãfKÅ<ÁÇÆ��<¿+\	fÖfVÉÊÁhÁhÅ�_<fPÃÍ� zK���Y���
�ÇÈ

ϕ(s) = (α′
1(s) − α′

2(s))
√
f(x0) − s

=

√
f(x0) − f(α1(s))

f ′(α1(s))
−
√
f(x0) − f(α2(s))

f ′(α2(s))

=

√
−f ′′(ξ1)

2
(α1(s) − x0)2

f ′′(λ1)(α1(s) − x0)
−

√
−f ′′(ξ2)

2
(α2(s) − x0)2

f ′′(λ2)(α2(s) − x0)

= −

√
−f ′′(ξ1)

2

f ′′(λ1)
−

√
−f ′′(ξ2)

2

f ′′(λ2)
,

� zP��}V��z
�

� ÃLÁ
ξi, λi ∈ [α1(s), α2(s)]

�
ËD\`gÄghÉÊe`Å<^VfYÉ Å<Áh]VÁÄ^��!_`Å`e<^Ve<Á	gÇÆ@\��I\`ÁÄÉÊe`Á

I2(f ; t)
�Fñ&^Yf�Ã@e<dP\�òó\�Å`ÁÇÆ��`ghÅ<_`Á
Æ@ÁhÉÊÉÊÀ�zK���Y�Ñ}Ì	<ÀÏÆ

¿+\��PÃLÁÄ¿�_�Å`e<É ¾VfVgÇÆ+Á!f«Á �Äe¹]V^VÁ ÃLÁÇÆ�]V^Vf
t → T

�Bñl^Vf�ÃLe<dP\�òó\bÅ<ÁÇÆ��<ghÅ`_<ÁÖfYgÄ]Ve�Æ��`ò~e<_<\bÆ@e<g �
Í�\`dYÅ`fV¾VÁhgÄdVfS\`ghfVÉÊ]YÅ<e�Å<fV¾VÁhgÄdZe<Á ^+\�òÇÆ@e�O�ÁÄ¿VfYÁ�ÍlcK¿Yd��VfVf

ϕ′(u)
]Y^Vf

u → T 2 = f(x0)
�8\

fVÉÊÁh¿V¿VeV��	`ÀÏÆL\!¿V\��PÃLÁh¿+\P� ÆL\�_<¿+\�� ¾+\`gÇÅ
�N�hÅ`e
�ÄeÖ^+\�òhÆ+ecO�ÁÄ¿Vf��µ�Nñ&^YÁIÃLgÇÅb\`_<fVÉ��ÇÅ`c¹ÍlcP¿Vd��Vf�i
¿VÁhÉÊ¿Ve
�he�_ÖÃL^Yc1�Äe<É0_<fPÃ@Á`�>x�Æ����hÅ<e��Äe¹ÉÊÀ�]VeÄÃL]V^+\`_`fVÉpÆ@ÁÄÉÊÉÊÀ zK���Y��z�f zP���Y��Þ�gIÆ@ÁIÃ@c1ir��fVÉ
e
	`^+\�ò~e`ÉÂÈ

x2

x1
= −

√
f ′′(ξ1)

f ′′(ξ2)
,

x1

x2
= −

√
f ′′(ξ2)

f ′′(ξ1)

|x2| − |x1|
|x1||x2|

= −1

3

f ′′′(ζ1) + f ′′′(ζ2)
(
f ′′(ξ1)
f ′′(ξ2)

)3/2

f ′′(x0)

(
1 +

(
f ′′(ξ1)
f ′′(ξ2)

)1/2
)(

f ′′(ξ1)
f ′′(ξ2)

)1/2

� zP��}V��Þ@�

Ö ÃLÁhg��
ξ1, ζ1 ∈ [x1, x0]

�
ξ2, ζ2 ∈ [x0, x2]

ÛÜ¿VÁÄdZe`Å`e<^VÀÂÁ�]V^Ye<ÉÊÁ O
cZÅ<e<¾V¿YÀÂÁ�Å<e`¾VdVfÍ� ]V^VfV¾VÁhÉ
ξiÅ`ÁlO�Á`�+¾YÅ`e�f!_P� zK�Ñ}V��z
�/�I�

×:g~\�ÉÊe<É�ÃLÁIÆ@Á`�
s = f(xi(s)) = f(x0) +

f ′′(ξi)

2
x2
i ,

|<|ó�



e`Å`dYc~Ã°\
f ′′(ξ1)x

2
1 = f ′′(ξ2)x

2
2

f�gÇÆ+ÁIÃLe<_<\�Å<ÁIÆ��<¿VeV�+cP¾VfYÅ`ÀÂ_.\��!ò~¿+\�dVfF�

x2

x1
= −

√
f ′′(ξ1)

f ′′(ξ2)
.

yl^Ve<ÉÊÁ#Å`e
�ÄeY�
s = f(xi(s)) = f(x0) +

f ′′(x0)

2
x2
i +

f ′′′(ζi)

6
x3
i ,

e`Å`dYc~Ã°\
f ′′(x0)(|x2| + |x1|)(|x2| − |x1|) =

1

3

(
f ′′′(ζ1)x

3
1 − f ′′′(ζ2)x

3
2

)

f
|x2| − |x1|
|x1||x2|

=
1

3

f ′′′(ζ1)x
3
1 − f ′′′(ζ2)x

3
2

f ′′(x0)(|x2| + |x1|)|x1||x2|

=
1

3

f ′′′(ζ1) − f ′′′(ζ2)
(
x2

x1

)3

f ′′(x0)(
x2

x1
− 1)(−1)x2

x1

= −1

3

f ′′′(ζ1) + f ′′′(ζ2)
(
f ′′(ξ1)
f ′′(ξ2)

)3/2

f ′′(x0)

(
1 +

(
f ′′(ξ1)
f ′′(ξ2)

)1/2
)(

f ′′(ξ1)
f ′′(ξ2)

)1/2
.

ñlÁÄ^YÁÄ]Vf�ÐmÁÄÉ�Åb\�d�O�Á�^+\�òhÆ+ecO�ÁÄ¿VfVÁ�� zK���K�Õ|~}@�Ï_�Ã@^Yc1�Äe<É(_<fPÃLÁ��°[lÁÇÅ<^Yc~ÃL¿Ve
_<fPÃ@ÁhÅ
�Y�L¾KÅ<e

f ′′(xi) = f ′′(x0) + f ′′′(x0)xi +
f (4)(ηi1)

2
x2
i

f(x0) − f(xi) = −f
′′(x0)

2
x2
i −

f ′′′(x0)

6
x3
i −

f (4)(ηi2)

24
x4
i

f ′(xi) = f ′′(x0)xi +
f ′′′(x0)

2
x2
i +

f (4)(ηi3)

6
x3
i

= f ′′(x0)xi +
f ′′′(ηi4)

2
x2
i

(f(x0) − f(xi))
1/2 =

√
2

2

√
−f ′′(x0)|xi| + gi(µ

i)x2
i





� zP��}V���
�

� ÃLÁ

gi(µ
i) = −1

2

2f ′′(µi)(f(x0) − f(µi)) + f ′(µi)2

2(f(x0) − f(µi))3/2
= (−1)i(pi + qi|µi|)

Ö ÃLÁhg��
µi = µi(x) ∈ [x1, x0]

fPÆ@f
[x0, x2]

gÄe<e`Å`_<ÁhÅ`ghÅ`_<ÁÄ¿V¿YeV�
µi = µi − x0

�L\
pi
f
qi
ò~\`_<fVgq�KÅ

e`Å�òÄ¿+\ó¾VÁÄ¿Vf���]V^Ve`fYò~_<eÄÃL¿YÀÏa Í&cP¿Vd��VfVf
f
�F_<ÀÂ¾VfYgÇÆ@Áh¿V¿VÀÏa�_!¿YÁÄgÄdZe�Æ��<dVfKa¤]V^Ve`ÉÊÁ O
cPÅ`e<¾V¿VÀÏa

Å`e<¾VdP\ba°�

|<|ó�



ñle
\`¿+\bÆ+e
�ÄfVf!g»� zP���Y�±|<|hÒ zK���Y�Õ|~�@�6]Ve�ÆVcK¾YfVÉÂÈ
ϕ′(t2) = A1(t) − A2(t),

� ÃLÁ
Ai(t) = −2f ′′(xi)(f(x0) − f(xi)) + f ′(xi)

2

2f ′(xi)3
√
f(x0) − f(xi)f

xi = αi(t
2)
�
xi = xi − x0

�
ô1Æ@Á ÃLe<_.\bÅ<ÁÇÆ��<¿VeV�+cP¾VfYÅ`ÀÂ_.\��!Åb\`d�O�Á�� zP��}V���
�I�V]Ve�Æ+cP¾VfYÉÂÈ

Ai(t) =
A+ Ai1xi + Ai2x

2
i + Ai3x

3
i

B|xi| +Bi
1xi|xi| + Bi

2x
2
i |xi| +Bi

3x
3
i |xi| +Bi

4x
4
i |xi| +Bi

5x
5
i |xi|

,
� zP��}V���@�

� ÃLÁ
A,B
Û�¿VÁÄdZe`Å`e<^VÀÂÁ
dPe`¿VghÅb\`¿KÅ<Àl�>òó\`_<fYgq����fYÁ�e`Å�òÄ¿+\ó¾VÁÄ¿Vf���]V^Ve`fYò~_<eÄÃL¿YÀÏa Í&cP¿Vd��VfVf

f_�Å<e`¾VdZÁ
x0

�@\
Aij, B

i
k

�
i = 1, 2

�
j = 1..3

�
k = 1..5

�6Ûo_<ÁIÆ@fV¾VfV¿YÀl�Lò~\`_<fVgq�^��fVÁ�e`Å	ò~¿+\ó¾VÁh¿Vf��
]V^Ye<fYò~_`e~Ã@¿VÀÏa�ÍlcK¿Yd��VfVf

f
_æ]V^Ve`ÉÊÁ O
cPÅ`e<¾V¿VÀÏa�Å`e<¾VdP\bag� _�e
	��mÁÄÉ�gIÆ+cP¾+\`Á��óÆ+Á O	\��mfKa�ÉÊÁ O�Ã@c

x1

f
x2

�Ïf!e`Å
µ1 ∈ [x1 − x0]

�
µ2 ∈ [0, x2 − x1]

�@ñl^Ve`fYò~_<eÄÃL¿YÀÂÁ�	`ÁÄ^YcZÅ<gq��ÃLe	}�Ò0�he	]Ve<^@�PÃLdP\Y�
x�\bÆ@ÁhÁ`��^+\�ò~¿Ye<ghÅ��

ϕ′(t2) = A1(t) − A2(t)
gp]Ve<ÉÊe��¹�
i ^V\�òhÆ@e�O�Áh¿Vf��ß� zK�Ñ}V���
� ÉÊe�Oã¿Ye

]V^YÁIÃLgÇÅb\`_<fYÅ���gÇÆ@Á Ã@c1i��mfVÉ:e
	<^+\bò~e<ÉÂÈ
A+ A1

1x1 + . . .

B|x1| +B1
1x1|x1| + . . .

− A+ A2
1x2 + . . .

B|x2| +B2
1x2|x2| + . . .

=
AB(|x2| − |x1|) +B(A1

1x1|x2| − A2
1x2|x1|) + A(B2

1x2|x2| − B1
1x1|x1|) + . . .

|x1||x2|(B2 +B(B1
1x1 +B2

1x2) + . . . )

=

A
B

|x2|−|x1|
|x1||x2| + 1

B
(−A1

1 − A2
1) + . . .

1 +
B1

1

B
x1 +

B2
1

B
x2 +

B1
1B

2
1

B2 x1x2Ö ÃLÁhg���ÉÊ¿Ye
�Äe`Å`e<¾Vf��YÉÊf�e
	<e�ò~¿+\ó¾VÁh¿VÀ ¾KÆ@ÁÄ¿YÀ0_`ÀÂg Ð�fPa�]Ve<^@�ZÃLdZe<_V�°ñ&e`¿��YÅ`¿VeV�L¾YÅ<e"]VebÆ��`òÄc��Vg �
� zK��}Y���
�I�&ÉÊecO�¿Vep]Ye�Æ+cP¾VfYÅ���]V^VÁIÃ@ghÅb\`_�Æ+ÁÄ¿VfVÁ

ϕ′(t2) = A1(t) − A2(t)
f�_��Y_<¿Ve<É�_`fPÃLÁ`�

ñle�Æ���òÄc��Yg�� Å`ÁÄ]VÁh^��t� zK�Ñ}V��Þ@�Ç��ÉÊe�Oã¿Ye g ÃLÁIÆL\�Å
� _<ÀÂ_`e~Ã>�m¾YÅ`e
ϕ′(t2)

¿VÁh]V^VÁÄ^YÀÂ_<¿Vepòó\�_<fVgÄfKÅ
e`Å

x1

�Ê]V^Ye<fYò~_`e~Ã@¿VÀÏa ÍlcK¿Yd��VfVf
f
_<]PÆ@e`Å���ÃLe }�Ò4�F�X_<ÀÂ¾VfYgÇÆ@Áh¿V¿VÀÏa�_¤¿VÁhdZe`Å<e<^Ye
�Ü� Ék\bÆ@e
���

e<dY^VÁÄgÇÅ<¿Ve<gÇÅ<f�e`gÄe
	<e���Å`e<¾VdVfµ�°\�Åb\`d^O�Á&e`Å
µ1 � µ2 �

ÎB\`d"¾YÅ<e�ÉÊe�Oã¿Ve�]Ye<ghÅ�cK]YfYÅ
��gIÆ@ÁIÃ+c^ir��fVÉ:e�	<^+\�òÄe<ÉÂÈ
|���ñ#c`ghÅ
�

0 < m < min
[−T,T ]

ρ′0(t)
�

���lÚÖÀ§¿V\�¾YfV¿+\`ÁhÉ�g
ϕ′(t2)

�F_<ÀÂ¾VfVgIÆ@ÁÄ¿Y¿Ve
� ]V^Vf
v = 0

�LÅ���Á��
f = f0

�4×ÏÀ3	`ÁÄ^VÁhÉ
ε > 0

Åb\`dF�
¾YÅ`e
	<À

ϕ′(t2)
�L^V\`gÄghÉk\�Å<^VfY_.\`ÁÄÉk\2��dP\`d�ÍlcP¿Vd��Vf^�

xi
�
µi
f�]V^Ye<fYò~_`e~Ã@¿VÀÏa

f
_<]KÆ@e�Å
�
Ã@e

}�Ò4�F�PdK\�d"Í&cP¿Vd��Vf��"ÉÊ¿Ve��ÄfKaã]VÁÄ^YÁÄÉÊÁÄ¿Y¿VÀÏa"Ék\bÆ+e�fYò~ÉÊÁh¿��KÆ@\`g���]V^Yf"fYò~ÉÊÁh¿VÁÄ¿VfYf!dP\�O�ÃLe
�
fYò#]VÁÄ^VÁhÉÊÁÄ¿V¿YÀÏa"¿VÁ�	<e�Æ@ÁhÁØ¾VÁhÉ ¿V\

ε
��+ÄÚ�\bÆ@e�fYò~ÉÊÁh¿��KÆL\�g��c+Øe`òÄ¿+\ó¾+\`ÁÇÅ�¿VÁÀ	`e�Æ@ÁÄÁ ¾VÁÄÉ�¿+\

¿VÁhdZe`Å<e<^Kc^i§Í&fVdZgÄfV^Ve`_.\`¿V¿Yc1i0dZe<¿VghÅb\�¿YÅ`c`�µ_<À3	<^V\`¿V¿Yc1i�Åb\`dF�@¾YÅ`e
	<À
|I2(f ; t) − I2(f0; t)| <

m

2
.

|��`Ý



�#ghÅb\�Æ@e<g���_<À3	<^+\bÅ
�
ε
�

ñl^Vf�¿VÁÄe
	~a<e~Ã@fVÉÊe<ghÅ`f�cKÉÊÁh¿���Ð�\��
ε
��\`¿+\�Æ@e
�ÄfY¾V¿VeØ]Ye�Æ+cP¾VfVÉÂ�b¾YÅ<e

ϕ(t2)
dP\`dmÍlcP¿Vd��Yf���e`Å

]V^Ye<fYò~_`e~Ã@¿VÀÏa
f

� zP��}V��z
�ÏdP\`dÖÍ&cP¿Yd��Vf��ÖÉÊ¿Ve
�hfKa!]VÁÄ^YÁÄÉÊÁÄ¿Y¿VÀÏaÍ�
f ′′(ξ1)

�
f ′′(ξ2)

�
f ′′(λ1)

�
f ′′(λ2)

�BÉk\�Æ@e&fYò~ÉÊÁh¿��VÁÇÅ<gq��]Y^Vf�fKò~ÉÊÁÄ¿YÁÄ¿VfVf�dP\�O	Ã@e
�	fYòæ]VÁÄ^VÁhÉÊÁÄ¿V¿YÀÏaã¿YÁr	`e�Æ@ÁÄÁ�¾VÁhÉ�¿+\
ε
�ø+~Ú�\�Æ@ec+#e`ò~¿V\�¾V\`ÁhÅ
Åb\`dF�+¾YÅ`e
	<À

|I1(f ; t) − I1(f0; t)| <
m

2
.

�
�ã×ÏÀ3	<Áh^VÁÄÉ Åb\`dYc1i e<dV^VÁhghÅ<¿Ye<ghÅ��
(a, b)

Å<e<¾VdYf
x0

0

�8¾KÅ<e
	<À |a − b| < ε/2
f |f (i)

0 (x) −
f

(i)
0 (x0

0)| < ε/2
ÃVÆ��"_<ghÁÇa

i = 0..4
f�ÃVÆ��"_<ghÁÇa

x ∈ [a, b]
�VÙÏÁhòle��Ä^+\`¿YfV¾VÁÄ¿Yf���e
	��m¿Ve<ghÅ`f

ÉÊe�O�¿Ve	gÄ¾VfYÅb\bÅ
�
f0(a) = f0(b)

�
}@��ñ#c`ghÅ
�

δ =
f0(x0

0)−f0(a)

4

f ||v||C4 < δ < ε/2
�

z��ÂÎDe
� Ã°\�Ã+Æ���Æ�iÀ	<e
�he
t2 ∈ [f0(a) + δ, f0(x

0
0)]
cP^+\`_`¿VÁÄ¿VfYÁ

f(x) = t2

fVÉÊÁhÁhÅãe
	.\�dZe<^V¿��!¿+\	e`Å`^VÁhòÄdPÁ
[α1(f0(a) + δ), α2(f0(a) + δ)] ⊂ [a, b].

Þ
�æô1Æ+ÁIÃLe<_<\�Å<ÁIÆ��<¿VeV�@]VebÆL\��I\��
τ2 = 3δ

�+]Ve�Æ+cP¾VfVÉÂÈKÃVÆ��"Æ�iÀ	<e��Äe
t2 ∈ [T − τ2, T ]

|xj(t2) − x0
1(t

2)| ≤ |a− b| < ε,

|f (i)(xj(t
2)) − f

(i)
0 (x0

j(t
2))| ≤ |f (i)(xj(t

2)) − f
(i)
0 (xj(t

2))|

+ |f (i)
0 (xj(t

2)) − f
(i)
0 (x0

j(t
2))|

≤ |v(i)(xj(t
2))| + ε

2

≤ ||v||C4 +
ε

2
≤ ε

2
+
ε

2
= ε,Ö ÃLÁhg��

i = 0..4
�
j = 1, 2

�
���æô1Æ+ÁIÃLe<_<\�Å<ÁIÆ��<¿VeV�L]VeÄÃLgÇÅb\`_�Æ��^�

f (i)(xj(t
2))
�
xj
�
µj
_
_<ÀÂ^+\�O�Áh¿VfVÁØÃ+Æ��

ϕ′(t2)
�L]Ye�Æ+cP¾VfVÉÂ�

¾YÅ`eã_<ÀÂ]Ye�Æ@¿VÁh¿Ö]F�L���Ç�YÅ��ÑÁ
|I1(f ; t) − I1(f0; t)| <

m

2

|I2(f ; t) − I2(f0; t)| <
m

2ôÏdKÆ@\�ÃLÀÂ_.\���Å`ÁÄ]VÁh^��
I1(f ; t)

f
I2(f ; t)

�Yc1	<Á�O	ÃL\`ÁÄÉÊgq�µ�L¾KÅ<e»�hÅb\�gÇcPÉÊÉk\
]VebÆ@e�OãfYÅ`ÁÇÆ��`¿+\YÈ
|(I1(f ; t) + I2(f ; t)) − (I1(f0; t) + I2(f0; t))|

≤ |I1(f ; t) − I1(f0; t)| + |I2(f ; t) − I2(f0; t)| <
m

2
+
m

2
= m

⇒I1(f ; t) + I2(f ; t) > I1(f0; t) + I2(f0; t) −m

= ρ′0(t) −m ≥ min
[−T,T ]

ρ′0(t) −m = 0.

|��K|



J6Å`e �I\`^+\`¿YÅ`fV^Yc`ÁhÅ ]Ve�Æ@e�O�fYÅ<ÁIÆ��<¿Ve`ghÅ
� ]V^Ye<fYò~_`e~Ã@¿Ve
� ÍlcP¿Vd��VfVf _`^+\���Áh¿Vf�� _
Í&fVdZgÄfY^Ve<_.\`¿Y¿Ve
�!e<dV^VÁhghÅ<¿Ye<ghÅ`f�Å<e<¾YdVf

t = T
È
[T − τ2, T ]

�
� �����}�ÿ�#ghÅb\�Æ@e<g��
]Ve<¿^�YÅ
�Y�+¾YÅ<e�]V^Ve<fVg a<eÄÃLfYÅ�]Y^Vf

t ∈ [τ1, T − τ2]
�

�#Åb\`dF�+]Kc<ghÅ��
t ∈ [τ1, T − τ2]

�
∆ = T 2 − (T − τ2)

2 �VdZe<¿YghÅb\`¿YÅ`À y1 < y2

_<À3	`^+\`¿VÀSÅb\`dF�+¾YÅ`e
f0(y1) = f0(y2) = T 2 − ∆

2
=: β2 �+ËB\bòhÆ@e�O�fVÉ ρ0(t)

_
gÇcPÉÊÉXc"Å<^VÁIa!fV¿YÅ<Á �Ä^+\�Æ@e<_VÈ

ρ0(t) =
2t

L

x2∫

x1

dx√
f0(x) − t2

=
2t

L




y1∫

x1

+

y2∫

y1

+

x2∫

y2


 dx√

f0(x) − t2
.

ÎDe
� Ã°\
d1(f0, t) :=

d

dt


2t

L

y2∫

y1

dx√
f0(x) − t2


 =

2

L

y2∫

y1

f0(x)dx(√
f0(x) − t2

)3

� zP��}V���@�

ñle<ghdPebÆ��<dYc�]VeÄÃLÀÂ¿KÅ<Á��h^+\bÆ��`¿Ve<Áp_<ÀÂ^V\�O�ÁÄ¿YfVÁ�_Ë� zK�Ñ}V���@�u¿VÁÄ]Y^VÁÄ^VÀÂ_`¿Ve{òó\�_<fVgÄfKÅ�e`Å
f0(x)
�

t
\�� zK�Ñ}V���@��]V^Vf§Æ�iÀ	<ÀÏa

t ∈ [τ1, T − τ2]
�Y_�Æ��YÁhÅ<gq�{fV¿YÅ`Á��Ä^V\bÆ@e<É�	<ÁÇò�e<ghe
	<Áh¿V¿Ve<gÇÅ<Á���g

Í&fVdZgÄfY^Ve<_.\`¿Y¿VÀÂÉÊf¤]Y^VÁIÃLÁIÆL\`ÉÊf¤fV¿YÅ<Á �Ä^VfY^Ve<_.\`¿Yf��F�4Å<e�gÇc1�mÁÄgÇÅ<_`c`ÁhÅ�Åb\`dZe<Á
ε4 > 0

�F¾YÅ`eÖ]Y^Vf
||v||C0 < ε4

f�_<ghÁÇa
t ∈ [τ1, T − τ2]

_<ÀÂ]Ve�Æ@¿YÁÄ¿Ve��
m = min

[−T,T ]
ρ′0(t)

�IÈ

|d1(f, t) − d1(f0, t)| <
1

2
m

� zK�Ñ}V�±|óÝ@�
Ì ¿+\bÆ@e
�hfV¾V¿Ve�]Y^VÁÄe
	`^+\�ò~e`_.\`¿Vf��YÉ � zK���Y�±|c�Ç�g� zK���Y�Ñ}
�Ç��gÄ¿Ye<_.\ _<e`gÄ]Ve�Æ��`ò~e<_<\`_�Ð�fYg���Í&e<^VÉXcóÆ@e
�
� zK���K���@�I�V]Ve�ÆVcK¾YfVÉÜ�

α1(s)
�
α2(s)

ÛodZe<^V¿Vf�cP^+\`_<¿VÁh¿Vf��
f0(x) = s

�ÇÈ

2t

L

y1∫

x1

dx√
f0(x) − t2

=
2

L

f0(y1)∫

f0(x1)

tα′
1(s)ds√
s− t2

=
2

L

β2∫

t2

tα′
1(s)ds√
s− t2

2t

L




y1∫

x1

+

x2∫

y2


 dx√

f0(x) − t2
=

2

L

β2∫

t2

t(α′
1(s) − α′

2(s))ds√
s− t2

=
2

L

β2∫

t2

t(α′
1(s) − α′

2(s))
√
β2 − s√

(β2 − s) (s− t2)
ds

=
4t

L

π/2∫

0

ψ(t2 sin2 s+ β2 cos2(s))ds,

|��<�



� ÃLÁ
ψ : [t2, β2] → R

�
ψ(s) = (α′

1(s) − α′
2(s))

√
β2 − s.

ÎDe
� Ã°\

d2(f0, t) :=
d

dt


2t

L




y1∫

x1

+

x2∫

y2


 dx√

f0(x) − t2


 =

=
4

L




π/2∫

0

ψ(t2 sin2 s+ β2 cos2(s))ds

+ 2t2
π/2∫

0

ψ′(t2 sin2 s+ β2 cos2(s)) sin2 sds




� zK�Ñ}V�±|<|c�

��	<e`òÄ¿+\ó¾VfVÉ
u := t2 sin2 s + β2 cos2(s) ∈ [t2, β2] ⊂ [τ 2

1 , β
2]
�ÖÎDe
� Ã°\ √

β2 − u =
√
β2 − t2 sin2 s− β2 cos2 s =

√
β2 − t2 sin s

f»]Ve
�ÇÅ<e<ÉXc,]VeÄÃLÀÂ¿YÅ<Á �Ä^+\�Æ��<¿Ve<Á _<ÀÂ^+\2O�ÁÄ¿VfYÁ
_	]VÁh^V_<e<É(gÇÆL\��I\�ÁÄÉÊe<É(_<ÀÂ^+\�O�Áh¿Vf���� zP��}V�±|<|c�1]V^VfVÉÊÁÇÅ�_<fPÃ>È

ψ(u) =

(
1

f ′
0(α1(u))

− 1

f ′
0(α2(u))

)√
β2 − t2 sin s

ñleÄÃLÀÂ¿YÅ`Á��Ä^V\bÆ��<¿Ve`Á�_<ÀÂ^V\�O�ÁÄ¿YfVÁl_<e	_`Å<e`^Ve<É gÇÆL\��I\�ÁÄÉÊe<É(_<ÀÂ^+\�O�Áh¿Vf��´� zK��}Y�Õ|<|��6]V^VfVÉÊÁÇÅ
_<fPÃNÈ

ψ′(u) = (α′′
1(u) − α′′

2(u))
√
β2 − u sin2 s− α′

1(u) − α′
2(u)

2
√
β2 − u

sin2 s

=

(
− f ′′(α1(u))

(f ′(α1(u)))3
+

f ′′(α2(u))

(f ′(α2(u)))3

)√
β2 − t2 sin3 s

−
(

1

f ′(α1(u))
− 1

f ′(α2(u))

)
sin s

2
√
β2 − t2

wØ¾VfYÅ<ÀÂ_<\��F�+¾YÅ`e

• ¿V\�ÉÊ¿Ve�O�ÁhghÅ<_`Á M := [x1, y
′
1] ∪ [y′2, x2]

]V^Ve`fYò~_<eÄÃL¿V\���ÍlcP¿Vd��YfVf
f0

e`ÅÄÃLÁIÆ@ÁÄ¿+\�e�Åã¿YcóÆ��
�
y′1
�
y′2
¿V\��PÃLÁh¿VÀpfYò&c<gIÆ@e<_<f^�

f(y′1) = f(y′2) = T 2 − ∆
4

�a

• α1(u), α2(u) ∈M

�+ÁhgÇÆ@f
α0

1(u), α
0
2(u) ∈ [x1, y1] ∪ [y2, x2]

f ||v||C0 < ∆
4




• ]Ye~Ã@ÀÂ¿YÅ<Á �Ä^+\bÆ��<¿VÀÂÁ�ÍlcP¿Vd��YfVf(_�_`ÀÂ^+\�O�Áh¿VfVf�Ã+Æ�� d2(f0, t)
¿YÁÄ]V^VÁh^VÀÂ_<¿Ve¹òó\�_<fVgq�YÅ e`Å

f ′
0(αi(u))

�
f ′′

0 (αi(u))



• t2 ≤ (T − τ2)
2 < T 2 − ∆

2
= β2 �YÅ��ÑÁ`� β2 − t2 > 0

�
�#Å<e��Äe	]Ve�Æ+cP¾VfYÉÂÈ+ghc
��ÁhghÅ<_�c<ÁhÅ

ε5 > 0
�
ε5 <

∆
4

�6Åb\`dZe<Á`�+¾YÅ`e�]Y^Vf ||v||C2 < ε5

fãÃ+Æ���Æ�i�	<e
�Äe
t ∈ [τ1, T − τ2]

|d2(f, t) − d2(f0, t)| <
1

2
m.

� zK�Ñ}V�±|��
�

|��`�



wØ¾VfYÅ<ÀÂ_<\���� zK�Ñ}V�±|óÝ@�Ç��� zK�Ñ}V�±|��
�Ç�Y]Ve�Æ+cP¾VfVÉÂÈ
|ρ′(t) − ρ′0(t)| = |d1(f, t) + d2(f, t) − (d1(f0, t) + d2(f0, t))|

≤ |d1(f, t) − d1(f0, t)| + |d2(f, t) − d2(f0, t)|

<
1

2
m +

1

2
m = m

⇒ ρ′(t) > ρ′0(t) −m ≥ 0.

�#Åb\`dF�
ε0

¿Yc
Oã¿Ve	_<À3	`fV^+\�Å���ÉÊÁh¿���Ð�fYÉ
ε1

�
ε2

�
ε3

�
ε4

�
ε5

�
δ
�

�#ò&Å<Áhe<^VÁÄÉÊÀ�zK��}Y�Õ|&f!gÇÆ@Á ÃLghÅ`_<f���zK���K����¿VÁhÉÊÁIÃ+Æ@Áh¿V¿Ve�_<À8Å<ÁhdK\�ÁhÅ
Q ûBí`îÊþ<úVì@ðDí :Fö�6>ö�6>ö ¡ x
|}vE~c��w1�1³Õ��y�~/�Ey}{lz �@Å Æ Å ½ Ç x@��¢@¿�w�w

ρ0(t)
w
ρ(τ)

|�~�®��^����y���z ⇔
f ′′0 (x0

max)

f(x0
max)

= f ′′(xmax)
f(xmax) Å

.�[/.�[ à e ` V hYd@b T�÷�ø1VYù�T ó T fcô ÷�ø b2d@b ù
; í
* ø í
Clù :Fö�:4ö õ+ö 4�x
|��Dµg®�~c| ��~����������K®
vX~�©D���2y��

g = 0 Å
½ Å 4�x
|��DµÌw1{�y y ��|q�F| w�|���y¸{��»�����·�
�����É�Ì|Ñ®��¦�
��{ly �À�E~q{

β
wF®�~���y���¿�w��uvE~�{

V (x) Å 4�x
|��Dµ
V (x) ? Ç x@��¢@¿�w1�Ý¢cv��
|�|}�

C4 Å ×�~c�¦�c�I®���wÜ��~c|��D����~�¥^��~H�2~qvEµ{`�~q{
h

���Ix��E~c����y
Q3 =

{HL = h} ~������À�
�
y�¢@��~/����~3²2¢
�2w�����vXy����D���l| w�| ��y}{ly b �
vEy¬�
��|Û��y ¢
~���~/��z({�®�~�� ³E~�� ��©Dw1{
®��¦�
��{ly �À�E~q{

γ = γ(h) Å
Ã Å 4�x
|��Dµ�w1{�y y ��|/�t| w�|���y}{l� b �
vXy0�
�Ü|Ê®��¦�
��{ly �À��~�{

γ Å ×�~c���c����v^�ëv�ª3��~c�¦~
β > 0

w
v�ª3�2~2�¦~é�2~c| �D����~�¥1��~é��~/vEµ{`�~c�¦~

h
¯4�2~qvXy yÊ¢
~���¢��Ey��D��z�yH~c�·�
����w�¥�y���w1�¤x@¢@�c¨2����z���w���y ±|�x@©�y�| ���2x@ª3� �D��¢@w�y�®�~���y ��¿�w���vEz
V (x) ° ¥1��~p| w�|���y}{l�Ê�����·�
�����É�í|�®����
�u{�y��À�
��{�w

β ° V (x)
���¶w�¨�~�²2��y0�E�¦y �Dw�¥^y�|�¢
~�{�x��E~c����y

Q3 = {HL = h} �À�
�
y�¢@��~q����~Ì²2¢
�2w����uvEy ���D���
|�w�| ��y}{�y b �
vEy¬�
��|Ò®����@��{ly �À�E~�{

γ Å
xme<dP\�ò~\�Å<ÁIÆ��<ghÅ`_<eãghÉÂ�+¿Vf�O�Á��

5�í
C�Clù :Fö�:Fö�!4ö 4�x
|��DµI®�~���y ��¿�w���v
V

| w�|���y¸{�z������·�
�����É��¯ �@Å ½ Å Ä ± ��~��É�2y�|�����y ����~P�@�
��y��
��xcv�ªo¯0�Ì²c��~�{o|¬v�x@¥^��yD{lzÝw1{ly�y}{�¢cv��
| | w�¥^y�| ¢@x@ª | w�|���y¸{�x b �
vXy0�
�K|g�2��x2{r�I|�~c�2®����c��ª3©Dw1{�w
�¬vE������z({�wl{l~�{�y����D��{�wDw���y¬��¿�w�w ±�Å ×�~c�¦�c� Ç x@��¢@¿�w1���¦�@��©�y ��w1�

ρ0(t)
²2��~���|�w�| ��y}{lz�� v^�Òv�ª3�2~c��~

w�¨�~�²2��y0�E�¦y �Dw�¥^y�| ¢
~c�¦~¹x��E~c���1�¶| �À��~2�¦~�{l~c��~���~������ ° ®���w�¥�y}{£®���w
β > 1

~c������~�¨��
��| �D��y � ° �»®���w
β < 1 ? x@�cz����
y�� Å
8­~�¢@�2¨2����y}v�µ
| ����~ Å J6Åb\�Æ+ÁÄÉÊÉk\mÃLe<dP\�ò~ÀÂ_<\`ÁhÅ`gq��]V^@�VÉÊÀÂÉ(_<ÀÂ¾VfVgIÆ@ÁÄ¿YfVÁÄÉÂÈ

ρ(t) ± 1 =
1

π

x2∫

x1

(β + tg2 x)t√
h− (β + tg2 x)t2

dx,

|���}



� ÃLÁ ± ghe<e`Å<_`ÁhÅ<gÇÅ<_`c`ÁhÅ"òÄ¿+\`dYc t �+ghÉÂ�(� zK���K���
�Ç��� zK���K���@�Ç�VgÇÅ<^F�±|óÝ.zP�

=
1

π

y2∫

y1

βt+ (1 − β)ty2

(1 − y2)
√

(h− βt2) − (h− βt2 + t2)y2
dy

� òó\�ÉÊÁÄ¿+\
sin(x) = y, a = βt, b = (1 − β)t, c = h− βt2, d = h− βt2 + t2)

=
1

π

y2∫

y1

a + by2

(1 − y2)
√
c− dy2

dy =

= − 1

π

√
c
d∫

−
√

c
d

b√
c− dy2

dy +
1

π

√
c
d∫

−
√

c
d

a+ b

(1 − y2)
√
c− dy2

dy =

=
1

π
√
d


−b arcsin

(
y√
c
d

)
+

(a+ b) arctg
(√

1− c
d

c
d
−y2 y

)

√
1 − c

d




∣∣∣∣∣∣∣

√
c
d

−
√

c
d

=

=
1

π
√
d

(
−bπ +

(a+ b)π√
1 − c

d

)
=

= − 1√
h− (β − 1)t2

(1 − β)t± 1,

� ÃLÁ ± gh¿Ve<_.\	gÄe<e�Å<_<ÁÇÅ<ghÅ`_`c<ÁÇÅ�ò~¿V\`dYc t ��ØÅ<g i6Ã°\�gIÆ@ÁIÃ+c<ÁhÅ
ρ(t) =

(β − 1)t√
h− (β − 1)t2

.

ÎBÁh]VÁÄ^��
ÉÊe�O�¿Ve	_<ÀÂ¾VfVgIÆ@fYÅ��ã]V^Ve`fYò~_<eÄÃL¿Kc^i�È

ρ′(t) =
h(β − 1)√

(h− (β − 1)t2)3
.

M�Á��hdPe
_<fPÃ@ÁhÅ
�Y�+¾YÅ<e�e<¿+\�gÄe~aK^+\`¿��YÁhÅ
ò~¿+\�dÖ¿+\	_<ghÁÄÉ�e�Å<^VÁÇò~dZÁ�fKò~ÉÊÁÄ¿YÁÄ¿Vf��
t
�

ñl^Ve<fKò~_<Á Ã���ò~\`ÉÊÁÄ¿YÀ du
dx

=
√
β + tg2 x

�
τ = t√

h

��ÉÊecO�¿Ve ]V^VfV_`ÁÄghÅ`f�ÍlcK¿Yd��Vf�i _<^+\��mÁÄ¿Vf��
gÄfYghÅ<ÁhÉÊÀm� zP�Õ|<���@�Ïd�Å<e<ÉXc�e�	���ÁhÉXc"_<fPÃ@c`�+dZe`Å<e<^YÀ3��^+\`ghgÄÉk\�Å`^VfV_.\�Æ@gq��_`ÀÛÐ�Á�
�� ÃLÁ

f(u) =
1

β2 + tg2 x
, v(u) =

1

h

V (sin x)

β + tg2 x

� zP��zK�±|c�
5�í
C�Clù :Fö�:4ö�)Fö 4�x
|��DµÌ®�~���y ��¿�w��uv

V
|�w�| ��y}{lz�¯ �@Å ½ Å Ä ± wKw�¨�~�²2��y¬����y��Dw�¥�y | ¢@w��Kx��E~c��y ��µ

Q3
h =

{(S,R) = h} �D��¢
~c��z ° ¥^��~ ‖v‖C4 ≤ ε0

� v^�Ì��~c|��D����~�¥^��~ÿ{��uvE~c�¦~
ε0 ° ����y v(u) ~�®��Ey �2y¬v^�Ey���|q�gw�¨

¯ �@Åe�@Å ½ ±�Å ×�~c���c� Ç x@��¢@¿�w1���¦�@��©�y ��w1��|�w�| ��y}{�z
ρ (τ)

{l~���~���~c�����­®���w´�2~c®�x
|��Dw1{lz(³F¨2����¥�y���w1�^³
®����@��{ly �À�
�

τ Å 8Ñ��x
��w1{�wí|}vE~c���u{lw ° y |}v�w Ç x@��¢@¿�w1�
V

~c�4�@����w�¥^y ����®�~K��~/�@{�y ‖ · ‖C4 ° ��~¶®���w
�2~c| �D����~�¥1��~D��~/vEµ{`Dw1³�¨2����¥^y ��w1�1³

h
Ç x@��¢@¿�w1�¶�¦�
��©�y ��w1�¶| w�| ��y}{�zÜ¯ �@Å ½ Å Ä ± {l~���~c��~������ Å
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V ≡ 0
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V ∈ C4([−1, 1])

�mÅ<e0_<e<gh]Ve�Æ���ò~e<_.\�_�Ð�fVg �
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�F�
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ÉÊe<¿Ve�Å<e<¿V¿Ye
�F�
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V ∈ C4([−1, 1])
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V ∈ C3([−1, 1]) \ C4([−1, 1])
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