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ÂâåäåíèåÏîñòàíîâêà çàäà÷èÇàäà÷à î äâèæåíèè òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîéïëîñêîñòè � îäíà èç êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ ìåõàíèêè. Ýòà çàäà÷à â îïðåäå�ëåííîì ñìûñëå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå çàäà÷è î äâèæåíèè òÿæåëîãîòâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âñòàåò âîïðîñîá èññëåäîâàíèè âîçìîæíûõ èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àåâ. Èçâåñòíî, ÷òî â ýòîéçàäà÷å ñóùåñòâóþò àíàëîãè ñëó÷àåâ Ýéëåðà è Ëàãðàíæà. Îäíàêî ñëó÷àåâíåòðèâèàëüíîé èíòåãðèðóåìîñòè (ñêàæåì, àíàëîãà ñëó÷àÿ Êîâàëåâñêîé) ïîêàîáíàðóæåíî íå áûëî.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è àíàëèçà èíòåãðèðóåìûõ ñëó�÷àåâ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òåëà ýëëèïñîèäàëüíîé �îðìû (â ÷àñòíîñòè øàðà)íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè.Èçâåñòíû ðàçíûå ìåòîäû äëÿ èçó÷åíèÿ èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àåâ. Îäíèìèèç íàèáîëåå ïðîäâèíóòûõ è íàãëÿäíûõ ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû òîïîëîãè÷åñêîãîàíàëèçà: ñ ïîìîùüþ ýòèõ ìåòîäîâ èññëåäóþòñÿ ïåðåñòðîéêè èíâàðèàíòíûõìíîãîîáðàçèé (ìåòîä Ñ. Ñìåéëà), ñòðîÿòñÿ òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû (ìå�òîä À.Ò. Ôîìåíêî).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåèíòåãðèðóåìîñòè çàäà÷è (â ñëó÷àÿõ, îòëè÷íûõ îòàíàëîãîâ ñëó÷àåâ Ýéëåðà è Ëàãðàíæà) èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû Â.Â. Êîçëîâà,Ñ.Ë. Çèãëèíà, Ìîðàëèñà-�óèçà��àìèñà.Ýòîò âîïðîñ áûë èññëåäîâàí â ðàáîòå [14], [83], â êîòîðîé â ïåðâîì ïðèáëè�æåíèè ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó íàéäåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè.Âîïðîñ, ÿâëÿþòñÿ ëè íàéäåííûå óñëîâèÿ è äîñòàòî÷íûìè äëÿ èíòåãðèðóåìî�ñòè, ðàññìàòðèâàëñÿ â ðàáîòàõ [29], [8]. Â äèññåðòàöèè âî âòîðîì ïðèáëèæåíèèíàéäåíû áîëåå ñèëüíûå è ïðîñòûå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè, ÷òîïðèâîäèò ê âûðîæäåíèþ â äàííîé çàäà÷å äëÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ñëó÷àÿ3



Êëåáøà â òðèâèàëüíûé ñëó÷àé Ýéëåðà. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïîâåðõíîñòü òåëà- øàð, ìåòîäàìè äè��åðåíöèàëüíîé òåîðèè �àëóà äîêàçûâàåòñÿ îòñóòñòâèåíåòðèâèàëüíûõ ñëó÷àåâ èíòåãðèðóåìîñòè.Îáçîð ðåçóëüòàòîâ1) Äàí îáçîð ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ äîêàçàòåëüñòâà íåèíòåãðèðóåìîñòè ñè�ñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðèìåíÿåìûõ â çàäà÷àõ ìåõàíèêè.2) Äëÿ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå òÿæåëîãî äèíàìè÷åñêè ñèì�ìåòðè÷íîãî ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ (àíàëîã ñëó÷àÿ Ëàãðàíæà), áûëî âûïîëíå�íî: - ïîñòðîåíû áè�óðêàöèîííûå äèàãðàììû Ñìåéëà, îïèñàíû ïåðåñòðîéêèòîðîâ Ëèóâèëëÿ;- èññëåäîâàíû èçîýíåðãåòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ.3) Äëÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òÿæåëîãî òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà ñ ìàëûìèâîçìóùåíèÿìè ïîëóîñåé, äëÿ êîòîðîãî öåíòð ìàññ ñîâïàäàåò ñ ãåîìåòðè÷å�ñêèì öåíòðîì, áûëî ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ äîïîëíè�òåëüíîãî ìåðîìîð�íîãî èíòåãðàëà.4) Äëÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òÿæåëîãî äèíàìè÷åñêè è ãåîìåòðè÷åñêè ñèì�ìåòðè÷íîãî ýëëèïñîèäà, äëÿ êîòîðîãî ãëàâíûå öåíòðàëüíûå îñè èíåðöèè ñî�íàïðàâëåíû ñ ãëàâíûìè îñÿìè ýëëèïñîèäà-ïîâåðõíîñòè è öåíòð ìàññ êîòîðîãîëåæèò â ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè ýëëèïñîèäà-ïîâåðõíîñòè, áûëè ïîëó÷åíûíåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî èíòåãðàëà.5) Äëÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òÿæåëîãî íåîäíîðîäíîãî øàðà áûëè ïîëó÷å�íû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæå�íèÿ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè âïîëíå èíòåãðèðóåìîé.Ñîäåðæàíèå ðàáîòûÄèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòå�ðàòóðû.Âî ââåäåíèè îïèñàíà ïðåäìåòíàÿ îáëàñòü è öåëü íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè,4



äàí êðàòêèé îáçîð ðàáîò, ñâÿçàííûõ ñ èññëåäîâàíèåì èíòåãðèðóåìûõ è íåèí�òåãðèðóåìûõ çàäà÷ â äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà è ïðèâåäåíî êðàòêîå ñîäåðæà�íèå äèññåðòàöèè.Ñòàâèòñÿ çàäà÷à èññëåäîâàòü îáíàðóæåííûå èíòåãðèðóåìûå ñëó÷àè äëÿóðàâíåíèé äâèæåíèÿ, îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå òåëà ýëëèïñîèäàëüíîé �îðìûïî ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, à òàêæå íàéòè óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõèíòåãðàëû ñóùåñòâóþò. Åñòåñòâåííûå èíòåãðèðóåìûå ñëó÷àè, êîòîðûå çäåñüâîçíèêàþò, - ýòî ñëó÷àé Ýéëåðà, êîãäà ýëëèïñîèä âûðîæäàåòñÿ â øàð ñ ñîâ�ïàäàþùèìè ãåîìåòðè÷åñêèì öåíòðîì è öåíòðîì ìàññ, è Ëàãðàíæà, êîãäà ýë�ëèïñîèä äèíàìè÷åñêè è ãåîìåòðè÷åñêè ñèììåòðè÷åí. Ïîñêîëüêó â èçâåñòíîéëèòåðàòóðå äâèæåíèå àíàëîãà âîë÷êà Ëàãðàíæà íå ðàññìàòðèâàëîñü, òî èìå�åò ñìûñë íà÷àòü ðàññìîòðåíèå èìåííî ñ ýòîãî ñëó÷àÿ.Â ïåðâîé ãëàâå äàåòñÿ îáçîð ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ, èñïîëüçóåìûõ ïðè äîêà�çàòåëüñòâå èíòåãðèðóåìîñòè è íåèíòåãðèðóåìîñòè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ�íåíèé.Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå òÿæåëîãî òâåðäîãî äèíàìè�÷åñêè è ãåîìåòðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ýëëèïñîèäà ñî ñìåùåííûì âäîëü îñèñèììåòðèè öåíòðîì ìàññ íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Ñîãëàñíî ïðî�ãðàììå Ñìåéëà ïî èññëåäîâàíèþ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ ñèììåòðèåé ðàñ�ñìàòðèâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ìîìåíòà. Ñòðîÿòñÿ è êëàññè�èöèðóþòñÿ ïðè ðàç�ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ áè�óðêàöèîííûå äèàãðàììû. Äëÿ êàæäîé îá�ëàñòè áè�óðêàöèîííîé äèàãðàììû óñòàíàâëèâàåòñÿ ÷èñëî òîðîâ Ëèóâèëëÿ,èçó÷àþòñÿ ïåðåñòðîéêè ýòèõ òîðîâ. Îïèñûâàþòñÿ îñîáåííîñòè îòîáðàæåíèÿìîìåíòà, äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ èçó÷àþòñÿ îñîáåííîñòè ðàíãà 1 è2. Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå, êîãäà öåíòð ìàññ ñîâïàäàåò ñ ãåîìåòðè÷åñêèì, ñòðîÿò�ñÿ è êëàññè�èöèðóþòñÿ áè�óðêàöèîííûå äèàãðàììû â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí�ñòâå, à òàêæå èññëåäóþòñÿ ïåðåñòðîéêè òàê íàçûâàåìûõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõìíîãîîáðàçèé. 5



Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ýëëèïñîèä, áëèçêèé ê øàðó, ñ ìàëî îòëè�÷àþùèìèñÿ ïîëóîñÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå, â [14] áûëî äîêàçàíî, ÷òî íåîáõîäèìûåóñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà òàêîâû:(1) Öåíòð ìàññ ýëëèïñîèäà ñîâïàäàåò ñ åãî ãåîìåòðè÷åñêèì öåíòðîì(2) �ëàâíûå öåíòðàëüíûå îñè èíåðöèè ýëëèïñîèäà ñîíàïðàâëåíû ñ ãëàâ�íûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè îñÿìè ýëëèïñîèäà-ïîâåðõíîñòè(3) Âûïîëíåíî óñëîâèå Êëåáøà:
J1(B2 − B3) + J2(B3 − B1) + J3(B1 − B2) = 0, ãäå J1, J2, J3 - ìîìåíòûèíåðöèè òåëà, B1, B2, B3 - ãëàâíûå ïîëóîñè ýëëèïñîèäà - ïîâåðõíîñòè.Âñòàâàë âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå óñëîâèå è äîñòàòî÷íûì. Â îòëè÷èå îòðàáîòû [14], â äèññåðòàöèè áåðåòñÿ íå ãîìîêëèíè÷åñêîå ÷àñòíîå ðåøåíèå, à ýë�ëèïòè÷åñêîå. Ìåòîäîì äè��åðåíöèàëüíîé òåîðèè �àëóà íàõîäÿòñÿ óñëîâèÿ,ïðè êîòîðûõ ãðóïïà �àëóà äëÿ ëèíåàðèçîâàííîãî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè âîç�ìóùåííîãî óðàâíåíèÿ áóäåò àáåëåâà. Ïîñêîëüêó ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ÷àñò�íîãî ðåøåíèÿ - ýòî òîð ñ îäíîé îñîáîé òî÷êîé, òî äëÿ íåãî óñëîâèÿ òåîðåìûÌîðàëèñà-�óèçà��àìèñà ýêâèâàëåíòíû îäíîçíà÷íîñòè ðåøåíèÿ ïðè îáõîäåîêîëî ýòîé îñîáîé òî÷êè. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî èññëåäîâàòü óñëîâèÿ âû�ïîëíåíèÿ òåñòà Êîâàëåâñêîé�Ïåíëåâå â îêðåñòíîñòè ýòîé îñîáîé òî÷êè. Âïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷àþòñÿ óæå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû. Âî âòîðîì ïðè�áëèæåíèè óñëîâèå Êëåáøà âûðîæäàåòñÿ â òðèâèàëüíîå óñëîâèå: âñå ïîëóîñèýëëèïñîèäà ðàâíû.Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìè÷åñêè è ãåîìåòðè÷åñêè ñèì�ìåòðè÷íûé ýëëèïñîèä, äëÿ êîòîðîãî ãëàâíûå öåíòðàëüíûå îñè èíåðöèè ñîíà�ïðàâëåíû ñ ãëàâíûìè îñÿìè ýëëèïñîèäà-ïîâåðõíîñòè è ïðè ýòîì öåíòð ìàññëåæèò â ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè ýëëèïñîèäà-ïîâåðõíîñòè. Áåðåòñÿ ñòàöèî�íàðíîå ðåøåíèå, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò âðàùåíèþ òåëà âîêðóã âåðòèêàëüíîéîñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ. Çàòåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâà�þòñÿ â îêðåñòíîñòè ýòîãî ðåøåíèÿ è â ýòîé îêðåñòíîñòè àíàëèçèðóåòñÿ ñòðîå�6



íèå íîðìàëüíîé �îðìû. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè ïîëó÷àþòñÿïðèìåíåíèåì òåîðåìû Â.Â. Êîçëîâà [28], [11].Â ïÿòîé ãëàâå ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Êîâàëåâñêîé�Ëÿïóíîâà�Èîøèäû äëÿóðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå øàðà ñ ïðîèçâîëüíûì ðàñïðåäåëåíèåììàññ íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâà�þòñÿ òðè ðàçëè÷íûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèÿ. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ ïðèìåíÿåòñÿìåòîä Êîâàëåâñêîé�Ëÿïóíîâà�Èîøèäû, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àþòñÿ íåîá�õîäèìûå óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè. Â êîíå÷íîì èòîãå, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ýòèóñëîâèÿ îêàçàëèñü íàñòîëüêî æåñòêèìè, ÷òî ñóùåñòâóþò ëèøü àíàëîãè ñëó�÷àåâ Ýéëåðà è Ëàãðàíæà.Â çàêëþ÷åíèè êîðîòêî ñ�îðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.�åçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [25], [24] è äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíà�ðàõ è êîí�åðåíöèÿõ:
• Ñåìèíàð "Ñîâðåìåííûå ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû" êà�åäðû äè��åðåíöèàëüíîé ãåî�ìåòðèè è ïðèëîæåíèé ìåõ-ìàòà Ì�Ó ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðî�., àêàä. �ÀÍ À.Ò. Ôî�ìåíêî, ïðî�. À.Â. Áîëñèíîâà, ïðî�. À.Ñ. Ìèùåíêî, äîö. À.À. Îøåìêîâà, äîö.Å.À. Êóäðÿâöåâîé, 14.02.2007
• VI Ìåæäóíàðîäíûé ñèìïîçèóì ïî êëàññè÷åñêîé è íåáåñíîé ìåõàíèêå, Âåëèêèå Ëó�êè, 01-06.08.2007
• Õ Ìåæäóíàðîäíûé ñåìèíàð "Óñòîé÷èâîñòü è êîëåáàíèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì óïðàâ�ëåíèÿ", Ìîñêâà, 01-05.06.2008
• Ñåìèíàð "Èçáðàííûå çàäà÷è äèíàìèêè" êà�åäðû òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè è ìå�õàòðîíèêè ìåõ-ìàòà Ì�Ó ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðî�., ÷ë.-êîðð. �ÀÍ Ä.Â. Òðåùåâà,16.10.2008
• V Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ "Ïîëÿõîâñêèå ÷òåíèÿ", Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,03-06.02.2009
• Ñåìèíàð èìåíè Â.Â. �óìÿíöåâà êà�åäðû òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè è ìåõàòðîíèêèìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî �àêóëüòåòà Ì�Ó ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðî�. À.Â. Êàðàïå�òÿíà, ÷ë.-êîðð. �ÀÍ Â.Â. Áåëåöêîãî, ïðî�. ß.Â. Òàòàðèíîâà, 08.04.20097



�ëàâà 1Îáçîð ìåòîäîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿèññëåäîâàíèÿ èíòåãðèðóåìîñòè èíåèíòåãðèðóåìîñòè äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé1.1. Èíòåãðèðóåìîñòü äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.Çàäà÷à ïîèñêà èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àåâ â äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà áåðåòñâîå íà÷àëî ñ ðàáîò Ýéëåðà, Ëàãðàíæà, Ïóàíñî è äð. Áîëåå ïîäðîáíîå îïèñà�íèå èçâåñòíûõ èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àåâ ñì. â ðàáîòàõ [8], [38]. Íîâûé ïîäõîä,ñâÿçàííûé ñ èçó÷åíèåì òîïîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà áåðåò ñâîå íà÷àëî ñ ðàáîò
[44], [56], [2]. Äëÿ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìèñâîáîäû â ðàáîòàõ [52], [5] áûëà ïîñòðîåíà òåîðèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ â èíâàðèàíò�íîì âèäå èõ êëàññè�èöèðîâàòü.1.2. Íåèíòåãðèðóåìîñòü äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.Íàðÿäó ñ ìåòîäàìè èññëåäîâàíèÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ðàçðàáàòûâàëèñüè ìåòîäû äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî èíòåãðàëîâ äëÿ äàííûõ äè��åðåíöè�àëüíûõ óðàâíåíèé íå ñóùåñòâóåò. Íàèáîëåå ïðîñòîé ñïîñîá ïîèñêà èíòåãðà�ëîâ - ïîèñê èíòåãðàëîâ îïðåäåëåííîãî âèäà (íàïðèìåð ïîëèíîìîâ) ìåòîäîìíåîïðåäåëåííûõ êîý��èöèåíòîâ. Òàê áûëè ïîëó÷åíû ìíîãèå èíòåãðèðóåìûåñëó÷àè, íàïðèìåð, [45]. Ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàçëè÷íûõ òåîðèé, êîòîðûå ïîçâî�ëÿþò äîêàçàòü íåèíòåãðèðóåìîñòü. Ìîæíî ïîïûòàòüñÿ èõ ðàñêëàññè�èöèðî�âàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: 8



1. Ëîêàëüíûå ìåòîäû, îñíîâàííûå íà àíàëèçå óðàâíåíèé, ëèíå�àðèçîâàííûõ â îêðåñòíîñòè èçâåñòíîãî òî÷íîãî ðåøåíèÿ (À. Ïóàí�êàðå)Ïóàíêàðå â ñâîåé êíèãå [39] ðàçðàáîòàë òåîðèþ íåèíòåãðèðóåìîñòè äëÿêëàññè÷åñêèõ çàäà÷ ìåõàíèêè. Îòïðàâíîé òî÷êîé ÿâëÿëàñü ëèíåàðèçàöèÿóðàâíåíèé îêîëî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ.1) Ëåììà Ïóàíêàðå([39]). Ïóñòü I = I(x)�ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû ẋ =

= f(x), òîãäà äëÿ âñåõ ðåøåíèé x0(t) âûðàæåíèå J =< DI(x0),u > ÿâëÿåòñÿëèíåéíûì çàâèñÿùèì îò âðåìåíè ïåðâûì èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ â âàðèàöèÿõ
u̇ = Df(x0)Ëèíåéíóþ ñèñòåìó èñïîëüçîâàòü ïðîùå, ÷åì íåëèíåéíóþ, ïîýòîìó ëîêàëü�íóþ èíòåãðèðóåìîñòü (ò.å. ïðåäïîëàãàÿ íåçàâèñèìîñòü èíòåãðàëîâ íà ÷àñòíîìðåøåíèè) ìîæíî äîêàçûâàòü, íàïðèìåð, íà îñíîâå òåîðèè �àëóà.2) Ìåòîä Ïóàíêàðå äëÿ âåêîâîãî ìíîæåñòâà.([39], [27], [29]) Â òîé æå êíè�ãå [39] äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåèíòåãðèðóåìîñòè ïëîñêîé êðóãîâîé îãðàíè÷åí�íîé çàäà÷è òðåõ òåë Ïóàíêàðå èñïîëüçîâàë ñëåäóþùèé ìåòîä. Ïóñòü M =

= D×Tn (D � îáëàñòü â Rn = {I}) ñíàáæåíî ñòàíäàðòíîé ñèìïëåêòè÷åñêîéñòðóêòóðîé dI∧dϕ, è ïóñòü H : M×(−ǫ0, ǫ0) → R � àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿòàêàÿ, ÷òî H(I, ϕ, 0) = H0(I). Ïðè ǫ = 0 èìååì ïîëíîñòüþ èíòåãðèðóåìóþñèñòåìó ñ ãàìèëüòîíèàíîì H0. �àññìîòðèì ïîëíóþ ñèñòåìó:
İ = −∂H

∂ϕ
, ϕ̇ =

∂H

∂I
, H(I, ϕ, ǫ) = H0(I) + ǫH1(I, ϕ) + O(ǫ2) (2.1)�àçëîæèì �óíêöèþ H1(I, ϕ) â ðÿä Ôóðüå H1 = Σm∈Znhm(I)e<im,ϕ>.Îïðåäåëåíèå: Ìíîæåñòâî Ïóàíêàðå � ýòî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé I ∈ D,äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ñóùåñòâóþò n − 1 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ

k1, ..., kn−1 òàêèõ, ÷òî
1) < ks, ω(I) >= 0, 1 ≤ s ≤ n− 1; ω = ∂H0

∂I

2)hks
(I) 6= 0 9



Òåîðåìà: Ôóíêöèè H0 è F0 çàâèñèìû íà ìíîæåñòâå Ïóàíêàðå.Äàííûé ìåòîä ïðèìåíÿëñÿ â ðàáîòàõ [27], [29], [30], [43], ãäå íåèíòåãðèðóå�ìîñòü äîêàçûâàëàñü 
 èñïîëüçîâàíèåì âñþäó ïëîòíîñòè ìíîæåñòâà Ïóàíêàðå.3) Ìåòîä Ïóàíêàðå äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé([39], [27], [29]).Òåîðåìà: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ñ ãàìèëüòîíèàíîì Hèìååò p èíòåãðàëîâ F1 = H,F2, ..., Fp, äè��åðåíöèàëû êîòîðûõ ëèíåéíî íåçà�âèñèìû â êàæäîé òî÷êå òðàåêòîðèè ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Òîãäà p+ 1 õà�ðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ýòîãî ðåøåíèÿ ðàâíû 0. Åñëè èíòåãðàëû Fsêîììóòèðóþò, òî ñðåäè ïîêàçàòåëåé ïî êðàéíåé ìåðå 2p ðàâíû íóëþ. Ïóñòüäàíà ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ñ p èíòåãðàëàìè. Åñëè îíè íåçàâèñèìû íà ïåðèî�äè÷åñêîì ðåøåíèè, òîãäà p+ 1 ìóëüòèïëèêàòîðîâ ðàâíû 1.�ëîáàëüíàÿ íåèíòåãðèðóåìîñòü äîêàçûâàåòñÿ ïóòåì óñòàíîâëåíèÿ âñþäóïëîòíîñòè íåâûðîæäåííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé.4) Ìåòîä Ïóàíêàðå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåñóùåñòâîâàíèÿ îäíîçíà÷íûõèíòåãðàëîâ([39], [27], [29])Ïóñòü DC,δ = {I ∈ Cn : ReI ∈ D ⊂ Rn, |ImI| < δ},TC
n = Cn/2πZn �êîìïëåêñíûé òîð ñ êîìïëåêñíî-óãëîâûìè êîîðäèíàòàìè ϕmod 2π, E � íåêî�òîðàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ â C. Ïóñòü H : DC,δ × TC

n ×E → C � ãîëîìîð�íàÿ�óíêöèÿ.Ïðè ǫ 6= 0 ðåøåíèÿ âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé (2.1) óæå íå áóäóò, âîîáùåãîâîðÿ, îäíîçíà÷íûìè. Ïóñòü γ � íåêîòîðûé çàìêíóòûé êîíòóð íà êîìïëåêñ�íîé ïëîñêîñòè âðåìåíè. Ïóñòü âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñ �óíêöèåé �àìèëüòîíà
H0(I) îäíîçíà÷íû íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè t ∈ C: I = I0, ϕ = ϕ0 + ω(I0)t.Ñîãëàñíî èçâåñòíîé òåîðåìå Ïóàíêàðå, ðåøåíèå óðàâíåíèé (2.1) ìîæíîðàçëîæèòü â ñòåïåííûå ðÿäû

I = I0 + ǫI1(t) +O(ǫ2), ϕ = ϕ0 + ωt+ ǫϕ1(t) + O(ǫ2)ñõîäÿùèåñÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ǫ, åñëè t ∈ γ.10



Òåîðåìà: Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ I0, ϕ0 �óíêöèÿ I1 íåîä�íîçíà÷íà âäîëü çàìêíóòîãî êîíòóðà γ ∈ C{t}. Òîãäà äîïîëíèòåëüíûå èíòå�ãðàëû çàâèñèìû íà γ.Äàííûé ìåòîä ïðèìåíÿëñÿ â ðàáîòå [28], ãäå áûëà äîêàçàíà ëîêàëüíàÿèíòåãðèðóåìîñòü ïðè ìàëîì ǫ.Îñíîâíîé íåäîñòàòîê äàííûõ ìåòîäîâ � èõ ëîêàëüíûé õàðàêòåð.2. Ìåòîä èññëåäîâàíèÿ âåêîâîãî ìíîæåñòâà ÷àñòíûõ íåâûðîæ�äåííûõ ðåøåíèé (À. Ïóàíêàðå, Â.Â. Êîçëîâ)Ñîãëàñíî ÊÀÌ òåîðèè ïðè âîçìóùåíèè íåâûðîæäåííîé ãàìèëüòîíîâîéñèñòåìû ÷àñòíûå íåðåçîíàíñíûå ðåøåíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ. ×àùå âñåãî ðåçîíàíñ�íûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ðàñïîëàãàþòñÿ â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå âñþäó ïëîòíî.Åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî íåâûðîæäåííûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ðàñïîëîæåíû âñþäóïëîòíî, òî è èíòåãðàëû îêàæóòñÿ çàâèñèìûìè óæå íà âñåì �àçîâîì ïðîñòðàí�ñòâå.Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ýòî ìîæíîñ�îðìóëèðîâàòü òàê.Èñïîëüçóÿ ìàëûé ïàðàìåòð ǫ, ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷å�ñêîé çàìåíû (I, ϕmod 2π) 7→ (J, ψmod 2π) óïðîñòèòü ñèñòåìó (2.1). Â íî�âûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìó ìîæíî ëåãêî ïðîèíòåãðèðîâàòü. Çàìåíà îñóùåñòâ�ëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè S(ϕ, J) =< ϕ, J > +ǫS1(ϕ, J),
ψ = ∂S/∂J, I = ∂S/∂ϕ.Ïóñòü H = H0(J + ǫ∂S1/∂ϕ+ ..) + ǫH1(ϕ, J + ...) +O(ǫ2).�àçëàãàÿ �óíêöèè S(ϕ, J), H1(ϕ, J) â ðÿäû Ôóðüå

S1(ϕ, J) = Σk∈ZmS1(J)e<ik,ϕ>, Hk
1 (ϕ, J) = Σk∈ZmHk

1 (J)e<ik,ϕ>è ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ðÿäîâ Ôóðüå äëÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ðàç�ëîæåíèÿ, ïîëó÷èì:
< ω, ∂Sj/∂ϕ > −Hj(J) = Φj(ϕ, J), j = 1, ..., n,11



ãäå �óíêöèÿ Φj(ϕ, J) èçâåñòíà ê äàííîìó øàãó ïðîöåäóðû.Íà �îðìàëüíîì óðîâíå òàêàÿ çàìåíà ïîñòðîåíà, îäíàêî äàííûå ðÿ�äû ðàñõîäÿòñÿ èç-çà ìàëûõ çíàìåíàòåëåé. Íà íåêîòîðîé ãèïåðïîâåðõíîñòè
< k, ω(J) >= 0 �óíêöèÿ Sj �îðìàëüíî íå îïðåäåëåíà (åñëè ÷èñëèòåëè äðî�áåé, ïðåäñòàâëÿþùèå �óíêöèþ Sj òîæå íå ðàâíû íóëþ). ×àñòî â ñîâîêóïíî�ñòè ýòè ïîâåðõíîñòè îáðàçóþò âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî.Òåîðåìà Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:(1) ãàìèëüòîíèàí H - àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ(2) íåâîçìóùåííàÿ ñèñòåìà íåâûðîæäåíà(3) ìíîæåñòâî Ïóàíêàðå òàêîâî, ÷òî ëþáàÿ âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêàÿ�óíêöèÿ, ðàâíàÿ íóëþ íà íåì, îáðàùàåòñÿ â íóëü âñþäó íà D.Òîãäà âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà íå èìååò ïîëíîãî íàáîðà ïåðâûõ èíòåãðàëîâ,àíàëèòè÷åñêèõ ïî ǫ.3. Ìåòîä, îñíîâàííûé íà àíàëèçå îäíîçíà÷íîñòè ðåøåíèé(Ñ.Â. Êîâàëåâñêàÿ, À.Ì. Ëÿïóíîâ, Õ. Èîøèäà)1) Êâàçèîäíîðîäíûå ñèñòåìû.�àññìàòðèâàþòñÿ òàê íàçûâàåìûå êâàçèîäíîðîäíûå äè��åðåíöèàëüíûåóðàâíåíèÿ, èìåþùèå êâàçèîäíîðîäíûå ðåøåíèÿ. Òàêîé òèï óðàâíåíèé ïîëó�÷àåòñÿ ïðè ðàçëîæåíèè ìåðîìîð�íûõ óðàâíåíèé â îêðåñòíîñòè ìåðîìîð�íî�ãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ. Ìîæíî ÿâíî âûïèñàòü îáùåå ðåøåíèå ïîëó÷èâøèõñÿóðàâíåíèé. Ìîæíî íàëîæèòü óñëîâèÿ, ÷òîáû îáùåå ðåøåíèå áûëî îäíîçíà÷�íûì. Â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ ïðîöåäóðà Êîâàëåâñêîé�Ëÿïóíîâà.Åñëè ó êâàçèîäíîðîäíîé ñèñòåìû èìååòñÿ êâàçèîäíîðîäíûé èíòåãðàë, òî�ãäà åãî ñòåïåíü áóäåò ðàâíà ïîêàçàòåëÿì Êîâàëåâñêîé (ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿëó÷åé, îïðåäåëÿåìûõ êâàçèîäíîðîäíûìè ðåøåíèÿìè). Â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿòåîðåìà Èîøèäû.Ïóñòü èìååòñÿ ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ãîëîìîð�íîé ïðà�12



âîé ÷àñòüþ, ïðåäñòàâèìàÿ â âèäå
ẋ = f (0)(x) + f (1)(x) + ...+ f (m)(x) x ∈ C

n (2.2)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà äîïóñêàåò ïåðâûé èíòåãðàë I(x) ∈ CÒåîðåìà ([31], [67], [91], [13], [16])
10. Ïóñòü �óíêöèè f (j)(x) êâàçèîäíîðîäíû, ò.å. èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëü�íî ïðåîáðàçîâàíèé t → δt, xi → δpi+q(j)−1xi, 0 < q(i) < q(j), i < j è óðàâíåíèå

ẋ = f (0)(x) èìååò íåíóëåâîå ÷àñòíîå ðåøåíèå
x

(0)
j (t) = αjtpj , αj ∈ C, pj ∈ Z, j = 1, ..., n

20. Ïðîèçâîäíàÿ èíòåãðàëà I(x) íå ðàâíà íóëþ íà ýòîì ðåøåíèè, à ñàì îíÿâëÿåòñÿ êâàçèîäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì.Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:1) ìàòðèöà Êîâàëåâñêîé K = ∂f (0)

∂x
(α) − diag(p) äèàãîíàëèçèðóåìà; α =

= (α1, α2, .., αn),p = (p1, p2, .., pn)è åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρi, íàçûâàåìûå ïîêàçàòåëÿìè Êîâàëåâñêîé, �öåëûå;Ïóñòü βi � ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû Êîâàëåâñêîé.2) ðåøåíèå ñèñòåìû (2.2) èìååò âèä
xj(t) = tpj

(
αj +

∑

s

cjs(ln t)t
<ρ,s>

)
, j = 1, ..., n, (2.3)ãäå êîý��èöèåíòû cjs ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè îò ln t.3) ñòåïåíü êâàçèîäíîðîäíîñòè ïåðâîãî èíòåãðàëà I(x) åñòü ïîêàçàòåëü Êî�âàëåâñêîé.Çàìå÷àíèå. Ìîæíî òðåáîâàòü, ÷òîáû îáùåå ðåøåíèå âèäà (2.3) áûëî îä�íîçíà÷íûì, äëÿ ýòîãî íóæíû òàêæå óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè íà êîý��èöèåíòû

cjs. Òîãäà ñóììèðîâàíèå áóäåò âåñòèñü ïî íåêîòîðîé ðåøåòêå ïåðèîäîâ, ïîëó�÷àþùåéñÿ èç óñëîâèé ðåçîíàíñà íà ïîêàçàòåëè Êîâàëåâñêîé. Â ýòîì çàêëþ�÷àåòñÿ ïðîâåðêà óðàâíåíèé (2.2) íà òåñò Ïåíëåâå [16].13



2) Êâàçèîäíîðîäíûå ñèñòåìû ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì.Ïóñòü èìååòñÿ ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ãîëîìîð�íîé èàíàëèòè÷åñêîé ïî ǫ ïðàâîé ÷àñòüþ (ǫ�ìàëûé ïàðàìåòð)
ẋ = f (0)(x) + ǫf (1)(x) + ǫ2f (2)(x) + ..., x ∈ C

n (2.4)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà äîïóñêàåò 0 < k ≤ n− 1 èíòåãðàëîâ, ïðåäñòàâëåííûõâ âèäå
F = F(0) + ǫF(1) + ǫ2F(2) + ...,F ∈ C

k (2.5)Ïóñòü I � k èíòåãðàëîâ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèå íóëåâîìóçíà÷åíèþ ǫ â ðàçëîæåíèè (2.5).Èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, âîñõîäÿùàÿ â èäåéíîì ïëàíå ê ðàáîòàì Êî�âàëåâñêîé è Ëÿïóíîâà.Òåîðåìà ( [16] ñ. 245, ïðåäëîæåíèå (4.11)).
10. Ïóñòü �óíêöèÿ f (0)(x) êâàçèîäíîðîäíà, ò.å. íåâîçìóùåííàÿ ñèñòåìàèíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé t → δt, xj → δpjxj, è îíà èìååòíåíóëåâîå ðåøåíèå

x
(0)
j (t) = αjtpj , αj ∈ C, pj ∈ Z, j = 1, ..., n

20. Èíòåãðàëû F(0)(x)� �óíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûå íà ýòîì ðåøåíèèêâàçèîäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû (ò.å. ðàíã ìàòðèöû ßêîáè äëÿ �óíêöèé F(0)(x)ìàêñèìàëåí íà ðåøåíèè)
30. Ôóíêöèè f (i)(x) (i = 1, 2, ...) �ìíîãî÷ëåíû.Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:1) ìàòðèöà Êîâàëåâñêîé K = ∂f (0)

∂x
(α) − diag(p) äèàãîíàëèçèðóåìà; α =

= (α1, α2, .., αn),p = (p1, p2, .., pn)è åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρi � ïîêàçàòåëè Êîâàëåâñêîé, �öåëûå;Ïóñòü βi � ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû Êîâàëåâñêîé.14



2) ðåøåíèå ñèñòåìû (2.4) èìååò âèä
x(t) = x(0)(t) + ǫx(1)(t) + ǫ2x(2)(t) + ...ãäå

x(i)(t) =





i−ℓ+1∑
j=0

sij(t)lnj(t), åñëè i ≥ ℓ− 1si0(t), åñëè i < ℓ− 1

(2.6)è sij(t)� ñóììû îäíî÷ëåíîâ ïî t, ℓ � ïàðàìåòð, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ÷ëåíóíàèìåíüøåãî ïîðÿäêà ïî ǫ, ãäå òðåáóåòñÿ ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ ïîïðàâêà (åñëèñîîòíîøåíèå (2.6) íå ñîäåðæèò ëîãàðè�ìîâ âîîáùå, òî áóäåì ñ÷èòàòü ℓ =

= ∞).3) âûïîëíåíû k óñëîâèé:
<
∂I

∂x
(x(0)), sℓ1 >= 0 (2.7)Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå (1) ñîñòàâëÿåò òåîðåìó Èîøèäû [91], êîòîðàÿâûòåêàåò èç óñëîâèé 10, 20 (ñì. ïðåäûäóùèé ïóíêò). Óòâåðæäåíèå (2) âû�âîäèòñÿ ìåòîäîì âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ ïðè ó÷åòå ìàñøòàáíî�èíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèé è óñëîâèÿ 30. Óòâåðæäåíèå (3) ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòà�íîâêîé ðàçëîæåíèÿ (2.6) â èíòåãðàëû (2.5) è èõ ðàçëîæåíèåì â ðÿä ïî ñòå�ïåíÿì ǫ. Òàì, ãäå âïåðâûå âñòðåòèòñÿ ëîãàðè�ì, áóäåò âåòâëåíèå ðåøåíèÿ,÷òî ïðîòèâîðå÷èò îäíîçíà÷íîñòè ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Èç óñëîâèÿ 20 ñëåäóåò,÷òî ÿêîáèàí çàìåíû F = F(I) ñóùåñòâóåò è íåâûðîæäåí (det∂F

∂I
6= 0) íà ðå�øåíèè, ïîýòîìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñîîòíîøåíèÿ äëÿ I âìåñòî F. Îòñþäàè ñëåäóåò èñêîìîå óòâåðæäåíèå.3) Ñâÿçü ìåòîäà Êîâàëåâñêîé�Ëÿïóíîâà�Èîøèäû ñ íîðìàëèçàöèåé îáûê�íîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè.Çàìåíîé ïåðåìåííûõ (x, t) → (ξ, τ), ãäå xj = tpjξj, t = eτ ìîæíî ïðåîá�ðàçîâàòü êâàçèîäíîðîäíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2.2) â óðàâíåíèå â15



îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, èìåþùåå ñëåäóþùèé âèä:
ξ′ = Kξ + ... (2.8)ãäå K - ìàòðèöà Êîâàëåâñêîé.Âñå óòâåðæäåíèÿ ïðåäûäóùèõ òåîðåì ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü â òåðìè�íàõ óðàâíåíèÿ (2.8). Â ÷àñòíîñòè, óñëîâèå âûïîëíåíèÿ òåñòà Ïåíëåâå áóäåòîçíà÷àòü ëèíåàðèçóåìîñòü ñèñòåìû (2.8).4) Àëãåáðàè÷åñêè âïîëíå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû, ñâÿçü ñ òåñòîì Ïåí�ëåâå.Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàêèå ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äëÿêîòîðûõ ñâîéñòâî Ïåíëåâå âñåãäà âûïîëíåíî. Â îáùåì ñëó÷àå îíî íå âûïîë�íÿåòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì: H(p, q) = p2

2 + Vn(q), ãäå
Vn(q) - ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè áîëüøåé, ÷åì 4.Ñèñòåìû, äëÿ êîòîðûõ ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, íàçûâàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèâïîëíå èíòåãðèðóåìûìè ñèñòåìàìè (à.â.è.ñ.).

ẋ = {H,x}, x ∈ R
n, (2.9)

H - äåéñòâèòåëüíûé ìíîãî÷ëåí ïî x.Ïóñòü F1, ..., Fk - ïîëèíîìû Êàçèìèðà äëÿ (2.9) è íà èõ óðîâíå ñèñòåìàíåâûðîæäåíà.Òî÷íîå îïðåäåëåíèå òàêîâî:Îïðåäåëåíèå([57]) �àìèëüòîíîâà ñèñòåìà (2.9) íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèâïîëíå èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìîé (à.â.è.ñ.), åñëè:(1) Ïîìèìî ïîëèíîìîâ Êàçèìèðà F1, ..., Fk ñèñòåìà èìååò m = (n −
− k)/2 äîïîëíèòåëüíûõ íåçàâèñèìûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ
Fk+1, ..., Fk+m â èíâîëþöèè òàêèõ, ÷òî äëÿ a = (a1, ..., ak+m) ∈ R

n èíâàðèàíò�íîå ìíîãîîáðàçèå
C

R

a = {x ∈ R
n : Fi(x) = ai, i = 1, .., k +m}16



ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äåéñòâèòåëüíûõ òîðîâ;(2) äëÿ âåêòîðíîé ïîñòîÿííîé a ñóùåñòâóåò àáåëåâ òîð T2m ñ êîìïëåêñ�íûìè êîîðäèíàòàìè τ1, ..., τm è n àáåëåâûìè �óíêöèÿìè z = z(τ1, ..., τm),ïàðàìåòðèçóþùèìè íåêîìïàêòíûå èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ
C

C

a = {z ∈ C
n : Fi(z) = ai, i = 1, .., k +m};(3) íà C

C
a êîìïëåêñíûé ãàìèëüòîíîâ ïîòîê ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è ìîæåòáûòü çàïèñàí â âèäå

τ̇i = µi, i = 1, ..., m (µi = const).Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå à.â.è.ñ. ãîâîðèò, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ çíà÷åíèéïîñòîÿííûõ µi ïîâåðõíîñòè óðîâíåé ïåðâûõ èíòåãðàëîâ â äåéñòâèòåëüíîé îá�ëàñòè ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè òîðàìè è ÷òî ëþáîé äåé�ñòâèòåëüíûé òîð ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî òîðà, íà êîòîðîì äâèæåíèå�àçîâîãî ïîòîêà ëèíåéíî.Òåîðåìà (î ñâÿçè à.â.è.ñ. è ìåðîìîð�íîñòè ëîêàëüíûõ ðåøåíèé) ([58])Åñëè ñèñòåìà (2.9) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè âïîëíå èíòåãðèðóåìîé ñèñòå�ìîé ñ k àáåëåâûìè �óíêöèÿìè, òî ýòà ñèñòåìà äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå ðå�øåíèé â âèäå ëîêàëüíûõ ðàçëîæåíèé â ðÿäû Ëîðàíà ñ âîçðàñòàþùèìè ñòåïå�íÿìè è k− 1 ñâîáîäíûì ïàðàìåòðîì (ò.å. k − 1 ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëåìÊîâàëåâñêîé):
xj(t) = tpj

(
αj +

∞∑

s=1

cjst
<ρ,s>

)
, (2.10)ãäå pj ∈ N, cjs- ïîñòîÿííûå.5) Ñâÿçü ìåòîäà Êîâàëåâñêîé�Ëÿïóíîâà�Èîøèäû ñ ìåòîäîì äè��åðåí�öèàëüíûõ ãðóïï �àëóà.Â ìåòîäå Ìîðàëèñà-�óèçà��àìèñà (ñì. ï.5) ïðè èçó÷åíèè íîðìàëüíîãîóðàâíåíèÿ â âàðèàöèÿõ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèøü ëîêàëüíî, â îêðåñò�íîñòè èõ îñîáûõ òî÷åê. Òîãäà ìîæíî ÿâíî âûïèñàòü â êâàäðàòóðàõ ðåøåíèå17



âîêðóã òàêèõ îñîáûõ òî÷åê. Ñ òî÷êè çðåíèÿ �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ðàññìàò�ðèâàåòñÿ ñ�åðà ñ äâóìÿ îñîáåííîñòÿìè: íîëü è áåñêîíå÷íîñòü. Ìåòîä äè��å�ðåíöèàëüíûõ ãðóïï �àëóà çäåñü íå ðàáîòàåò. Îäíàêî, íàëîæèâ óñëîâèÿ îòñóò�ñòâèÿ âåòâëåíèÿ, ìîæíî äîêàçûâàòü íå ìåðîìîð�íóþ èíòåãðèðóåìîñòü (êàêâ ìåòîäå Ìîðàëèñà-�óèçà��àìèñà), à òî, ÷òî ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèâïîëíå èíòåãðèðóåìîé.4. Ìåòîä, îñíîâàííûé íà èññëåäîâàíèè ãðóïïû ìîíîäðîìèè äëÿñèñòåìû, ëèíåàðèçîâàííîé â îêðåñòíîñòè èçâåñòíîãî òî÷íîãî íåñòà�öèîíàðíîãî ðåøåíèÿ (Ñ.Ë. Çèãëèí)Â ðàáîòàõ Ñ.Ë. Çèãëèíà [21] ïðåäëàãàëñÿ ñëåäóþùèé ìåòîä äîêàçàòåëü�ñòâà íåèíòåãðèðóåìîñòè.Ïóñòü äàíà ñèñòåìà êîìïëåêñíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:
ẋ = XH(x), t ∈ C, x ∈ M2n, H : M2n → C (2.11)

(M2n � êîìïëåêñíîå 2n-ìåðíîå àíàëèòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå).Ïóñòü x0 = ϕ(t) � ÷àñòíîå ðåøåíèå, íå ÿâëÿþùååñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíî�âåñèÿ, è ïóñòü ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü Γ ýòîãî ðåøåíèÿ ïàðàìåòðèçîâàíà êîì�ïëåêñíûì âðåìåíåì t. �àññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ â îêðåñòíîñòèäàííîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ:̇
η = X ′

H(ϕ(t))η, η ∈ TΓ (2.12)"Ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì" ñèñòåìû (2.12) ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâàïîâåðõíîñòü Γ.Åñëè ñèñòåìà (2.11) èìååò äîïîëíèòåëüíûå èíòåãðàëû, íàõîäÿùèåñÿ â èí�âîëþöèè, òî ìîæíî ïîíèçèòü ïîðÿäîê ñèñòåìû (2.11) íà ÷èñëî ýòèõ èíòåãðà�ëîâ è âìåñòî óðàâíåíèÿ â âàðèàöèÿõ (2.12) ìîæíî èññëåäîâàòü íîðìàëüíîåóðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ (2.13) (Í.Ó.Â.).
ξ̇ = A(t)ξ, A ∈Mat(2m,K) (2.13)18



Äëÿ óðàâíåíèÿ (2.13) ïîëåì êîý��èöèåíòîâ âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü K =

= M(Γ̄), ãäå Γ = Γ̄ � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ñ ìåðîìîð��íûìè îñîáåííîñòÿìè äëÿ äàííîé ïàðàìåòðèçàöèè [72].Îïðåäåëåíèå: Ìàòðèöåé ìîíîäðîìèè M íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò �óíäàìåí�òàëüíîé ãðóïïû M ∈ π(Γ̄, t0).Ñóùåñòâîâàíèå ìåðîìîð�íûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ íàêëàäûâàåò îãðàíè÷å�íèÿ íà ãðóïïó ìîíîäðîìèè, à èìåííî: òðåáóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ó íåå èíâàðè�àíòîâ.Ëåììà Çèãëèíà ([21]) Åñëè ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (4.1) èìååò ìåðîìîð��íûé èíòåãðàë â íåêîòðîé îêðåñòíîñòè U ∈ M2n òàêîé, ÷òî �óíäàìåíòàëüíàÿãðóïïà äëÿ Γ ïîðîæäåíà ïåòëÿìè, ëåæàùèìè â U , òîãäà �óíäàìåíòàëüíàÿãðóïïà M íîðìàëüíîãî óðàâíåíèÿ â âàðèàöèÿõ èìååò ðàöèîíàëüíûé ïåðâûéèíòåãðàë: F (gξ) = F (ξ), ∀g ∈M, F ∈ C(ξ).�ðóïïà ìîíîäðîìèè â äàííîé ëåììå âûñòóïàåò ëèøü êàê èìåþùàÿ èíâà�ðèàíò � çäåñü íå ó÷èòûâàþòñÿ ñâîéñòâà èìåííî ñàìîé ãðóïïû ìîíîäðîìèè,âìåñòî íåå ìîæíî áûëî áû ðàññìàòðèâàòü äðóãóþ ãðóïïó. Â ðàáîòàõ [59], [61]áûëè äåòàëüíî èññëåäîâàíû ãðóïïû, èìåþùèå èíâàðèàíòû. Íàèáîëåå ïðî�ñòûå ãðóïïû ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè áûëè èññëåäîâàíû åùå Çèãëèíûì â ðàáîòå
[21].Îïðåäåëåíèå: Ýëåìåíò g ∈ M íàçûâàåòñÿ ðåçîíàíñíûì, åñëè äëÿ åãî ñîá�ñòâåííûõ çíà÷åíèé spectr(g) = (λ1, λ

−1
1 , .., λm, λ

−1
m ), λi ∈ C âûïîëíåíî ñî�îòíîøåíèå:

m∏

l=1

λkl

l = 1, äëÿ íåêîòîðûõ(k1, .., km) ∈ Z
m,

m∑

i=1

ki 6= 0.Òåîðåìà Çèãëèíà ([21]) Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà èìååò íåçàâèñèìûåìåðîìîð�íûå èíòåãðàëû â îêðåñòíîñòè ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ (íà ñàìîì ðåøåíèèèíòåãðàëû ìîãóò áûòü çàâèñèìû), è ãðóïïà ìîíîäðîìèè Í.Ó.Â. ñîäåðæèòíåðåçîíàíñíûé ýëåìåíò g. Òîãäà ëþáîé äðóãîé ýëåìåíò ãðóïïû ìîíîäðîìèè19



ïåðåâîäèò ñîáñòâåííûå âåêòîðû ýëåìåíòà g â ñåáÿ. Â ÷àñòíîñòè, ëþáûå äâàíåðåçîíàíñíûõ ýëåìåíòà ãðóïïû ìîíîäðîìèè êîììóòèðóþò.Ìåòîä Çèãëèíà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåèíòåãðèðóåìîñòè èñïîëüçîâàëñÿ âðàáîòàõ [21], [92].5. Ìåòîä, îñíîâàííûé íà èññëåäîâàíèè ãðóïïû �àëóà äëÿ ñèñòå�ìû, ëèíåàðèçîâàííîé â îêðåñòíîñòè èçâåñòíîãî òî÷íîãî íåñòàöèî�íàðíîãî ðåøåíèÿ (Æ.Æ. Ìîðàëèñ-�óèç, Æ.Ï. �àìèñ).Äðóãîé ïîäõîä ê ïðîáëåìå íåèíòåãðèðóåìîñòè áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòå
[72]. Â íåé âìåñòî ãðóïïû ìîíîäðîìèè èñïîëüçóþòñÿ ãðóïïû �àëóà. Òàêîéïîäõîä äàåò áîëåå òîíêèé àíàëèç ïðè èçó÷åíèè íåèíòåãðèðóåìîñòè � �àêòè�÷åñêè ýòî ëèíåéíûé àíàëîã òåîðåìû Àðíîëüäà�Ëèóâèëëÿ î �àçîâûõ òîðàõ(óñëîâèÿ íà ñóùåñòâîâàíèÿ èíâàðèàíòîâ äëÿ ãðóïïû �àëóà äàþò óñëîâèÿ íàåå êîììóòàòèâíîñòü).�ðóïïû �àëóà èçó÷àòü ëåã÷å, ÷åì ãðóïïû ìîíîäðîìèè (ïåðâàÿ òåîðèÿ �àëãåáðàè÷åñêàÿ, âòîðàÿ � ãåîìåòðè÷åñêàÿ; âòîðàÿ áîëåå íàãëÿäíà, íî äëÿ íååíå ñóùåñòâóåò àïïàðàòà âû÷èñëåíèÿ). Òåîðèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ íàõîäèòü ãðóïïûìîíîäðîìèè, ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè åùå íå ïîñòðîåíà, ÷òî ñâÿçàíî ñ íåðåøåí�íîñòüþ â ïîëíîé ìåðå ïðîáëåìû �èìàíà��èëüáåðòà [55].Äëÿ òîãî ÷òîáû äàòü îïðåäåëåíèå ãðóïïû �àëóà, íóæíî ââåñòè ïîíÿòèåðàñøèðåíèÿ Ïèêàðà�Âåññèî.Îïðåäåëåíèå: �àñøèðåíèåì Ïèêàðà�Âåññèî (�.Ï.Â.) äëÿ óðàâíåíèÿ (2.13)íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ïîëå, ñîäåðæàùåå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.13),çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè äè��åðåíöèðîâàíèÿ:

PV = K0[X1,1, X1,2, .., Xn,n, det
−1(X)]/I,

I = {max äè��åðåíöèàëüíûé èäåàë óðàâíåíèÿ}, X1,1, X1,2, .., Xn,n, X � �óí�äàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé (n = 2m).Òàêæå ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ áàøíþ êîíå÷íûõ ðàñøèðåíèé ïîëåé, ïî�20



ëó÷àþùèõñÿ ïðèñîåäèíåíèåì îäíîãî ýëåìåíòà:
K0 ⊆ K1 ⊆ .. ⊆ Km, Ki+1 = Ki(ti), ti ∈ Ki+1 (2.14)Îïðåäåëåíèå: �àñøèðåíèå (2.14) íàçûâàåòñÿ(1) Àëãåáðàè÷åñêèì: ti − àëãåáðàè÷åñêèé íàä Ki;(2) Ïðèñîåäèíåíèåì èíòåãðàëà: t′i ∈ Ki;(3) Ïðèñîåäèíåíèåì ýêñïîíåíòû: t′i/ti ∈ Ki.Îïðåäåëåíèå: �àñøèðåíèåì Ëèóâèëëÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (2.13) íàçûâàåòñÿðàñøèðåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ñâîéñòâàì (1)-(3) äëÿ (2.14).Îïðåäåëåíèå: �àñøèðåíèåì �óíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ â êâàäðàòóðàõ, íà�çûâàåòñÿ ðàñøèðåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ñâîéñòâàì (2)-(3) äëÿ (2.14).Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå �óíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ â êâàäðàòóðàõ â òåð�ìèíàõ ðàñøèðåíèÿ Ïèêàðà�Âåññèî èìååò âèä:Îïðåäåëåíèå: Óðàâíåíèå (2.13) íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìûì â êâàäðàòóðàõ,åñëè äëÿ íåãî ðàñøèðåíèå Ïèêàðà�Âåññèî ñîäåðæèòñÿ â ðàñøèðåíèè Ëèóâèë�ëÿ.Îò ðàñøèðÿþùèõñÿ ïîëåé Ïèêàðà�Âåññèî ïåðåõîäÿò ê ñîîòâåòñòâóþùèìñóæàþùèìñÿ ãðóïïàì �àëóà.Îïðåäåëåíèå: �ðóïïîé �àëóà óðàâíåíèÿ (2.13) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõäè��åðåíöèàëüíûõ àâòîìîð�èçìîâ ðàñøèðåíèÿ Ïèêàðà�Âåññèî, êîììóòèðó�þùèõ ñ äè��åðåíöèðîâàíèåì.Ýëåìåíò ãðóïïû �àëóà ïåðåâîäèò ðåøåíèå â ðåøåíèå, ïîýòîìó åãî ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäå ìàòðèöû, ïðè÷åì ýòî ïðåäñòàâëåíèå èíâàðèàíòíî. Ìåæäóïîëÿìè Ïèêàðà�Âåññèî è ðàñøèðåíèÿìè �àëóà ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷�íîå ñîîòâåòñòâèå.Òåîðåìà (Îñíîâíàÿ òåîðåìà òåîðèè �àëóà) Ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíî�çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íîðìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè H ãðóïï �àëóà Gè ïîäïîëÿìè F ðàñøèðåíèé �àëóà PV :21



(1) H ⊂ G→ PV H = {a ∈ PV |σ(a) = a, ∀σ ∈ H}(2) F ⊂ PV → Gal(PV/F ) = {σ ∈ G|σ(a) = a, ∀a ∈ F}(3) F ⊂ PV åñòü ðàñøèðåíèå �àëóà ⇐⇒ Gal(PV/F )� íîðìàëüíàÿ ïîä�ãðóïïà â G.Äëÿ ãðóïï �àëóà ñóùåñòâóåò ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé ëåììå Çèãëèíà äëÿãðóïï ìîíîäðîìèè. Ïðèâåäåì åãî �îðìóëèðîâêó:Ëåììà Ìîðàëèñà-�óèçà��àìèñà. Åñëè óðàâíåíèå (2.11) èìååò ìåðîìîð��íûé èíòåãðàë â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U ∈ M2n, òî ãðóïïà �àëóà G íîðìàëü�íîãî óðàâíåíèÿ â âàðèàöèÿõ èìååò ðàöèîíàëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë: F (gξ) =

= F (ξ), ∀g ∈ G, F ∈ C(ξ).Òåîðåìà Ìîðàëèñà-�óèçà��àìèñà ([72]) Åñëè ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà èìååòìåðîìîð�íûå èíòåãðàëû â îêðåñòíîñòè ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ, òî ñâÿçíàÿ êîìïî�íåíòà ãðóïïû �àëóà äëÿ Í.Ó.Â. àáåëåâà.Òåîðåìà Ìîðàëèñà-�óèçà��àìèñà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû Çèãëèíà,ïîñêîëüêó ãðóïïà ìîíîäðîìèè ñîäåðæèòñÿ â ãðóïïå �àëóà M ⊂ G.Äëÿ ìíîãèõ ñèñòåì îáùåãî âèäà (íàïðèìåð, äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ñèñòåì)ñóùåñòâóþò öåëûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ ãðóïï �àëóà [68], [69], [86], [87].Ìåòîäîì äè��åðåíöèàëüíûõ ãðóïï áûëî ðåøåíî áîëüøîå ÷èñëî çàäà÷ìåõàíèêè: çàäà÷à Ñèòíèêîâà äëÿ òðåõ òåë [72], [74], òåëî ñ íåïîäâèæíîé òî÷�êîé [78], îáîáùåííûé ñ�åðè÷åñêèé ìàÿòíèê [81], ñïóòíèê íà êðóãîâîé îðáèòå
[79], ÷àñòíûå ñëó÷àè çàäà÷è N òåë [77], [76], ïëîñêàÿ êðóãîâàÿ îãðàíè÷åííàÿçàäà÷à òðåõ òåë [89], [88], [90], êåëüòñêèé êàìåíü [62], çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé�èçèêè [80].6. Ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ ñåïàðàòðèñ (À. Ïóàíêàðå, Â.Ê. Ìåëüíè�êîâ, Â.Â. Êîçëîâ, Ñ.Ë. Çèãëèí)�àññìàòðèâàåòñÿ âîçìóùåííàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà, èìåþùàÿ â íåâîç�ìóùåííîì ñëó÷àå ãîìîêëèíè÷åñêîå ðåøåíèå. Ïðè âîçìóùåíèè ïåðèîäè÷åñêîåðåøåíèå ñîõðàíÿåòñÿ, íî ñåïàðàòðèñíûå ïîâåðõíîñòè â îáùåì ñëó÷àå ñîâïà�22



äàòü íå áóäóò. Äàëåå îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò äâà ðàçëè÷íûõ âàðèàíòà ìåòîäà- äåéñòâèòåëüíûé è êîìïëåêñíûé. Â äåéñòâèòåëüíîì ìåòîäå ðàññìàòðèâàåò�ñÿ ïåðåñå÷åíèå óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé,â êîìïëåêñíîì - èõ ñàìîïåðåñå÷åíèå. Â êà÷åñòâå ìåðû ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íè�ìè áåðåòñÿ òàê íàçûâàåìûé èíòåãðàë Ïóàíêàðå�Ìåëüíèêîâà. Åñëè îí ðàâåííóëþ, òî ïîâåðõíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ. Åñëè ñóùåñòâóþò äîïîëíèòåëüíûå èíòå�ãðàëû, òî îíè ïîñòîÿííû íà àñèìïòîòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ. Åñëè îíè ïåðå�ñåêàþòñÿ, òî ïåðåñåêàþòñÿ âñþäó ïëîòíî, îòêóäà è ñëåäóåò íåñóùåñòâîâàíèåèíòåãðàëîâ.1) Äåéñòâèòåëüíûé ñëó÷àé. Ïóñòü èìååòñÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà XH0
ñãàìèëüòîíèàíîì H0(x, y), èìåþùàÿ ãèïåðáîëè÷åñêîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿñ ÷àñòíûì ðåøåíèåì (x0(t), y0(t)), àñèìïòîòè÷åñêèì ê ýòîìó ïîëîæåíèþ ðàâ�íîâåñèÿ.Âîçìóùåííîå óðàâíåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì:

H(x, y, t, ǫ) = H0(x, y) + ǫH1(x, y, t) + O(ǫ2).Èíòåãðàë Ïóàíêàðå�Ìåëüíèêîâà:
µ(t0) =

∞∫

−∞

{H0, H1}(x0(t), y0(t), t+ t0)dt.Òåîðåìà. Åñëè �óíêöèÿ µ(t0) èìååò ïðîñòûå íóëè â íåêîòîðîé òî÷êå, òîàñèìïòîòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî.2) Êîìïëåêñíûé ñëó÷àé.Ïóñòü M0 äâóìåðíîå êîìïëåêñíî àíàëèòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå è XH0
êîì�ïëåêñíîå ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå íà M0 ñ ãàìèëüòîíèàíîì H0. Ïóñòü âêîîðäèíàòàõ (x, y) íà M0 ñèñòåìà �àìèëüòîíà

ẏ = −∂H0

∂x
, ẋ =

∂H

∂y
(2.15)23



èìååò ãèïåðáîëè÷åñêîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ (x0, y0), ò.å. ñîáñòâåííûå âåêòî�ðû ±λ èìåþò íåíóëåâûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè.Òîãäà ñèñòåìà (2.15) èìååò ñåïàðàòðèñíîå ðåøåíèå:
Γ0 : (x0(t), y0(t)) lim

t→∞
x0(t) = x0, lim

t→∞
y0(t) = y0 (2.16)Ïóñòü1) �óíêöèè (x0(t), y0(t)) ìåðîìîð�íû ïðè t ∈ C.2) H(x, y, t, ǫ) = H0(x, y) + ǫH1(x, y, t) +O(ǫ2) � âîçìóùåíèå ãàìèëüòîíè�àíà H0(x, y).3) H(x, y, t) ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì ω ïî t. Ýòà �óíêöèÿ îïðåäåëåíà íàìíîãîîáðàçèè M = M0 × Fω, ãäå Fω = C/ωZ - ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü.�àìèëüòîíîâà ñèñòåìà, îïðåäåëåííàÿ �óíêöèåé H(x, y, θ) íàä M , èìååòâèä:

ẏ = −∂H0

∂x
, ẋ =

∂H

∂y
, θ̇ = 1, (x, y, θ) ∈M.Ïðè ǫ = 0 äàííàÿ ñèñòåìà èìååò ãèïåðáîëè÷åñêîå 2π ïåðèîäè÷åñêîå ðå�øåíèå Π0 : (x0, y0, θ = 0 (mod 2π)). Êàê èçâåñòíî, ïðè ìàëîì âîçìóùåíèèñóùåñòâóåò ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå Πǫ : (xp(t, ǫ), yp(t, ǫ), θ = θ0 + t (mod 2π)),òàê, ÷òî (xp(t, 0), yp(t, 0)) = (x0, y0).�àññìîòðèì êîìïëåêñíóþ óñòîé÷èâóþ ñåïàðàòðèñó Λ+

ǫ íåâîçìóùåííîéñèñòåìû êàê ìíîæåñòâî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ, àñèìïòîòè÷åñêèõ ê Πǫ ïðè
t → ∞. Äëÿ �èêñèðîâàííîãî ǫ ýòà ïîâåðõíîñòü äâóìåðíà è ìîæåò èìåòüñàìîïåðåñå÷åíèÿ.Íåâîçìóùåííàÿ ñåïàðàòðèñà åñòü Λ+

0 = Γ0 × F2π; îíà ðàññëàèâàåòñÿ íàîäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ Γθ0
: (x0(t), y0(t), t +

+ θ0), θ0 ∈ F2π. Ïóñòü γ : [0, 1] → C åñòü çàìêíóòûé ïóòü íà êîìïëåêñíîìâðåìåíè ñ γ(0) = γ(1) ∈ R. Îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ �óíêöèþ íà F2π:
µ(θ0) =

∫

γ

{H0, H1}(x0(t), y0(t), t+ θ0)dt.24



Òåîðåìà Åñëè �óíêöèÿ µ(t0) èìååò ïðîñòîé íóëü â íåêîòîðîé òî÷êå, òîãäàäëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ǫ 6= 0 ñåïàðàòðèñà Λ+ èìååò òðàíñâåðñàëüíîå ñàìîïå�ðåñå÷åíèå è ñèñòåìà (2.15) íå èìååò äîïîëíèòåëüíîãî ãîëîìîð�íîãî ïåðâîãîèíòåãðàëà.3)Ñâÿçü ìåæäó âû÷èñëåíèåì èíòåãðàëà Ïóàíêàðå�Ìåëüíèêîâà è äè��å�ðåíöèàëüíîé òåîðèåé �àëóà.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà Ïóàíêàðå�Ìåëüíèêîâà èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä âû�÷åòîâ. Îáùàÿ �îðìóëà âûðàæåíèÿ äëÿ èíòåãðàëà ÷åðåç âû÷åòû, â ïðåäïîëî�æåíèè ìåðîìîð�íîñòè �óíêöèé, ïðèâåäåíà â ðàáîòå [23].Ñóùåñòâóåò ñâÿçü ìåæäó ìåòîäîì âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà Ïóàíêàðå�Ìåëü�íèêîâà è ìåòîäàìè äè��åðåíöèàëüíîé òåîðèè �àëóà.Âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìåðîìîð�íûå �óíêöèè (x0(t), y0(t)) ïåðèîäè÷�íû ñ êîìïëåêñíûì ïåðèîäîì iω. Òîãäà x0(t), y0(t) ∈M(Fiω), ò.å. ïðèíàäëåæàòïîëþ ìåðîìîð�íûõ �óíêöèé íàä ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ, ÿâëÿþùåéñÿ öè�ëèíäðîì. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî �àêòà, ÷òî ïðè t → ±∞ x0(t), y0(t) åñòü�óíêöèè îò ýêñïîíåíòû ñ ïåðèîäîì ω = Re(2π
|λ|).Êàê è â ìåòîäå Ïóàíêàðå�Ìåëüíèêîâà, ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå â âà�ðèàöèÿõ âäîëü îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà Γθ0

. Âîçìóùåííîå óðàâíåíèåâ âàðèàöèÿõ èìååò âèä:
d

dt




ξ

η

ν


 =




H0xy H0yy H1y

−H0xx −H0xy −H1x

0 0 0







ξ

η

ν


 (2.17)Çäåñü ν âñïîìîãàòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, íóæíàÿ, ÷òîáû âîçìóùåííîå óðàâ�íåíèå â âàðèàöèÿõ áûëî îäíîðîäíûì.Â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ïîëÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ âûáåðåì K = C(e

2πt
ω , eit),ïîñêîëüêó x0, y0 ∈ C(e

2πt
ω ), à H1 ∈ C(eit). Äëÿ êàæäîãî θ0 ðàñøèðåíèå Ïè�êàðà�Âåññèî åñòü K ⊂ Lθ0

= K(u11, ..., u33), ãäå U �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà25



ðåøåíèé. Ïóñòü Gal åñòü ãðóïïà �àëóà äëÿ äàííîãî ðàñøèðåíèÿ.Ïóñòü U - �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.17), òîãäà Uèìååò âèä
U =




H0y H0yδ k(θ0)

−H0x
1

H0y
−H0xδ µ(θ0)

0 0 1


 , (2.18)

δ =

∫
H0yy

H2
0y

(x0(t), y0(t), t)dt,

k(θ0) =

∫ (
H1y

H0y
− δ{H0, H1}(x0(t), y0(t), t+ θ0)

)
dt.Òåîðåìà Ïóñòü K = C(e

2πt
ω , eit) ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèàëüíûì ïîëåì êîý���èöèåíòîâ äëÿ (2.17) è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ(1) Ôóíêöèè (x0(t), y0(t)) ïðèíàäëåæàò ïîëþ K = C(e

2πt
ω , eit) è âîçìóùåí�íûé ãàìèëüòîíèàí H1 çàâèñèò îò (x, y) êàê ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ, à îò t �êàê �óíêöèÿ îò eit;(2) Ôóíêöèÿ δ ∈M(C)� ìåðîìîð�íàÿ;(3) Ôóíêöèÿ δ /∈ K.Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû Gal áûëà àáåëåâîé äëÿ �èêñèðîâàííîãî θ0 ∈ F2π,íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû µ(θ0) ∈ L = K(δ). Ê òîìó æå, íåîáõîäèìûìóñëîâèåì àáåëåâîñòè ýòîé ãðóïïû �àëóà, ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ èíòåãðàëàÏóàíêàðå�Ìåëüíèêîâà íàä F2π.4) Ñâÿçü ìåæäó âû÷èñëåíèåì èíòåãðàëà Ïóàíêàðå-Ìåëüíèêîâà è ìåòî�äîì Êîâàëåâñêîé�Ëÿïóíîâà�Èîøèäû.Â ðàáîòàõ [65], [64] óêàçàíà ñâÿçü ìåæäó âû÷èñëåíèåì èíòåãðàëà Ïóàí�êàðå�Ìåëüíèêîâà è ìåòîäîì Êîâàëåâñêîé�Ëÿïóíîâà�Èîøèäû. Âû÷èñëÿòüèíòåãðàë Ïóàíêàðå�Ìåëüíèêîâà ìîæíî ÷åðåç âû÷åòû, ïðè÷åì îíè áåðóòñÿ ïîöèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, îïðåäåëÿåìîé ÷åðåç ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå. Âóêàçàííûõ ðàáîòàõ ýòè âû÷åòû ïðåäñòàâëåíû êàê �óíêöèè îò ñîîòíîøåíèé,26



îïðåäåëÿþùèõ óñëîâèÿ ñîâìåñòèìîñòè äëÿ ïðîõîæäåíèÿ òåñòà Ïåíëåâå.7. Ìåòîä, îñíîâàííûé íà àíàëèçå ðåçîíàíñíîñòè íîðìàëüíîé�îðìû (Â.Â. Êîçëîâ, À.Ä. Áðþíî).Â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ íîðìàëüíàÿ ãà�ìèëüòîíîâà �îðìà. Ïóñòü îíà çàâèñèò îò êàêîãî-òî ïàðàìåòðà, è ïðåäïîëî�æèì, ÷òî ñóùåñòâóþò íåçàâèñèìûå â òî÷êå äîïîëíèòåëüíûå èíòåãðàëû ïðèâñåõ çíà÷åíèÿõ äàííîãî ïàðàìåòðà. Òîãäà ìîæíî âûáðàòü ýòîò ïàðàìåòð òà�êèì îáðàçîì, ÷òîáû èìåë ìåñòî ðåçîíàíñ, à óñëîâèå ðåçîíàíñíîñòè äàåò ðà�âåíñòâî íóëþ ðåçîíàíñíîãî ÷ëåíà â ãàìèëüòîíèàíå. Â èòîãå ïîëó÷àþòñÿ äâàóñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè. Îñíîâíûå íåäîñòàòêè ìåòîäà: åãî ëîêàëüíîñòü èòî, ÷òî îí äàåò ëèøü äâà óñëîâèÿ (åñëè ïàðàìåòðîâ òîæå äâà, òî ìåòîä ðàáî�òàåò). Â îáùåì âèäå äàííàÿ òåîðåìà çâó÷èò òàê:Ïóñòü H = H2 + . . .+Hm−1 +Hm + . . . � ðàçëîæåíèå â îêðåñòíîñòè ðàâ�íîâåñèÿ àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðîâ �óíêöèè �àìèëüòîíà, ïðèâå�äåííîé ê íîðìàëüíîé �îðìå äî ñëàãàåìûõ (m−1)-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.Òåîðåìà([28], [11]) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:(1) Ñóùåñòâóþò òàêèå ïàðàìåòðû (èõ áóäåì íàçûâàòü îñîáûìè), ïðè âñåõçíà÷åíèÿõ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò íåçàâèñèìûé äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë.(2) Îñîáûå ïàðàìåòðû ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû áûëè âûïîëíåíû óñëî�âèÿ:
< k,ω(ǫ) >= 0, |k| = mè < k,ω(ǫ) >6= 0, |k| < m,

ω � âåêòîð ÷àñòîò, k ∈ Z
n.(3) Ïðè óñëîâèè (2) êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà íåçà�âèñèìà ñ H2.Òîãäà ðåçîíàíñíûé êîý��èöèåíò â Hm îáðàùàåòñÿ â íîëü.Äàííûé ìåòîä äëÿ ãàìèëüîíîâûõ ñèñòåì ïðèìåíÿëñÿ â [28], äëÿ íåãà�ìèëüòîíîâûõ � â ðàáîòå [11]. 27



8. Ìåòîä àëãîðèòìè÷åñêîãî àíàëèçà ïðîâåðêè íà èíòåãðèðóå�ìîñòü â êâàäðàòóðàõ äëÿ ëèíåéíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíå�íèÿ, êîý��èöèåíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè �óíêöèÿ�ìè âðåìåíè (Äæ. Êîâà÷è÷)�àññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ðàöèîíàëüíûìèêîý��èöèåíòàìè:
y′′ = r(x)y, r(x) ∈ C(x) (2.19)Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà êëàññè�èöèðóåò ãðóïïû �àëóà äëÿ óðàâíåíèÿ (2.19).Èçíà÷àëüíî îíà áûëà äîêàçàíà Ëèóâèëëåì íà ÿçûêå ëèíåéíîé àëãåáðû, ïîçä�íåå ïåðå�îðìóëèðîâàíà íà ÿçûêå òåîðèè �àëóà.Òåîðåìà [82]. Äëÿ óðàâíåíèÿ (2.19) âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:Ñëó÷àé 1. Ñóùåñòâóåò ðåøåíèå y(x) = e

∫
ωdx, ω(x) ∈ C(x) ⇐⇒ G �òðèàíãóëèðóåìà ⇐⇒ G = T ∪D, ãäå

T =






a b

0 a−1


 , a 6= 0, b 6= 0, a, b ∈ C



 (ðîâíî îäíî ýêñïîíåíöèàëüíîåðåøåíèå), D =






a 0

0 a−1


 , a 6= 0, a ∈ C



 (äâà ýêñïîíåíöèàëüíûõ ðåøåíèÿ)

⇐⇒ âñå ïîëþñà r(x) èìåþò èëè ÷åòíûé ïîðÿäîê, èëè ðàâíûé 1, à ïîðÿäîêïîëþñà r(x) â ∞ èëè ÷åòíûé, èëè íå ìåíüøå 2.Ñëó÷àé 2. Åñëè óñëîâèå ñëó÷àÿ 1 íå èìååò ìåñòî, òî:Ñóùåñòâóåò ðåøåíèå y(x) = e
∫

ωdx, ω(x)2 ∈ C(x) ⇐⇒ G � íåòðèàíãóëè�ðóåìà, íî èìïðèìèòèâíà ⇐⇒ G = D†, ãäå
D† =






λ 0

0 λ−1


 , λ 6= 0, λ ∈ C



 ∪






 0 η

−η−1 0


 , η 6= 0, η ∈ C





⇐⇒ ñóùåñòâóåò ïîëþñ r(x) èìåþùèé íå÷åòíûé ïîðÿäîê áîëüøèé 2 èëèåãî ïîðÿäîê ðàâåí 2.
28



Ñëó÷àé 3. Åñëè óñëîâèÿ ñëó÷àåâ 1, 2 íå èìåþò ìåñòà, òî:Âñå ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷íû íàä C(x) ⇐⇒ G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà.Ñëó÷àé 4. Åñëè óñëîâèÿ ñëó÷àåâ 1, 2, 3 íå èìåþò ìåñòà, òî Ëèóâèëëåâûõðåøåíèé íåò, òî åñòü G = SL(2).Îäíàêî äàííàÿ òåîðåìà íå äàåò êîíñòðóêòèâíîé ïðîâåðêè íàõîæäåíèÿãðóïïû �àëóà. Òàêîé àëãîðèòì áûë ïðåäëîæåí Äæ. Êîâà÷è÷åì [69].Àëãîðèòì Êîâà÷è÷à ïîçâîëÿåò êîíñòðóêòèâíî íàéòè íåîáõîäèìûå è äîñòà�òî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, óäîâëåòâîðÿåò ëè äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðî�ãî ïîðÿäêà êëàññè�èêàöèè, äàííîé â òåîðåìå 3. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåìëèøü ïåðâîãî è âòîðîãî ñëó÷àåâ òåîðåìû 3.Òåîðåìà (Äæ. Êîâà÷è÷ 1985) [69]Ñëó÷àé 1Ïóñòü Γ � ìíîæåñòâî ïîëþñîâ �óíêöèè r(x).1 øàã. Äëÿ êàæäîãî c ∈ Γ∪∞ îïðåäåëèì ðàöèîíàëüíóþ �óíêöèþ [
√
r]cè äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà α+

c , α−
c ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(c1) Åñëè c ∈ Γ ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà, òîãäà [
√
r]c = 0, α+

c = α−
c = 1.

(c2) Åñëè c ∈ Γ ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà, òîãäà [
√
r]c = 0 è ïóñòü b �êîý��èöèåíò ïðè 1

(x−c)2 , òî α±
c = 1

2 ±
√

1+4b
2 .

(c3) Åñëè c ∈ Γ ïîëþñ ïîðÿäêà 2ν ≥ 4, òîãäà [
√
r]c = a

(x−c)ν + ... + d
(x−c)2(ðàçëîæåíèå �óíêöèè √

r â îêðåñòíîñòè ïîëþñà äî ÷ëåíîâ 2-ãî ïîðÿäêà),
α±

c = 1
2(± b

a + ν), ãäå b � ðàçíîñòü êîý��èöèåíòîâ ïðè 1
(x−c)ν+1 â r(x) è ïðè

1
(x−c)ν+1 â {[

√
r(x)]c}2.

(∞1) Åñëè ïîðÿäîê c ∈ ∞ áîëüøå 2, òîãäà [
√
r]∞ = 0, α+

∞ = 0, α−
∞ = 1.

(∞2) Åñëè ïîðÿäîê c ∈ ∞ ðàâåí 2, òîãäà [
√
r]∞ = 0, α+

∞ = α−
∞ = 1

2±
√

1+4b
2 ,ãäå b � êîý��èöèåíò ïðè 1

x2 .
(∞3) Åñëè ïîðÿäîê c ∈ ∞ ðàâåí −2ν, òîãäà [

√
r]∞ = axν + ... + d, α±

∞ =

= 1
2(± b

a − ν), ãäå b � ðàçíîñòü êîý��èöèåíòîâ ïðè xν−1 â r(x) è ïðè xν−1 â
{[
√
r(x)]∞}2. 29



2 øàã.Äëÿ êàæäîãî ñåìåéñòâà s = (s(c))c∈Γ∪∞, s(c) = {±} îïðåäåëèì ÷èñëî
deg = αs(∞)

∞ −
∑

c∈Γ

αs(c)
c .Òîãäà ÷èñëî deg äîëæíî áûòü öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå è îïðåäåëèì:

ω =
∑

c∈Γ

(
s(c)[

√
r]c +

α
s(c)
c

x− c

)
+ s(∞)[

√
r]∞.3 øàã.Ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîå ðåøåíèå ñòåïåíè deg ó óðàâíåíèÿ:

P ′′ + 2ωP ′ + (ω′ + ω2 − r)P = 0 (2.20)Òîãäà η = P (x)e
∫

ωdx � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.19). Åñëè óñëîâèÿ øàãîâ 2è 3 íå âûïîëíÿþòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî äàííûé ñëó÷àé íå èìååò ìåñòà.Ñëó÷àé 2Åñëè â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà âûÿñíèëîñü, ÷òî ñëó÷àé 1 íåèìååò ìåñòà, òî íóæíî ïðîâåðèòü ñëó÷àé 2 (ïðè ïðèìåíåíèè àëãîðèòìà äëÿñëó÷àÿ 2 ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíûì, ÷òî ñëó÷àé 1 íå èìååò ìåñòà).Ïóñòü Γ � ìíîæåñòâî ïîëþñîâ �óíêöèè r(x).1 øàã. Äëÿ êàæäîãî c ∈ Γ ∪ ∞ îïðåäåëèì ìíîæåñòâî E = ∪Ec è êîì�ïëåêñíûå ÷èñëà ei ñëåäóþùèì îáðàçîì:
(c1) Åñëè c ∈ Γ ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà, òîãäà Ec = {4},
(c2) Åñëè c ∈ Γ ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà, òîãäà Ec = {2 + k

√
1 + 4b|k =

= 0,±2} ∩ Z, ãäå b� êîý��èöèåíò ïðè 1
(x−c)2 ,

(c3) Åñëè c ∈ Γ ïîëþñ ïîðÿäêà ν > 2, òîãäà Ec = {ν},
(∞1) Åñëè ïîðÿäîê c ∈ ∞ áîëüøå 2 ,òîãäà E∞ = {0, 2, 4},
(∞2) Åñëè ïîðÿäîê c ∈ ∞ ðàâåí 2 ,òîãäà E∞ = {2+k

√
1 + 4b|k = 0,±2}∩

Z, ãäå b� êîý��èöèåíò ïðè 1
x2 , 30



(∞3) Åñëè ïîðÿäîê c ∈ ∞ ìåíüøå 2 ,òîãäà E∞ = {ν}.2 øàã.Äëÿ êàæäîãî ñåìåéñòâà (ec)c∈Γ∪∞ ∈ Ec, îïðåäåëèì ÷èñëî
deg =

1

2
(e∞ −

∑

c∈Γ

ec).Òîãäà ÷èñëî deg äîëæíî áûòü öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå è îïðåäåëèì:
θ =

1

2

∑

c∈Γ

ec

x− c
.3 øàã.Ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîå ðåøåíèå ñòåïåíè deg ó óðàâíåíèÿ:

P ′′′ + 3θP ′′ + (3θ2 + 3θ′ − 4r)P ′ + (θ′′ + 3θθ′ + θ3 − 4rθ − 2r′)P = 0Ïóñòü Φ = θ + P ′

P è ïóñòü ω � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:
ω2 + Φω + (

1

2
Φ′ +

1

2
Φ2 − r) = 0Òîãäà η = P (x)e

∫
ωdx � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.19). Åñëè óñëîâèÿ øàãîâ 2è 3 íå âûïîëíÿþòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, äàííûé ñëó÷àé íå èìååò ìåñòà.

31



�ëàâà 2Òîïîëîãè÷åñêèé àíàëèç äâèæåíèÿ ýëëèïñîèäàíà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè2.1. ÂâåäåíèåÂ ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î äâèæåíèè òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëàïî ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå àíàëîãèè ìåæäóýòîé çàäà÷åé è çàäà÷åé î äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Â÷àñòíîñòè, â îáåèõ çàäà÷àõ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû óðàâíå�íèÿ äâèæåíèÿ îáëàäàþò òðåìÿ íåçàâèñèìûìè èíòåãðàëàìè, è, òàêèì îáðàçîì,äëÿ èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òðåáóåòñÿ åùå îäèí íåçàâèñèìûéèíòåãðàë, íàëè÷èå êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè íà ïàðàìåòðû ñèñòåìû.Îäíàêî, â îòëè÷èå îò çàäà÷è î òåëå ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé, ãäå ãåîìåòðè�÷åñêàÿ �îðìà òåëà íåñóùåñòâåííà, â çàäà÷å î äâèæåíèè òåëà ïî ïëîñêîñòèíåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü âèä ïîâåðõíîñòè òåëà. Îáû÷íî íà �îðìó ïîâåðõíî�ñòè íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå âûïóêëîñòè è óñëîâèå, ÷òî êàñàíèå ïîâåðõíîñòèñ ïëîñêîñòüþ ïðîèñõîäèò â îäíîé òî÷êå.Íà äàííûé ìîìåíò â çàäà÷àõ î äâèæåíèè òåë ïî ãëàäêîé ïëîñêîñòè ñóùå�ñòâîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà äîêàçàíî äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ: âî�ïåðâûõ,äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà òåëî ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíûì øàðîì, öåíòð ìàññ êîòîðîãîñîâïàäàåò ñ ãåîìåòðè÷åñêèì öåíòðîì, à ìîìåíòû èíåðöèè ïðîèçâîëüíû, èâî�âòîðûõ, äëÿ ñëó÷àÿ äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òåëà âðàùåíèÿ [14]. Âïåðâîì ñëó÷àå çàäà÷à àíàëîãè÷íà çàäà÷å î âîë÷êå Ýéëåðà. Â äàííîé ðàáîòåðàññìàòðèâàåòñÿ âòîðîé ñëó÷àé: â êà÷åñòâå ïîâåðõíîñòè áåðåòñÿ äèíàìè÷åñêèñèììåòðè÷íûé ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ, ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, �àêòè�÷åñêè, ñõîäíû ñ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ äëÿ âîë÷êà Ëàãðàíæà.32



Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå áè�óðêàöèîí�íûõ äèàãðàìì Ñìåéëà [44]. Îïèñàíèå ïåðåñòðîåê èíâàðèàíòíûõ òîðîâ è òî�ïîëîãè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ ïîâåðõíîñòåé ïðîâîäèòñÿ ìåòîäàìè òåîðèè òîïî�ëîãè÷åñêîé êëàññè�èêàöèè, ðàçâèòîé â ðàáîòàõ À.Ò. Ôîìåíêî è åãî ó÷åíèêîâ(ñì. [5], [53]).Çàäà÷à â àíàëîãè÷íîé ïîñòàíîâêå äëÿ âîë÷êà Ëàãðàíæà ðåøàëàñü â
[37], [47].
2.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ñõåìà èññëåäîâàíèÿÒåëî, èìåþùåå �îðìó ýëëèïñîèäà, äâèæåòñÿ ïî ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîéïëîñêîñòè. Îñü ñèììåòðèè ïîâåðõíîñòè òåëà ñîâïàäàåò ñ îñüþ äèíàìè÷åñêîéñèììåòðèè òåëà, ïðè÷åì öåíòð ìàññ ëåæèò íà ýòîé îñè íà ðàññòîÿíèè s îòãåîìåòðè÷åñêîãî öåíòðà ýëëèïñîèäà-ïîâåðõíîñòè, à ãëàâíûå öåíòðàëüíûå îñèèíåðöèè ñîíàïðàâëåíû ñ ãëàâíûìè îñÿìè ïîâåðõíîñòè òåëà (àíàëîã âîë÷êàËàãðàíæà). Íà òåëî íàëîæåíà îäíà ãîëîíîìíàÿ ñâÿçü: òàêèì îáðàçîì, âû�ñîòà öåíòðà ìàññ íàä ïëîñêîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü îðèåíòàöèåé ãëàâíûõöåíòðàëüíûõ îñåé èíåðöèè òåëà (íàïðèìåð, óãëàìè Ýéëåðà), è ñèñòåìà èìååòïÿòü ñòåïåíåé ñâîáîäû.Ïóñòü OXYZ � íåïîäâèæíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò; Se1, Se2, Se3 � ãëàâíûåöåíòðàëüíûå îñè èíåðöèè òåëà; v = (vx, vy, vz) � âåêòîð ñêîðîñòè öåíòðà ìàññòåëà â îñÿõ OXYZ; ω = (ω1, ω2, ω3) � âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà â îñÿõSe1e2e3 ; γ = (γ1, γ2, γ3) � åäèíè÷íûé âåêòîð âîñõîäÿùåé âåðòèêàëè, íàïðàâ�ëåííûé ïî OZ, â îñÿõ Se1e2e3; (b1, b1, b3) � ãëàâíûå ïîëóîñè ýëëèïñîèäà; m �ìàññà òåëà; J = diag(J1, J1, J3) � ãëàâíûé öåíòðàëüíûé òåíçîð èíåðöèè òå�ëà; r(γ) � ðàäèóñ-âåêòîð èç öåíòðà ìàññ òåëà â òî÷êó êàñàíèÿ ñ ïëîñêîñòüþ,
N = Nγ � âåêòîð ðåàêöèè ïëîñêîñòè.33
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�èñ. 2.1. Ýëëèïñîèä íà ïëîñêîñòèÄâèæåíèå öåíòðà ìàññ òåëà â ñîïóòñòâóþùèõ îñÿõ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþ�ùèì óðàâíåíèåì:
mv̇ = N−mgγ.Â ïðîåêöèè íà îñè OX,OY ïîëó÷àåì v̇x = v̇y = 0. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíîâûáðàòü èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â öåíòðå ìàññ òåëà,äâèæóùóþñÿ ðàâíîìåðíî âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Â ïðîåêöèè íàOZ èìååì:

vz = ż, mv̇z = N −mg.Âûðàæàÿ îòñþäà çíà÷åíèå N è ïîäñòàâëÿÿ åãî â çàêîí èçìåíåíèÿ ãëàâíîãîêèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî òî÷êè S, à òàêæå ó÷èòûâàÿ óñëîâèå ïî�ñòîÿíñòâà âåðòèêàëüíîãî åäèíè÷íîãî îðòà, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ïóàñ�ñîíà:
Jω̇ + ω × Jω = r× (mz̈ +mg)γ, γ̇ + ω × γ = 0 (2.1)Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ íóæíî åùå çà�äàòü êîñèíóñû óãëîâ ìåæäó ãëàâíûìè îñÿìè ýëëèïñîèäà è ãëàâíûìè îñÿìèèíåðöèè òåëà, à òàêæå êîîðäèíàòû ãåîìåòðè÷åñêîãî öåíòðà â ãëàâíûõ îñÿõèíåðöèè è ïî íèì íàéòè âûðàæåíèÿ äëÿ r(γ). Â ðàìêàõ ñäåëàííûõ ïðåäïî�

34



ëîæåíèé, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:
r(γ) = − Bγ

(Bγ,γ)1/2
− se3,ãäå B = diag(b21, b21, b23).Òàêèì îáðàçîì, âîçâûøåíèå öåíòðà ìàññ íàä îïîðíîé ïëîñêîñòüþ, ìîæåòáûòü âûðàæåíà �îðìóëîé:

z = −(r,γ) = (b21γ
2
1 + b21γ

2
2 + b23γ

2
3)

1/2 + sγ3.Êàê èçâåñòíî [35], óðàâíåíèÿ (2.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå óðàâíåíèé�àìèëüòîíà äëÿ ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, �àçîâîå ïðîñòðàíñòâîêîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îðáèòîé êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ëè.Ïåðåéäåì ê êàíîíè÷åñêèì èìïóëüñàì:
M = A−1ω

A =




J1 + aγ2
1

J1(J1 + a(γ2
1 + γ2

2))

aγ1γ2

J1(J1 + a(γ2
1 + γ2

2))
0

aγ1γ2

J1(J1 + a(γ2
1 + γ2

2))

J1 + aγ2
2

J1(J1 + a(γ2
1 + γ2

2))
0

0 0
1

J3



,

ãäå a =
m(b23 − b21)

2γ2
3

b21 + (b23 − b21)γ
2
3

.Ïóñòü e(3) = so(3) ⊕ρ R
3 � øåñòèìåðíàÿ àëãåáðà Ëè ãðóïïû äâèæåíèé

R3, è M,γ � åñòåñòâåííûå êîîðäèíàòû â êîàëãåáðå e(3)∗. Áàçèñíûå ñêîáêèÏóàññîíà èìåþò âèä:
{Mi,Mj} = −ǫijkMk, {Mi, γj} = −ǫijkγk, {γi, γj} = 0, i, j, k = 1, 2, 3.

(2.2)Ñêîáêà Ïóàññîíà âûðîæäåíà è îáëàäàåò äâóìÿ �óíêöèÿìè Êàçèìèðà,êîììóòèðóþùèìè â ñòðóêòóðå (2.2) ñ ëþáîé �óíêöèåé îò M, γ:K = (M,γ) è35



Γ = γ2. Èíòåãðàë K = const (ïðîåêöèÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà íà âåðòèêàëü�íóþ îñü), ñâÿçàí ñ èíâàðèàíòíîñòüþ âðàùåíèé òåëà îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëè;èíòåãðàë Γ = const � ãåîìåòðè÷åñêèé, âûðàæàåò óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà åäè�íè÷íîãî îðòà. Ïîëîæèâ γ2 = 1, èñêëþ÷èì åäèíñòâåííûé ñèíãóëÿðíûé ñëîé.Óðîâåíü M4
1,k = {K = k,γ2 = 1} äè��åîìîð�åí TS2.Ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà èìåþò âèä îáîáùåííûõ óðàâíå�íèé Êèðõãî�à:

Ṁ = M × ∂H

∂M
+ γ × ∂H

∂γ
; γ̇ = γ × ∂H

∂M
;

H =
1

2
(AM,M) +mgz; (2.3)

H =
1

2(J1 + a(γ2
1 + γ2

2))

(
M2

1 +M2
2 +

a(M1γ1 +M2γ2)
2

J1

)
+
M2

3

2J3
+

mg
(
(b21 + (b23 − b21)γ

2
3)

1/2 + sγ3

)
.Äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë Ëàãðàíæà: M3 = J3ω.Èòàê, çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü áè�óðêàöèîííûå äèà�ãðàììû Ñìåéëà äëÿ ñèñòåìû (2.3).Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîãðàììîé Ñìåéëà [44] èññëåäîâàíèÿ ñèììåòðèè, ðàñ�ñìîòðèì îòîáðàæåíèå ìîìåíòà

F = (H,M3) : M4
1,k → R

2. (2.4)Îáðàç êðèòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà åñòü áè�óðêàöèîííàÿ äèàãðàììà Σ îòîáðà�æåíèÿ F. Ìíîæåñòâî Σ èìååò ìåðó íóëü â R2 ïî òåîðåìå Ñàðäà. Íàä êàæ�äîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé R
2 \ Σ îòîáðàæåíèå (2.4) ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì ïî36



òåîðåìå î íåÿâíîé �óíêöèè. Åñëè âñå ñëîè ñëîåíèÿ êîìïàêòíû, òî òèï èí�òåãðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîæåò èçìåíèòüñÿ ëèøü ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç Σ. Âýòèõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíòàõ èíòåãðàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîéîáúåäèíåíèå äâóìåðíûõ òîðîâ, êàê âñÿêîå ñâÿçíîå, îðèåíòèðóåìîå, êîìïàêò�íîå äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, äîïóñêàþùåå êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå áåçîñîáûõ òî÷åê (ò.ê. îñîáûå òî÷êè ëåæàò íà îñîáûõ ñëîÿõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ).Èçó÷èì îñîáåííîñòè îòîáðàæåíèÿ (2.4). Ïóñòü H̃, M̃3 � îãðàíè÷åíèÿ�óíêöèé H,M3 íà M4
1,k ñîîòâåòñòâåííî.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàíã äè��åðåíöèàëà (2.4) óïàë ðîâíî íà åäèíèöóâ íåêîòîðîé òî÷êå, íàïðèìåð, dM̃3 = λdH̃,ïðè÷åì dH̃ 6= 0. Òîãäà ÿäðîäè��åðåíöèàëà òðåõìåðíî: òðè âåêòîðà, êàñàòåëüíûõ ê M4

1,k, ïåðåéäóò ïðèîòîáðàæåíèè F â íîëü, à îäèí � â íåíóëåâîé âåêòîð ñ òàíãåíñîì óãëà íà�êëîíà, ðàâíûì ìíîæèòåëþ Ëàãðàíæà λ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ðàññìîòðåòüîãðàíè÷åíèå �óíêöèè M3 óæå íà òðåõìåðíîå èçîýíåðãåòè÷åñêîå ìíîãîîáðà�çèå Q3
h,k = {H = h,K = k,Γ = 1} (ëîêàëüíî) è íà ýòîì èçîýíåðãåòè÷åñêîììíîãîîáðàçèè èññëåäîâàòü êðèòè÷åñêèå òî÷êè. Èòàê, ñíà÷àëà íàäî íàéòè òåçíà÷åíèÿ (h, k), ïðè êîòîðûõ îïðåäåëåíî èçîýíåðãåòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå

Q3
h,k, ò.å. ñíà÷àëà íóæíî ïîñòðîèòü áè�óðêàöèîííûå äèàãðàììû â ïëîñ�êîñòè (k, h), à çàòåì � è áè�óðêàöèîííûå äèàãðàììû îòîáðàæåíèÿ (2.4)â ïëîñêîñòè (h, ω). Ñâÿçü ìåæäó ýòèìè áè�óðêàöèîííûìè äèàãðàììàìèòàêîâà: �èêñèðîâàííîé òî÷êå, íå ïðèíàäëåæàùåé Σk,h, ñîîòâåòñòâóåò âåðòè�êàëüíûé îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé âíåøíèå òî÷êè Σh,ω ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì�èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè h. Çàòåì ñòðîÿòñÿ ìîëåêóëû [52], ò.å. èññëåäóþòñÿîñîáåííîñòè �óíêöèè M3 íà èçîýíåðãåòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè Q3

h,k.
37



2.3. Ïîñòðîåíèå áè�óðêàöèîííûõ äèàãðàìì, èçó÷åíèåïåðåñòðîåê òîðîâÏîñêîëüêó èíòåãðàë Ëàãðàíæà ëèíååí ïî èìïóëüñàì, áóäåì ðàññìàòðè�âàòü íå åãî êàê �óíêöèþ íà Q3
h,k, à èíòåãðàë ýíåðãèè êàê �óíêöèþ íà ñîâ�ìåñòíîì óðîâíå P 3

k,ω = {K = k,Γ = 1,M3 = Jω}.Ýòè ïîäõîäû ðàâíîñèëüíû äëÿ Q3
h,k, ÿâëÿþùèõñÿ ìíîãîîáðàçèåì, òàê êàêêðèòè÷åñêèå ìíîæåñòâà ó �óíêöèé M3 íà Q3

h,k è H íà P 3
k,ω (çà èñêëþ÷åíèåìòåõ ñëîåâ, ãäå ëåæàò òî÷êè γ3 = ±1) îäèíàêîâû è ñîîòâåòñòâóþùèå èíäåêñûãåññèàíîâ òîæå ðàâíû.Îáåçðàçìåðèì ïàðàìåòðû, òàê ÷òî mg = 1, b1 = 1, J1 = 1, b3 = b > 0, J3 =

= J > 0, è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: c = b2 − 1, x = γ3.Òåîðåìà 1. Äëÿ ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì (2.3) ðàçäåëÿþùèå êðèâûåíà ïëîñêîñòè R
2(h, ω) èìåþò ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ k âèä, èçîáðàæåííûéíà ðèñóíêå 2.2, ïðè÷åì äëÿ ñëó÷àÿ −1 < c < 0: åñëè 0 < s < −c√

c+1
, òî

2 → 3 → ... → 6, åñëè −c√
c+1

< s < −c(c+2)
(c+1)2/3 , òî 1 → 2 → ... → 6, åñëè

s > −c(c+2)
(c+1)2/3 , òî 1 → 6. Äëÿ ñëó÷àÿ c > 0: åñëè 0 < s < c√

c+1
, òî 7 → 1 → 6;åñëè s > c√

c+1
, òî 1 → 6.

▽ Óñëîâèå äëÿ êðèòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ èìååò âèä:
dH = λ1dK + λ2dΓ + λ3dM3. (3.1)

K = k,M3 = Jω,Γ = 1Èç íåãî ïîëó÷àåì M1 = λ1(A
−1γ)1,M2 = λ1(A

−1γ)2,M3 = J(λ1γ3 + λ3).Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå Mi â âûðàæåíèå äëÿ H, ïîëó÷èì âòîðîé ïðèâåäåííûéïîòåíöèàë:
Vk,ω(x) =

(k − Jωx)2

2(1 − x2)
+
Jω2

2
+ (cx2 + 1)1/2 + sx (k 6= ±Jω). (3.2)38
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1�èñ. 2.5. Èçìåíåíèå âèäà áè�óðêàöèîííûõ äèàãðàìì ïðè ðàçíûõ k ïðè 
>0Îáëàñòü âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ èìååò âèä:
Uk,ω,h = {x ∈ [−1; 1] : Vk,ω(x) ≤ h} ⊂ S2. (3.3)Êðèòè÷åñêèå òî÷êè Vk,ω(x) çàäàþò êðèòè÷åñêèå ìíîæåñòâà.Óðàâíåíèÿ áè�óðêàöèîííûõ êðèâûõ èìåþò âèä:

h(x) =
(k − Jωx)2

2(1 − x2)
+
Jω2

2
+ (cx2 + 1)1/2 + sx, (3.4±)ãäå x ∈ [−1; 1]. 40



M±(x) =

k(1 + x2) ± (1 − x2)

(
k2 − 4cx2

(cx2 + 1)1/2
− 4sx

)1/2

2x
.

Ââåäåì ïåðåìåííûå p = (k + Jω)/2, q = (k − Jω)/2. Â íèõ ïðèâåäåííûéïîòåíöèàë çàïèøåòñÿ â âèäå:
Vp,q(x) =

p2

1 + x
+

q2

1 − x
+

(p− q)2

2J
+
√
cx2 + 1 + sx.Ïðîäè��åðåíöèðóåì åãî òðè ðàçà, è ïðèðàâíÿåì ê íóëþ ïîëó÷åííûå âû�ðàæåíèÿ:

V ′
p,q(x) = − p2

(1 + x)2
+

q2

(1 − x)2
+

cx

(cx2 + 1)1/2
+ s = 0; (3.5)

V ′′
p,q(x) =

2p2

(1 + x)3
+

2q2

(1 − x)3
+

c

(cx2 + 1)3/2
= 0; (3.6)

V ′′′
p,q(x) =

−6p2

(1 + x)4
+

6q2

(1 − x)4
+

−3c2x

(cx2 + 1)5/2
= 0. (3.7)�àññìîòðèì ðàñïîëîæåíèå íà ïëîñêîñòè (q, p) ïðÿìîé p + q = k è ãèïåð�áîëû, çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì (3.5).Óñëîâèå ïåðåñå÷åíèÿ:

F (q) =
4xq2

(1 − x2)2
+

2kq

(1 + x)2
− k2

(1 + x)2
+

cx√
cx2 + 1

+ s = 0.Ñëåäóþùåå óñëîâèå çàäàåò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ âûðàæåíèÿ (3.4±):
D/4 =

k2 − 4cx2√
cx2+1

− 4sx

(1 − x2)2
=
k2 −G(x)

(1 − x2)2
> 0.Ââåäåì òàêæå G(x) =

√
G(x).
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Ïóñòü (p0, q0) > 0 � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãèïåðáîëû (3.5) è ýëëèïñà (3.6).Òîãäà çíà÷åíèÿ äëÿ âåëè÷èí F1(x) = p0 + q0 è F2(x) = q0 − p0 âûðàæàþòñÿñëåäóþùåé �îðìóëîé:
Fi(x) = 1/

√
2(−1)i+1(1 + x)3/2

√
c(2cx3 + 3x− 1)

2(cx2 + 1)3/2
+ s+

+1/
√

2(1 − x)3/2

√
−c(2cx3 + 3x+ 1)

2(cx2 + 1)3/2
− s.�àññìîòðèì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé p + q = k è ãèïåðáîëû (3.5). Ýòàòî÷êà ëåæèò âíóòðè ýëëèïñà, ãðàíèöà êîòîðîãî çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (3.6),òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãèïåðáîëû è ýëëèïñà ëåæàòïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé (äîêàçàòåëüñòâî ýëåìåíòàðíî ñëåäóåò èç âèäàâîçìîæíîãî ðàñïîëîæåíèÿ êðèâûõ, íàïðèìåð êàê íà ðèñ. 2.3). Òàêèì îáðàçîì,�óíêöèÿ G(x) îòâå÷àåò çà ïàðàìåòðèçàöèþ Σh,ω, à Fi(x) (i = 1, 2) � çà çíàê

V ′
k,ω(x).Äëÿ ñëó÷àÿ −1 < c < 0 ó �óíêöèé Fi(x) ñóùåñòâóåò äâà ðàçäåëÿþùèõçíà÷åíèÿ âåëè÷èíû s: { −c√

c+1
, −c(c+2)

(c+1)3/2}; à äëÿ c > 0 � îäíî: s = c√
c+1

.Äëÿ ñëó÷àÿ −1 < c < 0 ïðè 0 < s < −c√
c+1

ïðè ðàçíûõ x âåòâè ãèïåðáîëûìîãóò ëåæàòü â ðàçíûõ ÷åòâåðòÿõ è äëÿ ðàñïîëîæåíèÿ èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñïðÿìîé îòíîñèòåëüíî ýëëèïñà âîçìîæíû âîñåìü âàðèàíòîâ; ïðè −1 < c < 0ïðè −c√
c+1

< s < −c(c+2)
(c+1)3/2 ðàñïîëîæåíèå ñõîäíî ñ èçîáðàæåííûì íà ðèñ. 2.3. Äëÿñëó÷àÿ s > −c(c+2)

(c+1)3/2 âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîòåíöèàëà âñåãäà ïîëîæèòåëüíà,òàêæå êàê è äëÿ ñëó÷àÿ c > 0 (ñì. ðèñ. 2.4, 2.5)▽.Òåîðåìà 2 Ïåðåñòðîéêè òîðîâ èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 2.2.
▽ Ïðè �èêñèðîâàííîì γ ∈ S2 â ïðîñòðàíñòâå R3(M1,M2,M3) ìíîæåñòâî

{H = h} ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïñîèä, à ïåðåñå÷åíèå ïëîñêîñòåé {K =

= k} è {M3 = Jω}, â ñëó÷àå èõ íåïàðàëëåëüíîñòè, çàäàåò ïðÿìóþ, ïðè÷åì âêà÷åñòâå ìåðû èõ ïåðåñåêàåìîñòè âûñòóïàåò ïðè �èêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðàõ42



ïðèâåäåííûé ïîòåíöèàë (3.2). Ñëîé íàä êàæäîé òî÷êîé γ ∈ S2 ãîìåîìîð�åíëèáî äâóì òî÷êàì (åñëè γ ∈ Uk,ω,h \ ∂Uk,ω,h), ëèáî òî÷êå (åñëè γ ∈ ∂Uk,ω,h),ëèáî ïóñò (åñëè γ /∈ Uk,ω,h). Ïðèâåäåííûé ïîòåíöèàë íå îïðåäåëåí ïðè k =

= ±Iω, êîãäà òî÷êè γ3 = ±1 ïðèíàäëåæàò ÎÂÄ (3.3).Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ãåññèàíà d2H|P 3
k,ω
òàêèå æå êàê è äëÿ âîë÷êà Ëàãðàí�æà:

µ1 = 0, µ2 = 1 + (k−Jωx)2

(1−x2)2
, µ3 = (1 − x2)V ′′

k,ωËåììà.Ñëó÷àé íåîñîáûõ ïîâåðõíîñòåé.
• Åñëè k 6= ±Jω è ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ÎÂÄ Uk,ω,h åñòü êîëüöî, òîãäàòàêîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïàðàìåòðîâ îòâå÷àåò äâóìåðíûé òîð.Äâà ñëó÷àÿ ñ îñîáûìè ïîâåðõíîñòÿìè, êîãäà íà ïîâåðõíîñòè ëåæèò îäíàêðèòè÷åñêàÿ îêðóæíîñòü.
• Åñëè k 6= ±Jω è ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ÎÂÄ Uk,ω,h åñòü îêðóæíîñòü,òîãäà òàêîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïàðàìåòðîâ òàêæå îòâå÷àåò îêðóæíîñòü, àáè�óðêàöèÿ ïîÿâëåíèÿ èç ïóñòîãî ìíîæåñòâà è ïåðåõîäà â òîð, åñòü àòîìA.
• Åñëè k 6= ±Jω è ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ÎÂÄ Uk,ω,h åñòü äâà êîëüöà, ñî�åäèíåííûå êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòüþ, òîãäà òàêîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïàðà�ìåòðîâ îòâå÷àåò âîñüìåðêà óìíîæåííàÿ íà îêðóæíîñòü, ò.å. áè�óðêàöèÿðàçäâîåíèÿ òîðà (àòîì B).Äâà ñëó÷àÿ ñ îñîáûìè ïîâåðõíîñòÿìè, êîãäà íà ïîâåðõíîñòè ëåæèò îäíàíåâûðîæäåííàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà.
• Åñëè k = ±Jω è êîìïîíåíòà ÎÂÄ Uk,ω,h åñòü òî÷êà {γ3 = ±1}, òîãäàòàêîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïàðàìåòðîâ òàêæå îòâå÷àåò èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà(ñëó÷àé öåíòð-öåíòð).
• Åñëè k = ±Jω è êîìïîíåíòà ÎÂÄ Uk,ω,h åñòü äèñê, ñ öåíòðîì â43



{γ3 = ±1}, òîãäà òàêîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïàðàìåòðîâ îòâå÷àåò òîð ñ ¾ïå�ðåòÿæêîé¿ (ñëó÷àé �îêóñ-�îêóñ).Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñëåäóåò èç ëåììû è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ▽.Òåîðåìà 3. Åñëè öåíòð ìàññ íå ñìåùåí ( s=0), òî â òðåõìåðíîì ïðî�ñòðàíñòâå Σk,h,ω çàäàåò ëàñòî÷êèí õâîñò ñ äâóìÿ äîïîëíèòåëüíûìè ïî�âåðõíîñòÿìè ïðè −1 < c < 0, è ïîâåðõíîñòü ñ äâóìÿ ëó÷àìè ïðè c > 0(ðèñóíîê 2.6).

�èñ. 2.6. Òèïè÷íûå ïîâåðõíîñòè êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé â ïðîñòðàíñòâå (k, h, ω)

▽ Äîêàæåì, ÷òî åäèíñòâåííàÿ òî÷êà, â êîòîðîé âåðíû îäíîâðåìåííî(3.5)-(3.7), åñòü òî÷êà x = 0.Íà ïëîñêîñòè (q, p) óðàâíåíèÿ (3.5) è (3.7) çàäàþò ãèïåðáîëó, à (3.6)�ýëëèïñ. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå èõ ïåðåñåêàåìîñòè â îäíîé èç ÷åòûðåõ (èëèäâóõ) òî÷åê åñòü:
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1

(1 + x)2

1

(1 − x)2

cx

(cx2 + 1)1/2

2

(1 + x)3

2

(1 − x)3

c

(cx2 + 1)3/2

−6

(1 + x)4

6

(1 − x)4

−3c2x

(cx2 + 1)5/2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0 (3.8)
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Óðàâíåíèå (3.8) ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó: xP (x) = 0, ãäå P (x) = 2c2x4 +

+ 5cx2 + c + 4. ¾Áèïàðàáîëà¿ P (x) ïîëîæèòåëüíà íà èíòåðâàëå (0;1), ò.ê.
P (±1) = 2(c+ 1)(c+ 2) > 0, à àáñöèññà âåðøèíû ¾áèïàðàáîëû¿ áîëüøå åäè�íèöû. Çàìåòèì, ÷òî V (4)

k,ω = −c(c+4)/8 6= 0. Òîãäà â òî÷êå x = 0 ïðè çíà÷åíèÿõïàðàìåòðîâ k2 = −c, ω = 0 âòîðîé ïðèâåäåííûé ïîòåíöèàë èìååò òèï A3 [3].Äîêàæåì, ÷òî â ýòîé òî÷êå èìååò ìåñòî âåðñàëüíàÿ äå�îðìàöèÿ [10], îòêóäàáóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå (k, h, ω) ëîêàëüíî îáðàç êðèòè÷åñêîãîìíîæåñòâà åñòü ëàñòî÷êèí õâîñò [3].Âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðó :
∂Vk,ω

∂k
=

√
−c

1 − x2
,

∂Vk,ω

∂ω
=

−J
√
−cx

1 − x2
.Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âåðñàëüíîé äå�îðìàöèè âûïîëíåíî:

∣∣∣∣∣∣
0

√
−c

−J
√
−c 0

∣∣∣∣∣∣
6= 0Äîêàæåì, ÷òî òî÷êè òèïà A2 ëåæàò òîëüêî íà ðåáðàõ ëàñòî÷êèíîãî õâî�ñòà, à òàêæå, ÷òî ïðè k > √

−c íåò àòîìîâ òèïà B, à ïðè 0 < k <
√
−c, åñëèðàññìàòðèâàòü ñå÷åíèÿ k = const, à òàêæå òå êðèòè÷åñêèå òî÷êè x, êîòîðûåëåæàò íà âíåøíèõ êðèâûõ, âûõîäÿùèõ èç òî÷åê, ãäå ëåæàò x = ±1, òî íàé�äåòñÿ òàêîå x0(k), ÷òî âñåì x, òàê ÷òî |x| < |x0| áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü àòîìB, à èíà÷å àòîì � A.Êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãèïåðáîëû è ýëëèïñà (q0, p0) > 0 èìåþòâèä:

q0 =
√
−c
√

(1−x)3u

2(cx2+1)3/4 , p0 =
√
−c
√

(1+x)3v

(cx2+1)3/4 , ãäå u =
√

2cx3 + 3x+ 1, v =

=
√
−2cx3 − 3x+ 1Óñëîâèÿ êðèòåðèÿ îçíà÷àþò, ÷òî q0 + p0 > k, q0 − p0 < k.45



�àññìîòðèì �óíêöèè
Fi(x) =

√
(1 − x)3u+ (−1)i+1

√
(1 + x)3v

2(cx2 + 1)3/4
, (i = 1, 2)Äîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ F1(x) ìîíîòîííî óáûâàåò, à F2(x) ìîíîòîííî âîç�ðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå [0; 1) ; åñëè ýòî òàê, òî íåðàâåíñòâà âåðíû äëÿ âñåõ xèç ïðîìåæóòêà [0; x0] (x0-òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé F1(x) èëè F2(x) ñ ãîðè�çîíòàëüíîé ïðÿìîé k/√−c), òîãäà íóæíîå óòâåðæäåíèå áóäåò äîêàçàíî.Ïðîèçâîäíûå �óíêöèé F1(x), F2(x) òàêîâû:

F ′
i (x) = −3x

4(cx2+1)7/4(
√

1−x
u + (−1)i+1

√
1+x
v )P (x)(−1)i+1 < 0 ãäå x > 0.Äîêàæåì, ÷òî áè�óðêàöèîííûå äèàãðàììû Σh,ω â ñëó÷àå s = 0 (ñå÷åíèÿïîâåðõíîñòåé ðèñ 2.6) èìåþò âèä êàê íà ðèñ. 2.7-2.8, à òèïè÷íûå � êàê íàðèñ. 2.9.

h

T
2

2T
2

A

A

A

A

A

A

B

B

T
2

A

A

A

A�èñ. 2.7. Áè�óðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äëÿ ñëó÷àÿ −1 < c < 0
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h
T
2

A

A

h
T
2

A

A�èñ. 2.8. Áè�óðêàöèîííûå äèàãðàììû äëÿ ñëó÷àÿ c > 0

h h

�èñ. 2.9. Òèïè÷íûå áè�óðêàöèîííûå äèàãðàììû äëÿ ñëó÷àåâ −1 < c < 0, 0 < J < 1 è
0 < c, 1 < JÁóäåì ðàññìàòðèâàòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé è ýëëèïñà ïðè 1 > x > 0,à ïàðàìåòð ïðè q > 0 (ïðîòèâîïîëîæíûé ñëó÷àé èññëåäóåòñÿ àíàëîãè÷íî).Åñëè c > 0, òî V ′′

p,q(x) > 0. Â òàêîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (3.4±) çàäàþò ãðà�èê�óíêöèè h = h(ω) , ïðè÷åì êðèòè÷åñêèå òî÷êè è çíà÷åíèÿ ýòîé �óíêöèèîäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ èç âèäà áè�óðêàöèîííûõ äèàãðàìì, êîòîðûå áóäóòïîñòðîåíû â ïóíêòå 4.Ïóñòü òåïåðü −1 < c < 0.Äîêàæåì, ÷òî (3.4+) çàäàåò ïðè x > 0 ãðà�èê ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé�óíêöèè. Ïðÿìûì ïîäñ÷åòîì óáåæäàåìñÿ, ÷òî
M ′

+(x) = −k(1 − x2)

2x2
−

(x2+1)k2

2x2 + cx2(3cx2+c+4)
(cx2+1)3/2√

k2 − 4cx2√
(cx2+1)3/2

< 0,
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h′(x) < 0.

F (x) < 0, ïðè x > 0, ýòî çíà÷èò, ÷òî F(q) èìååò ðîâíî äâà êîðíÿ - îäèí ïî�ëîæèòåëüíûé, äðóãîé îòðèöàòåëüíûé. Ñ òî÷êè çðåíèÿ áè�óðêàöèîííîé äèà�ãðàììû ðèñ. 2.7 ýòî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: ïðè �èêñèðîâàííîì k, 0 < k <
√
−cëþáàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà x ∈ [−1; 1] ëåæèò íà Σk,ω; çíà÷åíèÿ x > 0 ñîîòâåò�ñòâóþò òî÷êàì, ãäå q > 0 åñòü âíåøíÿÿ äóãà Σk,ω, âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè, ãäåëåæèò x = 1, à q < 0 îòâå÷àåò ¾âíóòðåííåé¿ äóãå Σk,ω; äëÿ x < 0 ñèòóàöèÿñèììåòðè÷íà.Òåïåðü èçó÷èì, â êàêèõ ìåñòàõ Σh,ω âîçìîæíû äå�îðìàöèè, ìåíÿþùèåòîïîëîãèþ ñ òî÷êè çðåíèÿ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé (ñì. ðèñ. 2.9).Ìîæíî ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ïîêàçàòü, ÷òî ãðà�èê �óíêöèè ω−(x) ïðè

0 < k <
√
−c èìååò âèä:

x

1
-1

x0

�èñ. 2.10. ãðà�èê �óíêöèè ω
−
(x)Èç (3.1) ñëåäóåò, ÷òî λ3(x) åñòü òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ê Σh,ω è èìååòâèä λ3(x) = ω − k−Iωx

1−x2 − k
1+x. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè òåõ x > 0, ãäå

ω−(x) > 0, ñëåäóåò, ÷òî λ(x) < 0. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ïðè x0 < x < 1 (x0-âíóòðåííèé ýêñòðåìóì ω−) h = h(ω) ÿâëÿåòñÿ ãðà�èêîì, èìåþùèì íå áîëååäâóõ âíóòðåííèõ ýêñòðåìóìîâ (ñì. ï. 4)▽.48



Òåîðåìà 4. Åñëè öåíòð ìàññ íå ñìåùåí (s=0), òî òî÷êè (γ3 = ±1)èìåþò òèï îñîáåííîñòè �îêóñ-�îêóñ ïðè c > 0, k2 < 4c√
c+1

; ïðè c > 0, k2 >

4c√
c+1

èëè −1 < c < 0, ýòè òî÷êè ïðèíàäëåæàò ñâÿçíîé êîìïîíåíòå Σh,ω èèìåþò îñîáåííîñòü òèïà öåíòð�öåíòð.
▽Âûáåðåì ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 0,±Jω, 0, 0, 1)è ëèíåàðèçóåì óðàâíåíèÿ (2.3) â îêðåñòíîñòè ýòèõ òî÷åê. Ïîëó÷èì:

Ṁ1 + (J − 1)ωM2 − c√
c+1
γ2 = 0, γ̇1 − ωγ2 +M2 = 0,

Ṁ2 − (J − 1)ωM1 + c√
c+1
γ1 = 0, γ̇2 + ωγ1 −M1 = 0,Ïîëàãàÿ u = M1 + iM2, v = γ1 + iγ2; ïîëó÷èì:

u̇− (J − 1)iωu+
c√
c+ 1

iv = 0, v̇ + ωiv − iu = 0Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä:
λ2 − (J − 2)ωiλ+ (J − 1)ω2 − c√

c+ 1
= 0,êîòîðîå, êàê è äëÿ ëþáîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäûèìååò êîðíè âèäà α+iβ, α−iβ,−α+iβ,−α−iβ. Â íàøåì ñëó÷àå α = ( c√

c+1
−

− k2

4
)1/2, β = k(1

2
− 1

J
).Òàêèì îáðàçîì, òèï îñîáåííîñòè � �îêóñ��îêóñ, åñëè c√

c+ 1
− k2

4
> 0, èöåíòð�öåíòð â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïåðåõîä îò îäíîãî òèïà ê äðóãîìó íàçû�âàåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé áè�óðêàöèåé Õîï�à (ðèñ. 2.11). Íàïîìíèì, ÷òî äëÿâîë÷êà Ëàãðàíæà òî÷êà γ3 = −1 öåíòð ìàññ çàíèìàåò íèæíåå ïîëîæåíèå èâñåãäà èìååò òèï öåíòð-öåíòð.▽

�èñ. 2.11. Áè�óðêàöèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé49



2.4. Èññëåäîâàíèå èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå:
K ×H : S2 × R

3 → R
2(k, h) (4.1)Îáðàç ìíîæåñòâà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê åñòü áè�óðêàöèîííàÿ äèàãðàììà

Σk,h, à ïîëíûé ïðîîáðàç òî÷êè, íå ëåæàùåé íà Σk,h, ÿâëÿåòñÿ èçîýíåðãåòè�÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì Q3
h,k. Îòîáðàæåíèå (4.1) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì, ò.å.ïðîîáðàç êîìïàêòà � êîìïàêò. Òîãäà äëÿ êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ìíî�æåñòâà R2 \ Σk,h òèï ìíîãîîáðàçèÿ îäèíàêîâ.Óñëîâèå �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè: dH = λdK + µdΓ. Ïåðåìåííûå

M,γ ðàçäåëèëèñü â ñèëó ëèíåéíîñòè ïî γ èíòåãðàëà ïðîåêöèè ìîìåíòà èêâàäðàòè÷íîñòè ïî M èíòåãðàëà H. Â òàêîì ñëó÷àå M = λA−1γ, ïîäñòàâëÿÿýòî â âûðàæåíèå äëÿ H, ïîëó÷àåì ïåðâûé ïðèâåäåííûé ïîòåíöèàë:
Vk(γ3) =

k2

2(1 + (J − 1)γ2
3)

+ (cγ2
3 + 1)1/2 + sγ3. (4.2)Îáëàñòü âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ íà ñ�åðå Ïóàññîíà:

Uk,h(γ3) = {γ3 ∈ [−1; 1] : Vk(γ3) ≤ h} ⊂ S2. (4.3)Äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè R2(k, h) \ Σk,h òèï ìíîãîîáðàçèÿ Q3
h,kóñòàíàâëèâàåòñÿ íà îñíîâàíèè ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî Ñìåéëîì, ñâÿçàííîãîñî ñòàíäàðòíûì íàäñòðàèâàíèåì Q3

h,k íàä îáëàñòÿìè âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ.Ïðè �èêñèðîâàííîì γ ∈ S2 â ïðîñòðàíñòâå R3(M1,M2,M3) ìíîæåñòâî {H =

= h} ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïñîèä, à {K = k} çàäàåò ïëîñêîñòü, ïðè÷åì âêà÷åñòâå ìåðû èõ ïåðåñåêàåìîñòè âûñòóïàåò ïðè �èêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðàõïðèâåäåííûé ïîòåíöèàë (4.2). Ñëîé íàä êàæäîé òî÷êîé γ ∈ S2 ãîìåîìîð�åíëèáî îêðóæíîñòè (åñëè γ ∈ Uk,h \ ∂Uk,h), ëèáî òî÷êå (åñëè γ ∈ ∂Uk,h), ëèáîïóñò (åñëè γ /∈ Uk,h). 50



Òåîðåìà 5. Ñâÿçíûå êîìïîíåíòû èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé ìî�ãóò áûòü òîëüêî ñëåäóþùåãî âèäà: S3,RP 3, S1 × S2.Äëÿ ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì (2.3) ïðè s = 0 ðàçäåëÿþùèå êðèâûåíà ïëîñêîñòè R
2(k, h) èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

h =
k2

2
+ 1 (4.4)(â ïðîîáðàçå êàæäîé òî÷êè, ãäå ëåæèò îäíà êðèòè÷åñêàÿ îêðóæíîñòü

γ3 = 0),
h =

k2

2J
+
√
c+ 1 (4.5)(â ïðîîáðàçå êàæäîé òî÷êè, ãäå ëåæàò äâå êðèòè÷åñêèå òî÷êè γ3 = ±1),

k2 =

(
x− J − c− 1

J − 1

)2
J − 1

cx1/2
, h =

3x1/2

2
+

c+ 1 − J

2(J − 1)x1/2
, x ∈ [1; c+ 1] (4.6)(â ïðîîáðàçå êàæäîé òî÷êè, ãäå ëåæàò äâå êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè

γ3 = ±const 6= 0,±1).Áè�óðêàöèîííûå äèàãðàììû âèäà (4.6) ñóùåñòâóþò ëèøü ïðè c >

0, J > 1 è c < 0, J < 1.Äëÿ −1 < c < 0, 1 < J è c > 0, 0 < J < 1 áè�óðêàöèîííûå äèàãðàì�ìû, òèï èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé è ñîîòâåòñòâóþùèå ãðà�û �èáàïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 2.12 (a-b).Äëÿ c > 0, J > 1 áè�óðêàöèîííûå äèàãðàììû, òèï èçîýíåðãåòè÷å�ñêèõ ìíîãîîáðàçèé è ñîîòâåòñòâóþùèå ãðà�û �èáà ïðèâåäåíû íà ðèñóí�êàõ 2.13-2.18.Áè�óðêàöèîííûå äèàãðàììû äëÿ ñëó÷àÿ 0 < J < 1, c < 0 ïîëó÷àþòñÿèç ïðèâåäåííûõ íà ðèñóíêàõ 2.13-2.18, åñëè ðàññìàòðèâàòü èõ â îáðàòíîìïîðÿäêå, à ñîîòâåòñòâóþùèå ãðà�û ïåðåâîðà÷èâàòü.
▽Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ïðîâåäåíî â ÷àñòíîì ñëó÷àå (s=0). Áîëåå òîãî, âýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå áóäóò îïèñàíû êðèâûå íà ïëîñêîñòè k, h.51



Êðèòè÷åñêèå ìíîæåñòâà çàäàþòñÿ óñëîâèåì êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ïðèâåäåí�íîãî ïîòåíöèàëà; îòñþäà ñëåäóåò âèä áè�óðêàöèîííûõ äèàãðàìì (4.4)�(4.6).
 21 SS

 3RP

k

h

 32S

 3RP

k

h

�èñ. 2.12. a)0 < c, 0 < J < 1 è b)−1 < c < 0, 1 < J�àññìîòðèì ïðîèçâîäíûå �óíêöèé, çàäàþùèå êðèâóþ (4.6):
k′(x) = h′(x)

√
J−1

c x1/4

h′(x) = 0.75
(
x− c+1−J

3(J−1)

)
x−3/2

(4.7)Îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâèçíà ðàâíà:
κ = − |3(J − 1)||x− c− 1 + J |

4
√

(J − 1)(x1/2(J − 1)(c+ 1) − 1)x9/4
< 0.Âèä êðèâîé (4.6) ïðè −1 < c < 0, 0 < J < 1 è 0 < c, 1 < J îïðåäåëÿ�åòñÿ ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: ïðè 4(c+ 1)(3c+ 4)−1 < J < 0.25(c+ 4) ýòîêëþâ (òî÷êà âîçâðàòà ñòåïåíè 3/2) , â îñòàëüíûõ æå ñëó÷àÿõ � âîçðàñòàþùàÿäóãà, ïðè÷åì êîíöû êðèâîé îáÿçàòåëüíî ëåæàò íà êàæäîé êðèâîé (4.4), (4.5).Â ñëó÷àå òî÷êè âîçâðàòà Vk èìååò äâà ýêñòðåìóìà â ïðîìåæóòêå (0;1). Êîîð�äèíàòû òî÷êè âîçâðàòà èìåþò âèä: k = 4

271/4 (
c+1−J
J−1 )3/4

√
J−1

c , h = 31/2
√

c+1−J
J−1 .Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òî÷êà âîçâðàòà âñåãäà ëåæèò âíóòðè îãðàíè÷åííîé îá�ëàñòè ìåæäó ïàðàáîëàìè.▽
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�èñ. 2.13. Áè�óðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñëó÷àÿ 1 < J < 4(c+ 1)/(3c+ 4)52
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�èñ. 2.14. Áè�óðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñëó÷àÿ 4(c+1)/(3c+4) < J < 2
√
c+ 1/(

√
c+ 1+1)

h
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SS
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2)( SSS

3
2S

)(3
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SS

)(2
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SS

�èñ. 2.15. Áè�óðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñëó÷àÿ 2
√
c+ 1/(

√
c+ 1 + 1) < J < (c+ 1)1/4

h

k

21
SS

3
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2)( SSS

3
2S

)(3
21

SS

)(2
21

SS

�èñ. 2.16. Áè�óðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñëó÷àÿ (c+ 1)1/4 < J < (
√
c + 1 + 1)/2
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�èñ. 2.17. Áè�óðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñëó÷àÿ (
√
c+ 1 + 1)/2 < J < (c+ 4)/4

h

k

21
SS

3
RP

3
2S

)(2
21

SS�èñ. 2.18. Áè�óðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñëó÷àÿ (c+ 4)/4 < JÂâèäó ÷åòíîñòè ïðèâåäåííîãî ïîòåíöèàëà γ3 = 0 � âñåãäà êðèòè÷åñêîåçíà÷åíèå, ìåõàíè÷åñêè ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè, êîãäà îñü ñèììåòðèèýëëèïñîèäà ëåæèò â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, à ñàì îí ïåðìàíåíòíîâðàùàåòñÿ âîêðóã âåðòèêàëè, ÷åãî íå ìîæåò áûòü äëÿ âîë÷êà Ëàãðàíæà.Êðîìå òîãî, äëÿ âîë÷êà Ëàãðàíæà êðèòè÷åñêèå òî÷êè γ3 = ±1 ëåæàò íàðàçíûõ âåòâÿõ áè�óðêàöèîííûõ äèàãðàìì, à íà íåïàðàáîëè÷åñêèõ âåòâÿõëåæèò ïî îäíîé êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè.Ìîëåêóëû äëÿ ñëó÷àÿ −1 < c < 0, J > 1, s = 0 (òîãäà íåò èçãèáîâ ó Σh,ω)èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 2.19. Äàííîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿåò, íàïðèìåð,îäíîðîäíûé ýëëèïñîèä. 54
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�ëàâà 3Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿäîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà â çàäà÷å îäâèæåíèè òÿæåëîãî òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà íàãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè3.1. ÂâåäåíèåÂ ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ýëëèïñîèä, äâèæóùèéñÿ ïî ãëàäêîé ãîðè�çîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñõîäíû ñ óðàâíåíèÿìè äâèæå�íèÿ òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ èõèíòåãðèðóåìîñòè òàêæå íåäîñòàåò îäíîãî èíòåãðàëà. Äëÿ òðåõîñíîãî ýëëèïñî�èäà, öåíòð ìàññ êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ãåîìåòðè÷åñêèì öåíòðîì, äîêàçûâàåòñÿîòñóòñòâèå äîïîëíèòåëüíîãî ìåðîìîð�íîãî èíòåãðàëà, çà èñêëþ÷åíèåì òðè�âèàëüíîãî ñëó÷àÿ.3.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è èõïåðâûå èíòåãðàëû.�àññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà, èìåþùåãî �îðìóòðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà, íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Íà ñèñòåìóíàëîæåíà îäíà ãîëîíîìíàÿ ñâÿçü � âûñîòà öåíòðà ìàññ íàä ïëîñêîñòüþ îä�íîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îðèåíòàöèåé òåëà, ò.å. ñèñòåìà èìååò ïÿòü ñòåïåíåéñâîáîäû. Ïóñòü OXYZ � íåïîäâèæíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, S � öåíòð ìàññòåëà, Se1, Se2, Se3 � ãëàâíûå öåíòðàëüíûå îñè èíåðöèè òåëà, v = (vx, vy, vz)� âåêòîð ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ òåëà, ω = (ω1, ω2, ω3) � âåêòîð óãëîâîé ñêîðî�56



ñòè òåëà, γ = (γ1, γ2, γ3) � åäèíè÷íûé âåêòîð âîñõîäÿùåé âåðòèêàëè, íàïðàâ�ëåííûé ïî OZ, m � ìàññà òåëà, (b1, b2, b3) � ãëàâíûå ïîëóîñè ýëëèïñîèäà,
J = diag(J1, J2, J3) � ãëàâíûé öåíòðàëüíûé òåíçîð èíåðöèè òåëà, r(γ) �ðàäèóñ-âåêòîð èç öåíòðà ìàññ òåëà â òî÷êó åãî êàñàíèÿ ïëîñêîñòüþ, N � íîð�ìàëüíàÿ ðåàêöèÿ ïëîñêîñòè, z = − < r(γ),γ > � âîçâûøåíèå öåíòðà ìàññòåëà íàä ïëîñêîñòüþ.Çàêîí äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ èìååò âèä

mv̇ = N−mgγ.Â ïðîåêöèè íà îñè OX,OY ïîëó÷àåì v̇x = v̇y = 0, ò.å. âñåãäà ìîæíî âû�áðàòü èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ öåíòðîì â öåíòðå ìàññ òåëà, êî�òîðàÿ äâèæåñòÿ ðàâíîìåðíî âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè è â êîòîðîé
vx = vy = 0. Â ïðîåêöèè íà îñü OZ èìååì: vz = ż, mz̈ = N −mg.Âûðàæàÿ îòñþäà çíà÷åíèå N è ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàò â çàêîí èçìåíåíèÿãëàâíîãî êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî S è ó÷èòûâàÿ óñëîâèå ïîñòîÿí�ñòâà âåðòèêàëüíîãî åäèíè÷íîãî îðòà, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ïóàññîíà

Jω̇ + ω × Jω = r × (mz̈ +mg)γ, γ̇ + ω × γ = 0 (2.1)(çäåñü è äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî z = z(γ))Óðàâíåíèÿ (2.1) ïðè ëþáûõ ïàðàìåòðàõ èìåþò òðè ïåðâûõ èíòåãðàëà(ýíåðãèè, ïëîùàäåé è ãåîìåòðè÷åñêèé èíòåãðàë):
H =

< Jω,ω >

2
+
mż2

2
+mgz, K =< Jω,γ >, Γ =< γ,γ > .Îãðàíè÷åíèå ñèñòåìû (2.1) íà ñîâìåñòíûé óðîâåíü èíòåãðàëîâ Mk,c =

= {(M,γ)|K = k,Γ = c} ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëàãðàíæåâó ñèñòåìó ñ äâóìÿñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äëÿ åå èíòåãðèðóåìîñòè, ñîãëàñíî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ,íåäîñòàåò îäíîãî äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà.Öåëü ãëàâû � îïðåäåëåíèå íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ äîïîëíè�òåëüíîãî èíòåãðàëà. 57



Ïóñòü ãëàâíûå öåíòðàëüíûå îñè èíåðöèè ñîíàïðàâëåíû ñ ãëàâíûìè îñÿìèïîâåðõíîñòè òåëà, à öåíòð ìàññ ñîâìåùåí ñ ãåîìåòðè÷åñêèì öåíòðîì. Òîãäà
r(γ) = −< Bγ,γ >−1/2Bγ, B = diag(b21, b22, b23),

z =
√
b21γ

2
1 + b22γ

2
2 + b23γ

2
3 .Ïóñòü M = (M1,M2,M3) � ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ, òîãäà óðàâíå�íèÿ äâèæåíèÿ (2.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû

Ṁ = M × ∂H

∂M
+ γ × ∂H

∂γ
, γ̇ = γ × ∂H

∂M
(2.2)ãäå H = 1

2 < AM,M > +mgz,
A(γ) = D−1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

ξ23 η123 η132

η123 ξ31 η231

η132 η231 ξ12

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

ξij = JiJj +m(Jia
2
j + Jja

2
i ), ηijk = −maiajJk; i, j, k = 1, 2, 3

D = J1J2J3 +m(J1J2a
2
3 + J1J3a

2
2 + J2J3a

2
1)

a1 = (b23 − b22)γ2γ3z
−1 (123)3.3. Äîêàçàòåëüñòâî íåèíòåãðèðóåìîñòèÒåîðåìà Ïóñòü âñå J1, J2, J3 ðàçëè÷íû è ýëëèïñîèä áëèçîê ê øàðó: bi =

= R+ ǫBi, (i = 1, 2, 3). Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (2.2) äîïóñêàþò ÷àñòíîåðåøåíèå âèäà (3.4), è íå èìåþò äîïîëíèòåëüíîãî ìåðîìîð�íîãî àíàëèòè÷å�ñêîãî ïî ǫ èíòåãðàëà, åñëè íå âûïîëíåíî óñëîâèå
B1 = B2 = B3.

▽Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñõîäíî ñ ðàññìîòðåííûì ðàíåå ([15], [41], [73]).58



Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî ǫ ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ
ṁ1 = (A3−A2)m2m3 + ǫ(B3−B2)γ2γ3, γ̇1 = A3m3γ2−A2m2γ3 (123) (3.1)

Ai = J−1
i (i = 1, 2, 3)Ýòè óðàâíåíèÿ ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè Êèðõãî�à�Êëåáøà äëÿ äâèæå�íèÿ òåëà â èäåàëüíîé æèäêîñòè, äëÿ íèõ èíòåãðàëû èìåþò âèä
H =

1

2

(
A1m

2
1 + A2m

2
2 +A3m

2
3

)
+ ǫ

1

2

(
B1γ

2
1 + B2γ

2
2 +B3γ

2
3

)
,

K = m1γ1 +m2γ2 +m3γ3,

Γ = γ2
1 + γ2

2 + γ2
3 .Ñäåëàåì çàìåíó

m1 = m1π1; π1 =
√

(A1 − A3)(A2 − A1) (123)Çàìåòèì, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå âåðíû ðàâåíñòâà
A2

1

π2
1

+
A2

2

π2
2

+
A2

3

π2
3

= −1,
A1

π2
1

+
A2

π2
2

+
A3

π2
3

= 0Â íîâûõ ïåðåìåííûõ (÷åðòó íàä mi äàëåå îïóñêàåì) óðàâíåíèÿ (3.1) çàïè�øóòñÿ â âèäå
ṁ1 = m2m3 + ǫπ1(B3−B2)γ2γ3, γ̇1 = A3m3π

−1
3 γ2−A2m2π

−1
2 γ3 (123) (3.2)Óðàâíåíèÿ (3.2) ïðè ǫ = 0 èìåþò ÷åòûðå èíòåãðàëà:

I1 = m1
2 −m2

2, I2 = m3
2 −m2

2,

I3 = m1π
−1
1 γ1 +m2π

−1
2 γ2 +m3π

−1
3 γ3, I4 = γ2

1 + γ2
2 + γ2

3 , (3.3)ïðè÷åì 2H0 = A1m1
2π−2

1 + A2m2
2π−2

2 + A3m3
2π−2

3 � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿèíòåãðàëîâ I1 è I2.ßñíî, ÷òî âñå ÷åòûðå èíòåãðàëà íåçàâèñèìû.59



Ïðè ǫ = 0 ñèñòåìà (3.2) èìååò âèä:
ṁ1 = m2m3, γ̇1 = A3m3π

−1
3 γ2 −A2m2π

−1
2 γ3 (123) (3.4)Äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.4) ïðèìåíèì ìåòîä Ìî�ðàëèñà-�óèçà��àìèñà [72]. Ïîñêîëüêó ðèìàíàíîâà ïîâåðõíîñòü ðåøåíèÿ - òîðñ îäíîé îñîáîé òî÷êîé, òî óñëîâèÿ àáåëåâîñòè ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ãðóïïû �à�ëóà ðàâíîñèëüíû îäíîçíà÷íîñòè ðåøåíèÿ âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ (ñì. ãëàâó1, ïóíêòû 4,5) ïðè îáõîäå îêîëî îñîáîé òî÷êè t = 0. Ïîýòîìó â òàêîì ñëó÷àåìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó äëÿ íåèíòåãðèðóåìîñòè êâàçèîäíîðîäíûõ ñèñòåìñ ìàëûì ïàðàìåòðîì (ñì. ãëàâó 1, ïóíêò 3) äëÿ n = 6, k = 4.�àçëîæèì ýëëèïòè÷åñêîå ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.4) â ðÿä Ëîðàíàïî ïåðåìåííîé t â îêðåñòíîñòè ïîëþñà t = 0. Ïåðâûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ áóäóòèìåòü âèä:

m
(0)
1 = −t−1, m

(0)
2 = t−1, m

(0)
3 = t−1, γ

(0)
1 = −A1

π1
, γ

(0)
2 =

A2

π2
, γ

(0)
3 =

A3

π3Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå äëÿ óðàâíåíèé (3.2). Äëÿ ýòîãî, ñîãëàñíî òåîðåìå,íàéäåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Êîâàëåâñêîé.Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé (3.2) èìååò âèä
x(1)(t) =

6∑

i=1

ciβit
p+ρiÏðè ýòîì êîý��èöèåíòû ci íàõîäÿòñÿ ìåòîäîì âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõïîñòîÿííûõ.Âûïèøåì ïåðâûå òðè êîìïîíåíòû âåêòîðà x(1)(t):

m
(1)
1 = c1t + c2t− c3t−2, m

(1)
2 = c1t + c3t−2, m

(1)
3 = c2t + c3t−2 (3.5)Ïîêàçàòåëè Êîâàëåâñêîé äëÿ íèõ: R = {−1, 2, 2}.
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�åøåíèå â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè äëÿ íåîäíîðîäíîãî ñëó÷àÿ íàõîäèòñÿ ìå�òîäîì âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ è èìååò âèä:
c1 = ∆1lnt+ c01, c2 = ∆2lnt+ c02, c3 = ∆t3 + c03, ãäå

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ζ123 1 −1

ζ231 0 1

ζ312 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ζ123 −1

1 ζ231 1

0 ζ312 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 ζ123

1 0 ζ231

0 1 ζ312

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ζijk = (Bk − Bj)γkγjπi, i, j, k = 1, 2, 3

c01, c
0
2, c

0
3� ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.Â òàêîì ñëó÷àå ïåðâûå òðè êîìïîíåíòû âåêòîðà s11, çàäàþùåãî òî÷íîåðåøåíèå, èìåþò âèä:

(s11(t))1 = (∆1 + ∆2)t, (s11(t))2 = ∆1t, (s11(t))3 = ∆2t.Â ñèëó íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè (ñì. ââåäåíèå) íóæíî âçÿòüñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ s11 è (1,−1, 0, 0, 0, 0), (0, 1,−1, 0, 0, 0).Òàêèì îáðàçîì, ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó íóëþ êîý��èöèåíòîâïðè ëîãàðè�ìàõ:
−ζ123 = ζ231 = ζ312 (3.6)Ñèñòåìó (3.6) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

(B2 −B3)A2

A3 −A2
+

(B1 −B3)A1

A1 −A3
= 0 (123),à çàòåì â âèäå îäíîãî óñëîâèÿ Êëåáøà:

B2 − B3

A1
+
B3 −B1

A2
+
B1 − B2

A3
= 0.Òåïåðü ðàññìîòðèì âòîðîå ïðèáëèæåíèå óðàâíåíèé (3.2):

ṁ1 = m2m3 + ǫζ123 + ǫ2
(
< P(γ)m,m > +

mgζ123

Rπ1

)
(3.7)

γ̇1 = A3π
−1
3 m3γ2 − A2m2π

−1
2 γ3 + ǫ2 < q(γ),m > (123)61



Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ: P � íåêàÿ ìàòðèöà, çàâèñÿùàÿ îò γ, q � íåêèéâåêòîð, çàâèñÿùèé îò γ,
κ123 = (B2 − B3)γ2γ3

[
(B2 − B1)(2γ

2
2 − 1) + (B3 − B1)(2γ

2
3 − 1)

]
π1 (123)Òåîðåìà ñíîâà ïðèìåíèìà, ïîñêîëüêó òåïåðü ëîãàðè�ì ìîæåò âîçíèêíóòüâî âòîðîì ïðèáëèæåíèè. Êîý��èöèåíòû ïðè êâàäðàòè÷íûõ ïî m ñëàãàåìûõâ ðàâåíñòâàõ (3.7) íå âàæíû, òàê êàê îíè áóäóò ïðîïîðöèîíàëüíû t−2 è ïî�ýòîìó ðåøåíèÿ â (3.5) íå áóäóò èìåòü ëîãàðè�ìè÷åñêîé ÷àñòè. Ïðîâîäÿ ðàñ�ñóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ñëó÷àþ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ, ïîëó÷èì óñëîâèÿ ñó�ùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà:

−κ123 = κ231 = κ312 (3.8)Èç ðàâåíñòâ (3.6) è (3.8) ñëåäóþò óðàâíåíèÿ
κ123ζ

−1
123 = κ231ζ

−1
231 = κ312ζ

−1
312Îíè äàþò äâà ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ïàðàìåòðû B1, B2, B3. Óïðîùàÿèõ, ïðè ó÷åòå ðàâåíñòâà γ2

1 +γ2
2 +γ2

3 = −1, óáåæäàåìñÿ, ÷òî îíè ðàâíîñèëüíûóñëîâèþ B1 = B2 = B3.▽

62



�ëàâà 4Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿäîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà â çàäà÷å îäâèæåíèè òÿæåëîãî äèíàìè÷åñêè èãåîìåòðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ýëëèïñîèäà íàãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè4.1. Ââåäåíèå�àññìàòðèâàåòñÿ äèíàìè÷åñêè è ãåîìåòðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûé ýëëèïñî�èä, äâèæóùèéñÿ ïî ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿñõîäíû ñ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷�êîé. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ èõ èíòåãðèðóåìîñòè òàêæå íåäîñòàåò îäíîãî èíòåãðà�ëà. Äëÿ äèíàìè÷åñêè è ãåîìåòðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ýëëèïñîèäà, ãëàâíûåöåíòðàëüíûå îñè èíåðöèè êîòîðîãî ñîíàïðàâëåíû ñ ãëàâíûìè îñÿìè ýëëèïñî�èäà-ïîâåðõíîñòè è öåíòð ìàññ êîòîðîãî ëåæèò â ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòèýëëèïñîèäà-ïîâåðõíîñòè, íàõîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äî�ïîëíèòåëüíîãî àíàëèòè÷åñêîãî èíòåãðàëà.4.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è èõïåðâûå èíòåãðàëû.Êàê ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåé ãëàâå, åñëè âñå ìîìåíòû èíåðöèè ýëëèïñî�èäà ðàçëè÷íû, à öåíòð ìàññ íå ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ýëëèïñîèäà, òî äîïîë�íèòåëüíîãî ìåðîìîð�íîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà íå ñóùåñòâóåò, çà èñêëþ÷åíèåì63



òðèâèàëüíîãî ñëó÷àÿ. Çàìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî �àêòà ñóùåñòâåííîîïèðàåòñÿ íà áëèçîñòü öåíòðà ìàññ è ãåîìåòðè÷åñêîãî öåíòðà � ïðè ïðîèç�âîëüíîì ðàñïîëîæåíèè öåíòðà î ñóùåñòâîâàíèè äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëàíè÷åãî íå èçâåñòíî.Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â ýòîé ãëàâå ÿâëÿåòñÿäèíàìè÷åñêè è ãåîìåòðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîå òâåðäîå òåëî (b1 = b2, J1 =

= J2), ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî � ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ, ãëàâíûå öåíòðàëüíûåîñè èíåðöèè ñîíàïðàâëåíû ñ ãëàâíûìè îñÿìè ýëëèïñîèäà-ïîâåðõíîñòè, öåíòðìàññ ðàñïîëàãàåòñÿ â "ýêâàòîðèàëüíîé" (e3 = 0) ïëîñêîñòè ñèììåòðèè ýëëèï�ñîèäà-ïîâåðõíîñòè.Áåç íàðóøåíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî öåíòð ýëëèïñîèäà ïîâåðõíî�ñòè ðàñïîëàãàåòñÿ íà îñè Se1 ñâÿçàííîé ñ òåëîì ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäè�íàò íà ðàññòîÿíèè α1 îò öåíòðà ìàññ.Ïóñòü M = (M1,M2,M3) � ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ, òîãäà óðàâíå�íèÿ äâèæåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû
Ṁ = M × ∂H

∂M
+ γ × ∂H

∂γ
, γ̇ = γ × ∂H

∂M
(2.2)ãäå H = 1

2 < AM,M > +V (γ),
A = D−1




J1J3 +m(J1a
2

3
+ J3a

2

2
) −ma1a2J3 −ma1a3J1

−ma1a2J3 J1J3 +m(J3a
2

1
+ J1a

2

3
) −ma2a3J1

−ma1a3J1 −ma2a3J1 J2

1
+m(J1a

2

2
+ J1a

2

1
)


 ,

D = J2
1J3 +m(J2

1a
2
3 + J1J3a

2
2 + J1J3a

2
1)

V = mg(α1γ1 +
√
b21 + (b23 − b21)γ

2
3), a1 =

m(b21 − b23)γ2γ3√
b21 + (b23 − b21)γ

2
3

,

a2 =
m(b23 − b21)γ2γ3√
b21 + (b23 − b21)γ

2
3

− α1γ3, a3 = α1γ2.64



4.3. Äîêàçàòåëüñòâî íåèíòåãðèðóåìîñòèÒåîðåìà. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî, íå çà�âèñÿùåãî îò çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé ïëîùàäåé, àíàëèòè÷åñêîãî ïåðâîãî èíòå�ãðàëà, íåçàâèñèìîãî íà ÷àñòíîì ðåøåíèè, êîòîðîìó îòâå÷àåò ïåðìàíåíò�íîå âðàùåíèå òåëà âîêðóã âåðòèêàëè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ, èìåþòâèä :
f ≡ 9(9α1 + 9β1 − α1y)u

2 + 2(−36α2
1y + 32α2

1y
2 + 9α1 + 9β1 − 5α1y)u−

−8α2
1 + α1 + β1 − α1y = 0 (3.1)

g ≡ (2187β2
1 + 1944mα2

1yβ1 + 972mα3
1y + 2916β1 + 5103α1 + 972α1ymβ

2
1−

−324α2
1y

2mβ1 − 324mα3
1y

2 − 3969α1y)u
4 + (1188mα3

1y + 729β2
1 − 4374α2

1−

−252mα3
1y

2−252α2
1y

2mβ1+9477α2
1y+972β1+2376mα2

1yβ1+1701α1−1611α1y−

−540mα4
1y

2 + 36α4
1y

3m− 540α3
1y

2mβ1 − 4581α2
1y

2 + 1188α1ymβ
2
1)u

3+

+(228mα3
1y+ 108β1 + 1863α2

1y+ 228α1ymβ
2
1 + 189α1 + 84mα3

1y
2 − 708mα4

1y
2−

−211α1y + 60α4
1y

3m+ 456mα2
1yβ1 − 455α2

1y
2 − 1458α2

1 + 81β2
1+ (3.2)

+48α5
1y

3m+ 84α2
1y

2mβ1 − 708α3
1y

2mβ1)u
2 + (−9α1y + 12α1ymβ

2
1 + 96α5

1y
3m+

+7α1 + 33α2
1y

2 + 63α2
1y + 12mα3

1y
2 + 4β1 + 12mα3

1y + 12α2
1y

2mβ1 − 162α2
1+

+24mα2
1yβ1 + 3β2

1 + 12α4
1y

3m− 180mα4
1y

2 − 180α3
1y

2mβ1)u− 6α2
1 + 3α2

1y
2−

−12mα4
1y

2 − 12α3
1y

2mβ1 + 48α5
1y

3m− 12α4
1y

3m− 3α2
1y = 0,

u� âñïîìîãàòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ (îïðåäåëåíà â òåêñòå äîêàçàòåëüñòâà).Äîêàçàòåëüñòâî:Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ïðèâåäåíèè ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé ê íîðìàëüíîìó âèäó â îêðåñòíîñòè ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ (ñì. ïóíêò7 ãëàâû 1). 65



Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (2.1) äîïóñêàþò ñëåäóþùåå ÷àñòíîå ðåøåíèå:
(−k, 0, 0,−1, 0, 0), êîòîðîìó îòâå÷àåò ïåðìàíåíòíîå âðàùåíèå òåëà âîêðóãâåðòèêàëè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ.Ïåðåéäåì îò ïåðåìåííûõ (M,γ) íà �èêñèðîâàííûõ óðîâíÿõ ïåðâûõ èí�òåãðàëîâ {(M,γ)|K = k,Γ = 1} ê ïåðåìåííûì (x1, x2, y1, y2) (ñ òî÷íîñòüþ äîñäâèãà � ýòî óãëû Ýéëåðà è ñîïðÿæåííûå ê íèì èìïóëüñû) ïî �îðìóëàì:

M1 =
sin(−π/2 + x2)(k − y2cos(π/2 + x1))

sin(π/2 + x1)
+ y1cos(−π/2 + x2),

M2 =
cos(−π/2 + x2)(k − y2cos(π/2 + x1))

sin(π/2 + x1)
− y1cos(−π/2 + x2),

M3 = y2,

γ1 = sin(π/2 + x1)sin(−π/2 + x2),

γ2 = sin(π/2 + x1)cos(−π/2 + x2),

γ3 = cos(π/2 + x1).Âûáåðåì ðàçìåðíûå ïàðàìåòðû çàäà÷è òàê, ÷òî:
mg = 1, J1 = 1, b1 = 1, β1 = b23 − 1, y = 1/J3, x =

√
k.Òîãäà ïåðâûå òðè ÷ëåíà â ðàçëîæåíèè ãàìèëüòîíèàíà èìåþò âèä:

H(2)(x1, x2, y1, y2) =
y2

1

2
+
yy2

2

2
+
√
xx1y2 +

(x+ α1 + β1)x
2
1

2
+
α1x

2
2

2
(3.3)

H(3) = 0

H(4) =
−m(α1 + β1)

2x2
1y

2
1

2
−m(α1 + β1)α1yx1x2y1y2 −mα1(α1 + β1)

√
xx2

1x2y1+

+
x2

1y
2
2

2
− mα2

1y
2x2

2y
2
2

2
+ 5/6

√
xy2x

3
1 −mα2

1

√
xyx1x

2
2y2+

+(x/3 − α1/24 − β2
1/8 − β1/6)x4

1 −
(2mα1x+ 1)α1x

2
1x

2
2

4
− α1x

4
2/24 (3.4)
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí äëÿ ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì (3.3) èìå�åò âèä:
λ4 + (α1y + x+ α1 + β1)λ

2 + α1(−x+ xy + (α1 + β1)y) = 0 (3.5)Óñëîâèå ðåçîíàíñà ±1 : 3 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:
9x2−82α1xy+9α2

1y
2+118α1x+18β1x−82α2

1y−82α1β1y+9α2
1+18α1β1+9β2

1 = 0

(3.6)Ñäåëàåì êàíîíè÷åñêóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ:
x1 = q1 − p2, x2 =

q2 − p1

β
, y1 =

αq2 + (β − α)p1

β
, y2 = αq1 + (β − α)p2 (3.7)

α, β � ïàðàìåòðû, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:
β =

α1

α
+α,

√
xα1

α
−
√
xα−α1+α1y−x−β1 = 0, α1(y+

√
x

α
) > 0, α1y−α

√
x > 0Òîãäà ïîëó÷àåì:

H(2)(q1, q2, p1, p2) =
A1p

2
1

2
+
B1q

2
1

2
+
A2p

2
2

2
+
B2q

2
2

2
,ïðè÷åì

A1 =
α1

α1 + α2
, B1 = 2α

√
x+ x+ α1 + α2y + β1 = (α2 + α1)(y +

√
x

α
)

A2 =
yα2

1 − 2
√
xα1α+ (x+ α1 + β1)α

2

α2
=

(α2 + α1)(α1y − α
√
x)

α2
, B2 =

α2

α1 + α2Ôóíêöèÿ (3.3) ïðè òàêîé çàìåíå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:
H(4)(q1, q2, p1, p2) =

∑

ν1+ν2+µ1+µ2=4

hν1,ν2,µ1,µ2
qν1

1 q
ν2

2 p
µ1

1 p
µ2

2 .Íàêîíåö, çàìåíà
qs = (

Qs

2
+
Psi

ωs
)λs, ps =

1/2iωsQs + Ps

λs
, ãäå67



ωs =
√
AsBs, λs =

√
As(s = 1, 2)ïðèâîäèò �óíêöèè H(2),H(4) ê âèäó:

H(2)(Q1, Q2, P1, P2) = iω1Q1P1 + iω2Q2P2.
H(4)(Q1, Q2, P1, P2) =

∑
ν1+ν2+µ1+µ2=4

h′ν1,ν2,µ1,µ2
Qν1

1 Q
ν2

2 P
µ1

1 P µ2

2 .
h′1003 = u1003 + iv1003, h

′
0310 =

ω3
2

4ω1
(u1003 − iv1003)

u1003 =
h0310ω1λ

3
2

2ω3
2λ1

− h0112ω1

2ω2λ1λ2
+
h1003λ1

2λ3
2

− h1201λ1λ2

2ω2
2

(3.8)

v1003 = −h1300λ1λ
3
2

2ω3
2

+
h0013ω1

2λ1λ3
2

− h0211ω1λ2

ω2
2λ1

+
h1102λ1

ω2λ2

h′0130 = u0130 + iv0130, h
′
3001 =

ω3
1

4ω2
(u0130 − iv0130)

u0130 =
h3001ω2λ

3
1

2ω3
1λ2

− h1021ω2

2ω1λ2λ1
+
h0130λ2

2λ3
1

− h2110λ2λ1

2ω2
1

(3.9)

v0130 = −h3100λ2λ
3
1

2ω3
1

+
h0031ω2

2λ2λ3
1

− h2011ω2λ1

ω2
1λ2

+
h1120λ2

ω1λ1Â íàøåé çàäà÷å v1003 = v0130 = 0 è ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ω1 = 3ω2,âåëè÷èíà u1003, à âìåñòå ñ íåé è êîý��èöèåíò h′1003, îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðèâûïîëíåíèè óñëîâèÿ:
3A2

A1

(
h0310

B2
− h0112

A2

)
+
h1003

A2
− h1201

B2
= 0 (3.10)Âìåñòî ïàðàìåòðà k (èíòåãðàë ïëîùàäåé) áóäåì ðàáîòàòü ñ ïàðàìåòðîì

u = α2.Åñëè ω1 = 3ω2, òî A1B1
A2B2 = α1(y+

√
x/α)

α1y−α
√

x
= 9. Îòñþäà âûðàæàåì x ÷åðåç α:

√
x =

8α1yα

9α2 + 1
.68



Óñëîâèå ðåçîíàíñà (3.6) çàïèøåòñÿ â âèäå óñëîâèÿ (3.1).Èç (3.6),(3.8),(3.9) íàõîäèì çíà÷åíèÿ äëÿ h0310, h0112, h1003, h1201 è, ïîäñòàâ�ëÿÿ èõ â (3.10), ïîëó÷èì (3.2).Â ñëó÷àå êîãäà ýëëèïñîèä � øàð (b1 = b2 = b3 = R), óñëîâèÿ (3.1),(3.2)ïåðåïèøóòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:
f ≡ 9J3(J1−9J3)u

2−2J1α1(32J1−9J3)(J1−J3)u+J2
1α

2
1J3(9J1−J3) = 0 (3.11)

g ≡ −81J3(12J3α
2
1 + 63J2

3 − 49J3J1 − 4α2
1J1)u

4+ (3.12)

−9α1J1(132α2
1J

2
3 − 88α2

1J1J3 − 297J3
3 + 874J1J

2
3 − 509J2

1J3 + 4J2
1α

2
1)u

3+

+J2
1α

2
1(624α2

1J1J3 − 228α2
1J

2
3 + 455J2

1J3 + 1269J3
3 − 108α2

1J
2
1 − 1652J1J

2
3 )u2+

+α3
1J

3
1 (−33J2

1J3 + 155J3
3 + 168α2

1J1J3 − 108α2
1J

2
1 − 54J1J

2
3 − 12α2

1J
2
3 )u+

+3α4
1J

4
1 (−12J2

1α
2
1 + 4α2

1J1J3 − J2
1J3 + 2J3

3 + J1J
2
3 ) = 0Çàìå÷àíèåÂ ñëó÷àå J1 = 2J3 = 2J óñëîâèå (3.11) äàåò

f ≡ −J2(34Jα1 + 9α2)(−2Jα1 + 7α2),à óñëîâèå (3.12)
g ≡ 5α2J3(34Jα1 + 9α2)(−2Jα1 + 7α2)(2Jα1 + 9α2)−

−12α2
1J

2(2Jα1 + α2)(−10Jα1 + 3α2)(9α4 − 2Jα1α
2 − 8α2

1J
2).Ñ ó÷åòîì f = 0 ïåðâîå ñëàãàåìîå â g, êîòîðîå èìååò ïî α1 ÷åòâåðòûéïîðÿäîê, ðàâíî íóëþ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêîìó ñëó÷àþ Êîâàëåâñêîé;âòîðîå ñëàãàåìîå â g èìååò øåñòîé ïîðÿäîê ïî α1 è îòëè÷íî îò íóëÿ, ò.å.àíàëîãà èíòåãðàëà Êîâàëåâñêîé â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå çäåñü íå ñóùåñòâóåò.
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�ëàâà 5Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîëíîéàëãåáðàè÷åñêîé èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèéäâèæåíèÿ òÿæåëîãî íåîäíîðîäíîãî øàðà íàãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè5.1. ÂâåäåíèåÂ ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ïîèñêà èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àåââ çàäà÷å î äâèæåíèè òÿæåëîãî òâåðäîãî øàðà ïî ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîéïëîñêîñòè. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ øàðà ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ñõîäíûñ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Âîáùåì ñëó÷àå äëÿ èõ èíòåãðèðóåìîñòè òàêæå íåäîñòàåò îäíîãî èíòåãðàëà. Ìå�òîäîì Êîâàëåâñêîé�Ëÿïóíîâà�Èîøèäû äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äîïîëíèòåëüíûéèíòåãðàë ñóùåñòâóåò ëèøü â äâóõ ñëó÷àÿõ, àíàëîãè÷íûõ ñëó÷àÿì Ýéëåðà èËàãðàíæà.5.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è èõïåðâûå èíòåãðàëûÒÿæåëûé òâåðäûé øàð äâèæåòñÿ ïî ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè.Åñëè èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ äâèæåíèå öåíòðà ìàññ âäîëü ïëîñêîñòè (êî�òîðîå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì), òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ øàðà ìîæíî ïðåäñòà�âèòü â âèäå:
Ṁ = M × ∂H

∂M
+ γ × ∂H

∂γ
, γ̇ = γ × ∂H

∂M
, (2.1)
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A(γ) = D−1




J2J3 +m(J2a
2

3
+ J3a

2

2
) −ma1a2J3 −ma1a3J2

−ma1a2J3 J1J3 +m(J3a
2

1
+ J1a

2

3
) −ma2a3J1

−ma1a3J2 −ma2a3J1 J1J2 +m(J1a
2

2
+ J2a

2

1
)


 ,

D = J1J2J3 +m(J1J2a
2
3 + J1J3a

2
2 + J2J3a

2
1)

V = mg(X1γ1 +X2γ2 +X3γ3), a1 = X2γ3 −X3γ2 (123)Çäåñü γ = (γ1, γ2, γ3) � åäèíè÷íûé âåêòîð âîñõîäÿùåé âåðòèêàëè; m � ìàñ�ñà òåëà; J = diag(J1, J2, J3) � ãëàâíûé öåíòðàëüíûé òåíçîð èíåðöèè òåëà;
(X1, X2, X3) � êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ; M = (M1,M2,M3) � âåêòîð èìïóëü�ñà. Óðàâíåíèÿ (2.1) ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ èìåþò ïåðâûå èíòåãðà�ëû:

H = <AM ,M>
2 + V = h � èíòåãðàë ýíåðãèè,

K =< M ,γ >= k � èíòåãðàë ïëîùàäåé,
Γ =< γ,γ >= c � ãåîìåòðè÷åñêèé èíòåãðàë.Îãðàíè÷åíèå ñèñòåìû (2.1) íà ñîâìåñòíûé óðîâåíü èíòåãðàëîâ Mk,c =

= {(M,γ)|K = k,Γ = c} � ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáî�äû. Äëÿ åå èíòåãðèðóåìîñòè, ñîãëàñíî òåîðåìå Àðíîëüäà�Ëèóâèëëÿ, íåäîñòà�åò îäíîãî äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà.Äîêàçàòåëüñòâî íåèíòåãðèðóåìîñòè ñëåäóåò êîíöåïöèÿì, ðàçðàáîòàííûìÑ.Â. Êîâàëåâñêîé, À.Ì. Ëÿïóíîâûì, Ñ.Ë. Çèãëèíûì â ðàáîòàõ [15], [21], [22],à òàêæå ìåòîäàì, îñíîâàííûì íà ïðèìåíåíèè äè��åðåíöèàëüíîé òåîðèè �à�ëóà [72], [78]. Ýòè òåîðèè îïèðàþòñÿ íà èññëåäîâàíèå óðàâíåíèÿ â âàðèàöèÿõâ îêðåñòíîñòè ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ.Óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ âåòâëåíèÿ íàëàãàåò îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ, ÷òî è äà�åò íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè. Ñõîæèå çàäà÷è ðàññìàòðèâàëèñü71



â ðàáîòàõ [25], [24], [62].Îñíîâíîé ðåçóëüòàò �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:Òåîðåìà 1 Åñëè J1 6= J2 6= J3 6= J1, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.1) íå ÿâëÿ�þòñÿ àëãåáðàè÷åñêè âïîëíå èíòåãðèðóåìîé, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà
X1 = X2 = X3 = 0.Òåîðåìà 2 Åñëè õîòÿ áû äâà Ji (i = 1, 2, 3) ñîâïàäàþò (íàïðèìåð, J1 =

= J2), òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.1) íå ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêè âïîëíå èí�òåãðèðóåìîé, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ Ëàãðàíæà (êîãäà X1 = X2 = 0).5.3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîãî äîêàçàòåëüñòâàäâóõ ëåìì.Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî m = g = 1.Ëåììà 1 Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìåðîìîð�íîé èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíå�íèé (2.1), â ïðåäïîëîæåíèè ðàçëè÷íîñòè ìîìåíòîâ èíåðöèè � ýòî óñëîâèå�åññà:
X1

√
J1(J2 − J3) +X2

√
J2(J3 − J1) +X3

√
J3(J1 − J2) = 0 (3.1)Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Âîçüìåì ÷àñòíîå ðåøåíèå âèäà

γ1 = 0, Ṁ1 = (
1

J3
− 1

J2
)M2M3 (123) (3.2)Òîãäà óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ äëÿ (1.1) èìååò âèä:





ṁ1 =
(J2 − J3)M3m2

J3
+

(J2 − J3)M2m3

J2
−X3n2 +X2n1 (123)

ṅ1 =
M3n2

J3
− M2n3

J2
(123)

(3.3)�åøåíèå (3.2) ìîæíî âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå: M1 =

=
√

(f−2hJ3)J1

J1−J3
cn(τ, k), M2 =

√
(f−2hJ3)J2

J2−J3
sn(τ, k), M3 =

√
(2hJ1−f)J3

J1−J3
dn(τ, k),72



ãäå k2 = (J1−J2)(f−2hJ3)
(J2−J3)(2hJ1−f)

, τ =
√

(J2−J3)(2hJ1−f)
J1J2J3

t, f = const. Òîãäà ðèìàíîâàïîâåðõíîñòü äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.2) � ýòî òîð ñ âûêîëîòîé îñîáîé òî÷êîé
t = 0, ïðè÷åì îáðàçóþùèå ýòîãî òîðà íåðåçîíàíñíû. Ñîãëàñíî òåîðåìåÇèãëèíà, óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè åñòü óñëîâèå èõ êîììóòèðóåìîñòè, ÷òîâ äàííîì ñëó÷àå ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó òîæäåñòâåííîìó ýëåìåíòó îáõîäàîêîëî åäèíñòâåííîé îñîáåííîñòè. À ýòî â ñâîþ î÷åðåäü äàåò îäíîçíà÷íîñòüðåøåíèÿ ïðè îáõîäå îêîëî îñîáîé òî÷êè. �àññìàòðèâàÿ âñå �óíêöèè âîêðåñòíîñòè ýòîé îñîáîé òî÷êè, ïîëó÷èì, ÷òî ëîãàðè�ìû îòñóòñòâóþò ëèøüâ ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ �åññà [15].Ëåììà 1 äîêàçàíà.Ñëåäñòâèå 1: Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âñå ìîìåíòû èíåðöèè óïîðÿäî÷å�íû, íàïðèìåð, J1 > J2 > J3, òî èç (3.1) ñëåäóåò, ÷òî X2 = 0.Ëåììà 2 Ïóñòü X2 = 0, J1 > J2 > J3. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà(2.1) áûëà àëãåáðàè÷åñêè âïîëíå èíòåãðèðóåìîé, íåîáõîäèìî: X1X3 = 0.Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2. �åøåíèå M2 = M2(t), γ1 = γ1(t), γ3 =

= γ3(t),M1 = M3 = γ2 = 0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì:




Ṁ2 = X1γ3 −X3γ1 + 0.5(γ3
∂A22

∂γ1
− γ1

∂A22

∂γ3
)M2

2

γ̇1 = −A22M2γ3

γ̇3 = A22M2γ1Ââåäåì âîçìóùåíèå:
m1 = M1, m3 = M3, m2 = M2 −M2(t),

n1 = γ1 − γ1(t), n3 = γ3 − γ3(t), n2 = γ2.. 73



Íîðìàëüíîå âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå â âîçìóùåííûõ ïåðåìåííûõ èìååòâèä: 



ṁ1 = −γ3

∂A12

∂γ2

M2m1 + (A33 − A22 − γ3

∂A23

∂γ2

)M2m3+

+((
∂A23

∂γ2

+ 0.5
∂A22

∂γ3

− 0.5γ3

∂A2

22

∂γ2

2

)M2

2
+X3)n2

ṁ3 = (A22 −A11 + γ1

∂A12

∂γ2

)M2m1 + γ1

∂A23

∂γ2

M2m3+

+((0.5γ1

∂A2

22

∂γ2

2

− ∂A12

∂γ2

− 0.5
∂A22

∂γ1

)M2

2
−X1)n2

ṅ2 = A11γ3m1 −A33γ1m3 + (γ3

∂A12

∂γ2

− γ1

∂A23

∂γ2

)M2n2

γ1m1 + γ3m3 +M2n2 = 0

(3.4)

Âûðàçèì èç äâóõ ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé (3.4) âûðàæåíèÿ äëÿ m1 è m3:
m1 =

γ3ṅ2 − ((γ3
∂A12

∂γ2
− γ1

∂A23

∂γ2
)γ3 + γ1

J3
)M2n2

γ2
3

J1
+

γ2
1

J3

,

m3 =
−γ1ṅ2 − (−(γ3

∂A12

∂γ2
− γ1

∂A23

∂γ2
)γ1 + γ3

J1
)M2n2

γ2
3

J1
+ γ2

1

J3

.Ïîäñòàâèì èõ âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3.4) è â èòîãå ïîëó÷èì îäíîëèíåéíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ïåðå�ìåííîé n = n2:
n̈+ a1ṅ+ a0 = 0 (3.5)Ñäåëàåì çàìåíó âðåìåíè:

z =
γ3

1 + γ1
, γ1 =

1 − z2

1 + z2
, γ3 =

2z

1 + z2
. (3.6)Òîãäà

M2 =
2(J2(1 + z2)2 + (X3(1 − z2) − 2X1z)

2)ż

(1 + z2)3
.Óðàâíåíèå (3.5) ñ ó÷åòîì (3.6) èìååò âèä:

n′′ + b1n
′ + b0n = 0 (3.7)74



b1 =
z̈ + a1ż

ż2
=
zh +X1z −X3

p3(z)
+

3z

1 + z2
−2(J2(1 + z2)z − pα(z)(X3z +X1))

p1(z)
−8(J3 − J1)z(1 − z2)

J1J3p2(z)(1 + z2)
,

b0 = − 1

(z2 + 1)2

(
4J2(J1 − J3 − J2)

J1J3

− 32(J1 − J3)J2z
2

J1p2(z)
− 4J2(X1(1 − z2) + 2X3z)

J1J3p1(z)
+

2J2pβ

J1J3p3(z)

)
,ãäå pα(z) = X3(1 − z2) − 2X1z,

pβ(z) = J1X1(1 − z2) + 2J3X3z,

p1(z) = J2(1 + z2)2 + p2
α(z),

p2(z) = J1(1 − z2)2 + 4J3z
2,

p3(z) = (1 + z2)h−X1(1 − z2) − 2X3z.Âñå êîíå÷íûå ïîëþñû �óíêöèè r(z) = b′1
2 + b2

1

4 − b0, êðîìå z = ∞, âòîðîãîïîðÿäêà, à ïîëþñû z = ∞ èìåþò ÷åòâåðòûé ïîðÿäîê. Âû÷èñëèì ñòàðøèåêîý��èöèåíòû b â ðàçëîæåíèè r(z) â ýòèõ ïîëþñàõ:
z =

−X1±
√

X2
1+X2

3+J2

X3±i
√

J2
, òîãäà b = 5

16;
z =

X3±
√

X2
1+X2

3−h2

X1+h
, òîãäà b = − 3

16
;

z = ±(
√

J3

J1
±
√

J3

J1
− 1)i, òîãäà b = 3

4;
z = i, òîãäà bi = 21

16 −
J2(J1+J3−J2)

J1J3
− J2(J1X1+iJ3X3)

2J1J3(X1+iX3)
;

z = −i, òîãäà b−i = b∗i .Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì îäíîçíà÷íîñòè ðåøåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (3.7) âîêðåñòíîñòè âñåõ ïîëþñîâ ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîñòü âñåõ êîý��èöèåíòîâ b,÷òî è äàåò óñëîâèÿ: J1 = J2 = J3, X2 = 0 (Ëàãðàíæ), ëèáî X1X3 = 0.�àññìîòðèì ñëó÷àé J1 = J2, X2 = X3 = 0. ×òîáû ïîëó÷èòü â ýòîì ñëó÷àåäîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû, âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì öåëî÷èñëåí�íîñòè âåëè÷èíû 1 +
√

1 + 4bi. Ïî ñìûñëó ýòà âåëè÷èíà ñîîòâåòñòâóåò óäâî�åííîé ñòåïåíè ñòàðøåãî ñëàãàåìîãî â ðàçëîæåíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.7)â îêðåñòíîñòè ïîëþñà z = i ïî ñòåïåíÿì (z − i), à òàêæå ñòåïåíè ñòàðøåãî75



ñëàãàåìîãî â ðàçëîæåíèè ðåøåíèÿ (3.5) â îêðåñòíîñòè ïîëþñà t = 0 ïî ñòå�ïåíÿì t (óäâîåíèå ïðè ïåðåõîäå îò ïåðåìåííîé t ê z ñâÿçàíî ñ âèäîì çàìåíû(3.6)). Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíû b îñòàëüíûõ êîíå÷íûõ ïîëþñîâ �óíêöèè r(z),êðîìå z = ±i, õàðàêòåðèçóþò îñîáåííîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè çàìåíå (3.6) âòî÷êàõ, ãäå çàíóëÿåòñÿ dz
dt
, ïîýòîìó ýòè ïîëþñà ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþòñÿîò ïîëþñîâ z = ±i. Èòàê èç óñëîâèÿ öåëî÷èñëåííîñòè âåëè÷èíû 1 +

√
1 + 4biïîëó÷àåì äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ: J1/J3 = 5/8, ëèáî J1/J3 = 9/8.Ëåììà 2 äîêàçàíà.Ñëåäñòâèå 2: Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî â èíòåãðèðóåìîì ñëó÷àå õîòÿ áûäâà ìîìåíòà èíåðöèè ñîâïàäàþò.Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â èíòåãðèðóåìîì ñëó÷àå

J1 = J2. Òîãäà ìîæíî ïîâåðíóòü ãëàâíûå îñè èíåðöèè òàê, ÷òî X2 = 0, è ïðè�ìåíÿÿ ëåììó 2, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ èíòåãðèðóåìîñòè íåîáõîäèìî âûïîëíåíèåõîòÿ áû îäíîãî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:1. X1 = X2 = 0, J1 = J2(ñëó÷àé Ëàãðàíæà),2. X1 = X2 = X3 = 0 (ñëó÷àé Ýéëåðà),3. J1 = J2 = J3 (òîãäà ëþáàÿ îñü ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé îñüþ èíåðöèè è ïîëó�÷àåì ÷àñòíûé âàðèàíò äëÿ ñëó÷àÿ Ëàãðàíæà),4.a. X2 = X3 = 0, J1 = J2 = 9/8J3,4.b. X2 = X3 = 0, J1 = J2 = 5/8J3.Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.5.4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2Ëåììà 3 Ïóñòü J1 = J2 è X3 = X2 = 0, òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòå�ìà (2.1) áûëà àëãåáðàè÷åñêè âïîëíå èíòåãðèðóåìîé, íåîáõîäèìî: J3/J1 =

= m/2, m ∈ N 76



Äîêàçàòåëüñòâî: �åøåíèå M3 = M3(t), γ1 = γ1(t), γ2 = γ2(t) óäîâëåòâî�ðÿåò óðàâíåíèÿì:




Ṁ3 = −X1γ2 + 0.5γ1M
2
3

∂A33

∂γ2

γ̇1 = γ2A33M3

γ̇2 = −γ1A33M3

(4.1)Ââåäåì âîçìóùåíèå:m1,2 = M1,2, m3 = M3−M3(t), n1,2 = γ1,2−γ1,2(t), n3 =

= γ3.Íîðìàëüíîå âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå â âîçìóùåííûõ ïåðåìåííûõ èìååòâèä:




ṁ1 = (A33 − A22 + γ2
∂A23

∂γ3
)M3m2 + (0.5γ2

∂2A33

∂γ2
3

− 0.5
∂A33

∂γ2
− ∂A23

∂γ3
)M2

3n3

ṁ2 = (A11 − A33)M3m1 − γ1
∂A23

∂γ3
M3m2 + (−0.5γ1

∂2A33

∂γ2
3

M2
3 +X1)n3

ṅ3 = −γ2A11m1 + γ1A22m2 + γ1
∂A23

∂γ3
M3n3

m1γ1 +m2γ2 +M3γ3 = 0

(4.2)Ïåðåïèøåì (4.2) â âèäå îäíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãîïîðÿäêà, äëÿ ýòîãî ïðîäè��åðåíöèðóåì ṅ3:
n̈3 = (−A2

11M
2
3 + A11(0.5γ2

∂A33

∂γ2
M2

3 − 0.5
∂2A33

∂γ2
3

M2
3 +X1γ1) +

d(γ1
∂A23

∂γ3
M3)

dt
+

+(
∂A23

∂γ3
)2M2

3γ
2
1 + 2

∂A23

∂γ3
A11M

2
3γ2)n3 (4.3)Ñäåëàåì çàìåíó âðåìåíè: z = γ2

1+γ1
.Òîãäà γ1 = 1−z2

1+z2 ,γ2 = 2z
1+z2 , M3 = −2ż

A33(1+z2)
, ż2 = (h−X1+z2(h+X1))(1+z2)A33

2
.Èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò âèä:

n̈+ a1ṅ+ a0n = 0.77



Ïîñëå çàìåíû âðåìåíè ïîëó÷àåì:
A11 = A22 =

1

J1

A33 =
(1 + z2)2

J3(1 + z2)2 + 4X2
1z

2
,

∂A33

∂γ2
=

−4X2
1z(1 + z2)3

(J3(1 + z2)2 + 4X2
1z

2)2

∂A23

∂γ3
=

2X2
1z(1 + z2)

J1(J3(1 + z2)2 + 4X2
1z

2)
,

∂2A33

∂γ2
3

=
8X4

1z
2(1 + z2)2

J1(J3(1 + z2)2 + 4X2
1z

2)2Â èòîãå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (4.4):
n′′ + b1n

′ + b0n = 0 (4.4)

b1 =
z̈ + a1ż

ż2
=

z(h+X1)

(h+X1)z2 + h−X1
+

3z

1 + z2
− 2z(J3(1 + z2) + 2X2

1)

J3(1 + z2)2 + 4X2
1z

2

b0 =
a0

ż2
=

4(J3(1 + z2)2 + 4X2
1z

2)2

J2
1 (1 + z2)6

+
16X2

1z
2

J1(1 + z2)4
−32X2

1z
2(J3(1 + z2)2 + 4X2

1z
2)

J2
1 (1 + z2)6

+

+
64X4

1z
4

J2
1 (1 + z2)6

− 8X2
1z

2

(1 + z2)3J1
+

4(1 − z2)X2
1

J1(1 + z2)3
−16X2

1(1 − z2)z2(J3(1 + z2) + 2X2
1)

J1(1 + z2)3(J3(1 + z2)2 + 4X2
1z

2)
+

+
16X4

1z
2(1 − z2)2

J1(1 + z2)4(J3(1 + z2)2 + 4X2
1z

2)
+

8X3
1z

2(1 − z2)

J1(1 + z2)4(h−X1 + z2(h+X1))
−

−2X1(1 − z2)(J3(1 + z2)2 + 4X2
1z

2)

J1(1 + z2)4(h−X1 + z2(h+X1))
.Ïîñëå çàìåíû y = e

1
2

∫
b1(z)dzn ñèñòåìà (4.4) çàïèøåòñÿ â âèäå:
y′′ = (

b′1
2

+
b21
4
− b0)y (4.5)Ìíîæåñòâî ïîëþñîâ óðàâíåíèÿ (4.5) ñîñòîèò èç ïîëþñîâ âòîðîãî ïîðÿäêà.Áåñêîíå÷íîñòü èìååò ÷åòâåðòûé ïîðÿäîê.Êîý��èöèåíòû b ïðè ýòèõ ïîëþñàõ ðàâíû:

z = ±i, b = J2
3

J2
1

+ J3

2J1
− 3

16,
z = ±

√
X1−h
X1+h

, b = −3
16
,

z = ±i( X1√
J3

±
√

1 + X2
1

J3
), b = 5

16. 78



×òîáû ïîëó÷èòü â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå ëåììû, âîñïîëüçóåìñÿ óñëî�âèåì öåëî÷èñëåííîñòè âåëè÷èíû 1 +
√

1 + 4bi (àíàëîãè÷íî Ëåììå 2).Ëåììà 3 äîêàçàíà.Ïîñêîëüêó äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà îòíîøåíèå J1/J3 â ñëó÷àå J1 = J2,
X2 = X3 = 0, ïîëó÷åííûå â Ëåììå 1 (Ñëåäñòâèå 2) è Ëåììå 2, íå âûïîëíÿ�þòñÿ îäíîâðåìåííî, òî óòâåðæäåíèå Òåîðåìû 2 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èçÑëåäñòâèÿ 2 è Ëåììû 3. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
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Çàêëþ÷åíèå
• Äàí òîïîëîãè÷åñêèé àíàëèç äèíàìèêè òÿæåëîãî äèíàìè÷åñêè ñèììåò�ðè÷íîãî ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè(àíàëîã ñëó÷àÿ Ëàãðàíæà): ïîñòðîåíû áè�óðêàöèîííûå äèàãðàììûÑìåéëà, îïèñàíû ïåðåñòðîéêè òîðîâ Ëèóâèëëÿ, ïîñòðîåíû òîïîëîãè÷å�ñêèå èíâàðèàíòû òåîðèè Ôîìåíêî.
• Ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ìåðî�ìîð�íîãî èíòåãðàëà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òÿæåëîãî òðåõîñíîãî ýëëèï�ñîèäà íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè äëÿ ñëó÷àÿ ýëëèïñîèäà ñìàëî ðàçëè÷àþùèìèñÿ ïîëóîñÿìè, öåíòð ìàññ êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ãåî�ìåòðè÷åñêèì öåíòðîì.
• Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî àíà�ëèòè÷åñêîãî èíòåãðàëà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òÿæåëîãî äèíàìè÷åñêè èãåîìåòðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ýëëèïñîèäà íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîéïëîñêîñòè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ãëàâíûå öåíòðàëüíûå îñè èíåðöèè ýëëèïñî�èäà ñîíàïðàâëåíû ñ ãëàâíûìè îñÿìè ýëëèïñîèäà-ïîâåðõíîñòè, à öåíòðìàññ ýëëèïñîèäà ëåæèò â ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè.
• Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî ñèñòåìà óðàâ�íåíèé äâèæåíèÿ òÿæåëîãî íåîäíîðîäíîãî øàðà íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëü�íîé ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè ïîëíîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìîé.
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