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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Àêòóàëüíîñòü òåìû.

Ãåîìåòðè÷åñêèå àñïåêòû ñïåêòðàëüíîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ è ïñåâäîäèôôåðåí�
öèàëüíûõ îïåðàòîðîâ èçó÷àëèñü â îãðîìíîì êîëè÷åñòâå ðàáîò; ðåçóëüòàòû ýòîé òåîðèè
èìåþò ìíîãî ïðèëîæåíèé â ìàòåìàòèêå è òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå. Ñïåêòðàëüíàÿ òåî-
ðèÿ íåñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ, ñðàâíèòåëüíî ñ ñàìîñîïðÿæåííûì ñëó÷àåì ðàç-
âèòà çíà÷èòåëüíî ìåíåå ïîëíî; êàê ñòðóêòóðà ñïåêòðà, òàê è ñâîéñòâà ñïåêòðàëüíîãî
ðàçëîæåíèÿ ìîãóò áûòü â ýòîé ñèòóàöèè âåñüìà ýêçîòè÷åñêèìè. Â ÷àñòíîñòè, â íåñàìî-
ñîïðÿæåííîì ñëó÷àå ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè îòñóòñòâóåò îáùàÿ òåîðèÿ êâàçèêëàññè÷å-
êèõ àñèìïòîòèê, àíàëîãè÷íàÿ òåîðèè Â.Ï. Ìàñëîâà êâàíòîâàíèÿ èíâàðèàíòíûõ ëàãðàí-
æåâûõ ìíîãîîáðàçèé. Â ðàáîòå[5] ïîñòðîåíû ñïåêòðàëüíûå ñåðèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà-
Áåëüòðàìè ñî ñíîñîì â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, ñîîòâåòñòâóþùèå àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâûì ïîëîæåíèÿì ðàâíîâåñèÿ, ïðåäåëüíûì öèêëàì è èíâàðèàíò� íûì òîðàì
ñîîòâåòñòâóþùåãî âåêòîðíîãî ïîëÿ. Â ðàáîòàõ [11, 12, 17, 13, 15, 6, 14]ïîëíîñòüþ èññëå-
äîâàí ñïåêòð îäíîìåðíîãî îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà è Îððà - Çîììåðôåëüäà íà îòðåçêå
ñ ïîòåíöèàëàìè ïðîñòåéøåãî âèäà (ëèíåéíûì, êâàäðàòè÷íûì è áëèçêèì ê ëèíåéíîìó);
îòìåòèì, ÷òî ðÿä óòâåðæäåíèé îá óñëîâèÿõ êâàíòîâàíèÿ ñîäåðæàëñÿ åùå â ðàáîòå [4]. Â
ýòèõ ðàáîòàõ, â ÷àñòíîñòè, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñïåêòð â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðåäåëå ñòÿ-
ãèâàåòñÿ ê íåêîòîðîìó ãðàôó íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Â ðàáîòàõ [1, 2, 8] èññëåäîâàí
ñïåêòð îäíîìåðíîãî îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà ñ êîìïëåêñíûì ïîòåíöèàëîì ïðîñòåéøåãî
âèäà (ëèíåéíûé èëè êâàäðàòè÷íûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí) íà îêðóæíîñòè; â
÷àñòíîñòè, áûë íàéäåí ñïåêòðàëüíûé ãðàô è ïîêàçàíî, ÷òî àñèìïòîòèêà ñïåêòðà ìîæåò
áûòü âû÷èñëåíà èç òîïîëîãè÷åñêèõ óñëîâèé êâàíòîâàíèÿ íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè �
êîìïëåêñíîé ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé ýíåðãèè.

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè îïèñàí ñïåêòð îïåðàòîðà Ëàïëàñà - Áåëüòðàìè ñî ñíîñîì
íà äâóìåðíîé êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, ãîìåîìîðôíîé ñôåðå (ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ïîëå ñêîðîñòåé, íàïðàâëåííîå âäîëü ïàðàëëëåëåé è ëèíåéíî çàâèñÿùåå îò âûñîòû).
Ïîêàçàíî, ÷òî ñïåêòð âû÷èñëÿåòñÿ èç óñëîâèé êâàíòîâàíèÿ íà ñîîòâåòñòâóþùåé ðèìà-
íîâîé ïîâåðõíîñòè, àíàëîãè÷íûì óñëîâèÿì Áîðà - Çîììåðôåëüäà - Ìàñëîâà [9, 10];
îäíàêî, â îòëè÷èå îò ñàìîñîïðÿæåííîãî ñëó÷àÿ, â íàøåé ñèòóàöèè äîñòàòî÷íî òðåáî-
âàòü âûïîëíåíèÿ òàêîãî óñëîâèÿ õîòÿ áû íà îäíîì áàçèñíîì öèêëå ïîâåðõíîñòè (ðàç-
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íûå öèêëû îïðåäåëÿþò ðàçíûå ñïåêòðàëüíûå ñåðèè). Èññëåäîâàí ñïåêòðàëüíûé ãðàô
(ñîñòîÿùèé èç òðåõ ðåáåð); îñîáåííî ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î íåì óäàåòñÿ ïîëó÷èòü â
ñëó÷àå ñòàíäàðòíîé ñôåðû � òîãäà àñèìïòîòèêà ñïåêòðà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëëèïòè÷å-
ñêèå èíòåãðàëû. Ïðè äîêàçàòåëüñòâàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì ïðèìåíÿåòñÿ òåõíèêà,
ðàçâèòàÿ â ðàáîòàõ [16, 7] è îñíîâàííàÿ íà èçó÷åíèè ðåøåíèé ñïåêòðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
â êîìïëåêñíîé îáëàñòè è, â ÷àñòíîñòè, íà èññëåäîâàíèè òîïîëîãèè ò.í. ãðàôà Ñòîêñà
(ðåáðà ýòîãî ãðàôà îãðàíè÷èâàþò îáëàñòè, â êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû êâàçèêëàññè÷åñêèå
àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû).

Öåëü ðàáîòû.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå àâòîð ñòàâèë ïåðåä ñîáîé ñëåäóþùèå öåëè:

1. Îïèñàòü òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ñïåêòðà íåñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà Ëàïëà-
ñà ñî ñíîñîì íà äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, ãîìåîìîðôíîé ñôåðå.

2. Îïèñàòü êâàçèêëàññè÷åñêóþ àñèìïòèîòèêó ñïåêòðà íåñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòî-
ðà Ëàïëàñà � Áåëüòðàìè ñî ñíîñîì íà äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ è åå ñâÿçü
ñ òîïîëîãèåé ãðàôà Ñòîêñà.

3. Èññëåäîâàòü òîïîëîãèþ ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà è åãî ðàñïîëîæåíèå íà êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè.

4. Ïîëó÷èòü ïðîñòûå è ýôôåêòèâíûå ôîðìóëû äëÿ ñïåêòðàëüíûõ ñåðèé â ñëó÷àå
ñòàíäàðòíîé ñôåðû.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Èññëåäîâàíèÿ, ïðîâîäèìûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, îñíîâàíû íà ìåòîäàõ äèôôåðåíöèàëü�
íîé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè, ñïåêòðàëüíîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, àíà-
ëèòè÷åñêîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ðåçóëüòàòû
àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ðàçðàáîòàííîé Ì.Â. Ôåäîðþ-
êîì.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì:
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1. Îïèñàíà êâàçèêëàññè÷åñêàÿ àñèìïòîòèêà ñïåêòðà îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè
ñî ñíîñîì äâóìåðíîé êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ñ òî-
ïîëîãèåé ëèíèé Ñòîêñà.

2. Ïîêàçàíî, ÷òî àñèìïòîòèêà ñïåêòðà îïðåäåëÿåòñÿ èç òîïîëîãè÷åñêèõ óñëîâèé
êâàíòîâàíèÿ íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé êîìïëåêñíîé ýíåðãèè.

3. Èññëåäîâàí ñïåêòðàëüíûé ãðàô; ïîêàçàíî, ÷òî îí îïðåäåëÿåòñÿ òîïîëîãèåé ãðàôà
Ñòîêñà.

4. Äëÿ ñòàíäàðòíîé ñôåðû ïîëó÷åíû ïðîñòûå è ýôôåêòèâíûå ôîðìóëû äëÿ àñèìï-
òîòè÷åñêèõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ìîãóò áûòü èñïîëü-
çîâàíû ñïåöèàëèñòàìè â îáëàñòè äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè.

• Êîíôåðåíöèÿ �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû àíàëèçà è ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè�, ïî-
ñâÿùåííàÿ 105-ëåòèþ Ñ.Ì. Íèêîëüñêîãî. Ìîñêâà, ÌÃÓ, ìàé 2010.

• Êîíôåðåíöèÿ �Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà�. Ìîñêâà, ÈÏ-
Ìåõ ÐÀÍ, ìàé 2010.

• Ñåìèíàð êàôåäðû Äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è ïðèëîæåíèé Ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

Ïóáëèêàöèè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â äâóõ ñòàòüÿõ, ññûëêè [22, 23] íà êîòîðûå
ïðèâåäåíû â êîíöå ëèòåðàòóðû.
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Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è òðåõ ãëàâ, âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ 11 ðàçäåëîâ. Òåêñò
äèññåðòàöèè èçëîæåí íà 57 ñòðàíèöàõ è äîïîëíÿåòñÿ 7 ðèñóíêàìè. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
ñîäåðæèò 23 íàèìåíîâàíèå.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ââåäåíèå.

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ îáçîð ðàíåå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ òåìîé äèñ-
ñåðòàöèè, è îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Ãëàâà 1.

Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, èñïîëüçóåìûå
â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå.

Â ðàçäåëå 1.1 îïðåäåëÿåòñÿ íåñàìîñîïðÿæåííûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð:

D = ε2∆ + (υ,∇)

íà äâóìåðíîé êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ M , ãîìåîìîðôíîé ñôåðå; ∆�
îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè, ε > 0, υ � ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå íà M .

Äàëåå â ïåðâîé ãëàâå ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ: ëèíèè Ñòîêñà è êàíîíè÷åñêèå
îáëàñòè, àñèìïòîòèêà ñèñòåìû ðåøåíèé, ìàòðèöû ïåðåõîäà, ðåãóëÿðíûå îñîáûå òî÷êè
è ìàòðèöà ìîíîäðîìèè. Ïðèâåäåíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ìàòðèö ïåðåõîäà è
ìîíîäðîìèè.

Ãëàâà 2.

Âî âòîðîé ãëàâå ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå ñïåêòðà îïåðàòîðà

D = ε2∆ + (υ,∇)

íà ñòàíäàðòíîé ñôåðå S2.
Â ðàçäåëå 2.1 ïîêàçàíî, ÷òî, äëÿ òîãî ÷òîáû âû÷èñëèòü ñïåêòð îïåðàòîðà D íà ñòàí-

äàðòíîé ñôåðå S2, äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü ñâîéñòâà îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî

6



óðàâíåíèÿ ñ ðåãóëÿðíûìè îñîáûìè òî÷êàìè:

ε2(w′′ + Pw′) + Qw = 0,

ãäå P (x) = − 2x
1−x2 (m + 1), p(x) = (1− x2)P (x), Q(x) = −ε2 (m2+m)

1−x2 + imx−λ
1−x2 .

Â ðàçäåëå 2.2 ñíà÷àëà îïèñûâàþòñÿ ðàçíûå òîïîëîãè÷åñêèå ñëó÷àè ñòðîåíèÿ ãðàôà
Ñòîêñà. Ëèíèè Ñòîêñà íà ïëîñêîñòè ûõîäÿò èç îäíîé òî÷êè ïîâîðîòà λ

im
è äâóõ îñîáûõ

òî÷åê −1 , +1. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñïåêòðà íà ñòàíäàðòíîé ñôåðå S2 îïèñûâàþòñÿ
ñëåäóþùèìè ëåììîé è òåîðåìàìè:

Ëåììà 1. Ïóñòü λ òàêîâî, ÷òî íåò êîíå÷íûõ ëèíèé Ñòîêñà. Òîãäà â O(ε2)-
îêðåñòíîñòè òî÷êè λ íåò òî÷åê ñïåêòðà.

Êîíå÷íûå ëèíèè Ñòîêñà ìîãóò áûòü òðåõ òèïîâ:
�Ëèíèÿ Ñòîêñà ñîåäèíÿåò −1 è 1,
�Ëèíèÿ Ñòîêñà ñîåäèíÿåò −1 è λ

im
,

�Ëèíèÿ Ñòîêñà ñîåäèíÿåò λ
im

è 1.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ëèíèÿ Ñòîêñà ñîåäèíÿåò −1 è 1. Ïóñòü λ òàêîâî, ÷òî

1

ε
= π(2n− 2m− 1)

[∫ 1

−1

√
imt− λ

1− t2
dt

]−1

,

òîãäà ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ̃ îïåðàòîðà D òàêîå, ÷òî

|λ− λ̃| = O(ε2).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ëèíèÿ Ñòîêñà ñîåäèíÿåò −1 è z0(λ) = λ/im. Ïóñòü λ òàêîâî, ÷òî

1

ε
= π

(
−1

4
+ 2n−m

) [∫ z0(λ)

−1

√
imt− λ

1− t2
dt

]−1

,

òîãäà ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ̃ îïåðàòîðà D òàêîå, ÷òî

|λ− λ̃| = O(ε2).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ëèíèÿ Ñòîêñà ñîåäèíÿåò z0(λ) è 1. Ïóñòü λ òàêîâî, ÷òî

1

ε
= π

(
−1

4
+ 2n−m

) [∫ 1

z0(λ)

√
imt− λ

1− t2
dt

]−1

,

òîãäà ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ̃ îïåðàòîðà D òàêîå, ÷òî

|λ− λ̃| = O(ε2).
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Â ðàçäåëå 2.3 ïðè ïîìîùè àíàëèçà ñîîòâåòñâóþùèõ ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ èçó-
÷àåòñÿ ðàñïîëîæåíèå òî÷åê ñïåêòðà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. À èìåííî, ïîêàçàíî,
÷òî ïðè ε → 0 ñïåêòð êîíöåíòðèðóåòñÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè ãðàôà íåêîòîðîãî íà êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì m ýòîò ãðàô ñîñòîèò èç 3 òåõ ðåáåð,
îäíî èç êîòîðûõ � ëó÷ íà äåéñòâèòåëüíîé îñè. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî âûòåêàåò èç
ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 2. Ïðè λ ∈ C \ i(−m,m)

I(λ) = Re

∫ π

0

√
im cos θ − λdθ = 0

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà λ� äåéñòâèòåëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Äâà äðóãèõ ðåáðà ñîåäèíÿþò òî÷êè ±im ñ òî÷êîé íà äåéñòâèòåëüíîé îñè; åäèíñòâåí-
íîéòü ýòîé òî÷êè âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 3. Óðàâíåíèå
J(λ) = Re

∫ θ+

0

√
im cos θ − λdθ = 0

íà ïàðàìåòð λ ∈ (0, +∞) èìååò òîëüêî îäíî ðåøåíèå λ, ïðè÷åì
λ ∈ (0,m sinh π

2
). Çäåñü θ± � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ im cos θ − λ = 0

θ± = ±

π

2
+ i ln




√
1 +

(
λ

m

)2

+
λ

m







.

Çàìå÷àíèå 1. Â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè ñïåêòðà íà êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè λ, ëèíèè Ñòîêñà ïî-ðàçíîìó ðàñïîëîæåíû íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Ñëó÷àé(1): Åñëè òî÷êà ñïåêòðà ñîâïàäàåò ñ âåðøèíîé ãðàôà, ðàñïîëîæåíèå ëèíèé
Ñòîêñà òàêîå, êàê íà ðèñ.2.

Ñëó÷àé(2): Åñëè òî÷êà ñïåêòðà íàõîäèòñÿ íà ëèíèè(3)(ðèñ.1), òî ëèíèè Ñòîêñà
ðàñïîëîæåíû òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.

Ñëó÷àé(3): Åñëè òî÷êà ñïåêòðà íàõîäèòñÿ íà ëèíèè (2), òî ëèíèè Ñòîêñà ðàñïî-
ëîæåíû òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.

Ñëó÷àé(4): Åñëè òî÷êà ñïåêòðà íàõîäèòñÿ íà êðèâîé (1), òî ëèíèè Ñòîêñà ðàñïî-
ëîæåíû òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 5.
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Ðèñ. 1: Ðàñïîëîæåíèå ñïåêòðà

Ðèñ. 2: Ëèíèè Ñòîêñà 1

Ðèñ. 3: Ëèíèè Ñòîêñà 2
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Ðèñ. 4: Ëèíèè Ñòîêñà 3

Ðèñ. 5: Ëèíèè Ñòîêñà 4

Ãëàâà 3.

Òðåòüÿ ãëàâà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ ñïåêòðà îïåðàòîðà D íà
ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ.

Â ðàçäåëå 3.1 îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè çàïèñàí äëÿ ñëó÷àÿ ïîâåðõíîñòè, ïîëó-
÷åííîé âðàùåíèåì ãðàôèêà ôóíêöèè x = f(z) âîêðóã îñè z:

∆w =
1√
g

∑
i,j

∂

∂ui

gij√g
∂

∂uj

w =

1

f
√

f 2
z + 1

∂

∂z
g11√g

∂

∂z
ω +

1

f
√

f 2
z + 1

∂

∂ϕ
g22√g

∂

∂ϕ
ω,

çäåñü g = f 2(f 2
z + 1).

Óðàâíåíèå :

ε2∆ω + (υ,∇)ω = λω

10



ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:

ε2

(
ψ′′(z) +

fz

√
f 2

z + 1− ffzfzz(f
2
z + 1)

−1
2

f(f 2
z + 1)

1
2

ψ′(z)

)

+

(
εm2(f 2

z + 1)

f 2
+ (imz − λ)(f 2

z + 1)

)
ψ(z) = 0,

ãäå ω = exp(imϕ)ψ(z), a(z) = z,ϕ�óãîë âðàùåíèÿ.
Â ðàçäåëå 3.2 àñèìïòîòèêà ñïåêòðà íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ îïèñàíà ïîñðåäñòâîì

ñëåäóþùèõ òåîðåì:

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ëèíèÿ Ñòîêñà ñîåäèíÿåò z1 è z2, à λ òàêîâî, ÷òî

1

ε
= π

(
n− 1

2
+ 2m

)(∫ z2

z1

√
(λ− imz)(f 2

z + 1)dt

)−1

,

òîãäà ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ̃ îïåðàòîðà D òàêîå, ÷òî

|λ− λ̃| = O(ε2).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ëèíèÿ Ñòîêñà ñîåäèíÿåò z1 è λ
im
, à λ òàêîâî, ÷òî

1

ε
= π

(
2n− 1

4
−m

) [∫ λ
im

z1

√
(λ− imz)(f 2

z + 1)dz

]−1

,

òîãäà ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ̃ îïåðàòîðà D òàêîå, ÷òî

|λ− λ̃| = O(ε2).

Òåîðåìà 6. Ïóñòü ëèíèÿ Ñòîêñà ñîåäèíÿåò λ
im

è z2 è λ òàêîâî, ÷òî

1

ε
= π

(
2n +

1

4
−m

) [∫ λ
im

z2

√
(λ− imz)(f 2

z + 1)dz

]−1

,

òîãäà ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ̃ îïåðàòîðà D òàêîå, ÷òî

|λ− λ̃| = O(ε2).

Â ðàçäåëå 3.3 îïèñàíî ðàñïîëîæåíèå ñïåêòðà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè â ñëó÷àå
ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ. Ñïåêòð êîíöåíòðèðóåòñÿ â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîãî ãðàôà, ãî-
ìåîìîðôíîãî ãðàôó, ïðåäñòàâëåííîìó íà ðèñ.1; êàæäîå ðåáðî ãðàôà ïåðåñåêàåòñÿ âåð-
òèêàëüíîé ïðÿìîé íå áîëåå ÷åì â îäíîé òî÷êå. Êðîìå òîãî, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.
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Òåîðåìà 7. Åñëè ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé, òî îäíî èç ðåáåð ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà
ëåæèò íà äåéñòâèòåëüíîé îñè.

Íàêîíåö, â ðàçäåëå 3.4 ïîêàçàíî, ÷òî àñèìïòîòèêà ñïåêòðà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà èç
óñëîâèé êâàíòîâàíèÿ, ïîõîæèõ íà ïðàâèëà Áîðà � Çîììåðôåëüäà � Ìàñëîâà [9],[10]; ýòè
óñëîâèÿ çàäàþòñÿ íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé êîìïëåêñíîé ýíåðãèè. Èìåí-
íî, ïóñòü M � ñòàíäàðòíàÿ ñôåðà; ðàññìîòðèì ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü, çàäàííóþ â C2

óðàâíåíèåì (z2 − 1)p2 + imz = λ. Ýòà ïîâåðõíîñòü ãîìåîìîðôíà òîðó ñ òðåìÿ ïðîêî-
ëàìè; îíà ïîëó÷àåòñÿ èç äâóõ ýêçåìïëÿðîâ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z ñêëåéêîé âäîëü
ðàçðåçîâ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè ±1 è òî÷êó λ/im ñ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé. Íà ýòîé ïî-
âåðõíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ òðè öèêëà γj, j = 1, 2, 3 òàê, ÷òîáû ïðîåêöèè ýòèõ öèêëîâ
íà ïëîñêîñòü z ñîâïàäàåò ñ îòðåçêàìè [−1, 1], [−1, λ/im], [1, λ/im] ñîîòâåñòâåííî. Èìååò
ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1. Óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå àñèìïòîòèêó ñïåêòðà ñîãëàñíî òåîðå-
ìàì 1 � 3, ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

1

2π
ε

∫

γj

pdz = n +
µj

2
,

ãäå µ1 = 0, µ2 = µ3 = 1.

Çàìå÷àíèå 2. Â îòëè÷èå îò óñëîâèé Ìàñëîâà, êîòîðûå äîëæíû áûòü âûïîëíåíû íà
ëþáîì öèêëå âåùåñòâåííîãî ëàãðàíæåâà ìíîãîîáðàçèÿ, ïðèâåäåííûå âûøå êîìïëåêñ-
íûå óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ äîëæíû áûòü âûïîëíåíû õîòÿ áû íà îäíîì öèêëå; ðàçíûå
öèêëû îïðåäåëÿþò ðàçíûå ñïåêòðàëüíûå ñåðèè.

Áëàãîäàðíîñòü

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ � äîêòîðó
ôèçèêî�ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó À. È. Øàôàðåâè÷ó � çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è
è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå. Àâòîð áëàãîäàðåí âñåì ñîòðóäíèêàì êàôåäðû äèôôå-
ðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è ïðèëîæåíèé ìåõàíèêî�ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ çà
òâîð÷åñêóþ àòìîñôåðó è äîáðîæåëàòåëüíîå îòíîøåíèå.
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Ãëàâà 1

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå
îïðåäåëåíèÿ

1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì íåñàìîñîïðÿæåííûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

D = ε2∆ + (υ,∇) (1.1)

íà äâóìåðíîé êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ M , ãîìåîìîðôíîé ñôåðå; çäåñü
∆�îïåðàòîð Ëàïëàñà � Áåëüòðàìè, ε > 0, υ � ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå íà M . Íàøà
öåëü � âû÷èñëåíèå àñèìïòîòèêè ñïåêòðà îïåðàòîðà D ïðè ε → 0.

Ïîâåðõíîñòü M âîçíèêàåò ïðè âðàùåíèè ãðàôèêà ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè x = f(z)

âîêðóã îñè z; f îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [z1, z2], ïðè÷åì f(z1) = f(z2) = 0 (òî÷íûå óñëîâèÿ
íà f ñôîðìóëèðîâàíû íèæå). Â êà÷åñòâå êîîðäèíàò íà M âûáåðåì ïàðó z, ϕ, ãäå ϕ

� óãîë âðàùåíèÿ, à â êà÷åñòâå υ � âåêòîðíîå ïîëå âèäà υ = a(z) ∂
∂ϕ
, a(z) � ëèíåéíàÿ

ôóíêöèÿ.
Â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû ìû ðàññìîòðèì ñàìûé ïðîñòîé ñëó÷àé, êîãäà M � ñòàí-

äàðòíàÿ ñôåðà S2 : x2 + y2 + z2 = 1; â äàëüíåéøåì âû÷èñëèì ñïåêòð îïåðàòîðà D äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ è âûÿñíèì, êàê îí çàâèñèò îò ãåîìåòðèè M .

Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð D íå ñàìîñîïðÿæåí (è äàæå íå ñèììåòðè÷åí) â L2(M); ñî-
ïðÿæåííûé îïåðàòîð çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

D∗ = ε2∆− (υ,∇).
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Ñïåêòð ýòîãî îïåðàòîðà ïðè ε → 0 êîíöåíòðèðóåòñÿ âáëèçè íåêîòîðîãî ãðàôà íà
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè; ðàñïîëîæåíèå ãðàôà çàâèñèò îò âèäà ïîâåðõíîñòè M .

Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ îïåðàòîðà D ñâîäèòñÿ ê
îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ îñîáûìè òî÷êàìè (ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè ïîëþñàì ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ). Ìû èçó÷àåì àñèìïòîòèêó ðåøåíèé ýòîãî óðàâíå-
íèÿ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ïðèìåíÿÿ òåõíèêó ëèíèé Ñòîêñà è êàíîíè÷åñêèõ îáëà-
ñòåé; íèæå ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ.

1.2 Ëèíèè Ñòîêñà è êàíîíè÷åñêèå îáëàñòè

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

ε2(w′′ + Pw′) + Qw = 0 (1.2)

ãäå ïàðàìåòð ε → 0, ôóíêöèè P ,Q ìåðîìîðôíû â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé
z. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè, èìåþùèå ïîëþñà íå âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Òî÷êîé ïîâîðîòà íàçûâàåòñÿ íóëü èëè ïîëþñ ôóíêöèè Q; ïîðÿ-
äîê íóëÿ íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì òî÷êè ïîâîðîòà (ïîëþñà ñ÷èòàþòñÿ òî÷êàìè ïîâîðî-
òà ïîðÿäêà −1).

Îïðåäåëåíèå 1.2.2. Îáîçíà÷èì

S(z0, z) =

∫ z

z0

√
Q(t)dt

ãäå z0 � òî÷êà ïîâîðîòà. Ìàêñèìàëüíàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ëèíèè óðîâíÿ

ReS(z0, z) = 0

íàçûâàåòñÿ ëèíèåé Ñòîêñà (ËÑ).

Ëèíèè Ñòîêñà îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
(1) Ëèíèÿ Ñòîêñà íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå ïîâîðîòà è çàêàí÷èâàåòñÿ ëèáî â òî÷êå ïîâî-

ðîòà , ëèáî â áåñêîíå÷íîñòè.
(2) Ëèíèÿ Ñòîêñà íå ìîæåò ñîäåðæàòü òî÷êè ïîâîðîòà âíóòðè ñåáÿ.
(3) Ëèíèÿ Ñòîêñà íå ìîæåò ïåðåñåêàòü ñåáÿ èëè äðóãóþ ëèíèþ Ñòîêñà.
(4) Èç òî÷êè ïîâîðîòà êðàòíîñòè d âûõîäÿò d + 2 ëèíèè Ñòîêñà.
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Îáúåäèíåíèå âñåõ ËÑ óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ãðàôîì Ñòîêñà. Ãðàô Ñòîêñà íå ìîæåò
ñîäåðæàòü òîïîëîãè÷åñêîé îêðóæíîñòè.

Ëèíèè Ñòîêñà ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü C íà îáëàñòè, ãîìåîìîðôíûå ïîëóïëîñêîñòè èëè
ïîëîñå.

Îïðåäåëåíèå 1.2.3. Êàíîíè÷åñêîé îáëàñòüþ íàçûâàåòñÿ îáëàñòü íà êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùàÿ âíóòðè ñåáÿ ðîâíî îäíó ëèíèþ Ñòîêñà, îãðàíè÷åííàÿ äðóãè-
ìè ëèíèÿìè Ñòîêñà è òàêàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ S (ïðè âûáîðå íåïðåðûâíîé âåòâè êîðíÿ)
âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò ýòó îáëàñòü íà êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ñ êîíå÷íûì
èëè áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì âåðòèêàëüíûõ ðàçðåçîâ.

Êàíîíè÷åñêàÿ îáëàñòü ìîæåò áûòü çàäàíà òî÷êîé ïîâîðîòà è ëèíèåé Ñòîêñà, âûõî-
äÿùåé èç íåå (ýòà ëèíèÿ ñîäåðæèòñÿ âíóòðè êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè).

1.3 Àñèìïòîòèêà ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. 1. Ïóñòü ñïåðâà êîýôôèöèåíòû P è Q óðàâíåíèÿ (1.2) � ãîëî-
ìîðôíûå ôóíêöèè. Ôèêñèðóåì òðîéêó (l, z0, D), ãäå z0 � òî÷êà ïîâîðîòà, l � âûõîäÿùàÿ
èç íåå ëèíèÿ Ñòîêñà, è D � ñîîòâåòñòâóþùàÿ êàíîíè÷åñêàÿ îáëàñòü. Îïðåäåëèì âåòâü
ôóíêöèè S(z0, z) â D òàê,÷òîáû

ImS(z0, z) > 0, z ∈ l.

Â îáëàñòè D ñóùåñòâóåò ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.2) ñî ñëå-
äóþùåé àñèìïòîòèêîé:

u(z) = cQ
−1
4 (z) exp{1

ε
S(z0, z)}(1 + O(ε))

v(z) = cQ
−1
4 (z) exp{−1

ε
S(z0, z)}(1 + O(ε)).

Çäåñü c íîðìèðîâî÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ; ôèêñèðóåì åå óñëîâèÿìè:

|c| = 1, lim
z→z0

arg[cQ
−1
4 (z)] = 0.

Îïðåäåëåíèå 1.3.1. Ïàðà ôóíêöèé u, v íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ôóíäàìåíòàëüíîé
ñèñòåìîé ðåøåíèé (ÔÑÐ), ñîîòâåòñòâóþùåé òðîéêå (z0, l, D).
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Â ïåðåñå÷åíèè Dj ∩ Dk äâóõ êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòåé ëþáîå ðåøåíèå w(z) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå:

w(z) = αjuj + βjvj = αkuk + βkvk;

êîýôôèöåíòû α,β ñâÿçàíû ïîñðåäñòâîì ìàòðèöû Ωjk:

αk

βk


 = Ωjk


αj

βj


 .

Îïðåäåëåíèå 1.3.2. Ìàòðèöà Ωjk íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà ìåæäó òðîéêàìè
(zj, lj, Dj) è (zk, lk, Dk).

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ïðèâîäèòñÿ àñèìïòîòèêà ýòèõ ìàòðèö ïðè ε → 0.
2. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû P , Q èìåþò ïîëþñ â òî÷êå z0. Ôèêñèðóåì òî÷êó a â îêðåñò-

íîñòè òî÷êè z0, íå ëåæàùóþ íà âûõîäÿùåé èç z0 ëèíèè Ñòîêñà. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè a

îïðåäåëåíû äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðîñòêà àíàëèòè÷åñêèé ôóíêöèé � ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (1.2). Èõ ìîæíî àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü â îêðåñòíîñòü òî÷êè z0 ñ ðàçðåçîì
âäîëü êðèâîé l; â ýòîé îáëàñòè ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ ñ àñèìïòîòèêîé ñëåäóþùåãî
âèäà:

w1,2(z, ε) = w1,2(z, ε, a) exp{
∞∑

k=1

(±ε)−
k
2

∫ z

a

yk(t)dt}(1 + O(ε)) (1.3)

ãäå:
w1,2(z, ε, a) = Q(z)

−1
4 f(a, z) exp{±iε−

1
2 S(a, z)}

S(a, z) =

∫ z

a

√
Q(t)dt,

f(a, z) = exp{−1

2

∫ z

a

P (t)dt}

y0 = −Q′(z)

4Q(z)
− P (z)

2
,

yk+1(z) =
i

2
√

Q(z)
[y′k(z) + P (z)yk(z) +

k∑
j=0

yj(z)yk−j(z)],

y1(z) =
i

2
√

Q(z)
[y′0(z) + (

Q′(z)

4Q(z)
)2 − Q2(z)

4
].

Ðÿäû çäåñü è âñþäó íèæå ïîíèìàþòñÿ êàê àñèìïòîòè÷åñêèå. Â ïàðàãðàôå 1.5 ïðè-
âåäåíà àñèìïòîòèêà ìàòðèöû îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè â áàçèñå w1, w2.
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1.4 Ìàòðèöû ïåðåõîäà

Àñèìïòîòèêà ìàòðèö ïåðåõîäà, îïðåäåëåííûõ â ïóíêòå (1.3), çàâèñèò îò âçàèìíîãî ðàñ-
ïîëîæåíèÿ òðîåê (l, z,D); âûäåëÿåòñÿ ÷åòûðå ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèöû ïåðåõîäà, êîìáè-
íèðóÿ êîòîðûå, ìîæíî äâèãàòüñÿ ïî ïðîèçâîëüíûì öåïî÷êàì êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòåé.

Ïåðâûé òèï:(l, z1, D) → (l, z2, D) � ìåíÿåòñÿ òîëüêî íàïðàâëåíèå ËÑ ìåæäó äâóìÿ
òî÷êàìè ïîâîðîòà (òàêîé ïåðåõîä ñóùåñòâóåò òîëüêî äëÿ êîíå÷íîé ËÑ):

Ω = eiϕ0


 0 e−i 1

ε
α

ei 1
ε
α 0




ãäå α = |S(z1, z2)|, eiϕ0 = c1
c2

.

Âòîðîé òèï:(l1, z1, D) → (l2, z2, D) � ìåíÿåòñÿ è ëèíèÿ Ñòîêñà è òî÷êà ïîâîðîòà;
êàíîíè÷åñêàÿ îáëàñòü îáùàÿ, ïðè÷åì ëó÷è S(l1) è S(l2) íàïðàâëåíû â îäíó ñòîðîíó:

Ω = eiϕ0


e−

1
ε
α 0

0 e
1
ε
α




ãäå α = S(z1, z2), Reα > 0, eiϕ0 = c1
c2

.

òðåòèé òèï:(l, z0, D1) → (l, z0, D2) � ìåíÿåòñÿ òîëüêî êàíîíè÷åñêàÿ îáëàñòü:

Ω =


1 + η11 w12

w12 1 + η22




ãäå
η11 = η22 = O(ε), w12 = O(exp(−2

1

ε
(a+ − t))), w21 = O(exp(−2

1

ε
(a− − t)))

t > 0, t → 0,−a− < ReS < a+.

Òàêàÿ ìàòðèöà ïðè ε → 0 ñòðåìèòñÿ ê åäèíè÷íîé.
×åòâåðòûé òèï:(l1, z0, D1) → (l2, z0, D2) � òî÷êà ïîâîðîòà ôèêñèðîâàíà, ìåíÿþòñÿ

êàíîíè÷åñêàÿ îáëàñòü è ëèíèÿ Ñòîêñà:

Ω = e−
iπ
6


0 1

1 i


 + O(ε).

1.5 Àñèìïòîòèêà ìàòðèöû ìîíîäðîìèè

Ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü ðåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êè óðàâíåíèÿ (2.1) ñ ðàçðåçîì âäîëü ëè-
íèè Ñòîêñà; áóäåì ñ÷èòàòü âåðõíèì áåðåãîì ðàçðåçà òîò, íà êîòîðîì ImS > 0. Ïóñòü x �

17



òî÷êà, ëåæàùàÿ íà âåðõíåì áåðåãó ðàçðåçà, è êðèâàÿ α+(x) ñîåäèíÿåò ïîñòîÿííóþ òî÷êó
a (â D) è x ( Imz > 0 íà ýòîé êðèâîé).Îáîçíà÷èì wj(x + i0, ε) (j = 1, 2) ðåøåíèå, ïîëó-
÷åííîå ïðè àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè ðîñòêà wj âäîëü α+(x), à ÷åðåç wj(x− i0, ε) �
ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ïðîäîëæåíèåì wj ïðè âäîëü α−(x) � êðèâîé, ñèììåòðè÷íîé α+(x)

îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè. Ïîëîæèì w = (w1, w2)
t � âåêòîð ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

(1.2); ìàòðèöà îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè â áàçèñå w îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

w(x− i0, ε) ≡ T1(ε)w(x + i0, ε).

Àñèìïòîòèêà ýòîé ìàòðèöû èìååò âèä:

t11 = O(ε), t12 = A

t21 = −A−1a−1
+ + O(ε), t22 = 1 + a−1

+ + O(ε),

ãäå
a± = exp{2πiρ±}, A = exp{

∞∑

k=0

ε
k
2 αk}.

Çäåñü ρ± � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè îñîáîé òî÷êè z0, αk � êîýôôèöèåíòû, âû÷èñ-
ëÿåìûå ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì. Òàêèì îáðàçîì, èçâåñòíà àñèìïòîòèêà ìàòðèöû
îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè â ôèêñèðîâàííîì áàçèñå; áóäåì íàçûâàòü ýòîò áàçèñ áàçèñîì
ñòàíäàðòíûõ ðåøåíé (â îòëè÷èå îê êàíîíè÷åñêèõ ÔÑÐ, îïðåäåäåëííûõ â ï.1.3).
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Ãëàâà 2

Àñèìïòîòèêà ñïåêòðà îïåðàòîðà D íà
ñòàíäàðòíîé ñôåðå S2

Â ýòîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ îïåðàòîðà D íà ñòàíäàðòíîé ñôåðå.
Ìû âû÷èñëÿåì àñèìïòîòèêó ñïåêòðà ýòîãî îïåðàòîðà è îïðåäåëÿåì ðàñïîëîæåíèå òî÷åê
ñïåêòðà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

2.1 Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å.
Ðåäóêöèÿ ê çàäà÷å ñ ðåãóëÿðíûìè îñîáûìè òî÷-
êàìè

Åñëè âåêòîðíîå ïîëå v íàïðàâëåíî âäîëü ïàðàëëåëåé, ïåðåìåííûå â ñïåêòðàëüíîé çàäà-
÷å ðàçäåëÿþòñÿ è âîïðîñ ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ñïåêòðà îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëü�
íîãî îïåðàòîðà. Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ ñîîòâåñòâóþùèå ôîðìóëû.

Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð D èìååò ñëåäóþùèé âèä:

D = ε2∆ + (υ,∇),

ãäå ∆�îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè. Â êîîðäèíàòàõ (θ, ϕ) (θ � øèðîòà, ϕ � äîëãîòà,
θ ∈ [−π/2, π/2], ϕ ∈ [0, 2π]) ýòîò îïåðàòîð âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

∆ =
1

cos θ

∂

∂θ
cos θ

∂

∂θ
+

1

cos2 θ

∂2

∂ϕ2
(2.1)

Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ îïåðàòîðà D â êîðäèíàòàõ θ, ϕ çàïèøåòñÿ òàê:
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ε2(
1

cos θ

∂

∂θ
cos θ

∂Y

∂θ
+

1

cos2 θ

∂2Y

∂ϕ2
) + a(θ)

∂Y

∂ϕ
= λY,

ãäå:
v = a

∂

∂ϕ
.

Ïîñëå çàìåíû Y = u(θ)ν(ϕ) ïðåäûäóùåå óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ â âèäå:

ε2(
∂2u

∂θ2
ν − tan θ

∂u

∂θ
ν − 1

cos2 θ
u

∂2ν

∂ϕ2
) + a(θ)

∂ν

∂ϕ
u = λu(θ)ν(ϕ);

ïîäñòàâëÿÿ ν = eimϕ, ïîëó÷àåì äëÿ u:

ε2(
∂2u

∂θ2
− tan θ

∂u

∂θ
− m2

cos2 θ
u) + imau = λu

èëè, ïîñëå çàìåíû sin θ = x

ε2(
∂2u

∂x2
(1− x2)− 2x

∂u

∂x
− m2

1− x2
)u + ima(x)u = λu

.
Îáîçíà÷èì u = (1− x2)

m
2 w(x) è ïåðåïèøåì ïîñëåäíèå óðàâíåíèÿ â âèäå:

ε2(
∂2w(x)

∂x2
(1− x2)− 2x(m + 1)

∂w(x)

∂x
− (m2 + m)w(x)) + ima(x)w(x) = λw(x)

è ïðè a(x) = x ïîëó÷àåì:

ε2(
∂2w(x)

∂x2
(1− x2)− 2x(m + 1)

∂w(x)

∂x
− (m2 + m)w(x)) + imxw(x) = λw(x)

Î÷åâèäíî, ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

ε2(
∂2w(x)

∂x2
(1− x2)− 2x(m + 1)

∂w(x)

∂x
− (m2 + m)w(x)) + (imx− λ)w(x) = 0

ε2(
∂2w(x)

∂x2
(1− x2)− 2x(m + 1)

∂w(x)

∂x
) + (−ε2(m2 + m) + imx− λ)w(x) = 0

ε2(w′′(x)− 2x

1− x2
(m + 1)w′(x)) + (−ε2 (m2 + m)

1− x2
+

imx− λ

1− x2
)w(x) = 0 (2.2)

ßñíî, ÷òî óðàâíåíèå (2.2) èìååò âèä:

ε2(w′′ + Pw′) + Qw = 0 (2.3)

ãäå P (x) = − 2x
1−x2 (m + 1) ,p(x) = (1− x2)P (x), Q(x) = −ε2 (m2+m)

1−x2 + imx−λ
1−x2 ' imx−λ

1−x2 .
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Â óðàâíåíèè (2.3) ôóíêöèè P, Q ãîëîìîðôíûé â ëþáîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè x, íå ñîäåðæàùåé îòðåçêà [−1, 1]. Óðàâíåíèå èìååò 2 îñîáûå òî÷-
êè x = 1,x = −1; îáå ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè
(0, ρ+),(0, ρ−),ãäå ρ± = 1± p(±1)

2
.

Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå ñïåêòðà èñõîäíîãî îïåðàòîðà ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ
ñïåêòðà îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà (2.3) ñ äâóìÿ ðåãóëÿðíûìè îñî-
áûìè òî÷êàìè. ßñíî, ÷òî â îñîáûõ òî÷êàõ (ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëþñàì ñôåðû) íàäî òðå-
áîâàòü àíàëèòè÷íîñòè ñîáñòâåííîé ôóíêöèè. Òàêèì îáðàçîì çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îòûñ-
êàíèþ àñèìïòîòèêè ÷èñåë λ, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.3), àíà-
ëèòè÷åñêîå â îáåèõ îñîáûõ òî÷êàõ x = ±1. Äàëåå â ýòîé ãëàâå ðåøàåòñÿ èìåííî ýòà
çàäà÷à.

2.2 Òîïîëîãèÿ ëèíèé Ñòîêñà è àñèìïòîòèêà ñïåêòðà

Ðàññìîòðèì ëèíèè Ñòîêñà óðàâíåíèÿ (2.3). Èìååòñÿ äâå òî÷êè ïîâîðîòà ïîðÿäêà −1

(îñîáûå òî÷êè ±1) è îäíà òî÷êà ïîâîðîòà ïîðÿäêà 1 (òî÷êà x0 = λ
im
). Àñèìïòîòèêà

ñïåêòðà îïðåäåëÿåòñÿ òîïîëîãèåé ãðàôà Ñòîêñà; ÿñíî, ÷òî âîçìîæíû ñëåäóþùèå òîïî-
ëîãè÷åñêèå ñëó÷àè.

Ñëó÷àé 1. Âñå 5 ëèíèé Ñòîêñà çàêàí÷èâàþòñÿ â áåñêîíå÷íîñòè; â ýòîì ñëó÷àå íåò
êîíå÷íûõ ëèíèé Ñòîêñà.

Ñëó÷àé 2. Îäíà èç òðåõ ëèíèé Ñòîêñà, âûõîäÿùèõ èç òî÷êè ïîâîðîòà x0, çàêàí÷è-
âàåòñÿ â îñîáîé òî÷êå; äâå äðóãèõ çàêàí÷èâàþòñÿ â áåñêîíå÷íîñòè.

Ñëó÷àé 3. Äâå èç òðåõ ëèíèé Ñòîêñà, âûõîäÿùèõ èç òî÷êè ïîâîðîòà x0, çàêàí÷è-
âàþòñÿ â îñîáûõ òî÷êàõ, à òðåòüÿ óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü.

Ñëó÷àé 4. Ëèíèÿ Ñòîêñà âûõîäÿùàÿ èç îäíîé îñîáîé òî÷êè, çàêàí÷èâàåòñÿ â äðó-
ãîé; ëèíèè, âûõîäÿùèå èç òî÷êè x0, çàêàí÷èâàþòñÿ â áåñêîíå÷íîñòè.

Ñâÿçü òîïîëîãèè ëèíèé Ñòîêñà ñ àñèìïòîòèêîé ñïåêòðà îïèñûàåòñÿ ïðèâåäåííûìè
íèæå ëåììîé è òåîðåìàìè.

Ëåììà 2.2.1. Ïóñò λ òàêîâî ,÷òî íåò êîíå÷íûõ ëèíèé Ñòîêñà.Òîãäà â O(ε2) �
îêðåñòíîñòè òî÷êè λ íåò òî÷åê ñïåêòðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî ÷òî áû êîìïëåêñíîå ÷èñëî λ áûëî òî÷êîé ñïåêòðà, íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.3), îäíîçíà÷íîå â îêðåñò-
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íîñòÿõ îñîáûõ òî÷åê z = 1 è z = −1. Ïóñòü T1, T2 � ìàòðèöû îïåðàòîðîâ ìîíîäðîìèè,
ñîîòâåòñòâóþùèõ îñîáûì òî÷êàì x = +1 è x = −1 ñîîòâåñòâåííî â íåêîòîðîì áàçèñå;
óêàçàííîå îäíîçíà÷íîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, åñëè ñóùåñòâóåò äâóìåðíûé âåêòîð l, äëÿ
êîòîðîãî

lT1 = l, lT2 = l.

Ñóùåñòâîâàíèå l çàâèñèò îò ìàòðèö T1,T2; ìû âû÷èñëèì àñèìïòîòèêó ýòèõ ìàòðèö.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç w1, w2 ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.3), îïðåäå-
ëåííóþ â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè x = −1 ïî ôîðìóëàì ï.1.5; àíàëîãè÷íûå ðåøåíèÿ,
ñîîòâåòñòóþùèå òî÷êå x = 1, îáîçíà÷èì u1, u2. ×åðåç a1 áóäåì îáîçíà÷àòü òî÷êó, ôèãó-
ðèðóþùóþ â îïðåäåëåíèè ðåøåíèé u, à ÷åðåç a2 � ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êó äëÿ ðåøåíèé
w. Íàïîìíèì ÷òî äëÿ ðåøåíèé u

u(x− i0) = T1u(x + i0),

ïðè÷åì ìàòðèöà ìîíîäðîìèè T1 â áàçèñå u èìååò ñëåäóþùóþ àñèìïòîòèêó:

T1 =


 O(ε2) A

−A−1a−1
+ + O(ε2) 1 + a−1

+ + O(ε2),




îòêóäà
u1(x− i0) = O(ε2)u1(x + i0) + Au2(x + i0),

u2(x− i0) = (−A−1a−1
+ + O(ε2))u1(x + i0) + (1 + a−1

+ + O(ε2))u2(x + i0)

Àíàëîãè÷íî, â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = −1 èìååì

w(x− i0) = T̃1w(x + i0),

ãäå T̃1 � ìàòðèöà ìîíîäðàìèè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êå x = −1 â áàçèñå w. Åå àñèìïòî-
òèêà èìååò âèä

T̃1 =


 O(ε2) Ã

−Ã−1ã−1
+ + O(ε2) 1 + ã−1

+ + O(ε2)


 ,

îòêóäà
w1(x− i0) = O(ε2)w1(x + i0) + Ãw2(x + i0)

w2(x− i0) = (−Ã−1ã−1
+ + O(ε2))w1(x + i0) + (1 + ã−1

+ + O(ε2))w2(x + i0)).
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Òàêèì îáðàçîì, íàì èçâåñòíû àñèìïòîòèêè ìàòðèö ìîíîäðîìèè â ðàçíûõ áàçèñàõ;
÷òîáû âûïèñàòü óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè λ ñïåêòðó îïåðàòîðà D, íàäî âû÷èñ-
ëèòü ìàòðèöó ïåðåõîäà ìåæäó ýòèìè áàçèñàìè (òî÷íåå, åå àñèìïòîòèêó). Â íàøåì ñëó-
÷àå ýòî äîñòàòî÷íî ïðîñòî, ïîñêîëüêó îêðåñòíîñòè òî÷åê x = ±1 (áåç ðàçðåçîâ âäîëü
âûõîäÿùèõ èç íèõ ëèíèé Ñòîêñà) ëåæàò â îäíîé êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè. Îòñþäà àíàëî-
ãè÷íî [16] ïîëó÷àåì, ÷òî w1 = c1u1 , w2 = c2u2; ïîýòîìó

c1u1(x− i0) = O(ε2)c1u1(x + i0) + Ãc2u2(x + i0)

c2u2(x− i0) = (−Ã−1ã−1
+ + O(ε2))c1u1(x + i0) + (1 + ã−1

+ + O(ε2))c2u2(x + i0),

îòêóäà ñëåäóþò ôîðìóëû äëÿ àñèìïòîòèêè ìàòðèöû ìîíîäðîìèè T2, ñîîòâåòñòâóþùèå
îñîáîé òî÷êå x = −1 â áàçèñå u (u(x− i0) = T2u(x + i0)):

T2 =


 O(ε2) Ã c2

c1

(−Ã−1ã−1
+ + O(ε2)) c1

c2
1 + ã−1

+ + O(ε2)




Òàêèì îáðàçîì, íàéäåíà àñèìïòîòèêà ìàòðèö äâóõ îïåðàòîðîâ ìîíîäðîìèè â îäíîì è
òîì æå áàçèñå u; ýòî ïîçâîëÿåò âûïèñàòü óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ó ýòèõ ìàòðèö îáùåãî
ñîáñòâåííîãî âåêòîðà l. Äëÿ åãî êîîðäèíàò l1, l2 ïîëó÷àåì:

l1 = l1O(ε2) + l2(−A−1a−1
+ + O(ε2)), l2 = l1A + l2(1 + a−1

+ + O(ε2))

è
l1 = l1O(ε2) + l2(Ã

−1a−1
+ + O(ε2))

c1

c2

, l2 = (l1Ã
c2

c1

+ l2(1 + ã−1
+ + O(ε2))

Îòñþäà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå íà ýëåìåíòû ìàòðèö T , ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé óðàâ-
íåíèå íà òî÷êè ñïåêòðà îïåðàòîðà D:

Aa+

Ãã+

=
c2

c1

+ O(ε2).

Íàïîìíèì (ñì. ï.1.5), ÷òî
A = e

P∞
k=0 εkαk ,

Ã = e
P∞

k=0 εkα̃k ,

îòêóäà
A

Ã
= e

P∞
k=0 εk(αk−α̃k)

a+

ã+

= eπi(p(1)+p(−1)).
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ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ ðåøåíèé u,w èìååì:

c2

c1

=
w2

u2

w1

u1

= e
2[( i

ε

R a1
a2

q
imt−λ
1−t2

dt)+(
P∞

j=0 εj
R a1

a2
yj(t)dt)]

è óðàâíåíèå íà òî÷êè ñïåêòðà ïðèíèìàåò âèä:

e
2[( i

ε

R a1
a2

q
imt−λ
1−t2

dt)+(
P∞

j=0 εj
R a1

a2
yj(t)dt)]

= eπi(p(1)+p(−1))+
P∞

k=0 εk(αk−α̃k) + O(ε2). (2.4)

ßñíî, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêèå ðÿäû
∞∑

j=0

εj

∫ a1

a2

yj(t)dt

è ∞∑

k=0

εk(αk − α̃k)

îãðàíè÷åíû ïðè ε → 0; ñ äðóãîé ñòîðîíû, âåòâü êîðíÿ
√

imx−λ
1−x2 ôèêñèðîâàíà òàêèì

îáðàçîì, ÷òî

Im

∫ a1

a2

√
imt− λ

1− t2
dt < 0.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ôóíêöèÿ
e
2[ i

ε

R a1
a2

q
imt−λ

1−t2
dt]

ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòåò ïðè ε → 0, ïîýòîìó ôóíêöèÿ

e
2[( i

ε

R a1
a2

q
imt−λ

1−t2
dt)+(

P∞
j=0 εj

R a1
a2

yj(t)dt)] − eπi(p(1)+p(−1))+
P∞

k=0 εk(αk−α̃k)

íå îáðàùàåòñÿ â íóëü â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå λ, îòêóäà ïî òåîðåìå Ãóðâèöà âûòåêàåò,
÷òî â O(ε2)-îêðåñòíîñòè òàêîé òî÷êè íåò òî÷åê ñïåêòðà îïåðàòîðà D.

Çàìå÷àíèå 2.2.1. Èç óòâåðæäåíèÿ Â ëåììû (2.2.1) ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè ñïåêòðà
ëåæàò â îêðåñòíîñòÿõ ìíîæåñòâ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè λ, äëÿ êîòîðûõ ãðàô
Ñòîêñà ñîäåðæèò êîíå÷íûå ëèíèè. Êîíå÷íûå òèïû ëèíèè Ñòîêñà ìîãóò áûòü òðåõ
òèïîâ:

� ëèíèÿ Ñòîêñà ñîåäèíÿåò òî÷êè −1 è 1.
� ëèíèÿ Ñòîêñà ñîåäèíÿåò òî÷êè −1 è λ

im
.

� ëèíèÿ Ñòîêñà ñîåäèíÿåò òî÷êè λ
im

è 1.

Íèæå îòäåëüíî ðàçáèðàåòñÿ êàæäûé èç ýòèõ ñëó÷àåâ è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå îíè
âíîñÿò âêëàä â ñïåêòð.
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Òåîðåìà 2.2.1. Ïóñòü ëèíèÿ Ñòîêñà ñîåäèíÿåò îñîáûå òî÷êè −1 è 1. Ïóñòü λ òà-
êîâî, ÷òî

1

ε
= π(2n− 2m− 1)[

∫ 1

−1

√
imt− λ

1− t2
dt]−1

òîãäà ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ̃ îïåðàòîðà D, ëåæàùåå â O(ε2)-
îêðåñòíîñòè òî÷êè λ.

|λ− λ̃| = O(ε2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ýòîì ñëó÷àå, àíàëîãè÷íî ðàçîáðàííîìó â ëåììå 2.2.1, äîñòàòî÷íî
îïèñàòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âåêòîðà l, äëÿ êîòîðîãî lTj = l, j = 1, 2 (çäåñü, êàê è
ðàíåå, Tj � ìàòðèöû äâóõ îïåðàòîðîâ ìîíîäðîìèè, çàïèñàííûå â îáùåì áàçèñå). Äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîãî ðàñïîëîæåíèÿ ëèíèé Ñòîêñà àñèìïòîòèêà îáåèõ ìàòðèöû Tj â îäíîì
è òîì æå áàçèñå âû÷èñëåíà â ðàáîòå Ì.Â. Ôåäîðþêà [16]. Èìåííî, åñëè u1, u2 � ðåøåíèÿ,
îïðåäåëåííûå âûøå (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ïðåäûäóùåé ëåììû), òî â áàçèñå u ìàòðèöà
ìîíîäðîìèè T1 îïðåäåëåíà ôîðìóëàìè ï.1.5, à ìàòðèöà T2 ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ τij

ñëåäóþùåãî âèäà (ñì. [16]):
τ11 = 1 + a−1

− , τ22 = 0

τ12 = −ABa−1
− , τ21 = −(AB)−1

è
A = exp{

∞∑

k=0

εkαk},

B = e
i
ε

R
γ

q
imt−λ
1−t2

dt+
P∞

k=0 εk
R

γ yk(t)dt
.

Çäåñü γ � êðèâàÿ, îáõîäÿùàÿ êîíå÷íóþ ëèíèþ Ñòîêñà, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè ±1. Ñòàð-
øàÿ ÷àñòü B ïðè ε → 0 èìååò âèä

B = exp{−2
i

ε

∫ 1

−1

|
√

imt− λ

1− t2
|dt + πi(ρ+ + ρ− − 1)}[1 + O(ε2)].

Òåïåðü óðàâíåíèå íà òî÷êè ñïåêòðà âûïèñûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê ðàâåíñòâî (2.4);
îíî èìååò âèä

B = a−a+,

èëè
e

i
ε

R 1
−1

q
imt−λ
1−t2

dt
= e−iπ(2m+1) + O(ε2).
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Çäåñü ìû ó÷èëè, ÷òî ρ+ = 1 + P (1)
2

= 1− (m + 1) è ρ− = 1− P (−1)
2

= 1− (m + 1).
Òåïåðü èç òåîðåìû Ãóðâèöà âûòåêàåò, ÷òî â O(ε2)-îêðåñòíîñòè êàæäîãî ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ
1

ε

∫ 1

−1

√
imt− λ

1− t2
dt = π(2n− 2m− 1)

ðàñïîëîæåíà òî÷êà ñïåêòðà îïåðàòîðà D. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.2.2. Ïóñòü ëèíèÿ Ñòîêñà ñîåäèíÿåò −1 è x0(λ).Ïóñòü λ òàêîâî, ÷òî

1

ε
= π(−1

4
+ 2n−m)[

∫ x0(λ)

−1

√
imt− λ

1− t2
dt]−1.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâåííîå çíà÷åíèå λ̃ îïåðàòîðà D, äëÿ êîòîðîãî

|λ− λ̃| = O(ε2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîïðîñ ñíîâà ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ àñèìïòîòèê ìàòðèö îïåðàòî-
ðîâ ìîíîäðîìèè â îáùåì áàçèñå. Ìû óæå âèäåëè, ÷òî òîïîëîãèÿ ãðàôà Ñòîêñà ñóùå-
ñòâåííî âëèÿåò íà ýòè àñèìïòîòèêè.

Åñëè òî÷êè −1 è z0(λ) ñîåäèíåíû ëèíèåé Ñòîêñà, âîçíèêàåò íîâîå ðàñïîëîæåíèå
êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòåé. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ñëó÷àåâ, ìû íå ìîæåì âû÷èñëèòü
ìàòðèöû ìîíîäðîìèèè â îáùåì áàçèñå, èñïîëüçóÿ òîëüêî àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå
áàçèñíûõ ðåøåíèé � ñòàíäàðòíûå ðåøåíèÿ (ñì ï.1.5), îïðåäåëåííûå â îêðåñòíîñòè ðàç-
íûõ îñîáûõ òî÷åê, ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûì êàíîíè÷åñêèì îáëàñòÿì, ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ
èñïîëüçîâàòü ìàòðèöû ïåðåõîäà, îïèñàííûå â ï. 1.4. Â íàøåì ñëó÷àå âîçìîæíû äâå
ðàçëè÷íûõ òîïîëîãèè ãðàôà Ñòîêñà. Èìåííî, ðàññìîòðèì òî÷êó ïîâîðîòà x0(λ) è ðàñ-
ñìîòðèì îáúåäèíåíèå äâóõ áåñêîíå÷íûõ ëèíèé Ñòîêñà, âûõîäÿùèõ èç ýòîé òî÷êè. Ïî-
ëó÷åííàÿ êðèâàÿ äåëèò êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü íà äâå ÷àñòè; îñîáûå òî÷êè ±1 ìîãóò
ëåæàòü ëèáî â îäíîé èç íèõ, ëèáî â ðàçíûõ. Â ïåðâîì ñëó÷àå îêðåñòíîñòè îñîáûõ òî÷åê
(áåç ðàçðåçîâ) ïîïàäàþò â îáëàñòü, íå ñîäåðæàùóþ ëèíèé Ñòîêñà, è âû÷èñëåíèå àñèìï-
òîòèê ìàòðèö ìîíîäðîìèè àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííîìó ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.2.1
è òåðåìû 2.2.2. Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé; ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.

Ïóñòü l , l1 , l2 � òðè ëèíèè Ñòîêñà, âûõîäÿùèå èç x0(λ) = λ
im
, ïðè÷åì l � îãðàíè-

÷åííûé ïóòü ìåæäó −1 è x0(λ), l1 � ëèíèÿ Ñòîêñà, ëåæàùàÿ ñëåâà îò l, è l2 � ëèíèÿ
Ñòîêñà, ëåæàùàÿ ñïðàâà îò l (ò.å. ïîâîðîò îò l ê l1 âîêðóã x0 ïðîèñõîäèò ïðîòèâ ÷àñî-
âîé ñòðåëêè, à îò l ê l2 � ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå). Îòìåòèì, ÷òî ïóòè l1, l2 çàêàí÷èâàþòñÿ
â áåñêîíå÷íîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D îáëàñòü ìåæäó êðèâûìè l1 è l2, ñîäåðæàùóþ l,
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÷åðåç D1�îáëàñòü ìåæäó l è l2, ñîäåðæàùóþ l1, è ÷åðåç D2�îáëàñòü ìåæäó l1 è l, ñî-
äåðæàùóþ l2.Íàêîíåö, ëèíèþ Ñòîêñà, âûõîäÿùóþ èç òî÷êè x = 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç l3

(ðèñ.2.1):

Ðèñ. 2.1: ðàñïîëîæåíèå ëèíèé Ñòîêñà è êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòåé

Ïóñòü w1,2� ñòàíäàðòíûå ðåøåíèÿ, ñîîòâåñòâóþùèå òî÷êå x = −1 (ñì. ï. 1.5), v1,2�
ñòàíäàðòíûå ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êå x = 1. Ïîñêîëüêó èçâåñòíû àñèìïòîòè-
êè îïåðàòîðîâ ìîíîäðîìèèè, ñîîòâåñòâóþùèõ îñîáûì òî÷êàì ±1, â áàçèñàõ v1,2 è w1,2

ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïèñàòü óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå ÷èñëà, äîñòàòî÷íî
íàéòè àñèìïòîòèêó ìàòðèöû ïåðåõîäà ìåæäó ýòèìè áàçèñàìè. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
êàíîíè÷åñêèå ÔÑÐ, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êå ïîâîðîòà x = x0(λ) è ëèíèÿì Ñòîêñà l, l1, l2

(ñì. ï.1.3); áóäåì îáîçíà÷àòü èõ u, υ, (u1, υ1), (u2, υ2) ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëèì èñêî-
ìóþ ìàòðèöó Ω ðàâåíñòâîì 

w1

w2


 = Ω


v1

v2




è ïðåäñòàâèì åå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ:

Ω = Ω4Ω3Ω2

ãäå:
Ω2 : v1,2 −→ u1, υ1

Ω2 : (l3, 1, D1) −→ (l1, x0(λ), D1)

Ω2 = eiΘ0


e−

1
ε
Θ1 0

0 e
1
ε
Θ1




Ω3 : u1, υ1 −→ u, υ

Ω3 : (l1, x0(λ), D1) −→ (l, x0(λ), D)
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Ω3 = e−i π
6


 0 1

1 + O(ε2) i(1 + O(ε2))




Ω4 : u, υ −→ w1,2

Ω4 : (l, x0(λ), D) −→ (l,−1, D)

Ω4 =


 0 e−

1
ε
τ1

e
1
ε
τ1 0




Çäåñü
τ1 =

∫ x0(λ)

−1

√
imt− λ

1− t2
dt

Θ1 =

∫ 1

x0(λ)

√
imt− λ

1− t2
dt.

Ïðèâåäåííûå ôîðìóëû ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ êàíîíè÷åñêèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ
ñèñòåì ðåøåíèé è èç ôîðìóë äëÿ àñèìïòîòèê ìàòðèö ïåðåõîäà, ïðèâåäåííûõ â ï. 1.4.
Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâåäåíèå, ïîëó÷àåì

Ω = Ω4Ω3Ω2 = e−i π
6


(1 + O(ε2))e−

1
ε
(Θ1+τ1) i(1 + O(ε2))e−

1
ε
(τ1−Θ1)

0 e
1
ε
(τ1+Θ1)


 .

Íàïîìíèì, ÷òî Reτ1 = 0 (ïîòîìó ÷òî ëèíèÿ Ñòîêñà ñîåäèíÿåò −1 è x0(λ)), ò.å.
e
R x0(λ)
−1

q
imt−λ
1−t2

dt
= eiϕ ïîýòîìó,

Ω = e−i π
6


(1 + O(ε2))e−

1
ε
(Θ1+iϕ) i(1 + O(ε2))e−

1
ε
(iϕ−Θ1)

0 e
1
ε
(iϕ+Θ1)


 .

Äàëåå, ïóñòü T, T̃ � ìàòðèöû ìîíîäðîìèè, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì ∓1 â áàçèñàõ w,
v ñîîòâåòñòâåííî; èõ àñèìïòîòèêè ïðèâåäåíû â ï.1.5. Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ñîáñòâåí-
íîãî âåêòîðà l = lT èìååò âèä:

c1

c2

= −A−1a−1
+

è
c̃1

c̃2

= −Ã−1ã+
−1.

Èç ðàâåíñòâà l1w1 + l2w2 = l̃1v1 + l̃2v2 ñ ó÷åòîì âû÷èñëåííîé àñèìïòîòèêè ìàòðèöû
ïåðåõîäà Ω ïîëó÷àåì:

c̃1 = c1(1 + O(ε2))e−
1
ε
(Θ1+iϕ) + c2i(1 + O(ε2))e−

1
ε
(iϕ−Θ1)

c̃2 = c2e
1
ε
(iϕ+Θ1)
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îòêóäà:
c̃1

c̃2

=
c1(1 + O(ε2))e−

1
ε
(Θ1+iϕ) + c2i(1 + O(ε2))e−

1
ε
(iϕ−Θ1)

c2e
1
ε
(iϕ+Θ1)

Ïîñêîëüêó ReΘ1 > 0, e−
1
ε
Θ1 ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëî; ïîýòîìó

ie−2i 1
ε
ϕ(1 + O(ε2)) = −Ã−1ã+

−1 = −Ã−1a−1
− .

Ýòî è åñòü óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå ÷èñëà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ åãî àñèìïòîòèêè íàïîì-
íèì, ÷òî a± = exp{2πiρ±}, ãäå ρ± = 1± p(±1)

2
è Ã = e

P∞
k=0 εkα̃k .

Óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä:

ie−i 1
ε
ϕ(1 + O(ε2)) = −e−iρei 1

ε
ϕ, ρ = 2πρ−

èëè
ei π

2 e−i 1
ε
ϕ(1 + O(ε2)) = −ei( 1

ε
ϕ−ρ).

Îòñþäà ïîëó÷àåì:

ei(− 1
ε
ϕ+π

4
+ ρ

2
)(1 + O(ε2)) + e−i(− 1

ε
ϕ+π

4
+ ρ

2
) = 0

Ïî òåîðåìå Ãóðâèöà, êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ áëèçêè ê êîðíÿì óðàâíåíèÿ

ei(− 1
ε
ϕ+π

4
+ ρ

2
) + e−i(− 1

ε
ϕ+π

4
+ ρ

2
) = 0;

òî÷íåå, òî÷êè ñïåêòðà íàõîäÿòñÿ â O(ε2)-îêðåñòíîñòÿõ ðåøåíèé óðàâíåíèé

2 cos(−1

ε
ϕ +

π

4
+

ρ

2
) = 0,

èëè
−1

ε
ϕ =

π

4
+ 2nπ − ρ

2

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå äëÿ ϕ, ïîëó÷àåì

−1

ε

∫ x0(λ)

−1

√
imt− λ

1− t2
dt =

π

4
+ 2nπ − ρ

2

èëè, îêîí÷àòåëüíî

1

ε
= π(−1

4
+ 2n−m)[

∫ x0(λ)

−1

√
imt− λ

1− t2
dt]−1

è òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 2.2.3. Ïóñòü ëèíèÿ Ñòîêñà ñîåäèíÿåò x0(λ) è 1. Ïóñòü λ òàêîâî, ÷òî
1

ε
= π(−1

4
+ 2n−m)[

∫ 1

x0(λ)

√
imt− λ

1− t2
dt]−1

òîãäà ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâåííîå çíà÷åíèå λ̃ îïåðàòîðà D, äëÿ êîòîðîãî

|λ− λ̃| = O(ε2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà ðàññìîòðåííîé ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäû-
äóùåé òåîðåìû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáúåäèíåíèå äâóõ áåñêîíå÷íûõ ëèíèé Ñòîêñà, âû-
õîäÿùèõ èç òî÷êè ïîâîðîòà x0(λ) ðàçäåëÿåò òî÷êè ±1 è ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.

Ïóñòü l , l1 , l2 � òðè ëèíèè Ñòîêñà, âûõîäÿùèå èç x0(λ) = λ
im
, ïðè÷åì l1 � îãðà-

íè÷åííûé ïóòü ìåæäó 1 è x0(λ), l2 � ëèíèÿ Ñòîêñà, ëåæàùàÿ ñëåâà îò l, è l1 � ëèíèÿ
Ñòîêñà, ëåæàùàÿ ñïðàâà îò l (ò.å. ïîâîðîò îò l ê l2 âîêðóã x0 ïðîèñõîäèò ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè, à îò l ê l1 � ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå). Îòìåòèì, ÷òî ïóòè l, l2 çàêàí÷èâàþòñÿ â áåñ-
êîíå÷íîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D îáëàñòü ìåæäó êðèâûìè l1 è l2, ñîäåðæàùóþ l, ÷åðåç
D1�îáëàñòü ìåæäó l è l2, ñîäåðæàùóþ l1, è ÷åðåç D2�îáëàñòü ìåæäó l1 è l, ñîäåðæàùóþ
l2 (ðèñ.2.1). Íàêîíåö, ëèíèþ Ñòîêñà, âûõîäÿùóþ èç òî÷êè x = −1 îáîçíà÷èì ÷åðåç l3

(ðèñ.2.2):

Ðèñ. 2.2: ðàñïîëîæåíèå ëèíèé Ñòîêñà è êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòåé

Ïóñòü w1,2� ñòàíäàðòíûå ðåøåíèÿ, ñîîòâåñòâóþùèå òî÷êå x = −1 (ñì. ï. 1.5), v1,2�
ñòàíäàðòíûå ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êå x = 1. Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêèå ÔÑÐ,
ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êå ïîâîðîòà x = x0(λ) è ëèíèÿì Ñòîêñà l, l1, l2 (ñì. ï.1.3); áóäåì
îáîçíà÷àòü èõ u, υ, (u1, υ1), (u2, υ2) ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω ìàòðèöó ïåðå-
õîäà îò w ê v:

Ω : w1,2 −→ v1,2
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è ïðåäñòàâèì åå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ:

Ω = Ω4Ω3Ω2.

Çäåñü
Ω2 : w1,2 −→ u, υ

Ω2 : (l2,−1, D) −→ (l, x0(λ), D)

Ω2 = eiτ0


e−

1
ε
τ1 0

0 e
1
ε
τ1 ,




τ1 =
∫ x0(λ)

−1

√
imt−λ
1−t2

dt. Äàëåå,
Ω3 : u, υ −→ u1, υ1

Ω3 : (l, x0(λ), D) −→ (l1, x0(λ), D1)

Ω3 = e−i π
6


 0 1

1 + O(ε2) i(1 + O(ε2))




Ω4 : u1, υ1 −→ v1,2

Ω4 : (l1, x0(λ), D1) −→ (l1, 1, D1)

T4 = eiΘ0


 0 e−

1
ε
Θ1

e
1
ε
Θ1 0,




ãäå Θ1 =
∫ 1

x0(λ)

√
imt−λ
1−t2

dt è ReΘ1 = 0 (ëèíèÿ Ñòîêñà ñîåäèíÿåò x0(λ) è 1), ïîýòîìó
e

1
ε
Θ1 = ei 1

ε
ϕ äëÿ ìàòðèöû Ω ïîëó÷àåì

Ω = Ω4Ω3Ω2 =


 0 e−i 1

ε
ϕ

ei 1
ε
ϕ 0





 0 1

1 + O(ε2) i(1 + O(ε2))





e−

1
ε
τ1 0

0 e
1
ε
τ1


 ,

îòêóäà

T =


(1 + O(ε2))e−

1
ε
(iϕ+τ1) (1 + O(ε2))e−

1
ε
(iϕ−τ1)

0 e
1
ε
(iϕ+τ1)


 .

Ïîýòîìó, åñëè l1w1 + l2w2 = l̃1v1 + l̃2v2, òî

l̃1

l̃2


 =


(1 + O(ε2))e−

1
ε
(iϕ+τ1) (1 + O(ε2))e−

1
ε
(iϕ−τ1)

0 e
1
ε
(iϕ+τ1)





l1

l2


 ,

îòêóäà
l̃1 = l1(1 + O(ε2))e−

1
ε
(iϕ+τ1) + l2(1 + O(ε2))e−

1
ε
(iϕ−τ1)

l̃2 = l2e
1
ε
(iϕ+τ1).
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì:

l̃1

l̃2
=

l1(1 + O(ε2))e−
1
ε
(iϕ+τ1) + l2(1 + O(ε2))e−

1
ε
(iϕ−τ1)

l2e
1
ε
(iϕ+τ1)

.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè l, l̃ � ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö ìîíîäðî-
ìèè, òî

c̃1

c̃2

= −Ã−1ã+
−1 = −Ã−1a−1

−

Ïîñêîëüêó e
1
ε
τ1 ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòåò (ò.å. Reτ1 > 0), èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò,

÷òî
c̃1

c̃2

= −Ã−1a−1
− = (

c1

c2

e
2
ε
(iϕ−τ1) + ie

−2i
ε

ϕ)(1 + O(ε2)).

Ïîñêîëüêó e−
1
ε
τ1 ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò, ïîëó÷àåì

−Ã−1a−1
− = ie−2i 1

ε
ϕ(1 + O(ε2)) = ei π

2 e−2i 1
ε
ϕ(1 + O(ε2))

èëè
−e−iρei 1

ε
ϕ = ei π

2 e−i 1
ε
ϕ(1 + O(ε2)).

Ýòî è åñòü óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå ÷èñëà. Ïî òåîðåìå Ãóðâèöà êîðíè óðàâíåíèÿ

e−i( ρ
2
+π

4
− 1

ε
ϕ) + ei( ρ

2
+π

4
− 1

ε
ϕ)(1 + O(ε2)) = 0

íàõîäÿòñÿ â O(ε2)-îêðåñòíîñòÿõ êîðíåé óðàâíåíèÿ

e−i( ρ
2
+π

4
− 1

ε
ϕ) + ei( ρ

2
+π

4
− 1

ε
ϕ) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè ñïåêòðà íàõîäÿòñÿ â O(ε2)-îêðåñòíîñòÿõ êîðíåé óðàâíåíèÿ

2 cos(
ρ

2
+

π

4
− 1

ε
ϕ) = 0,

íàõîäÿòñÿ èç ðàâåíñòâ
ρ

2
+

π

4
− 1

ε
ϕ =

π

2
+ 2nπ

èëè
1

ε
ϕ = −π

4
+ 2nπ +

ρ

2

Íàêîíåö, ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ ϕ, ïîëó÷àåì

1

ε
= π(−1

4
+ 2n−m)[

∫ 1

x0(λ)

√
imt− λ

1− t2
dt]−1

è òåîðåìà äîêàçàíà.
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2.3 Ðàñïîëîæåíèå ñïåêòðà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå àñèìïòîòèêó ñïåêòðà
îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñî ñíîñîì íà ñòàíäàðòíîé ñôåðå S2. Ýòè óðàâíåíèÿ âûðàæàþòñÿ ÷å-
ðåç ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû. Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðè ïîìîùè àíàëèçà ñîîòâåòñòâóþùèõ
èíòåãðàëîâ ìû âûÿñíèì ðàñïîëîæåíèå ñïåêòðà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Çàìå÷àíèå 2.3.1. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü èíòåãðàëû âèäà
∫

ζ

√
imt− λ

1− t2
dt.

Çàìåíà t = cos θ ïðèâîäèò ýòîò èíòåãðàë ê âèäó
∫

ζ

√
imt− λ

1− t2
dt = −

∫

η

√
im cos θ − λdθ.

Êîíå÷íî, â íàøåé ñèòóàöèè ðîëü η áóäóò èãðàòü âïîëíå îïðåäåëåííûå ïóòè íà êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Â ñëåäóþùèõ äâóõ óòâåðæäåíèÿõ ìû áóäåì èìååò äåëî ñ ýòèìè èíòåãðàëàìè òîëüêî
â îòíîøåíèè ðàâåíñòâà èõ íóëþ:

Ëåììà 2.3.1. Ïðè λ ∈ C \ i(−m,m)

I(λ) = Im

∫ π

0

√
im cos θ − λdθ = 0

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà λ� äåéñòâèòåëüíîå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ ∈ C \ i(−m,m), λ = λ1 + iλ2 è λ1 ≥ 0; òîãäà:

Re(im cos θ − λ) = −λ1 6 0

äëÿ ëþáîãî θ ∈ (0, π). Ïîñêîëüêó λ /∈ i(−m,m) òî arg(im cos θ − λ) ∈ [π
2
, 3π

2
]. Ïîýòîìó

arg
√

im cos θ − λ ∈ [π
4
, 3π

4
] èëè arg

√
im cos θ − λ ∈ [5π

4
, 7π

4
].

Íàïîìíèì ÷òî, ïðè λ ∈ C \ i(−m,m) íå ñóùåñòâóåò θ ∈ (0, π) , äëÿ
êîòîðîãî

√
im cos θ − λ = 0; ïîýòîìó Im

√
im cos θ − λ 6= 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

Im
∫ π

0

√
im cos θ − λdθ 6= 0. Çíà÷èò, åñëè

Im

∫ π

0

√
im cos θ − λdθ = 0

òî
Reλ < 0.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè λ1 ∈ R− òî Re(im cos θ − λ) = −Reλ > 0 äëÿ ëþáîãî θ ∈ (0, π),
ïîýòîìó ìîæíî çàôèêñèðîâàòü âåòâü êîðíÿ ñ ðàçðåçîì âäîëü ëó÷à (−∞, 0]. Çàôèêñè-
ðóåì òàêóþ âåòâü óñëîâèåì Re

√
im cos θ − λ > 0.

Òåïåðü íàäî ïîêàçàòü ,÷òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè Reλ, ïîäûí-
òåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â I(λ) ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò ïî Imλ äëÿ ëþáîãî θ ∈
(0, π).Äåèñòâèòåëüíî,

∂Im
√

im cos θ − λ

∂λ2

= Im
−i

2
√

im cos θ − λ
= −Re

1

2
√

im cos θ − λ
< 0

ïî âûáîðó âåòâè êîðíÿ. Ïîýòîìó óðàâíåíèå I(λ) = 0 ïðè ôèêñèðîâàííîì Reλ èìååò íå
áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ ïî Imλ.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ ∈ (−∞, 0):

Im

∫ π

0

√
im cos θ − λdθ = 0

; òîãäà èç óæå äîêàçàííîãî áóäåò ñëåäîâàòü,÷òî 0 /∈ I((C \ i(−m,m)) \ (−∞, 0)). Çàìå-
òèì, ÷òî ïðè òàêîì λ ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â I(λ) ìåíÿåò çíàê ïðè ñèììåòðèé
îòíîñèòåëüíî π

2
.

Äåéñòâèòåëüíî, arg
√

im cos θ − λ ∈ (0, π) ïî âûáîðó âåòâè êîðíÿ è

signcos(
1

2
arg(im cos θ − λ)) = sign(cosθ)

ñëåäîâàòåëüíî, ïî ôîðìóëå êîñèíóñà ïîëîâèííîãî óãëà:

cos(
1

2
arg(im cos θ − λ)) = sign(cosθ).

√
1−

λ√
m2 cos2 θ+λ2

2
.

Çíà÷èò

Im
√

im cos θ − λ =
4
√

m2 cos2 θ + λ2sign(cosθ).

√
1−

λ√
m2 cos2 θ+λ2

2

è, êðîìå òîãî,

Im
√

im cos(π − θ)− λ = − 4
√

m2 cos2 θ + λ2sign(cosθ).

√
1−

λ√
m2 cos2 θ+λ2

2
.

Ïîýòîìó ïðè λ ∈ (−∞, 0):

Im

∫ π

0

√
im cos θ − λdθ = Im

∫ π
2

0

√
im cos θ − λdθ + Im

∫ π

π
2

√
im cos θ − λdθ = 0

è ëåììà äîêàçàíà.
Çíà÷èò, ìû äîêàçàëè ÷òî ÷àñòü ñïåêòðà, îïðåäåëÿåìàÿ óñëîâèÿìè òåîðåìû (2.2.1),

ëåæèò âáëèçè äåéñòâèòåëüíîé îñè (òî÷íåå, îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè).
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Çàìå÷àíèå 2.3.2. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ im cos θ− λ = 0 (òî÷êà ïîâîðîòà â êîîðäèíàòå
θ) èìååò âèä:

θ± = −i ln(iλ±
√
−λ2 −m2)− ln m

ìîæíî îáúÿñíèòü â ñëåäóþùåå:

θ± = ± arccos[
signImλ

m
√

2

√
| λ
m
|2 + 1−

√
(| λ

m
|2 + 1)2 − 4(

Imλ

m
)2]+

i ln
±√2Reλ

m
+

√
1− | λ

m
|2 + 2(Reλ

m
)2 +

√
(| λ

m
|2 + 1)2 − 4( Imλ

m
)2

√
1− | λ

m
|2 +

√
(| λ

m
|2 + 1)2 − 4( Imλ

m
)2

ãäå Reλ 6= 0.Ïðè λ ∈ (−∞, 0), èç ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî:

θ± = ±(
π

2
+ i ln(

√
1 + (

λ

m
)2 +

λ

m
))

Ëåììà 2.3.2. Óðàâíåíèå

J(λ) = Im

∫ θ+

0

√
im cos θ − λdθ = 0

íà ïàðàìåòð λ ∈ (0, +∞) èìååò òîëüêî îäíî ðåøåíèå λ0, ïðè÷åì λ0 ∈ (−m sinh π
2
, 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè λ ∈ (−∞, 0) îáðàç ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ ïîä äåéñòâèåì
ôóíêöèè im cos θ − λ íå ïåðåõîäèò ÷åðåç ëó÷ (−∞, 0). Çíà÷èò, ìîæíî çàôèêñèðîâàòü
âåòâü êîðíÿ ñ ðàçðåçîì âäîëü ýòîãî ëó÷à. Âûáåðåì òàêóþ âåòâü:

√
: C\(−∞, 0] → {z ∈ C|Imz > 0}

Òîãäà ïîëó÷àåì:

Im

∫ θ+

0

√
im cos θ − λdθ = Im

∫ 1

0

θ0

√
im cos(θ0r)− λdr = Im

∫ 1

0

θ0

√
im cos(θ0r)− λdr,

ãäå θ = θ+r , θ+ = π
2

+ i ln(
√

1 + ( λ
m

)2 + λ
m

) , r ∈ R.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíóþ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó λ:

∂Im[θ0

√
im cos(θ0r)− λ]

∂λ
= −Im

θ0

2
√

im cos(θ0r)− λ
.

ïîñêîëüêó äëÿ η(r) = im cos(θ+r)− λ ïðè λ ∈ (−∞, 0) èìååì ðàâåíñòâî:

η(r) = im cos(θ+r)− λ = im
eiθ0r + e−iθ0r

2
− λ = im

e
λ
m

r + e−
λ
m

r

2
− λ,
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òî
Imη(r) = m

e
λ
m

r + e−
λ
m

r

2
− λ > 0

Reη(r) = −λ > 0

òî åñòü η(r) ëåæèò âî âíóòðåííîñòè ïåðâîãî êâàäðàòà, à arg η(r) ∈ (0, π/2), Çíà÷èò η(r)

íå ïåðåñåêàåò ëó÷à (−∞, 0] ïðè r ∈ (0, 1) ÷òî ïîçâîëÿåò íàì âûáðàòü âåòâü êîðíÿ, êàê
è ðàíåå, ñ ðàçðåçîì âäîëü (−∞, 0]. Òîãäà ïîëó÷àåì:

arg
θ0

2
√

im cos(θ0r)− λ
= arg θ0 − arg

√
η(r) = arg θ0 − 1

2
arg η(r) ∈ (0,

3π

4
),

îòêóäà:
Im

θ0

2
√

im cos(θ0r)− λ
> 0.

Çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå òàê æå, êàê è ðàíüøå, ìû ìîæåì äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ
ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â J(λ):

∂Re[θ0

√
im cos(θ0r)− λ]

∂λ
= −Re

θ0

2
√

im cos(θ0r)− λ
< 0

äëÿ ëþáîãî λ íà (−∞, 0) è äëÿ ëþáîãî r ∈ (0, 1). Òàêèì îáðàçîì, ïîäûíòåãðàëüíîå
âûðàæåíèå ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò ïî λ íà (−∞, 0) äëÿ ëþáîãî r ∈ (0, 1).Çíà÷èò
(òàê êàê èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ìíîæåñòâó ïîëîæèòåëüíîé ìåðû) è ñàì èíòåãðàë
J(λ) ìîíîòîííî óáûâàåò ïî ïî λ íà (−∞, 0). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå J(λ) = 0

íà ïàðàìåòð J(λ) ∈ (0, +∞) ìîæåò èìåòü íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.
Îöåíèì J(0) (çäåñü ó÷òåíî, ÷òî θ+(0) = π

2
+ i ln(

√
1 + 0 + 0) = π

2
):

J(0) = Im

∫ θ+(0)

0

√
im cos θdθ = Im

∫ π
2

0

√
im cos θdθ < 0,

òàê êàê
√

im cos θ ∈ (1 + i).(0, +∞) íà èíòåðâàëå θ ∈ (0, π
2
)(ïî âûáîðó âåòâè êîðíÿ), à

çíà÷èò, Im
√

im cos θ < 0 íà âñåì èíòåðâàëå èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ïðè λ = −m sinh π

2
èìååì z+ = π

2
+ iπ

2
, arg z+ = π

4
è ìû çíàåì,÷òî arg η(r) ∈ (π

2
, π).

çíà÷èò:

arg(θ+

√
im cos(θ+r)− λ)|λ=−m sinh π

2
= arg θ+ +

1

2
arg η(r) ∈ π

4
+ (

π

4
,
π

2
) = (

π

2
,
3π

4
).

Òî åñòü
Im(θ+

√
im cos(θ+r)− λ)|λ=−m sinh π

2
> 0

ïðè ëþáîì r ∈ (0, 1), îòêóäà J(−m sinh π
2
) > 0. Òàêèì îáðàçîì J(0) < 0, J(m sinh π

2
) > 0.

Òàê êàê ôóíêöèÿ J(λ) íåïðåðûâíà ïî λ òî îòñþäà ñëåäóåò ,÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà λ ∈
(−m sinh π

2
, 0) â êîòîðîé J(λ) = 0. Êðîìå òîãî, ýòà òî÷êà, ïî äîêàçàííîìó, åäèíñòâåííàÿ.
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Çàìå÷àíèå 2.3.3. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ðàáîòàì [1,2] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷àñòè
ñïåêòðà, îïèñàííûå â òåîðåìàõ 2.2.2 è 2.2.3, ðàñïîëàãàþòñÿ âáëèçè äâóõ êðèâûõ, ñî-
åäèíÿþùèõ òî÷êó λ0, îïèñàííóþ â ïðåäûäóùåé ëåììå, ñ òî÷êàìè ±im, ïðè÷åì ýòè
êðèâûå ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèòåëüíîé îñè. Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð â
ïðåäåëå êîíöåíòðèðóåòñÿ â îêðåñòíîñòè òðåõâàëåíòíîãî ãðàôà ñ âåðøèíîé â òî÷êå
λ0, ðåáðà êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ìíèìûìè ÷àñòÿìè óñëîâèé êâàíòîâàíèÿ, ïîëó÷åí-
íûõ âûøå (ñì. òåîðåìû 2.2.1 � 2.2.3).

Â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè ñïåêòðà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè λ, ëè-
íèè Ñòîêñà ïî-ðàçíîìó ðàñïîëîæåíû íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Ñëó÷àé(1): Åñëè òî÷êà ñïåêòðà ñîâïàäàåò ñ âåðøèíîé ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà (ò.å.
òî÷êîé, óêàçàííîé â ëåììå 2.3.2), ðàñïîëîæåíèå ëèíèé Ñòîêñà òàêîå, êàê íà ðèñ. 2.4.

Ñëó÷àé(2): Åñëè òî÷êà ñïåêòðà íàõîäèòñÿ íà ëèíèè(3)(ðèñ. 2.3), òî ëèíèè Ñòîêñà
ðàñïîëîæåíû òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.5.

Ñëó÷àé(3): Åñëè òî÷êà ñïåêòðà íàõîäèòñÿ íà ëèíèè (2), òî ëèíèè Ñòîêñà ðàñïî-
ëîæåíû òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.6.

Ñëó÷àé(4): Åñëè òî÷êà ñïåêòðà íàõîäèòñÿ íà êðèâîé (1), òî ëèíèè Ñòîêñà ðàñïî-
ëîæåíû òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.7.

Ðèñ. 2.3: Ðàñïîëîæåíèå ñïåêòðà

Îòìåòèì, ÷òî â îáëàñòÿõ (ii) è (iii) íåò òî÷åê ñïåêòðà; ýòè îáëàñòè ñîîòâåòñòâóþò
ãðàôàì Ñòîêñà, íå ñîäåðæàùèì êîíå÷íûõ ëèíèé (ñëó÷àé îáùåãî ïîëîæåíèÿ).
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Ðèñ. 2.4: Ëèíèè Ñòîêñà 1

Ðèñ. 2.5: Ëèíèè Ñòîêñà 2

Ðèñ. 2.6: Ëèíèè Ñòîêñà 3

38



Ðèñ. 2.7: Ëèíèè Ñòîêñà 4

Çàìå÷àíèå 2.3.4. Ìîæíî íàéòè íàïðàâëåíèÿ, â êîòîðûõ ëèíèè Ñòîêñà âûõîäÿò èç
òî÷åê x = −1 ,x = 1 è x = λ

im
. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàçëîæèòü ñîîòâåòñòâóþùèå

ïîäèíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ âáëèçè ýòèõ òî÷åê è âû÷èñëèòü àñèìïòîòèêó ôóíêöèè
S ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷êå ïîâîðîòà. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû.

Ñëó÷àé(1): Ïóñòü ëèíèÿ Ñòîêñà âûõîäèò èç òî÷êè x = −1, òîãäà ïðè x → −1 :

q(x) =
imx− λ

1− x2
' λ + im

−2
(x + 1)−1

ïîýòîìó

S(x) =

∫ x

−1

√
imt− λ

1− t2
dt '

√
λ + im

−2
.
(x + 1)

1
2

1
2

Óðàâíåíèå ëèíèè Ñòîêñà èìååò âèä ImS(x) = 0, ò.å. àñèìïòîòè÷åñêè

Im
√
−(λ + im)(x + 1) = 0.

Åñëè t = (λ + im)(x + 1), òî t < 0 è ìîæíî âû÷èñëèòü êàñàòåëüíóþ ê ëèíèè Ñòîêñà
â âèäå:

x = −1 +
t

λ + im
= −1 +

t

|λ + im|2 (λ̄− im)
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= −1 +
t

|λ + im|2 (λ1 − i(λ2 + m)).

Ïîñêîëüêó λ1 < 0 è λ2 + m > 0, ëèíèÿ Ñòîêñà âûõîäèò èç òî÷êè x = −1 ââåðõ è
âïðàâî.

Ñëó÷àé(2):Ïóñòü ëèíèÿ Ñòîêñà âûõîäèò èç òî÷êè x = 1, òîãäà:

q(x) =
imx− λ

1− x2
' im− λ

2
(x− 1)−1,

ïîýòîìó

S(x) =

∫ x

1

√
imt− λ

1− t2
dt '

√
im− λ

2
.
(x− 1)

1
2

1
2

Óðàâíåíèå ëèíèè Ñòîêñà èìååò âèä ImS(x) = 0, ò.å. àñèìïòîòè÷åñêè

Im
√

(im− λ)(x− 1) = 0

åñëè t = (im− λ)(x + 1) òî t > 0 è ìîæíî âû÷èñëèòü êàñàòåëüíóþ ê ëèíèè Ñòîêñà â
âèäå:

x = 1 +
t

im− λ
= 1 +

t

|im− λ|2 (λ̄ + im)

= 1 +
t

|im− λ|2 (λ1 + i(m− λ2))

Ïîñêîëüêó λ1 < 0 è m−λ2 > 0 è ëèíèÿ Ñòîêñà âûõîäèò èç òî÷êè x = 1 ââåðõ è âëåâî.
Ñëó÷àé(3):Ïóñòü ëèíèÿ Ñòîêñà âûõîäèò èç òî÷êè x0 = λ

im
, òîãäà:

√
q(x) =

√
imx− λ

1− x2
=

√
im(x− x0)

1 + λ2

m2

=

√
im3

m2 + λ2
.
√

x− x0.

Óðàâíåíèå ëèíèè Ñòîêñà èìååò âèä ImS(x) = 0, ò.å. àñèìïòîòè÷åñêè

ImS(x) = Im

∫ x

x0

√
im3

m2 + λ2

√
x− x0dt = 0.

Ìîæíî âû÷èñëèòü àñèìïòîòèêó S: S
√

z0(x− x0)
3
2 ãäå z0 = im3

m2+λ2 = |z0|eiψ è x− x0 =

|x− x0|eiϕ ïîýòîìó
S

√
|z0|.|x− x0| 32 e

iψ
2 e

3iϕ
2 |S|ei(ψ

2
+ 3ϕ

2
).

Ïî îïðåäåëåíèþ ëèíèè Ñòîêñà, sin(ψ
2

+ 3ϕ
2

) = 0 è ϕ = 2kπ
3
− ψ

3
.

Â ýòîì ñëó÷àå íàïðàâëåíèå ëèíèé Ñòîêñà çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ z0 = im3

m2+λ2 . Ðàñ-
ñìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

• Åñëè λ äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, òî m3

m2+λ2 òàêæå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî è z0 íà-
õîäèòñÿ íà ìíèìîé îñè (ψ = π

2
).
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• Åñëè λ ìíèìîå ÷èñëî, òî λ = Imλ è |Imλ| < m çíà÷èò m2 +λ2 = m2− Imλ2 > 0,
ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå òàêæå m3

m2+λ2 äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî è z0 íàõîäèòñÿ íà
ìíèìîé îñè (ψ = π

2
).

• Åñëè λ = ε + iλ2 òî

z0 =
im3

m2 + λ2
=

im3

m2 + ε2 − λ2
2 + 2iελ2

' im3

m2 − λ2
2 + ε2iλ2

' im3

m2 − λ2
2

+ ε.
−im32iλ2

(m2 − λ2
2)

2
=

im3

m2 − λ2
2

+
2λ2m

3

(m2 − λ2
2)

2
.ε

çíà÷èò îòíîñèòåëüíî ïðåäûäóùåé ñèòóàöèè (λ = iλ2) òî÷êà z0 íàõîäèòñÿ ïðà-
âåå è íàïðàâëåíèå ëèíèè Ñòîêñà òîæå âðàùàåòñÿ íàïðàâî (ψ < π

2
).

• Åñëè λ = λ1 + iε òî

z0 =
im3

m2 + λ2
=

im3

m2 − ε2 + λ2
1 + 2iελ1

' im3

m2 + λ2
1 + ε2iλ1

' im3

m2 + λ2
1

+ ε
−im32iλ1

(m2 + λ2
1)

2
=

im3

m2 + λ2
1

+
2λ1m

3

(m2 + λ2
1)

2
ε.

Ïîñêîëüêó λ1 < 0, ïîýòîìó îòíîñèòåëüíî ñèòóàöèè (λ = λ1) òî÷êà z0 íàõîäèòñÿ
ëåâåå è ëèíèè Ñòîêñà òîæå âðàùàåòñÿ íàëåâî (ψ > π

2
).

Çàìå÷àíèå 2.3.5. Ïî ðàñïîëîæåíèþ ëèíèé Ñòîêñà è èõ íàïðàâëåíèþ ìîæíî ñêà-
çàòü, ÷òî ñ íèìè ïðîèñõîäèò ïðè ïåðåõîäå èç îäíîé îáëàñòè íà ïëîñêîñòè λ â äðó-
ãóþ. Íàïðèìåð, ïðè ïåðåõîäå ïàðàìåòðà λ èç îáëàñòè (II) â (III) ÷åðåç ëèíèþ (3) íà
ðèñóíêå (2.1), ëèíèè Ñòîêñà âðàùàþòñÿ âëåâî. Òàê êàê â (II) λ èìååò âèä λ = λ1 + iλ2

è, åñëè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ëèíèþ (3), λ ñòàíîâèòñÿ äåéñòâèòåëüíîé, ïðè÷åì ìíèìàÿ
÷àñòü λ óìåíüøàåòñÿ, òî ëèíèè Ñòîêñà âðàùàþòñÿ íàëåâî (ψ > π

2
). Ïðè ïåðåõîäå èç

(3) â (III) ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà.
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Ãëàâà 3

Àñèìïòîòèêà ñïåêòðà D íà
ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ

Â ýòîé ãëàâå ìû èçó÷àåì àñèìïòîòèêó ñïåêòðà îïåðàòîðà D íà ïðîèçâîëüíîé êîìïàêò-
íîé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, ãîìåîìîðôíîé ñôåðå. Ìû íà÷íåì ñ ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è
è åå ðåäóêöèè ê îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.

3.1 Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ. Çàäà÷à ñ îñîáûìè òî÷êà-
ìè

Â ýòîì ïóíêòå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîâåðõíîñòü M , ïîëó÷åííóþ âðàùåíèåì ãëàä-
êîé êðèâîé, çàäàííîé íà ïëîñêîñòè (x, z) óðàâíåíèåì x = f(z), z ∈ [z1, z2], âîêðóã îñè z.
Îòíîñèòåëüíî f ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f(z) =

√
(z − z1)(z − z2)f0(z), ãäå f0 � ìíîãî÷ëåí,

íå îáðàùàþùèéñÿ â íóëü â äîñòàòî÷íî áîëüøîé îáëàñòè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ñî-
äåðæàùåé îòðåçîê [z1, z2] äåéñòâèòåëüíîé îñè. Òàêèå óñëîâèÿ îáåñïå÷èâàþò ãëàäêîñòü
ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ M â ïîëþñàõ z1, z2. Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè
èìåþò âèä:

r(z, ϕ) = (f(z) cos ϕ, f(z) sin ϕ, z),

ãäå ϕ � óãîë âðàùåíèÿ. Îïåðàòîð Ëàïëàñà, â êîîðäèíàòàõ z, ϕ èìååò âèä:

∆ =
1√
g

∑
i,j

∂

∂ui

gij√g
∂

∂uj

(3.1)

ãäå
u1 = z, u2 = ϕ, g = det gij
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è gij � îáðàòíàÿ ìàòðèöà ê ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó

gij =


(rz, rz) (rz, rϕ)

(rϕ, rz) (rϕ, rϕ).




Â êîîðäèíàòàõ z, ϕ îïåðàòîð ∆ èìååò âèä:

∆ω =
1

f
√

f 2
z + 1

∂

∂z

f√
f 2

z + 1

∂

∂z
ω +

1

f 2

∂2

∂ϕ2
ω (3.2)

Ìû ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå

ε2∆ω + (υ,∇)ω = λω

ãäå υ = a(z) ∂
∂ϕ
.

Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïðè a(z) = z ïîëó÷àåì:

ε2(ψ′′(z)+
fz

√
f 2

z + 1− ffzfzz(f
2
z + 1)

−1
2

f(f 2
z + 1)

1
2

ψ′(z))+(
ε2m2(f 2

z + 1)

f 2
+(imz−λ)(f 2

z +1))ψ(z) = 0

(3.3)
ãäå ω = exp(imϕ)ψ(z).

Îòìåòèì, ÷òî, åñëè f(z) =
√

1− z2, ïðåäûäóùåå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä:

ε2(
∂2w(x)

∂x2
(1− x2)− 2x

∂w(x)

∂x
− m2

1− x2
w(x)) + imxw(x) = λw(x).

Êîíå÷íî, ýòî � èññëåäîâàííîå âûøå óðàâíåíèå (ñëó÷àé ñòàíäàðòíîé ñôåðû). Òàê æå,
êàê è â ñëó÷àå ñôåðû, ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ñîäåðæèò äâå îñîáûå òî÷êè z1, z2 (îòìåòèì,
÷òî f ′(z1) = ∞, f ′(z2) = ∞ Êðîìå òîãî, èìååòñÿ îäíà òî÷êà ïîâîðîòà imz = λ.

Íàéäåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè îñîáûõ òî÷åê. Â îêðåñòíîñòè ðåãóëÿðíîé
îñîáîé òî÷êè z1 (èëè z2) ôóíêöèÿ f èìååò âèä f(z) =

√
z − z1w(z) (èëè f(z) =

√
z − z2w(z)), ãäå w àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.
Íàøå óðàâíåíèå èìååò âèä (1.2), ãäå:

P (z) =
fz

√
f 2

z + 1− ffzfzz(f
2
z + 1)

−1
2

f(f 2
z + 1)

1
2

èëè
P (z) =

fz

f
− fzfzz

f 2
z + 1

è
Q(z) = (imz − λ)(f 2

z + 1).
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Â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè (íàïðèìåð, z1) óðàâíåíèå (3.3) èìååò âèä:

(z − z1)
2a(z)ψ′′(z) + (z − z1)b(z)ψ′(z)−m2c(z)ψ(z) = 0, (3.4)

ãäå a, b, c � àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè, ðàâíûå 1 â òî÷êå z1. Ïóñòü ψ = (z − z1)
ρw(z) �

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.4) (w(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ); òîãäà, åñëè

ψ(z) = (z − z1)
ρ(w0 + w1(z − z1) + w2(z − z1)

2 + .....),

òî áóäåì èìåòü:

ψ′(z) = ρ(z− z1)
ρ−1(w0 + w1(z− z1) + w2(z− z1)

2 + .....) + (z− z1)
ρ(w1 + 2w2(z− z1) + .....)

ψ′′(z) = ρ(ρ−1)(z−z1)
ρ−2(w0+w1(z−z1)+w2(z−z1)

2+.....)+2ρ(z−z1)
ρ−1(w1+2w2(z−z1)+.....)+

(z − z1)
ρ(2w2 + 6w3(z − z1) + .....).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðàçëîæåíèÿ â óðàâíåíèå (3.4), ïîëó÷èì:

(z − z1)
2ψ′′(z) = ρ(ρ− 1)(z − z1)

ρ(w0 + w1(z − z1) + w2(z − z1)
2 + .....)+

2ρ(z − z1)
ρ+1(w1 + 2w2(z − z1) + .....) + (z − z1)

ρ+2(2w2 + 6w3(z − z1) + .....)

Ïîñêîëüêó
m2ψ(z) = m2(z − z1)

ρ(w0 + w1(z − z1) + w2(z − z1)
2 + .....)

(z−z1)ψ
′(z) = ρ(z−z1)

ρ(w0+w1(z−z1)+w2(z−z1)
2+.....)+(z−z1)

ρ+1(w1+2w2(z−z1)+.....),

ïðèðàâíèàÿ ê íóëþ êîýôôèöèåíò ïðè (z−z1)
ρ, ïîëó÷àåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

ρ(ρ− 1) + ρ−m2 = 0,

îòêóäà íàõîäèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè: ρ = ±m èëè ρ+ = |m| , ρ− = −|m|.

3.2 Àñèìïòîòèêà ñïåêòðà

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü àñèìïòîòèêó ñïåêòðà â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, ìû ïðè-
ìåíèì òîò æå ìåòîä, ÷òî è â ãëàâå 2. Èìåííî, ìû ðàññìîòðèì òî÷êè ïîâîðîòà è ëèíèè
Ñòîêñà óðàâíåíèÿ (3.3) è, ïîëüçóÿñü èíôîðìàöèåé î êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòÿõ, âû÷èñëèì
àñèìïòîòèêó ìàòðèö îïåðàòîðîâ ìîíîäðîìèè â îäíîì è òîì æå áàçèñå.
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Çàìå÷àíèå 3.2.1. Â íàøåì ñëó÷àå òî÷êè ïîâîðîòà � íóëè è ïîëþñà ôóíêöèè

q(z) = (imz − λ)(f 2
z + 1)

; òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ñôåðû, èõ òðè � äâå îñîáûå òî÷êè z1 è z2 (ïîëþñà ïîâåðõíîñòè)
è îäíà òî÷êà ïîâîðîòà ïîðÿäêà 1 z0(λ) = λ

im
.

Ëåììû (2.2.1) áåç èçìåíåíèé ïåðåíîñèòñÿ íà íàø îáùèé ñëó÷àé; òàêèì îáðàçîì, åñ-
ëè λ òàêîâî, ÷òî ãðàô Ñòîêñà íå ñîäåðæèò êîíå÷íûõ ëèíèé, òî â O(ε2)-îêðåñòíîñòè
ýòîé òî÷êè íåò òî÷åê ñïåêòðà.

Òåîðåìà 3.2.1. Ïóñòü ëèíèÿ Ñòîêñà ñîåäèíÿåò z1 è z2, à λ òàêîâî, ÷òî

1

ε
= π(n− 1

2
+ 2m)(

∫ z2

z1

√
(imz − λ)(f 2

z + 1))dt)−1.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ̃ îïåðàòîðà, äëÿ êîòîðîãî

|λ− λ̃| = O(ε2).

Äîêàçàòåëüñòâî. àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.2.1; êðàòêî ïðèâåäåì ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ðàññóæäåíèÿ. Ïóñòü w1 è w2 � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.3) â îêðåñòíîñòè òî÷êè
z1, îïðåäåëåííûå â ï. 1.5 (àíàëîãè÷íûå ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè z2 îáîçíà÷èì v1

è v2. Êàê óæå îòìå÷àëîñü:

w1,2(x + i0) = −i|q(x)|− 1
4 [1 + O(ε2)] exp{∓ i

ε

∫ z

a1

|
√

q(t)|dt− 1

2

∫

α+

p(t)dt}

v1,2(x + i0) = −i|q(x)|− 1
4 [1 + O(ε2)] exp{∓ i

ε

∫ z

a2

|
√

q(t)|dt− 1

2

∫

α′+
p(t)dt}.

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.2.2 óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî � îòíîøåíèå c1

ôóíêöèé w1 è v1 èìååò âèä:

c1 =
w1

v1

=
−i|q(x)|− 1

4 [1 + O(ε2)] exp{− i
ε

∫ z

a1
|
√

q(t)|dt− 1
2

∫
α+ p(t)dt}

−i|q(x)|− 1
4 [1 + O(ε2)] exp{− i

ε

∫ z

a2
|
√

q(t)|dt− 1
2

∫
α′+ p(t)dt}

.

Ïðåíåáðåãàÿ ñëàãàåìûìè ïîðÿäêà ε2, ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì:

c1 =
w1

v1

= exp{+ i

ε

∫ a1

a2

|
√

q(t)|dt +
1

2

∫ a1

a2

p(t)dt}.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ ñâÿçü ìåæäó w1 è v1:

c2 =
w2

v2

= exp{− i

ε

∫ a1

a2

|
√

q(t)|dt− 1

2

∫ a1

a2

p(t)dt}.
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Îòíîøåíèå c2
c1

èìååò âèä:

c2

c1

= exp{2 i

ε

∫ a2

a1

|
√

q(t)|dt +

∫

γ

p(t)dt;

òàêèì îáðàçîì:
c2

c1

= exp{2 i

ε

∫ a2

a1

|
√

q(t)|dt + πi}

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê è â ïðåäûäóùåé ãëàâå, èçâåñòíî, ÷òî (îáîçíà÷åíèÿ òå æå, ÷òî â
ãë. 2 è ï.1.5):

c2

c1

=
Aa+

Ãã+

ãäå
A

Ã
= e

P∞
k=0 εk(αk−α̃k) ∼ eα0−α̃0 ∼ 1,

a+ = exp{2πiρ+},

a− = exp{2πiρ−}.

Îòñþäà ïîëó÷àåì
a+

a−
= exp{2πi(ρ+ − ρ−)} = exp{4mπi},

îòêóäà
exp{2 i

ε

∫ z2

z1

√
(imz − λ)(f 2

z + 1))dt + πi} = exp{4mπi + 2nπi}

èëè
1

ε
= π(n− 1

2
+ 2m)(

∫ z2

z1

√
(imz − λ)(f 2

z + 1))dt)−1.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3.2.2. Ñîåäèíåíèå äâóõ îñîáûõ òî÷åê ëèíèåé Ñòîêñà � ñàìàÿ ïðîñòàÿ ñè-
òóàöèÿ; â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî íàéòè ñîîòíîøåíèå ìåæäó áàçèñàìè, îïðåäåëåííûìè
âáëèçè îñîáûõ òî÷åê, íå ïðèáåãàÿ ê àïïàðàòó êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòåé è ìàòðèö ïå-
ðåõîäà. Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè ñîåäèíåíèÿ ëèíèåé Ñòîêñà òî÷êè ïîâîðîòà
z0(λ) = λ

im
ñ îäíîé èç îñîáûõ òî÷åê.

Òåîðåìà 3.2.2. Ïóñòü ëèíèÿ Ñòîêñà ñîåäèíÿåò z1 è λ
im
, à λ òàêîâî, ÷òî

1

ε
= π(2n− 1

4
−m)[

∫ λ
im

z1

√
(λ− imz)(f 2

z + 1)dz]−1

òîãäà ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ̃ îïåðàòîðà D, äëÿ êîòîðîãî:

|λ− λ̃| = O(ε2).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òî÷êà ïîâîðîòà óðàâíåíèÿ (3.3)èìååò âèä z0 = λ
im
. Àíàëîãè÷íî äî-

êàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.2.2, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äâå áåñêîíå÷íûå ëèíèè Ñòîêñà, âûõî-
äÿùèå èç òî÷êè ïîâîðîòà, ðàçäåëÿþò îñîáûå òî÷êè (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îñîáûå ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì). Ïóñòü l , l1 , l2 � òðè ëèíèè Ñòîêñà,
âûõîäÿùèå èç z0(λ) = λ

im
, ïðè÷åì l � îãðàíè÷åííûé ïóòü ìåæäó z1 è x0(λ), l1 � ëèíèÿ

Ñòîêñà, ëåæàùàÿ ñëåâà îò l, è l2 � ëèíèÿ Ñòîêñà, ëåæàùàÿ ñïðàâà îò l (ò.å. ïîâîðîò îò
l ê l1 âîêðóã z0 ïðîèñõîäèò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, à îò l ê l2 � ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå).
Îòìåòèì, ÷òî ïóòè l1, l2 çàêàí÷èâàþòñÿ â áåñêîíå÷íîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D îáëàñòü
ìåæäó êðèâûìè l1 è l2, ñîäåðæàùóþ l, ÷åðåç D1�îáëàñòü ìåæäó l è l2, ñîäåðæàùóþ l1,
è ÷åðåç D2�îáëàñòü ìåæäó l1 è l, ñîäåðæàùóþ l2. Íàêîíåö, ëèíèþ Ñòîêñà, âûõîäÿùóþ
èç òî÷êè z2 îáîçíà÷èì ÷åðåç l3.

Ïóñòü w1,2� ñòàíäàðòíûå ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êå z = z1 (ñì. ï. 1.5), v1,2�
ñòàíäàðòíûå ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êå z = z2. Ïîñêîëüêó èçâåñòíû àñèìïòîòè-
êè îïåðàòîðîâ ìîíîäðîìèèè, ñîîòâåñòâóþùèõ îñîáûì òî÷êàì z2,1, â áàçèñàõ v1,2 è w1,2

ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïèñàòü óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå ÷èñëà, äîñòàòî÷-
íî íàéòè àñèìïòîòèêó ìàòðèöû ïåðåõîäà ìåæäó ýòèìè áàçèñàìè. Äëÿ ýòîãî ðàññìîò-
ðèì êàíîíè÷åñêèå (ÔÑÐ), ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êå ïîâîðîòà z = z0(λ) è ëèíèÿì Ñòîêñà
l, l1, l2 (ñì. ï.1.3); áóäåì îáîçíà÷àòü èõ u, υ, (u1, υ1), (u2, υ2) ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëèì
èñêîìóþ ìàòðèöó Ω ðàâåíñòâîì


w1

w2


 = Ω


v1

v2




è ïðåäñòàâèì åå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ:

Ω = Ω4Ω3Ω2

ãäå:
Ω2 : v1,2 −→ u1, υ1

Ω2 : (l3, z2, D1) −→ (l1, z0(λ), D1)

Ω2 = eiΘ0


e−

1
ε
Θ1 0

0 e
1
ε
Θ1




Ω3 : u1, υ1 −→ u, υ

Ω3 : (l1, z0(λ), D1) −→ (l, z0(λ), D)
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Ω3 = e−i π
6


 0 1

1 + O(ε2) i(1 + O(ε2))




Ω4 : u, υ −→ w1,2

Ω4 : (l, z0(λ), D) −→ (l, z1, D)

Ω4 =


 0 e−

1
ε
τ1

e
1
ε
τ1 0




Çäåñü
τ1 =

∫ z0(λ)

z1

√
(imt− λ)(f 2

z + 1)dt

Θ1 =

∫ z2

z0(λ)

√
(imt− λ)(f 2

z + 1)dt.

Âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðèö Ωj ïðèâåäåíû â [16] è â ï.1.4 (ñì. îïðåäåëåíèå êàíîíè÷åñêèõ
(ÔÑÐ) è ìàòðèö ïåðåõîäà). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èñêîìîé ìàòðèöû ïîëó÷àåì

Ω = Ω4Ω3Ω2 = e−i π
6


(1 + O(ε2))e−

1
ε
(Θ1+τ1) i(1 + O(ε2))e−

1
ε
(τ1−Θ1)

0 e
1
ε
(τ1+Θ1)


 .

Ïîñêîëüêó ëèíèÿ Ñòîêñà ñîåäèíÿåò z1 è z0(λ), Reτ1 = 0, ò.å. e
R z0(λ)

z1

√
(imt−λ)(1+f2

z )dt
=

eiϕ, îòêóäà

Ω = e−i π
6


(1 + O(ε2))e−

1
ε
(Θ1+iϕ) i(1 + O(ε2))e−

1
ε
(iϕ−Θ1)

0 e
1
ε
(iϕ+Θ1)


 .

Ïóñòü T, T̃ � ìàòðèöû ìîíîäðîìèè, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì z2,1 â áàçèñàõ w, v

ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ï.1.5 äëÿ ñîîòâåñòñâóþùèõ àñèìïòîòèê). Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ
ñîáñòâåííîãî âåêòîðà l = lT èìååò âèä:

c1

c2

= −A−1a−1
+

è
c̃1

c̃2

= −Ã−1ã+
−1.

Èç ðàâåíñòâà l1w1 + l2w2 = l̃1v1 + l̃2v2 ñ ó÷åòîì ïðèâåäåííîé âûøå ôîðìóëû äëÿ àñèìï-
òîòèêè ìàòðèöû ïåðåõîäà Ω ïîëó÷àåì:

c̃1 = c1(1 + O(ε2))e−
1
ε
(Θ1+iϕ) + c2i(1 + O(ε2))e−

1
ε
(iϕ−Θ1)

c̃2 = c2e
1
ε
(iϕ+Θ1)
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îòêóäà:
c̃1

c̃2

=
c1(1 + O(ε2))e−

1
ε
(Θ1+iϕ) + c2i(1 + O(ε2))e−

1
ε
(iϕ−Θ1)

c2e
1
ε
(iϕ+Θ1)

Çàìåòèì, ÷òî ReΘ1 > 0, ò.å. e−
1
ε
Θ1 ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëî; ïîýòîìó

ie−2i 1
ε
ϕ(1 + O(ε2)) = −Ã−1ã+

−1 = −Ã−1a−1
− .

Ýòî è åñòü óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå ÷èñëà. Ïîñêîëüêó a± = exp{2πiρ±}, ãäå ρ± =

1± P (z2,1)

2
è Ã = e

P∞
k=0 εkα̃k , óðàâíåíèå èìååò âèä:

ie−i 1
ε
ϕ(1 + O(ε2)) = −e−iρei 1

ε
ϕ, ρ = 2πρ−

èëè
ei π

2 e−i 1
ε
ϕ(1 + O(ε2)) = −ei( 1

ε
ϕ−ρ).

Îòñþäà ïîëó÷àåì:

ei(− 1
ε
ϕ+π

4
+ ρ

2
)(1 + O(ε2)) + e−i(− 1

ε
ϕ+π

4
+ ρ

2
) = 0

Ïî òåîðåìå Ãóðâèöà, êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàñïîëîæåíû â O(ε2)-îêðåñòíîñòÿõ ðå-
øåíèé óðàâíåíèé

ei(− 1
ε
ϕ+π

4
+ ρ

2
) + e−i(− 1

ε
ϕ+π

4
+ ρ

2
) = 0;

ïîñëåäíåå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

2 cos(−1

ε
ϕ +

π

4
+

ρ

2
) = 0,

èëè
−1

ε
ϕ =

π

4
+ 2nπ − ρ

2

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå äëÿ ϕ, ïîëó÷àåì

−1

ε

∫ z0(λ)

z1

√
(imt− λ)(f 2

z + 1)dt =
π

4
+ 2nπ − ρ

2

èëè, c ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå äëÿ ρ,

1

ε
= π(−1

4
+ 2n−m)[

∫ x0(λ)

z1

√
(imt− λ)(f 2

z + 1)dt]−1

è òåîðåìà äîêàçàíà.
Â êîíöå ýòîãî ïóíêòà ìû ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé ñëó÷àé ñîåäèíåíèÿ òî÷åê ïîâîðîòà

ëèíèÿìè Ñòîêñà.
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Òåîðåìà 3.2.3. Ïóñòü ëèíèÿ Ñòîêñà ñîåäèíÿåò λ
im

è z2, à λ òàê, ÷òî

1

ε
= π(2n +

1

4
−m)[

∫ λ
im

z2

√
(λ− imz)(f 2

z + 1)dz]−1

òîãäà ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâåííîå çíà÷åíèå λ̃ îïåðàòîðà:

|λ− λ̃| = O(ε2).

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü l , l1 , l2 � òðè ëèíèè Ñòîêñà, âûõîäÿùèå èç z0(λ) = λ
im
, ïðè÷åì

l1 � îãðàíè÷åííûé ïóòü ìåæäó z2 è x0(λ), l2 � ëèíèÿ Ñòîêñà, ëåæàùàÿ ñëåâà îò l, è l1 �
ëèíèÿ Ñòîêñà, ëåæàùàÿ ñïðàâà îò l (ò.å. ïîâîðîò îò l ê l2 âîêðóã x0 ïðîèñõîäèò ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè, à îò l ê l1 � ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå). Îòìåòèì, ÷òî ïóòè l, l2 çàêàí÷èâàþòñÿ
â áåñêîíå÷íîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D îáëàñòü ìåæäó êðèâûìè l1 è l2, ñîäåðæàùóþ l,
÷åðåç D1�îáëàñòü ìåæäó l è l2, ñîäåðæàùóþ l1, è ÷åðåç D2�îáëàñòü ìåæäó l1 è l,
ñîäåðæàùóþ l2. Íàêîíåö, ëèíèþ Ñòîêñà, âûõîäÿùóþ èç òî÷êè z1 îáîçíà÷èì ÷åðåç l3

(ðèñ.2.2):
Ïóñòü w1,2� ñòàíäàðòíûå ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êå z1 (ñì. ï. 1.5), v1,2� ñòàí-

äàðòíûå ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êå z2. Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêèå (ÔÑÐ), ñîîò-
âåòñòâóþùèå òî÷êå ïîâîðîòà z0(λ) è ëèíèÿì Ñòîêñà l, l1, l2 (ñì. ï.1.3); áóäåì îáîçíà÷àòü
èõ u, υ, (u1, υ1), (u2, υ2) ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω ìàòðèöó ïåðåõîäà îò w ê v:

Ω : w1,2 −→ v1,2

è ïðåäñòàâèì åå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ:

Ω = Ω4Ω3Ω2.

Çäåñü
Ω2 : w1,2 −→ u, υ

Ω2 : (l2, z1, D) −→ (l, z0(λ), D)

Ω2 = eiτ0


e−

1
ε
τ1 0

0 e
1
ε
τ1 ,




τ1 =
∫ z0(λ)

z1

√
(imt− λ)(f 2

z + 1)dt. Äàëåå,

Ω3 : u, υ −→ u1, υ1

Ω3 : (l, z0(λ), D) −→ (l1, z0(λ), D1)
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Ω3 = e−i π
6


 0 1

1 + O(ε2) i(1 + O(ε2))




Ω4 : u1, υ1 −→ v1,2

Ω4 : (l1, z0(λ), D1) −→ (l1, 1, D1)

T4 = eiΘ0


 0 e−

1
ε
Θ1

e
1
ε
Θ1 0,




ãäå Θ1 =
∫ 1

x0(λ)

√
(imt− λ)(f 2

z + 1)dt è ReΘ1 = 0 (ïîñêîëüêó ëèíèÿ Ñòîêñà ñîåäèíÿåò
z0(λ) è z2), ïîýòîìó e

1
ε
Θ1 = ei 1

ε
ϕ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìàòðèöû Ω ïîëó÷àåì

Ω = Ω4Ω3Ω2 =


 0 e−i 1

ε
ϕ

ei 1
ε
ϕ 0





 0 1

1 + O(ε2) i(1 + O(ε2))





e−

1
ε
τ1 0

0 e
1
ε
τ1


 ,

îòêóäà

T =


(1 + O(ε2))e−

1
ε
(iϕ+τ1) (1 + O(ε2))e−

1
ε
(iϕ−τ1)

0 e
1
ε
(iϕ+τ1)


 .

Ïîýòîìó, åñëè l1w1 + l2w2 = l̃1v1 + l̃2v2, òî

l̃1

l̃2


 =


(1 + O(ε2))e−

1
ε
(iϕ+τ1) (1 + O(ε2))e−

1
ε
(iϕ−τ1)

0 e
1
ε
(iϕ+τ1)





l1

l2


 ,

îòêóäà
l̃1 = l1(1 + O(ε2))e−

1
ε
(iϕ+τ1) + l2(1 + O(ε2))e−

1
ε
(iϕ−τ1)

l̃2 = l2e
1
ε
(iϕ+τ1).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì:

l̃1

l̃2
=

l1(1 + O(ε2))e−
1
ε
(iϕ+τ1) + l2(1 + O(ε2))e−

1
ε
(iϕ−τ1)

l2e
1
ε
(iϕ+τ1)

.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè l, l̃ � ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö ìîíîäðî-
ìèè, òî

c̃1

c̃2

= −Ã−1ã+
−1 = −Ã−1a−1

−

Ïîñêîëüêó e
1
ε
τ1 ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòåò (ò.å. Reτ1 > 0), èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò,

÷òî
c̃1

c̃2

= −Ã−1a−1
− = (

c1

c2

e
2
ε
(iϕ−τ1) + ie

−2i
ε

ϕ)(1 + O(ε2)).

Ïîñêîëüêó e−
1
ε
τ1 ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò, ïîëó÷àåì

−Ã−1a−1
− = ie−2i 1

ε
ϕ(1 + O(ε2)) = ei π

2 e−2i 1
ε
ϕ(1 + O(ε2))
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îòêóäà íàõîäèì óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå ÷èñëà

−e−iρei 1
ε
ϕ = ei π

2 e−i 1
ε
ϕ(1 + O(ε2)).

Ïî òåîðåìå Ãóðâèöà êîðíè óðàâíåíèÿ

e−i( ρ
2
+π

4
− 1

ε
ϕ) + ei( ρ

2
+π

4
− 1

ε
ϕ)(1 + O(ε2)) = 0

íàõîäÿòñÿ â O(ε2)-îêðåñòíîñòÿõ êîðíåé óðàâíåíèÿ

e−i( ρ
2
+π

4
− 1

ε
ϕ) + ei( ρ

2
+π

4
− 1

ε
ϕ) = 0.

Äðóãèìè ñëîâàìè, òî÷êè ñïåêòðà íàõîäÿòñÿ â O(ε2)-îêðåñòíîñòÿõ êîðíåé óðàâíåíèÿ

2 cos(
ρ

2
+

π

4
− 1

ε
ϕ) = 0,

êîòîðûå íàõîäÿòñÿ èç ðàâåíñòâ

ρ

2
+

π

4
− 1

ε
ϕ =

π

2
+ 2nπ

èëè
1

ε
ϕ = −π

4
+ 2nπ +

ρ

2

Íàêîíåö, ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ ϕ, ïîëó÷àåì

1

ε
= π(−1

4
+ 2n−m)[

∫ 1

x0(λ)

√
(imt− λ)(f 2

z + 1)dt]−1

è òåîðåìà äîêàçàíà.

3.3 Ðàñïîëîæåíèå ñïåêòðà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

Ñïåêòð íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåí âáëèçè ìíîæåñòâà, îïðåäåëÿåìîãî óñëî-
âèÿìè êâàíòîâàíèÿ, ïîëó÷åííûìè â â ïðåäûäóùèõ òåîðåìàõ. Ìíèìûå ÷àñòè ýòèõ óñëî-
âèé îïðåäåëÿþò êðèâûå, â O(ε2)-îêðåñòíîñòÿõ êîòîðûõ ðàñïîëîæåí ñïåêòð (ðåáðà ñïåê-
òðàëüíîãî ãðàôà).

Îáîçíà÷èì q(z) = (λ−imz)(f 2
z +1), òîãäà ðåáðà îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì âåùåñòâåííî-

ñòè èíòåãðàëà
∫

ς

√
q(t)dt, ãäå ς � ïóòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Íàïîìíèì ÷òî íà ñôå-

ðå áûëî äîêàçàíî,÷òî Im
∫ 2π

0

√
q(t)dt = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà ,êîãäà λ-äåéñòâèòåëüíîå

îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå
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òàê; ìîæíî ëèøü âûñêàçàòü íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ î ðàñïîëîæåíèè ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî ðåáðà ñïåíêòðàëüíîãî ãðàôà. Èìåííî, ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì ïðè
äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.3.1, ïîêàçûâàþò, ÷òî ëþáàÿ âåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò
ðåáðî ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà, çàäàííîå óðàâíåíèåì

∫ z2

z1

√
(imt− λ)(f 2

z + 1)dt = 0

íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Ýòî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

∂

∂λ2

Im

∫ z2

z1

√
q(z)dz =

∂

∂λ2

∫ z2

z1

Im
√

q(z)dz = Im
f 2

z + 1√
q(z)

i = Re
f 2

z + 1√
q(z)

> 0

(ñì. ëåììó 2.3.1); çäåñü λ2 = Imλ. Äåéñòâèòåëüíî, èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî
ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñòðîãî ìîíîòîííà ïî λ2, à çíà÷èò, îáðàùàåòñÿ â íóëü íå áîëåå
îäíîãî ðàçà. Àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî ñïðàâåäëèâî è äëÿ äâóõ äðóãèõ ðåáåð � ýòî ñëåäóåò
èç íåðàâåíñòâ

∂

∂λ2

Im

∫ λ
im

z1

√
q(z)dz > 0

∂

∂λ2

Im

∫ λ
im

z2

√
q(z)dz > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 2.3.2.
Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïðè ÷åòíîé ôóíêöèè f îäíî èç ðåáåð ãðàôà ëåæèò íà

äåéñòâèòåëüíîé îñè. Èìåííî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.3.1. Ïóñòü z1 = −z2 è ôóíêöèÿ f ÷åòíàÿ. Òîãäà

Im

∫ z2

z1

√
(λ− imz)(f 2

z + 1)dz = 0

òîãäà è òîëüêî òîãäà ,êîãäà λ-äåéñòâèòåëüíîå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè óêàçàííûõ λ ìíèìàÿ ÷àñòü èíòå-
ãðàëà îáðàùàåòñÿ â íóëü. Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì â èíòåãðàëå çàìåíó ïåðåìåííîé z = z2α;
ïîëó÷èì ïðè λ = λ1:

Im

∫ 1

−1

√
(λ− imz2α)(f 2

z2α + 1)d(z2α) = Im

∫ 1

−1

z2

√
(λ− imz2α)(f 2

z2α + 1)dα.

Çàìåíÿÿ α = cos θ, íàõîäèì:

Im

∫ 0

π

z2

√
(λ− imz2α)(f 2

z2α + 1)dα =
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Im

∫ 0

π

z2

√
(λ− imz2 cos θ)(

1

z2
2

f 2
cos θ + 1)d(cos θ) =

−Im

∫ 0

π

z2 sin θ

√
(λ− imz2 cos θ)(

1

z2
2

.
1

sin2 θ
f 2

θ + 1)dθ =

Im

∫ π

0

√
(λ− imz2 cos θ)(f 2

θ + z2
2 sin2 θ)dθ =

−Im

∫ π
2

0

√
imz2 cos θ − λ

√
f 2

θ + z2
2 sin2 θdθ

+Im

∫ π
2

0

√
imz2 cos θ − λ

√
f 2

θ + z2
2 sin2(π − θ)dθ = 0

.

3.4 Óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè

Ïîëó÷åííàÿ àñèìïòîòèêà ñïåêòðà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà èç óñëîâèé êâàíòîâàíèÿ, ïî-
õîæèõ íà ïðàâèëà Áîðà � Çîììåðôåëüäà � Ìàñëîâà ([9],[10]); ýòè óñëîâèÿ çàäàþò-
ñÿ íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé êîìïëåêñíîé ýíåðãèè. Èìåííî, ïóñòü M �
ñòàíäàðòíàÿ ñôåðà; ðàññìîòðèì ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü, çàäàííóþ â C2 óðàâíåíèåì
(z2 − 1)p2 + imz = λ. Ýòà ïîâåðõíîñòü ãîìåîìîðôíà òîðó ñ òðåìÿ ïðîêîëàìè; îíà
ïîëó÷àåòñÿ èç äâóõ ýêçåìïëÿðîâ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z ñêëåéêîé âäîëü ðàçðåçîâ,
ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè ±1 è òî÷êó λ/im ñ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé. Íà ýòîé ïîâåðõíîñòè
îïðåäåëÿþòñÿ òðè öèêëà γj, j = 1, 2, 3 òàê, ÷òîáû ïðîåêöèè ýòèõ öèêëîâ íà ïëîñ-
êîñòü z ñîâïàäàëè ñ îòðåçêàìè [−1, 1], [−1, λ/im], [1, λ/im] ñîîòâåñòâåííî. Ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç òåîðåì 2.2.1 � 2.2.3:

Ïðåäëîæåíèå 3.4.1. Óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå àñèìïòîòèêó ñïåêòðà, ìîãóò áûòü
çàïèñàíû â âèäå

1

2π
ε

∫

γj

pdz = n +
µj

2
,

ãäå µ1 = 0, µ2 = µ3 = 1.

Çàìå÷àíèå 3.4.1. Â îòëè÷èå îò óñëîâèé Ìàñëîâà, êîòîðûå äîëæíû áûòü âûïîëíå-
íû íà ëþáîì öèêëå âåùåñòâåííîãî ëàãðàíæåâà ìíîãîîáðàçèÿ, ïðèâåäåííûå âûøå êîì-
ïëåêñíûå óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ äîëæíû áûòü âûïîëíåíû õîòÿ áû íà îäíîì öèêëå;
ðàçíûå öèêëû îïðåäåëÿþò ðàçíûå ñïåêòðàëüíûå ñåðèè.
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