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Введение

Настоящая диссертация посвящена исследованию критических то-
чек отображения момента многомерных интегрируемых гамильто-
новых систем на полупростых алгебрах Ли. Основной идеей диссер-
тации является использование богатой алгебраической структуры
таких систем для определения их геометрических и топологических
свойств.

Семейство исследуемых в диссертации интегрируемых гамильто-
новых систем построено в работе А. С. Мищенко и А. Т. Фомен-
ко [18]. Предложенный ими метод сдвига аргумента позволяет по-
лучить полный коммутативный набор полиномиальных интегралов
для уравнений Эйлера на полупростых алгебрах Ли. Эти полиноми-
альные интегралы являются обобщениями интегралов, найденных
С. В. Манаковым [17] в задаче о движении n-мерного твердого тела,
закрепленного в центре масс, и представляют собой одну из самых
больших и интересных серий нетривиальных интегрируемых систем.

Современный алгебро-геометрический подход в теории интегри-
руемых систем был заложен в работе С. П. Новикова [21], где конеч-
нозонные решения уравнения Кортевега - де Фриза были получены
путем их линеаризации на якобиане спектральной кривой уравне-
ния Лакса. Как показывает развитие этого подхода, если для инте-
грируемых уравнений Гамильтона известно представление в форме
Лакса со спектральным параметром, их решение обычно можно яв-
но выписать в тэта-функциях. Конечно, здесь надо отметить, что
некоторые классические системы, такие, например, как волчок Ко-
валевской, были проинтегрированы гораздо раньше, чем для них
открыли соответствующие L–A пары [16].
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Явные формулы в тета-функциях для решений интегрируемой
системы мало говорят, однако, о ее глобальном поведении, особенно
в тех случаях, когда рассматриваемая система вещественна. Поэто-
му нашей основной целью будет переход от интуитивного понима-
ния свойств спектральной L–A пары и ее спектральной кривой к
точным утверждениям о структуре вырождений рассматриваемого
коммутативного набора сдвигов инвариантов.

Исторически большинство интегрируемых систем, для которых в
настоящее время известна геометрия слоения Лиувилля, были ис-
следованы методами гладкого анализа. Так, бифуркационные диа-
граммы отображения момента для основных интегрируемых случа-
ев в динамике твердого тела вычислены в работе М. П. Харламова,
[30]. Дальнейшее исследование этих случаев можно найти в рабо-
тах А. А. Ошемкова [26],[27], [32], А. В. Болсинова, А. Т. Фоменко
[7], О. Е. Орел [24] и целого ряда других авторов. Впоследствии
некоторые из этих результатов были повторно получены алгебро-
геометрическими методами в работе М. Оден [23]. Таким образом,
для ряда интегрируемых систем де-факто установлена связь между
вырождениями спектральной кривой представления Лакса и пове-
дением торов Лиувилля, однако отсутствие каких-либо общих ре-
зультатов в этом направлении говорит о том, что данная область
теории интегрируемых систем пока еще изучена недостаточно. Сре-
ди тех работ, в которых геометрия интегрируемой системы впервые
исследована именно алгебро-геометрическими методами, можно от-
метить лишь некоторые примеры [25],[33],[34].

Перейдем к краткому изложению результатов диссертации. Пер-
вая глава посвящена исследованию модельного примера — гамильто-
новой системы, образованной сдвигами инвариантов на алгебре Ли
su(3). Алгебра su(3) является минимальной среди тех полупростых
алгебр Ли, на которых сдвиги инвариантов дают пример нетриви-
альной интегрируемой системы. Подробно исследуя структуру отоб-
ражения момента в этой системе, мы получаем наглядный пример
для иллюстрации основных результатов, относящихся к последую-
щим главам диссертации. Бифуркационная диаграмма для алгебры
Ли su(3) полностью описана следующей теоремой:
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Теорема 1.
Бифуркационная диаграмма отображения момента состоит из

шести вершин, каждая из которых соединена с тремя другими
прямолинейными ребрами, и четырех стенок, замыкание которых
содержит восемь ребер из девяти. Общий вид диаграммы изобра-
жен на Рис. 1 и Рис. 2, а параметризации отдельных стратов
содержатся в доказательстве.

Вторая глава диссертации посвящена теоремам, устанавливаю-
щим связь между сдвигами инвариантов алгебры Ли и сдвигами
инвариантов ее подалгебры. Из этих теорем следует, что такие по-
далгебры, содержащие вектор сдвига, состоят целиком из критиче-
ских точек отображения момента. В частности, для полупростых
алгебр Ли выполняется

Теорема 3.
Пусть g — компактная полупростая алгебра Ли ранга r, l – ре-

дуктивная подалгебра индекса r. Предположим, что a, x0 регуляр-
ные элементы g, принадлежащие также подалгебре l. Обозначим
линейную оболочку дифференциалов функций сдвигов инвариантов
на g, ограниченных на орбиту Og(x0) в точке x0 как dF g

a |Og(x0).
Дифференциалы сдвигов инвариантов подалгебры l на тот же век-
тор a, ограниченных на меньшую орбиту Ol(x0), обозначим как
dF l

a|Ol(x0). Эти пространства совпадают:

dF g
a |Og(x0) = dF l

a|Ol(x0),

и, в частности, совпадают их размерности.

Критические точки отображения момента любой интегрируемой
системы образуют полиэдр, стратифицированный рангом диффе-
ренциала отображения момента. Его образом при отображении мо-
мента F является бифуркационная диаграмма Σ. При этом точ-
ки ранга 0 соответствуют вершинам бифуркационной диаграммы,
а точки ранга 1 соответствуют ее ребрам. Замечательным фактом
является то, что, в случае сдвигов инвариантов на полупростых ал-
гебрах Ли, страты ранга 0 и 1 удается полностью описать в терми-
нах корневого разложения рассматриваемой алгебры g относитель-
но картановской подалгебры ha, содержащей вектор сдвига a. Для

5



этого мы доказываем теорему 3 в обратную сторону — отдельно для
точек ранга 0 и для точек ранга 1.

Теорема 4. Пусть ha ⊂ g – подалгебра Картана, содержащая век-
тор сдвига a. Тогда точкам ранга 0 на регулярной орбите O явля-
ются точки ее пересечения с подалгеброй ha:

rank dF(x0) = 0⇔ x0 ∈ O ∩ ha.

Теорема 5. Точки ранга 1 являются пересечениями орбиты и по-
далгебр вида ha + Vα:

rank dF(x0) ≤ 1⇔ ∃α ∈ ∆(ha), x0 ∈ O ∩ (ha + Vα).

Третья глава диссертации содержит обобщение результата об
описании точек ранга 0 на случай задачи о движении n-мерного
твердого тела, закрепленного в центре масс. Эта задача существен-
но отличается от обычных сдвигов инвариантов тем, что в качестве
симплектического многообразия выступает орбита коприсоединен-
ного представления в алгебре Ли so(n), а вектор сдвига лежит в
объемлющей алгебре gl(n). Несмотря на это, также удается полно-
стью описать точки ранга 0 и, в частности, получить тот же ответ,
который был известен в случае четырехмерного волчка Эйлера [26].

Теорема 6.

rk dF (x0) = 0⇐⇒ x0 ∼


0 x1

0 . . . 0 0
−x1

0 0 . . . 0 0
... ... . . . ... ...
0 0 . . . 0 xk0
0 0 . . . −xk0 0

 ,

где ∼ oбозначает равенство матриц с точностью до одновремен-
ной перестановки строк и столбцов. Если n четно, то k = n/2.
Если n нечетно, то k = (n − 1)/2, а x0 содержит одну нулевую
строку и один нулевой столбец.
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В четвертой главе настоящей диссертации содержится ее цен-
тральный результат. Для полупростой алгебры Ли sl(n,C) в стан-
дартном матричном представлении определим спектральную кри-
вую:

Определение. Спектральной кривой элемента X ∈ g называется
алгебраическая кривая ΓX , заданная в C2 с координатами (λ, µ)
уравнением

ΓX : RX(λ, µ)
def
= det(X + λa− µE) = 0.

Коммутативный набор сдвигов инвариантов состоит из коэффици-
ентов многочлена RX , и, следовательно, определяется только векто-
ром ξ = F (X) ∈ CN . Дискриминантом D назовем множество таких
векторов ξ ∈ CN , что соответствующая спектральная кривая имеет
хотя бы одну особую точку P :

R(P ) =
∂R

∂λ
(P ) =

∂R

∂µ
(P ) = 0.

Бифуркационная диаграмма отображения момента определяется
как множество его сингулярных значений:

Σ = { ξ ∈ CN | ∃X ∈ g, rk dFa(X) < N, ξ = Fa(X) }

Теорема 8. Бифуркационная диаграмма Σ совпадает с дискрими-
нантом D.

Доказательство этой теоремы является по сути конструктивным
и основано на построении глобального обратного к отображению
момента над дискриминантом D. При этом образ построенного об-
ратного отображения S : D → g целиком состоит из критических
точек отображения момента F , что и приводит к требуемому утвер-
ждению.

Анализируя полученный результат, можно сделать следующие
выводы: 1) доказательство основано на свойствах жордановой нор-
мальной формы, что позволяет надеяться на его обобщение для про-
извольной комплексной полупростой алгебры Ли; 2) мотивация по-
явления именно такой конструкции остается пока совершенно не яс-
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ной, возможно для нее существует другое, более естественное и ин-
вариантное описание; 3) доказательство существенно опирается на
алгебраическую замкнутость основного поля, что не позволяет непо-
средственно применить его при рассмотрении компактных алгебр,
где аналогичное утверждение представляется весьма правдоподоб-
ным. На данный момент сдвиги инвариантов на алгебре sl(n,C)
представляют собой единственную серию интегрируемых систем,
для которых вопрос о связи бифуркационной диаграммы и дискри-
минанта спектральной кривой полностью решен.

Пятая глава диссертации содержит основные результаты рабо-
ты, касающиеся топологической структуры слоения Лиувилля для
сдвигов инвариантов на компактных алгебрах Ли. Наиболее неожи-
данным свойством таких систем оказалась связность множества ре-
гулярных значений отображения момента.

Теорема 9. Для почти всех регулярных векторов сдвига a мно-
жество неособых точек отображения момента Fa связно.

Далее мы подробно рассматриваем малую окрестность одной точ-
ки максимального вырождения и, пользуясь связностью множества
критических значений, доказываем следующий факт:

Теорема 10. Любая неособая совместная поверхность уровня со-
стоит ровно из одного тора.

Таким образом, показано, что сдвиги инвариантов на компакт-
ных алгебрах Ли существенно отличаются от большинства извест-
ных интегрируемых систем, имеющих “седловые” критические зна-
чения, разбивающие множество регулярных значений на несвязные
области.

Среди нетривиальных интегрируемых систем, обладающих связ-
ным множеством регулярных значений, можно отметить, пожалуй,
только классический случай Лагранжа в динамике твердого тела
(при определенных значениях параметров). Единственной изолиро-
ванной критической точкой этой системы с двумя степенями свобо-
ды является так называемая, точка типа “фокус-фокус”. Это един-
ственная устойчивая невырожденная особенность интегрируемых
систем, не сводящаяся к произведению одномерных особенностей.
Ее подробное описание можно найти в [7].
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Однопараметрическое семейство таких особенностей можно об-
наружить уже на алгебре Ли su(3). Соответствующим вычислениям
посвящена четвертая часть первой главы, где предъявляется невы-
рожденная особая точка такого типа.

Основываясь на результатах пятой главы, можно выдвинуть ги-
потезу о том, что все невырожденные особенности компактных сдви-
гов инвариантов локально сводятся к минимаксным особенностям,
точкам типа “фокус-фокус” и к их прямым произведениям.

Заметим, что сдвиги инвариантов определяются в терминах ал-
гебры Ли, в то время как для определения спектральной кривой тре-
буется выбрать некоторое конкретное представление этой алгебры.
Последняя глава диссертации рассматривает сдвиги инвариантов на
основных сериях компактных полупростых алгебр Ли, а также на
их прямых суммах. Для минимальных представлений таких алгебр
определяется понятие спектральной кривой и доказываются следу-
ющие утверждения:

Теорема 11. Бифуркацонная диаграмма Σ принадлежит множе-
ству D ∩ F (g).

Теорема 12. Для почти всех векторов сдвига a

codim(D ∩ F (g)− Σ) ≥ 2.

Далее мы строим параметризацию множества D и сводим задачу
о нахождении основного страта бифуркационной диаграммы к от-
бору ветвей дискриминанта, проходящих через образ отображения
момента. Этот отбор является в каком-то смысле тривиальным, так
как мы уже доказали в предыдущей главе, что множество регуляр-
ных значений связно, и основной страт Σ ограничивает ровно одну
камеру в дополнении к дискриминанту. При этом вопрос о непусто-
те множества (D \ Σ) ∩ F (g) остается открытым для компактных
алгебр.

Автор выражает глубокую признательность своим научным ру-
ководителям — академику А. Т. Фоменко и профессору А. В. Болси-
нову за большое внимание к работе и ряд ценных замечаний, опре-
деливших направления ее развития.

9



Глава 1

Cдвиги инвариантов на
алгебре su(3)

Минимальная компактная алгебра, на которой сдвиги инвариантов
образуют нетривиальную интегрируемую систему – это su(3). В тре-
тьей главе приведена теорема 3, сводящая изучение ранга отобра-
жения момента в точках подалгебры к изучению ранга сдвигов ин-
вариантов подалгебры. Так как su(3)-подалгебры есть почти во всех
компактных полупростых алгебрах Ли, то мы проведем подробное
исследование этого случая. На примере алгебры su(3) мы изучим
основные геометрические свойства отображения момента, исследо-
ванию которых посвящена данная работа.

1.1 Уравнения движения

Пусть X – элемент алгебры su(3),

a = diag(ia1, ia2, ia3), b = diag(ib1, ib2, ib3),

фиксированные регулярные элементы из диагональной подалгебры
h в стандартном матричном представлении,D — симметричный опе-
ратор на h. Определим оператор ϕ следующим образом: на h он сов-
падает с D, а на ортогональном дополнении к h по биинвариантной
форме имеет вид (ada)

−1 ◦ adb. Динамика системы задается уравне-
ниями:

∂

∂t
X = [X,ϕ(X)],
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или
∂

∂t
(X + λa) = [X + λa, ϕ(X) + λb],

где λ — произвольный скалярный параметр [20].
Отметим, что коммутативный набор интегралов исследуемой си-

стемы полностью определяется вектором сдвига a. Значения b и D
определяют выбор гамильтониана в этом наборе в соответствии с
формулой H1 = 1

2 Tr(Xϕ(X)). Так как в дальнейшем нам понадо-
бится только сам гамильтониан, то мы не будем искать конкретный
вид b и D.

Пусть матрица X + λa− µE имеет вид i(z1 + λa1 − µ) x3 + iy3 x2 + iy2

−x3 + iy3 i(z2 + λa2 − µ) x1 + iy1

−x2 + iy2 −x1 + iy1 i(z3 + λa3 − µ)

 .

Так как X, a, b ∈ su(3), то
∑
zi =

∑
ai =

∑
bi = 0. Положим

ψi = xi + iyi, i = 1, 2, 3.

При любом λ матрица X + λa испытывает изоспектральную де-
формацию, и поэтому коэффиценты характеристического полинома
−iDet(X + λa− µE) при различных мономах λiµj дают интегралы
движения:

I3 = z1z2z3 + 2 Imψ1ψ̄2ψ3 − z1 |ψ1|2 − z2 |ψ2|2 − z3 |ψ3|2 ,
I2 = −z1z2 − z2z3 − z3z1 + |ψ1|2 + |ψ2|2 + |ψ3|2 ,
H1 = a1 |ψ1|2 + a2 |ψ2|2 + a3 |ψ3|2 − a1z2z3 − a2z3z1 − a3z1z2,

H2 = a1z1 + a2z2 + a3z3,
H3 = a1a2z3 + a2a3z1 + a3a1z2.

(1.1)

Интегралы I2 и I3 являются инвариантами алгебры, H1 — квадра-
тичный гамильтониан, а H2 и H3 — линейные интегралы, задающие
пуассоново действие двумерного тора.

1.2 Регулярные уровни отображения момента

Для изучения топологии слоения Лиувилля в данной задаче необ-
ходимо определить те значения интегралов, при которых инвари-
антное трехмерное многообразие не будет регулярным трехмерным
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тором. Классическим методом проверки регулярности уровня явля-
ется вычисление ранга матрицы первых частных производных отоб-
ражения моментa

F : su(3)→ R5, F (X) = {I3(X), I2(X), H1(X), H2(X), H3(X)}.

Кроме пяти указанных интегралов, в девятимерном пространстве
с координатами xi, yi, zi имеется одно уравнение связи: z1 +z2 +z3 =
0. Заметим, что в силу регулярности элемента a линейные функции
H2, H3 и z1 + z2 + z3 функционально независимы:∣∣∣∣∣∣

1 1 1
a1 a2 a3

a2a3 a3a1 a1a2

∣∣∣∣∣∣ = (a1 − a2)(a2 − a3)(a3 − a1) 6= 0.

Таким образом, ранг отображения моментов зависит только от
производных по переменным xi и yi. Запишем соответствующие век-
торы 1

2∂I2, 1
2∂H1 и 1

2∂I3 в виде матрицы J размера 6× 3 :

J =



x1 a1x1 −z1x1 + x2y3 − x3y2

y1 a1y1 −z1y1 + x2x3 − y2y3

x2 a2x2 −z2x2 + x3y1 + x1y3

y2 a2y2 −z2y2 − x1x3 + y1y3

x3 a3x3 −z3x3 + x2y1 − x1y2

y3 a3y3 −z3y3 + x1x2 + y1y2


Теоремa 1. Бифуркационная диаграмма отображения момента
состоит из шести вершин, каждая из которых соединена с тремя
другими прямолинейными ребрами, и четырех стенок, замыкание
которых содержит восемь ребер из девяти. Общий вид диаграм-
мы изображен на Рис. 1 и Рис. 2, а параметризации отдельных
стратов содержатся в доказательстве.

Доказательство.

• Вершины бифуркационной диаграммы:

rk J = 0⇒ ψ1 = ψ2 = ψ3 = 0.⇒
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
I3 = z1z2z3

I2 = −z1z2 − z2z3 − z3z1

H1 = −a1z2z3 − a2z3z1 − a3z1z2

H2 = a1z1 + a2z2 + a3z3

H3 = a1a2z3 + a2a3z1 + a3a1z2

⇒ ∀i, z3
i − ziI2 − I3 = 0.

Нетрудно видеть, что числа z1, z2 и z3 являются различными
корнями многочлена

F (t) = t3 − tI2 − I3 = 0. (1.2)

Те значения I2 и I3, при которых этот многочлен имеет три
различных вещественных корня, в точности определяют ре-
гулярные орбиты коприсоединенного представления. В резуль-
тате мы получаем шесть перестановок корней многочлена
(1.2) и, соответственно, шесть вершин бифуркационной диа-
граммы. Отметим также, что соотвтствующие критиче-
ские точки являются пересечениями рассматриваемой орби-
ты и диагональной картановской подалгебры h.

• Ребра бифуркационной диаграммы: rk J = 1.

Заметим, что если ∃i, j, i 6= j такие, что ψi 6= 0 и ψj 6= 0, то
в силу регулярности элемента a два первых столбца матрицы
J будут линейно независимы и ее ранг будет больше 1.

Не теряя общности, можно считать, что ψ1 = ψ2 = 0. Тогда{
I3 = z1z2z3 − z3 |ψ3|2

I2 = −z1z2 − z2z3 − z3z1 + |ψ3|2
⇒ z3

3 − z3I2 − I3 = 0. (1.3)

Обозначим корни многочлена (1.2) как z0
1, z

0
2 и z0

3. Таким об-
разом z3 = z0

3 является фиксированным корнем. В силу (1.3)
получаем, что числа z1, z2, z3 удовлетворяют уравнению

F (t) = t3 − I2t− I3 = − |ψ3|2 (t− z3). (1.4)

Геометрический смысл этого соотношения заключается в
том, что z1 и z2 являются точками пересечения графика
t3− I2t− I3 и подвижной прямой − |ψ3|2 (t− z3) с параметром
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|ψ3|2. Таким образом, изменение |ψ3|2 соответствует тому,
что z1 и z2 меняются местами (см. рис. 1). Следовательно,
это ребро ведет из вершины (z0

1, z
0
2, z

0
3) в вершину (z0

2, z
0
1, z

0
3).

Выберем в качестве нового параметра z1 ∈ [z0
1, z

0
2]. Учитывая

формулы z2 = −z1−z3 и |ψ3|2 = I2+z1z2−z2z3−z3z1, получаем,
что ребро является отрезком прямой и задается следующим
образом: 

H1 = a3I2 + z1z3(a1 − a2) + z2
3(a1 − a3)

H2 = z1(a1 − a2) + z3(a3 − a2)
H3 = z1a3(a2 − a1) + z3a1(a2 − a3)

(1.5)

Аналогично доказывается, что любая другая вершина
(z0
i , z

0
j , z

0
k) соединена прямолинейными ребрами с вершина-

ми (z0
j , z

0
i , z

0
k), (z0

i , z
0
k, z

0
j ) и (z0

k, z
0
j , z

0
i ).

• Стенки бифуркационной диаграммы: rk J = 2.

Пусть для ∀i ∈ {1, 2, 3}, ψi 6= 0. Видно, что тогда для любо-
го a векторы 1

2∂I2 и 1
2∂H1 линейно независимы, поэтому мы

будем искать линейную зависимость столбцов в виде

1

2
α∂I2 +

1

2
β∂H1 =

1

2
∂I3. (1.6)

Для упрощения последующих вычислений введем вспомога-
тельные переменные

ωi = −α− βai + zi, i = 1, 2, 3. (1.7)

Тогда условие (1.6) принимает вид:

ω1x1 = x2y3 − x3y2

ω1y1 = x2x3 + y2y3

ω2x2 = x3y1 + x1y3

ω2y2 = −x1x3 + y1y3

ω3x3 = x2y1 − x1y2

ω3x3 = x1x2 + y1y2

⇒



ω3ω1x1 = |ψ2|2 x1

ω3ω1y1 = |ψ2|2 y1

ω3ω2x2 = |ψ1|2 x2

ω3ω2y2 = |ψ1|2 y2

ω3ψ3 = iψ̄1ψ2

. (1.8)

Учитывая полученые соотношения, получим, что
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|ψi|2 = ωjωk, i 6= j 6= k 6= i, (1.9)

и формулы для инвариантов можно преобразовать к следую-
щему виду:

I3 = z1z2z3 + 2ω1ω2ω3 − z1ω2ω3 − z2ω3ω1 − z3ω1ω2,
I2 = −z1z2 − z2z3 − z3z1 + ω1ω2 + ω2ω3 + ω3ω1.

Подставим выражения для ωi в предыдущие формулы и убе-
димся, что после приведения подобных членов они становятся
линейными по zi. Дополним их соотношением z1 + z2 + z3 = 0
до системы трех линейных уравнений, решив которую мы вы-
разим z1, z2 и z3 через α и β.



∑
i=1,2,3

(α2 + ajakβ
2 − aiαβ)zi = I3 + 2α3 + 2β3a1a2a3 + 2αβ2∑ aiaj∑

i=1,2,3
(−2α + aiβ)zi = I2 − 3α2 − β2∑ aiaj∑

i=1,2,3
zi = 0

⇓

zi =
(I3 − α3 + αI2 + βI2 − 3aiα

2β + aiβ
3(a2

i + ajak) + αβ2(−a2
i + ajak))

β2(ai − aj)(ai − ak)
,

где j и k таковы,что (i, j, k) — положительная перестановка.
Для того, чтобы получить искомую параметризацию стенок
бифуркационной диаграммы, используем формулы:


H1 = a1ω2ω3 + a2ω3ω1 + a3ω1ω2 − a1z2z3 − a2z3z1 − a3z1z2,
H2 = a1z1 + a2z2 + a3z3,

H3 = a1a2z3 + a2a3z1 + a3a1z2
(1.10)

Подставляя в эти формулывыражения для zi, получим:


H1 = −α3

β − αβ
∑
aiaj − αI2

β − a1a2a3β
2 − 2I3

β ,

H2 = −3α2

β − β
∑
aiaj + I2

β ,

H3 = −α3

β2 + α
∑
aiaj + αI2

β2 + 2a1a2a3β + I3
β2 ,

(1.11)
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∑
aiaj

def
= a1a2 + a2a3 + a3a1.

Область изменения параметров α и β в силу (1.9) определя-
ется условиями

ω1ω2 > 0, ω2ω3 > 0, ω3ω1 > 0. (1.12)

Это эквивалентно тому, что все ωi имеют одинаковый знак.
Несложные выкладки позволяют убедиться в том, что

(ai − aj)(ai − ak)ωi > 0⇐⇒ (α + aiβ)3 − I2(α + aiβ)− I3 < 0.

Рассмотрим ось α на плоскости (α, β). Эта ось разбивается
корнями многочлена F (t) на четыре интервала, два “положи-
тельных” и два “отрицательных” в соответствии со знаком
F (t). Пусть a1 < a2 < a3, а z0

1 < z0
2 < z0

3 — корни F (t). Отме-
тим, что

sign[(α + aiβ)3 − I2(α + aiβ)− I3] = sign[F (π(α, β))],

где π(α, β) – проекция точки (α, β) на ось α вдоль прямой
α + aiβ = const. Множество интересующих нас значений α

и β состоит из двух частей. Первая часть проектируется
вдоль прямых α + a1β = const и α + a3β = const в “положи-
тельные” интервалы, а вдоль α+ a2β = const в “отрицатель-
ные”. Вторая область проектируется в точности наоборот.
(Рис. 3)
Замечание. Орбита, проходящая через вектор сдвига a, обла-
дает более простой структурой стенок бифуркационной диа-
граммы, так как в этом случае три прямые

α + aiβ − z0
i = 0, i = 1, 2, 3

пересекаются в одной точке. Действительно, в этом случае
∀i, F (ai) = 0, и эта точка – точка (0, 1). Из-за этого все гра-
ни бифуркационной диаграммы будут вложенными образами
четырехугольников, а внутреннее ребро будет иметь только
две общие точки с гранями.
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1.3 Спектральная кривая

Характеристический полином матрицы X + λa, входящей в уравне-
ние Лакса, определяет в C2 спектральную кривую

ΓX : Det(X + λa− µE) = 0.

В нашей задаче спектральная кривая имеет вид R(λ, µ) = 0, где

R(λ, µ) = −iDet(X + λa− µE) =

= µ3 − I2µ− I3 + λH1 − λµH2 − λ2H3 + λ2µ
∑
aiaj − λ3a1a2a3.

Отметим, что при описании бифуркационной диаграммы мы уже
неоднократно пользовались многочленом F (t) = R(0, t). Вообще,
следуя идеям И.М. Кричевера и С.П. Новикова, часто удается до-
казать такой факт: динамика системы, обладающей представлением
Лакса, линеаризуется с помощью отображения Абеля на якобиане
спектральной кривой. Соответственно имеется прямая связь между
бифуркационными значениями интегралов и появлением особенно-
стей на спектральной кривой. Покажем, что таким образом можно
легко получить найденную выше параметризацию.

Пусть аффинная кривая R(λ, µ) = 0 имеет особую точку (λ0, µ0).
Тогда многочлен R(λ, µ) представляется в виде:

R(λ, µ) = (λ− λ0)
2(−λa1a2a3 + χ1) + (λ− λ0)(µ− µ0)(χ2+

+(
∑
aiaj)(λ− λ0) + χ3(µ− µ0)) + (µ− µ0)

2(µ+ χ4),

где χ1, χ2, χ3 и χ4 — неизвестные параметры. Рассматривая коэф-
фиценты при 1, µ, µ2 и λµ2, получаем, что

χ1 =
µ3

0 − µ0I2 − I3

λ2
0

, χ2 =
−3µ2

0 + λ2
0
∑
aiaj + I2

λ0
, χ3 = 0, χ4 = 2µ0.

Остается выразить H1, H2 и H3 с помощью коэффициентов при
λ, λ2 и λµ. Нетрудно видеть, что эти формулы совпадают с полу-
ченными ранее с точностью до замены µ0 на α и λ0 на −β:
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
H1 = µ3

0

λ0
+ λ0µ0

∑
aiaj + µ0I2

λ0
− a1a2a3λ

2
0 + 2I3

λ0
,

H2 = 3µ2
0

λ0
+ λ0

∑
aiaj − I2

λ0
,

H3 = −µ3
0

λ2
0

+ µ0
∑
aiaj + µ0I2

λ2
0
− 2a1a2a3λ0 + I3

λ2
0
.

Этот эффект объясняется следующим образом. Рассматриваемая
система представляется в следующем виде:

∂

∂t
Aλ = [Aλ, f(Aλ, λ)+], (1.13)

где Aλ = X + λa и f(Aλ, λ) − многочлен от Aλ, λ и λ−1, а
( )+ обозначает полиномиальную часть разложения в ряд по степе-
ням λ. Кроме того,

H1 = Resλ=0 Tr (Q(Aλ, λ)), f(µ, λ) =
∂

∂µ
Q(µ, λ). (1.14)

В такой ситуации выполняется теорема [28] о линеаризации фа-
зового потока, заданного в виде (1.13), на якобиане спектральной
кривой ΓX . Для su(3) функция Q(µ, λ) имеет вид −1

3µ
3λ−2.

При вырождении спектральной кривой ее якобиан вырождается
и становится некомпактным. При этом линейный поток на якоби-
ане становится непериодическим, а у слоения Лиувилля появляет-
ся особый слой. Конечно, таким методом можно получить только
комплексную бифуркационную диаграмму комплексифицированной
системы. Ее вещественная часть будет содержать диаграмму веще-
ственной системы в виде подкомплекса коразмерности 0.

1.4 Точки типа “фокус-фокус”

Как был доказано выше, бифуркационная диаграмма сдвигов ин-
вариантов для алгебры su(3) всегда содержит изолированный одно-
мерный страт. Такая ситуация является типичной для сдвигов инва-
риантов на компактных алгебрах Ли, и поэтому мы подробно изучим
строение одной невырожденной особой точки такого типа. Фактиче-
ски мы исследуем единственную, с точностью до диффеоморфизма,
нетривиальную невырожденную особенность коммутативного набо-
ра на su(3).
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Рассмотрим следующий вектор сдвига a = diag(i,−i, 0) и выбе-
рем исследуемую точку в виде

J =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

 . (1.15)

Так как эта точка принадлежит блочной su(2) ⊕ R подалгебре,
содержащей вектор сдвига a, то ранг отображения момента в этой
точке равен 1, (см. теорему 3). Докажем, что J является невырож-
денной точкой типа "фокус-фокус".

Введем в окрестности точки J на орбите присоединенного пред-
ставления экспоненциальные координаты:

X = Adexpx J, x ∈ Z(J)⊥. (1.16)

Элемент касательного пространства к орбите выберем в виде

x =

 ix1 ix2 x3 + ix4

ix2 −ix1 x5 + ix6

−x3 + ix4 −x5 + ix6 0

 . (1.17)

Симплектическая форма Кириллова-Костанта в этих координатах
приобретает следующий вид:

ω = 16dx1 ∧ dx2 + 2dx3 ∧ dx5 + 2dx4 ∧ dx6. (1.18)

Разложения интегралов в точке J с точностью до членов третьего
порядка имеют вид:

H1 = x2
3 + x2

4 − x2
5 − x2

6 + o(x2),
H2 = −x2 + o(x2),
H3 = 2x4x5 − 2x3x6 + o(x2).

(1.19)

Для того, чтобы получить приведенные формулы, достаточно под-
ставить в (1.16) разложение expx в ряд Тейлора с точностью до
o(x2), а затем подставить результат в формулы для интегралов
(1.1) и привести подобные члены. (Так как требовалось приведение
нескольких сотен слагаемых, то был использован математический
пакет Maple V.)
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Как мы видим, рассматриваемая особенность распадается в пря-
мое произведение неособой точки и четырехмерной особенности ин-
тегралов H1 и H3 на подпространстве 〈x3, x4, x5, x6〉. Для определе-
ния типа этой особенности, согласно критерию 1.1.4, [7] и теореме
Вильямсона [35], следует рассмотреть корни многочлена

det(Ad2H1 +Bd2H3 − λω). (1.20)

Подставляя полученные выше формулы для d2H1, d2H3 и ω в (1.20),
мы получаем, что

λ = ±A±B.
Следовательно, рассматриваемая точка J — это действительно
невырожденная особенность типа "фокус-фокус".
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Глава 2

Точки сильного вырождения
сдвигов инвариантов

2.1 Подалгебры, состоящие из критических то-
чек

Рассмотрим сдвиги инвариантов на двойственном пространстве к
некоторой алгебре Ли g. Оказывается, что в алгебре g существуют
целые подалгебры, состоящие из особых точек отображения момента
F . Ниже мы опишем их строение в зависимости от вектора сдвига
a.

Напомним, что для любого элемента a двойственного простран-
ства g∗ к алгебре, его аннулятор определяется как:

Ann a = {x ∈ g | ∀ξ ∈ g, 〈a, [x, ξ]〉 = 0 }. (2.1)

Индексом алгебры g по определению называется размерность ковек-
тора общего положения в g∗.

Напомним также простую и полезную лемму:

Лемма 1. ([19]) Предположим, что x – регулярный элемент коал-
гебры g∗. Тогда линейная оболочка дифференциалов локальных ин-
вариантов коприсоединенного представления в точке x совпадает
с аннулятором Ann(x) .

Теоремa 2. Рассмотрим произвольную алгебру g над R или C, и
регулярные элементы a ∈ g∗ и x0 ∈ g∗. Пусть l — подалгебра g.
Обозначим ограничения линейных функций a и x0 на подалгебру l

как b и y0. Предположим, что
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(1) ind l = ind g;

(2) функциональная размерность кольца инвариантов коприсо-
единенного представления на g∗ и на l∗ совпадает с индексом
g;

(3) существуют такие λ, µ, что µx0 + λa – регулярный элемент
g∗, и µy0 + λb – регулярный элемент l∗;

(4) для любого регулярного элемента z = µx0 + λa выполняется:
Ann(z) ⊂ l.

Тогда линейные пространства, порожденные дифференциалами
сдвигов инвариантов g∗ на ковектор a, и порожденные сдвигами
инвариантов l∗ на ковектор b, совпадают.

Доказательство. Пусть z = x0 + λa. Тогда

Anng(z)
def
= {x ∈ g|∀g ∈ g, z([x, g]) = 0} 4

= {x ∈ l|∀g ∈ g, z([x, g]) = 0} ∈
∈ {x ∈ l|∀g ∈ l, z([x, g]) = 0} = Ann(z|l)

(2.2)

С другой стороны, по предположению теоремы, индекс l и индекс g

совпадают. Следовательно, dim Anng(z) = dim Annl(z|l).
Заметим, что дифференциалы инвариантов являются непрерыв-

ными функциями. Сингулярные точки прямой x0 + λa образуют на
ней множество нулевой меры и поэтому не влияют на рассматрива-
емую линейную оболочку. Применение леммы 1 завершает доказа-
тельство:

〈
⋃

I∈I(g∗)
x0+λa∈Reg(g∗)

dI(x0 + λa)〉 = 〈
⋃

x0+λa∈Reg(g∗)
Anng(x0 + λa)〉 =

= 〈
⋃

y0+λb∈Reg(l∗)
Annl(x0 + λa)〉 = 〈

⋃
J∈I(l∗)

y0+λb∈Reg(l∗)

dJ(y0 + λb)〉. (2.3)
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Следствие 1. Предположим, что в условиях теоремы 2 элемен-
ты x0 и y0 регулярны. Тогда пространства, порожденные диффе-
ренциалами ограничений рассматриваемого инволютивного набора
на орбиты O(x0) ∈ g∗ и O(y0) ∈ l∗, совпадают:

〈
⋃

I∈I(g∗), ∀λ

dI|O(x0)(x0 + λa)〉 = 〈
⋃

J∈I(l∗), ∀λ

dJ |O(y0)(y0 + λb)〉. (2.4)

Доказательство. Повторяя доказательство теоремы 2, мы видим,
что теперь Annx0 = Ann y0. Это подпространство принадлежит обе-
им частям (2.3). Касательное пространство к орбите коприсоеди-
ненного представления канонически отождествляется с факторпро-
странством алгебры по аннулятору рассматриваемой точки. Поэто-
му, факторизуя (2.3) по Annx0, мы получаем (2.4).

Рассмотрим класс редуктивных алгебр. Инвариантная метрика
позволяет отождествить присоединенное и коприсоединенное пред-
ставления, а также аннуляторы и централизаторы элементов алгеб-
ры.

Теоремa 3. Пусть g — компактная полупростая алгебра Ли ран-
га r, l — редуктивная подалгебра индекса r. Предположим, что
a, x0 — регулярные элементы g, принадлежащие также подалгеб-
ре l. Обозначим линейную оболочку дифференциалов функций сдви-
гов инвариантов на g, ограниченных на орбиту Og(x0), в точке x0

как dF g
a |Og(x0). Дифференциалы сдвигов инвариантов подалгебры l

на тот же вектор a, ограниченных на меньшую орбиту Ol(x0),
обозначим как dF l

a|Ol(x0). Эти пространства совпадают:

dF g
a |Og(x0) = dF l

a|Ol(x0), (2.5)

и, в частности, совпадают их размерности.

Эта теорема также является простым следствием теоремы 2, так
как в редуктивном случае условия 1) - 3) выполняются автоматиче-
ски, а условие 4) следует из условия 1). Таким образом, редуктивные
подалгебры максимального индекса содержащие вектор сдвига a, со-
стоят целиком из критических точек коммутативного набора на g.
Ранг отображения момента падает в этих точках до ранга коммута-
тивного набора сдвигов инвариантов полупростой части подалгебры
l.
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Нетрудно построить пример описываемой ситуации. Для этого
рассмотрим g = su(n) в стандартном матричном представлении. Ре-
гулярный элемент a возьмем диагональным. Теперь любая блочно-
диагональная подалгебра

l = u(n1)× u(n2)× . . .× u(nk) ∩ su(n), n1 + . . .+ nk = n

удовлетворяет условиям теоремы 3.
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2.2 Вершины и ребра бифуркационной диаграм-
мы

Теорема 3 позволяет найти большое количество критических точек
отображения момента Fa. Не все критические точки могут быть опи-
саны подобным образом, однако для точек максимального вырож-
дения мы получаем полную классификацию.

Замечание 1. До конца этого параграфа будем рассматривать
коммутативный набор сдвигов инвариантов в ограничении на
некоторую регулярную орбиту присоединенного представления
компактной полупростой алгебры Ли g.

Будем называть рангом критической точки x ранг дифференциа-
ла отображения момента dFa, вычисленный в этой точке. Для точек
ранга 0 и 1 утверждение теоремы 3 может быть доказано в обратную
сторону.

Теоремa 4. Пусть ha ⊂ g – подалгебра Картана, содержащая век-
тор сдвига a. Тогда точкам ранга 0 на регулярной орбите O явля-
ются точки ее пересечения с подалгеброй ha:

rank dF(x0) = 0⇔ x0 ∈ O ∩ ha.

Доказательство.
Применим теорему 3 к подалгебре l = ha ⊂ g. Так как ha коммута-

тивна, то орбиты присоединенного представления являются точка-
ми, и ранг набора сдвигов инвариантов падает до 0. Следовательно,
ранг сдвигов инвариантов на g также равен нулю в любой точке
x0 ∈ (ha ∩ O).

Обратно: предположим, что x0 /∈ ha. Так как x0 и a — регуляр-
ные элементы, то существует такое λ 6= 0, что z0 = x0 + λa также
регулярный элемент. Рассмотрим подалгебру Картана hz0, содержа-
щую z0. Известно (см. лемму 3), что векторы grad Ik(z)|z=z0 обра-
зуют базис этой подалгебры, и, поэтому можно выбрать такие кон-
станты c1, . . . , cr, что h =

∑
k ck(grad Ik(z)|z=z0) регулярен. Положим
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f(x) =
∑

k ckIk(x + λa). По условию теоремы градиент этой функ-
ции ортогонален любому вектору v = [x0, g], касающемуся орбиты в
точке x0.

∀g ∈ g, 0 = 〈grad f |x0
, [x0, g]〉 = 〈[h, x0], g〉 ⇒ [h, x0] = 0. (2.6)

Так как элемент h регулярен по построению, то x0 ∈ hz0. Оконча-
тельно, a = 1

λ(z0 − x0) ∈ hz0, что означает hz0 = ha and x0 ∈ ha.

Рассмотрим систему корней ∆ на подалгебре ha. Обозначим соот-
ветствующие двумерные вещественные подпространства как Vα, где
α ∈ ∆.

Лемма 2. Пусть a и g — регулярные элементы компактной по-
лупростой алгебры g, и ha, hg — содержащие их картановские по-
далгебры. Если hg ⊂ ha + 〈g〉, то существует корень α ∈ ∆(ha),
такой, что g ∈ ha + Vα, где Vα — двумерное вещественное adha-
инвариантное подпространство, соответствующее этому корню
α.

Доказательство. Коразмерность hg в ha + 〈g〉 равна 1, и центра-
лизатор любого элемента из hg ∩ ha содержит по крайней мере про-
странство hg + ha, размерность которого превосходит ранг алгебры
g. Следовательно, гиперплоскость hg ∩ ha состоит из сингулярных
элементов, и существует корень α ∈ ∆, такой, что hg ∩ ha = kerα|ha.
Соответственно, существует такой вектор hα, что ∀h ∈ ha, [h, g] =
α(h)[hα, g]. Это означает, что образ элемента g под действием adha

имеет размерность 1.
Предположим, что g /∈ ha+Vα. Рассмотрим корневое разложение

g = ha + Vα + Vβ + . . .+ Vγ. (2.7)

Соответствующее разложение элемента g имеет вид:

g = h0 + v1
α + v2

α + v1
β + v2

β + . . . , (2.8)

где
h0 ∈ ha, v

1
α, v

2
α ∈ Vα, v1

β, v
2
β ∈ Vβ . . . . (2.9)

Возьмем такие h1, h2 ∈ ha, что выполняются следующие условия:

h1 ∈ kerα, h1 /∈ ker β, h2 ∈ ker β, h1 /∈ kerα. (2.10)
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Таким образом, [h1, g]|Vα+Vβ ∈ Vβ \ 0 и [h2, g]|Vα+Vβ ∈ Vα \ 0, что
противоречит тому факту, что размерность образа элемента g под
действием adha равна 1.
Лемма 3. Рассмотрим инвариант I(x) полупростой компакт-
ной алгебры Ли g и некоторый регулярный элемент x0. Тогда
grad I(x)|x=x0

∈ hx0
. Более того, градиенты инвариантов порож-

дают всю картановскую подалгебру hx0
.

Теоремa 5. Точки ранга 1 являются пересечениями орбиты и по-
далгебр вида ha + Vα:

rank dF(x0) ≤ 1⇔ ∃α ∈ ∆(ha), x0 ∈ O ∩ (ha + Vα).

Доказательство. Предположим, что x0 принадлежит подпро-
странству l = ha + Vα. Подпространство l является подалгеброй в
g и изоморфно Rr−1 ⊕ su(2), r = rank g. Очевидно, что ind l = r, и
теорема 3 может быть применена к этой подалгебре. Так как ha —
коммутативная алгебра, то максимальная размерность орбит присо-
единенного представления в l равняется 2, и ранг коммутативного
набора на этих орбитах равен 0 или 1. Следовательно, ранг исход-
ного коммутативного набора на g также равен 0 или 1.

Обратно. Случай точек нулевого ранга уже рассмотрен в теоре-
ме 4. Теперь предположим, что rank dF|x0

= 1. Это означает, что
существует такой вектор v, что 〈sgrad f |x0

〉 ⊂ 〈v〉, и x0 /∈ ha + Vα
для некоторых α ∈ ∆. Также рассмотрим такое λ, что g1 = x0 + λa
— регулярный элемент. Обозначим его централизатор как hg1. По
лемме 2 имеем:

hg1 /∈ ha + 〈g1〉 ⇒ ∃g2 ∈ hg1, g2 /∈ ha + 〈g1〉. (2.11)

Заметим, что для ∀gi ∈ hg1, i = 1, 2 существуют (см. лемму 3) со-
ответствующие функции fi вида I(x + λa), что [x0, gi] = sgrad fi|x0

,
i = 1, 2. Следовательно,

∃k, [x0, g1 + kg2] = 0, g1 + kg2 /∈ ha. (2.12)

Получаем противоречие, так как с одной стороны g1 + kg2 /∈ ha, а с
другой стороны

[a, g1 + kg2] = 1
λ ([λa, g1 + kg2] + [x0, g1 + kg2]) =

= 1
λ [x0 + λa, g1 + kg2] = [g1, g1 + kg2] = 0.

(2.13)
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Замечание 2. Из теоремы 4 следует, что точки полного вырож-
дения коммутативного набора на орбите инвариантны относи-
тельно действия группы Вейля W (g). Так как это действие сво-
бодно и транзитивно, то число точек ранга 0 равно порядку груп-
пы W (g).
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Глава 3

Классическое n-мерное твердое
тело

3.1 Точки максимального падения ранга отобра-
жения момента

Задачей о движении n-мерного твердого тела [17], закрепленного
в центре масс, называется следующая система дифференциальных
уравнений:

∂

∂t
(x+ λa) = [x+ λa, φ(x) + λb],

где, как и раньше, ϕ = (ada)
−1 ◦ adb. При этом предполагается, что

so(n) стандартно вложено в su(n) с помощью стандартной матрич-
ной реализации. x ∈ so(n), a ∈ su(n) — фиксированный диагональ-
ный регулярный вектор. Обозначим, для краткости, алгебру su(n)
как g и алгебру so(n) как s. Пусть x0 — регулярный элемент алгеб-
ры s, Os(x0) — проходящая через него орбита присоединенного пред-
ставления. В качестве коммутативного набора на Os(x0) рассмотрим
сдвиги инвариантов g на вектор a, ограниченные на подалгебру s.
Коммутативность и полнота этого набора также доказаны в работе
[20].

Предположим, что вектор сдвига a регулярен и представлен диа-
гональной матрицей. Пусть (f1, . . . , fN) — функциональный базис
коммутативного набора сдвига инвариантов. Обозначим отображе-
ние момента как F (x) = (f1(x), . . . , fN(x)).
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Теоремa 6.

rk dF (x0) = 0⇐⇒ x0 ∼


0 x1

0 . . . 0 0
−x1

0 0 . . . 0 0
... ... . . . ... ...
0 0 . . . 0 xk0
0 0 . . . −xk0 0

 ,

где ∼ oбозначает равенство матриц с точностью до одновремен-
ной перестановки строк и столбцов. Если n четно, то k = n/2.
Если n нечетно, то k = (n − 1)/2, а x0 содержит одну нулевую
строку и один нулевой столбец.

Доказательство. Пусть элемент x0 выражается матрицей указан-
ного вида. Тогда, не ограничивая общности, можно считать, что эта
матрица блочно-диагональна и состоит из указанных блоков 2 × 2.
Рассмотрим матричную алгебру l = u(2)×u(2)×· · ·×u(2)∩ su(n), со-
стоящую из таких же блоков. Нетрудно видеть, что индекс алгебры
l равен индексу алгебры g. Так как x0, a ∈ l, то (см. доказательство
теоремы 2), grad I|g(x0 +λa) ∈ l. Градиент ограничения I|s(x0 +λa)
является проекцией grad I|g(x0 + λa) на s и поэтому принадлежит
проекции всей подалгебры L на подалгебру s. Эта проекция состоит
из матриц того же вида, что и x0, но со всеми возможными значе-
ниями x1

0, x
2
0, · · · xk0, то есть является централизатором элемента x0.

Централизатор x0 ортогонален проходящей через него орбите O(x0),
следовательно, градиенты всех рассматриваемых функций, ограни-
ченных на O(x0), вырождаются в точке x0.

Пусть ранг коммутативного набора в точке x0 упал до нуля, т.е.

∀λ ∈ R, ∀I ∈ I(g), PrTx00(x0) dI(x0 + λa) = 0.

Тогда условие

∀λ ∈ R, ∀I ∈ I(g), Prs dI(x0 + λa) ⊂ Anns(x0)

равносильно условию

∀λ ∈ R, Prs Anng(x0 + λa) ⊂ Anns(x0).
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При λ→∞ пространство Anng(x0 + λa) переходит в Anng(a). Сле-
довательно, существует такое λ 6= 0, что Anng(x0 +λa) сюрьективно
проектируется на Anng(a). Зафиксируем это значение λ.

Заметим, что алгебра g имеет Z2-градуировку g = s + V , где V
обозначает пространство мнимых симметрических матриц. Важно,
что Anng(a) состоит из диагональных матриц и лежит в V . Рассмот-
рим произвольный элемент y = y0 + y1, y0 ∈ s, y1 ∈ V , коммутиру-
ющий с x0 + λa. Так как, по предположению,

Prs Anng(x0 + λa) ⊂ Anns(x0),

то [y0, x0] = 0. Расписывая по градуировке условие того, что комму-
татор [y0 + y1, x0 + λa] равен нулю, получаем:{

[y1, a] = 0, (∗)
[y0, λa] + [y1, x0] = 0 (∗∗) .

Из (∗) следует то, что y1 — любой диагональный элемент. Выпол-
нение (∗∗) дает следующее уравнение:

∀y1, [(ada)
−1 ◦ ady1 x0, x0] = 0.

Для решения этого уравнения достаточно рассмотреть базисные эле-
менты y1, имеющие единственный ненулевой матричный элемент на
месте (i, i), 1 ≤ i ≤ n. Для простоты рассмотрим i = 1. Обозначим
матричные элементы x0 как xmk, 1 ≤ m, k ≤ n, и положим a =
diag(ia1, ia2, ..., ian). Непосредственным вычислением убеждаемся в
том, что матричные элементы уравнения [(ada)

−1 ◦ ady1 x0, x0] = 0
при имеют m, k ≥ 2 вид:

x1mx1k
(

1

a1 − ak
− 1

a1 − am

)
= 0.

Так как элемент a регулярен, то числа a1, a2, ..., an различны. Следо-
вательно для любого m существует не более одного такого значения
k, что xmk 6= 0, что и завершает доказательство.
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Замечание 3. Группа Вейля алгебры g = su(n) свободно и транзи-
тивно действует на критических точках ранга 0, однако ее дей-
ствие на образе этих точек, т.е. на вершинах бифуркационной
диаграммы, имеет естественный стабилизатор — группу Вей-
ля полупростой части алгебры l. Следовательно, если в качестве
интегралов задачи о движении n-мерного твердого тела выбраны
сдвиги образующих кольца инвариантов I(g), то бифуркационная
диаграмма будет иметь n!

2k вершин кратности 2[(n−1)/2].

32



Глава 4

Спектральная кривая
алгебры sl(n,C)

Рассмотрим простую алгебру Ли g = sl(n,C) в стандартном мат-
ричном представлении. Отождествим двойственное пространство g∗

с самой алгеброй g при помощи метрики Киллинга 〈 , 〉. При этом
мы получаем на алгебре g стандартную пуассонову структуру:

{f, g}(X) = 〈X, [df(X), dg(X)]〉, X ∈ g, f, g ∈ C∞(g). (4.1)

Заметим, что эта пуассонова структура имеет центр, состоящий
из инвариантов присоединенного представления соответствующей
группы Ли, причем совместные поверхности уровня этих инвари-
антов являются многообразиями, на которых данная пуассонова
структура невырождена.

В кольце инвариантов присоединенного представления I(g) мож-
но выбрать систему порождающих элементов I1, I2, . . . , In−1, взяв
нетривиальные коэффициенты характеристического многочлена
матрицы X:

L(µ) = det(X − µE), X ∈ g, (4.2)
где E — единичная матрица.

Выберем некоторый фиксированный регулярный полупростой
элемент a ∈ g, который мы будем далее считать диагональным:

a = diag(a1, a2, . . . , an).

Рассмотрим кольцо Ba, порожденное всеми функциями вида

f(X) = I(X + λa), X ∈ g, λ ∈ C, f ∈ I(g). (4.3)
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Это кольцо Ba замечательно тем, что по теореме Мищенко и Фо-
менко [20] оно является коммутативным относительно рассматрива-
емой скобки Пуассона. Кроме того, для регулярных элементов a в
кольце Ba содержится максимально возможное количество попарно
коммутируюцих и функционально независимых функций. Это чис-
ло N = 1

2(dim g + ind g) = 1
2n(n+ 1).

Определение 1. Спектральной кривой элемента X ∈ g называет-
ся алгебраическая кривая ΓX , заданная в C2 с координатами (λ, µ)
уравнением

ΓX : RX(λ, µ)
def
= det(X + λa− µE) = 0. (4.4)

Коэффициентами старшей части многочлена RX являются по-
стоянные величины c1 = I1(a), . . . , cn−1 = In−1(a). Остальные
коэффициенты многочлена RX — это полиномиальные функции
f1(X), . . . , fN(X), образующие в совокупности функциональный ба-
зис Φa — базис коммутативного набора, среди которых первые n−1
функции являются инвариами орбиты

I1(X) = f1(X), . . . , In−1(X) = fn−1(X).

Пример 1. Алгебра sl(3,C) :

R(λ, µ) = (µ3 + c1µλ
2 + c2λ

3) + I1 + I2µ+ f3λµ+ f4λ+ f5λ
2.

Для анализа коммутативного набора сдвигов инвариантов мы ис-
следуем вырождения отображения момента

Fa : g→ CN , X 7→ (f1(X), . . . , fN(X)). (4.5)

Для этого определим его бифуркационную диаграмму:

Σ = { ξ ∈ CN | ∃X ∈ g, rk dFa(X) < N, ξ = Fa(X) } (4.6)

Заметим теперь, что спектральная кривая ΓX полностью определя-
ется вектором ξ и, следовательно, ее можно доопределить для любо-
го элемента линейного пространства CN . Обозначим такую кривую
как Γξ.

Будем говорить, что кривая Γξ : R(λ, µ) = 0 имеет особую точку
P = (λ0, µ0) ∈ C2, если

R(P ) =
∂R

∂λ
(P ) =

∂R

∂µ
(P ) = 0. (4.7)
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Назовем следующее множество дискриминантом:

D = { ξ ∈ CN | ∃P ∈ Sing(Γξ) }. (4.8)

Приведенная ниже лемма составляет первую часть теоремы о
совпадении дискриминанта и бифуркационной диаграммы отобра-
жения момента.

Лемма 4. Пусть X, a ∈ sl(n,C), и существуют неколлинеарные
собственные векторы v, w матрицы X с собственным значением
µ0. Тогда спектральный многочлен R(λ, µ) = det(X + λa − µE)
вырождается в точке P = (0, µ0).

Доказательство. Так как спектральный многочлен инвариантен
относительно замены базиса в пространстве Cn, то мы можем счи-
тать, что векторы v и w входят в этот базис как первые векторы.
Тогда матрицаX−µ0E имеет два первых нулевых столбца, а матри-
ца X−µ0a+λa−(µ−µ0)E в этих же столбцах имеет элементы вида
cλ+d(µ−µ0). Разлагая определитель по двум первым столбцам, по-
лучаем, что каждое слагаемое начинается с некоторой квадратичной
функции (c1λ+d1(µ−µ0))(c2λ+d2(µ−µ0)) и удовлетворяет условию
(4.7) как многочлен от λ и µ. Следовательно, весь определитель, яв-
ляясь суммой таких слагаемых, также удовлетворяет условию (4.7).

Будем говорить, что коммутативный набор функций является
полным в некоторой точке алгебры Ли g, если ранг соответствующе-
го отображения момента максимален и равен N = 1

2(dim g + rk g).
Коммутативный набор Ba, рассматриваемый в этой работе, происхо-
дит из пары согласованных скобок Пуассона – скобки (4.1) из скобки
Ли-Пуассона на g∗ и постоянной скобки

{f, g}a(X) = 〈a, [df(X), dg(X)]〉, X ∈ g, f, g ∈ C∞(g). (4.9)

Для согласованных скобок Пуассона имеется общий критерий пол-
ноты коммутативного набора, полученный Болсиновым [5]. В нашем
случае этот критерий имеет вид:

Теоремa 7. Пусть g — комплексная полупростая алгебра Ли.
Коммутативный набор Ba является полным в точке X тогда
и только тогда, когда a и X не пропорциональны, и плоскость
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{λa+ δX |λ, δ ∈ C } не содержит ненулевых сингулярных элемен-
тов алгебры g.

Теоремa 8. Бифуркационная диаграмма Σ совпадает с дискрими-
нантом D.

Доказательство. Докажем, что Σ ∈ D, т.е. проверим следующий
факт: если отображение момента вырождено в точке X ∈ g, то спек-
тральная кривая ΓX имеет особую точку. Действительно, по теоре-
ме 7 существует такое λ0, что x+λ0a — сингулярный элемент алгеб-
ры g. В силу леммы 4 cуществует такое значение µ0, что многочлен
P (λ, µ) = det(X + λa− µE) имеет особую точку (λ0, µ0).

Обратное утверждение является менее очевидным, и его доказа-
тельство состоит в построении отображения S : Σ → g такого, что
Fa ◦ S = Id|Σ, и обладающего следующим свойством:

ξ ∈ D ⇒ corank dF |S(ξ) ≥ 1.

Рассмотрим произвольную точку дискриминанта ξ ∈ D. Пусть
(λ0, µ0) – особая точка кривой Γξ. Предположим, что мы нашли та-
кие b и Y , что I1(Y ) = ξ1, . . . , In−1(Y ) = ξn−1 , элемент b сопряжен
элементу a в SL(n,C) : b = PaP−1, и det(Y +λb−µE) = Rξ, причем
если (λ0, µ0) — особая точка кривой Γξ, то Y0 = Y + λ0b ∈ Sing(g).
Тогда P−1Y P + λ0a ∈ Sing(g), и S(ξ) = P−1Y P является искомым
решением. Заметим, что если такие элементы b и Y0 найдены, то они
удовлеворяют условию

det(Y0 + λb− µE) = det(Y + (λ0 + λ)b− µE) =

= Rξ(λ0 + λ, µ)
def
= φλ0

Rξ(λ, µ).
(4.10)

Преобразование сдвига φλ0
линейно, обратимо и сохраняет старшую

часть многочлена Rξ. Если ξij – коэффициент при мономе λiµj, а ξ∗ij
– соответствующий базисный вектор в CN , то

φλ0
ξ∗ij =

i∑
k=0

Ck
i λ0

i−kξ∗kj. (4.11)

Применив преобразование φλ0
, мы получаем, что отображение S(ξ)

достаточно построить только для таких ξ, что кривая Γξ имеет осо-
бую точку (0, µ0).
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Будем искать элементы b и Y0 в следующем виде:

b =


a1 0 0 · · · 0
0 a2 0 · · · 0
a31 a32 a3 · · · 0
... ... ... . . . ...
an1 an2 an3 · · · an

 , Y0 =


µ0 0 1 · · · 0
0 µ0 1 · · · 0

0 0 x3
. . . 0

... ... ... . . . 1
0 0 0 · · · xn

 .

Диагональная часть матрицы b должна совпадать с вектором
сдвига a с точностью до перестановки ее элементов. Это обеспечи-
вает требуемый вид старшей части многочлена Rξ. Так как элемент
a регулярен, то из этого следует также, что b и a сопряжены. Диа-
гональные элементы Y0 являются корнями уравнения

(φλ0
Rξ)(0, µ) = Rξ(λ0, µ) = 0, (4.12)

и среди них по предположению есть кратное значение µ0. Теперь
нам остается определить значения внедиагональных элементов aij
матрицы b.

Обозначим стандартный базис из матричныx единиц в gl(n,C)
как {eij}. Пространство V , в котором мы ищем матрицу b, обладает
следующей фильтрацией:

V = V0 ⊕ V1 ⊕ . . .⊕ Vn−2, (4.13)

где V0 является диагональной подалгеброй, а Vi определено как ли-
нейная оболочка Vi = 〈e2+i,1, e2+i,2, e3+i,3, . . . , en,n−i〉. Cоответствую-
щее разложение b обозначим

b = A0 + A1 + . . .+ An−2.

Лемма 5. Пусть i + j = k, i ≥ 1, k ≥ 1, тогда коэффициент fij
при мономе λiµj многочлена det(Y0 + λb− µE) имеет вид:

fij(b) = Λij(An−k) + Fij(An−k−1, An−k−2, . . . , A1), (4.14)

где Λij(An−k) — линейные функции.

Доказательство. Пусть ψpq – базис коалгебры gl(n,C)∗, двойствен-
ный базису матричных единиц. Назовем высотой базисной функции
ψpq число

ht(ψpq) = q − p. (4.15)
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Соответственно, высотой монома от переменных ψpq назовем сум-
му высот его сомножителей. Коэффициенты характеристического
многочлена матрицы являются суммами ее главных миноров, т.е.
одночленов высоты 0. Заметим, что матрица Y0 +λb содержит толь-
ко один (ненулевой) элемент высоты 2 и n − 2 элемента высоты 1;
остальные ее элементы имеют неположительную высоту. Следова-
тельно, разлагая главный минор порядка k, не содержащий первого
столбца и первой строки матрицы, мы получаем единственный мо-
ном высоты (−k):

±apq · 1 · . . . · 1, q − p = −k. (4.16)

Рассмотрим теперь главный минор, содержащий первый столбец
матрицы Y0 + λb. В разложении этого минора есть единственное
слагаемое, в которое входит ψk+1,1, так как ht(ψk+1,1) = −k. Других
мономов, содержащих элементы A∗n−k, в рассматриваемом миноре
нет. Докажем это.

Если в рассматриваемый моном входит ψ1,1(Y0 + λb), то мы воз-
вращаемся к предыдущему случаю. В противном случае, мы имеем
в некотором мономе, кроме элемента A∗n−k высоты −k+ 1, еще один
элемент высоты−2 или меньше, так как (Y0+λb)11 уже рассмотрено,
а (Y0 + λb)21 = 0 по построению.

Для завершения доказательства леммы достаточно заметить, что
функция fij является линейной комбинацией главных миноров мат-
рицы Y0 − λb, каждый из которых линейно зависит от An−k.

Лемма 6. Функции Λij(Ak) линейно независимы и их число рав-
но размерности подпространства Vk. Определитель Dk

n, образован-
ный их коэффициентами, вычисляется по формуле:

Dk
n =

∏
(i,j)∈M

(ai − aj), (4.17)

где множество индексов M имеет вид

M = {(i, j)|i− j ≥ k} ∪ (1, 2)\(1 + k, 1). (4.18)

Доказательство. Пусть S – множество из s переменных λ1, . . . , λs.
Обозначим коэффициент многочлена

P (t) = (t− λ1)(t− λ2) . . . (t− λs)
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при ts−k как σk(S).
Каждая переменная из Vk входит в единственный главный минор

порядка k + 1. Пусть множество его индексов — это S+, S+ t S− =
{a1, . . . , an}. Тогда данный минор входит в функции fij степени k
с коэффициентами σ0(S−), . . . , σk−1(S−). Выпишем явно множества
S− для всех переменных из Vk:

ak+2,1 : S1 = (a2, ak+3, . . . , an),
ak+2,2 : S2 = (a1, ak+3, . . . , an),
ak+3,3 : S3 = (a1, a2, ak+4, . . . , an),
· · ·
an−1,n−k−1 : Sn−k−1 = (a1, a2, . . . , an−k−2, an),
an,n−k : Sn−k = (a1, a2, a3, . . . , an−k−1).

Определитель Dk
n матрицы коэффициентов линейных функций Mk

n

принимает в таких обозначения следующий вид:

Dk
n =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
σ0(S1) σ0(S2) . . . σ0(Sn−k)
σ1(S1) σ1(S2) . . . σ1(Sn−k)

... ... . . . ...
σn−k−1(S1) σn−k−1(S2) . . . σn−k−1(Sn−k)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ . (4.19)

Формулу (4.17) нетрудно доказать индукцией по размерности ал-
гебры n. Действительно, при n = k+ 2 определитель имеет порядок
2 и равен a1 − a2. Шаг индукции:

Dk
n = Dk

n−1(an − a1)(an − a2) . . . (an − ak) =
= Dk

n−1(a
k
n + σ1a

k−1
n + . . .+ σk−1),

(4.20)

где симметрические многочлены σi вычислены от переменных
a1, . . . , ak. Разлагая определитель (4.19) по первому столбцу, получа-
ем, что нам достаточно доказать следующий факт: алгебраическое
дополнение к элементу строки с номером i равно (−1)iDk

n−1a
k−i
n . За-

метим, что
σi(S t an) = σi(S)− σi−1(S)an. (4.21)

Поэтому матрица M̃k
n , полученная из Mk

n вычеркиванием первого
столбца, представляется в виде:

M̃k
n =

 Mk
n−1

0

+ an

 0

Mk
n−1

 . (4.22)
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После того, как из этой матрицы вычеркивается строка с номером
i, ее определитель легко вычисляется. Для этого нужно заметить,
что производя элементарные преобразования над строками матри-
цы, мы можем привести ее к такому виду, в котором первые i − 1
строк совпадают с первыми i− 1 строками в первом слагаемом раз-
ложения (4.22), a последние k − i строк совпадают с последними
k− i строками второго слагаемого. Вынося из последних k− i строк
множитель ak−i, мы завершаем доказательство индукционного пе-
рехода. Лемма доказана.

Доказательство основной теоремы теперь завершено, так как по
вектору ξ можно, двигаясь по градуировке, вычислить все элементы
искомой матрицы b.
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Глава 5

Регулярные точки отображения
момента на компактных алгебрах
Ли

Рассмотрим инволютивный набор функций (f1, . . . , fN), полученный
методом сдвига инвариантов на компактной полупростой алгебре
Ли g. В силу полноты данного набора функций, его неособые сов-
местные поверхности уровня являются объединениями торов. Дока-
жем следующие утверждения о строении множества особых точек.

Теоремa 9. Для почти всех регулярных векторов сдвига a мно-
жество неособых точек отображения момента Fa связно.

Теоремa 10. Любая неособая совместная поверхность уровня со-
стоит ровно из одного тора.

Доказательство. Пусть Sing(g) обозначает множество сингуляр-
ных элементов алгебры. Определим множества

g1(a) = {x ∈ g | ∃λ ∈ R, x+ λa ∈ Sing(g) },
g2(a) = {x ∈ g | ∃λ ∈ C \ R, x+ λa ∈ Sing(gC) }. (5.1)

Критерий Болсинова (7) для компактной алгебры Ли имеет та-
кой же вид, но сингулярные элементы надо рассматривать не толь-
ко в алгебре g, но и в ее комплексификации gC. Поэтому, множество
g1(a)∪ g2(a) есть в точности множество сингулярных точек отобра-
жения момента Fa.

Коразмерности множества g1(a) равняется 2. Это сразу следу-
ет из того, что для полупростой алгебры codim Sing(g) = 3. Дока-
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жем,что для почти всех a коразмерность множества g2(a) не мень-
ше 4. Действительно, пусть это не так. Множество ненулевых ве-
щественных чисел обозначим как R∗. Имеем codim g2(a) ≤ 3. Тогда
коразмерность множества

S(a) = Sing(gC) ∩ (g + iR∗a) (5.2)

в g + iR∗a меньше или равна 4 для почти всех a, в силу того, что

g2(a) = Prg (S(a)) + Ra. (5.3)

С другой стороны,

Sing(gC) =

 ⋃
a∈Pg

S(a)

 ∪ Sing(g), (5.4)

где Pg — это проективизация алгебры g, dimPg = dim g− 1. Полу-
чаем противоречие, так как вещественная коразмерность множества
Sing(gC) равна 6.

Лемма 7. Если x1 принадлежит g1(a) и Fa(x2) = Fa(x1), то x2

также принадлежит g1(a), т.е. Fa(g1(a)) не разделяет множе-
ства регулярных значений.

Следствие 2. Для почти всех векторов сдвига a регулярные точ-
ки отображения момента Fa образуют открытое связное множе-
ство.

Доказательство. По условию существует такое λ0 ∈ R, что y1 =
x1 + λ0a ∈ Sing(g). Рассмотрим элемент y2 = x2 + λ0a. Инварианты
алгебры принимают на нем те же значения, что и на y1. Так как
значения инвариантов однозначно определяют орбиту в компактной
алгебре, то y1 и y2 лежат на одной и той же орбите и, следовательно,
сингулярны одновременно.

Пусть a таково, что codim g2(a) ≥ 4. Рассмотрим два регулярных
значения ξ1 = Fa(x1) и ξ2 = Fa(x2). Точки x1 и x2 можно соединить
непрерывным путем γ(t), проходящим только через регулярные точ-
ки. Путь Fa(γ(t)) соединяет ξ1 и ξ2. При этом он не может пересекать
Fa(g1(a)) в силу только что доказаной леммы. Также можно считать,
что этот путь не пересекает Fa(g2(a)), так как в точках g2(a) ранг
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отображения момента падает не менее чем на 2, и соответственно
codimFa(g2(a)) ≥ 2. Следствие 2 доказано.

Докажем теперь теорему 10. Так как для почти всех a у нас уже
есть связность множества регулярных значений, то остается прове-
рить утверждение теоремы 10 хотя бы в одной точке. В качестве
такой точки мы возьмем точку максимального падения ранга ин-
волютивного набора на регулярной орбите и докажем ее невырож-
денность в смысле теории интегрируемых систем (см. [7]). Оконча-
тельное доказательство теоремы следует из леммы 8 и соображений
непрерывности.

Зафиксируем некоторую картановскую подалгебру H и соответ-
ствующее разложение алгебры в прямую сумму g = H ⊕ V. Для
вектора сдвига a ∈ H любой регулярный элемент x0 ∈ H являет-
ся точкой максимального вырождения коммутативного набора на
регулярной орбите O(x0) (см. теорему 4).

Лемма 8. Пусть прямая x0 + λa находится в общем положении
с гиперплоскостями Kerα, α ∈ ∆(H). Тогда инволютивный набор
(f1, . . . , fN) имеет в точке x0 невырожденную особенность типа
"центр-центр-...-центр".

Доказательство. Касательное пространство к орбите O(x0) кано-
нически отождествляется с пространством V , которое является пря-
мой суммой двумерных вещественных корневых подпространств ви-
да

Vα = 〈Eα + E−α, i(Eα − E−α)〉, α ∈ ∆+(H).

Определим число λi условием αi(x0 + λia) = 0. Рассмотрим на
пространстве H многочлен, который в точке yi = x0 + λia имеет
вид α2

i (h) + o(h2) и вид 0 + o(h2) в точках Wyi, где W — группа
Вейля. Усреднив этот многочлен по дествию группы W , мы можем
продолжить его до некоторого инварианта алгебры I, grad I(yi) =
0. Разлагая этот инвариант в ряд Тейлора в точке yi, мы видим,
что его квадратичная часть совпадает с квадратичным инвариантом
централизатора элемента yi и имеет вид α2

i (h) + p2
α + q2

α, где pα и qα
— координаты на Vα.

Для доказательства этого факта достаточно дважды продиффе-
ренцировать соотношение I(Adexp(v) yi) = const
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по v и получить, что 〈d2I(yi), adv yi〉 = 0, т.е. квадратичная часть
рассматриваемого инварианта равна нулю на подпространсте V ⊥α ⊂
V . Таким образом, для каждого i = 1, . . . , 1

2 dimO построена функ-
ция вида I(x+ λia), принадлежащая кольцу сдвигов инвариантов и
имеющая вид p2

α + q2
α + o(v2) на касательном пространстве к орби-

те. Из линейной независимости квадратичных форм p2
α + q2

α следует
утверждение леммы.

Для завершения доказательства теоремы 10 рассмотрим поверх-
ность уровняMξ. Она является компактным подмножеством некото-
рой орбиты O. Рассмотрим cходящуюся последовательность {ai} →
a, такую, что для любого i поверхность уровня F−1

ai
(ξ) — регулярный

тор.
Если Mξ имеет хотя бы две компоненты связности M1 и M2,

то они имеют непересекающиеся открытые ε-окрестности Uε(M1) и
Uε(M2). Так все F−1

ai
(ξ) связны, то они имеют непустое пересечение

с замкнутым множеством O\ (Uε(M1)∩Uε(M2)). Следовательно, су-
ществует последовательность {xi}, xi ∈ F−1

ai
(ξ), из которой нельзя

выделить подпоследовательность, сходящуюся к Mξ. Это противо-
речит непрерывной зависимости компонент отображения Fa от a.
Теорема доказана.

44



Глава 6

Компактные полупростые алгебры
Ли и спектральные кривые

Рассмотрим компактную простую алгебру Ли g ранга r, принадле-
жащую одной из основных серий Ar, Br, Cr или Dr, в матричном
представлении минимальной размерности n.

В кольце инвариантов присоединенного представления I(g) мож-
но выбрать систему порождающих элементов I1, I2, . . . , Ir, взяв
нетривиальные коэффициенты характеристического многочлена

L(µ) = in det(x− iµE), x ∈ g (6.1)

с той оговоркой, что для алгебры so(2r) в качестве последнего ин-
варианта нужно взять вместо определителя матрицы ее пфаффиан.

Пусть a — вектор сдвига, который мы, как и раньше, выберем в
диагональной подалгебре.

Определение 2. Спектральной кривой элемента x ∈ g называет-
ся алгебраическая кривая Γx, заданная в C2 с координатами (λ, µ)
уравнением

Rx(λ, µ)
def
= in det(x+ λa− iµE) = 0. (6.2)

В том случае, если g = so(2r+1), спектральная кривая всегда при-
водима и имеет тривиальную компоненту {µ = 0}. Поэтому мы
модифицируем определение для данного случая, поделив многочлен
R на µ.

Теперь нужно сделать еще одну процедуру — для алгебры so(2n)
многочлен R содержит µ только в четных степенях. Заменим в
этом случае µ2 на µ.
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Указанный вид многочленов (6.1) и (6.2) обеспечивает то, что
их коэффициенты являются вещественными многочленами от ве-
щественных и мнимых частей матричных элементов. Базисные
функции кольца сдвигов инвариантов — это сами инварианты
I1(x), . . . , Ir(x) и полиномиальные функции f1(x), . . . , fN(x).

Пример 2. Алгебра so(5) :

R(λ, µ) = (µ4 + c1µ
2λ2 + c2λ

4) + I1 + I2µ
2 + f1λ+ f2λ

2 + f3λ
3 + f4µ

2λ.

Пример 3. Алгебра so(8) :

R(λ, µ) = (µ8 + c2µ
6λ2 + c3µ

4λ4 + c4µ
2λ6) + I2µ

6 + I3µ
4 + I4µ

2+
µ6λf1 + µ4λf2 + µ4λ2f3 + µ4λ3f4 + µ2λf5 + µ2λ2f6 + µ2λ3f7+

+µ2λ4f8 + µ2λ5f9 + (I1 + f10λ+ f11λ
2 + f12λ

3 + c1λ
4)2.

Определим отображение момента и его бифуркационную диаграмму
по обычным формулам:

F : g→ Rr+N , x 7→ (I1(x), . . . , Ir(x), f1(x), . . . , fN(x)).
Σ = { ξ ∈ Rr+N | ∃x ∈ g, rk dF (x) < r +N, ξ = F (x) }

Заметим теперь, что спектральная кривая Γx полностью опреде-
ляется вектором ξ(x) и, следовательно, ее можно доопределить для
любого вектора из линейного пространства Rr+N . Обозначим такую
кривую как Γξ.

Лемма 9. Рассмотрим сингулярный элемент x классической ком-
плексной простой алгебры Ли g. Тогда в пространстве минималь-
ного представления ρ : g → sl(n,C) существуют неколлинеарные
собственные векторы v, w:

ρ(x)v = µ0v, ρ(x)w = µ0w.

Доказательство. Элемент x называется сингулярным, если раз-
мерность его централизатора больше ранга алгебры. Для алгеб-
ры sl(n,C) утверждение леммы доказывается приведением матрицы
ρ(x) к жордановой нормальной форме, строение централизатора ко-
торой хорошо известно (см. [13]). Размерность централизатора боль-
ше n только в том случае, когда для некоторого µ0 существует не
менее двух жордановых клеток с таким собственным значением.
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В случае алгебр so(n,C) и sp(n,C) нужно сделать то же самое
— привести матрицу ρ(x) к жордановой нормальной форме ортого-
нальным [13] или симлектическим преобразованием. Предположив
противное, т.е. что каждому собственному значению соответствует
одна жорданова клетка, вычислим централизатор Z(x) как пересе-
чение централизатора ρ(x) в sl(n,C) с алгеброй g, и убедимся, что
его размерность равна рангу g.

Обозначим ρ(x) за X. Для алгебр so(n,C) и sp(n,C) жордано-
ва форма любого элемента симметрична в том смысле, что каждой
клетке с ненулевым собственным значением µ соответствует такая
же клетка с собственным значением −µ. Это следует из того, что
матрицы X и −X имеют одинаковые наборы инвариантных множи-
телей (см. [13]). Следовательно, в обоих случаях достаточно вычис-
лить централизатор пары соответствующих клеток с собственными
значениями µ и −µ, а также централизатор клетки с нулевым соб-
ственным значением. Пусть жорданова форма X состоит из клеток
Y1, Y2, . . . , Ys с собственными значениями µ1, µ2, . . . , µs. Тогда цетра-
лизатор X в sl(n,C) имеет блочный вид Z(Y1)⊕Z(Y2)⊕ . . .⊕Z(Ys).

Жорданову клетку размера k × k с собственным значением µ

обозначим как J(µ). Вычислим Z(y) = Z(Yµ)⊕ Z(Y−µ) ∩ g.

Y =

(
J(µ) 0

0 −J(µ)>

)
, Z(Y ) =

(
A B

C D

)
,

где B = C = 0, [A, J(µ)] = 0, [C,−J(µ)] = 0. В случае g = so(n,C),
Z(Y ) надо пересечь с множеством {A = −D>, B = −B>, C =
−C>}, а в случае g = sp(n,C) с множеством {A = −D>, B =
B>, C = C>}. В обоих случаях получаем dimZ(y) = k.

Рассмотрим теперь нулевую клетку в so(n,C). При четном n эта
клетка не может быть единственной, так как ранг матрицы X все-
гда четный. Если n нечетно, то может существовать единственная
0-клетка Y размера (2k+ 1)× (2k+ 1). В соответствующей блочной
подалгебре so(2k+ 1,C) она является главным нильпотентным эле-
ментом, и, следовательно, размерность Z(y) = Z(Y ) ∩ so(2k + 1,C)
равна k (см. [14]). Аналогично доказывается, что централизатор 0-
клетки размера 2k × 2k в sp(2k,C) имеет размерность k.

Суммируя размерности централизаторов отдельных клеток, вы-
численные выше, мы получаем, что dimZ(x) = rk g, т. е. элемент x

47



сингулярен. Полученное противоречие доказывает лемму.
Для изучения дискримината D мы рассмотрим его комплекси-

фикацию DC и построим ее параметризацию. Идея построения па-
раметризации заключается в том, чтобы, зафиксировав вектор a,
все координаты I, кроме двух (I1, I0), и все координаты ξ, кроме
одной (h), выразить значения (I1, I0, h) через координаты особой
точки (λ0, µ0). Вектор зафиксированных координат обозначим как
ν ∈ Cr−2

I ⊕ CN−1
f .

Пусть g = su(n). В качестве I0 возьмем свободный член R, а в ка-
честве I1 и h — коэффициенты при µ и λ. Получаем, что многочлен
R имеет вид:

R = P (λ, µ) + hλ+ I1µ+ I0, (6.3)

где P — фиксированный многочлен, определяемый вектором его ко-
эффициентов ν. Особая точка P определена уравнениями:

R(P ) =
∂R

∂λ
(P ) =

∂R

∂µ
(P ) = 0. (6.4)

Решая эти уравнения, находим искомую параметризацию:
h = −Pλ(λ0, µ0),
I1 = −Pµ(λ0, µ0),
I0 = λ0Pλ(λ0, µ0) + µ0Pµ(λ0, µ0)− P (λ0, µ0),

(6.5)

где Pλ — частная производная P по λ, а Pµ — частная производная
P по µ.

Для простых алгебр g = so(2r + 1) и sp(r) в качестве I0 опять
возьмем свободный член R, а в качестве I1 и h - коэффициенты при
µ2 и λ. Получаем, что многочлен R имеет вид

R = P (λ, µ) + hλ+ I1µ
2 + I0, (6.6)

где P — фиксированный многочлен, определяемый вектором его ко-
эффициентов ν. Заметим, что многочлены R и P содержат перемен-
ную µ только в четных степенях.

Решая уравнения (6.4), находим искомую параметризацию:
h = −Pλ(λ0, µ0),
I1 = − 1

2µ0
Pµ(λ0, µ0),

I0 = λ0Pλ(λ0, µ0) + 1
2µ0Pµ(λ0, µ0)− P (λ0, µ0),

(6.7)
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если µ0 6= 0. При µ = 0 получается еще одно решение: для ∀γ ∈ C
h = −Pλ, I0 = −P + λ0Pλ, I1 = γ. (6.8)

Рассмотрим последний случай: g = so(2r). Многочлен R теперь
имеет вид

R = P (λ, µ) + I1µ+ (Q(λ) + hλ+ I0)
2, (6.9)

где P (λ, µ) и Q(λ) — многочлены с фиксированными коэффициен-
тами. Решая систему (6.4), получаем

h = ∓ Pλ
2
√
µ0Pµ−P

−Qλ,

I1 = −Pµ,
I0 = ±λ0Pλ+2µ0Pµ−2P

2
√
µ0Pµ−P

−Q+ λ0Qλ,

(6.10)

при µ0Pµ − P 6= 0. Остальные решения системы (6.4) существуют
при условии µ0Pµ − P = 0, Pλ = 0 и даются формулами:

h = −Qλ, I0 = −Q+ λ0Qλ, I1 = −Pµ. (6.11)

Тривиальная проверка показывает, что параметризации (6.5),
(6.7) (6.8) и (6.10) почти всегда задают двумерную поверхность. Для
этого достаточно рассмотреть P = µk+λ2 в первом случае, положив
k = 2r для so(2r + 1) и sp(r), а также k = r + 1 для su(r + 1). Во
втором случае положим P = µr, Q = λ2.

Таким образом мы убеждаемся в том, что для почти всех век-
торов сдвига a, комплексная коразмерность множества DC равна 1.
Следовательно, codimD ≥ 1, а равенство проверяется теми же са-
мыми примерами в силу того, что все использованные в них функ-
ции были вещественными.

Рассмотрим подмножество дискриминанта, состоящее из кривых
с несколькими особыми точками:

D2 = { ξ ∈ Rr+N | ∃P,Q ∈ Γξ, P,Q ∈ Sing(Γξ), P 6= Q }.
Лемма 10. Для почти всех векторов сдвига a codimD2 ≥ 2.
Доказательство. Также, как и в предыдущей лемме, рассмотрим
комплексификацию (D2)C ⊂ DC. Для проверки нашего утвержде-
ния достаточно показать, что для почти всех ν ∈ Cr−2

I ⊕ CN−1
f раз-

мерность множества точек самопересечения S(M 2
ν ) двумерной по-

верхностиM 2
ν , задаваемой парамеризациями (6.5, 6.7, 6.8, 6.7), равна

0 или 1.
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Рассмотрим те же самые многочлены P = µk + λ2 для (6.5, 6.7)
и P = µr, Q = λ2 для (6.10). Для поверхности (6.8) утверждение
очевидно. Пусть, например, g = su(r + 1), k = r + 1 и пары (λ0, µ0)
и (λ1, µ1) задают одну и ту же точку M 2

ν . Тогда из (6.5) следует, что
−2λ1 = −2λ0,

−kµk−1
1 = −kµk−1

0 ,
λ2

1 + (k − 1)µk1 = λ2
0 + (k − 1)µk0.

(6.12)

Соотношения (6.12) выполняются только для (λ0, µ0) = (λ1, µ1).
Следовательно, параметризация пробегает поверхность M 2

ν одно-
кратно, и для почти всех ν размерность S(M 2

ν ) не превышает
2 dimM 2

ν − 3 = 1. Коразмерность страта, задаваемого формулами
(6.11), не менее 3 и, переходя к вещественной части (D2)C также как
и в предыдущей лемме, мы получаем требуемый результат.

Теоремa 11. Бифуркацонная диаграмма Σ принадлежит множе-
ству D ∩ F (g).

Доказательство. Для доказательства теоремы достаточно прове-
рить следующий факт: если отображение момента вырождено в точ-
ке x ∈ g, то спектральная кривая Γx имеет особую точку. Действи-
тельно, по критерию Болсинова [5] существует такое λ0, что x+λ0a
— сингулярный элемент алгебры gC. В силу леммы 9 cуществует та-
кое значение µ0, что многочлен P (λ, µ) = det(x + λa − µE) имеет
особую точку (λ0, µ0). Таким образом теорема полностью доказана
для gC = sl(n,C) или sp(n,C), а также в случае µ0 6= 0.

Пусть g = so(2n), µ0 = 0, и многочлен P не делится на µ4. Cле-
довательно, он делится только на µ2, и матрица элемента x + λ0a
имеет ровно две одномерные жордановы клетки со значением 0. Так
как централизатор нулевой матрицы в so(2) одномерен, а элемент
x0 = x + λ0a должен быть сингулярным, то подсчитывая размер-
ность централизатора Z(x0), получаем (см. лемму 9), что существу-
ет несколько жордановых клеток для некоторого ненулевого соб-
ственного числа. Подставляя соответствующие собственные векто-
ры в лемму 4.7, получаем утверждение теоремы.

Для алгебры so(2n + 1) необходимо доказать, что если µ0 = 0,
то P делится на µ3. Это следует из того, что в данном случае P
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содержит только нечетные степени µ и в тоже время делится на µ2.

Теоремa 12. Для почти всех векторов сдвига a

codim(D ∩ F (g)− Σ) ≥ 2.

Доказательство. В силу предыдущей теоремы и леммы 10 доста-
точно проверить, что для любого ξ из образа отображения момента,
ξ ∈ D \ D2 следует, что ξ ∈ Σ. Действительно, рассмотрим любой
прообраз x = F−1(ξ). Единственная особая точка кривой Γx име-
ет вещественные координаты (λ0, µ0), так как в противном случае
(λ̄0, µ̄0) — также особая точка Γ−x̄ = Γx. Следовательно, элемент
x0 = x+λ0a полупрост и имеет двукратное собственное значение µ0

(если µ0 = 0, то трехкратное для so(2n + 1) и четырехкратное для
so(2n)). Таким образом, x0 — сингулярный элемент, и применение
критерия Болсинова завершает доказательство.
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