
Îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ, èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû, òåîðèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ
÷èñåë, âûñøèå ëîêàëüíûå ïîëÿ, òåîðèÿ íîðìèðîâàíèé

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìîåé îñíîâíîé îáëàñòüþ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷å-
ñêàÿ òåîðèÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Ñ 2002 ãîäà ìû âìåñòå ñ êîëëåãàìè èç Ìàòåìà-
òè÷åñêîãî èíñòèòóòà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê, à òàêæå ñ êîëëåãàìè èç Ãåðìàíèè
(Áåðëèíñêèé óíèâåðñèòåò èìåíè Ãóìáîëüäòà, Êåëüíñêèé óíèâåðñèòåò) ðàçðàáîòàëè
òåîðèþ ìíîãîìåðíîãî ñîîòâåòñòâèÿ Êðè÷åâåðà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì õîðî-
øî èçâåñòíîé àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè óðàâíåíèÿ ÊÏ, êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò ìíîãèå ñî-
âðåìåííûå îáëàñòè ìàòåìàòèêè. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïî ýòîé òåìå ñ 2002 ïî 2016
ãîä, ëåãëè â îñíîâó ìîåé äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè ¾Ïó÷êè áåç êðó÷åíèÿ íà ìíîãîîá-
ðàçèÿõ è èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû¿ http://www.mi.ras.ru/dis/ref16/zheglov/dis.pdf

Â ÷àñòíîñòè, íàìè ðàçðàáîòàí ïîäõîä ê ðåøåíèþ èçâåñòíîé çàäà÷è êëàññèôèêà-
öèè êîììóòèðóþùèõ êîëåö äèôôåðåíöèàëüíûõ èëè äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ
îïåðàòîðîâ, à òàêæå ïîäõîä ê èçó÷åíèþ èõ èçîñïåêòðàëüíûõ äåôîðìàöèé, îñíî-
âàííûé íà èçó÷åíèè ñïåêòðàëüíûõ ïó÷êîâ íà ïðîåêòèâíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíî-
ãîîáðàçèÿõ. Â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà èñïîëüçóþòñÿ ïðèíöèïèàëüíî íîâûå àëãåáðî-
ãåîìåòðè÷åñêèå è òåîðåòèêî-÷èñëîâûå èäåè è êîíñòðóêöèè, ðàçðàáîòàííûå øêîëîé
À.Í. Ïàðøèíà. Â ÷àñòíîñòè, ìû èññëåäîâàëè ãåîìåòðè÷åñêèå ñïåêòðàëüíûå äàííûå
øèðîêîãî êëàññà èçâåñòíûõ ïðèìåðîâ àëãåáðàè÷åñêè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì; áûëè
êëàññèôèöèðîâàíû êîììóòàòèâíûå ïîäàëãåáðû îïåðàòîðîâ äâóõ ïåðåìåííûõ â òåð-
ìèíàõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ; áûëè ïðåäëîæåíû ìíîãîìåðíûå àíàëî-
ãè èåðàðõèè ÊÏ, íàéäåíû ÿâíûå èçîñïåêòðàëüíûå äåôîðìàöèè èçâåñòíûõ ïðèìåðîâ
àëãåáðàè÷åñêè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì Êàëîäæåðî-Ìîçåðà ñ ðàöèîíàëüíûì ïîòåíöè-
àëîì.

Îïèøåì èñòîðèþ ýòèõ èäåé áîëåå ïîäðîáíî. Ëîêàëüíûå ïîëÿ åñòåñòñòâåííî âîçíè-
êàþò â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè è àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë ïðè óñòàíîâëåíèè
ðàçëè÷íûõ ñâÿçåé ìåæäó ëîêàëüíûìè è ãëîáàëüíûìè ñâîéñòâàìè ïîëåé àëãåáðàè÷å-
ñêèõ ÷èñåë, àðèôìåòè÷åñêèõ ñõåì è àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé.

Ïåðâîíà÷àëüíî ïðèìåðû îäíîìåðíûõ ëîêàëüíûõ ïîëåé âîçíèêëè â ïðîøëîì âå-
êå â êîìïëåêñíîì àíàëèçå è àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë. Ýòî ïîëå ðÿäîâ Ëîðàíà
C((z)), ýëåìåíòû êîòîðîãî âîçíèêàþò ïðè ðàçëîæåíèè ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé íà ðè-
ìàíîâîé ïîâåðõíîñòè â ðÿä ïî ëîêàëüíîìó ïàðàìåòðó z â àíàëèòè÷åñêîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè, è ïîëå p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë Qp, âîçíèêàþùåå êàê åñòåñòâåííîå ïîïîëíåíèå ïîëÿ
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q ïî íåàðõèìåäîâó p-àäè÷åñêîìó íîðìèðîâàíèþ.

Â ñåðåäèíå 70-x ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà À.Í.Ïàðøèíûì áûëî ïðåäëîæåíî ïîíÿòèå
ìíîãîìåðíîãî ëîêàëüíîãî ïîëÿ, îáîáùàþùåå ïîíÿòèå îáû÷íîãî ëîêàëüíîãî ïîëÿ (n-
ìåðíûì ëîêàëüíûì ïîëåì íàçûâàåòñÿ ïîëíîå ïîëå äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ, ïîëåì
âû÷åòîâ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ (n− 1)-ìåðíîå ëîêàëüíîå ïîëå).
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Îäèí èç òèïè÷íûõ ïðèìåðîâ òàêîãî ïîëÿ � ýòî ïîëå èòåðèðîâàííûõ ðÿäîâ Ëîðà-
íà k((z1))((z2)) . . . ((zn)). Ýëåìåíòû z1, . . . , zn íàçûâàþòñÿ ëîêàëüíûìè ïàðàìåòðàìè
ýòîãî ïîëÿ. Òàêèå ïîëÿ ñëóæàò åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ëîêàëüíûõ îáúåêòîâ íà
1-ìåðíûõ ñõåìàõ íà ñëó÷àé ìíîãîìåðíûõ ñõåì. Ïðè ïîìîùè n-ìåðíûõ ëîêàëüíûõ
ïîëåé, àññîöèèðîâàííûõ ñ ïîëíûìè ôëàãàìè íà ìíîãîîáðàçèÿõ, áûëè îáîáùåíû ñî
ñëó÷àÿ êðèâûõ íà ñëó÷àé âûñøèõ ðàçìåðíîñòåé êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëà î ðàâåíñòâå
íóëþ ñóììû âû÷åòîâ ðàöèîíàëüíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû, êëàññè÷åñêèé çàêîí
âçàèìíîñòè Âåéëÿ íà êðèâîé.

Â ïîñëåäíèå 25 ëåò ðàçâèòèå è ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ëîêàëüíûõ ïîëåé ïðîèñõîäè-
ëî åùå â îäíîì íàïðàâëåíèè. Ýòî ïðèìåíåíèå â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè è òåî-
ðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, ñâÿçàííûå ñ ñîîòâåòñòâèåì Êðè÷åâåðà�Ñàòî�Âèëñîíà
íà êðèâîé, êîòîðîå ïîìîãëî óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèÿìè îäíîãî èçâåñòíî-
ãî óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè � óðàâíåíèÿ Êàäîìöåâà-Ïåòâèàøâèëè (ÊÏ)
� êîììóòàòèâíûìè ïîäêîëüöàìè â êîëüöå äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ è íåêî-
òîðûìè àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèìè äàííûìè. Íàéäåííàÿ ñâÿçü ïîìîãëà ðåøèòü ïðî-
áëåìó Øîòòêè âûäåëåíèÿ ÿêîáèàíîâ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ ñðåäè òîðîâ, à òàêæå
ñòàðóþ ïðîáëåìó êëàññèôèêàöèè êîììóòàòèâíûõ ïîäêîëåö â êîëüöå äèôôåðåíöè-
àëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Â ðàáîòaõ À.Í.Ïàðøèíà íà÷àëà 2000-õ áûëè ðàçâèòû èäåè, çàëîæåííûå â ñî-
îòâåòñòâèè Êðè÷åâåðà�Ñàòî�Âèëñîíà äëÿ êðèâûõ, íà ñëó÷àé ìíîãîîáðàçèé âûñøåé
ðàçìåðíîñòè â äóõå òåîðèè ìíîãîìåðíûõ ëîêàëüíûõ ïîëåé. Â íèõ, â ÷àñòíîñòè, áû-
ëî ââåäåíî ïîíÿòèå ìíîãîìåðíîãî ëîêàëüíîãî òåëà è ïðåäëîæåíî êëàññèôèöèðîâàòü
òàêèå îáúåêòû. Òàì æå áûëè ñäåëàíû ïåðâûå øàãè â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Â êà÷åñòâå îñíîâîïîëàãàþùåãî ïðèìåðà â ýòèõ ðàáîòàõ áûëî êîëüöî ïñåâäîäèô-
ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, èãðàþùåå âàæíóþ ðîëü ïðè ðåøåíèè èåðàðõèè ÊÏ, a
â êà÷åñòâå ïåðâûõ ïðèìåðîâ ìíîãîìåðíûõ ëîêàëüíûõ òåë áûëè ðàññìîòðåíû òåëà
ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Â ñóùåñòâóþùåì îáîáùåíèè ñîîòâåòñòâèÿ Êðè÷åâåðà, ïðåäëîæåííîì ïåðâîíà-
÷àëüíî À.Í.Ïàðøèíûì è Ä.Â.Îñèïîâûì, îïðåäåëåíà êîíñòðóêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ
îáîáùåííîìó íàáîðó ãåîìåòðè÷åñêèõ äàííûõ íà n-ìåðíîì àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãîîá-
ðàçèè ïîäïðîñòðàíñòâî â n-ìåðíîì ëîêàëüíîì ïîëå. Ýòà êîíñòðóêöèÿ äàåò ãèïîòåòè-
÷åñêîå îáîáùåíèå ÷àñòè ñîîòâåòñòâèÿ Êðè÷åâåðà ìåæäó ãåîìåòðè÷åñêèìè äàííûìè è
òî÷êàìè ãðàññìàíèàíà. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïîñòðîåíèå èñêîìîãî ãðàññìàíèàíà äàæå
äëÿ äâóìåðíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé è ïîêà íåðåøåííîé çàäà÷åé. Îíà èíòåðåñíà
ñïåöèàëèñòàì èç ðàçíûõ îáëàñòåé ìàòåìàòèêè.

Ìíîãîìåðíûå èåðàðõèè ÊÏ âîçíèêàþò åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðè ïîïûòêå îáîá-
ùåíèÿ êëàññè÷åñêîé àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè Ñàòî óðàâíåíèé ÊÏ â âûñøèå ðàçìåð-
íîñòè. Îíè áûëè ââåäåíû À.Í.Ïàðøèíûì ïî àíàëîãèè ñ îäíîìåðíûì ñëó÷àåì êàê
äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû íà íåêîòîðîì áåñêîíå÷íîìåðíîì ìíîãîîáðàçèè. B äâóìåðíîì
ñëó÷àå èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå ïîäñèñòåìû îáîáùåííîé èåðàðõèè,
äëÿ êîòîðûõ îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè è ïîñòðî-
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èòü ÿâíûå ôîðìàëüíûå ðåøåíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ðàçðåøèìîñòè è ÿâíûå ðåøåíèÿ
ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå îáîáùåíèÿ ðàçëîæåíèÿ Áèðêãîôà, ïðåäëîæåííîãî â ñòàòüå
Ì.Ìóëàñå, ãäå â ñâîå âðåìÿ ýòèì ìåòîäîì áûëà äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè
è ïîñòðîåíû ÿâíûå ðåøåíèÿ îáû÷íîé è ñóïåð èåðàðõèé ÊÏ. Ýòîìó ïîñâÿùåíû ìîè
ðàáîòû 2005 ãîäà.

Ñâÿçü íåêîòîðûõ ðåøåíèé îáîáùåííûõ èåðàðõèé ÊÏ è ãåîìåòðè÷åñêèõ äàííûõ,
îáîáùàþùèõ äàííûå íà àëãåáðàè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ, îïèñàíà â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ
À.Á. Æåãëîâà ñ Ä.Â. Îñèïîâûì è H. Kurke.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðåäñòàâëÿþò
îñîáûé èíòåðåñ, òàê êàê ìîãóò ïðèâåñòè ê ðåøåíèþ ðÿäà çàäà÷ èç ðàçíûõ îáëàñòåé,
ïðåæäå âñåãî - çàäà÷, àíàëîãè÷íûõ çàäà÷àì, ðåøåííûì â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, óïîìè-
íàâøèõñÿ âûøå, à òàêæå ê íàõîæäåíèþ íîâûõ íåòðèâèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ, èìåþùèõ ÿâíûå ðåøåíèÿ, ðåøåíèþ íåêîòîðûõ ïðîáëåì èç òåîðèè èí-
òåãðèðóåìûõ ñèñòåì (êîíå÷íîìåðíûõ è áåñêîíå÷íîìåðíûõ), à òàêæå íåêîòîðûõ èç-
âåñòíûõ ïðîáëåì àëãåáðû (òàêèõ êàê ãèïîòåçà î ÿêîáèàíå èëè ãèïîòåçà Äèêñìüå).
Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ çíàíèÿ è ìåòîäû èç ìíîãèõ îáëàñòåé ìàòåìàòèêè, òàêèõ
êàê àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ, òåîðèÿ äèô. óðàâíåíèé, äèôôåðåíöèàëüíàÿ àëãåáðà,
òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé, Ê-òåîðèÿ, è ò.ä.

Ñïèñîê çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ýòîé òåîðèåé, ïðèâåäåí â ó÷åáíîì ïîñîáèè

//dfgm.math.msu.su/people/zheglov/English/China2019/Lectures_DO_semester_1.pdf

è äèññåðòàöèè

http://www.mi.ras.ru/dis/ref16/zheglov/dis.pdf

Ðÿä ìîèõ ðàííèõ ðàáîò (÷àñòè÷íî âîøåäøèõ â êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ
http://edoc.hu-berlin.de/browsing/dissertationen/) áûë ïîñâÿùåí ÷èñòî àëãåáðàè÷å-
ñêèì âîïðîñàì, à èìåííî èçó÷åíèþ ìíîãîìåðíûõ ëîêàëüíûõ òåë. Â ÷àñòíîñòè, ÿ
ïîëó÷èë êëàññèôèêàöèþ ðàñùåïëÿåìûõ ëîêàëüíûõ òåë ñ êîììóòàòèâíûì òåëîì âû-
÷åòîâ ñ òî÷íîñòüþ äî íåïðåðûâíûõ àâòîìîðôèçìîâ. Ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû î
ñòðóêòóðå ãðóïïû Áðàóýðà íàä ïîëÿìè ñòåïåííûõ ðÿäîâ Ëîðàíà ñ ïðîèçâîëüíûì ïî-
ëåì âû÷åòîâ. Â ÷àñòíîñòè, ÿ äîêàçàë ãèïîòåçó Ì. Àðòèíà î ðàâåíñòâå ýêñïîíåíòû è
èíäåêñà äëÿ òåë íàä C2 -ïîëÿìè, â ñëó÷àå òåë íàä ïîëÿìè ñòåïåííûõ ðÿäîâ Ëîðàíà.
Ïðèìåðíî â òî æå âðåìÿ ýòî áûëî äîêàçàíî Ì. Àðòèíîì è À. Äå Éîíãîì â äðóãîì
âàæíîì ñëó÷àå òåë íàä ïîëÿìè ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ðàöèîíàëüíî ñâÿçíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûìè ïîëÿìè. Â îáùåì ñëó÷àå
ãèïîòåçà îñòàåòñÿ îòêðûòîé.

Åùå îäíà çàäà÷à, êîòîðàÿ âõîäèò â ñôåðó ìîèõ èíòåðåñîâ - îïèñàíèå âîçìîæ-
íûõ òîïîëîãè÷åñêèõ òèïîâ âåùåñòâåííûõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, âîçíèêàþùèõ
êàê ïîâåðõíîñòè óðîâíåé èíòåãðàëîâ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è

3



ñòàëî âîçìîæíî ïðèìåíÿòü ðàçíûå ñèëüíûå ðåçóëüòàòû èç àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè
ïîñëå ñåðèè èíòåðåñíûõ ðàáîò ß.Êîëëàðà î ãèïîòåçå Íýøà. Âìåñòå ñî ñòóäåíòàìè êà-
ôåäðû ïðîâîäèëàñü ðàáîòà ïî èññëåäîâàíèþ âîçìîæíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ òèïîâ ïðå-
ñå÷åíèÿ òðåõ êâàäðèê â øåñòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Äàæå â ýòîì ñëó÷àå îòâåò äî
êîíöà íå ÿñåí.

4


