
Ãðóïïû Ëè è àëãåáðû Ëè, 2-é ñåìåñòð

Àâòîðû: Ïðîô. À.Á. Æåãëîâ

Áèëåò 1
1. Îïðåäåëåíèå ãðóïïû Ëè, îñíîâíûå ïðèìåðû. Àëãåáðû Ëè, àë-

ãåáðû Ëè ãðóïïû Ëè, 2 îïðåäåëåíèÿ.
2. Ïîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà Un(C) � âåùåñòâåííàÿ ìàòðè÷íàÿ

ãðóïïà Ëè.

Áèëåò 2
1. Ìîðôèçìû ãðóïï Ëè è èíäóöèðîâàííûå ìîðôèçìû àëãåáð Ëè.

Ïîäãðóïïû Ëè, èõ çàìêíóòîñòü.
2. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîäãðóïïû â ãðóïïå Ëè, êîòîðàÿ íå

ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé Ëè.

Áèëåò 3
1. Äåéñòâèÿ ãðóïïû Ëè íà ìíîãîîáðàçèè. Òåîðåìà î äåéñòâèè.

Ñëåäñòâèÿ òåîðåìû î äåéñòâèè: ñòàáèëèçàòîðû è îðáèòû, êîíñòðóê-
öèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï Ëè, èíäóöèðîâàííûå ïðåäñòàâëåíèÿ àë-
ãåáð Ëè, ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå. Ãðóïïà Ëè àâòîìîðôèç-
ìîâ êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû è àëãåáðà Ëè å¼ äèôôåðåíöèðîâàíèé.
2. Ïóñòü G � êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè, αx : G → X � äåéñòâèå.

Ïîêàæèòå, ÷òî αx(G) � çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå â X.

Áèëåò 4
1. Ñëåäñòâèÿ òåîðåìû î äåéñòâèè. Ñòàáèëèçàòîðû è îðáèòû. Êîí-

ñòðóêöèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï Ëè, èíäóöèðîâàííûå ïðåäñòàâëåíèÿ
àëãåáð Ëè.
2. Ïóñòü G � ãðóïïà Ëè ñ òðàíçèòèâíûì äåéñòâèåì íà ìíîãî-

îáðàçèè X (ò.å. âñå òî÷êè X ëåæàò â îäíîé îðáèòå). Äîêàæèòå,
÷òî ∀x ∈ X îòîáðàæåíèå βx : G/Gx → X, gGx 7→ α(g)(x), �
äèôôåîìîðôèçì.

Áèëåò 5
1. Òåîðåìà Ãîäåìàíà. Ôàêòîð-ãðóïïû Ëè.
2. Ïóñòü H,N � íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû Ëè â ãðóïïå Ëè G è

N ⊂ H. Äîêàæèòå, ÷òî H/N � ïîäãðóïïà Ëè ãðóïïû G/N .

Áèëåò 6
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1. Ñëåäñòâèÿ òåîðåìû Ãîäåìàíà: òðàíçèòèâíûå äåéñòâèÿ, ïðîîá-
ðàçû ïîäãðóïï Ëè ïðè ãîìîìîðôèçìàõ, ïåðåñå÷åíèÿ ïîäãðóïï Ëè.
Ïðèìåð: êîíñòðóêöèÿ êîìïàêòíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû Ëè.
2. Äîêàæèòå, ÷òî äèñêðåòíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ñâÿçíîé

ãðóïïû Ëè ëåæèò â öåíòðå.

Áèëåò 7
1. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäãðóïïû. Ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðà-

æåíèå. Ñâÿçü ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì îòîáðàæåíèåì â äèôôåðåíöè-
àëüíîé ãåîìåòðèè.
2. Ïóñòü f : G → H � ãîìîìîðôèçì ãðóïï Ëè. Äîêàæèòå, ÷òî

f(exp(ξ)) = exp((df)e(ξ)).

Áèëåò 8
1. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà ãðóïïå Ëè. Âîññòàíîâëåíèå

ãîìîìîðôèçìà ñâÿçíîé ãðóïïû Ëè ïî åãî äèôôåðåíöèàëó. Öåíòðà-
ëèçàòîðû è öåíòðû â ãðóïïàõ Ëè è èõ àëãåáðàõ Ëè, íîðìàëèçàòîðû
ïîäãðóïï Ëè è ïîäàëãåáð Ëè. Ñâÿçü ñâîéñòâ ëèíåéíîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ãðóïïû Ëè è åãî äèôôåðåíöèàëà.
2. Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè. Ïîêàæèòå, ÷òî

det(Ad(g)) = 1 äëÿ âñåõ g ∈ G.

Áèëåò 9
1. Ïåðâàÿ òåîðåìà Ëè: èíòåãðèðîâàíèå ãîìîìîðôèçìîâ àëãåáð

Ëè, ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé îäíîñâÿçíûõ ãðóïï Ëè è èõ àëãåáð
Ëè.
2. Ïîêàæèòå, ÷òî íà ñâÿçíîé êîìïàêòíîé ãðóïïå Ëè G ñóùå-

ñòâóåò åäèíñòâåííàÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó,
íåíóëåâàÿ áèèíâàðèàíòíàÿ ôîðìà ñòàðøåé ñòåïåíè.

Áèëåò 10
1. Îäíîñâÿçíàÿ íàêðûâàþùàÿ è ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ãðóï-

ïû Ëè. Òî÷íàÿ ãîìîòîïè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàññëîåíèÿ
ãðóïïû Ëè íàä îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì. Èññëåäîâàíèå ñâÿçíî-
ñòè è âû÷èñëåíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï êëàññè÷åñêèõ ëèíåéíûõ
ãðóïï Ëè. Ïðèìåð íåëèíåéíîé ãðóïïû Ëè (îäíîñâÿçíàÿ íàêðûâà-
þùàÿ ãðóïïû SL2(R)).
2. Ïîêàæèòå, ÷òî íà ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ ñâÿçíîé îäíîñâÿçíîé

ãðóïïû Ëè åñòü åñòåñòâåííàÿ ñòðóêòóðà (ìàòðè÷íîé) ãðóïïû Ëè.

Áèëåò 11
1. Òðåòüÿ òåîðåìà Ëè. Òåîðåìà Êàðòàíà.
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2. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êîìïàêòíîé ñâÿçíîé ãðóïïû Ëè ýêñïîíåí-
öèàëüíîå îòîáðàæåíèå ñþðúåêòèâíî.

Áèëåò 12
1. Êëàññèôèêàöèÿ êîìïàêòíûõ ãðóïï Ëè (áåç äîêàçàòåëüñòâà).
2. Ïîêàæèòå, ÷òî ãðóïïû SO4 è S

3 × SO3 íå èçîìîðôíû.
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