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Áûëî íà ïðîøëûõ çàíÿòèÿõ

Ìîäåëü Ëåîíòüåâà (çàìêíóòàÿ è îòêðûòàÿ)

Íåîòðèöàòåëüíûå è íåðàçëîæèìûå ìàòðèöû

Òåîðåìà Ôðîáåíèóñà-Ïåððîíà



Ìîäåëü Ëåîíòüåâà

Ìîäåëü Ëåîíòüåâà çàäà¼òñÿ ñèñòåìîé

x −Ax = c, x ≥ 0

A ≥ 0 � ìàòðèöà ïðÿìûõ çàòðàò

x � âåêòîð âàëîâîãî âûïóñêà

c � âåêòîð ñïðîñà

(Ìîäåëü Ëåîíòüåâà îïèñûâàåò ðàáîòó ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç n ïðîöåññîâ,
ïðîèçâîäÿùåé n òîâàðîâ ïðè óñëîâèÿõ ëèíåéíîñòè òåõíîëîãèè ïî âàëîâîìó âûïóñêó
è ïîñòîÿíñòâó òåõíîëîãèè ïî âðåìåíè.)

Çàìêíóòàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà:

x −Ax = 0, x ≥ 0
n

∑
i=1

aij = 1.

(Çàìêíóòàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà îïèñûâàåò ñõåìó ìåæäóíàðîäíîé òîðãîâëè. )



Òåîðåìà Ôðîáåíèóñà-Ïåððîíà

Òåîðåìà ( Ôðîáåíèóñ-Ïåððîí)

Íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà A ≥ 0 èìååò ïîëîæèòåëüíîå ñîáñòâ. çíà÷. λA > 0 òàêîå, ÷òî

∀λ ∈ Spec (A) ∣λ∣ ≤ λA

×èñëó λA îòâå÷àåò åäèíñòâåííûé (ñ òî÷íîñòüþ äî ñêàëÿðíîãî ìíîæèòåëÿ) ñîáñòâ.
âåêòîð xA, ïðè ýòîì âñå åãî êîîðäèíàòû îäíîãî çíàêà (áåç îãð. îáù. îíè >0)

AxA = λAxA, xA > 0

Àíàëîãè÷íî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé (ñ òî÷íîñòüþ äî ñêàëÿðíîãî ìíîæèòåëÿ)
ñîáñòâ. âåêòîð pA ìàòðèöû AT , âñå êîîðäèíàòû êîòîðîãî ïîëîæèòåëüíû

pAA = λApA, pA > 0

λA �ôðîáåíèóñîâî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå.

xA � ïðàâûé ôðîáåíèóñîâ ñîáñòâåííûé âåêòîð.

pA � ëåâûé ôðîáåíèóñîâ ñîáñòâåííûé âåêòîð.
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Óñòîé÷èâîñòü ìîäåëè Ëåîíòüåâà

Ïóñòü A > 0 � íåðàçëîæèìàÿ n × n ìàòðèöà,

Ôðîáåíèóñîâî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λA = 1
(èíà÷å âìåñòî A ðàññìàòðèâàåì Ā = A

λA
)).

Ïóñòü pA � ëåâûé ôðîáåíèóñîâ ñîáñòâåííûé âåêòîð ò.,÷. ⟨pA,pA⟩ = 1.
Ââåä¼ì íîðìó íà Rn:

∣∣x ∣∣A = ⟨pA, ∣x ∣⟩.

Çäåñü ∣x ∣ = (∣x1∣, . . . , ∣xn∣).

Îïðåäåëåíèå

Ìàòðèöà A óñòîé÷èâà, åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ñóùåñòâóåò ïðåäåë limk→∞ Akx .

Â Rn ñõîäèìîñòü ïî ìåòðèêà è ïî êîîðäèíàòàì ýêâèâàëåíòíû.



Çàìå÷àíèå î ïðåäåëàõ è íîðìàõ

Ââåëè íîðìó íà Rn:
∣∣x ∣∣A = ⟨pA, ∣x ∣⟩.

Ïðàâûé ôðîáåíèóñîâ ñîáñòâ. âåêòîð xA âûáåðåì òàê, ÷òî ∣∣xA∣∣A = 1.
Îòìåòèì, ÷òî

∣∣Ax ∣∣A ≤ ∣∣x ∣∣A, è åñëè x ≥ 0, òî ∣∣Ax ∣∣A = ∣∣x ∣∣A

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü x ≥ 0. Òîãäà, åñëè ïðåäåë limk→∞ Akx ñóùåñòâóåò, òî

z = lim
k→∞

Akx = µxA, ãäå µ = ∣∣x ∣∣A.

Äîêàçàòåëüñòâî. z = µxA, òàê êàê Az = z . Íàêîíåö

µ = ⟨pA, µxA⟩ = ⟨pA, z⟩ = lim⟨pA,A
kx⟩ = lim⟨pA, x⟩ = ∣∣x ∣∣A,

òàê êàê x ≥ 0.



Èìïðèìèòèâíûå ìàòðèöû

Ïðèìåð. Ìàòðèöà A = (
0 1
1 0

) íåóñòîé÷èâà.

Îïðåäåëåíèå

Íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ èìïðèìèòèâíîé (èëè öèêëè÷åñêîé), åñëè

{1, . . . ,n} = S0∐⋅ ⋅ ⋅∐Sm−1,

ïðè ýòîì

aij > 0⇒ {
i ∈ Sr , j ∈ Sr−1, 1 ≤ r ≤ m − 1
i ∈ S0, j ∈ Sm−1

Èíûìè ñëîâàìè, ìàòðèöà èìïðèìèòèâíà, åñëè îäíîâðåìåííîé ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê
è ñòîëáöîâ îíà ïðèâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó (öèêëè÷åñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ
ìàòðèöû A):

A =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

0 Am−1

A0 ⋱

⋱ ⋱

Am−2 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

Ìàòðèöû, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ èìïðèìèòèâíûìè, íàçûâàþòñÿ ïðèìèòèâíûìè.



Óñòîé÷èâîñòü = ïðèìèòèâíîñòü

Òåîðåìà

Íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà A c λA = 1 óñòîé÷èâà ⇔ A � ïðèìèòèâíà.

Ëåììà 1

A � ïðèìèòèâíà ⇒ ó íåêîòîðîé ñòåïåíè ìàòðèöû A ïåðâàÿ ñòðîêà ïîëîæèòåëüíà

(∃k ∀j a(k)1j > 0)

Çäåñü ÷åðåç a(k)ij îáîçíà÷åí êîýôôèöèåíò ìàòðèöû Ak .

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 1. Ïóñòü

R = {r ∶ a(r)11 > 0} , m = ÍÎÄ(R)

Âîçìîæíû 2 âàðèàíòà:

m > 1

m = 1



Ïåðâûé ñëó÷àé. ÍÎÄ>1

Ñëó÷àé À. m > 1. Òîãäà ìàòðèöà A èìïðèìèòèâíà. Ïîêàæåì ýòî.
Ìíîæåñòâà Si : 0 ≤ i ≤ m − 1 îïðåäåëèì òàê:

Si = {j ∣ ∃k ≡ −i (mod m) ∶ a(k)1j > 0}

Ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ìû ðàçáèâàåì íà ÷àñòè â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèå
êîýôôèöèåíòû â ïåðâîé ñòðî÷êå ìàòðèö Ak íå ðàâíû íóëþ.
Òîãäà

1 Si /= ∅, èíà÷å ó ìàòðèöû Am−i ïåðâàÿ ñòðîêà íóëåâàÿ.
2 Sr ∩ St = ∅, åñëè r /= t. Ïóñòü j ∈ Sr ∩ St . Òîãäà

∃k, l a(k)1j > 0, a(l)1j > 0, k ≡ −r , l ≡ −t (mod m)

Òàê êàê ìàòðèöà A íåðàçëîæèìà, òî ∃q ò.,÷. a(q)j1 > 0. Òîãäà

a(k+q)11 ≥ a(k)1j a(q)j1 > 0, a(l+q)11 ≥ a(l)1j a
(q)
j1 > 0

Íî òîãäà

m∣k + q, m∣l + q ⇒ m∣k − l ⇒ r ≡ t (mod m)

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâà Si çàäàþò èñêîìîå ðàçáèåíèå
ìíîæåñòâà {1, . . . ,n}.



Âòîðîé ñëó÷àé. ÍÎÄ=1
Ñëó÷àé Â. m = 1. Äîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà A ïðèìèòèâíà.
Â R ñóùåñòâóåò íàáîð ÷èñåë ñ ÍÎÄ 1, ïîýòîìó

∃l1, . . . , lp ∈ R, ∃β1, . . . , βp ∈ Z , ∑βi li = 1

Îáîçíà÷èì
d = ∑∣βi ∣li , Q = d2.

Òîãäà ëþáîå l > Q ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

l = ∑ni li , ãäå ni ∈ Z≥0

Äåéñòâèòåëüíî,

l = sd +q, s ≥ d , 0 ≤ q < d ⇒ l = s(∑ ∣βi ∣li)+q(∑βi li) = ∑(s ∣βi ∣ + qβi) li = ∑αi li

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû αi áîëüøå èëè ðàâíû 0. Ïîýòîìó

a(l)11 ≥∏(a(li )11 )
αi
> 0.

Ðàññìîòðèì tj ò.,÷. a
(tj )
1j > 0, ïîëîæèì t = max tj .

Òîãäà â AQ+t ïåðâàÿ ñòðîêà ïîëîæèòåëüíà:

a(Q+t)1j ≥ a
(Q+t−tj )
11 a

(tj )
1j > 0.



Óñòîé÷èâîñòü ñòåïåíåé îïåðàòîðà

Ëåììà 1 äîêàçàíà. Ìû èñïîëüçóåì å¼, ÷òîáû äîêàçàòü óñòîé÷èâîñòü îïåðàòîðà Ak .
Ýòîãî áóäåò äîñòàòî÷íî.

Ëåììà 2

Åñëè ìàòðèöà Ak óñòîé÷èâà ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì k, òî ìàòðèöà A òàêæå
óñòîé÷èâà.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 2. Ïóñòü x ∈ Rn è

lim
s→∞

(Ak
)
sx = µxA.

Äîêàæåì, ÷òî
lim
m→∞

Amx = µxA.

Äåéñòâèòåëüíî,

∀ ε > 0 ∃S ∈ N ò., ÷. ∀ s ≥ S ∣∣Askx − µxA∣∣ ≤ ε

Òîãäà ∀m ≥ Sk ðàçëîæèì m = sk + r , ãäå 0 ≤ r < k. Ïîëó÷àåì

∣∣Amx − µxA∣∣ = ∣∣Ar
(Askx − µxA)∣∣ ≤ ∣∣Askx − µxA∣∣ < ε

Ëåììà 2 äîêàçàíà.



Îïåðàòîð ñæàòèÿ
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâî óñòîé÷èâîñòè îïåðàòîðà ñ ïîëîæèòåëüíîé 1îé ñòðîêîé
âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì.

Îïðåäåëåíèå

Îïåðàòîð P äåéñòâóåò íà íîðìèðîâàííîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå (L, ∣∣ ⋅ ∣∣), êàê
îïåðàòîð ñæàòèÿ, åñëè ∃ 0 < γ < 1 òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ L âûïîëíåíî

∣∣Pv ∣∣ ≤ γ∣∣v ∣∣

γ íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ñæàòèÿ.

Ëåììà 3

Îáîçíà÷èì
LA = Ann(pA) = {v ∣ ⟨v ,pA⟩ = 0} .

Åñëè îïåðàòîð A äåéñòâóåò íà LA êàê îïåðàòîð ñæàòèÿ, òî ìàòðèöà A óñòîé÷èâà.

Îòìåòèì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî LA êîâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A.
Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû Ïóñòü x = µxA + z , ãäå z ∈ LA. Òîãäà

∣∣Akx − µxA∣∣ = ∣∣Ak
(x − µxA)∣∣ = ∣∣Akz ∣∣ ≤ γk

∣∣z ∣∣ ÐÐÐ→
k→∞

0

Ïîýòîìó limk→∞ Akx = µxA
Ëåììà 3 äîêàçàíà.



Îïåðàòîð ñ ïîëîæèòåëüíîé ñòðîêîé óñòîé÷èâ

Ëåììà 4

Åñëè íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà A ñ λA = 1 èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ñòðîêó, òî îïåðàòîð
A äåéñòâóåò íà ïðîñòðàíñòâå

LA = Ann(pA) = {v ∣⟨v ,pA⟩ = 0}

êàê îïåðàòîð ñæàòèÿ. Êàê ñëåäñòâèå, ìàòðèöà A óñòîé÷èâà.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 4 Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè 1àÿ ñòðîêà A ïîëîæèòåëüíà.
Îáîçíà÷èì ñòðîêè A ÷åðåç ai . Òîãäà a1 > 0.
Ïóñòü δ > 0 ò.,÷. δpA ≤ a1. Ïóñòü p1

A � ïåðâàÿ êîîðäèíàòà pA.
Ïîêàæåì, ÷òî γ = 1 − δp1

A � êîýôôèöèåíò ñæàòèÿ A íà LA.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü z ∈ LA. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ⟨a1, z⟩ ≥ 0 (èíà÷å çàìåíèì z → −z).
Òîãäà

∣∣Az ∣∣ =
n

∑
i=1

pi
A∣⟨ai , z⟩∣ = p1

A⟨a1, z⟩ +
n

∑
i=2

pi
A∣⟨ai , z⟩∣ ≤ p1

A⟨a1, z⟩ +
n

∑
i=2

pi
A⟨ai , ∣z ∣⟩ =

= p1
A⟨a1, z − ∣z ∣⟩ +

n

∑
i=1

pi
A⟨ai , ∣z ∣⟩ = p1

A⟨a1, z − ∣z ∣⟩ + ⟨pA,A∣z ∣⟩ ≤ p1
A⟨δpA, z − ∣z ∣⟩ + ⟨pA,A∣z ∣⟩,

òàê êàê z − ∣z ∣ ≤ 0. Íî z ∈ LA è pAA = pA, ïîýòîìó ∣∣Az ∣∣ ≤ (1 − δpA) ∥z∥ = γ∣∣z ∣∣
Ëåììà 4 è Òåîðåìà äîêàçàíû.



Óñòîé÷èâîñòü â òåðìèíàõ ñïåêòðà

Òåîðåìà

A > 0 íåðàçëîæèìà è λA = 1. Òîãäà A óñòîé÷èâà⇔ ∀λ ∈ Spec(A)/1 âûïîëíåíî ∣λ∣ < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ÆÍÔ ìàòðèöû (íàä C).

Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü îäíó æîðäàíîâó êëåòêó Jλ =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1
⋱ ⋱

⋱ 1
λ

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

ìàòðèöû A.

Åñëè ∣λ∣ < 1, òî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî limk→∞ Jk
λ = 0.

Åñëè ∣λ∣ ≥ 1, λ /= 1, òî ïðåäåëà limk→∞ Jk
λ íå ñóùåñòâóåò.

Ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ = 1 ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäíà æîðäàíîâà êëåòêà
ðàçìåðà 1 × 1.
Êëåòêà îäíà, ò.ê. åñòü òîëüêî îäèí ïðàâûé ôðîáåíèóñîâ ñîáñòâåííûé âåêòîð xA
(ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè).
Å¼ ðàçìåð 1× 1, òàê êàê åñòü òîëüêî îäèí (ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè)
ëåâûé ôðîáåíèóñîâ âåêòîð pA è ⟨pA, xA⟩ = 1. Äåéñòâèòåëüíî

0 = pA(A − E)e2 = ⟨pA, µxA⟩ = µ

Òåîðåìà äîêàçàíà.



Óñòîé÷èâîñòü ðàçëîæèìûõ ìàòðèö ÷åðåç ñïåêòð

Ïîêàæåì òåïåðü, êîãäà ðàçëîæèìûå ìàòðèöû óñòîé÷èâû.

Òåîðåìà

Ïóñòü A > 0 çàìêíóòà è èìååò âèä:

A =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

A1 ∗ ∗ ∗

A2 ∗ ∗

⋱ ∗

Al

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,

ãäå âñå ìàòðèöû Ai íåðàçëîæèìû.

Òîãäà A óñòîé÷èâà ⇔ äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , l

ëèáî λAi < 1

ëèáî λAi = 1 è Ai ïðèìèòèâíà.

(⇒) î÷åâèäíî, ò.ê. êàæäàÿ èç íåðàçëîæèìûõ ìàòðèö Ai äîëæíà áûòü óñòîé÷èâà.
Äàëåå äîêàæåì òîëüêî (⇐).



Óñòîé÷èâîñòü ðàçëîæèìûõ ìàòðèö

Òåîðåìó ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü.

Ñëåäñòâèå

A > 0 è çàìêíóòà. Òîãäà A � óñòîé÷èâà ⇔ ∀i [
Ai � íå çàìêíóòà,
Ai � çàìêíóòà è ïðèìèòèâíà.

.

Ìû äîêàæåì, ÷òî λAi = 1 ⇔ Ai � çàìêíóòà. Ýòîãî áóäåò äîñòàòî÷íî.

Îáîçíà÷èì p̂Ai = (1, . . . ,1) � âåêòîð äëÿ Ai . Òàê êàê A > 0 è çàìêíóòà

p̂AiAi ≤ p̂Ai

(⇐) Ïóñòü Ai � çàìêíóòà, ò.å.p̂AiAi = p̂Ai . Òîãäà pAi � å¼ ëåâûé ôðîáåíèóñîâ
ñîáñòâåííûé âåêòîð (ò.ê. âñå åãî êîìïîíåíòû >0) è λAi = 1.

(⇒) Ïóñòü p̂AiAi < p̂Ai . Ïîêàæåì, ÷òî λAi < 1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè xAi � ïðàâûé
ôðîáåíèóñîâ âåêòîð Ai , òî

(p̂Ai , λAi xAi ) = (p̂Ai ,AixAi ) < (p̂Ai , xAi )



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðî óñòîé÷èâîñòü

Äîêàæåì òåîðåìó ïî èíäóêöèè ïî l . Ïóñòü

A = (
A′ B
0 Al

)

Âåêòîð x = (
x1

x2
) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç x̃1 + x̃2. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî A′ óñòîé÷èâà,

ïîýòîìó ó âñåõ âåêòîðîâ x̃1 = (
x1

0
) åñòü ïðåäåë. Îñòà¼òñÿ ðàññìîòðåòü âåêòîðû x̃2.

Ïóñòü λAl
< 1. Òîãäà ∥Ak

l x2∥ ≤ γ
k
∥x2∥, ãäå γ < 1. Îáîçíà÷èì yN = AN x̃2. Òîãäà

yN+p − yN =
N−1

∑
k=0

[(A′)
N−k−1+p

− (A′)
N−k−1

]BAk
l x2 +

N+p−1

∑
k=N

(A′)
N−k−1+p

BAk
l x2



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðî óñòîé÷èâîñòü

Èòàê,

yN+p − yN =
N−1

∑
k=0

[(A′)
N−k−1+p

− (A′)
N−k−1

]BAk
l x2 +

N+p−1

∑
k=N

(A′)
N−k−1+p

BAk
l x2

Ïóñòü ε > 0. Ñäåëàåì ñóììó ìàëåíüêîé (< ε). Îáîçíà÷èì C = ∑N∈N ∥(A′)N∥. Òîãäà

∃K ∶ ∀k ≥ K
2C ∥B∥

1 − γ
∥x2∥γ

k
<
ε

2

∃N0 ∶ ∀N > N0, ∀p ∥(A′)
N−K−1+p

− (A′)
N−K−1

∥ <
ε

2K ∥B∥ ∥x2∥

Òîãäà

yN+p − yN =
K−1

∑
k=0

+
N−1

∑
k=K

+

N+p−1

∑
k=N

< K
ε

2K ∥B∥ ∥x2∥
∥B∥ ∥x2∥ + 2C ∥B∥

N−1

∑
k=K

∥Ak
l x2∥ ≤

≤
ε

2
+ 2C ∥B∥ ∥x2∥

N−1

∑
k=K

γk
=
ε

2
+ 2C ∥B∥ ∥x2∥

γK
(1 − γN−K

)

1 − γ
<
ε

2
+
ε

2
= ε

Ñëó÷àé λAl
< 1 ðàçîáðàí.



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðî óñòîé÷èâîñòü-2

Ïóñòü λAl
= 1 è Al óñòîé÷èâî. Òîãäà x̃2 = µxAl

+ z̃ . Äëÿ z̃ äîê-âî ∃ ïðåäåëà
àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ. Äëÿ xAl

ïðåäåë ñóùåñòâóåò, ïîòîìó ÷òî

A(
0
xAl

) = (
0
xAl

) ,

ïîòîìó ÷òî

▸ ñ îäíîé ñòîðîíû, AlxAl
= λAl

xAl
= xAl

,

▸ ñ äðóãîé ñòîðîíû, Ax ≤ x ,∀x ò.ê. A çàìêíóòî.

Òåîðåìà äîêàçàíà.



1 Ðàíåå äîêàçàííûå óòâåðæäåíèÿ.

2 Óñòîé÷èâîñòü ìîäåëè Ëåîíòüåâà

3 Òåîðåìà î çàìåùåíèè.

4 Ñðàâíèòåëüíàÿ ñòàòèñòèêà ìîäåëè Ëåîíòüåâà.
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Òåîðåìà î çàìåùåíèè

Ïîêàæåì òåïåðü, êàê ñëó÷àé, êîãäà åñòü íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ïðîèçâîäñòâà òîâàðîâ,
ñâîäèòñÿ ê îáû÷íîé ìîäåëè Ëåîíòüåâà (êîãäà êàæäûé òîâàð ïðîèçâîäèòñÿ 1
ñïîñîáîì).

Äàíî:

n òîâàðîâ

m ïðîèçâîäñòâåííûõ ïðîöåññîâ, m ≥ n.

êàæäûé ïðîöåññ ïðîèçâîäèò 1 òîâàð, êàæäûé òîâàð ïðîèçâîäèòñÿ.

Îáîçíà÷èì

M � ìíîæåñòâî ïðîöåññîâ:
M = {1, . . . ,m} ,

Mk � ìíîæåñòâî ïðîöåññîâ, ïðîèçâîäÿùèõ k-òûé òîâàð. Òîãäà

M =M1 ∪ . . .Mn



Îáîáù¼ííàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà

Ðàññìîòðèì îáîáù¼ííóþ ìîäåëü Ëåîíòüåâà

Î x − Âx = c,

ãäå

n ×m ìàòðèöà, îïèñûâàþùàÿ âûïóñê â ìîäåëè:

Î = (eij) , eij =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

1, j ∈Mi ,

0, j /∈Mi

Ìàòðèöà ïðÿìûõ çàòðàò:
Â = (aij)i=1,...,n,j=1,...,m

Âåêòîð èíòåíñèâíîñòåé:

x =
⎛
⎜
⎝

x1

. . .
xm

⎞
⎟
⎠



Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè òðóäîâûõ çàòðàò

Ïóñòü ïðîèçâîäñòâî ïî j-òîìó ïðîöåññó âûçûâàåò çàòðàòû Lj . Îíè îáðàçóþò âåêòîð
òðóäîâûõ çàòðàò

L = (L1, . . . ,Lm) .

Âîçíèêàåò çàäà÷à ìèíèìèçàöèè çàòðàò

(L, x) → min

Î x − Âx ≥ c, x ≥ 0.



Ïîäìîäåëü

Ïîäìîäåëü � ýòî ïîäìíîæåñòâî òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ñ íîìåðàìè

σ = {j1, . . . , jn} , jk ∈Mk , k = 1, . . . ,n.

Äëÿ ïîäìîäåëè îáîçíà÷èì

Aσ = ((aσ)ik)i,k=1,...,n
, (aσ)ik = ai,jk ,

xσ ∈ Rn, (xσ)k = xjk



Òåîðåìà Ñàìóýëüñîíà î çàìåùåíèè

Òåîðåìà (î çàìåùåíèè (Ñàìóýëüñîí))

Ïóñòü îáîáù¼ííàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà

Î x − Âx = c

ïðîäóêòèâíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäìîäåëü σ ò.,÷. ñðåäè ðåøåíèé çàäà÷è î
ìèíèìèçàöèè çàòðàò

(L, x) → min

Î x − Âx ≥ c, x ≥ 0

ñóùåñòâóåò ðåøåíèå x̂ ò.,÷.

x̂j =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

0, j /∈ σ

> 0, j ∈ σ



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î çàìåùåíèè
Ðàññìîòðèì c >> 0. Ò.ê. ìîäåëü ïðîäóêòèâíà, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå x̃ óðàâíåíèÿ

Î x − Âx ≥ c

Íàçîâ¼ì ðåøåíèå áàçèñíûì, åñëè x̃ èìååò íå áîëåå n ïîëîæèòåëüíûõ êîîðäèíàò.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ðàçîáü¼ì íà 3 ëåììû:

Ëåììà

Çàäà÷à î ìèíèìèçàöèè çàòðàò èìååò áàçèñíîå ðåøåíèå.

Ëåììà

Ó áàçèñíîãî ðåøåíèÿ ðîâíî n ïîëîæèòåëüíûõ êîîðäèíàò (îíè çàäàþò ïîäìîäåëü σ).
Òàêèì îáðàçîì äëÿ ëþáîãî k = 1, . . . ,n ñóùåñòâóåò èíäåêñ

jk ∈ σ ∩Mk .

Ëåììà

Äëÿ ëþáîãî c ′ ≥ 0 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå x ′ çàäà÷è î ìèíèìèçàöèè çàòðàò ò.,÷.

x ′j > 0 ⇔ j ∈ σ.



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î çàìåùåíèè. Ëåììà 1

Ëåììà

Çàäà÷à î ìèíèìèçàöèè çàòðàò èìååò áàçèñíîå ðåøåíèå.

Ïóñòü ó x̃ áîëåå n ïîëîæèòåëüíûõ êîîðäèíàò. Îáîçíà÷èì èõ íîìåðà çà σ.
Ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîëáöû Î − Â ëèíåéíî çàâèñèìû, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò âåêòîð zσ
ò.,÷.

(Î − Â) zσ = 0

Âåêòîð z ïîëó÷àåòñÿ èç zσ äîáàâëåíèåì íóëåé.

Åñëè (L, z) /= 0, òî ∃ε:

x̃ + εz ≥ 0, (L, x̃ + εz) < (L, x̃)

Íî â òî æå âðåìÿ
(Î − Â) (x̃ + εz) = (Î − Â) x̃ ≥ c

Ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî ðåøåíèå � ìèíèìàëüíî.

Ïîýòîìó (L, z) = 0 è ìû ìîæåì âçÿòü x̃ ′ = x̃ + λz ñ áîëüøèì ÷èñëîì íóëåé
(ðåäóêöèÿ).



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î çàìåùåíèè. Ëåììà 2

Ëåììà

Ó áàçèñíîãî ðåøåíèÿ ðîâíî n ïîëîæèòåëüíûõ êîîðäèíàò (îíè çàäàþò ïîäìîäåëü σ).
Äëÿ ëþáîãî k = 1, . . . ,n ñóùåñòâóåò èíäåêñ

jk ∈ σ ∩Mk .

Äåéñòâèòåëüíî
(Î − Â) x̃ ≥ c >> 0

Ïîýòîìó
(Î x̃)

k
= ∑

j∈Mk

x̃j ≥ c > 0

Ïîýòîìó x̃jk > 0 äëÿ íåêîòîðîãî jk ∈Mk . Íî èíäåêñîâ íå áîëåå, ÷åì n.



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î çàìåùåíèè. Ëåììà 3

Ëåììà

Äëÿ ëþáîãî c ′ ≥ 0 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå x ′ çàäà÷è î ìèíèìèçàöèè çàòðàò ò.,÷.

x ′j > 0 ⇔ j ∈ σ.

Ïóñòü c ′ ≥ 0. Òîãäà ∃λ ò.,÷. λc ≥ c ′.

Ïîñêîëüêó (I −Aσ) x̃σ ≥ c >> 0, ñèñòåìà Aσ ïðîäóêòèâíà. Ïîýòîìó ∃x ′σ ≥ 0 ò½÷.

(I −Aσ) x
′
σ = c ′

Äîïîëíèì x ′σ íóëÿìè äî x ′. Ïóñòü x ′ � íå ðåøåíèå. Òîãäà ∃x ′′ ò.,÷.

(Î − Â) x ′′ ≥ c ′, Lx ′′ < Lx ′

Ðàññìîòðèì âåêòîð yσ ò.,÷.
(I −Aσ) yσ = λc − c ′,

äîïîëíèì yσ íóëÿìè äî âåêòîðà y è ïîëîæèì

x̃ ′ = x ′′ + y

Òîãäà x ′σ + yσ = λx̃σ, ïîýòîìó x ′ + y = λx̃ . Íî òîãäà

Lx̃ ′ = L(x ′′ + y) < L(x ′ + y) = L(λx̃)

È ïîýòîìó λx̃ � íå ðåøåíèå äëÿ λc, ò.å. x̃ � íå ðåøåíèå äëÿ c. Ïðîòèâîðå÷èå.
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Ñðàâíèòåëüíàÿ ñòàòèñòèêà ìîäåëè Ëåîíòüåâà

Êàê çàâèñèò âåêòîð âàëîâîãî âûïóñêà îò èçìåíåíèÿ ñïðîñà íà òîâàðû?

Òåîðåìà

Ïóñòü A > 0 � íåðàçëîæèìà è ïðîäóêòèâíàÿ ìàòðèöà, âåêòîðà

c = (c1, c2, . . . , cn) c ′ = (c ′1, c2, . . . , cn)

îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ïåðâîé êîìïîíåíòîé, c ′1 > c1 , c ≥ 0,

x = (I −A)
−1c, x ′ = (I −A)

−1c ′.

Òîãäà
x ′1
x1

= max
1≤i≤n

x ′i
xi

Ïðè ýòîì, åñëè
x ′1
x1

=
x ′i
xi
, i /= 1

òî c ′i = ci = 0



Ñðàâíèòåëüíàÿ ñòàòèñòèêà ìîäåëè Ëåîíòüåâà. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Ïóñòü γi =
x′i
xi
. Òàê êàê c ′ > c, òî x ′ > x . Ïîýòîìó γi ≥ 1.

Ïî óñëîâèþ x = c +Ax èëè â êîîðäèíàòàõ xi = ci +∑j aijxj . Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ
xi .

1

γi
x ′i = ci +∑

j

aij
1

γj
x ′j ⇒ x ′i = γici +∑

j

aij
γi
γj
x ′j

Ïóñòü S = {i ∣γi = maxγj} è ïóñòü i ∈ S/{1}.
Òîãäà, åñëè c ′i ≠ 0, òî

x ′i = γici +∑
j

aij
γi
γj
x ′j > c ′i +∑

j

aijx
′
j = x ′i ,

òàê êàê γi > 1 è γi
γj
≥ 1.

Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó

x ′i
xi

= max
1≤j≤n

x ′j
xj
, i /= 1 ⇒ c ′i = ci = 0.

Åñëè 1 /∈ S , òî èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé ïîëó÷àåì aij = 0 äëÿ âñåõ i ∈ S , j /∈ S , ÷òî
îçíà÷àåò, ÷òî A � ðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî 1 ∈ S .
Òåîðåìà äîêàçàíà.



Ýëàñòè÷íîñòü ïðîäóêòà ïî ñïðîñó

Òåîðåìà (Ýëàñòè÷íîñòü ïðîäóêòà ïî ñïðîñó)

Ïóñòü ìàòðèöà A > 0 íåðàçëîæèìà è ïðîäóêòèâíà. Òîãäà

∂xi
∂cj

cj
xi

≤ 1.

×èñëî Eij =
∂xi
xi
∶
∂cj
cj

íàçûâàåòñÿ ýëàñòè÷íîñòüþ i-ãî ïðîäóêòà ïî ñïðîñó cj íà j-òûé
ïðîäóêò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü j = 1. Ðàññìîòðèì êîíå÷íûå ïðèðàùåíèÿ êàê â ïðåäûäóùåé
òåîðåìå. Òîãäà

x ′i − xi
xi

= γi − 1,
c ′1 − c1

c1
= µ1 − 1, µ1 =

c ′1
c1

Òîãäà

x ′1 = γ1c1 +∑
i

a1i
γ1

γi
x ′i ≥

γ1

µ1
c ′1 +∑

i

a1ix
′
i ,

òàê êàê γ1 ≥ γi .
Ïîëó÷àåì, ÷òî

γ1

µ1
≤ 1 ⇒ µ1 ≥ γ1 ≥ γi ⇒

γi − 1

µ1 − 1
≤ 1

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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6 Ìîäåëü Íåéìàíà.
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Íåëèíåéíàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà

n òîâàðîâ

fij(xj) � êîëè÷åñòâî i-ãî òîâàðà, íåîáõîäèìîãî äëÿ ïðîèçâîäñòâà xj òîâàðà ïîä
íîìåðîì j .

Ñ÷èòàåì, ÷òî fij ≥ 0 � íåïðåðûâíûå íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè.

óñëîâèå çàìêíóòîñòè (áåñïðèáûëüíîñòü)

xj =
n

∑
i=1

fij(xj)

íåëèíåéíàÿ (çàìêíóòàÿ) ìîäåëü Ëåîíòüåâà

xi =
n

∑
j=1

fij(xj)



Ðàâíîâåñèå â íåëèíåéíîé ìîäåëè Ëåîíòüåâà

Îáîçíà÷èì ∆n−1
K = {x = (x1, . . . , xn)∣xi ≥ 0,∑ xi = K} � (n − 1)-ìåðíûé ñèìïëåêñ.

Òåîðåìà (Áðàóýð)

Ó ëþáîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ F ∶ ∆n−1
K →∆n−1

K ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà x ∈ ∆n−1

k , ò.å. òàêàÿ òî÷êà, ÷òî F(x) = x .

Òåîðåìà

Â íåëèíåéíîé çàìêíóòîé ìîäåëè Ëåîíòüåâà ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå x ò.,÷. ∑ xi = K .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F ∶ Rn
+ → Rn

+ ò.,÷.

F(x)i =
n

∑
j=1

fij(xj)

Åñëè x ∈ ∆n−1
K , òî ∑i F(x)i = ∑i,j fij = ∑j xj = K . Ïîýòîìó F(x) ∈ ∆n−1

K .
F � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, òàê êàê âñå ôóíêöèè fij íåïðåðûâíû, ïîýòîìó ïî
òåîðåìå Áðàóýðà ñóùåñòâóåò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x ∈ ∆n−1

K , äëÿ íåãî F(x) = x .



1 Ðàíåå äîêàçàííûå óòâåðæäåíèÿ.

2 Óñòîé÷èâîñòü ìîäåëè Ëåîíòüåâà

3 Òåîðåìà î çàìåùåíèè.

4 Ñðàâíèòåëüíàÿ ñòàòèñòèêà ìîäåëè Ëåîíòüåâà.

5 Íåëèíåéíàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà.

6 Ìîäåëü Íåéìàíà.

7 Ìîäåëü Ãåéëà.

8 Óòâåðæäåíèÿ ïðî ìîäåëü Íåéìàíà.
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Ìîäåëü Íåéìàíà

Ìîäåëü Íåéìàíà:

n òîâàðîâ, m ïðîèçâîäñòâåííûõ ïðîöåññîâ

áàçèñíûå ïðîöåññû (aj ,bj
), ãäå aj � âåêòîð çàòðàò, bj � âåêòîð âûïóñêà.

ñìåøàííûé ïðîöåññ, x = (x1, . . . , xm
) � âåêòîð èíòåíñèâíîñòåé

x → (Ax ,Bx)

A � ìàòðèöà çàòðàò, B � ìàòðèöà âûïóñêà (íåîòðèö. n ×m-ìàòðèöû)

t � äèñêðåòíî

t-1 t

xt-1 xt

Axt Bxt

t+1



Ìîäåëü Íåéìàíà. Ïðàâèëà èãðû

t-1 t

xt-1 xt

Axt Bxt

t+1

Ïðè ýòîì

1 Óñëîâèÿ çàìêíóòîñòè Axt ≤ Bxt−1

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, . . . , xt , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ çàìêíóòîñòè,
íàçûâàåòñÿ ïëàíîì. x0 � âåêòîð çàïàñîâ.

2 Óñëîâèå íóëåâîãî äîõîäà pt−1A ≥ ptB (áàçèñíûå ïðîöåññû íå ïðèíîñÿò
ïðèáûëè).
Çäåñü {pt} � òðàåêòîðèÿ öåí.

3 Ñîõðàíåíèå äåíåæíîé ìàññû ptAxt = pt+1Bxt

4 Îòñóòñòâèå ïîòðåáëåíèÿ ptBxt−1 = ptAxt .



Ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìîäåëè Íåéìàíà

Ñòàöèîíàðíàÿ òðàåêòîðèÿ

xt = ν
tx0, pt = µ

−tp0.

Çàìå÷àíèå.
Ñòàöèîíàðíûé ïëàí: νAx0 ≤ Bx0, ñòàöèîíàðíàÿ òðàåêòîðèÿ öåí µp0A ≥ p0B.

Ñîñòîÿíèå äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ

(ν, µ,p, x) ∶ νAx ≤ Bx , µpA ≥ pB, µpAx = pBx ,

νpAx = pBx , ν, µ > 0, p, x > 0.

Çàìå÷àíèå. pAx ≠ 0⇒ ν = µ.

Íåâûðîæäåííîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ

(α, x ,p) ∶ α > 0, x ,p > 0

αAx ≤ Bx , αpA ≥ pB, pAx > 0.



1 Ðàíåå äîêàçàííûå óòâåðæäåíèÿ.

2 Óñòîé÷èâîñòü ìîäåëè Ëåîíòüåâà

3 Òåîðåìà î çàìåùåíèè.

4 Ñðàâíèòåëüíàÿ ñòàòèñòèêà ìîäåëè Ëåîíòüåâà.

5 Íåëèíåéíàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà.

6 Ìîäåëü Íåéìàíà.

7 Ìîäåëü Ãåéëà.

8 Óòâåðæäåíèÿ ïðî ìîäåëü Íåéìàíà.
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Ìîäåëü Ãåéëà

Îáîçíà÷èì z = (x , y) ∈ R2n.

Îïðåäåëåíèå

Ìîäåëü Ãåéëà � ïîäìíîæåñòâî Z ⊂ R2n
+ òàêîå, ÷òî

1 Z � âûïóêëûé çàìêíóòûé êîíóñ.

2 Åñëè (0, y) ∈ Z , òî y = 0.

3 ∀i ∃(x , y) ∈ Z òàêîå, ÷òî yi > 0.

Çàìå÷àíèå. Ò.ê. êîíóñ âûïóêëûé, óñëîâèå 3⇔ 3′: ∃(x , y) ∈ Z ∶ y >> 0.

Îïðåäåëåíèÿ:

z = (x , y) ∈ Z � ïðîèçâîäñòâåííûé ïðîöåññ,

x � âåêòîð çàòðàò,

y � âåêòîð âûïóñêà



Ìîäåëü Íåéìàíà ïîðîæäàåò ìîäåëü Ãåéëà

Óòâåðæäåíèå

(A,B) � ìîäåëü Íåéìàíà, â A íåò íóëåâûõ ñòîëáöîâ (íåò �ðîãà èçîáèëèÿ�), â B íåò
íóëåâûõ ñòðîê (âñå òîâàðû ïðîèçâîäÿòñÿ). Òîãäà

Z = {(Au,Bu)∣ u ≥ 0}

ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ Ãåéëà.

1 Î÷åâèäíî, ÷òî Z � âûïóêëûé êîíóñ. Ïîêàæåì, ÷òî Z çàìêíóòî, ò.å. ñîäåðæèò

âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè. Ðàññìîòðèì ñèìïëåêñ ∆ = {u ∣ ∑
i

ui = 1}.

Ïóñòü ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(A(λiui),B(λiui)) λi ≥ 0, ui ∈ ∆

åñòü ïðåäåë. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî èç λiui ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

▸ Â ui ∈ ∆ åñòü ñõîä. ïîäïîñë. uik ò.ê. ∆ � êîìïàêò.

▸ Â B íåò íóëåâûõ ñòðîê, ïîýòîìó ∥Bui∥ ≥ c > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, λi îãðàíè÷åíû è ∃
ñõîä. ïîäïîñë. λil .



Ìîäåëü Íåéìàíà ïîðîæäàåò ìîäåëü Ãåéëà - 2

Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà:

1 Ïîñêîëüêó â A íåò íóëåâûõ ñòîëáöîâ è A ≥ 0,u ≥ 0,

Au = 0 ⇒ u = 0 ⇒ Bu = 0.

2 Ïîñêîëüêó â B íåò íóëåâûõ ñòðîê

u >> 0 ⇒ Bu >> 0.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.



Ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìîäåëè Ãåéëà

Òðàåêòîðèÿ (ïëàí) ìîäåëè Ãåéëà Z ñ íà÷àëîì y0 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
zt = (xt−1, yt) ∈ Z , ãäå t ∈ N è xt ≤ yt .

Òðàåêòîðèÿ öåí � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü pt ∈ Rn
+, t ∈ N0 òàêàÿ, ÷òî ∀(x , y) ∈ Z

âûïîëíåíî pt−1x ≥ pty .

Îáîçíà÷èì πt(ξ) = ptyt , ãäå ξ = {zt}

Çàìå÷àíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü πt ìîíîòîííî óáûâàåò.

Îïðåäåëåíèå

Òðîéêà (α, z̄ , p̄), ãäå α > 0, z̄ ∈ Z , p̄ > 0 íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ, åñëè

1 αx̄ ≤ ȳ

2 ∀(x , y) ∈ Z âûïîëíåíî αp̄x ≥ p̄y .

Åñëè ⟨p̄, ȳ⟩ > 0, òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ íåâûðîæäåííîå.

α � òåìï ðîñòà.



Ó ëþáîé ìîäåëè Ãåéëà ñóùåñòâóåò ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ.

Òåîðåìà

Ó ëþáîé ìîäåëè Ãåéëà Z ñóùåñòâóåò ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ.

Äëÿ ëþáîãî z ∈ Z îïðåäåëèì òåõíîëîãè÷åñêèé òåìï ðîñòà ïðîöåññà z = (x , y):

α(z) = max
α

{α ∣ αx ≤ y}

Òîãäà
α(z) ≥ 0, α(λz) = α(z), ∀λ > 0

Îïðåäåëèì ÷èñëî Íåéìàíà ìîäåëè Ãåéëà êàê

αN = sup
z∈Z/{0}

α(z)

Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî αN < ∞.



Ìîäåëü Ãåéëà

Ïóñòü αN = ∞, ãäå

αN = sup
z∈Z/{0}

α(z), α(z) = max
α

{α ∣ αx ≤ y}

Òîãäà
∃ zn = (xn, yn) ∈ Z ∶ α(zn) > n, è ∣∣yn∣∣ = 1

Òîãäà

∣∣xn∣∣ ≤
∣∣yn∣∣

α(zn)
⇒ ∣∣xn∣∣ →n→∞ 0

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} îãðàíè÷åíà, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò
ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ynk → y , ∣∣y ∣∣ = 1.

Ìíîæåñòâî Z çàìêíóòî, ïîýòîìó

znk →k→∞ (0, y) ∈ Z

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå (ñ ïóíêòîì 2 îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Ãåéëà).
Ñëåäîâàòåëüíî, αN < ∞.



Ìîäåëü Ãåéëà

Àíàëîãè÷íî òîìó, ÷òî αN < ∞ äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

∃zn → z̄ ∈ Z ∶ α(zn) → αN ⇒ α(z̄) = αN

Ðàññìîòðèì

U = {y − αNx ∣ (x , y) ∈ Z} , è Rn
++ = {x >> 0}

Òîãäà U ∩Rn
++ = ∅, èíà÷å

∃(x , y) ∈ Z ∶ y − αNx >> 0 ⇒ α(z) > αN

Ìíîæåñòâà U,Rn
++ � âûïóêëûå, ïîýòîìó ïî òåîðåìå îòäåëèìîñòè

∃p /= 0 ∶ ∀u ∈ U ∀v ∈ Rn
++ pu ≤ pv

Òàê êàê 0 ∈ U ⇒ pv ≥ 0 ⇒ p > 0.

∃vn → 0 ⇒ pu ≤ 0 ∀u ⇒ αNpx ≥ py ∀(x , y) ∈ Z

Ñëåäîâàòåëüíî (αN , z̄ ,p) � ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.



Ìîäåëü Ãåéëà

Çàìå÷àíèå

Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ (αN , z̄ ,p) ìîæåò áûòü âûðîæäåííûì.

Çàäà÷à

Ïðèâåñòè ïðèìåð ìîäåëè Ãåéëà áåç íåâûðîæäåííûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ.

Îòâåò:

y1 ≤ x1 +
√
x1x2

y2 ≤ x2 −
x2

2

x1 + x2



Êîíå÷íîñòü ÷èñëà òåìïîâ ðîñòà ìîäåëè Ãåéëà

Óòâåðæäåíèå

Â ìîäåëè Ãåéëà ìîæåò áûòü íå áîëåå n òåìïîâ ðîñòà.

∀α > 0 îáîçíà÷èì

Z(α) = {z = (x , y) ∈ Z ∣ α(z) ≥ α} , I(z) = {i ∣ yi > 0} ,

z̄(α) � âåêòîð èç Z(α), èìåþùèé íàèáîëüøèé íàáîð íåíóëåâûõ êîìïîíåíò, à
n(α) = #I(z̄(α))

Òîãäà n(α) êîððåêòíî îïðåäåëåíî, òàê êàê Z(α) � âûïóêëûé êîíóñ.
Ïóñòü α1 < α2. Òîãäà Z(α1) ⊂ Z(α2) è n(α1) ≥ n(α2).

Ïóñòü α1, α2 � òåìïû ðîñòà è (α1, z1,p1), (α2, z2,p2) � ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî zi èìååò íàèáîëüøåå ÷èñëî íåíóëåâûõ êîìïîíåíò.

Ïóñòü n(α1) = n(α2). Òîãäà I(z1) = I(z2) è

∃γ > 0 ∶ y1 ≤ γy2 ⇒ γp1y2 ≥ p1y1 > 0 ⇒ p1y2 > 0

Òîãäà α1p1x2 ≥ p1y2 (ïî îïðåäåëåíèþ p), îòêóäà

α2x2 ≤ y2 ⇒ α2p1x2 ≤ p1y2 ≤ α1p1x2 íî p1y2 > 0 ⇒ p1x2 > 0.

Òîãäà α2 ≤ α1, ïðîòèâîðå÷èå. Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.



×èñëî Ôðîáåíèóñà ìîäåëè Ãåéëà.

Îáîçíà÷èì
α′(p) = inf {α ∣ αpx ≥ py ∀(x , y) ∈ Z}

Òîãäà αF = infp>0 α
′
(p) � ÷èñëî Ôðîáåíèóñà ìîäåëè Ãåéëà.

Îòìåòèì, ÷òî
∃p̄ > 0 ∶ α′(p̄) = αF



×èñëî Ôðîáåíèóñà íå áîëüøå ÷èñëà Íåéìàíà ìîäåëè Ãåéëà.

Óòâåðæäåíèå

1 αF ≤ αN

2 ∀α ∈ [αF , αN] ñóùåñòâóåò ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ (α, z ,p) òàêîå, ÷òî
α′(p) ≤ α ≤ α(z).

3 Åñëè (α, z ,p) � íåâûðîæäåíî, òî α = α(z) = α′(p).

1 Áûëî äîêàçàíî, ÷òî ∃ ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ (αN , z̄ ,p). Ïîýòîìó

αNpx ≥ py ∀(x , y) ∈ Z ⇒ αF ≤ α′(p) ≤ αN

2 Äåéñòâèòåëüíî,
▸ Åñëè α ≤ αN , òî ∃z ∈ Z ò.,÷.

αx ≤ y

▸ Åñëè α ≥ αF , òî ∃p ò.,÷.
αpx ≥ py , ∀(x , y) ∈ Z

3 Ñ îäíîé ñòîðîíû,
αF ≤ α′(p) ≤ α ≤ α(z) ≤ αN

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (α, z ,p)

α(z)px ≤ py ≤ α′(p)px

Åñëè ñîñòîÿíèå íåâûðîæäåíî, ò.å. py /= 0, òî α(z) ≤ α′(p), è ÷èñëà ðàâíû.



1 Ðàíåå äîêàçàííûå óòâåðæäåíèÿ.

2 Óñòîé÷èâîñòü ìîäåëè Ëåîíòüåâà

3 Òåîðåìà î çàìåùåíèè.

4 Ñðàâíèòåëüíàÿ ñòàòèñòèêà ìîäåëè Ëåîíòüåâà.

5 Íåëèíåéíàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà.

6 Ìîäåëü Íåéìàíà.

7 Ìîäåëü Ãåéëà.

8 Óòâåðæäåíèÿ ïðî ìîäåëü Íåéìàíà.
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Îò ìîäåëè Ãåéëà ê ìîäåëè Íåéìàíà

Ïóñòü (A,B) � ìîäåëü Íåéìàíà, â A íåò íóëåâûõ ñòîëáöîâ, â B íåò íóëåâûõ ñòðîê.
Îáîçíà÷èì

λN = inf {λ∣ ∃u > 0 ∶ (A − λB)u ≤ 0}

λF = sup{λ∣ ∃p > 0 ∶ p(A − λB) ≥ 0}

Îïðåäåëåíèå

λF , λN � ÷èñëà Íåéìàíà è Ôðîáåíèóñà ìîäåëè (A,B).

Çàìå÷àíèå

Z = {(Au,Bu)∣u ≥ 0} � ìîäåëü Ãåéëà.

1 λN = α−1
N , λF = α−1

F , ãäå αF , αN � ÷èñëà Íåéìàíà è Ôðîáåíèóñà ìîäåëè Ãåéëà.

2 Êàê ñëåäñòâèå, λN ≤ λF .

λN = α−1
N ïî îïðåäåëåíèþ ýòèõ ÷èñåë, äëÿ ÷èñåë Ôðîáåíèóñà àíàëîãè÷íî:

λN = inf {λ∣ Au ≤ λBu}, αN = sup{α∣ αx ≤ y}

Çàìå÷àíèå. Ñëåäóþùèå 2 òåîðåìû ïîçâîëÿò äîêàçàòü, ÷òî â ìîäåëè Íåéìàíà
ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ.



Àëüòåðíàòèâà äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Òåîðåìà (Àëüòåðíàòèâà äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ)

Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A è âåêòîðà b:

1 ëèáî ∃x ≥ 0 ∶ Ax ≤ b,

2 ëèáî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ∃ p ≥ 0 ∶ pA ≥ 0 è ⟨p,b⟩ < 0.

(íå 1⇐ 2) Ïóñòü îäíîâðåìåííî ∃p ≥ 0 è ∃x ≥ 0 ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè. Òîãäà

0 > pb ≥ pAx ≥ 0,

òàê êàê p ≥ 0, pA ≥ 0 è x ≥ 0. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.
(íå 1⇒ 2) Ïóñòü ∀x ≥ 0 âûïîëíåíî Ax > b. Òîãäà

b /∈ Conv. cone{a1, . . . , an, e1, . . . , em} ,

ãäå A = (a1, . . . , an), èíà÷å
b = ∑ x iai + λiei ≥ Ax .

Ïî òåîðåìå îòäåëèìîñòè

∃p > 0 ∶ ⟨p,b⟩ < 0, ⟨p, z⟩ ≥ 0, ∀z ∈ Conv. cone

Ïîýòîìó
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

⟨p, ei ⟩ ≥ 0⇒ p ≥ 0

⟨p, ai ⟩ ≥ 0⇒ pA ≥ 0



Òåîðåìà î ñèñòåìàõ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

Òåîðåìà (Òåîðåìà î ñèñòåìàõ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ)

Ïóñòü X = {x ≥ 0∣Ax ≤ b} /= ∅ è ∀x ∈ X , ⟨c, x⟩ ≤ d .
⇒ ∃p ≥ 0 ∶ pA ≥ c è ⟨p,b⟩ ≤ d .

Ïóñòü íå òàê. Òîãäà ∀q = pT
≥ 0 ñèñòåìà ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

−ATq ≤ −cT

bTq ≤ d

íå èìååò ðåøåíèÿ. Òîãäà ïî àëüòåðíàòèâå ∃x̃ = (xT , s) ∶ x̃ (
−AT

bT ) ≥ 0, x̃ (
−cT

d
) < 0.

Ò.å. −Ax + sb ≥ 0, −⟨c, x⟩ + sd < 0 èëè

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

Ax ≤ sb

⟨c, x⟩ > sd

1) s = 0 ⇒ ∃x0 ≥ 0 Ax0 ≤ 0, ⟨c, x0⟩ > 0.
Òîãäà ∀x ∈ X ∃λ > 0 ∶ A(x + λx0) ≤ Ax < b, ⟨c, x + λx0⟩ > d ⇒ x + λy ∈ X .
Ïðîòèâîðå÷èå.
2) s > 0. Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü s = 1. Òîãäà ∃x ≥ 0 ∶ Ax ≤ b, ⟨c, x⟩ > d . Ïðîòèâîðå÷èå.



Íåâûðîæäåííûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìîäåëè Íåéìàíà.

Òåîðåìà

Ïóñòü â ìîäåëè Íåéìàíà A ≥ 0,B ≥ 0, â ìàòðèöå A íåò íóëåâûõ ñòîëáöîâ, â ìàòðèöå
B � íóëåâûõ ñòðîê. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå íåâûðîæäåííûõ ïîëîæåíèé
ðàâíîâåñèÿ äëÿ α = λF (äëÿ λN àíàëîã. íà ñëåä. ñëàéäå). Ðàññìîòðèì p∗ > 0 ò., ÷.

p∗(A − λFB) ≥ 0.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî p∗A èìååò íàèáîëüøåå ÷èñëî íåíóëåâûõ êîìïîíåíò. Íóæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ∃u ≥ 0 òàêîå, ÷òî (A − λFB)u ≤ 0 è p∗Au > 0. Ïóñòü

(A − λFB)u ≤ 0, u ≥ 0 ⇒ p∗Au ≤ 0.

Òîãäà ïî òåîðåìå î ñèñòåìàõ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

∃q ≥ 0 ∶ q(A − λFB) ≥ p∗A ≥ 0.

Ò.ê. ó p∗A íàèáîëüøåå ÷èñëî íåíóëåâûõ êîìïîíåíò

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

(qA)j > λF (qB)j , (p∗A)j /= 0

(qA)j = (qB)j = 0, (p∗A)j = 0

Òîãäà ∃∆ > 0 ∶ qA > (λF +∆)qB. Ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðåä. λF . Òåîðåìà äîêàçàíà.



Íåâûðîæäåííûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìîäåëè Íåéìàíà.

Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íî äëÿ λN ðàññìîòðèì u∗ ∶ (A − λNB)u∗ ≤ 0 è Bu∗ èìååò
íàèáîëüøåå ÷èñëî íåíóëåâûõ êîìïîíåíò. Ïóñòü

p ≥ 0, p(A − λNB) ≥ 0 ⇒ pBu∗ ≤ 0.

Òîãäà

(A − λNB)v ≤ −Bu∗ ≤ 0 ⇒

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

(Av)j < λN(Bv)j , (Bu∗)j > 0

(Av)j = (Bv)j = 0, (Bu∗)j = 0

Ãäå îïÿòü (Bv)j = 0 ïðè (Bu∗)j = 0, ò.ê. ó Bu∗ íàèáîëüøåå ÷èñëî íóëåâûõ êîìïîíåíò.

Çíà÷èò, ∃∆ > 0 ∶ (A − (λN −∆)B)v ≤ 0. Ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðåäåëåíèåì λN .

Ýòî áóäåò íåâûðîæä. ïîëîæ. ðàâíîâ. äëÿ α = λN , ò.ê.

pAu∗ ≥ λNpBu∗ > 0



Ïðîäóêòèâíîñòü ìîäåëè Íåéìàíà

Îïðåäåëåíèå

(A,B) � ïðîäóêòèâíà, åñëè ∀c ≥ 0, ∃x ≥ 0 ∶ Bx −Ax ≥ c.

Òåîðåìà

Ìîäåëü ïðîäóêòèâíà ⇔ λF < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî

(⇐) Ïóñòü
∃c ≥ 0 ∶ ∀x ≥ 0 Bx −Ax < c.

Òîãäà ñèñòåìà (A −B)x ≤ −c, x ≥ 0 íå èìååò ðåøåíèÿ. Ïî àëüòåðíàòèâå äëÿ
ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ∃p ≥ 0 ∶ p(A −B) ≥ 0 ⇒ λF ≥ 1.

(⇒) Ïóñòü (A,B) ïðîäóêòèâíà. Ðàññìîòðèì c >> 0 è x ≥ 0, (B −A)x ≥ c. Ïóñòü
p > 0 ∶ p(A − λFB) ≥ 0. Òîãäà

1

λF
pAx ≥ pBx > pAx ⇒ pAx > 0 è

1

λF
> 1 ⇒ λF < 1.



Èçîëèðîâàííàÿ ïàðà ìíîæåñòâ. Ïîäýêîíîìèêà

Îïðåäåëåíèå

Ïîäìíîæåñòâà S ⊂ {1, . . . ,m} , T ⊂ {1, . . . ,n} îáðàçóþò èçîëèðîâàííóþ ïàðó
(S ,T), åñëè ∀j ∈ S , i /∈ T âûïîëíåíî aij = bij = 0.

Çàìå÷àíèå. Îòðàñëè èç S ïîòðåáëÿþòñÿ è ïðîèçâîäÿò òîëüêî ïðîäóêòû èç T .
(S ,T) � ïîäýêîíîìèêà.

Îïðåäåëåíèå

Ìîäåëü (A,B) � ðàçëîæèìàÿ, åñëè ñóùåñòâóåò (íåòðèâèàëüíàÿ) èçîëèðîâàííàÿ
ïàðà (S ,T) /= ({1, . . . ,m} ,{1, . . . ,n}),S /= ∅,T /= ∅.

Òåîðåìà

Åñëè λF /= λN , òî ìîäåëü ðàçëîæèìà.



Ðàçëîæèìîñòü ìîäåëè Íåéìàíà

Òåîðåìà

Åñëè λF /= λN , òî ìîäåëü ðàçëîæèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λF /= λN è (uF ,pF ) (uN ,pN) � íåâûðîæäåííûå ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ. Òîãäà BuN èìååò íóëåâûå êîìïîíåíòû, òàê êàê

pFλFBuN ≤ pFAuN ≤ pFλNBuN è λN ≤ λF .

Ïîýòîìó
AuN ≤ λNBuN

èìååò íóëåâûå êîîðäèíàòû.
Íî â A íåò íóëåâûõ ñòîëáöîâ ⇒ â uN åñòü íóëåâàÿ êîîðäèíàòû. Ïîëîæèì

S = {j ∣ u(α)j > 0} , T = {i ∣ (BuN)i > 0} .

Òîãäà S /= ∅,{1, . . . ,m} ,T /= {1, . . . ,n}. Ïîëó÷àåì, ÷òî

i /∈ T ⇒ 0 = (BuN)i = ∑
j

bij(uN)j ⇒ bij = 0, åñëè j ∈ S

Àíàëîãè÷íî äëÿ AuN .

Ñëåäñòâèå

Åñëè (A,B) íåðàçëîæèìà, òî ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí òåìï ðîñòà. (Ñîñòîÿíèé
ðàâíîâåñèÿ ïðè ýòîì ìîæåò áûòü íåñêîëüêî. Óïðàæíåíèå � ïðèäóìàòü ïðèìåð.)
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