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Àííîòàöèÿ

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñîáñòâåííîãî êëàññà Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà, ñîñòîÿùåãî èç âñåõ ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ, ðàññìàòðèâàåìûõ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè. Íà ýòîì êëàññå ââîäèòñÿ îáîáùåííàÿ ïñåâäîìåòðè-
êà Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà è èññëåäóåòñÿ ãåîìåòðèÿ ïîëó÷åííîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïåðâûì îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì
ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà, ò.å. ÷òî â íåì âñå ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñõîäÿòñÿ. Çàòåì ìû ðàçáèâàåì ïðîñòðàíñòâî íà ìàêñèìàëüíûå ñîáñòâåííûå ïîäêëàññû, ñîñòîÿùèå èç ïðî-
ñòðàíñòâ íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè. Òàêèå ïîäêëàññû ìû íàçûâàåì îáëàêàìè. Íà îáëàêàõ äåéñòâóåò ìóëüòè-
ïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîäîáèÿ, óìíîæàþùàÿ âñå ðàññòîÿíèÿ êàæäîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íà íåêîòîðîå
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ìû ïðèâîäèì ïðèìåðû òîãî, ÷òî îòîáðàæåíèå ïîäîáèÿ ìîæåò íå îñòàâëÿòü îáëàêî
íà ìåñòå. Òàêæå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî åñëè îáëàêî ñîäåðæèò ïðîñòðàíñòâî, îñòàþùååñÿ îò ñåáÿ íà íóëåâîì
ðàññòîÿíèè ïðè âñåõ ïîäîáèÿõ, òî òàêîå îáëàêî ñòÿãèâàåòñÿ íà ýòî ïðîñòðàíñòâî. Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè
ìû èññëåäóåì ïîäìíîæåñòâà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé îòíîñèòåëüíî èõ ïîâåäåíèÿ ïðè ñæàòèÿõ/ðàñòÿæåíèÿõ.

Ââåäåíèå

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ãåîìåòðèè ñîáñòâåííîãî êëàññà [1] Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà, ñîñòîÿùåãî èç âñåõ íåïó-
ñòûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ðàññìàòðèâàåìûõ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè. Íà ýòîì ñîáñòâåííîì êëàññå åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ çíàìåíèòîå ðàññòîÿíèå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà [2, 3, 4], ïðåâðàùàþùåå êëàññ â
îáîáùåííîå ïñåâäîìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (ñëîâî �îáîáùåííûé� îçíà÷àåò, ÷òî äîïóñêàþòñÿ áåñêîíå÷íûå ðàñ-
ñòîÿíèÿ, à ïðèñòàâêà �ïñåâäî-�, � ÷òî ìåæäó íåèçîìåòðè÷íûìè ïðîñòðàíñòâàìè ìîãóò áûòü íóëåâûå ðàññòîÿ-
íèÿ). Òðàäèöèîííî ýòî ðàññòîÿíèå èçó÷àåòñÿ íà ïðîñòðàíñòâå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà, â êîòîðîì âñå ìåòðè÷åñêèå
ïðîñòðàíñòâà êîìïàêòíû [5]. Äëÿ íåêîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ îáû÷íî ââîäÿò ìîäèôèöèðîâàííîå ðàññòîÿíèå �
ïóíêòèðîâàííîå ðàññòîÿíèå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà [6], âûáèðàÿ â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ íåêîòîðûå òî÷êè è ñëåäÿ
çà òåì, ÷òîáû âî âðåìÿ ñðàâíåíèÿ ïðîñòðàíñòâ äðóã ñ äðóãîì ïðè îïðåäåëåíèè ðàññòîÿíèÿ âûáðàííûå òî÷êè
îêàçûâàëèñü �íåäàëåêî� äðóã îò äðóãà. Âïðî÷åì, áîëåå òðàäèöèîííûì äëÿ íåêîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ
ðàññìîòðåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñõîäèìîñòè, áåç ïðåäâàðèòåëüíîãî çàäàíèÿ ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ [5].

Ðåøåíèå �íàðóøèòü òðàäèöèþ� áûëî ðåàëèçîâàíî â [7], ãäå íåìîäèôèöèðîâàííîå ðàññòîÿíèå Ãðîìîâà�Õàóñ-
äîðôà èçó÷àåòñÿ áåç îãðàíè÷åíèÿ íà êîìïàêòíîñòü. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðîäîëæàåì ýòî èññëåäîâàíèå. Â
ðàáîòå [7] áûëî îòìå÷åíî, ÷òî õîòÿ íà ñîáñòâåííîì êëàññå ñòàíäàðòíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ïñåâäîìåòðè-
êà, òåì íå ìåíåå, òîïîëîãèþ íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëèòü íå óäàåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, íàïîìíèì, ÷òî â òåîðèè
ìíîæåñòâ ôîí Íåéìàíà�Áåðíàéñà�Ã¼äåëÿ âñå îáúåêòû íàçûâàþòñÿ êëàññàìè, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê îäíîìó èç
äâóõ òèïîâ: ìíîæåñòâàì è ñîáñòâåííûì êëàññàì. Êëàññ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì
íåêîòîðîãî äðóãîãî êëàññà. Åñëè æå êëàññ íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì íèêàêîãî äðóãîãî êëàññà, òî îí íàçûâàåòñÿ
ñîáñòâåííûì. Òåì ñàìûì, íà ñîáñòâåííîì êëàññå îïðåäåëèòü òîïîëîãèþ íå óäàñòñÿ, âåäü èíà÷å âåñü êëàññ áóäåò
ýëåìåíòîì òîïîëîãèè è, çíà÷èò, äîëæåí áûòü ìíîæåñòâîì. Òåì íå ìåíåå, äëÿ êëàññîâ, â êîòîðûõ ôèëüòðàöèÿ
ïî ìîùíîñòÿì ñîñòîèò èç ìíîæåñòâ, �òîïîëîãèþ� ìîæíî ââåñòè, ñîïîñòàâèâ êàæäîìó ýëåìåíòó ôèëüòðàöèè
íåêîòîðóþ òîïîëîãèþ è ïîòðåáîâàâ åñòåñòâåííîå ñîãëàñîâàíèå ýòèõ òîïîëîãèé. Èìåííî òàêèì îáðàçîì â [7]
áûëî ââåäåíî â ðàññìîòðåíèå ïîíÿòèå òîïîëîãè÷åñêîãî êëàññà. Òàêæå â [7] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êëàññ Ãðîìîâà�
Õàóñäîðôà ôèëüòðóåòñÿ ìíîæåñòâàìè è, çíà÷èò, ðàññòîÿíèå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà ïîçâîëÿåò ïðåâðàòèòü ýòîò
êëàññ â òîïîëîãè÷åñêèé.

Íàëè÷èå òàêîé �òîïîëîãèè� ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèÿ èç òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà â òîïîëîãè÷åñêèé êëàññ1, à âìåñòå ñ íèìè è íåïðåðûâíûå êðèâûå, èõ äëèíû, à òàêæå ïîíÿòèå âíóòðåííåé è

1Íàëè÷èå ïñåâäîìåòðèêè äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ èç òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñòàí-
äàðòíûì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ øàðîâûõ îêðåñòíîñòåé, êîòîðûå ïîðîæäàåò ïñåâäîìåòðèêà. Ïðè ýòîì îêðåñòíîñòè ìîãóò îêàçàòüñÿ
ñîáñòâåííûìè ïîäêëàññàìè, òàê ÷òî èç íèõ áóäåò íåâîçìîæíî ñîñòàâèòü êëàññ. Îïðåäåëåííûé â ðàáîòå [7] òîïîëîãè÷åñêèé êëàññ
ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü â áîëåå ïðèâû÷íûõ òåðìèíàõ.
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ñòðîãî âíóòðåííåé îáîáùåííîé ïñåâäîìåòðèêè. Â [7] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàññòîÿíèå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà ÿâëÿåò-
ñÿ âíóòðåííèì, ò.å. äëÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè îíî ðàâíî òî÷íîé íèæíåé ãðàíè äëèí
êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ ýòè ïðîñòðàíñòâà. Âîïðîñ î òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòî ðàññòîÿíèå ñòðîãî âíóòðåííèì, îñòàåòñÿ
îòêðûòûì. Íàïîìíèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà ðàññòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé (íå ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå ∞ è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíî) è, êàê áûëî ïîêàçàíî â [9], ýòà ìåòðèêà � ñòðîãî âíóòðåííÿÿ. Òàêæå
õîðîøî èçâåñòíî [5], ÷òî ïðîñòðàíñòâî Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà � ïîëíîå è ñåïàðàáåëüíîå.

À ÷òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî ñâîéñòâà êëàññà Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà? Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïîêàæåì, ÷òî êëàññ
Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà � ïîëíûé. Çàòåì ìû ðàçîáüåì âåñü êëàññ Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà íà �îáëàêà� � ìàêñèìàëü-
íûå ñîáñòâåííûå ïîäêëàññû, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç ïðîñòðàíñòâ íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà.
Îáëàêî, ñîäåðæàùåå îäíîòî÷å÷íîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, âêëþ÷àåò â òî÷íîñòè âñå îãðàíè÷åííûå ìåòðè÷å-
ñêèå ïðîñòðàíñòâà. Âñå îñòàëüíûå îáëàêà ñîñòîÿò èç íåîãðàíè÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ.

×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Åñëè X � ìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî, òî äëÿ âåùåñòâåííîãî λ > 0 ÷åðåç λX îáîçíà÷èì ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷àþùååñÿ èç X
óìíîæåíèåì âñåõ ðàññòîÿíèé íà λ. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ îãðàíè÷åííûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ X è Y
ðàññòîÿíèå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà ìåæäó λX è λY ïîëó÷àåòñÿ èç ðàññòîÿíèÿ ìåæäó X è Y óìíîæåíèåì íà λ.
Êðîìå òîãî, ðàññòîÿíèå îò îäíîòî÷å÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ∆1 äî ïðîñòðàíñòâà X ðàâíî ïîëîâèíå äèàìåòðà X.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè λ→ 0+ âñå îãðàíè÷åííûå ïðîñòðàíñòâà ñòÿãèâàþòñÿ â ∆1. ßñíî òàêæå, ÷òî óìíîæåíèå íà
λ ïåðåâîäèò ïîäêëàññ îãðàíè÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ â ñåáÿ. À ÷òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî ýòó îïåðàöèþ äëÿ äðóãèõ
îáëàêîâ?

Îêàçûâàåòñÿ, òóò âñå íàìíîãî èíòåðåñíåé. Ìû ïîêàçûâàåì, ïîñòðîèâ êîíêðåòíûé ïðèìåð, ÷òî äëÿ ýëåìåí-
òîâ íåêîòîðûõ îáëàêîâ óìíîæåíèå íà λ ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïåðåñêîêó â äðóãèå îáëàêà. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ
ïîëîæèòåëüíîãî λ ðàññòîÿíèå ìåæäó ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì X è λX ìîæåò îêàçàòüñÿ áåñêîíå÷íûì. Áî-
ëåå òîãî, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî λ ïðîñòðàíñòâî λX âûñêî÷èëî èç îáëàêà, ñîäåðæàùåãî X, òî ïðè óìíîæåíèè íà
äðóãîå λ ïðîñòðàíñòâî λX ìîæåò âåðíóòüñÿ â èñõîäíîå îáëàêî. Òàêæå ñóùåñòâóþò è òàêèå X, êîòîðûå íèêîãäà
íå âîçâðàùàþòñÿ: ïðè óìíîæåíèè íà ëþáîå ïîëîæèòåëüíî λ 6= 1 ïðîñòðàíñòâî λX íàõîäèòñÿ íà áåñêîíå÷íîì
ðàññòîÿíèè îò ïðîñòðàíñòâà X. Åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò çàäà÷à ðàçîáðàòüñÿ, êîãäà ïðîñòðàíñòâî âûñêàêèâàåò,
êîãäà � îñòàåòñÿ, êîãäà âîçâðàùàåòñÿ, äà è âîîáùå, êàê óñòðîåíû ñåìåéñòâà òåõ èëè èíûõ λ. Â çàêëþ÷èòåëüíîé
÷àñòè ðàáîòû ìû ïðèâåäåì ðÿä ðåçóëüòàòîâ íà ýòó òåìó íà ïðèìåðå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ÿâëÿþùèõñÿ
ïîäìíîæåñòâàìè âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.

Åùå îäíèì èíòåðåñíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé òåìàòèêè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàí-
ñòâà, êîòîðûå îñòàþòñÿ èçîìåòðè÷íûìè ñåáå ïðè óìíîæåíèè íà ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå λ. Ìû íàçâàëè òàêèå
ïðîñòðàíñòâà dil-èíâàðèàíòíûìè. Ïðèìåðîì dil-èíâàðèàíòíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæåò ñëóæèòü íîðìèðîâàííîå
ïðîñòðàíñòâî Rn, ïîëîæèòåëüíûé îðòàíò, áóêåò dil-èíâàðèàíòíûõ ïðîñòðàíñòâ è ò.ä. Èíòåðåñíîé çàäà÷åé ÿâëÿ-
åòñÿ îïèñàíèå dil-èíâàðèàíòíûõ ïðîñòðàíñòâ, à òàêæå òåõ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ îò òàêèõ ïðîñòðàíñòâ íà íóëåâîì
ðàññòîÿíèè.

Îêàçûâàåòñÿ, åñëè îáëàêî ñîäåðæèò dil-èíâàðèàíòíîå ïðîñòðàíñòâî, òî âñå îáëàêî ñòÿãèâàåòñÿ ê ýòîìó ïðî-
ñòðàíñòâó (â ñëó÷àå Rn ýòî áûëî îáíàðóæåíî Èëüåé Áåëàëîâûì). Äëÿ îáëàêà, ñîäåðæàùåãî ïðîñòðàíñòâà,
âûñêàêèâàþùèå èç îáëàêà ïðè óìíîæåíèè íà íåêîòîðîå λ > 0, ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî è âñå îñòàëüíûå ïðîñòðàí-
ñòâà èç ýòîãî îáëàêà âåäóò ñåáÿ òàêèì æå îáðàçîì. Áîëåå òî÷íî, ìíîæåñòâî âñåõ λ > 0, óìíîæåíèå íà êîòîðûå
îñòàâëÿþò ïðîñòðàíñòâî â åãî îáëàêå, îäèíàêîâî äëÿ âñåõ ïðîñòðàíñòâ ýòîãî îáëàêà.

Òàêèì îáðàçîì, â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûé ôàêò î ïîëíîòå êëàññà Ãðîìîâà�
Õàóñäîðôà è ñòàâèòñÿ çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ îáëàêîâ íà ïðåäìåò èõ �óñòîé÷èâîñòè� ê óìíîæåíèþ íà ïîëîæèòåëü-
íûå λ. Èìååòñÿ ìíîãî èíòåðåñíûõ âîïðîñîâ: êàêèìè ìîãóò áûòü ìíîæåñòâà òåõ λ, êîòîðûå ñîõðàíÿþò îáëàêî.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûìè ãðóïïàìè. À ëþáàÿ ëè ìóëüòèïëèêàòèâ-
íàÿ ãðóïïà ìîæåò áûòü òàê ðåàëèçîâàíà. Äðóãîé âîïðîñ: êàêèå îáëàêà óñòîé÷èâû, à êàêèå � íåò? Íàïðèìåð,
êàê îïèñàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, êîòîðûå îñòàþòñÿ â îáëàêå? ßñíî, ÷òî âñå àðèôìåòè÷å-
ñêèå ïðîãðåññèè òàêèå. À ÷òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî âîçðàñòàþùèå ãåîìåòðè÷åñêèå ïðîãðåññèè? Ìû ïðèâåäåì ðÿä
ðåçóëüòàòîâ, îïèñûâàþùèõ íåòðèâèàëüíîå ïîâåäåíèå ýòèõ ïðîãðåññèé.

Àâòîðû áëàãîäàðÿò êîëëåêòèâ ñåìèíàðà À.Î.Èâàíîâà è À.À.Òóæèëèíà �Òåîðèÿ ýêñòðåìàëüíûõ ñåòåé�, à
îñîáåííî ñîðóêîâîäèòåëÿ ñåìèíàðà Àëåêñàíäðà Èâàíîâà è ó÷àñòíèêà Èëüþ Áåëàëîâà, çà ïëîäîòâîðíûå îá-
ñóæäåíèÿ. Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî â ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, ïðè ýòîì À.À.Òóæèëèí áûë ïîääåðæàí
Ðîññèéñêèì íàó÷íûì ôîíäîì, ïðîåêò 21-11-00355.
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1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Êàê áûëî îòìå÷åíî âî ââåäåíèè, ìû áóäåì èçó÷àòü ðàññòîÿíèå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà íà ñîáñòâåííîì êëàññå âñåõ
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Íàïîìíèì ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Â òåîðèè ìíîæåñòâ ôîí Íåéìàíà�Áåðíàéñà�Ã¼äåëÿ (NGB) âñå îáúåêòû íàçûâàþòñÿ êëàññàìè. Êëàññû áû-
âàþò äâóõ òèïîâ: ìíîæåñòâà, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êàê êëàññû, ÿâëÿþùèåñÿ ýëåìåíòàìè äðóãèõ êëàññîâ, è
ñîáñòâåííûå êëàññû, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè íèêàêèõ äðóãèõ êëàññîâ. Íà êëàññàõ îïðåäåëåíû ìíîãèå
ñòàíäàðòíûå îïåðàöèè, ñêàæåì, äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå, îòîáðàæåíèå è ò.ä. Â ÷àñòíîñòè, íà êàæäîì êëàññå
ìîæíî çàäàòü ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé òåðìèíîëîãèåé:

� ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ èëè, êîðî÷å, ðàññòîÿíèåì íà êëàññå A áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå
ρ : A×A → [0,∞], äëÿ êîòîðîãî âñåãäà ρ(x, x) = 0 è ρ(x, y) = ρ(y, x) (ñèììåòðè÷íîñòü);

� åñëè ðàññòîÿíèå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà, ò.å. åñëè âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) +
ρ(y, z), òî ρ íàçîâåì îáîáùåííîé ïñåâäîìåòðèêîé (ñëîâî �îáîáùåííûé� îòâå÷àåò âîçìîæíîñòè ïðèíèìàòü
çíà÷åíèå ∞);

� åñëè äëÿ îáîáùåííîé ïñåâäîìåòðèêè äîïîëíèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè,
ò.å. åñëè âñåãäà ρ(x, y) = 0 âëå÷åò x = y, òî òàêîå ρ íàçîâåì îáîáùåííîé ìåòðèêîé;

� íàêîíåö, åñëè ρ íå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ∞, òî â ïðèâåäåííûõ âûøå îïðåäåëåíèÿõ ñëîâî �îáîáùåííûé�
áóäåì îïóñêàòü, à èíîãäà, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü îòñóòñòâèå ∞, áóäåì íàçûâàòü ýòî ðàññòîÿíèå êîíå÷íûì.

Êàê ïðèíÿòî â ìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè, âìåñòî ρ(x, y) áóäåì ïî÷òè âñåãäà ïèñàòü |xy|.
Êàê ìû óæå îòìå÷àëè âî ââåäåíèè, íà ñîáñòâåííîì êëàññå òîïîëîãèþ îïðåäåëèòü íåëüçÿ, òàê êàê èíà÷å

ñîáñòâåííûé êëàññ áóäåò ýëåìåíòîì ýòîé òîïîëîãèè è, çíà÷èò, ìíîæåñòâîì. Òåì íå ìåíåå, ìû ïðåäëîæèëè
ìîäèôèöèðîâàííóþ êîíñòðóêöèþ, êîòîðóþ òàêæå íàçâàëè òîïîëîãèåé, íî óæå îïðåäåëÿåìîé è íà ñîáñòâåííûõ
êëàññàõ.

Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíûé êëàññ. Òàê êàê âñå åãî ýëåìåíòû � ìíîæåñòâà, äëÿ êàæäîãî èç íèõ îïðåäåëåíà
ìîùíîñòü. Äëÿ êàæäîãî êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà n ðàññìîòðèì ïîäêëàññ An, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ýëåìåíòîâ, ÷üè
ìîùíîñòè íå ïðåâîñõîäÿò n. Òîãäà âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ ôèëüòðàöèÿ: Am ⊂ An ïðè m ≤ n. Ýòó ôèëüòðàöèþ
áóäåì íàçûâàòü ôèëüòðàöèåé ìíîæåñòâàìè, åñëè âñå An � ìíîæåñòâà. Äëÿ êëàññà, êîòîðûé ôèëüòðóåòñÿ
ìíîæåñòâàìè, îïðåäåëèì òîïîëîãèþ êàê îòîáðàæåíèå τ : n 7→ τn, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó êàðäèíàëüíîìó
÷èñëó òîïîëîãèþ íà An òàê, ÷òîáû ýòè òîïîëîãèè áûëè ñîãëàñîâàíû, ò.å. åñëè m < n, òî òîïîëîãèÿ τm ÿâëÿåòñÿ
èíäóöèðîâàííîé èç òîïîëîãèè τn. Ôèëüòðóþùèéñÿ ìíîæåñòâàìè êëàññ ñ çàäàííîé íà íåì òîïîëîãèåé áóäåì
íàçûâàòü òîïîëîãè÷åñêèì êëàññîì.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè â êà÷åñòâå êëàññà A âçÿòü ìíîæåñòâî ìîùíîñòè n è îïðåäåëèòü òîïîëîãèþ τ : m → Am
êàê áûëî îïèñàíî âûøå, òî òîïîëîãèÿ τn íà An = A èíäóöèðóåò òîïîëîãèþ íà âñåõ Am, m < n, à íà âñåõ Am,
m > n, ñîâïàäàþùèõ â ýòîì ñëó÷àå ñ A, òîïîëîãèÿ τm áóäåò ñîâïàäàòü ñ τn. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå ìû
ôàêòè÷åñêè èìååì ñòàíäàðòíóþ òîïîëîãèþ íà ìíîæåñòâå A (âñå îñòàëüíûå òîïîëîãèè ïîëó÷àþòñÿ ñòàíäàðò-
íûì îáðàçîì èç íåå), òàê ÷òî íàøà êîíñòðóêöèÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ òîïîëîãèè íà
ñîáñòâåííûå êëàññû.

Äàëåå, åñëè íà êëàññå, ôèëüòðóþùåìñÿ ìíîæåñòâàìè, çàäàíà îáîáùåííàÿ ïñåâäîìåòðèêà (èëè ìåòðèêà),
òî îíà ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïðåâðàùàåò ýòîò êëàññ â òîïîëîãè÷åñêèé. Ñîîòâåòñòâóþùóþ òîïîëîãèþ áóäåì
íàçûâàòü ïñåâäîìåòðè÷åñêîé (ìåòðè÷åñêîé).

Èç àêñèîì NGB âûòåêàåò, ÷òî åñëè X � ìíîæåñòâî, A � êëàññ, à f : X → A � îòîáðàæåíèå, òî îáðàç f(A)
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì, êîòîðîå ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ïîäêëàññå An. Òàêèì îáðàçîì, åñëè â êà÷åñòâå X âçÿòü
òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à â êà÷åñòâå A � òîïîëîãè÷åñêèé êëàññ, òî åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ f , à èìåííî, íåïðåðûâíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî íåïðåðûâíî îòîáðàæåíèå f : X → An
äëÿ íåêîòîðîãî è, çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî êàðäèíàëà n, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ f(X) ⊂ An.

Ïîñëåäíåå ïîçâîëÿåò ââåñòè ñòàíäàðòíûì îáðàçîì îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîé êðèâîé γ, à âìåñòå ñ íèì, â
ñëó÷àå, êîãäà òîïîëîãèÿ ïîðîæäàåòñÿ îáîáùåííîé ïñåâäîìåòðèêîé, ïîíÿòèå äëèíû |γ| êðèâîé γ, âíóòðåííåé
ïñåâäîìåòðèêè, à òàêæå ñòðîãî âíóòðåííåé ïñåâäîìåòðèêè è ãåîäåçè÷åñêîãî êëàññà. À èìåííî, îáîáùåííóþ
ïñåâäîìåòðèêó íà ôèëüòðóþùåìñÿ ìíîæåñòâàìè êëàññåA áóäåì íàçûâàòü âíóòðåííåé, åñëè äëÿ êàæäûõX,Y ∈
A, |XY | <∞, è ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ γ, ñîåäèíÿþùàÿ X è Y , òàêàÿ, ÷òî |γ| < |XY |+ε.

Íàïîìíèì òåïåðü íåîáõîäèìûå íàì îïðåäåëåíèÿ èç ìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè, à èìåííî, ðàññòîÿíèÿ Õàóñäîðôà
è Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà.
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1.1 Ðàññòîÿíèå Õàóñäîðôà

Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, x ∈ X, à r > 0 è s ≥ 0 � âåùåñòâåííûå ÷èñëà. ×åðåç Ur(x)
è Bs(x) áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî îòêðûòûé è çàìêíóòûé øàðû ñ öåíòðîì â òî÷êå x è ðàäèóñàìè r
è s. Åñëè A è B � íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâî X, òî ïîëîæèì |xA| = |Ax| = inf

{
|xa| : a ∈ A

}
è |AB| = |BA| =

inf
{
|ab| : a ∈ A, b ∈ B

}
. Äàëåå, îïðåäåëèì îòêðûòóþ r-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà A, ïîëîæèâ Ur(A) =

{
x ∈

X : |xA| < r
}
. Íàêîíåö, ðàññòîÿíèåì Õàóñäîðôà ìåæäó A è B íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

dH(A,B) = inf
{
r : A ⊂ Ur(B) & Ur(A) ⊃ B

}
.

Ðàññòîÿíèå Õàóñäîðôà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ïñåâäîìåòðèêîé: îíî ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûì, êàê â ñëó÷àå ïðÿ-
ìîé R è ëþáîé åå òî÷êè, à òàêæå ðàâíÿòüñÿ íóëþ ìåæäó ðàçíûìè ïîäìíîæåñòâàìè, íàïðèìåð, ìåæäó îòðåçêîì
[0, 1] è èíòåðâàëîì (0, 1). Òåì íå ìåíåå, èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.1 ([5]). Íà ìíîæåñòâå H(X), ñîñòîÿùåì èç âñåõ íåïóñòûõ îãðàíè÷åííûõ çàìêíóòûõ ïîäìíî-

æåñòâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ðàññòîÿíèå Õàóñäîðôà ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé. Ïðè÷åì X è H(X) îäíî-

âðåìåííî îáëàäàþò èëè íåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: ïîëíîòîé, ïîëíîé îãðàíè÷åííîñòüþ, êîìïàêòíîñòüþ,

îãðàíè÷åííîé êîìïàêòíîñòüþ.

1.2 Ðàññòîÿíèå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà

Îáîçíà÷èì VGH ñîáñòâåííûé êëàññ, ñîñòîÿùèé èç âñåõ íåïóñòûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Íà ýòîì êëàññå
çàäàäèì ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèåì Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà:

dGH(X,Y ) = inf
{
dH(X ′, Y ′) : X ′, Y ′ ⊂ Z ∈ VGH, X ′ ≈ X, Y ′ ≈ Y

}
,

ãäå äëÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ U è V âûðàæåíèå U ≈ V îáîçíà÷àåò, ÷òî ýòè ïðîñòðàíñòâà èçîìåòðè÷íû.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà õîðîøî èçâåñòíà.

Òåîðåìà 1.2 ([5]). Ðàññòîÿíèå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ïñåâäîìåòðèêîé, ðàâíîé íóëþ íà

êàæäîé ïàðå èçîìåòðè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ðàññòîÿíèå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà íà �ìåíåå äèêîì� ñîáñòâåííîì êëàññå
GH, ñîñòîÿùåì èç ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ èçîìåòðèè âñåõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ïî îäíîìó èç êàæäîãî
êëàññà èçîìåòðèè. Ýòî ïîõîæå íà ðàññìîòðåíèå âñåõ ìíîæåñòâ ñ òî÷íîñòüþ äî áèåêöèè, òî åñòü ðàññìîòðåíèå
ñîáñòâåííîãî êëàññà âñåõ êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 1.3 ([7]). Ñîáñòâåííûé êëàññ GH ôèëüòðóåòñÿ ìíîæåñòâàìè, òàê ÷òî ðàññòîÿíèå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà

ïðåâðàùàåò åãî â òîïîëîãè÷åñêèé êëàññ. Áîëåå òîãî, ðàññòîÿíèå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé

îáîáùåííîé ïñåâäîìåòðèêîé íà GH.

Îïèñàííûé â òåîðåìå 1.3 òîïîëîãè÷åñêèé êëàññ GH áóäåì íàçûâàòü êëàññîì Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà. Âàæíûì
ïîäêëàññîì â GH ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûé êëàññ, ñîñòîÿùèé èç âñåõ îãðàíè÷åííûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ò.å.
ïðîñòðàíñòâ X, ó êîòîðûõ äèàìåòð diamX êîíå÷åí. Ýòîò êëàññ áóäåì îáîçíà÷àòü B.

Ïðèâåäåì ðÿä ïðîñòåéøèõ ñâîéñòâ êëàññà GH. ×åðåç ∆1 ∈ GH ìû îáîçíà÷èì îäíîòî÷å÷íîå ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî. Òàêæå äëÿ ïðîñòðàíñòâà X ∈ GH è âåùåñòâåííîãî ÷èñëà λ > 0 ÷åðåç λX îáîçíà÷èì ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç X óìíîæåíèåì âñåõ åãî ðàññòîÿíèé íà λ. Åñëè æå λ = 0 è diamX < ∞,
òî ïîëîæèì λX = ∆1. Ïðåîáðàçîâàíèå Hλ : GH → GH, Hλ : X 7→ λX ïðè λ > 0 áóäåì íàçûâàòü ïîäîáèåì ñ

êîýôôèöèåíòîì λ.

Òåîðåìà 1.4 ([5]). Äëÿ ëþáûõ X,Y ∈ GH âûïîëíÿåòñÿ

(1) 2dGH(∆1, X) = diamX;

(2) 2dGH(X,Y ) ≤ max{diamX,diamY };

(3) åñëè äèàìåòð X èëè Y êîíå÷åí, òî
∣∣diamX − diamY

∣∣ ≤ 2dGH(X,Y ).

(4) åñëè äèàìåòð X êîíå÷åí, òî äëÿ ëþáûõ λ ≥ 0, µ ≥ 0 èìååì dGH(λX, µX) = 1
2 |λ − µ|diamX, îòêóäà

ìãíîâåííî âûòåêàåò, ÷òî êðèâàÿ γ(t) := tX ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé ìåæäó ëþáûìè ñâîèìè òî÷êàìè,

ïðè÷åì äëèíà òàêîãî îòðåçêà êðèâîé ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó åãî êîíöàìè;
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(5) äëÿ ëþáîãî λ ≥ 0 èìååì dGH(λX, λY ) = λ dGH(X,Y ). Çàìåòèì, ÷òî åäèíñòâåííûì ïðîñòðàíñòâîì X ∈
B, äëÿ êîòîðîãî λX èçîìåòðè÷íî X ïðè âñåõ λ > 0, ÿâëÿåòñÿ îäíîòî÷å÷íîå ïðîñòðàíñòâî ∆1. Òàêèì

îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ Hλ ÿâëÿåòñÿ ãîìîòåòèåé ïðîñòðàíñòâà B ñ öåíòðîì â îäíîòî÷å÷íîì

ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíà ñõåìà êëàññà Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà.

B

Δ1

λX
diam = const < ∞

diam Y¹⁄"

Y

Z

≤ max{diam Y, diam Z}¹⁄"

геодезическая

diam = ∞

{GH }
Ðèñ. 1: Êëàññ Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà, îáùèé âèä.

Ðàññìîòðèì íà GH îòíîøåíèå ∼1: ñêàæåì, ÷òî X,Y ∈ GH íàõîäÿòñÿ â ýòîì îòíîøåíèè, åñëè è òîëüêî åñëè
dGH(X,Y ) < ∞. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ∼1 ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ýòîãî îòíîøåíèÿ
íàçîâåì îáëàêàìè. ßñíî, ÷òî ðàññòîÿíèå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà ìåæäó òî÷êàìè îäíîãî îáëàêà êîíå÷íî, à ìåæäó
òî÷êàìè ðàçíûõ îáëàêîâ � áåñêîíå÷íî. Òåì ñàìûì, îãðàíè÷åíèå ðàññòîÿíèÿ Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà íà îáëàêî
ÿâëÿåòñÿ (êîíå÷íîé) ïñåâäîìåòðèêîé.

2 Ïîëíîòà êëàññà Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà

Öåëü ýòîãî ïîäðàçäåëà � äîêàçàòü îäíî ôóíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî êëàññà Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà.

Òåîðåìà 2.1. Êëàññ Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Â ÷àñòíîñòè, ïîëíûìè ÿâëÿþòñÿ âñå îáëàêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X1, X2, . . . � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî 2dGH(Xn, Xn+1) ≤ 1/2n. Äëÿ êàæäîãî n âûáåðåì ñîîòâåòñòâèå Rn ∈ R(Xn, Xn=1) òàêîå, ÷òî
disRn < 1/2n. Ïîëîæèì X̄ = t∞n=1 è äëÿ êàæäîãî x1 ∈ X1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2 ∈ X̄ íàçîâåì íèòüþ ñ

íà÷àëîì â x1, åñëè äëÿ êàæäîãî n ≥ 1 âûïîëíÿåòñÿ xn+1 ∈ Rn(xn). Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ íèòåé îáîçíà÷èì
N(X̄). Äëÿ íèòåé ν = (x1, x2, . . .) è ν

′ = (x′1, x
′
2, . . .) ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë |x1x′1|, |x2x′2|, . . .. Òàê

êàê disRn < 1/2n, òî
∣∣|xnx′n| − |xn+1x

′
n+1|

∣∣ < 1/2n, îòêóäà äëÿ ëþáîãî m ≥ 1 èìååì∣∣|xnx′n| − |xn+mx′n+m|∣∣ =
∣∣|xnx′n| − |xn+1x

′
n+1|+ |xn+1x

′
n+1| − · · · − |xn+mx′n+m|

∣∣
≤

m∑
k=1

∣∣|xn+k−1x′n+k−1| − |xn+kx′n+k|∣∣ < m∑
k=1

1

2n+k−1
<

1

2n−1
,

ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë |x1x′1|, |x2x′2|, . . . ôóíäàìåíòàëüíà è, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ïðåäåë, êîòîðûé
ìû îáîçíà÷èì |νν′|. ßñíî, ÷òî ýòè ïðåäåëû çàäàþò íà N(X̄) ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ. Òàê êàê äëÿ ëþáûõ òðåõ
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íèòåé ν = (x1, x2, . . .), ν
′ = (x′1, x

′
2, . . .) è ν′′ = (x′′1 , x

′′
2 , . . .) ïðè êàæäîì n íà ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè xn,

x′n, x
′′
n âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà, òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ ââåäåííîãî ðàññòîÿíèÿ íà ν, ν′ è

ν′′. Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè íà N(X̄) ïñåâäîìåòðèêó. Ïðîôàêòîðèçîâàâ ïîëó÷åííîå ïñåâäîìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè, çàäàííîìó íóëåâûìè ðàññòîÿíèÿìè, ìû ïîëó÷èì ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå îáîçíà÷èì X. Äëÿ íèòè ν ∈ N(X̄) êëàññ ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèé ν, îáîçíà÷èì
[ν].

Äëÿ êàæäîãî n ðàññìîòðèì îòíîøåíèå R′n ⊂ X×Xn, çàäàííîå òàê: äëÿ êàæäîãî x ðàññìîòðèì âñå íèòè ν =
(x1, x2, . . . , xn, . . .) ∈ x è îòíåñåì ê R′n âñå (x, xn). Òàê êàê êàæäûé xn âõîäèò â íåêîòîðóþ íèòü, òî R′ ∈ R(X,Xn).
Îöåíèì èñêàæåíèå ñîîòâåòñòâèÿ R′. Âûáèðàåì ïðîèçâîëüíûå x, x′ ∈ X, íèòè ν = (x1, x2, . . . , xn, . . .) ∈ x è ν′ =
(x′1, x

′
2, . . . , x

′
n, . . .) ∈ x′, òîãäà |νν′| = limk→∞ |xkx′k|, è êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå,

∣∣|xnx′n|−|xn+mx′n+m|∣∣ < 1/2n−1,

îòêóäà
∣∣|xnx′n| − |νν′|∣∣ ≤ 1/2n−1. Òàêèì îáðàçîì, disR′ ≤ 1/2n−1, òàê ÷òî Xn

GH−−→ X.

3 Îáëàêà: ñòÿãèâàåìûå è äîæäåâûå

Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ðàçäåëà, ìû áóäåì èçó÷àòü, êàê ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ ìåíÿåò ðàññòîÿíèå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà,
â ÷àñòíîñòè, îñòàåòñÿ ëè ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî â îáëàêå, èëè ïåðåñêàêèâàåò â äðóãîå.

Ñëåäñòâèå 3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îáëàêå C ñóùåñòâóåò X ∈ C òàêîé, ÷òî ïðè íåêîòîðîì 0 < λ < 1
âûïîëíÿåòñÿ λX ∈ C. Òîãäà îòîáðàæåíèå Hλ : GH → GH, Hλ : Y 7→ λY , ïåðåâîäèò îáëàêî C â ñåáÿ, è åãî

îãðàíè÷åíèå íà C � ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ X,Y ∈ C ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

X ′ = limn→∞Hn
λ (X), Y ′ = limn→∞Hn

λ (Y ), ïðè÷åì dGH(X ′, Y ′) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî Y ∈ C âûïîëíÿåòñÿ dGH(λX, λY ) = λdGH(X,Y ) < ∞, ïîýòîìó λY ∈ C, è îòîá-
ðàæåíèå Hλ � ñæèìàþùåå. Òàê êàê êëàññ GH � ïîëíûé â ñèëó òåîðåìû 2.1, òî âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Hn

λ (Z)
ñõîäÿòñÿ ïðè n → ∞, ïðè÷åì âñå èõ ïðåäåëû íàõîäÿòñÿ íà íóëåâîì ðàññòîÿíèè äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà (òåî-
ðåìà î åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ â ñëó÷àå ïñåâäîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà).

Äëÿ X èç îáëàêà C îáîçíà÷èì ΛX ìíîæåñòâî âñåõ λ > 0, äëÿ êîòîðûõ λX ∈ C. Èç ðàâåíñòâà dGH(λX, λY ) =
λdGH(X,Y ) ìãíîâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ìíîæåñòâî ΛX íå çàâèñèò îò âûáîðà X ∈ C.

Ïðåäëîæåíèå 3.2 ïîçâîëÿåò äàòü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå: äëÿ îáëàêà C ïîëîæèì ΛC = ΛX äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
X ∈ C è íàçîâåì åãî ñòàáèëèçàòîðîì îáëàêà C.

Çàìå÷àíèå 3.3. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñòàáèëèçàòîð ΛC îáëàêà C ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóï-
ïå ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Êðîìå òîãî, ïðèìåð 4.3 (ñì. íèæå) ïîêàçûâàåò, ÷òî ΛC íå óâàæàåò
àääèòèâíóþ ñòðóêòóðó: ñóììà ýëåìåíòîâ èç ΛC ìîæåò íå ëåæàòü â ΛC .

Ïðèìåð 3.4. Ïóñòü C � îáëàêî, ñîäåðæàùåå Rn. Òîãäà äëÿ ëþáîãî λ > 0 ïðîñòðàíñòâà λRn è Rn èçîìåòðè÷íû.
Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî X ∈ C è êàæäîãî λ > 0 âûïîëíÿåòñÿ dGH(λX,Rn) = λ dGH(X,Rn), ïîýòîìó

λX
GH−−→ Rn ïðè λ→ 0+. Â ÷àñòíîñòè, ΛC = (0,∞).
Ýòîò ïðèìåð áûë âïåðâûå ðàññìîòðåí Èëüåé Áåëàëîâûì.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçîâåì dil-èíâàðèàíòíûì, åñëè ïðè âñåõ λ > 0 ïðîñòðàíñòâà
X è λX èçîìåòðè÷íû. Èíûìè ñëîâàìè, dil-èíâàðèàíòíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî âñå ïîäîáèÿ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
ñîäåðæàòñÿ â ãðóïïå èçîìåòðèé Iso(X) ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Çàäà÷à 3.6. Îïèñàòü âñå dil-èíâàðèàíòíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 3.7. Åñëè â îáëàêå C ñóùåñòâóåò Z òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ X ∈ C âûïîëíÿåòñÿ λX
GH−−→ Z ïðè

λ→ 0+, òî òàêîå îáëàêî íàçîâåì ñòÿãèâàåìûì.

Àíàëîãè÷íî ïðèìåðó 3.4 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 3.8. Êàæäîå îáëàêî C, ñîäåðæàùåå dil-èíâàðèàíòíîå ïðîñòðàíñòâî, ñòÿãèâàåìî. Â ÷àñòíîñòè,

äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ ΛC = (0,∞).

Îïðåäåëåíèå dil-èíâàðèàíòíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî îáîáùèòü.
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Îïðåäåëåíèå 3.9. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X � îáîáùåííîå dil-èíâàðèàíòíîå, åñëè
äëÿ ëþáîãî λ > 0 âûïîëíÿåòñÿ ∂GH(X,λX) = 0.

Ñëåäñòâèå 3.10. Êàæäîå îáëàêî C, ñîäåðæàùåå îáîáùåííîå dil-èíâàðèàíòíîå ïðîñòðàíñòâî, ñòÿãèâàåìî. Â
÷àñòíîñòè, äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ ΛC = (0,∞).

Çàäà÷à 3.11. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè äëÿ îáëàêà C âûïîëíÿåòñÿ ΛC = (0,∞), òî îíî � ñòÿãèâàåìî?

Îïðåäåëåíèå 3.12. Äëÿ A ⊂ (0,∞) áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàçîâåì ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ A-
èíâàðèàíòíûì, åñëè äëÿ âñåõ λ ∈ A âûïîëíÿåòñÿ dGH(X,λX) = 0.

Ñëåäñòâèå 3.13. Ïóñòü λ ∈ (0, 1) è A = {λr : r ≥ 0, r ∈ Q}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî îáëàêà

C è X ∈ C ïðè âñåõ λr ∈ A ïðîñòðàíñòâà λrX ñîäåðæàòñÿ â C. Ïóñòü Z � ïðåäåëüíîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ

ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Xn = Hn
λ (X). Òîãäà è ïðè âñåõ λr ∈ A ïðîñòðàíñòâî Z ÿâëÿåòñÿ

ïðåäåëüíûì äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Yn = Hn
λr (X) = Hλrn(X). Áîëåå òîãî, Z ÿâëÿåòñÿ

A-èíâàðèàíòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë λrn ñîäåðæèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü λni , ni ∈ N. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè r = p/q, p, q ∈ Z, p ≥ 0, q > 0, òî ïðè n = qi ïîëó÷àåì λrn = λpi. Îñòàåòñÿ ïîëîæèòü ni = pi. Òàêèì îáðàçîì,

dGH(Yni
, Z)→ 0 ïðè i→∞, îòêóäà, â ñèëó ôóíäàìåíòàëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Yn, èìååì Yn

GH−−→ Z.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ êàæäîãî r ∈ A ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λrn ñîäåðæèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü λniλr,

ni ∈ N. Äåéñòâèòåëüíî, ñíîâà ïîëîæèâ r = p/q è âûáðàâ n âèäà 1 + qi, ïîëó÷èì λrn = λr+pi = λpiλr. Îñòàëîñü
ïîëîæèòü ni = pi. Òàêèì îáðàçîì, Z ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Hni

λ (λrX). Íî ïðåäåëîì ýòîé
æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ òàêæå λrZ. Èç �åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà� âûòåêàåò, ÷òî dGH(Z, λrZ) = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.

Îïðåäåëåíèå 3.14. Åñëè ΛC 6= (0,∞), òî íàçîâåì îáëàêî äîæäåâûì, à êàæäûé åãî ýëåìåíò � êàïëåé.

4 Äîæäåâûå îáëàêà

Ïîêàæåì, ÷òî äîæäåâûå îáëàêà ñóùåñòâóþò, ïîñòðîèâ ñåðèþ ïðèìåðîâ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, êîòîðûå, ñ èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé èç âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, ÿâëÿþòñÿ êàïëÿìè
â ñîîòâåòñòâóþùèõ èì îáëàêàõ. Íà÷íåì ñ íåñêîëüêèõ îáùèõ ðåçóëüòàòîâ.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü X,Y ∈ GH � íåîãðàíè÷åííûå ïðîñòðàíñòâà, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò R ∈ R(X,Y ),
disR < ∞. Òîãäà äëÿ êàæäîãî x0 ∈ X, y0 ∈ Y è r > 0 ñóùåñòâóåò (x, y) ∈ R òàêîå, ÷òî x ∈ X \ Ur(x0) è

y ∈ Y \ Ur(y0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ x0 ∈ X è y0 ∈ Y ñóùåñòâóåò r > 0 òàêîå, ÷òî
åñëè (x, y) ∈ R, òî min

{
|x0x|, |y0y|

}
< r. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî Y íåîãðàíè÷åííîå, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü yk ∈ Y òàêàÿ, ÷òî |y0yk| → ∞ ïðè k → ∞. Òàê êàê R � ñîîòâåòñòâèå, òî äëÿ êàæäîãî k ñóùåñòâóåò xk
òàêîå, ÷òî (xk, yk) ∈ R. Íî òîãäà, ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k, èìååì |x0xk| < r. Ñëåäîâàòåëüíî, âûáðàâ
òàêîå k, ïîëó÷èì

disR ≥ sup
l

∣∣|xkxl| − |ykyl|∣∣ =∞,

ïðîòèâîðå÷èå.

Òåîðåìà 4.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ X,Y ∈ GH âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëî-

âèå: ñóùåñòâóþò x0 ∈ X è y0 ∈ Y , äëÿ êîòîðûõ

∆(r) = inf
{∣∣|xx′| − |yy′|∣∣ : x, x′ ∈ X \ Ur(x0), y, y′ ∈ Y \ Ur(y0), x 6= x′, y 6= y′

}
→∞

ïðè r →∞. Òîãäà äëÿ êàæäîãî ñîîòâåòñòâèÿ R ∈ R âûïîëíÿåòñÿ disR =∞, ò.å. dGH(X,Y ) =∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. disR <∞. Òîãäà, ïî ëåììå 4.1, äëÿ êàæäîãî r > 0 ñóùåñòâóåò
(x, y) ∈ R òàêîå, ÷òî |x0x| ≥ r è |y0y| ≥ r. Ïóñòü r′ > r òàêîâî, ÷òî r′ > max

{
|x0x|, |y0y|

}
, òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ

r′ ïàðà (x′, y′) ∈ R óäîâëåòâîðÿåò x 6= x′ è y 6= y′. Íî òîãäà

disR ≥
∣∣|xx′| − |yy′|∣∣ ≥ ∆(r),

è òàê êàê r ìîæíî âûáðàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì, ïîëó÷àåì disR =∞, ïðîòèâîðå÷èå.
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Ïðèìåð 4.3. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî áîëüøåå 2 è X = {x1 = p, x2 = p2, x3 = p3, . . .}. Ïîëîæèì Y = 2X è
ðåàëèçóåì åãî êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yi = 2xi. Ïîêàæåì, ÷òî dGH(X,Y ) = ∞, òàê ÷òî X ÿâëÿåòñÿ êàïëåé â
ñîäåðæàùåì åãî äîæäåâîì îáëàêå C. Äëÿ ýòîãî ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 4.2, ïîêàçàâ, ÷òî ∆(r) → ∞ ïðè
r →∞.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå x, x′ ∈ X, x 6= x′, è y, y′ ∈ Y , y 6= y′, òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü

min
{
|x1x|, |x1x′|, |y1y|, |y1y′|

}
≥ r.

Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ m, l, n, k èìååì |xx′| = pm − pl, |yy′| = 2(pn − pk). Òàê êàê x 6= x′ è y 6= y′,
òî m > l è n > k.

Ïîëîæèì s = min{m, l, n, k}, òîãäà óñëîâèå r →∞ ðàâíîñèëüíî s→∞. Äàëåå, ïóñòü

δ = pm − pl − 2pn + 2pk = psz.

Ïîêàæåì, ÷òî z 6= 0, îòêóäà è áóäåò âûòåêàòü òðåáóåìîå, òàê êàê s ìîæíî âûáðàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì, à
|z| ≥ 1, çíà÷èò |δ| → ∞ ïðè s → ∞ è, ñîîòâåòñòâåííî, ∆(r) → ∞ ïðè r → ∞ â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà x,
x′, y, y′.

Ïóñòü z = 0, òîãäà ∆ = 0, ò.å. pl(pm−l − 1) = 2pk(pn−k − 1). Òàê êàê m − l > 0 è n − k > 0, èìååì l = k,
îòêóäà âûòåêàåò ðàâåíñòâî 2pn−k− pm−l = 1. Òàê êàê n− k > 0 è m− l > 0, ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà êðàòíà
p, ïðîòèâîðå÷èå.

Çàìå÷àíèå 4.4. Îòìåòèì, ÷òî åñëè â êîíñòðóêöèè èç ïðèìåðà 4.3 óìíîæèòü ïðîñòðàíñòâî X íà p, òî ïðîñòðàí-
ñòâî îñòàíåòñÿ â îáëàêå, òàê êàê dGH(X, pX) < ∞. Òåì ñàìûì, íåâåðíî, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà, �âûïðûãèâàþùåãî� èç îáëàêà ïðè íåêîòîðîì λ, âûòåêàåò, ÷òî è ïðè âñåõ λ > 0, îòëè÷íûõ îò 1,
ïðîñòðàíñòâî λX òàêæå íå ëåæèò â îáëàêå.

5 Ïðèìåð èçó÷åíèÿ ñòðóêòóðû ñòàáèëèçàòîðà îáëàêà

Ïóñòü ϕ : N → R � ýòî òàêàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà, ÷òî ϕ(n) ≥ n. Äëÿ
äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà q > 1 ðàññìîòðèì íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R ïîäìíîæåñòâî

(1) Xϕ = {xn = qϕ(n) : n ∈ N} ⊂ R

ñ åñòåñòâåííîé ìåòðèêîé, èíäóöèðîâàííîé èç R. Îáëàêî, â êîòîðîå âõîäèò ïðîñòðàíñòâî Xϕ, ìû áóäåì îáîçíà-
÷àòü ýòèì æå ñèìâîëîì.

Â ñëó÷àå ôóíêöèè ϕ(n) = n ïðîñòðàíñòâî Xϕ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Xq. Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç Hλ : GH →
GH, λ > 0, ìû îáîçíà÷èëè îòîáðàæåíèå ïîäîáèÿHλ : X 7→ λX. Èíîãäà ïîä ïðîñòðàíñòâîìXq ìû áóäåì ïîíèìàòü
ïðîñòðàíñòâî {xn = qn : n ∈ Z} ⊂ R, êîòîðîå îïðåäåëÿåò òî æå ñàìîå îáëàêî, íî èíâàðèàíòíî ïðè ãîìîòåòèè
Hq.

Ñëåäñòâèå 5.1. Åñëè q ∈ N è λ ∈ ΛXϕ
∩ Q, òî äëÿ ëþáîãî M ñóùåñòâóþò òàêèå n > k > M è m > l > M ,

÷òî

(2) λ =
qϕ(n) − qϕ(k)

qϕ(m) − qϕ(l)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå dGH(X,λX) = ∞. Äëÿ ýòîãî ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåîðå-
ìîé 4.2, ïîêàçàâ, ÷òî ∆(r)→∞ ïðè r →∞.

Ïóñòü λ = a2/a1 äëÿ íåêîòîðûõ âçàèìíî ïðîñòûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1 è a2. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå x, x′ ∈
X, x 6= x′, è y, y′ ∈ Y , y 6= y′, òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü

min
{
|x1x|, |x1x′|, |y1y|, |y1y′|

}
≥ r.

Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ n, k,m, l èìååì |xx′| = qϕ(n) − qϕ(k), |yy′| = λ(qϕ(m) − qϕ(l)). Òàê êàê x 6= x′ è
y 6= y′, òî n > k è m > l.

Ïîëîæèì s = min{n, k,m, l}, òîãäà óñëîâèå r →∞ ðàâíîñèëüíî s→∞. Äàëåå, ïóñòü

δ = qϕ(n) − qϕ(k) − λ(qϕ(m) − qϕ(l)) = qϕ(s)z.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî z 6= 0. Òàê êàê s > M ìîæíî âûáðàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì, à ÷èñëî a1z � öåëîå, òî
|a1z| ≥ 1. Òîãäà |δ| → ∞ ïðè s → ∞ (òàê êàê ÷èñëî a1 ôèêñèðîâàíî) è, ñîîòâåòñòâåííî, ∆(r) → ∞ ïðè r → ∞
â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà x, x′y, y′.

Çíà÷èò z = 0, ò.å. ÷èñëî λ èìååò òðåáóåìûé âèä.

Òåîðåìà 5.2. Äëÿ ðàöèîíàëüíîãî λ > 0 è öåëîãî q ≥ 2, îòîáðàæåíèå Hλ îñòàâëÿåò ïðîñòðàíñòâî Xq = {qn :
n ∈ Z} â òîì æå îáëàêå, ò.å. λ ∈ ΛXq

∩Q, åñëè è òîëüêî åñëè λ = qα äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî α.

Äîêàçàòåëüñòâî ðàçîáüåì íà íåñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ øàãîâ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ íåñîìíåííî õîðîøî
èçâåñòíû è îáñóæäàþòñÿ çäåñü äëÿ ïîëíîòû è ñâÿçíîñòè èçëîæåíèÿ.

Äëÿ çàäàííûõ íàòóðàëüíûõ n, m è öåëîãî q ≥ 2 îïèøåì âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

(3) a1(qn − 1) = a2(qm − 1)

â öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñëàõ a1, a2.

Ïðåäëîæåíèå 5.3. Äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî q ≥ 2 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(4) gcd(qn − 1, qm − 1) = qgcd(n,m) − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî ÷èñëó max(n,m). Åñëè n = m, òî ðàâåíñòâî (4) î÷åâèäíî. Åñëè æå
n > m, òî èíäóêòèâíûé ïåðåõîä äàåò öåïî÷êà ðàâåíñòâ

(5) gcd(qn − 1, qm − 1) = gcd(qn − 1− qn−m(qm − 1), qm − 1) =

= gcd(qn−m − 1, qm − 1) = qgcd(n−m,m) − 1 = qgcd(n,m) − 1.

Ñëåäñòâèå 5.4. Åñëè íàòóðàëüíûå ÷èñëà n è m âçàèìíî ïðîñòû, òî äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî q ≥ 2 ÷èñëà

(6) qn−1 + qn−2 + . . .+ q + 1 è qm−1 + qm−2 + . . .+ q + 1

òàêæå âçàèìíî ïðîñòû.

Òåîðåìà 5.5. Äëÿ çàäàííûõ íàòóðàëüíûõ n, m è öåëîãî q ≥ 2 íàòóðàëüíûå âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà a1, a2
ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(7)

{
a1 = q(rm−1)d + q(rm−2)d + . . .+ qd + 1,

a2 = q(rn−1)d + q(rn−2)d + . . .+ qd + 1,

ãäå d = gcd(n,m), rn = n/d è rm = m/d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â èçâåñòíîå ðàâåíñòâî

xr − 1 = (x− 1)(xr−1 + . . .+ x+ 1)

ïðè r = n/d è r = m/d ïîäñòàâèì x = qd. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî (4), óðàâíåíèå (3) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

(8) a1(q(rn−1)d + q(rn−2)d + . . .+ qd + 1) = a2(q(rm−1)d + q(rm−2)d + . . .+ qd + 1).

Èç ñëåäñòâèÿ 5.4 è óñëîâèÿ gcd(a1, a2) = 1 âûòåêàþò òðåáóåìûå ðàâåíñòâà.

Ïðåäëîæåíèå 5.6. Äëÿ ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà λ > 0 è öåëîãî q ≥ 2, åñëè ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ Hλ îñòàâëÿåò

ïðîñòðàíñòâî Xq = {qn : n ∈ Z} â òîì æå îáëàêå, ò.å. åñëè λ ∈ ΛXq
∩Q, òî

(9) λ = qα
1 + qd + . . .+ q(r2−2)d + q(r2−1)d

1 + qd + . . .+ q(r1−2)d + q(r1−1)d
= qα

qr2d − 1

qr1d − 1

äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî α, íàòóðàëüíîãî d è âçàèìíî ïðîñòûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë r1 è r2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 5.1 ñóùåñòâóþò òàêèå n > k è m > l, ÷òî λ = qn−qk
qm−ql = qk−l q

n−k−1
qm−l−1 .
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Ïðåäëîæåíèå 5.7. Åñëè êâàäðàò ÷èñëà λ = qn−1
qm−1 âûãëÿäèò êàê ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (9), òî λ = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî n > m. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå
íàòóðàëüíûå k è l (òîãäà k > l), ÷òî

λ2 =
(qn − 1)2

(qm − 1)2
=
qk − 1

ql − 1
.

Òîãäà
(qn − 1)2(ql − 1) = (qm − 1)2(qk − 1),

ò.å.
q2n+l − 2qn+l + ql − q2n + 2qn − 1 = q2m+k − 2qm+k + qk − q2m + 2qm − 1.

Èç ñîîáðàæåíèé äåëèìîñòè íà ÷èñëî q ñëåäóåò, ÷òî m = l. Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ óñëîâèå

q2n − 2qn + 1− q2n−m + 2qn−m = qm+k − 2qk + qk−l − qm + 2

Â ïðåäïîëîæåíèÿõ n > m è k > l ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî 1 äîëæíà äåëèòüñÿ q.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.2. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5.6 âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà â ñòàáèëèçàòîðå èìåþò
âèä (9). Òàê êàê ñòàáèëèçàòîð ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé, òî êâàäðàò âñÿêîãî ÷èñëà èç ñòàáèëè-
çàòîðà èìååò âèä (9). Èç ïðåäëîæåíèÿ 5.7 âûòåêàåò, ÷òî λ èìååò òðåáóåìûé âèä.

Òåîðåìà 5.8. Åñëè ôóíêöèÿ ϕ : N → R òàêîâà, ÷òî ϕ(n + 1) − ϕ(n) → ∞ ïðè n → ∞, òî äëÿ ëþáûõ âåùå-

ñòâåííûõ ÷èñåë q > 1 è λ > 0, ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ Hλ îñòàâëÿåò ïðîñòðàíñòâî Xϕ = {qϕ(n) : n ∈ N} â
òîì æå îáëàêå, åñëè è òîëüêî åñëè λ = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ 6= 1. Ïðåäïîëîæèì ïîêà, ÷òî ÷èñëî q öåëîå, à ÷èñëî λ ðàöèîíàëüíîå. Ñîãëàñíî

ñëåäñòâèþ 5.1 ñóùåñòâóþò òàêèå n > k > M è m > l > M , ÷òî λ = qϕ(n)−qϕ(k)

qϕ(m)−qϕ(l) .

Åñëè n = m, òî

λ =
1− qϕ(k)−ϕ(n)

1− qϕ(l)−ϕ(m)

M→∞−→ 1.

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì M âîçíèêàåò ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì λ 6= 1.
Åñëè n < m, òî

λ =
1− qϕ(k)−ϕ(n)

qϕ(m)−ϕ(n) − qϕ(l)−ϕ(n)
M→∞−→ 0.

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì M âîçíèêàåò ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì λ > 0.
Åñëè n > m, òî

λ =
qϕ(n)−ϕ(m) − qϕ(k)−ϕ(m)

1− qϕ(l)−ϕ(m)

M→∞−→ ∞.

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì M âîçíèêàåò ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì λ <∞.
Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë q > 1 è λ > 0 íåîáõîäèìî âåðíóòüñÿ â äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 5.1. Èòàê,

ïîêàæåì, ÷òî ïðè n > k > M , m > l > M è λ 6= 1 èñêàæåíèå ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Çäåñü îïÿòü íàäî
ðàññìîòðåòü òðè ñëó÷àÿ. Åñëè n = m, òî

δ = qϕ(n) − qϕ(k) − λ(qϕ(m) − qϕ(l)) = (1− λ)qϕ(n)
(
1− 1

1− λ
qϕ(k)−ϕ(n) +

λ

1− λ
qϕ(l)−ϕ(n)

)
→ ±∞.

Ñëó÷àè n < m è n > m ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ñëåäñòâèå 5.9. Åñëè ϕ(n) = n2, òî äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë q > 1 è λ > 0, ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ

Hλ îñòàâëÿåò ïðîñòðàíñòâî Xϕ = {qn2

: n ∈ N} â òîì æå îáëàêå, åñëè è òîëüêî åñëè λ = 1.
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