èÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ É ÐÒÏÂÌÅÍÁ âÏÒÓÕËÁ

á.í. òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ

1 èÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ

îÁÚÏŒÅÍ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÃŒÅÔÏŒ, Œ ËÏ- ÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÐÏËÒÁÓÉÔØ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ R^n , ÞÔÏÂÙ ÍÅÖÄÕ ÏÄÎÏÃŒÅÔÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÎÅ ÂÙÌÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ 1. æÏÒÍÁÌØÎÏ, ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ { ÜÔÏ ŒÅÌÉÞÉÎÁ

Ø(R^n ) = min { Ø : R^n = V_1 ⨆ : : : ⨆ V_Ø; ∀ i ∀ x; y ∈ V_i |x − y| ≠ 1 } ; ÇÄÅ |x − y| { ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ x; y ∈ R^n .

úÁÄÁÞÁ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÂÙÌÁ ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÁ ü. îÅÌÓÏÎÏÍ Œ 1950 ÇÏÄÕ; ÏÄÎÁËÏ ÐÏÈÏÖÉÅ ŒÏÐÒÏÓÙ ÐÒÅÄÌÁÇÁÌÉÓØ É ÒÁÎØÛÅ. œÏ ŒÓÑËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÓÉÌÉÑÍÉ ç. èÁÄŒÉÇÅÒÁ, ð. üÒÄÅÛÁ É ÄÒ. ÚÁÄÁÞÁ ÐÒÅŒÒÁÔÉÌÁÓØ Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, É ÔÅÐÅÒØ ÌÀÂÏÅ ÐÒÏÄŒÉÖÅÎÉÅ Œ ÎÅÊ ŒÙÚÙŒÁÅÔ ÏÇÒÏÍÎÙÊ ÒÅÚÏÎÁÎÓ.

ïÂ ÉÓÔÏÒÉÉ ÐÒÏÂÌÅÍÙ É Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÈ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ Œ ÓŒÑÚÉ Ó ÎÅÊ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ [1], [2]. íÙ ÎÅ ÓÔÁÎÅÍ ÚÄÅÓØ ŒÄÁŒÁÔØÓÑ Œ ÄÅÔÁÌÉ, ÎÏ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÌÉÛØ ÓÁÍÙÅ ÑÒËÉÅ É, ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ, ŒÁÖÎÙÅ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÆÁËÔÙ.

ôÏÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÔÏÌØËÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÑÍÏÊ: Ø(R^1 ) = 2. ðÏÄÌÉÎ- ÎÏÊ ÔÒÁÇÅÄÉÅÊ (ÉÌÉ, ÅÓÌÉ ÕÇÏÄÎÏ, ÐÏÚÏÒÏÍ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÔŒÅÔÁ ÎÁ ŒÏÐÒÏÓ îÅÌÓÏÎÁ Œ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2. éÚŒÅÓÔÎÏ ÌÉÛØ, ÞÔÏ 4 ≤ Ø(R^2 ) ≤ 7. œ R^3 ÚÁÚÏÒ Œ ÏÃÅÎËÁÈ ÅÝÅ ÕÖÁÓÎÅÅ: 6 ≤ Ø(R^3 ) ≤ 15. îÁËÏÎÅÃ, ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ

7 ≤ Ø(R^4 ) ≤ 49; Ø(R^5 ) ≥ 9:

óÐÉÓÏË ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØ, ÎÏ ÍÙ cËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ n → ∞ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (1:239::: + o(1))^n ≤ Ø(R^n ) ≤ (3 + o(1))^n;

É ÄÒÕÇÉÈ ÏÃÅÎÏË ÐÒÉŒÏÄÉÔØ ÎÅ ÓÔÁÎÅÍ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ É ÚÁÄÁÞ. õÐÒÁÖÅÎÉÑ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙ. ïÎÉ ÎÕÖÎÙ, ÓËÏÒÅÅ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÇ ÐÒÉŒÙËÎÕÔØ Ë ÐÒÏÂÌÅÍÅ. çÏÒÁÚÄÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÅÅ ÚÁÄÁÞÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. äÏËÁÖÉÔÅ ÏÃÅÎËÉ a) Ø(R^2 ) ≤ 7; b) Ø(R^2 ) ≥ 4; c) Ø(R^3 ) ≥ 5; d) Ø(R^n ) ≥ n + 2 ÐÒÉ n ≥ 2; e) Ø(R^3 ) ≤ 27; f) Ø(R^n ) ¡ ∞.

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ a) Ø(R^4 ) ≥ 8; b) Ø(R^5 ) ≥ 10. õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÌÅÚÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ ÓÔÁÔØÉ [3], [4], [5].

úÁÄÁÞÁ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÅÓÎÏ ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÇÒÁÆÏŒ. îÁÚÏŒÅÍ ÇÒÁÆ G = (V; E) n-ÍÅÒÎÙÍ ÄÉÓÔÁÎÃÉÏÎÎÙÍ (ÉÌÉ n-ÍÅÒÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ), ÅÓÌÉ

V ⊂ R^n ; E ⊆ {(x; y) ∈ V × V : |x − y| = a};

ÇÄÅ a { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

îÁÚÏŒÅÍ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÇÒÁÆÁ G = (V; E) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÃŒÅÔÏŒ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ Ø(G)), Œ ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÐÏËÒÁÓÉÔØ ŒÓÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ, ÞÔÏÂÙ ÍÅÖÄÕ ÏÄÎÏÃŒÅÔÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÎÅ ÂÙÌÏ ÒÅÂÒÁ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ,

Ø(G) = min { Ø : V = V_1 ⨆ : : : ⨆ V_Ø; ∀ i ∀ x; y ∈ V_i (x; y) ∉ E } :

óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ W ⊆ V { ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅÒÛÉÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G = (V; E), ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ ÄŒÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÉÚ W ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ff(G) ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÓÁÍÏÍ ÖÉÒÎÏÍ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G. üÔÏ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ:

ff(G) = max{|W | : W ⊆ V; ∀ x; y ∈ W (x; y) ∉ E}:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ G { n-ÍÅÒÎÙÊ ÄÉÓÔÁÎÃÉÏÎÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÔÏ Ø(R^n ) ≥ Ø(G).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Ø(G) ≥^{|V |}_{ff(G)} , ËÏÌØ ÓËÏÒÏ G = (V; E).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. ëÁË ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÇÒÁÆÙ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÏÃÅÎËÉ a) Ø(R^2 ) ≥ 4; b) Ø(R^3 ) ≥ 5; c) Ø(R^3 ) ≥ 6; d) Ø(R^4 ) ≥ 7; e) Ø(R^n ) ≥ n + 2?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. ðÏÌÏÖÉÍ

V = {x = (x_1; : : : ; x_n) : x_i ∈ {0; 1}; x_1 + : : : + x_n = 3}; E = {(x; y) ∈ V × V : |x − y| = 2}; G = (V; E): a) îÁÊÄÉÔÅ ff(G); b) ÄÏËÁÖÉÔÅ ÏÃÅÎËÕ Ø(G) ≥ cn^2 Ó ËÁËÉÍ-ÎÉÂÕÄØ c ¿ 0; c) ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ c ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÁËËÕÒÁÔÎÅÅ.

îÁÚÏŒÅÍ ÏÂÈŒÁÔÏÍ ÇÒÁÆÁ G ŒÅÌÉÞÉÎÕ g(G), ÒÁŒÎÕÀ ÄÌÉÎÅ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ ÃÉËÌÁ Œ G.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÒÁÆ Ó Ø(G) ≥ k É g(G) ¿ 3 (ÇÒÁÆ Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÂÅÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ).

œ [6], [7] î. õÏÒÍÁÌÄ, ð. ï’äÏÎÎÅÌÌ É ò. èÏÈÂÅÒÇ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÄŒÕÍÅÒÎÙÅ ÄÉÓÔÁÎÃÉÏÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ G, ÉÍÅÀÝÉÅ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÍÁÌÏ ŒÅÒÛÉÎ É Œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ Ø(G) ≥ 4, ÎÏ g(G) ¿ 3 (É ÄÁÖÅ ¿ 4). œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ï. òÕÂÁÎÏŒ Œ [8] ÏÐÉÓÁÌ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÄÉÓÔÁÎÃÉÏÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ó Ø(G) ≥ 5 É ÂÅÚ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 2. ðÏÐÙÔÁÊÔÅÓØ ÅÝÅ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÅÒÛÉÎ Œ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑÈ, ÐÏÄÏÂÎÙÈ ËÏÎÓÔÒÕË- ÃÉÑÍ õÏÒÍÁÌÄÁ É ï’äÏÎÎÅÌÌÁ { èÏÈÂÅÒÇÁ.

úÁÄÁÞÁ 3. îÁÊÄÉÔÅ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÌÕÞÛÕÀ ÎÉÖÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÞÉÓÌÁ ŒÅÒÛÉÎ Œ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑÈ, ÐÏÄÏÂÎÙÈ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑÍ õÏÒÍÁÌÄÁ É ï’äÏÎÎÅÌÌÁ { èÏÈÂÅÒÇÁ.

úÁÄÁÞÁ 4. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÊ ÇÒÁÆ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ø(G) ≥ 5 É ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 7. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÊ ÇÒÁÆ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ø(G) ≥ 6 É ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 8. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÊ ÇÒÁÆ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ø(G) ≥ 6 É ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 9. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ÐÏÄÏÂÎÕÀ ÒÕÂÁÎÏŒÓËÏÊ, Ó ÍÅÎØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ŒÅÒÛÉÎ ÉÌÉ ÄÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÉÈ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÊ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

îÁÚÏŒÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a_n ÌÁËÕÎÁÒÎÏÊ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÏÍ ÌÁËÕÎÁÒÎÏÓÔÉ d ∈ N, ÅÓÌÉ^{an+1}_{an} ≥ 1 +^1_d . éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÌÁËÕÎÁÒÎÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÒÁÓÔÅÔ ÎÅ ÍÅÄÌÅÎÎÅÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ. ðÏÌÏÖÉÍ

Ø(R^n ; {a_i}) = min { Ø : R^n = V_1 ⨆ : : : ⨆ V_Ø; ∀ i ∀ x; y ∈ V_i |x − y| ∉ {a_i} } : ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÓÅÊ ÒÁÚ ÍÙ ÚÁÐÒÅÝÁÅÍ ÔÏÞËÁÍ ÏÄÎÏÇÏ ÃŒÅÔÁ ÏÔÓÔÏÑÔØ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {a_i}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ d ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÌÁËÕÎÁÒÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ d, ÞÔÏ Ø(R^1 ; {a_i}) ≥ d + 1.

úÁÄÁÞÁ 10. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ !(d) → ∞, d → ∞, Ó ËÏÔÏÒÏÊ

max_{{ai}} Ø(R^1 ; {a_i}) ≥ d!(d)?

úÄÅÓØ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÌÁËÕÎÁÒÎÙÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ d.

2 ðÒÏÂÌÅÍÁ âÏÒÓÕËÁ

üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ïÎÁ ÂÙÌÁ ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÁ ë. âÏÒÓÕËÏÍ Œ 1933 ÇÏÄÕ, É ÐÒÏ ÎÅÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ [2], [9], [10].

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÐÒÏÂÌÅÍÕ. äÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ˙ ⊂ R^n ÐÏÌÏÖÉÍ

diam ˙ = sup_{x;y∈�} |x − y|:

œŒÅÄÅÎÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ˙. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ f(˙) ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉ- ÞÅÓÔŒÏ ÞÁÓÔÅÊ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÄÁÎÎÏÅ ˙. ðÕÓÔØ, ÎÁËÏÎÅÃ, f(n) = max_� f(˙), ÇÄÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, f(n) = max_� min { f : ˙ = ˙_1 ⨆ : : : ⨆ ˙_f ; ∀ i diam ˙_i ¡ diam˙ } : éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, f(n) { ÜÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÔÅÊ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚ- ÂÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n . îÁÚÏŒÅÍ ÅÇÏ ÞÉÓÌÏÍ âÏÒÓÕËÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f(n) ≥ n + 1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÆÅÒÙ S^{n−1} ⊂ R^n ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ f(S^{n−1}) ≤ n + 1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 8 É 9 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÊ ÓÁÍÏÊ ÍÏÔÉŒÉÒÏŒËÏÊ, ÚÁ ÓÞÅÔ ËÏÔÏÒÏÊ âÏÒÓÕË ŒÙÓËÁÚÁÌ ÇÉÐÏÔÅÚÕ: f(n) = n + 1. ëÁË ÎÉ ÓÔÒÁÎÎÏ, ÇÉÐÏÔÅÚÁ ÎÅŒÅÒÎÁ! ï ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÁÈ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ Œ [2], [9]. œÓÅ ÜÔÉ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÙ ÏÓÎÏŒÁÎÙ ÎÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ "(0,1)-ŒÅËÔÏÒÏŒ", ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÔÏÍÕ, ËÏÔÏÒÏÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÏÓØ Œ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ 5. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, Œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ŒÒÅÍÑ ÇÉÐÏÔÅÚÁ ÏÐÒÏŒÅÒÇÎÕÔÁ ÌÉÛØ Œ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ n ¿ 297. ðÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ n ≤ 3 ÇÉÐÏÔÅÚÁ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ. óÌÕÞÁÊ n = 1 ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ (ÕÂÅÄÉÔÅÓØ Œ ÜÔÏÍ!), ÓÌÕÞÁÉ ÖÅ n = 2; 3 ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÉÚÕÞÅÎÙ Œ [10]. þÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÉ n ∈ [4; 297], ÎÉËÔÏ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÎÅ ÚÎÁÅÔ.

œ ÓŒÑÚÉ Ó ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÅÊ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÏŒ, ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒ- ÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ.

úÁÄÁÞÁ 11. ðÕÓÔØ n = 2k,

V = {x = (x_1; : : : ; x_n) : x_i ∈ {−1; 0; 1}; |{i : x_i = ±1}| = k}:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

W = {x_1; : : : ; x_s} ⊂ V;

ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ

(x; y) = x_1y_1 + : : : + x_ny_n

ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÅ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, W { ÜÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. îÁÓËÏÌØËÏ ÂÏÌØÛÉÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ s = |W |? õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÒÁÂÏÔÁÊÔÅ ÓÐÅÒŒÁ Ó n = 4; 6; 8; 10; 12.

ðÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÂÙÌÉ ÐÏÌÅÚÎÙ ÇÒÁÆÙ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ, ÐÒÉ ÒÁÂÏÔÅ Ó ÞÉÓÌÏÍ âÏÒÓÕËÁ ÎÕÖÎÙ ÇÒÁÆÙ ÄÉÁÍÅÔÒÏŒ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ˙ ⊂ R^n , diam ˙ ¡ ∞. îÁÚÏŒÅÍ ÇÒÁÆ G_� = (˙; E) ÇÒÁÆÏÍ ÄÉÁÍÅÔÒÏŒ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÅÓÌÉ

E = {(x; y) ∈ ˙ × ˙ : |x − y| = diam ˙}:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10. õÂÅÄÉÔÅÓØ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ˙ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ f(˙) = Ø(G_�).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ (ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ˙, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(˙) ≠ Ø(G_�).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ˙ ⊂ R^2 É |˙| = n, ÔÏ Œ G_� ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÒÅÂÅÒ.

ðÒÏÂÌÅÍÁ âÏÒÓÕËÁ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ ÄÁÖÅ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÄŒÕÈÄÉÓÔÁÎÃÉÏÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. îÁÚÏŒÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ˙ ⊂ R^n ÄŒÕÈÄÉÓÔÁÎÃÉÏÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÅÇÏ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ŒÓÅÇÏ ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 12. ëÁËÏŒÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÄŒÕÈÄÉÓÔÁÎÃÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ R^n ? ïÔŒÅÔ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÓËÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ n. ïÄÎÁËÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ É ÞÁÓÔÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÒÉ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n. úÁÄÁÞÁ 13. ëÁËÏŒÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÄŒÕÈÄÉÓÔÁÎÃÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ R^n , ËÏÌØ ÓËÏÒÏ ÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÅ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ Ë ÍÅÎØÛÅÍÕ ÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÙÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ a? ïÔŒÅÔ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÓËÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ n É a. ïÄÎÁËÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ É ÞÁÓÔÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÒÉ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÑÈ n É a.

úÁÄÁÞÁ 14. œÅÒÎÁ ÌÉ ÇÉÐÏÔÅÚÁ âÏÒÓÕËÁ ÄÌÑ ÄŒÕÈÄÉÓÔÁÎÃÉÏÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÒÉ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ n ¿ 3? úÁÄÁÞÁ 15. œÅÒÎÁ ÌÉ ÇÉÐÏÔÅÚÁ âÏÒÓÕËÁ ÄÌÑ ÄŒÕÈÄÉÓÔÁÎÃÉÏÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÒÉ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ n ¿ 3 É ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØ a (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 13)?

œ ÒÁÂÏÔÅ [11] ÇÉÐÏÔÅÚÁ âÏÒÓÕËÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ (0,1)-ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ≤ 9.

úÁÄÁÞÁ 16. äÏËÁÖÉÔÅ ÇÉÐÏÔÅÚÕ âÏÒÓÕËÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ (-1,0,1)-ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ n. úÄÅÓØ, Œ ÉÄÅÁÌÅ, n ≤ 9.

úÁÄÁÞÁ 17. äÏËÁÖÉÔÅ ÇÉÐÏÔÅÚÕ âÏÒÓÕËÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÄŒÕÈÄÉÓÔÁÎÃÉÏÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (0,1)- ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ n. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ ÔÏÌØËÏ n ¿ 9.

úÁÄÁÞÁ 18. äÏËÁÖÉÔÅ ÇÉÐÏÔÅÚÕ âÏÒÓÕËÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÄŒÕÈÄÉÓÔÁÎÃÉÏÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (-1,0,1)- ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ n. ôÕÔ ÕÖÅ ÌÀÂÏÐÙÔÎÙ É n ≤ 9.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. îÁ ËÏÎËÕÒÓ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÀÂÙÈ ÚÁÄÁÞ (ÄÁÖÅ ÏÄÎÏÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ!), Á ÔÁËÖÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ 4 Ó), d), 5, 6, 9, 11, 12 (ÏÎÉ ÓÒÁŒÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ñ ŒÓÅÇÄÁ ÇÏÔÏŒ ÐÏÍÏÞØ Ó ÏÔÙÓËÁÎÉÅÍ ÃÉÔÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ!

óÐÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ

[1] á.í. òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ, èÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ, íÏÓËŒÁ, íãîíï, 2003.

[2] á.í. òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ, ìÉÎÅÊÎÏ-ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÍÅÔÏÄ Œ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ, íÏÓËŒÁ, íãîíï, 2007. [3] O. Nechushtan, On the space chromatic number, Discrete Mathematics, 256 (2002), 499 - 507. [4] ì.ì. éŒÁÎÏŒ, ïÃÅÎËÁ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^4 , õÓÐÅÈÉ ÍÁÔÅÍ. ÎÁÕË, 61 (2006), N5, 371 - 372.

[5] D.G. Larman, C.A. Rogers, The realization of distances within sets in Euclidean space, Mathematika, 19 (1972), 1 - 24.

[6] N. Wormald, A 4-chromatic graph with a special plane drawing, J. Austral. Math. Soc. Ser. A, 28 (1979), N1, 1 - 8.

[7] R. Hochberg, P. O’Donnell, Some 4-chromatic unit-distance graphs without small cycles, Geombinatorics, 5 (1996), N4, 137 - 141.

[8] ï. òÕÂÁÎÏŒ, èÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÆÏŒ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÔÅÔÒÁ- ÜÄÒÏŒ, íÁÔÅÍ. ÚÁÍÅÔËÉ, 82 (2007), N5, 797 - 800.

[9] á.í. òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ, ðÒÏÂÌÅÍÁ âÏÒÓÕËÁ, íÏÓËŒÁ, íãîíï, 2006.

[10] œ.ç. âÏÌÔÑÎÓËÉÊ É é.ã. çÏÈÂÅÒÇ, ôÅÏÒÅÍÙ É ÚÁÄÁÞÉ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, íÏÓËŒÁ, "îÁ- ÕËÁ", 1965.

[11] G.M. Ziegler, Coloring Hamming graphs, optimal binary codes, and the 0/1 - Borsuk problem in low dimensions, Lect. Notes Comput. Sci., 2122 (2001), 159 - 171.