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÷×ÅÄÅÎÉÅ.
÷ ÜÔÏÍ ÔÅËÓÔÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÎÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ËÒÁÓÉ×ÏÊ, ×ÁÖÎÏÊ É ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ

ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ÇÒÕÐÐÙ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (ÔÏÞÎÅÅ, ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ). (ôÏ, ÞÔÏ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ
ÕÞÅÂÎÉËÁÈ ÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÅÅ Ñ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ, ÑÓÎÏÊ ÎÅÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÕ, ÄÅÌÁÅÔ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ
ÍÅÎÅÅ ÄÏÓÔÕÐÎÏÊ, Á ËÕÒÓ ÇÒÕÐÐ É ÁÌÇÅÂÒ ìÉ ÍÅÎÅÅ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ.) îÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÉÚÕÞÅÎÉÑ
ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÞÉÔÁÔÅÌØ (ÔÏÞÎÅÅ, ÒÅÛÁÔÅÌØ) ÏÓ×ÏÉÔ ÏÓÎÏ×Ù ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ É ÁÌÇÅÂÒ
ìÉ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÊ.

ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ | ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ËÁÍÉ É ÉÄÅÑÍÉ
ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ É ÁÌÇÅÂÒ ìÉ ÐÒÉ Ó×ÅÄÅÎÉÉ Ë ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÍÕ ÍÉÎÉÍÕÍÕ ÅÅ ÑÚÙËÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×
ËÁÞÅÓÔ×Å ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÃÅÌÉ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ËÒÁÓÉ×ÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, Á ÎÅ ÎÁÂÏÒ ÐÏÎÑÔÉÊ.
íÙ ÐÏÓÔÁÒÁÌÉÓØ ÉÚÌÏÖÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÂÙÌÏ ÑÓÎÏ, × ÞÅÍ
ÃÅÌØ | × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÚÁÞÅÍ ××ÏÄÉÔÓÑ ÔÏ ÉÌÉ ÉÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ. óÍ. ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ 'ÆÉÌÏÓÏÆÓËÏ-
ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ' × [ZPSSS] É 'ÚÁÞÅÍ' × [Sk08].

üÔÏÔ ÎÁÂÒÏÓÏË ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÏÐÅÞÁÔËÉ. ðÏÖÁÌÕÊÓÔÁ, ÎÁÐÒÁ×ÌÑÊÔÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÐÏ
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âÌÁÇÏÄÁÒÉÍ í. âÅÒÛÔÅÊÎÁ É á. öÅÇÌÏ×Á ÚÁ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ.

ï ÚÁÄÁÞÁÈ.
íÁÔÅÒÉÁÌ ÐÒÅÐÏÄÎÏÓÉÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÚÁÄÁÞ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÙÛÌÅÎÉÑ É ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ

Ó ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÍ (ÜÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÎÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÄÚÅÎÓËÉÈ ÍÏÎÁÓÔÙÒÅÊ, ÎÏ É ÄÌÑ ÜÌÉÔÎÏÇÏ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÕÞÅÎÉÑ | ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ÒÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ).

äÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÊ É ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÚÁÄÁÞ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÎÉÑ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ
I ËÕÒÓÁ ÍÅÈÍÁÔÁ íçõ É ÚÎÁËÏÍÓÔ×Á Ó ÎÁÓÔÏÑÝÉÍ ÔÅËÓÔÏÍ (ÔÏÞÎÅÅ, ÅÇÏ ÞÁÓÔÉ, ÐÒÅÄÛÅÓÔ×Õ-
ÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÚÁÄÁÞÉ). åÓÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÅ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÔÅÒÍÉÎÙ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ × ÜÔÏÍ
ÔÅËÓÔÅ É ×ÁÍ ÎÅÚÎÁËÏÍÙ, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÏÓÔÏ ÉÇÎÏÒÉÒÏ×ÁÔØ. ïÔ-
ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÉÈ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÏË É ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ
ÎÉËÁËÉÈ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÏÎÑÔÉÊ É ÔÅÏÒÉÊ (ËÒÏÍÅ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÚÁÄÁÞ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ).
éÎÏÇÄÁ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÓËÁÚËÁÍÉ. åÓÌÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÉ-
ÒÏ×ËÏÊ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÔÏ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ É ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ. úÁÄÁÎÎÙÅ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÆÕÎËÃÉÉ
ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ.

ðÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÚÁÄÁÞÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ É ÐÏÌÅÚÎÙÈ ÆÁËÔÏ×, É ÞÉÔÁÔÅÌÀ
ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÅÚÎÏ ÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó ÓÁÍÉÍÉ ÆÁËÔÁÍÉ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ ÉÈ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ
ÄÏËÁÚÁÔØ. îÁÐÒÉÍÅÒ, × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÉÚÌÏÖÅÎ ÐÌÁÎ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍ, ËÏÔÏÒÙÊ
ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÄÅÔÁÌÉ ÜÔÏÇÏ ÐÌÁÎÁ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÎÅÄÏÓÔÕÐÎÙÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ-
×ÏÄÉÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÚÁÄÁÞ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÕÔÅ×ÏÄÉÔÅÌÅÍ ÐÏ ÄÒÕÇÉÍ ÕÞÅÂÎÉËÁÍ, ÐÏÚ×ÏÌÑÑ
ÎÁÍÅÞÁÔØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÃÅÌÉ É ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÔØ ÍÁÔÅÒÉÁÌ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÃÅ-
ÌÅÊ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ. ÷ÐÒÏÞÅÍ, ÐÏÌÅÚÎÅÅ ×ÓÅÇÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÂÓÕÖÄÁÔØ ÓÏ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÏÍ ËÁË ×ÁÛÉ
ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ, ÔÁË É ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ.

ïÇÌÁ×ÌÅÎÉÅ.
§1. çÒÕÐÐÙ ìÉ. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ìÉ.
§1A. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÇÒÕÐÐ ìÉ.

1http://dfgm.math.msu.su/�les/skopenkov/lie.pdf. ïÂÎÏ×ÌÅÎÏ 31.03.09
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§2. æÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.
§3. ðÌÁÎ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.
§4. ó×ÅÄÅÎÉÅ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ.
§6A. ôÅÏÒÅÍÁ îÅÔÅÒ.
§6. ó×ÅÄÅÎÉÅ Ë ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ.
§7. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ.
§8. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ Ï ÐÒÏÓÔÏÔÅ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÉ.
§9. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ × ÔÅÏÒÅÍÅ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÉ.
§10. ëÏÒÎÅ×ÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ.
§11. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ.
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§1. çÒÕÐÐÙ ìÉ. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ìÉ.
ðÏÎÑÔÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ÁÎÏ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÅÏÒÅÍÏÊ îÅÔÅÒ: ÇÒÕÐÐÅ ìÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÀ-

ÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÕ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÚÁËÏÎÙ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ × §6A).
íÁÔÒÉÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ìÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ GLn(R) ÉÌÉ GLn(C)

ÉÌÉ GLn(H) (Ï Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÁÈ ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [DNF, I.2.14.3]). ðÒÉÍÅÒÙ (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×
[DNF, I.2.14]):

GLn(R;C;H); SLn(R;C;H); On; SOn; Ok;n−k; Un; SUn; Spn:

1.* îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ × SL2(R).
äÌÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á G ⊂ Rk ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : G → Rm ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ (ÔÏÞÎÅÅ,

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍ ÐÏ õÉÔÎÉ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ g0 ∈ G ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÊ
ÏÐÅÒÁÔÏÒ A : Rk → Rm É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ � : Rk → R, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ z ∈ G
×ÙÐÏÌÎÅÎÏ

f(z) = f(z0) + A(z − z0) + �(z − z0)|z; z0|:
æÕÎËÃÉÑ � : Rk → R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ � > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ � > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ Rk ÅÓÌÉ |x| < �, ÔÏ |�(x)| < �.
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äÌÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× G ⊂ Rk É H ⊂ Rm ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : G → H ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÇÌÁÄËÏÅ, ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÌÁÄËÏÅ.

éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (ìÉ) ÇÒÕÐÐ ìÉ | ÉÈ ÂÉÅËÔÉ×ÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÔÁËÖÅ ÄÉÆ-
ÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. úÎÁË ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ | ∼=.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ

Rm; S1 = {z ∈ C : |z| = 1} É S3 = {z ∈ H : |z| = 1}

ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÇÒÕÐÐÙ (ÄÌÑ S1 É S3 | ÕÎÁÓÌÅÄÏ×ÁÎÎÁÑ ÉÚ C É H), ÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ìÉ É Rn, S1, S3, S1 × S1, (S1)n × Rm,
S3 × SO3 É Ô.Ä.

2. (a) SO2 ∼= U1 ∼= S1. (b) SU2 ∼= Sp1 ∼= S3.
(c) SO3 ∼= SU2={±1} ∼= S3={±1}. (d) SO4 ∼= S3 × S3={±(1; 1)}.
(ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÓÁÍÉ, ËÁË ÐÒÉÄÁÔØ ÓÍÙÓÌ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ Ä×ÕÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÍ.)
(e) SO4 ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ S3 × SO3.
(f)* îÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ìÉ ÍÅÖÄÕ SO4 É S3 × SO3.
(d) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ËÁË ÇÒÕÐÐÙ, ÎÏ ÎÅ

ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ.
3. (a) ôÅÏÒÅÍÁ. ó×ÑÚÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÍÁÔÒÉÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ (S1)n × Rm

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ m;n.
(b) ëÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÕÊÔÅ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ìÉ) ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ ÒÁÚÍÅÒ-

ÎÏÓÔÉ 1.
(c)* ëÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÕÊÔÅ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2.
(d)* ôÏ ÖÅ ÄÌÑ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÙÈ.
þÉÔÁÔÅÌØ, ÎÅ ÚÎÁËÏÍÙÊ Ó ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ É ÉÈ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× [DNF],

ÍÏÖÅÔ ÏÐÕÓÔÉÔØ ÏÓÔÁÔÏË ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ, Á ÄÁÌÅÅ ×ÓÀÄÕ (ËÒÏÍÅ ÏÓÏÂÏ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅ×)
ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÄ ÇÒÕÐÐÏÊ ìÉ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ.

çÒÕÐÐÏÊ ìÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ÇÒÕÐÐÏ×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ,
ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÇÌÁÄËÉÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ (ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ · : G×G→ G, (a; b) 7→ ab É ×ÚÑÔÉÑ ÏÂÒÁÔ-
ÎÏÇÏ −1 : G→ G, a 7→ a−1).

éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ìÉ ÇÒÕÐÐ ìÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ (ÓÍ.
×ÙÛÅ).

äÁÖÅ ÅÓÌÉ ÎÁÛÁ ÃÅÌØ | ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ, ÕÄÏÂÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ËÌÁÓÓÉÆÉ-
ÃÉÒÏ×ÁÔØ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ É ÏÔÄÅÌØÎÏ ×ÙÑÓÎÑÔØ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍ.

4. (a) ôÅÏÒÅÍÁ ëÁÒÔÁÎÁ. úÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-
ÚÉÅÍ.

(b) íÁÔÒÉÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ìÉ.
(c) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ (× ÉÎÄÕÃÉ-

ÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ), ÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ. (ðÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ìÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ.)

(d) åÓÌÉ ÇÒÕÐÐÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ × Rn (ÉÌÉ × Cn) ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÐÒÉÞÅÍ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ É ×ÚÑÔÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ, ÔÏ ÜÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ.

ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ, ÅÓÌÉ (x1; : : : ; xn) · (y1; : : : ; yn) = (f1; : : : ; fn) ÄÌÑ ÎÅËÏ-
ÔÏÒÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× f1; : : : ; fn ∈ ∈ R[x1; : : : ; xn; y1; : : : ; yn].

õËÁÚÁÎÉÑ Ë 2. (Ó) äÌÑ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÁ q ∈ S3 ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ fq : {ai + bj + ck} → {ai + bj + ck}
ÆÏÒÍÕÌÏÊ fq(x) = qxq−1.

(d) äÌÑ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× p; q ∈ S3 ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ fp;q : H→ H ÆÏÒÍÕÌÏÊ fp;q(x) = pxq−1. ÷ÏÚØÍÅÍ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : S3 × S3 → SO4. ôÏÇÄÁ kerF = {±(1; 1)}. ðÏÓËÏÌØËÕ dF |e
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ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎ, ÔÏ ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÃÙ. úÎÁÞÉÔ,
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ.

(e) á×ÔÏÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ g(x; y) = (xy−1; y) ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ S3 × S3 ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ (−1;−1) ×
(1;−1).

(f) [VO-4.4.1, theorem 1].
(g) R É R2.
õËÁÚÁÎÉÑ Ë 3. (a) [Pr', 24.1].
(b) ïÔ×ÅÔ: S1, R.
(c) ïÔ×ÅÔ: S1 × S1.
õËÁÚÁÎÉÑ Ë 4. (a) äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÍ. × [Pr', 24.2] ÉÌÉ [Sk'].
(b) ÷ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÁÒÔÁÎÁ.
(c) éÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÏÂÍÏÔËÁ ÔÏÒÁ S1 × S1.
(d) áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ (×ÌÏÖÅÎÎÙÍ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏM ⊂ Rn, ×ÙÄÅÌÑÅÍÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ fi(x1 : : : ; xn) =
0, i = 1; : : : ; s. ðÏÌÏÖÉÍ J(P ) := @(f1; : : : ; fs)

@(x1; : : : ; xn) |P . ôÏÞËÁ P ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ
M ÎÁÄ C ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ rk J(P ) ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ (ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ P ∈M). ôÏÞËÁ P ÁÌÇÅ-
ÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÎÁÄ R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ
ÅÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÉ M(C). ôÏÇÄÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÔÏÞËÉ ×ÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ. úÎÁÞÉÔ, ÔÅÏÒÅÍÁ
×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ

ÐÒÉ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (ÄÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ!)
ÐÒÏÓÔÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÐÒÏÓÔÙÅ (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ s = 2!), É

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÏÓÔÙÈ ÔÏÞÅË ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-
ÚÉÅÍ (ÔÏÖÅ ÄÏËÁÖÉÔÅ!).

éÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ: ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÕ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÕÌÅÊ.

§1A. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÇÒÕÐÐ ìÉ.
üÔÏÔ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, Á ÓÁÍ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (ÍÁ-

ÔÒÉÞÎÏÊ) ÇÒÕÐÐÙ ìÉ.
ëÁËÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ÉÌÉ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ) Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ (ÉÌÉ

ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ) ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ìÉ?
üÔÁ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁ ËÁË ÓÁÍÁ ÐÏ ÓÅÂÅ, ÔÁË É × Ó×ÑÚÉ Ó ÐÒÏÂÌÅÍÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ

ÇÒÕÐÐ ìÉ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÜÔÕ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ÐÒÏÝÅ ÒÅÛÁÔØ ÉÍÅÎÎÏ ËÌÁÓ-
ÓÉÆÉÃÉÒÏ×Á× ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ.

1. íÏÖÅÔ ÌÉ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ ÂÙÔØ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ
(a) S1; (b) (S1)n; (c) R; (d) Q; (e) [0; 1]; (f) ËÁÎÔÏÒÏ×Õ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ?
2. (a) îÁ ËÁÎÔÏÒÏ×ÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÇÒÕÐÐÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÕÐÐÏ×ÙÅ

ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ.
(b) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ìÉ.
3. íÏÖÅÔ ÌÉ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ ÂÙÔØ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÁ
(a) ÂÕÔÙÌËÅ ëÌÅÊÎÁ? (b) S2? (c) S3? (d) RP 3?
(e)* ïÔËÒÙÔÏÍÕ ÄÉÓËÕ Ó Ä×ÕÍÑ ×ÙËÏÌÏÔÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ? (f)* S1 × S2.
4. ëÁËÉÍ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ Ä×ÕÍÅÒÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÁ

ìÉ?
5. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ðÕÓÔØ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ G ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ (ÓÌÅ×Á) ÎÁ

ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M É Hx | ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÔÏÞËÉ x ∈ M . (îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
ÐÒÏÞÉÔÁÊÔÅ × [DNF, II-5].)

(a) Hx ∼= Hy.
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(b)* ÷×ÅÄÉÔÅ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å G=Hx (ÌÅ×ÙÈ) ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Á (ÉÌÉ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ) É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ G=Hx ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ (ÉÌÉ ÄÉÆÆÅÏ-
ÍÏÒÆÎÏ) M .

õËÁÚÁÎÉÑ Ë 1. (a,b,c) äÁ.
(d,e,f) îÅÔ.
(d) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ ÌÏËÁÌØÎÏ-ËÏÍÐÁËÔÎÁ.
(e) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ.
(f) éÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ëÁÒÔÁÎÁ.
õËÁÚÁÎÉÑ Ë 2. (a) çÒÕÐÐÁ Ap p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ.
õËÁÚÁÎÉÑ Ë 3. (a,b,e,f) îÅÔ.
(a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÁ.
(b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ìÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ.
(c,d) äÁ.
(e) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �1(G) ÁÂÅÌÅ×Á.
(f) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �2(G) = 0.
õËÁÚÁÎÉÅ Ë 4. ïÔ×ÅÔ: ÔÏÌØËÏ ÔÏÒÕ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ 3ab.

§2. æÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ
þÔÏÂÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.
ãÅÎÔÒ ÇÒÕÐÐÙ | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕÐÐÙ, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÜÌÅÍÅÎ-

ÔÁÍÉ ÇÒÕÐÐÙ.
1. (a) ãÅÎÔÒ ÇÒÕÐÐÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ.
(b) îÁÊÄÉÔÅ ÃÅÎÔÒÙ ÇÒÕÐÐ ìÉ, ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÈ × ÎÁÞÁÌÅ §1.
íÙ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ Ä×Å ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.
ðÅÒ×ÁÑ | ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÁÑ, ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ. ïÎÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÐÏÎÑÔÉÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ

É ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÓÔÉ, ÎÏ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÎÑÔÉÑ ÇÌÁÄ-
ËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ). þÉÔÁÔÅÌØ, ÎÅ ÚÎÁËÏÍÙÊ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÍÏÖÅÔ
ÉÚÕÞÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÁÂÏÊ ×ÅÒÓÉÉ: ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÐÒÏÐÕÓÔÉÔØ §4 É ×ÓÀÄÕ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ. îÁ ÜÔÏÍ ÕÖÅ ×ÉÄÎÙ ×ÁÖÎÅÊÛÉÅ ÉÄÅÉ.

÷ÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ | ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÁÑ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÁÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÙ (ÐÏ ÄÉÓ-
ËÒÅÔÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ), ÞÔÏ ÐÒÉÎÕÖÄÁÅÔ ÎÁÓ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÏÂÝÉÍÉ ÇÒÕÐÐÁÍÉ ìÉ (Á ÎÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÉ
ÇÒÕÐÐÁÍÉ ìÉ ÉÌÉ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ × Rm). ÷ÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÐÏÎÑÔÉÊ
ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ É ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÓÔÉ (ËÏÔÏÒÙÅ, ×ÐÒÏÞÅÍ, ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ ÐÏÑ×ÑÔÓÑ ÐÒÉ ÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å).

ä×Á ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f0; f1 : X → Y ÍÅÖÄÕ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ
ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÍÉ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: f0 ' f1), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ft : X →
Y ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t ∈ [0; 1]. (ðÏÓÌÅÄÎÅÅ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÀ ÔÁËÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F : X × [0; 1] → Y , ÞÔÏ
F (x; 0) = f0(x) É F (x; 1) = f1(x).)

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÐÕÔÉ Ó ÏÂÝÉÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ ÇÏÍÏ-
ÔÏÐÎÙ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏ ÎÁ ÜÔÉÈ ËÏÎÃÁÈ.

2. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙ.
(a) Rn. (b) Sn ÐÒÉ n ≥ 2. (c) X × Y , ÇÄÅ X É Y ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙ.
ôÅÏÒÅÍÁ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ (ÄÌÑ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ).

ìÀÂÁÑ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÁÑ ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁ-
ÚÏÍ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ) × ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ (ÐÒÏÓÔÙÈ,
ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ):

SUn; n ≥ 2; Spinn; n ≥ 7; Spn; n ≥ 2; G2; F4; En; n = 6; 7; 8:
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ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ (Ô.Å. ÍÁÔÒÉÞÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ) ÇÒÕÐÐ Spinn; G2; F4 É En ÓÍ. × [Fo, VO].
3. ëÁËÉÍ ÇÒÕÐÐÁÍ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÐÉÓËÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ
(a) S3? (b) Sp1? (c) Spinn, n ≤ 6?
4. (a) ðÕÓÔØ H | ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ (Ô.Å. Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ) ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ

ÇÒÕÐÐÙ ìÉ. ÷×ÅÄÉÔÅ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å G=H ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ.
(b) ìÀÂÁÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Ó×ÑÚÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÅÅ ÃÅÎÔÒÅ.
ôÅÏÒÅÍÁ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ. ìÀÂÁÑ ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ G

ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ((S1)n × G̃)=H, ÇÄÅ
• G̃ | ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÇÒÕÐÐ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÓÐÉÓËÁ:

SUn; n ≥ 2; Spinn; n ≥ 7; Spn; n ≥ 2; G2; F4; En; n = 6; 7; 8;

G̃ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ G ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ; ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ
ÉÚ ÓÐÉÓËÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ
(× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÇÒÕÐÐÙ ìÉ ÉÚ ÓÐÉÓËÁ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ);

• H | ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÃÅÎÔÒÁ ÇÒÕÐÐÙ (S1)n × G̃, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ
Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.

çÒÕÐÐÁ ìÉ Spinn ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÁÑ ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÁÑ ÇÒÕÐÐÙ SOn (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅ-
ÎÉÅ, Á ÔÁËÖÅ ÔÅÏÒÅÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ × §4), ÓÍ. ÍÁÔÒÉÞÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ
× [VO]. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐ G2; F4 É En ÓÍ. × [Fo, VO].

5.* îÁ ËÁËÉÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ 3-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ?

õËÁÚÁÎÉÅ Ë 4b. ðÕÓÔØ � : [0; 1] → G | ÐÕÔØ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × eG É p : G→ G=H | ÆÁËÔÏÒÐÒÏ-
ÅËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ x ∈ H ÉÍÅÅÍ p(�(t)x�−1(t)) = eG=H , ÐÏÜÔÏÍÕ �(t)x�−1(t) = x.

§3. ðÌÁÎ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ
I. ó×ÅÄÅÎÉÅ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ.
ðÕÓÔØ G1, G2 | ÇÒÕÐÐÙ ìÉ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : G1 → G2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ

(ìÉ), ÅÓÌÉ f | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ É ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ ÎÁ
ÓÅÂÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ìÉ).

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÁËÒÙÔÉÑÈ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ Ó×ÑÚÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ G ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÁÑ
ÇÒÕÐÐÁ ìÉ G̃ É ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ C = CG ⊂ G̃ ÃÅÎÔÒÁ ÇÒÕÐÐÙ G̃, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ G ∼= G̃=C.

ðÒÉ ÜÔÏÍ G̃ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕÐÐ ìÉ, Á C ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ Ó
ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕÐÐÙ G̃.

óÈÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ × §4.
çÒÕÐÐÁ G̃ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÊ ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ ÇÒÕÐÐÙ G. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÁËÒÙÔÉÑÈ 'Ó×Ï-

ÄÉÔ' ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ Ó×ÑÚÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ Ë ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. C ∼= �1(G): ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÓÐÏÓÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ

�1(G) ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × [Pr, Sk]. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ G ËÏÍÐÁËÔÎÁ É ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ, ÔÏ CG
ËÏÎÅÞÎÁ.

0. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÉÚ ÅÅ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ É ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÁËÒÙÔÉÑÈ (Á
ÔÁËÖÅ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÎÁËÒÙÔÉÊ É ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÇÒÕÐÐ [Pr]).

II. ó×ÅÄÅÎÉÅ Ë ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ.
áÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

L(G) := {a′(0) | a(t) ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ × G; a(0) = E} ⊂Mn(R) Ó ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ

(A; �) 7→ �A; (A;B) 7→ A+B É (A;B) 7→ [A;B] = adAB := AB −BA:
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1. (a) üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÏ, Ô.Å. L(G) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

(b) ôÏÖÄÅÓÔ×Ï ñËÏÂÉ. [A; [B;C]] + [B; [C;A]] + [C; [A;B]] = 0.
(c) ðÕÓÔØ a(t) É b(t) | ÇÌÁÄËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ × GLn(R), ÐÒÉÞÅÍ a(0) = b(0) = E É a′(0) = A,

b′(0) = B. íÏÖÎÏ ÌÉ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ A É B ÍÁÔÒÉÃÙ (a(t)b(t))′′tt|t=0 ÉÌÉ (a(t)b(t)a(t)−1)′′tt|t=0?
2. åÓÌÉ ∑

i;j(x
j
i )2 < 1, ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ E + (xji ) ÏÂÒÁÔÉÍÁ.

3. (a{m) îÁÊÄÉÔÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ, ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ × §1.
áÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L(G) × ÅÄÉÎÉÃÅ Ó

ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ

(�a)(t) := a(�t); (a+ b)(t) := a(t)b(t) É [a; b](t) = ada(t) b(t) := a(
√
t)b(

√
t)a(

√
t)−1b(

√
t)−1:

úÄÅÓØ a; b : [−1; 1] → G, a(0) = b(0) = e; ËÒÉ×ÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÉÈ ËÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.
4. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ ÏÓÍÙÓÌÅÎÏ, Ô.Å. ËÒÉ×ÁÑ [a; b](t) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-

ÃÉÒÕÅÍÁ.
(a) (L(G); ·;+) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.
(b) a(t)b(t) = a+ b+ 1

2 [a; b] + o(t2).
(c) ëÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [·; ·] ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ.
(d) a(t)b(t)a(t)−1 = b+ [a; b] + o(t2)
(e) a(t)b(t)a(t)−1b(t)−1 = [a; b] + o(t2).
(f) ëÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [·; ·] ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ ñËÏÂÉ.
çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (ìÉ) ÁÌÇÅÂÒ ìÉ | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ×

ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ.
éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (ìÉ) ÁÌÇÅÂÒ ìÉ | ÉÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÐÅÒÅ×ÏÄÑ-

ÝÉÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ × ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ.
5. (a) áÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÁÌÇÅÂÒ

ìÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ: L(G×H) ∼= L(G)⊕ L(H).
(b) õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ f : G → H | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ ìÉ. ôÏÇÄÁ ÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-

ÃÉÁÌ def : L(G) → L(H) × ÅÄÉÎÉÃÅ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ.
(c) áÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.
(d) áÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ É ÅÅ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÊ ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.
(e) åÓÌÉ p : G → H ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÑÄÒÏ (Ô.Å. ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÉÊ

ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ), ÔÏ L(G) ∼= L(H). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, dep : L(G) → L(H) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.
ôÅÏÒÅÍÁ Ï ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ìÉ f : L(G) →

L(H) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ìÉ F : G→ H, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ deF = f .
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ïÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ Ó ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ìÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.
óÈÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ × §6.
ôÅÏÒÅÍÁ Ï ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (×ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÉÚ §6) Ó×ÏÄÉÔ

ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ Ë ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÉÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ. ðÒÉ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ
ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ (ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÕÖÎÏ
ÂÕÄÅÔ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÈ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ, ÓÍ. ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ
Ï ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ × ËÏÎÃÅ §2).

ôÅÏÒÅÍÁ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ. ìÀÂÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ
ìÉ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ
ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ) × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÓÐÉÓËÁ:

sun(R); n ≥ 2; son(R); n ≥ 7; spn(R); n ≥ 2; g2(R); f4(R); en(R); n = 6; 7; 8:

üÔÏ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÇÒÕÐÐ ìÉ, ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÉÈ × ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ.

7



6. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.
(a) ïÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ.
(b) ïÄÎÏÓ×ÑÚÎÁÑ ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÁÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (Ó

ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ) ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐ ÉÚ ÓÐÉÓËÁ
× ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ É ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕÐÐ R.

õËÁÚÁÎÉÅ Ë 1a. ðÕÓÔØ a(t) É b(t) | ÇÌÁÄËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ × GLn(R), ÐÒÉÞÅÍ a(0) = b(0) = E É
a′(0) = A, b′(0) = B. ôÏÇÄÁ

a(�t)′t|t=0 = �A; [a(t)b(t)]′t|t=0 = A+B É [a(
√
t)b(

√
t)a(

√
t)−1b(

√
t)−1]′t|t=0 = AB −BA:

õËÁÚÁÎÉÅ Ë 4. óÍ. ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ Ë ÒÕÓÓËÏÍÕ ÐÅÒÅ×ÏÄÕ × [Ad].
III. ó×ÅÄÅÎÉÅ Ë ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ.
íÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Mn(R)

(ÉÌÉ Mn(C) ÉÌÉ Mn(H)), ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ [A;B] = AB −BA.
áÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V Ó ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ [·; ·] : V × V → V , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ ñËÏÂÉ. äÁÌÅÅ × ÔÅËÓÔÅ ×ÓÅ
ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÂÕÄÕÔ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍÉ É ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ (ÅÓÌÉ ÎÅ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ
ÄÒÕÇÏÅ).

áÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ Ó ÔÁËÏÊ
ÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÝÅÐÒÉÎÑÔÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÒÕÇÏÅ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.)

6.5 áÌÇÅÂÒÁ ìÉ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÃÅÎÔÒÏÍ ËÏÍÐÁËÔÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-
ÝÁÑ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ ËÏÍÐÁËÔÎÁ (ÔÁËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ
ÉÚ §6 É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÁËÒÙÔÉÑÈ).

ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï a ⊂ g ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ, ÅÓÌÉ [a; g] ⊂ a, Ô.Å. [X;Y ] ∈ a
ÄÌÑ ×ÓÅÈ X ∈ a É Y ∈ g.

áÌÇÅÂÒÁ ìÉ g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ [g; g] ≡ 0.
ÐÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×, Ô.Å. ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÅ ÉÄÅÁÌÙ |

ÜÔÏ {0} É ÓÁÍÁ ÜÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ.
6.7 (a) ÏÄÎÏÍÅÒÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÐÒÏÓÔÁ.
(b) ÐÒÏÓÔÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÏÄÎÏÍÅÒÎÁ.
óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ó×ÏÄÉÔ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ Ë ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ

ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ.
ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ. ìÀÂÁÑ ËÏÍÐÁËÔ-

ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ. ôÁËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅ-
ÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.

óÈÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ × §7.
ôÁËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ L = Z(L) ⊕ L1 ⊕ · · · ⊕ Lk, ÇÄÅ Z(L) | ÃÅÎÔÒ

ÁÌÇÅÂÒÙ L, Á L1; : : : ; Lk | ÎÅÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ.
IV. ó×ÅÄÅÎÉÅ Ë ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ.
ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÉÚÕÞÁÔØ ÐÒÏÝÅ, ÞÅÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÐÏÌÅ C ÁÌÇÅ-

ÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ. üÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÁÚÌÁÇÁÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ËÏÒÎÅ×ÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ × §10), ÞÔÏ ÏÂÌÅÇÞÁÅÔ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ. ðÏ-
ÜÔÏÍÕ ÍÙ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ ÏÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Ë ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ.

ëÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g | ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ gC := g + ig, Ô.Å.
ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× g ⊕ g, × ËÏÔÏÒÏÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É ÓËÏÂËÁ ìÉ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

(a+ bi)(x; y) = (ax− by; bx+ ay); É [(x1; y1); (x2; y2)] = ([x1; x2]− [y1; y2]; [x1; y2] + [x2; y1]):
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ìÅÍÍÁ Ï ÐÒÏÓÔÏÔÅ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÉ. åÓÌÉ g | ÎÅÏÄÎÏÍÅÒÎÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÁÑ ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ, ÔÏ ÅÅ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ gC ÔÏÖÅ ÐÒÏÓÔÁ.

óÈÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ × §7.
ôÅÏÒÅÍÁ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÉ. ìÀÂÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ

ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ Ó×ÏÅÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ (Ô.Å.
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÉÑ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ). üÔÁ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍÁ.

óÈÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ × §8. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ
Ï ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ, ÎÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ËÏÔÏÒÏÊ ÄÁÎ × §10. ôÁËÖÅ × §10 ÐÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÊ É ÓÈÅÍÙ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ, ÎÕÖÎÙÅ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÅÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ.

óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÁÐÒÑÍÕÀ. ïÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÖÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×.

ôÅÏÒÅÍÁ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÐÒÏ-
ÓÔÙÅ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÉÓÞÅÒÐÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÐÉÓËÏÍ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÉÚÏ-
ÍÏÒÆÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ:

sln(C); n > 2; son(C); n > 7; spn(C); n > 2; g2(C); f4(C); en(C); n = 6; 7; 8:

óÈÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ × §11 (É ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ §10).
õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ. áÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÉÚ ÓÐÉÓËÁ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÉÚÏ-

ÍÏÒÆÎÙ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ó×ÏÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÐÏÄÁÌ-
ÇÅÂÒ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ sln(C), son(C) É spn(C) ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ sln(R), son(R) É
spn(R)). üÔÉ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ìÉ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ
ÇÒÕÐÐ ÉÚ ÓÐÉÓËÁ × ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ.

7. (a) äÏËÁÖÉÔÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ.
(b) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÐÕÎËÔÁ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ

ÐÒÏÓÔÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ ÏÂ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ.
÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÔÅËÓÔÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ××ÏÄÑÔÓÑ ÒÁÎØÛÅ ÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, × ËÏÔÏÒÙÊ ÉÈ ××ÅÄÅ-

ÎÉÅ ÄÅÊÔÓ×ÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÉÚÂÅÖÎÏ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ. üÔÏ ÓÄÅÌÁÎÏ, ÐÏ-
ÓËÏÌØËÕ ÐÏÎÑÔÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ÁÎÏ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍÉ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, §6A).

ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ (ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ, ÆÏÒÍÙ
ëÉÌÌÉÎÇÁ É ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÉ, ÎÏ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÆÏÒÍ É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ
ÔÏÒÏ×) ÓÍ. × [Pr', 24.3 É 24.4] ÉÌÉ [Ad, ÇÌÁ×Ù 4 É 5]. úÁ×ÅÒÛÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ
ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ × ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ Ë ÒÕÓÓËÏÍÕ ÐÅÒÅ×ÏÄÕ [Ad]
(× ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÇÒÕÐÐÁ ìÉ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÊ; ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÎÕÖÎÙ
ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÉ É ÆÏÒÍÁ ëÉÌÌÉÎÇÁ) Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ.

§4. ó×ÅÄÅÎÉÅ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ
üÐÉÍÏÒÆÉÚÍ p : G→ H ÇÒÕÐÐ ìÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ p ÄÉÆ-

ÆÅÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÃÙ × ÇÒÕÐÐÅ G ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏËÒÅÓÔ-
ÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÃÙ × ÇÒÕÐÐÅ H.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : X̃ → X ÍÅÖÄÕ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ,
ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÅÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ Ox, ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F É
ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ h : p−1Ox→ Ox× F , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ prF ◦h = p.

1. üÐÉÍÏÒÆÉÚÍ p : G→ H ÍÅÖÄÕ ÇÒÕÐÐÁÍÉ ìÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ
ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ:

9



(a) ker p ÄÉÓËÒÅÔÎÏ;
(b) dep : TeG→ TeH ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×);
(c) p ÎÁËÒÙÔÉÅ.
2. ðÕÓÔØ p : X̃ → X | ÎÁËÒÙÔÉÅ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ⊂ Rm.
(a) äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÕÔÉ s : I → X É ÔÏÞËÉ x̃ ∈ X̃ Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ p(x̃) = s(0) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔØ

s̃ : I → X̃ (ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÐÕÔÉ s) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ s̃(0) = x̃ É p ◦ s̃ = s.
(b) ôÁËÏÅ ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ, Ô.Å. ÅÓÌÉ f̃1; f̃2 : I → X̃ | Ä×Á ÐÏÄÎÑÔÉÑ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ

ÖÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : I → X, ÐÒÉÞÅÍ f̃1(0) = f̃2(0), ÔÏ f̃1(t) = f̃2(t) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t.
(c) äÏËÁÖÉÔÅ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ (ÓÏÈÒÁÎÑ-
ÀÝÉÈ ÏÔÍÅÞÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ) É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Z.

(d) ìÅÍÍÁ Ï ÐÏÄÎÑÔÉÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ {ft : I → X}t∈I É ÐÏÄÎÑÔÉÑ
f̃0 : I → X̃ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÏÄÎÑÔÉÅ {f̃t : I → X̃}t∈I ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ft.

(e) ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÏÄÎÑÔÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : X → X ′,
ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÈ ÎÁËÒÙÔÉÊ p : X̃ → X, p′ : X̃ ′ → X É ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË x̃0 ∈ X̃, x̃′0 ∈ X̃ ′, ÞÔÏ
fp(x̃0) = p′(x̃′0) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f̃ : X̃ → X̃ ′ (ÐÏÄÎÑÔÉÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ p′f̃ = fp É f̃(x̃0) = x̃′0.

3. (a) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ G ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-
ÚÉÅ G̃ É ÎÁËÒÙÔÉÅ p : G̃→ G.

üÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏ×, × ËÏÔÏÒÏÍ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ
ÇÌÁÄËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ×ÍÅÓÔÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ × Rm | É, ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ÇÒÕÐÐÙ
ìÉ ×ÍÅÓÔÏ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ.

(b) ôÁËÏÅ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ G̃ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍÁ, Á ÎÁËÒÙÔÉÅ p : G̃→ G ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

(c) äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ G ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ G̃ É ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÉÊ ÇÏ-
ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ p : G̃→ G. ôÁËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ G̃ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ìÉ, Á
ÎÁËÒÙÔÉÅ p : G̃→ G ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

4. (a) äÏËÁÖÉÔÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ × ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÁËÒÙÔÉÑÈ.
(b) äÏËÁÖÉÔÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ × ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÁËÒÙÔÉÑÈ: ÄÌÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ C1 É C2

ÃÅÎÔÒÁ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ G ÉÍÅÅÍ G=C1 ∼= G=C2 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ C1 ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ × C2
ÎÅËÏÔÏÒÙÍ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐÙ G.

5. ðÕÓÔØ p : G̃→ G | ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ.
(a) äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÔÌÉ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × e ÅÅ ÐÏÄÎÑÔÉÑ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

p−1(e), ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙ ÉÌÉ ÎÅÔ. (ôÁËÉÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ.)
(b) ðÕÓÔØ G̃ Ó×ÑÚÎÁ. äÌÑ ÔÏÞÅË a; b ∈ p−1(e) ×ÙÂÅÒÅÍ ÐÕÔÉ sa; sb : I → G̃, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ

ÅÄÉÎÉÃÕ ẽ ∈ G̃ Ó a É b. ôÏÇÄÁ ab ÒÁ×ÎÏ ËÏÎÃÕ ÔÏÇÏ ÐÏÄÎÑÔÉÑ ÐÕÔÉ (sa ◦ p)(sb ◦ p), ËÏÔÏÒÏÅ
ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ × ẽ.

(c) åÓÌÉ G̃ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÁ, ÔÏ �1(G) ∼= p−1(e).

õËÁÚÁÎÉÅ Ë 2 É 3. [Tr, §11].
õËÁÚÁÎÉÑ Ë 4 (a) [VO, 1.3.3]
(b) ðÏÄÎÑÔÉÅ ' : G̃→ G̃′ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ  : G̃=C → G̃′=C ′, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÅÄÉÎÉÃÕ × ÅÄÉÎÉÃÕ,

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ìÉ É ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ C × C ′.

§6A. ôÅÏÒÅÍÁ îÅÔÅÒ
óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÎÏ ÐÏËÁÚÙ-

×ÁÀÔ, ËÁË ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ × ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ.
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1. (a) ðÕÓÔØ L(p; q) É p(t) | ÔÁËÉÅ ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÞÔÏ

(@L@q |p=p(t);q=p′(t))
′
t = @L

@p |p=p(t);q=p′(t):

ðÕÓÔØ {hs : R → R} | ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÐÒÑÍÏÊ (Ô.Å. ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÅ ÇÒÕÐÐÙ R ÎÁ R ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ), ÐÒÉÞÅÍ L(p; q) = L(hs(p); hs(p)′pq). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ
ÆÕÎËÃÉÀ

I(p; q) ÆÏÒÍÕÌÏÊ I(p; q) := @L
@q h

s(p)′s|s=0:

ôÏÇÄÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ I(p(t); q(t)) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ t.
(b) ôÅÏÒÅÍÁ îÅÔÅÒ. ðÕÓÔØ L(p; q) É p(t) | ÔÁËÉÅ ÇÌÁÄËÉÅ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÉ, ÞÔÏ

(@L@q |p=p(t);q=p′(t))
′
t = @L

@p |p=p(t);q=p′(t):

ðÕÓÔØ h : R→ GLn(R) | ÇÌÁÄËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔ (Ô.Å. ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅ-
ÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ hs := h(s). ðÕÓÔØ L(p; q) = L(hs(p); (hs(p))′pq) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
s ∈ R. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ

IH(p; q) ÆÏÒÍÕÌÏÊ IH(p; q) := @L
@q h

s(p)′s|s=0:

ôÏÇÄÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ IH(p(t); q(t)) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ t.
2. åÓÌÉ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÇÌÁÄËÉÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× H1; H2 : R→ GLn(R) Ó ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÏÂÒÁÚÁÍÉ

×ÙÐÏÌÎÅÎÏ H ′
1(0) = H ′

2(0), ÔÏ H1 = H2.
3. ðÕÓÔØ F;G;H : R2n → R, p; q : R→ Rn | ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÉÞÅÍ

p′i(t) = −@H(p; q)
@qi

|pi=pi(t);qi=qi(t);

q′i(t) = @H(p; q)
@pi

|pi=pi(t);qi=qi(t):

(a) H(p(t); q(t)) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ t.
(b) F (p(t); q(t)) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ t ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ∑

i
(@H@qi

@F
@pi − @H

@pi
@F
@qi ) = 0 ÄÌÑ

ÌÀÂÏÇÏ t.
(c) åÓÌÉ F (p(t); q(t)) É G(p(t); q(t)) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ t, ÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ {F;G}(p; q), ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

{F;G}(p; q) :=
n∑
i=1

(@F@qi
@G
@pi

− @F
@pi

@G
@qi

)

×ÅÌÉÞÉÎÁ {F;G}(p(t); q(t)) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ t.
óÍ. ÔÁËÖÅ ÷. é. áÒÎÏÌØÄ, íÁÔ. ÍÅÔÏÄÙ ËÌÁÓÓ. ÍÅÈÁÎÉËÉ, §20, §40, ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ 5. ëÁË

ÏÐÉÓÁÔØ ÐÏ ÇÒÕÐÐÅ ìÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÊ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×Õ ÓÉÓÔÅÍÕ, ÁÌÇÅÂÒÕ ÐÅÒ×ÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×
ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓËÏÂËÉ ðÕÁÓÓÏÎÁ?

4. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÕ, × ÁÌÇÅÂÒÕ
ÐÅÒ×ÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ É
ÓËÏÂËÉ ðÕÁÓÓÏÎÁ).

õËÁÚÁÎÉÅ. éÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ îÅÔÅÒ.

§6. ó×ÅÄÅÎÉÅ Ë ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ
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0. (a) äÏËÁÖÉÔÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ × ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.
(b) äÏËÁÖÉÔÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ × ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.
(c) óÌÁÂÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÈ. ðÕÓÔØ G | ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ, M | ÇÌÁÄËÏÅ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É f : L(G) → V (M) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ìÉ × ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ ÐÏÌÎÙÈ ÇÌÁÄËÉÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ
ÐÏÌÅÊ ÎÁ M . ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ G ÎÁ M , ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó f . (÷ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÐÏÌÎÏ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÅÇÏ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ
×ÓÅÍ R.)

õËÁÚÁÎÉÅ Ë 0ab. éÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ É Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÒÅÛÅÎÉÑ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. [VO, 1.2.6, 1.2.8]

(Ó) áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (a,b).

óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÏÓÔÁÔËÁ ÜÔÏÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÓÎÏ×-
ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. îÏ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏÄ×ÏÄÉÔ ÞÉÔÁÔÅÌÑ Ë ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. íÙ ÔÁËÖÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÄÌÑ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÒÅ-
ÚÕÌØÔÁÔÙ, ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÅ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.

üËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ exp : Mn(R) →Mn(R) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

expX := E +X + X2

2! + X3

3! + : : : :

1. (a) üÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.
(b) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ exp ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÍ.
(c) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ exp ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÙÍ.
2. (a) åÓÌÉ XY = Y X, ÔÏ exp(X + Y ) = expX expY .
(b) íÁÔÒÉÃÁ expX ÏÂÒÁÔÉÍÁ É (expX)−1 = exp(−X).
(c) exp(XT ) = (expX)T .
(d) det expX = etrX .
3. (a) expL(G) ⊂ G.
(b) ôÅÏÒÅÍÁ. üËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ

ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ × L(G) ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ × G.
(c)* ôÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ Ó×ÑÚÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÀÒß-

ÅËÔÉ×ÎÏ.
(d) ïÂÒÁÚ ÐÒÉ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á g × ÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Å ÍÁÔÒÉÃ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ g | ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ (Ô.Å. ÚÁÍËÎÕÔÏ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ).

4. ÷ÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ. L(G) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÐÒÁ×ÏÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ
G. (úÎÁÞÉÔ, ÐÒÁ×ÏÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÄÉÆÕÒ ÎÁ G ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÉÓÁÔØ ÔÏÌØËÏ × ÅÄÉÎÉÃÅ ÇÒÕÐÐÙ).
îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏÞÉÔÁÊÔÅ × [DNF, I-24.1,3].

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ
gln ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ ×ÓÅÈ ÍÁÔÒÉÃ n× n;
tn ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ n× n;
utn ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ n× n Ó ÎÕÌÑÍÉ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ;
sln ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ ÍÁÔÒÉÃ n× n Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÓÌÅÄÏÍ;
son ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ n× n;
spn ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ ÍÁÔÒÉÃ 2n× 2n ×ÉÄÁ

(
X Y
Z −XT

)
, ÇÄÅ Y É Z ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ.

1. ÷ÙÂÅÒÉÔÅ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ A;B;C ×
(a) so3, ÞÔÏ [A;B] = C, [B;C] = A É [C;A] = B.
(b) su2, ÞÔÏ [A;B] = 2C, [B;C] = 2A É [C;A] = 2B.
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(c) sl2(R), ÞÔÏ [A;B] = −2C, [B;C] = 2A É [C;A] = −2B.
2. (a) su2 ∼= so3. (b) so4 ∼= so3 ⊕ so3. (c) sl2(R) ∼= so1;2 ∼= su1;1.
3. ëÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÕÊÔÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ (ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ)

ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ
(a) 1 É 2; (c)* 3.
4. éÚÏÍÏÒÆÎÙ ÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ (ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ) ÎÁÄ C?
(a) t3 É so3 ⊕ so3; (b) ut3 É t2; (c) gl6 É so9; (d) gl3 É so3 ⊕ so4;
(e) sl2, so3 É sp1; (f) sl4 É so6; (g)* so5 É sp2; (h)* so2n+1 É spn.
9. ìÀÂÁÑ ÍÁÔÒÉÞÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ

ìÉ.
ôÅÏÒÅÍÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ Ó ÔÁËÏÊ

ÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ [GG, VO].
10. (a) íÎÏÖÅÓÔ×Ï {adX}X∈G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ × L(GL(g)).
(b) üÔÁ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ g.
áÌÇÅÂÒÁ ìÉ g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ

ÉÄÅÁÌÏ×.
10. (c) äÌÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ g ÜÔÁ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ g.
(d) ðÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ.
(e) äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ.
ôÅÏÒÅÍÁ. ìÀÂÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÉÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ

ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ [GG, 1.10.1].

õËÁÚÁÎÉÅ Ë 1. (b) exp(2�I) = E.
(Ó)

(−2 0
0 −1

)
ÎÅ ÌÅÖÉÔ × ÏÂÒÁÚÅ.

õËÁÚÁÎÉÅ Ë 3a. äÌÑ a = A′(0) ∈ L(G) ÎÁÐÉÛÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ F (0) = E É F ′(t) = (A(s)F (t))′s|s=0
× TF (t)G. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÅÓÔØ F (t) = exp at. úÎÁÞÉÔ, exp a =
F (1) ∈ G.

§7. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ
äÌÑ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ G É x ∈ G ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

Ad x : L(G) →Mn(R) ÆÏÒÍÕÌÏÊ Ad x(H) = xHx−1:

äÌÑ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ G É x ∈ G ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

Ad x : L(G) → L(G) ÆÏÒÍÕÌÏÊ Ad x(H(t)) = xH(t)x−1:

6. (a) åÓÌÉ G ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ, ÔÏ Adx = id.
(b) Adx L(G) ⊂ L(G) ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ.
(c) üÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ.
(d) Ad x = (xhx−1)′h|h=e.
(e) ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ Ad-

ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ (Ô.Å. ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Adx ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ G).
(f) éÄÅÁÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ Ad-ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍ.
äÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÎÕÖÎÏ ÐÏÌÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ

ÆÏÒÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÁ G.
7. ðÕÓÔØ G | ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ.
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(a) L(G) ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ (ÐÏËÁ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á ÎÅ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ!) × ÐÒÑÍÕÀ
ÓÕÍÍÕ Ad-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Li, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ad-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× (Ô.Å. ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ).

ðÒÅÄÏÓÔÅÒÅÖÅÎÉÅ: ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔØ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ AdX-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ AdX-ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ X ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÓÌÏÖÎÏ (Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÓËÁ-
ÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ). äÌÑ ×ÓÅÈ X | ÓÌÏÖÎÅÅ, ÓÍ. ÄÁÌÅÅ.

(b) ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Li Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ.
îÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ìÉ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ

ÇÒÕÐÐ ìÉ. ðÅÒ×ÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÎÁÍÅÞÅÎ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ.
8. ðÕÓÔØ L(G) = ⊕n

i=1Li | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ.
(a) L(Z(G)) = Z(L(G))
(b) adX |L1⊕···⊕L̂i⊕···⊕Ln = id ÄÌÑ X ∈ Li.
(c) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Gi := {x ∈ G | Adx |L1⊕···⊕L̂i⊕···⊕Ln = id}. ôÏÇÄÁ Gi ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ìÉ, L(Gi) =

Li É Gi ∩Gj = {e}.
(d) ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÇÒÕÐÐ ìÉ. ëÏÍÐÁËÔÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÏÅ

ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ.
õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ 'ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ' G1 × · · · ×Gn → G.
÷ÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ: ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ g, ÏÂÌÁÄÁÀ-

ÝÁÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ Int g. (éÚ ÜÔÏÇÏ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏ-
ÓÔÁÑ, ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ, ÔÏÖÅ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÅÅ ×
×ÉÄÅ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ
ÇÒÕÐÐÙ ìÉ ÄÌÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÕÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ
ÁÌÇÅÂÒ É ÔÏÒÁ (S1)d, ÇÄÅ d |ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÃÅÎÔÒÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.)

ðÕÓÔØ g | ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ Int g × GL(g) ËÁË ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ×ÉÄÁ exp adX , X ∈ g. åÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ Int g ÅÓÔØ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ × GL(g).

ðÕÓÔØ × g ÚÁÄÁÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ O(g) ÇÒÕÐÐÕ
ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á g.

3. Int g ⊂ O(g). (úÎÁÞÉÔ, ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ ÉÍÅÅÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒ-
ÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ; ÂÅÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÍÁÔÒÉÞÎÏÓÔÉ, ÓÍ. ÄÅÔÁÌÉ × [Ad69, 138-139]. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÅ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ, ÓÍ. × [Ad69, äÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ, §3].)

éÚ ÜÔÏÇÏ É ÔÅÏÒÅÍÙ ëÁÒÔÁÎÁ (ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Int g | ËÏÍÐÁËÔ-
ÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÇÒÕÐÐÁ Int g | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ × ÇÒÕÐÐÅ ìÉ GL(g), Á
ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÇÒÕÐÐÁ O(g) ËÏÍÐÁËÔÎÁ.

ôÒÅÔÉÊ ÓÐÏÓÏÂ. ðÒÉ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ (ÐÕÎËÔ 4), ÎÁÂÒÏÓÏË ËÏÔÏÒÏÊ
ÐÒÉ×ÅÄÅÎ ÄÁÌÅÅ, ÄÌÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁÌÉÞÉÅ Ad-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ
ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. ôÏ ÅÓÔØ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ:

1) ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÐÒÏÓÔÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ Ó ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÁ;
2) ÐÒÏÓÔÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍÁ) ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Ó ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.
á ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÒÅÁÌÉÚÕ-

ÅÍÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÉÍÅÅÔ ËÏÍÐÁËÔÎÕÀ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÕÀ ÆÏÒÍÕ.

ìÅÍÍÁ ÏÂ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ. îÁ ÌÀÂÏÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ìÉ G ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ (ÂÉ)ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ (Ô.Å. ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÅ×ÙÈ É
ÐÒÁ×ÙÈ ÓÄ×ÉÇÏ×) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ n-ÆÏÒÍÁ !. ôÁËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ
ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ (É, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ

∫
G ! = 1).
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1. (ÐÌÁÎ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á) (e) Adx ÏÂÒÁÔÉÍÏ.
(f) det(Adx : TeG→ TeG) = 1.
(g) Ad : G→ GL(TeG) ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ.
(h) äÏËÁÖÉÔÅ ÌÅÍÍÕ.
õËÁÚÁÎÉÅ Ë 1. (f) [Pr, ÔÅÏÒÅÍÁ 24.5].
(g) ÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ n-ÆÏÒÍÕ !e × TeG. ïÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÒÁ×ÏÉÎ×ÁÒÉ-

ÁÎÔÎÕÀ n-ÆÏÒÍÕ É ÌÅ×ÏÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÕÀ n-ÆÏÒÍÕ ÎÁ G. ÷ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ G ÏÄÎÁ ÆÏÒÍÁ ÐÏ-
ÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Adx, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁ×ÅÎ 1. ðÏÜÔÏÍÕ
ÜÔÉ ÆÏÒÍÙ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ É ÂÉÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ. ÷×ÉÄÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÎÉÈ ËÏÎÅÞÅÎ.
õÍÎÏÖÁÑ ÆÏÒÍÕ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÓÄÅÌÁÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁ×ÎÙÍ ÅÄÉÎÉÃÅ. [Pr, ÔÅÏÒÅÍÁ 24.6].

ìÅÍÍÁ ÏÂ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÍ ÓËÁÌÑÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ìÉ. îÁ ÌÀÂÏÊ
ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ìÉ G ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÌÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ.

2. (a) åÓÌÉ G ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ × GL(Rn), ÔÏ Rn ÉÍÅÅÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ. (úÎÁÞÉÔ, G ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ × SOn.)

(b) äÏËÁÖÉÔÅ ÌÅÍÍÕ ÏÂ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÍ ÓËÁÌÑÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ìÉ.
(c) äÏËÁÖÉÔÅ ÌÅÍÍÕ ÏÂ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÍ ÓËÁÌÑÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ.
óËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÎÅÍ.
ìÅÍÍÁ ÏÂ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÍ ÓËÁÌÑÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ. îÁ ÁÌÇÅÂÒÅ

ìÉ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ G ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏ-
ÒÏÇÏ ×ÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Adx, x ∈ G, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ, É ×ÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ adX , X ∈ L(G), ËÏÓÏÓÉÍ-
ÍÅÔÒÉÞÎÙ:

(adX Y; Z) = −(Y; adX Z) ÉÌÉ ([X; Y ]; Z) = −(Y; [X;Z]) ÄÌÑ ×ÓÅÈ X;Y; Z ∈ L(G):

ôÁËÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: (×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ) ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÓËÁ-

ÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ.
6.5. áÌÇÅÂÒÁ ìÉ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÅ × son.
õËÁÚÁÎÉÅ Ë 2a. åÓÌÉ G ËÏÎÅÞÎÁ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ (·; ·) ÎÁ Rn

ÆÏÒÍÁ (u; v)G := ∑
g∈G(gu; gv) ÉÓËÏÍÁÑ. äÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ G ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ

ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.

÷ ÏÓÔÁ×ÛÅÊÓÑ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÎÁÍÅÞÅÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (ÚÁ-
ÄÁÞÁ 7). îÕÖÎÏ ×ÚÑÔØ V = L(G) É G | ÏÂÒÁÚ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ ÐÒÉ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ.

ðÕÓÔØ V | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á G | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ × ÇÒÕÐÐÅ GL(V ) ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÌÉ-
ÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ V ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ G, ÅÓÌÉ ÎÅ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V1 ⊂ V , ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
×ÓÅÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× g ∈ G. (åÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ ×ÓÅ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ V1.
ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V1 ÎÁÚÙ×ÁÀÔ G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ.)

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ V | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á G | ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ
ìÉ × ÇÒÕÐÐÅ GL(V ). ôÏÇÄÁ V ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.

îÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ dimV . äÌÑ dimV = 1 ×ÓÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ
ÔÅÐÅÒØ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ, ÍÅÎØÛÉÈ dimV , ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. ðÕÓÔØ ÓÁÍÏ V ÐÒÉ-
×ÏÄÉÍÏ, Ô.Å. ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V1 ⊂ V G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ
V = V1 ⊕ V2, ÇÄÅ V2 ÔÏÖÅ G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ. (ôÏÇÄÁ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ V1 É V2
ÒÁÚÌÁÇÁÀÔÓÑ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ, É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ.)
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ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ËÁÖÄÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ g ÇÒÕÐÐÙ G ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ~g ÎÁ V=V1; ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ
ÇÒÕÐÐÁ ~G | ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ìÉ × GL(V=V1). óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ � : V → V=V1
ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ g ∈ G � ◦ g = ~g ◦ �. íÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : V=V1 → V ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ � ◦ f = id É g ◦ f = f ◦ ~g ÄÌÑ ×ÓÅÈ g ∈ G, É ×ÚÑÔØ
V2 = im f .

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
' : V=V1 → V cÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ � ◦ ' = id (ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ô.Ë. ×ÓÑËÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÌÉ-
ÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ), Á ÚÁÔÅÍ ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ ÐÏ ÇÒÕÐÐÅ
G ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÙ: f =

∫
g∈G

g'~g−1!: ¦

ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ. çÒÕÐÐÁ G := IntL | ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ
ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ × GL(L). óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 2, L = L1 ⊕ · · · ⊕ Ls, ÇÄÅ L1; : : : ; Ls | ÎÅ-
ÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. þÔÏÂÙ ÚÁ×ÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ,
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.

Á) G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÉÄÅÁÌÙ × L.
Â) [Li; Lj] = 0 ÐÒÉ i 6= j.
×) åÓÌÉ M | ÉÄÅÁÌ × Li, ÔÏ [Lj;M ] = 0 ÐÒÉ j 6= i, Ô.Å. M | ÉÄÅÁÌ × L. ôÏÇÄÁ M = Li

ÉÌÉ M = 0 × ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ.
Ç) ðÕÓÔØ ÉÄÅÁÌÙ L1; : : : ; Lm | ÁÂÅÌÅ×Ù (ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ), Á Lm+1; : : : ; Ls | ÎÅÔ. ôÏÇÄÁ Li ∩

Z(L) = 0 ÐÒÉ i > m, L1 ⊕ · · · ⊕ Lm ⊂ Z(L).
Ä) Z(L) = L1 ⊕ · · · ⊕ Lm.
Å) åÓÌÉ i > m, ÔÏ exp ad x ÄÌÑ x ∈ Li ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ Li É ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ | ÎÁ

Lj ÐÒÉ i 6= j.
Ö) ìÅÍÍÁ ûÕÒÁ. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ, V1 É V2 | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ðÕÓÔØ ÉÍÅ-

ÀÔÓÑ Ä×Á ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕÐÐ �1 : G → GL(V1) É �2 : G → GL(V2), ÐÒÉÞÅÍ V1 ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÕÐÐÙ im �1, Á V2 | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ im �2. ðÕÓÔØ f : V1 → V2 | ÔÁËÏÅ ÌÉÎÅÊ-
ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÞÔÏ f ◦ �1(g) = �2(g) ◦ f ÄÌÑ ×ÓÅÈ g ∈ G. ôÏÇÄÁ f | ÌÉÂÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ, ÌÉÂÏ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

Ú) ìÀÂÏÊ ÎÅÁÂÅÌÅ× ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ × L ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ Li ÐÒÉ i > m. (÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,
ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÒÏÅËÃÉÊ ÅÇÏ ÎÁ Li ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.)

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. éÄÅÁÌÙ Lm+1; : : : ; Ls ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ¦
É) Lm+1; : : : ; Ls | ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ.
ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÜÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ (ÉÎÄÕÃÉ-

ÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÉÚ L). ¦

§8. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ Ï ÐÒÏÓÔÏÔÅ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÉ
ìÅÍÍÁ Ï ÐÒÏÓÔÏÔÅ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÚÁÄÁÞ 2.b É 4.
1. ðÕÓÔØ � ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ × gC ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ g.
(a) åÓÌÉ h ⊂ gC | ÔÁËÏÊ ÉÄÅÁÌ, ÞÔÏ �h = h, ÔÏ ÌÉÂÏ h = 0, ÌÉÂÏ h = gC.
(b) åÓÌÉ h | ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ × gC, ÔÏ gC = h⊕ �h.
2. ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ìÉ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ L ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ J : g → g ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ J2 = −id É [Jx; y] = [x; Jy] ÄÌÑ ×ÓÅÈ x; y ∈ g. (ðÏÌÁÇÁÑ
(a+ bi)x = ax+ bJx ÄÌÑ a; b ∈ R É x ∈ g, ÍÙ ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÍ g × ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ.)

(a) åÓÌÉ h | ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ × gC, ÔÏ J : x+ y 7→ ix− iy, x ∈ h, y ∈ �h, | ËÏÒÒÅËÔÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ìÉ × g.

(b) åÓÌÉ g | ÐÒÏÓÔÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ, ÔÏ ÌÉÂÏ gC ÐÒÏÓÔÁ, ÌÉÂÏ g ÉÍÅÅÔ ËÏÍ-
ÐÌÅËÓÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ìÉ.

3. ðÕÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ L ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ w É ÐÕÓÔØ
J : g → g | ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ìÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ L = Z(L)⊕ L1 ⊕ · · · ⊕ Lk ×
ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÃÅÎÔÒÁ É ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×. ðÏÌÏÖÉÍ I := L1 ⊕ · · · ⊕ Lk.
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(a) [g; g] = I.
(b) JI = [Jg; g].
(c) JI = I.
(d) J |I | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ w.
(e) ×ÓÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ J |I ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ.
(f) I = 0.
õËÁÚÁÎÉÅ. óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (e) É (J |I)2 = −Id.
4. åÓÌÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÉÍÅÅÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ É ËÏÍ-

ÐÌÅËÓÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ìÉ, ÔÏ ÏÎÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.

§9. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ × ÔÅÏÒÅÍÅ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÉ
ðÕÓÔØ g1, g2 | ÔÁËÉÅ Ä×Å ÐÒÏÓÔÙÅ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÍ-

ÐÌÅËÓÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g, ÞÔÏ g ∼= gC1 ∼= gC2 . îÕÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ' : g → g, ÐÅÒÅ×Ï-
ÄÑÝÉÊ g1 × g2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ � É � ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ g1 É g2, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ: ÄÌÑ
X;Y ∈ g1 ÐÏÌÏÖÉÍ �(X+ iY ) := X− iY ; � ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. éÓËÏÍÙÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ
ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ � := ((��)2)1=4. þÔÏÂÙ ÉÚ×ÌÅÞØ ËÏÒÅÎØ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ,
ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ (��)2 | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ g. á ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ×ÙÔÅËÁÔØ ÉÚ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-
ÎÏÓÔÉ É ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ � := �� . äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÁËÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÎÁ
ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ.

ðÕÓÔØ g | ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ (ÎÁÄ R ÉÌÉ ÎÁÄ C). åÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ëÉÌÌÉÎÇÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ
ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(X; Y ) := tr adX adY :
(ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÓÌÅÄ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ.)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ëÉÌÌÉÎÇÁ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ ÂÙÔØ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÏÒÍÁ ëÉÌ-
ÌÉÎÇÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÅ×ÁÑ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ëÉÌÌÉÎÇÁ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÎÁÍ ÎÅ ÔÏÌØËÏ × ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ, ÎÏ É × §11.
ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÌÅÍÍÙ.
ìÅÍÍÁ 1. æÏÒÍÕÌÁ f(X;Y ) := −(X; �Y ) ÚÁÄÁÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÜÒÍÉÔÏ×Õ

ÆÏÒÍÕ ÎÁ g.
ìÅÍÍÁ 2. ïÐÅÒÁÔÏÒ � := �� ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÏÒÍÙ f .
ìÅÍÍÁ 3. äÌÑ � := (�2)1=4 ÉÍÅÅÍ �g1 = g2.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍ 1 É 2 ÎÁÍÅÞÅÎÙ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÎÅÓÌÏÖÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ (ÐÒÉ ÜÔÏÍ × ÏÄÎÏÊ

ÉÚ ÎÉÈ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÄÏËÁÚÁÎÎÙÊ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ). âÏÌÅÅ
ËÏÎËÒÅÔÎÏ, ÌÅÍÍÁ 1 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × ÚÁÄÁÞÁÈ 2{4, Á ÌÅÍÍÁ 2 × ÚÁÄÁÞÅ 1.

1. (a) � | (ÏÂÙÞÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ) Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g.
(b) æÏÒÍÁ ëÉÌÌÉÎÇÁ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÜÔÏÊ ÁÌ-

ÇÅÂÒÙ.
(c) äÏËÁÖÉÔÅ ÌÅÍÍÕ 2.
õËÁÚÁÎÉÅ: ÉÚ (a) É (b) ÐÏÌÕÞÉÍ: f(�X; Y ) = −(�X; �Y ) = −(X; �−1�Y ) = −(X; ���Y ) =

f(X; �Y ):
2. (a) f | ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ g (Ô.Å. f ÌÉÎÅÊÎÁ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ É

f(Y;X) = f(X;Y ) ÄÌÑ ×ÓÅÈ X;Y ∈ g).
(b) æÏÒÍÁ ëÉÌÌÉÎÇÁ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ

ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ, ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ.
õËÁÚÁÎÉÅ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ × ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ

ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÅ ×ÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ adX , X ∈ g, ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ-
ÓËÉÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ.
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(c) ðÕÓÔØ a | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ h, Á (·; ·)a É
(·; ·)h | ÆÏÒÍÙ ëÉÌÌÉÎÇÁ ÎÁ a É ÎÁ h, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ (X; Y )h = 2(X;Y )a ÄÌÑ ×ÓÅÈ
X;Y ∈ a.

3. äÌÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ⊂ g ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ M⊥ := {x ∈ g : ∀y ∈ g : M(x; y) = 0}.
(a) åÓÌÉ a | ÉÄÅÁÌ, ÔÏ a⊥ | ÔÏÖÅ ÉÄÅÁÌ.
(b) åÓÌÉ a | ÉÄÅÁÌ, ÔÏ ÆÏÒÍÁ ëÉÌÌÉÎÇÁ ÎÁ a ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÆÏÒÍÙ ëÉÌÌÉÎÇÁ

ÎÁ g ÎÁ ÉÄÅÁÌ a.
(c)* ìÅÍÍÁ Ï ÎÕÌÅ×ÏÊ ÆÏÒÍÅ ëÉÌÌÉÎÇÁ. åÓÌÉ ÆÏÒÍÁ ëÉÌÌÉÎÇÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ L ÔÏÖÄÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÔÏ [L;L] 6= L.
õËÁÚÁÎÉÅ: ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ É ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ.
(d) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ (a,b,Ó) ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ ëÉÌÌÉÎÇÁ
ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ ëÉÌÌÉÎÇÁ. æÏÒÍÁ ëÉÌÌÉÎÇÁ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×-

ÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ.
õËÁÚÁÎÉÅ Ë 3d. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ ëÉÌÌÉÎÇÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ, ÔÏ g⊥ |

ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÉÄÅÁÌ × ÓÉÌÕ 3a. ôÏÇÄÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ëÉÌÌÉÎÇÁ ÎÁ g⊥ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ × ÓÉÌÕ 3b.
åÓÌÉ g⊥ = g, ÔÏ [g; g] 6= g × ÓÉÌÕ 3c. îÏ ÔÏÇÄÁ ÉÄÅÁÌ [g; g] ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ ÎÕÌÅ×ÙÍ, Ô.Å. g
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ. ¦

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ É ÄÁÌØÛÅ × §11, ÐÒÉ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ
ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÅ ÖÅ ÉÄÅÉ, ÞÔÏ É ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅ×Ù-
ÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ ëÉÌÌÉÎÇÁ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ
ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ × ÜÔÏÍ ÔÅËÓÔÅ).

ëÒÉÔÅÒÉÊ ëÁÒÔÁÎÁ. æÏÒÍÁ ëÉÌÌÉÎÇÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g (×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÉÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓ-
ÎÏÊ) ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ g ÎÅ ÉÍÅÅÔ (ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ) ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ
ÉÄÅÁÌÏ×.

4. (a) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ ëÉÌÌÉÎÇÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ
ÆÏÒÍÙ ëÉÌÌÉÎÇÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ.

(b) äÏËÁÖÉÔÅ ÌÅÍÍÕ 1.
îÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ 3. ðÏÌÏÖÉÍ u := �g1. ôÏÇÄÁ u ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ

ÆÏÒÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÁÑ ÅÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ ~� = ���−1.

áÌÇÅÂÒÁ ìÉ u, ËÁË É ×ÓÑËÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ, ÔÏÖÅ
ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÓÔÁ. (÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ u′ ⊂ u | ÉÄÅÁÌ, ÔÏ u′ + iu′ | ÉÄÅÁÌ × g ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ
ÂÏÌØÛÅ 2 dim u′.)

úÎÁÞÉÔ, ÆÏÒÍÁ ëÉÌÌÉÎÇÁ ÁÌÇÅÂÒÙ g ÂÕÄÅÔ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ u. íÏÖÎÏ ÄÏËÁ-
ÚÁÔØ, ÞÔÏ

5.(Á) �~� = ~��.
5.(b) �u = u.
üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ u ÅÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ � Ó ÓÏÂ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ 1 É −1: u = u+ ⊕ u−.
5.(c) u+ ⊂ u ∩ g2 É u− ⊂ u ∩ ig2.
óÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ u+ = u ∩ g2 É u− = u ∩ ig2.
éÔÁË, u = (u∩g2)⊕ (u∩ ig2). îÏ ÆÏÒÍÁ ëÉÌÌÉÎÇÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ

ÎÁ u É ÎÁ g2 É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ig2. ðÏÜÔÏÍÕ u = u ∩ g2 = g2. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ,
g2 = �g1. ¦

úÁÍÅÞÁÎÉÅ Ï ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÉ.
÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ h × ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ g (ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ É ËÁË

×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ g, ÅÓÌÉ g ∼= hC.
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6. üÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ g = h⊕ ih É ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÂÁÚÉÓ h ÎÁÄ R ÅÓÔØ ÂÁÚÉÓ g
ÎÁÄ C.

÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÙ×ÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÉÍ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ.

÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ (ÉÌÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ) × ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ g | ÜÔÏ
ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÊ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÙÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ � : g → g, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÅ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
� , ÞÔÏ �(�a) = ���a, � 2 = id É � [x; y] = [�x; �y] ÄÌÑ ×ÓÅÈ x; y ∈ g.

üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÐÒÁ×ÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ:
7. (a) åÓÌÉ h | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g, ÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑ-

ÖÅÎÉÅ x+ iy 7→ x− iy, ÇÄÅ x; y ∈ h, | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ.
(b) ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ � | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ × ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ g, ÔÏ g� =

{a ∈ g : �(a) = a} | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ g.

§10. ëÏÒÎÅ×ÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ
÷ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ×

ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. (÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ, ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÐÒÑÍÁÑ
ÓÕÍÍÁ × ÓÍÙÓÌÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, Á ÎÅ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ.) üÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ É Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÏÄ-
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ Ï ÎÕÌÅ×ÏÊ ÆÏÒÍÅ ëÉÌÌÉÎÇÁ × ÜÔÏÍ
ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ, Á ÔÁËÖÅ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÎÉËÁËÉÅ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ.)

ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÆÁËÔÁÈ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.
ôÅÏÒÅÍÁ Ï ËÏÒÎÅ×ÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁ-

ÔÏÒÁ X × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÎÁÄ C ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ
× ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ËÏÒÎÅ×ÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×

V�(X) = {v ∈ V : (X − �Id)Nv = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ N} :

V =
k⊕
j=1

V�j , ÇÄÅ �1; : : : ; �k | ×ÓÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ X.

ìÅÍÍÁ Ï ËÏÒÎÅ×ÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×. åÓÌÉ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ
A;B : V → V ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÓËÏÂÏË ×ÅÒÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ

[A; [A; [: : : ; [A;B] : : : ]] = 0; (∗)

ÔÏ ËÏÒÎÅ×ÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á A ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÓËÏÂÏË. éÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï

[AN ; B] = [A;B]AN−1 + A[A;B]AN−2 + · · ·+ AN−1[A;B]:

äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ adX ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ, ÇÄÅ X
ÐÒÏÂÅÇÅÔ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ × ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ËÏÒÎÅ×ÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅ-
ÎÉÉ É ÌÅÍÍÁ Ï ËÏÒÎÅ×ÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÐÏÂÕÖÄÁÀÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÏ×ÍÅÓÔ-
ÎÙÅ ËÏÒÎÅ×ÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×.

ðÕÓÔØ g | ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ, Á t ⊂ g | ÅÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ.
ëÏÒÎÅÍ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ t ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ � : t → C, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ g, ÞÔÏ

[h; x] = �(h)x ÄÌÑ ×ÓÅÈ h ∈ t:

(ô.Å. x | ÏÂÝÉÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× adh ÄÌÑ ×ÓÅÈ h ∈ t.)
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ëÏÒÎÅ×ÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÒÎÑ �| ÜÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ËÏÒÎÅ×ÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× adh ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ �(h):

g� =
⋂

h∈t
ker(adh−�(h)Id)dim g:

áÌÇÅÂÒÁ ìÉ g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ∈ N É ÌÀÂÙÈ �1; : : : ; �n ∈
g ×ÅÒÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

[�1; [�2; [: : : ; [�n−1; �n] : : : ]]] = 0:
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ L ×ÌÅÞÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï: ÎÁÊ-

ÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n, ÞÔÏ [x; [x; [: : : ; [x; y] : : : ]]] = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x; y ∈ L, ÇÄÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÓËÏÂÏË ÒÁ×ÎÏ n. á ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ×ÌÅÞÅÔ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÌÅÍÍÙ Ï ËÏÒÎÅ×ÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×ÁÈ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× adx É ady. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ËÏÒÎÅ×ÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ. ðÕÓÔØ t | ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ
ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g. ôÏÇÄÁ

g =
⊕

� | ËÏÒÅÎØ
g�:

üÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅ×ÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ.
îÁÞÁÌÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ËÏÒÎÅ×ÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ adx; x ∈ t, ÏÂÒÁ-

ÚÕÀÔ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÕÀ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ × gl(g). ôÅÏÒÅÍÁ Ï ËÏÒÎÅ×ÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ
É ÌÅÍÍÁ Ï ËÏÒÎÅ×ÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÙÅ Ë ÜÔÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ, ÐÏ-
Ú×ÏÌÑÀÔ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ×ÓÀ ÁÌÇÅÂÒÕ g × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×.

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, × ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× adx ÄÌÑ x ∈ t ÎÁ
ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÔÏÖÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ, × ËÁÖÄÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÜÔÉ ÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÎÉÖÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ ìÉ. ðÕÓÔØ g | ÍÁÔÒÉÞÎÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ (Ô.Å. ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ × gl(V )
ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÎÁÄ C), ÐÒÉÞÅÍ [g; g] 6= g. ôÏÇÄÁ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÝÉÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ×ÓÅÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ g, Ô.Å. ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ
v ∈ V ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ X ∈ g ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ X(v) = �(X)v.

1. åÓÌÉ g | ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ, ÔÏ [g; g] 6= g.
õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ n ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ [�1; [�2; [: : : ; [�n−1; �n] : : : ]]] =

0 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �1; : : : ; �n ∈ g.
úÁ×ÅÒÛÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ËÏÒÎÅ×ÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁ-

ÖÄÏÇÏ x ∈ t ×ÓÑËÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï h ÉÚ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ × ËÁËÏÍ-
ÔÏ ËÏÒÎÅ×ÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V�(x) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ adx. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ
�(x) ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ x, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÉ × h ÅÓÔØ ÏÂÝÉÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× adx. úÎÁÞÉÔ, �(x) | ËÏÒÅÎØ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ t É h ⊂ g�. ¦

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ìÉ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÌÅÍÍÁ.
ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ v | ÏÂÝÉÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ g1 ⊂ g,

Á X ∈ g. ôÏÇÄÁ Xv | ÔÏÖÅ ÏÂÝÉÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÉÄÅÁÌÁ g1.
îÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. äÌÑ Y ∈ g1 ÉÍÅÅÍ Y v = a(Y )v, a : g1 → C. ðÏÜÔÏÍÕ Y Xv =

XY v+[Y;X]v = �(Y )Xv+�([Y;X])v. ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ Y Xkv ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ
ÞÅÒÅÚ v;Xv; : : : ; Xkv, ÐÒÉÞÅÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ Xk ÒÁ×ÅÎ �(Y ). ðÕÓÔØ m | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ
ÞÉÓÌÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÙ v;Xv; : : : ; Xm−1v ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V1 ×
V , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÜÔÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ, X-, Xk- É Y -ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ. íÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ (XY −
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Y X)|V1 × ÂÁÚÉÓÅ (v;Xv; : : : ; Xm−1v) ÉÍÅÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �([X; Y ]). ðÏÜÔÏÍÕ ÅÅ ÓÌÅÄ
ÒÁ×ÅÎ m�([X;Y ]) = 0. úÎÁÞÉÔ, Y Xv = �(Y )Xv. ¦

îÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ìÉ. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ g. äÌÑ ÏÄ-
ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ
ÁÌÇÅÂÒ ìÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ dim g ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ÷ÏÚØÍÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
g1 ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 × ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ g, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÅÅ ËÏÍÍÕÔÁÎÔ [g; g]. ôÏÇÄÁ g1 | ÉÄÅÁÌ. ÷ÏÚØ-
ÍÅÍ X ∈ g−g1. ðÕÓÔØ v | ÏÂÝÉÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÉÄÅÁÌÁ g1 (ÏÎ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ). ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï 〈v;Xv;X2v; : : : 〉 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ X-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ
É ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ u ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ X. ôÁË ËÁË u = p(X)v ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ
ÐÏÌÉÎÏÍÁ p (ÐÒÉ ÜÔÏÍ p(X) ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÌÅÖÁÔØ × g), ÔÏ u ÂÕÄÅÔ ÔÁËÖÅ ÏÂÝÉÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ
×ÅËÔÏÒÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÉÄÅÁÌÁ g1. ¦

2. ìÅÍÍÁ Ï Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ËÏÒÎÅ×ÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ðÕÓÔØ g | ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ
ìÉ, t | ÅÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÒÎÅ×ÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ g: g =⊕
� | ËÏÒÅÎØ

g�. ôÏÇÄÁ:

1) 0 | ËÏÒÅÎØ, É t ⊂ g0.
2) [g�; g�] ⊂ g�+�.
õËÁÚÁÎÉÅ: (adh−�− �)[e�; e�] = [(adh−�)e�; e�] + [e�; (adh−�)e�].
3) åÓÌÉ x; y ∈ t, ÔÏ (x; y) = ∑

� | ËÏÒÅÎØ
�(x)�(y) dim g�.

õËÁÚÁÎÉÅ: ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ ×ÙÂÒÁÔØ × ÁÌÇÅÂÒÅ g ÂÁÚÉÓ, ×
ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ adx ÐÒÉ x ∈ t ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ, ÓÍ.
ÎÉÖÅ.

4) åÓÌÉ �, −� É � | ËÏÒÎÉ, ÔÏ ÎÁ [g�; g−�] ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï � = ���� ÄÌÑ ÎÅËÏ-
ÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ��� ∈ Q.

5) åÓÌÉ � É −� | ËÏÒÎÉ É h� ∈ [g�; g−�], ÔÏ

(h�; h�) = (�(h�))2
∑

� | ËÏÒÅÎØ
�2
�� dim g�:

6) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÒÎÑ � ÉÍÅÅÍ �([t; t]) = 0.
óÍ. ÕËÁÚÁÎÉÑ × lieold.tex. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÕÎËÔÁ 3 ÌÅÍÍÙ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÉ. åÓÌÉ L | ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× × ËÏÍ-

ÐÌÅËÓÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , ÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ×ÓÅ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÚÁ-
ÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÚÁÄÁÞÅ 1 ÐÏÓÌÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÉ L 6= [L;L]. úÎÁÞÉÔ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÉ
ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÂÝÉÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ v1 ∈ V . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ g ×
ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V=〈v1〉. ïÎÁ ÔÁËÖÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÂÝÉÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ v2 ∈ V=〈v1〉. úÎÁÞÉÔ, X(v2 + 〈v1〉) = �2(X)(v2 + 〈v1〉) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ X ∈ L, Ô.Å.
Xv2 = �2(X)v2 + �(X)v1, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ¦

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ g | ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ É t | ÅÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁÑ ÐÏÄÁÌ-
ÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ ÁÌÇÅÂÒÙ g, ÞÔÏ ×ÓÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× adx ÄÌÑ
x ∈ t × ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ×ÉÄ Ó ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÂÌÏËÁÍÉ
ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. áÌÇÅÂÒÕ g ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ËÏÒÎÅ×ÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ t. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× adx ÄÌÑ x ∈ t ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÏÄ-
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ. ðÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÉ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ
ÜÔÉÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅ-
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ. ÷ÍÅÓÔÅ ÜÔÉ ÂÁÚÉÓÙ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ÁÌÇÅÂÒÙ g. ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ,
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ÞÔÏ ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ × ÍÁÔÒÉÃÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ adx ÎÁ ËÏÒÎÅ×ÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï g� ÓÔÏÑÔ
ÞÉÓÌÁ �(x). ¦

îÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ t × ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ ëÁÒÔÁÎÁ ÉÌÉ
ËÁÒÔÁÎÏ×ÓËÏÊ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÅÓÌÉ t ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ËÏÒÎÅ×ÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ
ËÏÒÎÑ ÄÌÑ ÓÅÂÑ: t = g0. (îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ t ⊂ g0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÊ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ | ÓÍ.
ÐÕÎËÔ 1 ÌÅÍÍÙ Ï Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ËÏÒÎÅ×ÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.)

éÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ
ËÁÒÔÁÎÏ×ÓËÉÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ëÏÒÎÅ×ÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ adX ÄÌÑ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ
ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÉÍÅÀÝÅÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÄÌÑ X ∈ g,
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÒÔÁÎÏ×ÓËÏÊ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ.

îÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ Ï ÎÕÌÅ×ÏÊ ÆÏÒÍÅ ëÉÌÌÉÎÇÁ ÉÚ §10. ðÕÓÔØ L = [L;L].
ðÕÓÔØ t | ËÁÒÔÁÎÏ×ÓËÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ L. ôÏÇÄÁ t ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁÍÉ ×ÉÄÁ
[��; �−�], ÇÄÅ �� ∈ L�. åÓÌÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÅÔ, ÔÏ t ⊂ [L0; L0] = [t; t]. ôÏÇÄÁ t ÎÅ ÎÉÌØÐÏ-
ÔÅÎÔÎÁ (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÐÏÓÌÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÉ × §10).

ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏÒÅÎØ � ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ −� | ÔÏÖÅ ËÏÒÅÎØ É h� = [��; �−�] 6= 0. ôÏÇÄÁ

0 = (h�; h�) = (�(h�))2
∑

� | ËÏÒÅÎØ
�2
�� dimL�:

üÔÏ É ��� = 1 ×ÌÅÞÅÔ �(h�) = 0. ôÏÇÄÁ �(h�) = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ t ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ [t; t] É ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ
h�, ÔÏ �(t) = 0. ôÏ ÅÓÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ. ¦

§11. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ
÷ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÐÉÓÏË ×ÓÅÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ

ÍÙ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÂßÅËÔ | ÓÉÓÔÅÍÕ ×ÅË-
ÔÏÒÏ× × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, Á ÚÁÔÅÍ ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÕÅÍ
ÔÁËÉÅ ÏÂßÅËÔÙ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÒÅÄÙÄÕ-
ÝÅÇÏ: ËÏÒÎÅ×ÙÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁÒÔÁÎÏ×ÓËÉÈ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒ, Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÒÎÅ×ÙÈ ÐÏÄ-
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, Á ÔÁËÖÅ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ.

÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÅ ÍÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÒÎÅÊ ÎÁ ËÁÒÔÁÎÏ×ÓËÉÈ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁÈ,
ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÁÍ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÂßÅËÔÏ×, ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÈ × ÓÁÍÏÍ
ÎÁÞÁÌÅ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÌÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÎÕÖÎÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó Ä) ???, Á
ËÏÒÎÅ×ÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÅ ÎÕÖÎÙ ×Ï×ÓÅ.

ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ g | ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ, Á t | ÅÅ ËÁÒÔÁÎÏ×ÓËÁÑ ÐÏÄÁÌ-
ÇÅÂÒÁ.

ôÏÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á.
Á) ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ëÉÌÌÉÎÇÁ ÎÁ t | ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ.
üÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×ÁÍÉ t É t∗. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ËÏÒÎÀ � ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ×ÅËÔÏÒ h�.
Â) éÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á t∗.
ðÕÓÔØ × t∗ ×ÙÂÒÁÎ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ËÏÒÎÅÊ �1; : : : ; �k. ôÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒÁ h�1 ; : : : ; h�k ÓÏÓÔÁ×ÑÔ ÂÁÚÉÓ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á t.
×) ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ h� ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ h�1 ; : : : ; h�k ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙ.
ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï tQ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ h�1 ; : : : ; h�k

Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ÷ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ×) ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÁ h� ÐÏÐÁÄÕÔ × ÜÔÏ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. úÎÁÞÉÔ, ×ÙÂÒÁ× ÄÒÕÇÏÊ ÂÁÚÉÓ (ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÄÒÕÇÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ËÏÒÎÅÊ �1; : : : ; �k),
ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï tQ.
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Ç) ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ëÉÌÌÉÎÇÁ ÎÁ tQ | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ.
òÁÓÛÉÒÉÍ tQ ÄÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ tR É ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÆÏÒÍÕ ëÉÌÌÉÎÇÁ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ,

ÐÏÌÕÞÉ× ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ tR.
ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ � É � | ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ËÏÒÎÉ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ 2(h�; h�)

(h�; h�) ÃÅÌÏÅ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ
ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ Ï ÃÅÐÏÞËÅ ËÏÒÎÅÊ. ðÕÓÔØ � É � | ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ËÏÒÎÉ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ
ÃÅÌÙÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ j É k, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ � + l�, ÇÄÅ l | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ËÏÒÎÅÍ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ −j 6 l 6 k. ÷ÅÒÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 2(h�; h�)

(h�; h�) = j − k.
ðÏÑÓÎÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ. ïÎÏ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

ÃÅÐÏÞËÁ ËÏÒÎÅÊ � − j�; � − (j − 1)�; : : : ; � + k� É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ×ÅËÔÏÒÏ× h� −
jh�; h� − (j− 1)h�; : : : ; h� + kh�. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÕËÁÚÁÎÎÏÊ × ÌÅÍÍÅ, ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ Ï
ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ×ÅËÔÏÒÕ h�, ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ
ÜÔÕ ÃÅÐÏÞËÕ ×ÅËÔÏÒÏ× × ÓÅÂÑ.

úÁÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ � É � | ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ËÏÒÎÉ, ÔÏ ÞÉÓÌÁ 2(h�; h�)
(h�; h�) É 2(h�; h�)

(h�; h�) ÃÅÌÙÅ.

îÏ ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ 4 cos2 ∠(h�; h�). ÷ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÁÒ ( |h�||h�| ; | cos(∠(h�; h�))|)
ÓÕÔØ (1; 0), (1;

√
3=2), (

√
2;
√

2=2) É (
√

3; 1=2).
úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å tR ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÁÚÉÓ H1; : : : ; Hk É ××ÅÄÅÍ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅ-

ÓËÏÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ: ÅÓÌÉ x; y ∈ tR, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ x > y, ÅÓÌÉ
(x;H1) = (y;H1); : : : ; (x;Hl−1) = (y;Hl−1) É (x;Hl) > (y;Hl) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ
l 6 k. üÌÅÍÅÎÔ x ÎÁÚÏ×ÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ x > 0.

÷×ÅÄÅÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÐÏÒÑÄËÁ (Ô.Å. ÅÓÌÉ x; y ∈ tR É
x 6= y, ÔÏ ÌÉÂÏ x > y, ÌÉÂÏ x < y). ïÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ: ÅÓÌÉ x > y, ÔÏ
x+ z > y + z, −x > −y É rx > ry ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ r > 0.

îÁÚÏ×ÅÍ ËÏÒÅÎØ � ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ h� > 0 É h� 6= h� + h
, ÇÄÅ h� > 0; h
 > 0.
íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ.
õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï h� ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ � ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÂÁÚÉÓ × tR, É ËÏÜÆÆÉ-

ÃÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ h� ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ | ÃÅÌÙÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁ-
ÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. åÓÌÉ � É � | ÐÒÏÓÔÙÅ ËÏÒÎÉ, ÔÏ �− � | ÎÅ ËÏÒÅÎØ.
(äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ � − � | ËÏÒÅÎØ. åÓÌÉ h� − h� > 0, ÔÏ h� =

(h�− h�) + h�, É ÔÏÇÄÁ � ÎÅ ÐÒÏÓÔÏÊ. éÎÁÞÅ ÖÅ h� = −(h�− h�) + h�, É ÔÏÇÄÁ � ÎÅ ÐÒÏÓÔÏÊ.)
éÚ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ É ÌÅÍÍÙ Ï ÃÅÐÏÞËÅ ËÏÒÎÅÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ � É � | ÐÒÏÓÔÙÅ

ËÏÒÎÉ, ÔÏ 2(h�; h�)
(h�; h�) 6 0.

óÉÓÔÅÍÙ ×ÅËÔÏÒÏ× × Å×ËÄÉÄÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÁÍ ×ÅËÔÏÒÏ× h� ÄÌÑ ×ÓÅÈ
ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ �, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �-ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ.

íÎÏÖÅÓÔ×Ï � = {x1; : : : ; xl} ∈ Rl ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �-ÓÉÓÔÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ � | ÂÁÚÉÓ × Rl É ÞÉÓÌÁ
cij := −2 (xi; xj)

(xj; xj)
ÃÅÌÙÅ ÐÒÉ ×ÓÅÈ i; j É ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÉ i 6= j. þÉÓÌÁ cij ÏÂÒÁÚÕÀÔ

ÍÁÔÒÉÃÕ ëÁÒÔÁÎÁ.
�-ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ Ä×Å ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ

ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁÚÎÙÈ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍ ÂÙÌÉ ÂÙ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.
õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ �1; : : : ; �k ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ

ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï h�1 ; : : : ; h�k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÊ �-ÓÉÓÔÅÍÏÊ.
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ä×Å �-ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ÉÈ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÙ, ÞÔÏ ÉÈ ÍÁÔÒÉÃÙ ëÁÒÔÁÎÁ ÓÔÁÎÕÔ ÒÁ×ÎÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ g1; g2 | ÐÒÏÓÔÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ, Á ÉÈ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÏÔ-
ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒ ëÁÒÔÁÎÁ (É ÕÐÏÒÑÄÏÞÉ×ÁÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ
ÂÁÚÉÓÏ× ÜÔÉÈ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒ) ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ �-ÓÉÓÔÅÍÙ. ôÏÇÄÁ g1 É g2 ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÏÐÉÓÁÔØ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ �-ÓÉÓÔÅÍÙ. éÈ ÕÄÏÂÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÎÁ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍ äÙÎËÉÎÁ. ïÎÉ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ðÕÓÔØ � = {x1; : : : ; xl} | �-ÓÉÓÔÅÍÁ. ÷ÅËÔÏÒÁÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÙ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÐÌÏÓ-
ËÏÓÔÉ. ôÏÞËÉ xi É xj ÓÏÅÄÉÎÑÀÔÓÑ ËÒÉ×ÏÊ (ÒÅÂÒÏÍ) ËÒÁÔÎÏÓÔÉ cijcji (ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÏÔ 0 ÄÏ 3).
îÁ ÒÅÂÒÅ ÓÔÁ×ÉÔÓÑ ÚÎÁË > ÉÌÉ <, × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÏÊ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-
ÝÉÈ ËÏÎÃÁÍ ÒÅÂÒÁ, ÄÌÉÎÎÅÅ (ÅÓÌÉ ÉÈ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÒÁ×ÎÙ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÁÑ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÁÑ
�-ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ äÙÎËÉÎÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ÷ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ Ó×ÑÚÎÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ äÙÎËÉÎÁ ÔÁ-
ËÏ×Ù: Al, l > 1; Bl, l > 2; Cl, l > 3; Dl, l > 4; G2, F4, E6, E7, E8 (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË). (þÉÓÌÏ×ÙÅ
ÉÎÄÅËÓÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ.)

÷ÓÑËÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ äÙÎËÉÎÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ËÁË ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÅËÏ-
ÔÏÒÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ.

÷ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÂÙÌ
ÄÏÐÕÝÅÎ ÐÒÏÉÚ×ÏÌ Ä×ÕÈ ×ÉÄÏ×. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, × ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ ÍÏÇÕÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ
ÒÁÚÎÙÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ ëÁÒÔÁÎÁ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÍÙ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ×ÙÂÉÒÁÌÉ ÂÁÚÉÓ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÌÏÓØ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÅ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ
ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ �-ÓÉÓÔÅÍÕ, ÔÏ, ÓÄÅÌÁ× ÉÎÏÊ ×ÙÂÏÒ ÎÁ ÐÅÒ×ÏÍ ÉÌÉ ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ ÛÁÇÅ, ÍÙ
ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÂÙ �-ÓÉÓÔÅÍÕ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ. üÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ
ÔÅÏÒÅÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ìÀÂÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ëÁÒÔÁÎÁ ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ
× ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ ëÁÒÔÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ g | ÐÒÏÓÔÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ, t | ÅÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ëÁÒÔÁÎÁ,
É ÐÕÓÔØ �1; : : : ; �k É �1; : : : ; �k | Ä×Å ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ t (ÐÏÓÔÒÏÅÎ-
ÎÙÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÚÎÙÈ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÊ). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á tR, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {h�1 ; : : : ; h�k} × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {h�1 ; : : : ; h�k}.

ôÅÏÒÅÍÙ 3{6 ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙ, ÏÄÎÁËÏ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉ×ÏÄÉÔØ ÓÈÅÍ ÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. úÁ-
ÍÅÔÉÍ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍ 3 É 5 ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ, Á ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍ 4 (× ÞÁÓÔÉ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ �-ÓÉÓÔÅÍ) É 6 ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×
Rn.

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ËÏÒÎÅ×ÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÄÏËÁÚÁÔØ
Ó×ÏÊÓÔ×Á Á){Ç) ÉÚ ÌÅÍÍÙ × ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ.

1. Á) åÓÌÉ � + � 6= 0, ÔÏ g� ⊥ g�.
Â) åÓÌÉ � | ËÏÒÅÎØ, ÔÏ −� | ÔÏÖÅ ËÏÒÅÎØ.
×) óÕÖÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ëÉÌÌÉÎÇÁ ÎÁ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ ëÁÒÔÁÎÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÏ.
Ç) åÓÌÉ h ∈ t É �(h) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÒÎÑ �, ÔÏ h = 0.
Ä) òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ËÏÒÎÅÊ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ t.
Å) t ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.
Ö) åÓÌÉ e±� ∈ g±� É [e�; e−�] 6= 0, ÔÏ �([e�; e−�]) 6= 0.
äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ËÏÒÎÑ � ×ÏÚØÍÅÍ ÏÂÝÉÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ e� ∈ g� ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×

adh, h ∈ t. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ (e�; e−�) = 1. ðÏÌÏÖÉÍ h� := [e�; e−�].
2. Á) �(h) = (h; h�).
Â) �(h�) 6= 0 É h� 6= 0.

24



×) dim g� = 1.
Ç) k� ÎÅ ËÏÒÅÎØ ÐÒÉ ÃÅÌÏÍ k ≥ 2.
õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï E :=< e−� > ⊕ ⊕k≥0 gk� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ e�- É e−�-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ.

ðÏÜÔÏÍÕ 0 = tr adh� |E = �(h�)(−1 + dim g1 + 2 dim g2 + : : : ).
ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÖÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ëÉÌÌÉÎÇÁ ÎÁ t ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔ-

ÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ f : t∗ → t. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ËÏÒÎÀ � ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÅËÔÏÒ h� × ÓÉÌÕ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 2Á. ÷ ÓÉÌÕ 1Ä × t∗ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ËÏÒÎÅÊ, Á × t | ÂÁÚÉÓ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ×
h�.

3. Á) åÓÌÉ � | ËÏÒÅÎØ É p; q | ÎÁÉÂÏÌØÛÉÅ ÞÉÓÌÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ � + p�; � +
(p− 1)�; : : : ; � − q� | ËÏÒÎÉ, ÔÏ �(h�) = 1

2(q − p)�(h�) = 1
2(q − p)(h�; h�).

Â) (h�; h�) ∈ Q.
×) ÷ t ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÁÚÉÓ ×ÉÄÁ h�1 ; : : : ; h�s .
Ç) ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ h� ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙ. õËÁÚÁÎÉÅ. (h�; h�i) =

�(h�i) = ���i�i(h�i).
Ä) tQ := {�1h�1 + · · ·+ �sh�s | �i ∈ Q} ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ h�1 ; : : : ; h�s .
Å) íÅÔÒÉËÁ ëÉÌÌÉÎÇÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ tQ.
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