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Uber die reguliren Zerlegungen geschlossener
orientierbarer Flichen

Von Dietmar Garbe in Braunschweig

§ 1. Einleitung

Unter den Verallgemeinerungen der reguldren Polyeder hat sich der von H. R. Bra-
hana eingefiihrte Begriff der reguldren Zerlegungen (engl.: regular maps) geschlossener
Fliachen als besonders fruchtbar erwiesen. Da die nichtorientierbare Flache der Charak-
teristik y von der orientierbaren Fliche der Charakteristik 2y reguldr zweifach iiberlagert
wird, kommt es darauf an, die reguléren Zerlegungen der orientierbaren Flichen zu stu-
dieren. Die reguliren Zerlegungen der Kugel sind genau die reguldren Polyeder. Eine Auf-
zéhlung der reguliren Zerlegungen vom Geschlecht 1, 2 bzw. 3 findet sich bei Coxeter [3],
Coxeter und Moser [7] bzw. Sherk [9]. In der vorliegenden Arbeit!) werden unter anderem
die reguldren Zerlegungen vom Geschlecht 4, 5 und 6 angegeben (§ 7).

Nach einer Zusammenstellung der grundlegenden Begriffe (§ 2) schildern wir in § 3
unser Verfahren zur Aufzahlung regulérer Zerlegungen. Anders als zum Beispiel Sherk, der
oft geometrische Uberlegungen anstellt, beschreiten wir rein gruppentheoretische Wege.
Die nichsten drei Paragraphen enthalten einige aligemeine Ergebnisse iiber Serien regulérer
Zerlegungen. Coxeter [6] untersuchte die reguldren Komposita (engl.: regular compounds)
der hyperbolischen Ebene und fand insbesondere die beiden Serien {4, ¢}[2{g, ¢}1{g, 4}
und {3, 2¢} [3{g, 2¢}] 2{2¢, 3}. Analog dazu lassen sich die Beziehungen zwischen
den héufig vorkommenden reguldren Zerlegungen {g, 4}, {2¢, 3} oder {2¢ + 1, 3} einerseits
und {q, ¢}, {29, ¢} bzw. {2¢ + 1, 2¢ + 1} andrerseits studieren (§ 4). Weiterhin treten
unter den reguldren Zerlegungen einer geschlossenen orientierbaren Flache besonders
héufig solche mit kleiner Polygonanzahl IV, auf. Sherk [9] gab eine vollstdndige Liste der
reguliiren Zerlegungen {p, 3}mit N, < 6. Wir ziihlen in § 6 simtliche reguliren Zerlegun-
gen mit N, < 6 auf.

Besonders interessant ist der Begriff der irreflexiblen reguléren Zerlegung. Wahrend
es auf dem Torus irreflexible Zerlegungen gibt, die von Coxeter und Moser [7] vollstdndig
aufgezihlt wurden, tritt der irreflexible Fall auf orientierbaren Fliachen vom Geschlecht
h > 1 zunéchst nur selten auf. J. R. Edmonds [4; p. 388], P. Bergau sowie F. A. Sherk

1) Auszug aus der gleichnamigen Dissertation des Verfassers. Braunschweig 1966. Referenten: Prof. Dr. R.
Iglisch, Dr. J. Mennicke. Der Verfagser dankt Herrn Dr. J. Mennicke fiir die Anregung zur vorliegenden Unter-
suchung sowie fiir wertvolle Ratschlige und Hinweise.
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[10] entdeckten irreflexible regulére Zerlegungen fiir das Geschlecht 7 und 8. Unsere Auf-
zihlung regulérer Zerlegungen wird zeigen, daB die orientierbare Fliche vom Geschlecht 7
die einfachste Flache negativer Charakteristik ist, fiir die irreflexible Zerlegungen auf-
treten. Ebenso erweist sich NV, = 5 als kleinste Polygonanzahl, die irreflexible regulire
Zerlegungen zuldBt.

§ 2. Reguliire Zerlegungen und ihre Gruppen

Wir erinnern an die Threlfallsche Definition des Zellsystems [11]: Eine endliche
Anzahl N, von (nichtausgearteten) Polygonen bildet ein geschlossenes Zellsystem, wenn
ihre gerichteten Kanten paarweise einander zugeordnet und der Richtung entsprechend
miteinander zur Deckung gebracht sind, so dal aus je zwei Polygonkanten eine Kante des
Zellsystems wird. Ferner soll das Polygonsystem zusammenhingend sein. Das so ent-
stehende geschlossene Polyeder fassen wir als topologisches zweidimensionales Polygon-
system auf und sprechen auch von einer Zerlegung der geschlossenen zweidimensionalen
Mannigfaltigkeit. Die Anzahl der Kanten der Zerlegung sei /V,, die der Ecken N, so dafl
die erzeugenden Polygone im ganzen 2V, Kanten haben.

Zur Definition der Regularitdt (nach Brahana) betrachten wir inzidenzerhaltende
Permutationen der Kanten, die wir unter Vernachlissigung der Metrik Deckbewegungen
oder Automorphismen der Zerlegung nennen. Séamtliche Deckbewegungen einer Zerlegung
bilden die sogenannte Gruppe der Zerlegung. Eine Zerlegung heilt reguldr, wenn sie die
beiden folgenden Automorphismen zuléft: eine Deckbewegung R, welche die ein beliebiges,
aber fest gewihltes Polygon berandenden Kanten der Reihe nach zyklisch vertauscht, und
eine weitere S, durch welche die an einer Ecke dieses Polygons zusammenstofenden Kanten
in sukzessiver Folge zyklisch permutiert werden.

R und S sind durch diese Angaben eindeutig bestimmt und erzeugen die sogenannte
Drehgruppe?) @ der Zerlegung. & operiert transitiv auf den Ecken, Polygonen und Kanten
der Zerlegung. Somit ist die Definition der Regularitdt unabhéngig von dem zugrunde-
gelegten ausgezeichneten Polygon, und jedes Polygon der Zerlegung weist die gleiche
Eckenzahl p auf. Ebenso stoBen an jeder Ecke gleichviele — etwa ¢ — Kanten zusammen,
so daB fiir eine reguldre Zerlegung die Bezeichnung mit dem Schléfli-Symbol {p, ¢} gerecht-
fertigt ist.

Da RS eine Kante des ausgezeichneten Polygons unter Vertauschung der beiden
mit ihr inzidenten (nicht notwendig verschiedenen) Polygone und Ecken in sich iiberfiihrt,
ist die Drehgruppe & einer reguliren Zerlegung {p, ¢} eine Faktorgruppe der durch

2.1) Rr — St = (RS)2=E

definierten Polyedergruppe P = [p, ¢]*. Fiir eine orientierbare Fliche sind £ und RS
die beiden einzigen Drehungen, welche die ausgezeichnete Kante in sich iiberfithren. Also
besitzt @ die Ordnung N = 2N,. Gibt es in der Gruppe der Zerlegung einen Automor-
phismus, der eine Kante unter Vertauschung der beiden inzidenten Ecken, aber unter
Festlassen der zwei anliegenden Polygone in sich iiberfiihrt, so heiBt die regulére Zerlegung
reflexibel [7; p. 102], und ihre Gruppe hat die Ordnung 4 N,. Im Falle einer nichtorientier-
baren Fliche tritt ein solcher Automorphismus bereits in der Drehgruppe der Zerlegung
auf. Hier sind regulire Zerlegungen also stets reflexibel, und die Drehgruppe stimmt mit
der vollen Gruppe der Zerlegung iiberein. Niitzlich ist es, sich das folgende Kriterium

%) Der Begriff ,,Drehung* wird bei uns in Anlehnung an Coxeter und Moser [7; p. 64] im Sinne eines die Orien-
tierung erhaltenden Automorphismus gebraucht.
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klarzumachen: Eine reguldre Zerlegung einer orientierbaren Fliche ist genau dann re-
flexibel, wenn man in den definierenden Relationen von & die Erzeugenden R und §
durch R-! bzw. S-! ersetzen darf.

Jede regulire Zerlegung {p, g} einer geschlossenen Fliche induziert auch eine ent-
sprechende Zerlegung der zugehorigen universellen Uberlagerungsfliche. Diese kann
metrisch als Parkettierung der Kugel, der euklidischen oder der hyperbolischen Ebene mit
regelmiBigen p-Ecken realisiert werden, je nachdem, ob fiir die Charakteristik der Grund-
flache y > 0, y = 0 bzw. y < 0 gilt [7; p. 26]. Umgekehrt kann man natiirlich jede regu-
lire Zerlegung {p, ¢} durch geeignete Identifikationen aus der regelméBigen Unterteilung
{p, q}* der zugehorigen universellen Uberlagerungsfliche erhalten (vgl. z. B. Fig. 1).

Fig. 1
Die regulire Zerlegung {4,6} vom Geschlecht 4 als Teil der regelmaBigen Pflasterung {4, 6}* der hyperbolischen Ebene

Gruppentheoretisch besagt dies, da wir in der vollstindigen Symmetriegruppe
[p, q] der regelméBigen Pflasterung {p, ¢}* bzw. in der Gruppe [p, ¢]* ihrer eigentlichen
Bewegungen [7; p. b4] geeignete Deckbewegungen der Gruppeneins gleichsetzen, also zu
einer Faktorgruppe von [p, ¢] bzw. [p, gq]* iibergehen. Fiir Zerlegungen auf orientierbaren
Fldchen sind die Elemente des Normalteilers Deckbewegungen erster Art, so daB uns nur
die Normalteiler der Gruppe [p, ¢]* interessieren werden. Es gilt: Jeder fixpunktfreie
Normalteiler % der Gruppe P = [p, ¢]* von endlichem Index liefert eine regulére Zer-
legung {p, ¢} einer geschlossenen orientierbaren Fliche, und man erhilt auf diese Weise
simtliche reguliren Zerlegungen {p, ¢} der orientierbaren Flichen. Dabei ist & =~ P/%,
und verschiedene Normalteiler liefern verschiedene Zerlegungen. Das Geschlecht der
Flache, auf der die gewonnene Zerlegung liegt, ist durch p, ¢ und die Ordnung N der
Faktorgruppe festgelegt. Denn die Euler-Poincarésche Charakteristik

Journal fiir Mathematik. Band 287 6
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ergibt zusammen mit der Relation

(2.2) N =2N,=pN,=¢qN,
die Beziehung
N [1 1 1

SchlieBlich sei noch darauf hingewiesen, daB zu jeder regelmaBigen Unterteilung
{p, ¢}* und zu jeder reguléren Zerlegung {p, ¢} das duale Gegenstiick {g, p}* bzw.{q, p}
existiert [1; p. 274]. Duale regulire Zerlegungen besitzen isomorphe Drehgruppen, in
deren Relationensystemen nur die Rollen von R und § vertauscht sind.

§ 3. Verfahren zur Aufzihlung regulirer Zerlegungen

Fir fest vorgegebenes Geschlecht % unterliegen die arithmetischen Bestimmungs-
zahlen p, ¢, N, Ny, N, der reguliren Zerlegungen dieser Fliche wegen (2.2) und (2.3) star-
ken Einschrankungen, woraus man fiir 2 > 0 die diophantische Gleichung

N, +2h — 2
Ny(g—2)

gewinnt. Bei Beschrinkung auf ¢ < p folgt aus (3.1) ¢ < 4A. Fiir vorgegebenes & > 0
lassen sich die endlich vielen arithmetisch moglichen Zerlegungen also leicht ermitteln.

Wahrend sich Brahana [1] bei der Untersuchung, ob sich die arithmetischen Bestim-
mungszahlen auch geometrisch realisieren lassen, auf die Moglichkeit der Permutations-
darstellung von & auf den NV, Polygonen der Zerlegung zuriickzog, stellte Sherk [9] jeweils
ad hoc durchgefiihrte, meist geometrische Uberlegungen beziiglich der Identifikationen
der Polygone von {p, ¢}* an. Wir wollen folgenden Weg beschreiten: Die Aufzéihlung sémt-
licher reguliirer Zerlegungen {p, q} vom Geschlecht % léuft auf die Ermittlung derjenigen
Normalteiler it.in ® = [p, ¢]* von vorgegebenem Index [V hinaus, fiir die die Nebenklassen
RN, SN und RSN die Ordnungen p, ¢ bzw. 2 behalten®). Die iiberwiegende Anzahl der
in Frage stehenden Drehgruppen & ~ PB/R ist aber auflgsbar. Man iibersieht also fiir diese
Gruppen mit Hilfe der Faktorkommutatorgruppe /R’ alle Moglichkeiten fiir das oberste
Stiick der Hauptreihen von . Die entsprechenden Normalteiler von S ermittle man nach
dem Reidemeister-Verfahren (vgl. etwa [8; pp. 86—95]), steige die Hauptreihen durch
wiederholte Anwendung dieser Methode weiter hinab, um so schlieBlich alle moglichen
Normalteiler # vom Index NV aufzusuchen. Das Verfahren wird sich meist durch zusétz-
liche, auf den Einzelfall zugeschnittene gruppentheoretische Uberlegungen abkiirzen lassen.

Die Gruppenordnungen /N, die eine nichtauflosbare Drehgruppe zulassen, bleiben
fir 2 < 13 noch unterhalb der Schranke 1000, so daB man die Frage nach der Existenz
einer reguliren Zerlegung auch in einem dieser seltenen Fille wird entscheiden konnen.
Fiir das Geschlecht 4, 5 und 6 haben wir das Resultat einer solchen Aufzéhlung der regu-
liren Zerlegungen in den Tabellen am Schlufl der Arbeit zusammengefaft4). Insbesondere
folgt aus diesen Ergebnissen:

Satz 3.1. Die orientierbare Fliche vom Geschlecht 7 ist die einfachste Fliche negativer
Charakteristik, fir die irreflexible regulire Zerlegungen existieren.

3.1) pP=2q

Q) Wir werden in Zukunft die Elemente RR, SR, RSR der Faktorgruppe /R auch einfach mit R, S bzw. RS
bezeichnen, wenn aus dem Zusammenhang heraus klar ist, in welcher Gruppe wir operieren.
4) Einzelheiten findet man in der in Anmerkung 1) genannten Dissertation des Verfassers.
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§ 4. Zur Struktur regulirer Zerlegungen {n, 3} und {n, 4}

Die diophantische Gleichung (3.1) hat bei festem % besonders viele Losungen fiir
kleine Zahlen N, oder ¢. Wenn wir hier also fiir ¢ = 3 und ¢ = 4 einige allgemeine Uber-
legungen anstellen und in § 6 sdmtliche reguldren Zerlegungen mit einer Polygonzahl
N, < 6 angeben, so erleichtert dies einmal eine Aufzdhlung regulirer Zerlegungen, zum
anderen sind die Resultate aber auch im Hinblick auf das Problem einer Systematik der
reguldren Zerlegungen von Interesse. ‘

Bekanntlich lassen sich einem Wiirfel zwei Tetraeder einbeschreiben, deren Ecken
zusammen genau die Wiirfelecken bilden. Die Tetraederkanten sind die Flichendiagonalen
des Wiirfels. In die Sprache der reguliren Zerlegungen iibersetzt, besagt dies, daB die regu-
lire Zerlegung {4, 3} vom Geschlecht & = 0 eine Zerlegung {3, 3} der gleichen Fliche indu-
ziert. Dieser Tatbestand 1aBt sich verallgemeinern. Die folgenden Sétze liefern aus gegebe-
nen Zerlegungen {r, 3}und {n, 4} weitere regulire Zerlegungen. Es sei noch bemerkt, da
hier eine gewisse Beziehung zu dem von H. S. M. Coxeter fiir die reguldren Polyeder
[5; pp. 47—50], die euklidische [3] und die hyperbolische [6] Ebene definierten Begriff des
reguldren Kompositums besteht.

Satz 4.1. Jede regulire Zerlegung {2n, 3} auf einer Fliche vom Geschlecht h induziert
in bestimmter Weise eine regulire Zerlegung {2n, n} entweder auf der gleichen Fliche oder
auf etner solchen vom Geschlecht 3h — 2, je nachdem, ob die Drehgruppe von {2 n, 3} eine
Diedergruppe der Ordnung 6 als Faktorgruppe zulipt oder nicht. Im zweiten Fall wird {2n, n}
auch von einer reguliren Zerlegung {2n, 3} vom Geschlecht 3h — 2 induziert.

Beweis. Das Element S R-! ist in [2n, 3]* zu R konjugiert; denn die Relation
(RS)? = E liefert SR-! = S§-1RS. Also haben die Elemente A = R und B = (SR-1)? die
Ordnungen 2 bzw. n, und A B ist involutorisch. Durch Aufzédhlung der Nebenklassen ermit-
telt man leicht, daB die Untergruppe {4, B}in [2n, 3]+ den Index 3 hat. Geht man nun von
einem Normalteiler % in B = [2n, 3]+ aus, der eine regulire Zerlegung {27, 3} vom
Geschlecht A definiert, so induziert # N {4, B}eine regulire Zerlegung {2n, n}, die gemaB
(2.3) entweder auf derselben Fliache oder auf der Fliche vom Geschlecht 3% — 2 liegt, je
nachdem, ob N < {4, B} oder nicht. Das erste tritt genau dann ein, wenn die Gruppe
& >~ B/N eine Diedergruppe D; der Ordnung 6 als Faktorgruppe besitzt. In der Tat:
LiBt & eine Gruppe Ds als Faktorgruppe zu, so ist # < {4, B}, da die entsprechende
Faktorgruppe der Ordnung 6 von B nur durch R? = §3 = (RS)? = E definiert sein kann.
Gilt umgekehrt # <= {A, B}, so ist {4, B}/N eine von drei konjugierten Untergruppen in
B/N vom Index 3. & 1dBt also eine Faktorgruppe D, zu. Der Rest der Aussage von 4.1
folgt aus der Tatsache, daB auf alle Fille % N {4, B} ein fixpunktfreier Normalteiler von
P mit P/N N {4, B} D; ist.

So induziert zum Beispiel die regulire Zerlegung {3 - 4,3} vom Geschlecht 4 die
Zerlegung {3 - 4, 3 - 2} auf derselben Fliche (Tab. I1, Nr.9 u. 4), wihrend dagegen {2 - 5,3}
vom Geschlecht 5 (Tab. III, Nr. 12) eine reguldre Zerlegung {10, 5} vom Geschlecht 13
liefert.

Satz 4.2. Mit jeder reguliren Zerlegung {2n + 1, 3} vom Geschlecht h existiert auch eine
solche vom Typ {2n + 1,2n + 1} fiir das Geschlecht h* = 6 —2}%::% +3h — 2.

Beweis. Die von A = Rund B = (SR-1)? erzeugte Untergruppe von = [2n + 1, 3]+
wird definiert durch die Relationen A%+ = B2+l — (AB)2 = (A-'B*)3 = (A~*B")*= E;
denn ABA = RSR-1S = S-1R-2S hat (ABA)* = S-1RS = SR-! zur Folge. Uberdies
ersicht man daraus, daB die Untergruppe {A, B} sogar mit B iibereinstimmt. Die Gruppe

6*
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[2n + 1, 3]* ist also eine Faktorgruppe von [2n 4+ 4,2n + 1]+, so daB jeder Normalteiler
in [2n + 1, 3]* von endlichem Index, der keine Elemente endlicher Ordnung besitzt, zu
einem Normalteiler von [2n + 1,2n + 1]* gehort, fiir den dies erst recht gilt.

Beispielsweise induziert die Dodekaederzerlegung vom Geschlecht O die reguldre
Zerlegung {5, 5|3} vom Geschlecht 4 (Tab. II, Nr. 10).

Satz 4.3. Jede regulire Zerlegung {2n + 1, 4} auf einer orientierbaren Fliche vom
Geschlecht h, deren Drehgruppe & die Kommutatorgruppe &' echt enthilt, induziert dort auch
eine reguldre Zerlegung {2n+1,2n + 1}. Fiir @ = @’ erhilt man eine regulire Zerlegung
{2n + 1, 2n + 1} vom Geschlecht 2k — 1.

Beweis. Die Kommutatorgruppe B’ von p = [2n + 1, 4]+ hat den Index 2. P’ hat
die Erzeugenden A = R und B = SRS~ und die definierenden Relationen

A+ = Bl — (AB)? = E.

Die regulire Zerlegung {5, 4} vom Geschlecht 4 gibt AnlaB zu der Zerlegung {5,5 |3}
(Tab. II, Nr. 12 u. 10). In Fig. 2 ist dieser Sachverhalt durch Konstruktion des reguléren

Kompositums {4, 5} [2{5, 5}] der hyperbolischen Ebene veranschaulicht. Als Paradigma fiir

den zweiten Fall — Ubereinstimmung von ® und @' — sei die reguliire Zerlegung {7, 4|3}
fiir 2 = 10 mit der Drehgruppe (7,4 12, 3) == PSL (2,7) der Ordnung 168 genannt [2; p. 83].

Hinreichend (aber nicht notwendig) dafiir, aus {2n + 1, 4} eine regulire Zerlegung

{2n +12n + 1}fiir das gleiche Geschlecht zu erhalten, ist natiirlich schon die Auflésbar--
keit von . Dies trifft fiir gewohnlich sogar auf jede regulire Zerlegung {n, 4} zu:
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Satz 4.4. Die Auflosbarkeit der Drehgruppe ® einer reguliren Zerlegung {n,4} vom
Geschlecht h ist im allgemeinen eine hinreichende Bedingung dafiir, daB {n, 4} auf dieser
Fliche auch eine regulire Zerlegung vom Typ {n, n} induziert. Ausnahmen bilden genau die-
jenigen reguliren Zerlegungen {in, 4}, bei denen die Faktorkommutatorgruppe &|®' eine
zyklische Gruppe der Ordnung 4 ist.

Beweis. Wir beweisen die Aussage zunichst fir den Typ {4n'4 2, 4}. Fir
P =[4n + 2, 4]* ist P/P’' =~ J, X B,. Die drei Normalteiler in P vom Index 2 sind:

N::A=R; B=SRS? A+2 = B +2 — (AB)?2 = E

N2: A =S8; B= RSR At= B*= (AB)»1 =E

N2 A =82 B=SR;C= RS A? = B* = (AC)? = (BC)***' = E .

Da die Faktorkommutatorgruppen von RZ bzw. N2 eine zyklische Gruppe 34 bzw.
eine Kleinsche Vierergruppe 3, X 3, sind und & =~ ®/N nach Voraussetzung auflosbar ist,

umfaft N2 den Normalteiler N. Dieser induziert also in N} = [4n + 2,4n + 2]+ die be-
hauptete regulire Zerlegung {4n + 2, 4n + 2} fiir das gleiche Geschlecht A.

Betrachten wir nun den Fall {4n,4}. Fir B = [4n, 4]* ist B/PB’ == 82 X B4 (Fig. 3).
Die drei Normalteiler in ® vom Index 2 haben dieselben Erzeugenden und ganz analoge

n /& N3

ﬁ;l
Fig. 3

Relationen wie oben. Ist die Faktorkommutatorgruppe von & =~ B/ keine zyklische
Gruppe der Ordnung 4, dann enthilt %2 = {R, SRS~} den Normalteiler . Dies ist klar,
wenn bei der eineindeutigen Zuordnung der Normalteiler von & zu den Normalteilern von B,
die 9 umfassen, die Kommutatorgruppe &’ den Normalteilern RZ, R4 oder P’ entspricht.
Andrerseits konnen aber N2 und N2 nicht der Gruppe @’ zugeordnet sein; denn N3/(N3)’
und N2/(N2)" sind 2-Gruppen und die Faktorkommutatorgruppe nicht zyklischer p-
Gruppen ist nicht zyklisch. Beriicksichtigt man noch, daB genau fiir /@’ =~ 34 der Nor-
malteiler N nicht in N? enthalten ist, so ist der Beweis vollsténdig.
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Eine der (seltenen) Ausnahmen ist etwa die durch
R® =S¢ = (RS = (RS- = E
(R4, SR-3S) = (R4, S2R2SR2S2) = E
definierte regulire Zerlegung {8, 4} vom Geschlecht & = 37.

Zur Verdeutlichung des Sachverhaltes formulieren wir noch die folgende notwendige
und hinreichende Bedingung:

Satz 4.5. Jede regulire Zerlegung {n, 4} vom Geschlecht h induziert eine reguldre Zer-
legung {n, n} auf der gleichen Fliche, wenn R und S RS- eine echte Untergruppe der Dreh-
gruppe von {n, 4}erzeugen. Andernfalls erhdlt man eine reguldre Zerlegung {n, n}vom Geschlecht
h* = 2h — 1. Im zweiten Fall wird {n, n} auch von einer reguliren Zerlegung {n, 4} vom
Geschlecht h* induziert.

Wir wollen auch festhalten, welchen Bedingungen eine regulire Zerlegung {27, n}
(bzw. {2n +1,2n + 1}bzw. {n, n}) geniigen mug, um von einer reguliiren Zerlegung {2, 3}
(bzw. ({2n + 1,3} bzw. {n, 4}) induziert zu werden:

Satz 4.6. Zu einer reguliren Zerlegung®) ¥z {2n n}AB=E yom Geschlecht h gehort genau
dann eine reguldre Zerlegung {2n, 3 }derselben Fliche, die™:{2n, n Y4 =E gemip 4.1 induziert,
wenn der normale Abschluf3 N von {g,-(R, §-1 BzS)} in P = [2n, 3]+ fixzpunkifrei und vom
Index 6n - N, ist. Dabei entsprechen die induzierte und induzierende Zerlegung einander
eineindeutig. Besitzt die Drehgruppe & ~ B[N iiberdies etnen Normalteiler der Ordnung 3, der
nicht in dem zur Faktorgruppe ®svon & gehorigen Normalteiler enthalten ist, so wird {2n,n}

auch von einer reguldren Zerlegung {2n, 3} vom Geschlecht h _g 2

Beweis. Gegeben ist die regulire Zerlegung ¥2{2n, n}%4-»=% yom Geschlecht 2. Wenn
diese nach 4.1 von einer reguliren Zerlegung {27, 3} derselben Fliche induziert wird, so
sind die Relationen g;(R, S-'R2?S) = E in der Drehgruppe & von {2n, 3} erfiillt. Nach
Voraussetzung ist die Ordnung von & 6n - N,. Mit dem Todd-Coxeter-Verfahren zeigt
man, daB die Ordnung der durch R%* = §3 = (RS)? = g;(R, S-1R2S) = E definierten
Gruppe hochstens 67 - IV, betrigt. Also ist der normale Abschluf von {g:(R, S-1R2S)} in
B fixpunktfrei und vom Index 6n - N,.

Wenn umgekehrt die Elemente g;(R, S-*R2S) in P einen fixpunktfreien Normal-
teiler ¢ vom Index 6n - NV, erzeugen, so liefern sie nach (2.3) eine regulire Zerlegung
{2n,3} vom Geschlecht  mit der Drehgruppe @. In & erzeugen A = R und B = S-1R2S
eine Untergruppe vom Index 3. Nach 4.1 wird also eine Zerlegung {2n, n}derselben Fliche
induziert, die selbstversténdlich mit der vorgegebenen Zerlegung = {2 n, n} iibereinstimmt.
Dabei sind verschiedene Normalteiler 9 in B natiirlich auch in {4,B} voneinander ver-
schieden und umgekehrt.

Zur Faktorgruppe ®s von & moge der Normalteiler N® von P gehoren, und es

existiere ein Normalteiler N* von P mit N* NN =N und [N*: N] = 3. Wegen
N N N* = N mub N* notwendig fixpunktfrei sein, definiert also eine regulire Zerlegung

{2n,3} vom Geschlechtzl—_:;_——z , die ¥{2n, n}u4.»=F induziert. Die Umkehrung der Aus-

sage ist unmittelbar klar.
Satz 4.7. Zu einer reguliren Zerlegung {2n + 1,2n + 1} vom Geschlecht h gehirt genau
2n —5)h+4n—4 .
6n —9 , die

© %) d. i. die reguliire Zerlegung {2n, n} mit N, Polygonen und dem Relationennormalteiler {g;(4, B)} von~
4™ — Br — (4Bp = E.

induziert und umgekehrt.

dann eine regulire Zerlegung {2n + 1, 3} vom Geschlecht
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{2n 4+ 1,2n + 1} gemdp 4.2 induziert, wenn die Drehgruppe von {2n + 1,2n + 1} die
Relationen (A-1B")® = (A~2B")* = E erfillt. Verschiedene Zerlegungen {2n + 1, 3} indu-
zieren verschiedene Zerlegungen {2n + 1,2n + 1}.

Beweis. Nach dem Beweis von 4.2 ist [2n,3]* Faktorgruppe von [2n + 1,2n 4 1]*.
Der dazugehorige Relationennormalteiler ist (A~ B*)3 = (A-2B*)? = E. Daraus folgt die
Behauptung.

Satz 4.8. Eine regulire Zerlegung {n, n} vom Geschlecht h wird genau dann gemdp 4.5
von einer reguliren Zerlegung {n, 4} der gleichen Fliche induziert, wenn die Drehgruppe von
{n, n} irgendeinen Automorphismus zulipt, der A mit B vertauscht. Die Zerlegung {n, 4} ist
dabei durch {n,n} eindeutig bestimmt. Die Zerlegung {n, n} wird iberdies genau dann von

. . h+1. . o
einer reguliren Zerlegung {n, 4} vom Geschlecht ; induziert, wenn es ein innerer Auto-
morphismus ist.

Beuweis. {n,4} induziere {n, n} nach 4.5. Dann ist A = R und B = SR S-, und
T5i SR transformiert A in B und B in A. Besitzt {4, B} umgekehrt einen Automor-
phismus, der A mit B vertauscht, so nehmen wir zu {4, B} ein Element T und die Rela-
tionen 72 = E, TAT = B hinzu und setzen A = R, T = SR. Ist der betrachtete Auto-
morphismus von {4, B} sogar ein innerer Automorphismus, so gibt es ein Element T der
Ordnung 2 in {A, B} mit TAT = B. Wir setzen A = R und T = SR. Dann erzeugen R
und S die Gruppe {4, B},und die Elemente R, S bzw. RS haben die Ordnungen n,4 bzw. 2.

§ 5. Einige Serien regulirer Zerlegungen

Die folgenden Satze sollen die im nichsten Paragraphen erfolgende Aufzdhlung von
Zerlegungen mit kleiner Polygonanzahl vorbereiten.

Satz 5.1. Eine Serie reguldrer Zerlegungen {2(2m — 1) 2n — 1), 2m — 1) 2n — 1)}
vom Geschlecht h = 2m — 1)2n — (2m — 1) (m + 1) + 1 vermiitelt das Relationensystem

Rr = §1= (RS2 =E,
Re8m1 RS

firp=202m —1)(2r — 1) und ¢ = (2m — 1) (2n — 1). Die Drehgruppe ist eine Gruppe
Dem-1 X Bem-1@n-1-

Beweis. Nehmen wir die Relation R2 = E zu (5.1) hinzu, so erhalten wir eine Faktor-
gruppe Dgm—1. Der zugehorige Normalteiler ist zyklisch und wird von R? erzeugt. Er hat
also hochstens die Ordnung (2m — 1) (2r — 1). Andrerseits ist die Faktorkommutator-
gruppe von (5.1) eine Gruppe 82 X Bem-1en—1. Nach dem zweiten Isomorphiesatz hat der
Normalteiler {R?} somit auch wenigstens die Ordnung (2m — 1) (2n — 1). In (5.1) gilt
die Relation R2r@em-1 §2m-1 = F. denn die Faktorkommutatorgruppe é&ndert sich
durch Hinzunahme dieser Relation ebensowenig wie die oben erwihnte Faktorgruppe
Dem—1. Mithin erzeugen A = R@m-1@-1 ypnd B = REm-VE-1+1§ eine Diedergruppe
Dem-1, die Normalteiler in (5.1) ist. Da {4, B} N {R?*} = {E} ist und iiberdies R? im
Zentrum von (5.1) liegt, ist die Aussage des Satzes bewiesen.

Satz 5.2. Es seten k, I, m natiirliche ganze Zahlen mit der Eigenschaft (k, 4) = (I, 2)
und m = 3 mod 6. Dann definieren die Relationen

Riesm — ga2am — (RS)2 = E |
(5.2) R=83 SR8,

)
R2" — gm

(5.1)
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auf der Fliche vom Geschlecht h = %‘-’,—j)l[(l, 2)m — 2] — 1 eine regulire Zerlegung mit vier
Polygonen. , .

Beweis. Die Hinzunahme der Relationen R® = S$% = E ergibt eine Faktorgruppe
%12 von (5.2). Das Reidemeisterverfahren liefert die Erzeugenden und definierenden

Relationen des Normalteilers:

A=B,B— 5 A" — BV _ pape— g,
(5.3) A=B,
(k4) m m
ATD S = BT,

Dieser Normalteiler macht genau das Zentrum von (5.2) aus. Die Relationenmatrix
erweist die Gruppe (5.3) als zyklische Gruppe der Ordnung (k, 4) %L— Die Ordnungen von
A und B sind (k, 4) —’g bzw. (I, 2) lg— (Die Drehgruppe (5.2) 14Bt sich jedoch nicht mehr

wie in Satz 5.1 als direktes Produkt von Zentrum und Faktorgruppe kennzeichnen.)
Ebenso beweist man die folgende Aussage.

. Satz 5.3. Es seien k, I, m natiirliche Zahlen mit der Eigenschaft, daf entweder | = 3m
ist oder die Beziehungen | =0 und m = 0 mod 2 zugleich bestehen. Dann ist durch das
Relationensystem

Ri2m — S12m — (RS)2 = E ,
(5.4) R=8% S=R3,
R-3 = S§8u+(~1¥m]+1

eine tetrapolygonale regulire Zerlegung vom Geschlecht h = 12m — 3 gegeben.

Die einfachste irreflexible regulire Zerlegung ist die Zerlegung {4, 4}.1 vom Ge-
schlecht 1 mit der Drehgruppe

(5.5) Rt = §* = (RS)? = (R'S)!RS'=E.

Der folgende Satz ordnet diese Zerlegung als Spezialfall in eine Serie irreflexibler
Zerlegungen vom Geschlecht 2 = 10n — 9 ein.

Satz 5.4. Das Relationensystem
Rien-1 — gen-1 — (RS)? = R4S = E |

R (R1S)*RS'=E

liefert eine Serie irreflexibler regulirer Zerlegungen {4(2n — 1), 4(2n — 1)} vom Geschlecht
h=10n — 9.

Beweis. Die Relationen (5.5) vermitteln die K-metazyklische Gruppe der Ordnung
20 [7; p. 134] als Faktorgruppe von (5.6). Der Kern ist zyklisch von der Ordnung 2n — 1

und wird von R* erzeugt. An Hand des in § 2 angegebenen Kriteriums iiberzeugt man
sich sofort, daB die Zerlegungen irreflexibel sind.

(5.6)

§ 6. Die reguliiren Zerlegungen mit weniger als 6 Polygonen

F. A. Sherk fiihrte fiir eine regulire Zerlegung {p, ¢} mit IV, Polygonen die Bezeich-
nung ¥{p, ¢} ein und ermittelte alle reguliren Zerlegungen ¥:{p, 3} fiir N, < 6 [9]. Wir
geben im folgenden alle reguléren Zerlegungen mit N, < 6 an.

Satz 6.1. Auf der Fliche vom Geschlecht k > 0 existieren genau zwet reguldre Zerlegun-
gen 1{p, q}: {&h, 4h}10 und {&h + 2,2k 4 1}, (vgl. [9; Lemma 4)).
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Beweis. Die Drehgruppe muf nach (2.2) zyklisch von gerader Ordnung sein, etwa
32m. Dann ist ¢ |2m, und die Faktorkommutatorgruppe von [2m, q]*ist vom Typ 8 X 8,.
DemgemdlB ist entweder ¢ = m oder ¢ = 2m. (2.3) liefert m = 2k + 1 bzw. m = 2h.
Diesen beiden Werten entsprechen eindeutig bestimmte reguldre Zerlegungen, némlich
{6h +2,2h + 1}, [7; p. 113] und {4k, bh}10 [7; p. 105).

Fiir den Fall N, = 2 kommt zustatten, daB Holder alle Gruppen bestimmt hat, die
Erweiterung eines zyklischen Normalteilers durch eine zyklische Gruppe sind [12; pp. 129,
130]. Denn in der Drehgruppe einer Zerlegung 2{p, ¢}ist die Untergruppe {R} Normalteiler
vom Index 2. Es kommt also darauf an, unter den Hélderschen Gruppen die Drehgruppen
regulirer Zerlegungen mit zwei Polygonen aufzusuchen. Notwendige und hinreichende
Bedingungen gibt der folgende Hilfssatz.

Hilfssatz. Notwendig und hinreichend fiir die Existenz einer reguldren Zerlegung
Y p,q} vom Geschlecht b mit 2 Polygonen ist die Existenz einer Zahl r, die folgenden Bedingun-
gen genigt:

(1) rP=1modp (0 <r <p)
_ 2p

@ 1 (r+1,p)
_p—(r+1,p)

(3) h o= F——g

Bewets. Die Notwendigkeit dieser Bedingungen ist leicht zu sehen. Da die Unter-
gruppe {R} Normalteiler ist, gilt S-1RS = R’. Daraus folgt einerseits durch Anwendung
der Relation (RS)? = E die Beziehung S-2 = R+l und andrerseits S-2RS% = R", also

2p

. ~ . )4 . 2p .
1). Potenziert man §-2 = R *1mit —————, dann erhdlt mans"+? = ., — = ist
M r+Lp 150
auch die Ordnung von S, da R die volle Ordnung p haben soll. (Dal ¢ notwendig gerade
ist, iiberlegt man sich leicht.) Die Bedingung (3) folgt aus den Beziehungen (2.2) und (2.3).

Es existiere nun umgekehrt eine Zahl r, die den Bedingungen (1), (2) und (3) geniigt.
Wir betrachten die durch R? = (RS)2 = E und S-'RS = R’ definierte Gruppe. Nach
Holder hat die Gruppe die Ordnung 2 p. Dabei ist 72 = 1 mod p die bekannte Holdersche
Bedingung. Die Ordnung von S in dieser Gruppe ermittelt man wieder als TEL _3’; )’ sie
ist also mit (2) vertréaglich. (3) stellt sicher, daB die regulire Zerlegung auf der Flache vom
Geschlecht & liegt.

Wenn wir jetzt p = mn und r + 1 = mz mit (z, n) = 1 setzen, so wird ¢ = 2n und
2h = m(n — 1). Das Ergebnis 1dBt sich nun folgendermaBen wenden:

Satz 6.2. Fiir das Geschlecht h liefert die Zerlegung der Zahl 2h in ein Produkt zweier
Zahlen m und n — 1 (m, n natiirliche Zahlen) fiir jede Losung der Kongruenz mz =2 mod n
unter den Bedingungen 1 <mz < mn und (z,n) =1 genau eine regulire Zerlegung
2{mn, 2n} vom Geschlecht h mit der Drehgruppe

R™ — (RS) = E; S-*= Rm

Damit sind alle reguldren Zerlegungen vom Geschlecht h mit 2 Polygonen erfapt.

Man sieht, daB die Anzahl der reguldren Zerlegungen auf einer Fliche vom Geschlecht
h ganz stark von Teilbarkeitseigenschaften der Zahl & abhingt.

Wir sprechen noch zwei Folgerungen aus, auf die wir spéter zuriickgreifen werden.

Journal fiir Mathematik. Band 237 1
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Folgerung 1. Von den arithmetisch moglichen reguliren Zerlegungen 2{3(2k — 1),
2(2k — 1)} der Fliche vom Geschlecht o = 3k — 3 existieren genau die beiden folgenden:
2{3(6n — 5),2(6n — 5)}E"*=57" h=9n—9
2{3(6n — 1), 2(6n — 1)} *"*2=s7? h=9n—3

Folgerung 2. Von den arithmetisch moglichen reguliren Zerlegungen 2{5(2k — 1),
2(2k — 1)} der Fliche vom Geschlecht 2 = 5k — 5 existieren genau die folgenden:

25(10n — 9), 2(10n — 9)}F*"*=s7* h=25n—25
25(10n — 7), 2(10n — 7)}F"*=572 h=25n—20
2{5(10n — 3), 2(10n — 3) B " *=s7 h=25n—10
25(10n — 1), 2(10n — 1)}F*"=s7 h=25n—5

Satz 6.3. Die einzigen reguldren Zerlegungen 3{p, q} sind die dualen Zerlegungen der
Folgerung 1 und die Zerlegung 3{6(2n — 1), 3(2n — 1)} vom Geschlecht h = 9n — 8 aus
Satz 5.1.

Beweis. Fiir eine regulire Zerlegung 3{p, ¢} liefert die Abzéhlung nach der Unter-
gruppe {R}in der Drehgruppe genau 3 Restklassen. Die volle symmetrische Gruppe auf
3 Ziffern besitzt aber keine echte Untergruppe, die Faktorgruppe von [ p, ¢]* ist und gleich-
zeitig nicht in einer Stabilitdtsuntergruppe von ©&; liegt. Also muB8 die Restklassen-
abzahlung von @ nach {R} die Gruppe &; treu darstellen, und es ist ¢ = 3k. Wegen
N =3p = N,-3kist p gerade und % | p. Somit sind die gesuchten Zerlegungen notwendig
vom Typ #{lk, 3k}. Der Restklassenabzihlung entnehmen wir die Giiltigkeit der Relation
83 = R* fir ®. Aus der Normalteilereigenschaft von {R?} folgt mit S-3RS® = R und
(RS)? = E die Beziehung S-'R*S = R2 @ ist also eine Faktorgruppe der Ordnung 31k
von (5.1) mit p = lk, ¢ = 3k und m = 2. Wir ermitteln den zur Faktorgruppe &3 von
(5.1) geh‘i’)‘crigen Normalteiler. Er hat die Erzeugenden A = R? und B = §% und wird

durch A® = B¥= A3B? = (A, B) = E definiert. Wenn [ ungerade ist, so gilt wegen
(3.1) notwendig k = 4n. Da man zur Aufzihlung der Nebenklassen von {S} in (5.1)
hochstens 6 Ziffern benotigt, ist nur I = 1 oder [ = 3 maoglich. Nach Satz 6.1 scheidet
l =1 aus. Um ! = 3 zu realisieren, miiBte (5.1) mit p = ¢ = 12 n einen Normalteiler der
Ordnung 2 besitzen, der die Ordnungen von R und S nicht reduziert. Wegen {4, B}~ 8,,
ist das unméglich, und mithin ist ! = 2d. Fiir die gesuchte Drehgruppe & muB {4, B}
zyklisch von der Ordnung dk sein, also ist entweder d = 3 oder d = 1. Uberdies miissen
A und B die volle Ordnung dk bzw. k behalten, % ist also notwendig ungerade. Wahrend
d = 3 die reguldren Zerlegungen 3{6(2n — 1), 3(2n — 1)} von Satz 5.1 ergibt, wird der
Fall d = 1 genau durch die dualen Zerlegungen der Folgerung 1 realisiert.

Hilfssatz. Notwendig und hinreichend fiir die Existenz einer reguldren Zerlegung *{p, q}
vom Geschlecht h, fir deren Drehgruppe & die Isomorphie &|{R*}= D, besteht, sind die
folgenden Bedingungen:

4s

(1) p=2sundq=
(r+1+12“.,s)

mit nichtnegativen ganzen Zahlen k und r, fir die
(2) k = s und gerade oder k = 0,
3) rr=1mods (0<r<s)
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und
(4) h=2s—1—(r+1+—12£,s)

gilt. Die Drehgruppe einer solchen Zerlegung wird durch

6.1) Rr = §1 = (RS)? = R¥+2+k§4 = F |
: S-1R2S — Rer
definiert.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Notwendigkeit der Bedingungen. Die Zerlegungen
sind nach Voraussetzung vom Typ {2s,4 ¢}, und wegen der Normalteilereigenschaft von
{R?} gilt

(6.2) S-1R%S = R* 0<r<s).

Das Element R gehort entweder zu einer Klasse von ! = 4 oder | = 2 Konjugierten,
und es gilt die Relation

O0<k<2s—1 furl=4
k=0 firl =2.

k ist notwendig gerade, damit R die volle Ordnung 2s in & besitzt. Aus (6.2) und (6.3)
folgt SR?**+2 = R%S und mit (RS)?2 = E erhilt man R%* = E. Es ist also entweder k = s
oder k = 0. (Bedingung (2)). In jedem Fall ist R? mit S% vertauschbar. Mit (6.2) ergibt
sich die Bedingung (3). Aus (6.2) und (6.3) errechnet man mit Hilfe der Relation (RS)2 = E

(6.3) S-2RS? — Rl mit

S

leicht die Beziehung R%*+2+k§% = E. Wegen S§% = R-!®r+2+k = [ ist T
(r —+ 1 + E , S)

K

S

(r—}—i—l—%,s)

28 28
-4
und wegen R(2'+2+k’ @rt2Tken) — § @rtzikes — F ist tl

Damit ist auch (1) erfillt. (4) folgt aus (2.3).

Umgekehrt 148t sich zeigen, daB die Gruppe (6.1) eine regulire Zerlegung 4{p, ¢} vom
Geschlecht & definiert, wenn die Bedingungen (1) bis (4) erfiillt sind. Dazu sucht man den
zur Faktorgruppe D, gehorigen Normalteiler {R?} von (6.1) auf und zeigt, daB er zyklisch
von der Ordnung s ist.

Nun konnen wir die reguldren Zerlegungen mit 4 Polygonen aufzdhlen.

Satz 6.4. Fiir das Geschlecht h liefert die Zerlegung der Zahl h 4 1 in ein Produkt
zweter Zahlen m und 2n — 1 (m, n natirliche Zahlen) fir jede Liésung der Kongruenz
mz = 2 mod (n — ké;/*(m_—i)r) unter den Bedingungen 1 + % <mx Emn + —]26— und
(z, n) = 1 genau eine reguldre Zerlegung 4{2mn, 4n} mit der Drehgruppe

R2mn — G4n — (RS)2 = R2mz 4 — E’
S-1R2S — R2mz—1-k

Daber sind fiir k genau die beiden Werte 0 und mn zugelassen, letzterer jedoch nur, wenn
nicht gleichzeitig m = 2 mod 4 und n =1 mod 2 ist6).

— 1 \m
%) Uberdies ist natiirlich k¥ = mn verboten, wenn m und » beide ungerade sind; denn dann ist & 1——74(-5—1-)—-
keine ganze Zahl,

7*
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Beriicksichtigt man noch die Zerlegungen der Sitze 5.2 und 5.3, so sind damit alle
reguliren Zerlegungen *{p, q} aufgezihlt.

Bewets. Die Restklassenabzéhlung nach {R} in @ mub 4 Ziffern aufweisen. Daher
muB & homomorph zu einer Untergruppe von &, sein, die nicht in einer Stabilitdtsunter-
gruppe von &, enthalten ist. Es kommen also nur die Gruppen D4, T, und &, in Frage.
Der letztere Fall kann nicht eintreten, da die Gruppe &, kein Element der Ordnung 6
enthalt.

Sei die Faktorgruppe eine Tetraedergruppe. Dann ist die Zerlegung vom Typ
4{3r, 3s}. (2.2) erbringt 4r = st. Da die Elemente der Ordnung 3 in der Tetraedergruppe
jeweils zu einer Klasse von 4 Konjugierten gehoren, hat das Element R in & genau 4 Kon-
jugierte. Es sind R, S-*RS, S-2RS?% R-1S-2RS?R, und es gilt S-3RS% = R. 3 liegt im
Zentralisator von R, d.h. $% = R=, R und S sollen die volle Ordnung 3r bzw. 3s haben.
Das bedeutet 3r|xs und s | (—(x—~3—;—r—), und somit ist ¢t = 41, « = 3kl k <s, (k,s) = 1.

’
Da die Restklassenabzihlung nach {R}eine Tetraedergruppe T, treu darstellt, gilt auBer-
dem die Beziehung S-1 R3S = R%,
Mit (RS)? = E folgt wieder R*% = R3. In @ bestehen also notwendig die Relationen

R8s = §% — (RS)? = R%IS§-3 = E |

(64) RBeS.

Der zur Faktorgruppe ¥,, gehorige Normalteiler von (6.4) ist gegeben durch

A=RS, B=S55;
Al = B* = A'Bt = AMB-1=E.

Er hat genau dann die Ordnung /s, wenn die Bedingungen

Is|4(kl + 1),
(6.5) (kys) =1,
k<s

erfiillt sind. Eine Diskussion der Bedingungen (6.5) erbringt genau die Zerlegungen der
Sédtze 5.2 und 5.3.
Den verbleibenden Teil der Aussage unseres Satzes erhdlt man, wenn man im vor-

stehenden Hilfssatz s = mn und r + 1 + % = mz mit (z, n) = 1 einsetzt.

Satz 6.5. Samtliche pentapolygonalen reguliren Zerlegungen sind durch diejenigen
von Satz 5.4, die dualen Zerlegungen von Folgerung 2 und die Zerlegungen {10(2n — 1),
5(2n — 1)} des Satzes 5.1 klassifiziert.

Beweis. Der Beweis 148t sich mit denselben Methoden fiithren. Die Darstellung von
® auf den Nebenklassen von {R} kann nur isomorph zur Gruppe ®s oder zur K-meta-
zyklischen Gruppe der Ordnung 20 sein. Im letzteren Fall ergeben sich genau die reguléren
Zerlegungen von Satz 5.4, die andere Moglichkeit liefert die restlichen Aussagen.

An Hand des Kriteriums von § 2 priift man leicht nach, daB alle reguldren Zer-
legungen ¥:{p, ¢} mit N, < 4 reflexibel sind. Andrerseits haben wir in Satz 5.4 eine Serie
irreflexibler reguldrer Zerlegungen mit 5 Polygonen angegeben.

Satz 6.6. N, = 5 ist die kleinste Polygonanzahl, die irreflexible regulire Zerlegungen
zulipt. Die Zerlegungen {4(2n — 1), 4(2n — 1)} von Satz 5.4 sind die einfachsten irre-
flexiblen reguldren Zerlegungen, die es gibt.
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§ 7. Tabellen
Tabelle 1. Die reguliren Zerlegungen mit weniger als 6 Polygonen
Zerlegung Relationennormalteiler | Ordnung

NZ {p’ q} von [p’ q]+ von @ Geschlecht

1 {&h, bh}10 R#*-18-1 4h h
{6h + 2,20 + 1}, R2S? 4h + 2 h

2 {mn, 2n} Rm=§2 2mn M%—Q
(m,n,x gemal Satz 6.2)

3 {6(2n—1),3(2n—1)} (R, S%); (R S) 18(2n—1) 9n — 8
{2(6n—5), 3(6n—5)} R2Stn-3 6(6n —5) 9n — 9
{2(6n—1),3(6n—1)} R2§-6n+3 6(6n—1) 9n — 3

4 {2mn, 4n} R2mz 54, 8mn m2n—1)—1
(k, m, n, z gemalB R2me—D-k §-1 R-2§

Satz 6.4)
XA
{(k, &ym, 1, 2)m} (R, 595 (B, S); 4k, m | pl0.2m-2)
(k, I, m gemdB Satz5.2) R“ 2’ S-m —1
{12m, 12m} (R, 83); (R3, S); 48m 12m — 3
(k, 1, m gemiB Satz5.3.) | R3Ssu+(-vkm+i
5 {42n—1), 4(2n—1)} | R*(R-15)2RS-!; R4S*| 20(2n—1) 10n — 9
{10(2n—1),5(2rn—1)} | (R, S%); (R? S) 50(2n—1) 25n — 19
{2(10n—9), 5(10n —9)} | R2S530m-2 10(10n—9) 25n — 25
{2(10n—17),5(10n—7)} | R2S10n-5 10(10n—17) 25n — 20
{2(10n—3), 5(10n—3)} | R2S-10n+5 10(10n— 3) 25n — 10
{2(10n—1),5(10n—1)} | R2S20» 10(10n—1) 25n — 5
Tabelle I1. Die reguldren Zerlegungen vom Geschlecht 4
Relationen-

Zerlegung Duale Zerl. Ny | Ny | Ny | N | normalteiler Literatur
{p, a} {2, p} von [p, q1*

{16, 16 }1.0 1 8 1 16 R'§-1 [7; p. 105]

{18, 9}, {9,18}, 2 9 1 18 R8S-1 [2; p. 147]

{10, 10}, 2 {10 2 20 R2§? [2; p. 147]

{3-4,3-2} {3-23- 4} 4 | 12 2 24 R4S-2 [9; p. 461]

{16, 4}14 (4, 16 }1a 8 | 16 2| 32 R8S§-2 [7; p. 115]

{10, 4\2} {4, 10|2} 10 | 20 4| 40 (RS-1)? [2; p. 146)]

{6, 612} 6 | 18 6 | 36 (RS-1)? [2; p. 146]

(3-2,6} {6,3-2} 6 | 18 6 | 36 (R S) [9; p. 460]

{3-4,3} {3, 3 - 4} 24 | 36 6 | 72 (R4, S) [9; p. 460]

{5, 5]3} 12 | 30 | 12 | 60 (RS-1)3 [2; p. 146]

{6, 4}4 {4, 6}4 18 | 36 | 12 72 (R2S5?%)2 [2; p. 147]

{5, 4} {4, 5} 30 | 60 | 24 {120 (R252)3 [1; p. 273]
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Tabelle 111. Die reguliren Zerlegungen vom Geschlecht 5
Relationen-
Zerl Dual 1
eE;gl;l:’}lg u e{ge; ;gung No | Ny | Ny, | N | normalteiler | Literatur
’ ’ von [p, gJ*
{20, 20}, 1 (10 | 1| 20| ReS™? [7; p. 105]
{22, 11}, {11, 22}, 2| 11 1 22 | RS- [2; p. 147]
{12, 12}, 2|12 2 | 24| R*S? [2; p. 147]
{3-5,3-2} {3:2,3-5} 51 15 2 | 30| R5S-2 [9; p. 461]
{20, 4}1,1 {4, 20}1_1 10 20 2 40 R10§-2 [7, P 115]
{6-2,8} 4 | 16 4| 32| (R%S);
(R2S§2)2
{8, 8}EHi-r"" 4116 | 4| 32| (R) Ry
(R2S2)?
{12, 4|2} {4,12|2} 12 | 24 4 | 48| (RS-1)? [2; p. 146]
{6, 6}2.0 8 | 24 8 | 48 | (R2S§Y)% [10; p. 16]
(RZ S2)2
8, 4)Eres? {4, 8}F*=s 16 | 32 | 8 | 64| (R S?)
{8, 4 }4}3"’1‘”3”"'2 {4,814}r "R =572 16 | 32 8 | 64| (R R
(RS-1)4
{2-5,3} {3,2-5} 40 | 60 | 12 | 120 | (RS, S) [9; p. 460]
{5,5} 16 | 40 | 16 | 80 | (R%S?)? [2; p. 147]
6, 4}”‘83”2"1? {4, 6} B*sM=x 24 | 48 | 16 | 96 | (R3S%)?2 [10; p. 17]
8, 3 }pPe=sTIRls 3, 8}s* <= Estr 64 | 96 | 24 | 192 | (R?,S1RLS)| [1; p.278]
{5, 4|4} {4,54} 40 | 80 | 32 | 160 | (RS-1)* [2; p. 146]
Tabelle IV. Die reguliren Zerlegungen vom Geschlecht 6
Relationen-
Ze;]egu}fl g Duale{Zerlegung Ny | Ny | N, | N | normalteiler | Literatur
P, q g, p} von [p, q]*
{24, 24} 1| 12 1 24 R1§-1 [7; p. 105]
{26, 13}, {13, 26}, 2 | 13 1] 26 R2§-1 [2; p. 147]
{14, 14}, 2 | 14 21 28 R2S? [2; p. 147]
{5-3,5-2} {6-2,5-3} 3| 15 2] 30 R3S [9; p. 461]
{24, 4}ha {4, 24}, 12 | 24 2 | 48 R2§-2 [7; p. 115]
{9, 9}#°=57° 4|18 | 4| 36| RsS®
{14, 4|2} {4, 14‘2} 14 | 28 4 | 56 (RS-1)2 [2; p. 146)]
{6-2,5} {5,5 -2} 10 | 25 51 50 (R2,S) [9; p. 460]
{8, 6|2} {6, 8|2} 8 | 24 6 | 48 (RS-1)2 [2; p. 146]
{2-4,2-3} {2-3,2-4} 8 | 24 6 | 48 RtS-3 [9; p. 461]
{9, 4}@=r"2 {4,9|,2} 18 | 36 | 8| 72| (R)SR®
{10, 3}s {3, 10}, 50 | 75 | 15 | 150 (R2S2)3 [2; p. 147]
{6, 4|3} {4,6 |3} 30 { 60 | 20 | 120 (RS-1)3 [2; p. 146]
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