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1 Ââåäåíèå
1.1 Ñëîæíûå ôóíêöèè Ìîðñà, àòîìû è êëåòî÷íûå ðàçáè-

åíèÿ ïîâåðõíîñòåé
Ïóñòü M � çàìêíóòàÿ ãëàäêàÿ äâóìåðíàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîâåðõíîñòü, è f : M →
R � ôóíêöèÿ Ìîðñà íà íåé. Ôóíêöèÿ Ìîðñà f , èìåþùàÿ ðîâíî ïî îäíîé êðèòè-
÷åñêîé òî÷êå íà êàæäîì êðèòè÷åñêîì óðîâíå, íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé. Â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå f íàçûâàåòñÿ ñëîæíîé ôóíêöèåé Ìîðñà. Ïðîñòóþ ôóíêöèþ Ìîðñà
ìîæíî îïðåäåëèòü ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì: å¼ çíà÷åíèÿ âî âñåõ êðèòè÷åñêèõ
òî÷êàõ ïîïàðíî ðàçëè÷íû.
Îïðåäåëåíèå 1.1. Äâå ôóíêöèè Ìîðñà f íà ïîâåðõíîñòè M è g íà ïîâåðõ-
íîñòè N íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò äâà äèôôåîìîðôèçìà
λ : M → N è µ : R → R , òàêèå, ÷òî µ ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ è f = µ◦g◦λ. Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, f è g ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ãëàäêèìè �çàìåíàìè êîîðäèíàò�
êàê â îáðàçå, òàê è â ïðîîáðàçå.

Ââåäåì ïîíÿòèå àòîìà. Ïóñòü K � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ
ôóíêöèè Ìîðñà f íà M , ñîäåðæàùàÿ õîòÿ áû îäíó êðèòè÷åñêóþ òî÷êó. Ìíîæå-
ñòâî K ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì êîíå÷íûì ãðàôîì, âåðøèíû êîòîðîãî èìåþò ñòåïåíü
0 èëè 4. Ïóñòü c = f(K) � ñîîòâåòñòâóþùåå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå è ε > 0 �
ìàëîå ÷èñëî.
Îïðåäåëåíèå 1.2. Àòîìîì íàçûâàåòñÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà P ⊂ M ìíîæå-
ñòâà, çàäàâàåìîãî íåðàâåíñòâîì c − ε ≤ f ≤ c + ε, ñîäåðæàùàÿ ãðàô K, è
ðàññìàòðèâàåìàÿ âìåñòå ñ çàäàííîé íà íåé ôóíêöèåé Ìîðñà f , ãäå ε > 0 � äî-
ñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî. Àòîì íàçûâàåòñÿ ñåäëîâûì (ñîîòâ. ìèíèìàêñíûì), åñëè
K ñîäåðæèò ñåäëîâóþ êðèòè÷åñêóþ òî÷êó (ñîîòâ. òî÷êó ëîêàëüíîãî ìèíèìó-
ìà èëè ìàêñèìóìà) ôóíêöèè f . Âñå âåðøèíû ñåäëîâîãî (ñîîòâ. ìèíèìàêñíîãî)
àòîìà èìåþò ñòåïåíü 4 (ñîîòâ. 0). Àòîì íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì (ñîîòâ. ñëîæ-
íûì), åñëè îòâå÷àþùàÿ åìó ôóíêöèÿ Ìîðñà f |P ïðîñòàÿ (ñîîòâ. ñëîæíàÿ).
Êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè Ìîðñà (ò.å. âåðøèíû ãðàôà K) íàçûâàþòñÿ âåð-
øèíàìè àòîìà, à èõ êîëè÷åñòâî � ñëîæíîñòüþ àòîìà. Åñëè ïîâåðõíîñòü P
îðèåíòèðóåìà (ñîîòâ. íåîðèåíòèðóåìà), àòîì íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìûì (ñî-
îòâ. íåîðèåíòèðóåìûì). Åñëè íà ïîâåðõíîñòè P ôèêñèðîâàíà îðèåíòàöèÿ, òî
ñîîòâåòñòâóþùèé àòîì íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì. Ðîäîì àòîìà íàçûâàåòñÿ
ðîä çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè P̄ , ïîëó÷àþùåéñÿ èç ïîâåðõíîñòè P çàêëåèâàíèåì
äèñêàìè âñåõ êîìïîíåíò êðàÿ. Äâà àòîìà (ñîîòâ. îðèåíòèðîâàííûõ àòîìà) ñ÷è-
òàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè çàäàííûå íà íèõ ôóíêöèè Ìîðñà ýêâèâàëåíòíû, ñì.
Îïðåäåëåíèå 1.1 (ñîîòâ. â îðèåíòèðîâàííîì ñëó÷àå äèôôåîìîðôèçì λ ñîõðà-
íÿåò îðèåíòàöèþ).
Îïðåäåëåíèå 1.3. Ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì àòîì ìîæíî çàäàòü êàê �îñíà-
ù¼ííóþ� ïàðó (P,K)#, ãäå P � êîìïàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì, K � íåïóñòîé
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êîíå÷íûé ñâÿçíûé ãðàô â P , âåðøèíû êîòîðîãî èìåþò ñòåïåíü 0 èëè 4, ïðè-
÷¼ì P \K ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì êîëåö S1 × (0; 1], S1 × {1} ⊂ ∂P ,
è ìíîæåñòâî êîëåö ðàçáèòî íà äâà ïîäìíîæåñòâà (�áåëûå� è �÷¼ðíûå� êîëüöà)
òàêèì îáðàçîì, ÷òî ê êàæäîìó ðåáðó ãðàôà K ïðèìûêàþò ðîâíî îäíî áåëîå
êîëüöî è ðîâíî îäíî ÷¼ðíîå êîëüöî. Óêàçàííîå ðàçáèåíèå êîëåö íà áåëûå è
÷¼ðíûå íàçûâàåòñÿ îñíàùåíèåì ïàðû (P,K), è îñíàùåííàÿ ïàðà îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç (P, K)#. Äâå îñíàù¼ííûå ïàðû ñ÷èòàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâó-
åò ãîìåîìîðôèçì ïàð, ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ è ðàñêðàñêó.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî àòîìó îäíîçíà÷íî ñòðîèòñÿ îñíàùåííàÿ ïàðà (P, K)#,
ãäå áåëûå (ñîîòâ. ÷¼ðíûå) êîëüöà çàäàþòñÿ íåðàâåíñòâîì f > c (ñîîòâ. f < c).
Âåðíîå è îáðàòíîå: ïî îñíàùåííîé ïàðå (P, K)# îäíîçíà÷íî ñòðîèòñÿ àòîì.
Îïðåäåëåíèå 1.4. (À) Ââåäåííîå âûøå (Îïðåäåëåíèÿ 1.2, 1.3) ïîíÿòèå àòîìà
äîïóñêàåò åù¼ îäíó ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìóëèðîâêó. Îíî ïîëó÷àåòñÿ èç Îïðåäå-
ëåíèÿ 1.3 çàìåíîé ïîâåðõíîñòè P ñ êðàåì íà çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü P̄ , à áåëûõ
(ñîîòâ. ÷¼ðíûõ) êîëåö íà îòêðûòûå äâóìåðíûå áåëûå (ñîîòâ. ÷¼ðíûå) êëåòêè.
Òî åñòü, (îðèåíòèðîâàííûé) àòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïàðà (P̄ , K)# (ñ îðèåí-
òèðîâàííîé ïîâåðõíîñòüþ P̄ ). Èçîìîðôèçìîì äâóõ ïàð íàçûâàåòñÿ êëåòî÷íûé
ãîìåîìîðôèçì, ñîõðàíÿþùèé ðàñêðàñêó (è îðèåíòàöèþ). Èçîìîðôèçì ïàðû íà
ñåáÿ íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôèçìîì.

(Á) (Îðèåíòèðîâàííûé) àòîì, ïîëó÷åííûé èç (îðèåíòèðîâàííîãî) ñåäëîâî-
ãî àòîìà X = (P̄ , K)# ïåðåêðàñêîé áåëûõ êëåòîê â ÷¼ðíûå, à ÷¼ðíûõ � â
áåëûå, íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì (îðèåíòèðîâàííîìó) àòîìó X è îáîçíà÷àåòñÿ
X∗. Îðèåíòèðóåìûé àòîì íàçîâ¼ì îòðàæàåìûì, åñëè îí èìååò àâòîìîðôèçì,
ìåíÿþùèé îðèåíòàöèþ.

(Â) Äâå äâóìåðíûå êëåòêè àòîìà íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè, åñëè îíè èìåþò
îáùóþ âåðøèíó. Øàøå÷íûì ðàçáèåíèåì áåëûõ êëåòîê àòîìà íàçîâ¼ì òàêîå
ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà áåëûõ êëåòîê íà äâà ïîäìíîæåñòâà, ÷òî ëþáûå äâå ðàç-
ëè÷íûå ñìåæíûå áåëûå êëåòêè ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ïîäìíîæåñòâàì. Ãðàôîì
ñìåæíîñòè áåëûõ êëåòîê àòîìà íàçûâàåòñÿ ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî âçàèìíî
îäíîçíà÷íî îòâå÷àþò áåëûì êëåòêàì àòîìà, è äâå âåðøèíû ãðàôà ñîåäèíåíû
ðåáðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòâå÷àþùèå ýòèì âåðøèíàì áåëûå êëåòêè
àòîìà ñìåæíû.

Ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó àòîìàìè êàê ïàðàìè (P,K)# è àòîìàìè êàê
ïàðàìè (P̄ , K)# (ïðè÷¼ì èíäóöèðîâàííîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè ýêâè-
âàëåíòíîñòè òàêèõ ïàð áóäåò âçàèìíî îäíîçíà÷íûì). Ïóñòü (P,K)# � àòîì â
ñìûñëå Îïðåäåëåíèÿ 1.3, è P̄ � çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü, ïîëó÷åííàÿ èç P çà-
êëåéêîé äèñêàìè ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòåé. Îáúåäèíåíèå ÷¼ðíîãî (áåëîãî) êîëü-
öà ñ ïðèêëååííûì ê íåìó äèñêîì áóäåì íàçûâàòü ÷¼ðíîé (áåëîé) êëåòêîé. Òî-
ãäà íà çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè P̄ ïîëó÷àåì êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå, îäíîìåðíûì
îñòîâîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ãðàô K, à äâóìåðíûå êëåòêè îïèñàíû âûøå è ðàñ-
êðàøåíû â äâà öâåòà òàê, ÷òî ê êàæäîìó ðåáðó ïðèìûêàåò ðîâíî îäíà áåëàÿ
è ðîâíî îäíà ÷¼ðíàÿ êëåòêè (ò.å. ÿâëÿåòñÿ �øàõìàòíîé� ðàñêðàñêîé). Ïîëó÷åí-
íûé êëåòî÷íûé êîìïëåêñ ñ øàõìàòíîé ðàñêðàñêîé îáîçíà÷èì ÷åðåç (P̄ ,K)#.
Îí ÿâëÿåòñÿ àòîìîì â ñìûñëå Îïðåäåëåíèÿ 1.4.À.
Îïðåäåëåíèå 1.5. Ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì ìîæíî çàäàòü (îðèåíòèðîâàííûé)
àòîì êàê êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ñâÿçíîé çàìêíóòîé (îðèåíòèðîâàííîé) ïîâåðõíî-
ñòè (âîçìîæíî, ïóñòîé). Òàêîå êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå íàçûâàåòñÿ òàêæå (îðèåí-
òèðîâàííîé) êàðòîé [HC], [KM, �3.2], èëè (îðèåíòèðîâàííûì) àáñòðàêòíûì
ìíîãîãðàííèêîì [MS], [MS0]. Äâà òàêèõ ðàçáèåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ èçîìîðôíûìè,
åñëè èìååòñÿ (ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ) êëåòî÷íûé ãîìåîìîðôèçì.

Îïèøåì êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè (íà áåëûå äâóìåð-
íûå êëåòêè), îòâå÷àþùåå ïàðå (P̄ , K)# (ïðè ýòîì èíäóöèðîâàííîå ñîîòâåòñòâèå
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ìåæäó êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè àòîìîâ è êëåòî÷íûìè ðàçáèåíèÿìè (âîçìîæ-
íî, ïóñòûõ) ñâÿçíûõ ïîâåðõíîñòåé áóäåò âçàèìíî îäíîçíà÷íûì). Èñêîìàÿ çà-
ìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü ëèáî ñîâïàäàåò ñ ïîâåðõíîñòüþ P̄ (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.2)
(åñëè èìåþòñÿ ÷¼ðíûå êîëüöà, ò.å. àòîì ëèáî ñåäëîâîé, ëèáî îòâå÷àþùèé òî÷êå
ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà), ëèáî P̄ := ∅ (åñëè íåò ÷¼ðíûõ êîëåö, ò.å. àòîì îòâå÷àåò
òî÷êå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà). Ïî ñåäëîâîìó àòîìó (P̄ , K)# îäíîìåðíûé îñòîâ
êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ ïîâåðõíîñòè P̄ ñòðîèòñÿ òàê: â öåíòð êàæäîãî ÷¼ðíîãî
äèñêà ïîìåùàåì âåðøèíó ðàçáèåíèÿ, à ÷åðåç êàæäóþ âåðøèíó àòîìà ïðîâî-
äèì ðåáðî ðàçáèåíèÿ, ñîåäèíÿþùåå öåíòðû ÷¼ðíûõ äèñêîâ, ïðèìûêàþùèõ ê
äàííîé âåðøèíå �ñ äâóõ ñòîðîí�. Ýòî ðàçáèåíèå ïîâåðõíîñòè P̄ ñîâïàäàåò ñ ðàç-
áèåíèåì íà ðó÷êè, îòâå÷àþùèì ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè Ìîðñà f̄ íà P̄ , ãäå
ôóíêöèÿ Ìîðñà f̄ ïîëó÷åíà èç f ïðîäîëæåíèåì íà äèñêè òàê, ÷òîáû f̄ èìåëà
ðîâíî ïî îäíîé êðèòè÷åñêîé òî÷êå â êàæäîì äèñêå: ëîêàëüíûé ìàêñèìóì (ìè-
íèìóì) â öåíòðå áåëîãî (÷¼ðíîãî) äèñêà. Ìèíèìàêñíîìó àòîìó, îòâå÷àþùåìó
òî÷êå ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà, ñîïîñòàâëÿåòñÿ êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå äâóìåðíîé
ñôåðû P̄ = S2 ñ ðîâíî äâóìÿ êëåòêàìè: íóëüìåðíîé è äâóìåðíîé. Ìèíèìàêñ-
íîìó àòîìó, îòâå÷àþùåìó òî÷êå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïóñòîå
êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ïóñòîé ïîâåðõíîñòè P̄ = ∅.

Îáðàòíàÿ îïåðàöèÿ � ïîñòðîåíèå ñåäëîâîãî àòîìà (P̄ , K)# ïî àáñòðàêòíîìó
ìíîãîãðàííèêó (ò.å. ïî êëåòî÷íîìó ðàçáèåíèþ çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè) íàçû-
âàåòñÿ îïåðàöèåé �óñå÷åíèå�, ñì. 1.4 è ðèñ. 1. Ðèñ. 1

Ïðè ïîñòðîåííîì ñîîòâåòñòâèè ìåæäó (îðèåíòèðîâàííûìè) àòîìàìè è êëå-
òî÷íûìè ðàçáèåíèÿìè ñâÿçíûõ (îðèåíòèðîâàííûõ) (âîçìîæíî, ïóñòûõ) ïîâåðõ-
íîñòåé, âåðøèíû ñåäëîâîãî àòîìà íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ðåáðàìè ñîîòâåòñòâóþùåãî êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ, à áåëûå (ñîîòâ. ÷¼ð-
íûå) êîëüöà ñåäëîâîãî àòîìà íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè
ñ ãðàíÿìè (ñîîòâ. âåðøèíàìè) êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ.

Íèæå ïîä ãðàôîì ìû ïîíèìàåì àáñòðàêòíûé ãðàô, â êîòîðîì ìîãóò áûòü
ïåòëè è êðàòíûå ðåáðà.
Îïðåäåëåíèå 1.6. Ñåäëîâîé îðèåíòèðîâàííûé àòîì ìîæåò áûòü îïðåäåëåí
òàêæå êàê îðèåíòèðîâàííûé f -ãðàô. Èíîãäà åãî íàçûâàþò òàêæå îðèåíòèðî-
âàííîé õîðäîâîé äèàãðàììîé. Îïðåäåëåíèå ñëåäóþùåå.

(À) Êîíå÷íûé ñâÿçíûé ãðàô Γ, íåêîòîðûå ðåáðà êîòîðîãî îðèåíòèðîâàíû,
íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì f-ãðàôîì, åñëè âñå åãî âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü
3, ïðè÷¼ì ê êàæäîé åãî âåðøèíå ïðèìûêàåò ðîâíî äâà îðèåíòèðîâàííûõ ïîëó-
ðåáðà, èç êîòîðûõ îäíî âõîäèò â âåðøèíó, à äðóãîå âûõîäèò èç íåãî. Îòìåòèì,
÷òî ýòà âåðøèíà ìîæåò áûòü íà÷àëîì è êîíöîì îäíîãî è òîãî æå îðèåíòèðî-
âàííîãî ðåáðà, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ïåòëåé.

(Á) Ïóñòü (P, K)# � ñåäëîâîé îðèåíòèðîâàííûé àòîì, ñì. Îïðåäåëåíèå 1.3.
Îêîëî êàæäîé âåðøèíû ãðàôà K ïðîõîäèò ðîâíî äâà îòðåçêà áåëûõ ãðàíè÷-
íûõ îêðóæíîñòåé. Ñîåäèíèì ýòó âåðøèíó äâóìÿ ïðîñòûìè äóãàìè ñ ýòèìè
îòðåçêàìè, ñì. ðèñ. 2. Ãðàô, ïîëó÷àþùèéñÿ îáúåäèíåíèåì îðèåíòèðîâàííûõ Ðèñ. 2
áåëûõ ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòåé ïîâåðõíîñòè P ñ óêàçàííûìè äóãàìè, íàçû-
âàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì f-ãðàôîì (ïîñòðîåííûì ïî áåëûì êëåòêàì) äàííî-
ãî îðèåíòèðîâàííîãî ñåäëîâîãî àòîìà. Ïðè ýòîì îðèåíòàöèÿ áåëûõ ãðàíè÷íûõ
îêðóæíîñòåé èíäóöèðîâàíà îðèåíòàöèåé ïîâåðõíîñòè P (ñ ïîìîùüþ âíåøíåé
íîðìàëè ê å¼ ãðàíèöå).
Çàìå÷àíèå 1.7. Åñëè ñåäëîâîé àòîì èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îêðåñòíîñòü ñåä-
ëîâîãî êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ ôóíêöèè Ìîðñà (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.2), òî åãî îðè-
åíòèðîâàííûé f -ãðàô ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòåé, íà êî-
òîðûõ çíà÷åíèå ôóíêöèè ïðåâûøàåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå, ñ îòðåçêàìè ñåïà-
ðàòðèñ âåêòîðíîãî ïîëÿ grad f , èäóùèìè èç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê äî �âåðõíåãî�
êðàÿ ïîâåðõíîñòè.
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Çàìå÷àíèå 1.8. Äîïóñêàÿ íåêîòîðóþ âîëüíîñòü èçëîæåíèÿ, èíîãäà âìåñòî âû-
ðàæåíèÿ �êëàññ èçîìîðôíîñòè àòîìîâ� áóäåì ãîâîðèòü ïðîñòî �àòîì�, à âìåñòî
âûðàæåíèÿ �êëàññ èçîìîðôíîñòè îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ� áóäåì èíîãäà ãî-
âîðèòü ïðîñòî �îðèåíòèðîâàííûé àòîì� (èëè �àòîì� äëÿ êðàòêîñòè). Â êàæäîì
ïàðàãðàôå òåðìèíîëîãèÿ áóäåò ôèêñèðîâàíà è óòî÷íåíà â åãî íà÷àëå. Íàïðè-
ìåð, â ôîðìóëèðîâêàõ óòâåðæäåíèé â �6�9 ïîä îðèåíòèðîâàííûì àòîìîì ïîíè-
ìàåòñÿ êëàññ èçîìîðôíîñòè ïàð (P̄ ,K)#, à â äîêàçàòåëüñòâàõ � ïàðà (P̄ ,K)#.

1.2 Ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûå àòîìû
Íèæå (Îïðåäåëåíèå 2.6) îïðåäåëÿåòñÿ ãðóïïà ñèììåòðèé Aut(X) îðèåíòèðî-
âàííîãî ñåäëîâîãî àòîìà X = (P̄ ,K)#, ñì. Îïðåäåëåíèå 1.4.À, à òàêæå ââîäèòñÿ
ïîíÿòèå ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íîãî îðèåíòèðîâàííîãî ñåäëîâîãî àòîìà. Íà
ÿçûêå êàðò (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.5) òàêèå àòîìû � ýòî ïðàâèëüíûå êîíå÷íûå
êàðòû [K50, ñ.419], [B27, ñ.269] (ñì. òàêæå [KM, �8.1]). Äàäèì åù¼ äâå ýêâèâà-
ëåíòíûå ôîðìóëèðîâêè ýòîãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.9. Ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé ñåäëîâîé
àòîì ìîæåò áûòü òàêæå îïðåäåë¼í êàê ðåãóëÿðíîå ðàçâåòâë¼ííîå íàêðûòèå
β : P̄ → S2 (ñì. Îïðåäåëåíèå 3.1) íåêîòîðîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè P̄ íàä
äâóìåðíîé ñôåðîé ñ òðåìÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ y0, y1, y2 ∈ S2, òàê ÷òî ïîðÿäîê
âåòâëåíèÿ â ëþáîé òî÷êå x ∈ β−1(y1) ðàâåí 2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî S2 = C �
ïîïîëíåííàÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü, y0 = −1, y1 = 0, y2 = 1 ∈ C . Äâà òàêèõ
ðàçâåòâë¼ííûõ íàêðûòèÿ β1 : P̄1 → S2 è β2 : P̄2 → S2 ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíò-
íûìè, åñëè èìååòñÿ ãîìåîìîðôèçì h : P̄1 → P̄2, òàêîé ÷òî β1 = β2 ◦ h.

Ïî ðåãóëÿðíîìó ðàçâåòâë¼ííîìó íàêðûòèþ β : P̄ → S2 èç 1.9 îäíîçíà÷íî ïî-
ñòðîèì ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé ñåäëîâîé îðèåíòèðîâàííûé àòîì (P̄ , K)#

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì íà ñôåðå ìíèìóþ îêðóæíîñòü iR ⊂ C = S2

è ïîêðàñèì ïîëóñôåðó {Re z > 0} ⊂ S2 \ iR â áåëûé öâåò, à ïîëóñôåðó
{Re z < 0} ⊂ S2\iR â ÷¼ðíûé öâåò. Ïóñòü K = β−1(iR ). Òîãäà îñíàù¼ííàÿ ïàðà
(P̄ ,K)# ñ ðàñêðàñêîé è îðèåíòàöèåé, èíäóöèðîâàííûìè ïðè îòîáðàæåíèè β èç
ðàñêðàñêè è îðèåíòàöèè ïàðû (S2, iR ), ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâûì îðèåíòèðîâàííûì
àòîìîì (â ñìûñëå Îïðåäåëåíèÿ 1.4.À), êîòîðûé ìû è ñîïîñòàâèì ðàçâåòâë¼ííî-
ìó íàêðûòèþ β. Ýòî äà¼ò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè
ýêâèâàëåíòíîñòè ðåãóëÿðíûõ ðàçâåòâë¼ííûõ íàêðûòèé èç 1.9 è êëàññàìè èçî-
ìîðôíîñòè ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ ñåäëîâûõ àòîìîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.10. Ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé ñåäëîâîé
àòîì ìîæåò áûòü ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì îïðåäåë¼í êàê òðîéêà (G, a, b), ãäå G
� êîíå÷íàÿ ãðóïïà, a, b ∈ G � å¼ îáðàçóþùèå, ïðè÷¼ì b2 = 1 6= b. Îòìåòèì, ÷òî
çàäàíèå òàêîé òðîéêè ðàâíîñèëüíî çàäàíèþ òàêîãî êîïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íîé
ãðóïïû G ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè, â êîòîðîì âòîðàÿ îáðàçóþùàÿ íåòðèâèàëüíà è
èìååò ïîðÿäîê 2 (ò.å. çàäàíèþ òàêîãî ýïèìîðôèçìà µ : Z∗Z2 → G, ÷òî µ(Z2) 6=
{1}). Äâå òàêèå òðîéêè (G1, a1, b1) è (G2, a2, b2) ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè èìååòñÿ èçîìîðôèçì j : G1 → G2, òàêîé ÷òî j(a1) = a2, j(b1) = b2.

Îïèøåì òðîéêó (G, a, b), îòâå÷àþùóþ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íîìó ñåäëî-
âîìó îðèåíòèðîâàííîìó àòîìó X = (P̄ , K)#. Ïîëîæèì G = Aut(X), a = ae,
b = bA, ñì. Îïðåäåëåíèå 2.6 è Óòâåðæäåíèå 2.8. Êàê èçâåñòíî, ýòî ñîïîñòàâëå-
íèå îïðåäåëÿåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè èçîìîðô-
íîñòè ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ ñåäëîâûõ àòîìîâ è êëàñ-
ñàìè ýêâèâàëåíòíîñòè êîïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íûõ ãðóïï ñ äâóìÿ îáðàçóþùè-
ìè, ãäå âòîðàÿ îáðàçóþùàÿ èìååò ïîðÿäîê 2 (ñì. íà ýòó òåìó [B27], [KM], [MS]
è [S2006]).
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Èçâåñòíî, ÷òî çàäàíèå òðîéêè (G, a, b) ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ ãðàôà Êý-
ëè [C1878a], [C1878b], [KM, �3.3] ãðóïïû G ñ îáðàçóþùèìè a, b. Îòìåòèì, ÷òî
ãðàô Êýëè ñîâïàäàåò ñ f -ãðàôîì (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.6) îðèåíòèðîâàííîãî àòî-
ìà, îòâå÷àþùåãî òðîéêå (G, a, b).

Ñëåäóþùàÿ êëàññèôèêàöèÿ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ
àòîìîâ ðîäà g ≤ 2 áûëà ïîëó÷åíà (â ýêâèâàëåíòíîé ïåðåôîðìóëèðîâêå â òåð-
ìèíàõ êàðò è êîïðåäñòàâëåíèé ãðóïï) â ðàáîòàõ Êîêñåòåðà [KM], [K48], [K50]
è Òðåëüôàëëÿ [T32].

Òåîðåìà 1.11 (ñì. Òåîðåìû 1.13, 1.14, 1.17). Ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûå
îðèåíòèðîâàííûå àòîìû ðîäà g ≤ 2 êëàññèôèöèðóþòñÿ òàê.

Ïðè g = 0 ñóùåñòâóþò äâå áåñêîíå÷íûå ñåðèè Cn, Dn, n ≥ 1, ãäå n �
ñëîæíîñòü àòîìà, è ïÿòü îñîáûõ ñëó÷àåâ P1, P2, P3, P4, P5, îòâå÷àþùèõ ïëà-
òîíîâûì òåëàì, ñì. Òåîðåìó 1.13.

Ïðè g = 1 èìåþòñÿ òðè áåñêîíå÷íûå ñåðèè T¤
(s,t), T4(s,t), TN

(s,t), s > 0, t ≥ 0,
îïèñàííûå â Òåîðåìå 1.14 (òîðè÷åñêèå îðèåíòèðîâàííûå àòîìû êâàäðàòíîãî,
òðåóãîëüíîãî è øåñòèóãîëüíîãî òèïîâ, ñîîòâåòñòâåííî).

Ïðè g = 2 èìååòñÿ ðîâíî 10 êëàññîâ èçîìîðôíîñòè ìàêñèìàëüíî ñèììåò-
ðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ, ïåðå÷èñëåííûå â Òåîðåìå 1.17.

Â òåîðèè àâòîìîðôíûõ ôóíêöèé áûëè îáíàðóæåíû ñëåäóþùèå äâà àòîìà
ðîäà 3. Îòâå÷àþùèå èì ïðàâèëüíûå êàðòû ñîñòîÿò èç 24 ñåìèóãîëüíèêîâ (êàð-
òà Êëåéíà [K1879, ñ.461-560]) è èç 12 âîñüìèóãîëüíèêîâ (êàðòà Äèêà [D1880,
ñ.188 è 510]), ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè è äðóãèå ïðèìåðû ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷-
íûõ àòîìîâ ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñïèñêîâ èçâåñòíûõ ïðàâèëüíûõ êîíå÷íûõ êàðò,
ñì., íàïðèìåð, [KM, òàáë. 8]. Êëàññèôèêàöèÿ ïðàâèëüíûõ êàðò íà îðèåíòèðî-
âàííîé ïîâåðõíîñòè ðîäà 3 ïîëó÷åíà â ðàáîòå [Sh59], íà ïîâåðõíîñòè ðîäà 4 �
â ðàáîòå [G69], íà ïîâåðõíîñòÿõ ðîäà 5 è 6 � â ðàáîòå [BG89], íà ïîâåðõíîñòè
ðîäà 7 � â ñòàòüå [G78]. Êëàññèôèêàöèÿ ïðàâèëüíûõ êàðò íà îðèåíòèðîâàííûõ
ïîâåðõíîñòÿõ ðîäà, íå ïðåâûøàþùåãî 15, ïðåäñòàâëåíà â ñòàòüå [CD2001].

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ìîòèâèðîâàíà ñëåäóþùèìè ïðîáëåìàìè, ïîñòàâëåííûìè
À.Â.Áîëñèíîâûì è À.Ò.Ôîìåíêî â ðàáîòå �Íåêîòîðûå àêòóàëüíûå íåðåøåííûå
çàäà÷è ïî òîïîëîãèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì� [BF1, çàäà÷è 7
è 23]: �Êàê óñòðîåíû ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûå 2-àòîìû, ãðóïïà ñèììåòðèé
êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé, ò.å. íå ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûõ íîðìàëüíûõ äå-
ëèòåëåé? Òàêèå àòîìû èíòåðåñíû òåì, ÷òî èõ óæå íåëüçÿ ïðîôàêòîðèçîâàòü
(ñâåðíóòü) äî ìåíüøåãî ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íîãî àòîìà.� Çàäà÷à 23, ñôîð-
ìóëèðîâàííàÿ À.Â.Áîëñèíîâûì è À.Ò.Ôîìåíêî, çâó÷èò òàê: �Ïîñòðîèòü òåîðèþ
ëèóâèëëåâûõ íàêðûòèé èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Ìû ñêàæåì,
÷òî îäíî ëèóâèëëåâî ñëîåíèå íàêðûâàåò äðóãîå ëèóâèëëåâî ñëîåíèå, åñëè ñîîò-
âåòñòâóþùåå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : Q3

1 → Q3
2 (çäåñü Q3

1 è Q3
2 îçíà÷àþò

òð¼õìåðíûå èçîýíåðãåòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû) ïåðåâîäèò ñëîè Ëèóâèëëÿ â ñëîè Ëèóâèëëÿ è ÿâëÿåòñÿ
îáû÷íûì íàêðûòèåì íàä äîïîëíåíèåì ê îñîáûì ñëîÿì ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ. Íå
èñêëþ÷åíî, ÷òî íà ýòîì ïóòè óäàñòñÿ îáíàðóæèòü èíòåðåñíûå ïðèìåðû, êîãäà
îäíà èçâåñòíàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà ëèóâèëëåâî íàêðûâàåò äðóãóþ èçâåñò-
íóþ èíòåãðèðóåìóþ ñèñòåìó. Âûÿñíèòü: ÷òî òàêîå óíèâåðñàëüíàÿ íàêðûâàþ-
ùàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (äëÿ îïðåäåë¼ííîãî
êëàññà, íàïðèìåð, äëÿ ñèñòåì ñ äàííûì ÷èñëîì îñîáûõ ñëîåâ)? Ñêîëüêî ñóùå-
ñòâóåò òàêèõ óíèâåðñàëüíûõ íàêðûâàþùèõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì? Îñòàëüíûå
äîëæíû ïîëó÷àòüñÿ èç íèõ ôàêòîðèçàöèåé. ßñíî, ÷òî êëàññèôèöèðîâàòü èìååò
ñìûñë â ïåðâóþ î÷åðåäü óíèâåðñàëüíûå íàêðûâàþùèå ñèñòåìû.�

Âàðèàíòîì ýòèõ äâóõ ïðîáëåì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèå äâå çàäà÷è: 1) îïè-
ñàòü �íåïðèâîäèìûå� ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûå àòîìû, ñì. Îïðåäåëåíèå 3.5
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è Ñëåäñòâèå 3.6, ò.å. íå ÿâëÿþùèåñÿ íàêðûòèÿìè íèêàêèõ äðóãèõ (èì íå èçî-
ìîðôíûõ) ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ àòîìîâ (à ïîòîìó âñå îñòàëüíûå ìàê-
ñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûå àòîìû ÿâëÿþòñÿ èõ íàêðûòèÿìè); 2) äëÿ ëþáûõ (èëè
õîòÿ áû äëÿ íåïðèâîäèìûõ) ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ àòîìîâ îïèñàòü âñå
íàêðûâàþùèå èõ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûå àòîìû (èëè õîòÿ áû äîñòàòî÷íî
øèðîêèé êëàññ òàêèõ íàêðûâàþùèõ àòîìîâ). Â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû (�2,3) ìû
óòî÷íèì, êàêèå èìåííî íàêðûòèÿ çäåñü èìåþòñÿ â âèäó, è ïðèâåä¼ì èõ ñâîéñòâà
(Óòâåðæäåíèÿ 2.4, 2.5, 2.8, 3.3 è Ñëåäñòâèå 3.4).

Âî âòîðîé ÷àñòè íàñòîÿùåé ðàáîòû (�4�8) ÷àñòè÷íî ðåøàþòñÿ äâå óïîìÿíó-
òûå âûøå çàäà÷è. Áîëåå òî÷íî, îïðåäåëÿþòñÿ è èçó÷àþòñÿ îòîáðàæåíèÿ òèïà
ïðèìèòèâèçàöèè (�5�6) � ýòî òàêèå íàêðûòèÿ ìåæäó ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷-
íûìè îðèåíòèðîâàííûìè àòîìàìè (â ñìûñëå Îïðåäåëåíèÿ 1.3), ïðè êîòîðûõ
ïðîîáðàç ëþáîé áåëîé ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè ñâÿçåí. Â òåðìèíàõ ïðàâèëüíûõ
êàðò òàêèå íàêðûòèÿ íàçûâàþòñÿ âïîëíå ðàçâåòâë¼ííûìè [W78]. Íà ñàìîì äå-
ëå, âìåñòî íåïðèâîäèìûõ àòîìîâ ìû ââîäèì è èçó÷àåì áîëåå øèðîêèé êëàññ
àòîìîâ, íàçâàííûõ íàìè ïðèìèòèâíûìè àòîìàìè. Ïðèìèòèâíûå àòîìû îòëè-
÷àþòñÿ îò íåïðèâîäèìûõ àòîìîâ ñëåäóþùèì: âñå ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûå
àòîìû ÿâëÿþòñÿ íàêðûòèÿìè ïðèìèòèâíûõ àòîìîâ ïðè ïîìîùè îòîáðàæåíèé
òèïà ïðèìèòèâèçàöèè.

Ïåðâàÿ çàäà÷à � îïèñàíèå ïðèìèòèâíûõ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ îðè-
åíòèðîâàííûõ àòîìîâ (â ñìûñëå Îïðåäåëåíèÿ 1.4.À) � ðåøàåòñÿ íàìè, íàïðè-
ìåð, â ñëåäóþùèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ: 1) òàêèå àòîìû îòîáðàíû èç èçâåñòíûõ
ñåðèé, ñì. 1.4, âêëþ÷àþùèõ ñôåðè÷åñêèå (ò.å. ðîäà 0) è òîðè÷åñêèå (ò.å. ðîäà
1) àòîìû, ñì. ïðèìåð 5.2; 2) íàéäåíû âñå ïðèìèòèâíûå ìàêñèìàëüíî ñèììåò-
ðè÷íûå îðèåíòèðîâàííûå àòîìû ñ íå áîëåå ÷åì øåñòüþ áåëûìè êëåòêàìè, ñì.
Òåîðåìó 7.11; 3) íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ àòîìîâ
ñ äàííûì ÷èñëîì S áåëûõ êëåòîê è äàííûì ÷èñëîì d ñòîðîí ëþáîé áåëîé êëåò-
êè, à òàêæå ïåðå÷èñëåíû òàêèå àòîìû ïðè d ≥ S− 2, ñì. Òåîðåìû 7.1, 7.4, 1.18.

Âòîðàÿ çàäà÷à � îïèñàíèå îòîáðàæåíèé òèïà ïðèìèòèâèçàöèè íàä äàííûì
(íå îáÿçàòåëüíî ïðèìèòèâíûì) ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûì îðèåíòèðîâàííûì
àòîìîì � ðåøàåòñÿ íàìè â Òåîðåìå 4.15 è Ñëåäñòâèÿõ 5.7, 6.1, 6.2, ïðè÷¼ì â
Òåîðåìå 4.15 êëàññèôèöèðóþòñÿ íàêðûòèÿ áîëåå îáùåãî âèäà. Ýòè ðåçóëüòàòû
ïðèìåíåíû ê áåñêîíå÷íûì ñåðèÿì àòîìîâ 1.4 è ê àòîìàì èç Òåîðåìû 7.11, ñì.
Ñëåäñòâèÿ 6.4�6.6, ïðèìåðû 6.3, 6.7, 6.8 è Óòâåðæäåíèÿ 7.5, 8.1�8.6. Â [W78]
äàí àëãîðèòì äëÿ ïîëó÷åíèÿ àíàëîãè÷íîé êëàññèôèêàöèè âïîëíå ðàçâåòâë¼í-
íûõ íàêðûòèé (ò.å. îòîáðàæåíèé òèïà ïðèìèòèâèçàöèè) íàä äàííîé ïðàâèëüíîé
êàðòîé. Àíàëîã ýòîãî àëãîðèòìà â òåðìèíàõ êîïðåäñòàâëåíèé ãðóïï èñïîëüçî-
âàëñÿ â [G69], [BG89], [G78] äëÿ êëàññèôèêàöèè ïðàâèëüíûõ êàðò ðîäà 4�7.
Îäíàêî, â îòëè÷èå îò íàøåé ðàáîòû, ýòè àëãîðèòìû ïðèìåíèìû ëèøü ê îò-
äåëüíûì àòîìàì, à íå ê áåñêîíå÷íûì ñåìåéñòâàì àòîìîâ.

Â òðåòüåé ÷àñòè ðàáîòû (�8�9) ïåðå÷èñëÿþòñÿ âñå ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷-
íûå îðèåíòèðîâàííûå àòîìû ñëåäóþùèõ òèïîâ:

� àòîìû ñëîæíîñòè n ≤ 30 (�9),

� àòîìû, èìåþùèå íå áîëåå 6 áåëûõ êîëåö (�8),

� àòîìû ñëîæíîñòè p èëè 2p, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî (�9).

Îòìåòèì, ÷òî îïèñàíèå (â òåðìèíàõ ïðàâèëüíûõ êàðò è êîïðåäñòàâëåíèé
ãðóïï) ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ ñ äâóìÿ áåëûìè
êîëüöàìè èìååòñÿ â ðàáîòå Áðàõàíû [B27, ñ.280], à ñ ÷èñëîì áåëûõ êîëåö, íå
ïðåâûøàþùåì 5, � â ðàáîòå Ãàðáå [G69].

Â ÷àñòíîñòè, â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.
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Òåîðåìà À (ñì. Òåîðåìó 4.15). Ïóñòü Y � ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðè-
åíòèðîâàííûé àòîì è H � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Òîãäà ñèììåòðè÷íûå ðàç-
âåòâë¼ííûå íàêðûòèÿ f : X → Y ñ ãðóïïîé ìîíîäðîìèè H (ñì. Îïðåäåëå-
íèå 4.10) êëàññèôèöèðóþòñÿ íàáîðàìè

(l,m, q, r, c1, . . . , c2g), l,m ∈ Aut(H), q, r, c1, . . . , c2g ∈ H,

óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì 4�6 â Òåîðåìå 4.15 íèæå, ãäå g � ðîä
àòîìà Y , è íàáîðû ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåîáðàçîâàíèé
(l, m, q, r, c1, . . . , c2g) 7→ (λlλ−1, λmλ−1, λ(q), λ(r), λ(c1), . . . , λ(c2g)), λ ∈ Aut(H).

Òåîðåìà Á (ñì. Òåîðåìó 9.2). Ïóñòü n � ïðîñòîå ÷èñëî èëè n ∈ {1, 4, 2p}, ãäå
p � ïðîñòîå ÷èñëî, p ≡ 3 (mod 4) è p 6= 3. Òîãäà An, Bn, Cn, Dn (ñì. 1.4) èñ÷åð-
ïûâàþò ñîáîé ñïèñîê âñåõ êëàññîâ èçîìîðôíîñòè ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ
îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ ñëîæíîñòè n (ò.å. ëþáîé ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé
îðèåíòèðîâàííûé àòîì ñëîæíîñòè n ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç ïåðå÷èñëåííûõ
êëàññîâ èçîìîðôíîñòè îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ).

1.3 Èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòå-
ïåíÿìè ñâîáîäû

Àòîìû â òîì âèäå, êàê áûëî ñôîðìóëèðîâàíî â Îïðåäåëåíèè 1.2 âûøå, âïåðâûå
âîçíèêëè â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû. Ïîíÿòèå àòîìà áûëî ââåäåíî À.Ò.Ôîìåíêî [F1], [F2], [F3], [F4]. Çàòåì
àòîìû è ñâÿçàííûå ñ íèìè ïðîáëåìû àêòèâíî èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ À.Ò.Ôîìåíêî
è Õ.Öèøàíãà [FZ], [FZ1], À.Ò.Ôîìåíêî è À.Â.Áîëñèíîâà [BF], [BF1], [BFR],
À.Ò.Ôîìåíêî è À.Â.Áðàèëîâà [BrF], à òàêæå â ðàáîòàõ À.À.Îøåìêîâà [O], [O1],
[O2], [O3], [O4], Å.À.Êóäðÿâöåâîé [Ku], [Ku2], À.Â.Áðàèëîâà [B], Þ.À.Áðàèëîâà
è Å.À.Êóäðÿâöåâîé [BK], Í.Â.Êîðîâèíîé [Ko]. Èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà ñ äâó-
ìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû îïðåäåëÿåò â �íåâûðîæäåííîì� (áîòòîâñêîì) ñëó÷àå òàê
íàçûâàåìîå ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ 4-ìåðíîãî ñèìïëåêòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ M4,
à òàêæå êàæäîé òð¼õìåðíîé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Q3

h = {H = h =
const}, ãäå H � ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ñîîòâåòñòâóþùåé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû.
Äâóìåðíûìè ñëîÿìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òîðû Ëèóâèëëÿ, à îñîáûìè
ñëîÿìè � äâóìåðíûå è îäíîìåðíûå êîìïëåêñû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåñòðîéêàì
òîðîâ Ëèóâèëëÿ. Òð¼õìåðíàÿ îêðåñòíîñòü U â Q3

h îñîáîãî ñëîÿ ñëîåíèÿ Ëè-
óâèëëÿ âìåñòå ñî ñëîåíèåì Ëèóâèëëÿ íà U íàçûâàåòñÿ òð¼õìåðíûì àòîìîì.
Îêàçûâàåòñÿ, íà U îïðåäåëåíî åñòåñòâåííîå ðàññëîåíèå Çåéôåðòà, ñëîè êîòî-
ðîãî ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòÿìè, ëåæàùèìè â ñëîÿõ Ëèóâèëëÿ. Â îáùåì ñëó÷àå
ó ýòîãî ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà åñòü îñîáûå ñëîè, ò.å. îíî íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëü-
íî òðèâèàëüíûì. Áàçîé ýòîãî ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà íà U ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíàÿ
ïîâåðõíîñòü P ñ êðàåì, ðàññëîåííàÿ íà îäíîìåðíûå îêðóæíîñòè è îñîáûå îä-
íîìåðíûå ãðàôû. Îêðóæíîñòè ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè òîðîâ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ
íà áàçó P , à îñîáûå ãðàôû � ïðîåêöèÿìè îñîáûõ ñëîåâ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ. Ýòà
ïîâåðõíîñòü P ÿâëÿåòñÿ (äâóìåðíûì) àòîìîì â ñìûñëå Îïðåäåëåíèÿ 1.2.

Òàêèì îáðàçîì, ñôîðìóëèðîâàííàÿ âûøå ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè ñèììåò-
ðèé (äâóìåðíûõ) àòîìîâ íàïðÿìóþ ñâÿçàíà ñ îïèñàíèåì ñèììåòðèé èíòåãðè-
ðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Åñòåñòâåííî, àíà-
ëîãè÷íûå çàäà÷è ñòîÿò è äëÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ ìíîãèìè ñòåïåíÿìè ñâî-
áîäû.
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1.4 Íåêîòîðûå âàæíûå ñåðèè ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷-
íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå 4 êëàññà
èçîìîðôíîñòè ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ ñëîæíî-
ñòè n, êîòîðûå îáîçíà÷èì An, Bn, Cn, Dn, ñì. ðèñ. 3,4. Îðèåíòèðîâàííûå õîð-
äîâûå äèàãðàììû îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ ýòèõ êëàññîâ ïîêàçàíû íà ðèñ. 5. Ðèñ.3,4,5

Çàìå÷àíèå 1.12. Äîïóñêàÿ íåêîòîðóþ âîëüíîñòü èçëîæåíèÿ, èíîãäà âìåñòî
âûðàæåíèÿ �îðèåíòèðîâàííûé àòîì êëàññà èçîìîðôíîñòè An� ãîâîðÿò �îðèåí-
òèðîâàííûé àòîì An� èëè ïðîñòî �àòîì An�, è àíàëîãè÷íî äëÿ êëàññîâ èçî-
ìîðôíîñòè Bn, Cn, Dn, ñì. Çàìå÷àíèå 1.8.

Íàçâàííûå âûøå ñåðèè îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ áûëè îáíàðóæåíû â òåî-
ðèè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì À.Â. Áîëñèíîâûì è À.Ò. Ôîìåíêî [BF] (ñåðèè
Cn, Dn), Þ.À. Áðàèëîâûì è Å.À. Êóäðÿâöåâîé [BK] (ñåðèè An, Bn). Â òåðìèíàõ
ïðàâèëüíûõ êàðò ýòè àòîìû îïèñàíû òàêæå â [B27], [KM].

Îðèåíòèðîâàííûå àòîìû êëàññîâ Cn è Dn èìåþò ðîä 0, ãðóïïó ñèììåòðèé

Aut(Cn) = Aut(Dn) = Zn o Z2,

èçîìîðôíóþ ãðóïïå ñèììåòðèé ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà, Dn = C∗n, ïðè÷¼ì Cn

ñîñòîèò èç 2 áåëûõ n-óãîëüíûõ êëåòîê è n ÷¼ðíûõ äâóóãîëüíûõ êëåòîê.
Ëþáîé îðèåíòèðîâàííûé àòîì êëàññà An èìååò ðîä g = [n

2 ], öèêëè÷åñêóþ
ãðóïïó ñèììåòðèé

Aut(An) = Z2n,

è ñîñòîèò èç îäíîé áåëîé 2n-óãîëüíîé êëåòêè è èç îäíîé ëèáî äâóõ ÷¼ðíûõ
êëåòîê (2n-óãîëüíèêà ïðè ÷¼òíîì n, èëè äâóõ n-óãîëüíèêîâ ïðè íå÷¼òíîì n).
Ëþáîé îðèåíòèðîâàííûé àòîì êëàññà Bn èìååò ðîä g = [n−1

2 ], àáåëåâó ãðóïïó
ñèììåòðèé

Aut(Bn) = Zn ⊕ Z2,

è ñîñòîèò èç äâóõ áåëûõ n-óãîëüíûõ êëåòîê è èç îäíîé ëèáî äâóõ ÷¼ðíûõ êëåòîê
(2n-óãîëüíèêà ïðè íå÷¼òíîì n, èëè äâóõ n-óãîëüíèêîâ ïðè ÷¼òíîì n).

Îòìåòèì, ÷òî èìåþòñÿ ñëåäóþùèå ñîâïàäåíèÿ êëàññîâ èçîìîðôíîñòè îðè-
åíòèðîâàííûõ àòîìîâ:

A1 = D1, B1 = C1, B2 = C2 = D2,

à îñòàëüíûå êëàññû An, Bn, Cn, Dn ïîïàðíî ðàçëè÷íû.
Êðîìå òîãî, èìååòñÿ 6 êëàññîâ èçîìîðôíîñòè ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ

îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ Pi, 1 ≤ i ≤ 6, ñì. ðèñ. 6 è 7, îòâå÷àþùèõ ïÿòè êëàñ- Ðèñ.6,7
ñè÷åñêèì ïðàâèëüíûì ìíîãîãðàííèêàì (ïëàòîíîâûì òåëàì) è ïðàâèëüíîìó
ïñåâäî-ìíîãîãðàííèêó (êåïëåðîâó ïñåâäî-äîäåêàýäðó [K1619]), ãäå îðèåíòèðî-
âàííûå àòîìû ïîëó÷àþòñÿ èç ýòèõ ìíîãîãðàííèêîâ îïåðàöèÿìè �óñå÷åíèå�, ñì.
ðèñ. 1. Ýòè îðèåíòèðîâàííûå àòîìû èìåþò ãðóïïû ñèììåòðèé

Aut(P1) = A4, Aut(P2) = Aut(P3) = Σ4, Aut(P4) = Aut(P5) = Aut(P6) = A5.

Ïåðâûå ïÿòü àòîìîâ èìåþò ðîä 0, à øåñòîé � ðîä 4. Ñëîæíîñòü ni àòîìà êëàññà
Pi ðàâíà ÷èñëó ð¼áåð ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîãîãðàííèêà, 1 ≤ i ≤ 6, ò.å. n1 = 6,
n2 = n3 = 12, n4 = n5 = n6 = 30 äëÿ êëàññîâ èçîìîðôíîñòè îðèåíòèðî-
âàííûõ àòîìîâ, îòâå÷àþùèõ òåòðàýäðó, êóáó è îêòàýäðó, à òàêæå äîäåêàýäðó,
èêîñàýäðó è ïñåâäî-äîäåêàýäðó, ñîîòâåòñòâåííî. ×èñëî Si áåëûõ êëåòîê (÷èñëî
S′i ÷¼ðíûõ êëåòîê) àòîìà Pi ðàâíî ÷èñëó ãðàíåé (âåðøèí) ñîîòâåòñòâóþùåãî
ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà (ò.å. S1 = S′1 = 4, S2 = S′3 = 6, S3 = S′2 = 8,
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S4 = S′5 = S6 = S′6 = 12, S5 = S′4 = 20). Îðèåíòèðîâàííûå àòîìû êëàññîâ Pi è
Pi+1 äâîéñòâåííû äðóã äðóãó, i = 2, 4, à àòîìû êëàññîâ P1 è P6 äâîéñòâåííû
ñàìè ñåáå, ñì. Îïðåäåëåíèå 1.4.Á. Îðèåíòèðîâàííûå õîðäîâûå äèàãðàììû ýòèõ
îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ ïîêàçàíû íà ðèñ. 8 è 9. Ðèñ.8,9

Òåîðåìà 1.13 ([KM], 5.1 è 8.1). Êëàññû èçîìîðôíîñòè ñôåðè÷åñêèõ ìàêñè-
ìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ èñ÷åðïûâàþòñÿ äâóìÿ áåñ-
êîíå÷íûìè ñåðèÿìè Cn, Dn, n ≥ 1, ãäå n � ñëîæíîñòü àòîìà, è ïÿòüþ îñîáû-
ìè ñëó÷àÿìè P1, P2, P3, P4, P5, îòâå÷àþùèìè ïëàòîíîâûì òåëàì, ñì. âûøå.
Ïðè ýòîì C2 = D2, à îñòàëüíûå óêàçàííûå êëàññû èçîìîðôíîñòè ïîïàðíî
ðàçëè÷íû.

Îïèøåì òðè áåñêîíå÷íûõ ñåðèè T¤
(s,t), T

4
(s,t), T

N
(s,t), s > 0, t ≥ 0, êëàññîâ èçî-

ìîðôíîñòè òîðè÷åñêèõ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ.
Áåëûå êëåòêè àòîìîâ ïåðâîé ñåðèè (ñîîòâåòñòâåííî âòîðîé è òðåòüåé ñåðèé)
ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè (ñîîòâåòñòâåííî òðåóãîëüíèêàìè è øåñòèóãîëüíèêàìè).
Îòìåòèì, ÷òî ÷¼ðíûå êëåòêè àòîìîâ ïåðâîé ñåðèè (ñîîòâåòñòâåííî âòîðîé è
òðåòüåé ñåðèé) ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè (ñîîòâåòñòâåííî øåñòèóãîëüíèêàìè è òðå-
óãîëüíèêàìè). Ýòè ñåðèè áóäåì íàçûâàòü ñåðèÿìè êâàäðàòíîãî, òðåóãîëüíîãî
è øåñòèóãîëüíîãî òèïîâ, ñîîòâåòñòâåííî.

Îïèøåì ñåðèþ T¤
(s,t) êëàññîâ èçîìîðôíîñòè òîðè÷åñêèõ îðèåíòèðîâàííûõ

àòîìîâ êâàäðàòíîãî òèïà. Ýòà ñåðèÿ ïàðàìåòðèçîâàíà ïàðîé öåëûõ ÷èñåë s, t,
òàêèõ ÷òî s > 0, t ≥ 0. Ïðè ýòîì s2 + t2 = S, ãäå S � êîëè÷åñòâî áåëûõ êëå-
òîê àòîìà. Ðàññìîòðèì íà îðèåíòèðîâàííîé åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ñòàíäàðò-
íóþ öåëî÷èñëåííóþ ðåø¼òêó. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè íà êâàäðàòû ñî
ñòîðîíîé 1/

√
2, êîòîðûå ðàñêðàñèì â øàõìàòíîì ïîðÿäêå â áåëûé è ÷¼ðíûé

öâåòà òàê, ÷òî öåíòðû áåëûõ êâàäðàòîâ (êëåòîê) íàõîäÿòñÿ â óçëàõ öåëî÷èñ-
ëåííîé ðåø¼òêè, ñì. ðèñ. 10. Ðàññìîòðèì ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ïëîñêîñòè ïî Ðèñ.10
ïîäðåø¼òêå, ïîðîæä¼ííîé ïàðîé öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðîâ (s, t) è (−t, s), ãäå
÷èñëà s, t óêàçàíû âûøå. Ïîñêîëüêó ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè íà áåëûå è ÷¼ðíûå
êâàäðàòû èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ïëîñêîñòè íà öåëî÷èñëåííûå âåê-
òîðà, ïîëó÷åííîå ôàêòîðïðîñòðàíñòâî èìååò ñòðóêòóðó îðèåíòèðîâàííîãî àòî-
ìà. Ýòîò îðèåíòèðîâàííûé àòîì � òîðè÷åñêèé è ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé,
òàê êàê ãðóïïà ñäâèãîâ íà âåêòîðà óêàçàííîé ïîäðåø¼òêè ÿâëÿåòñÿ íîðìàëü-
íîé ïîäãðóïïîé â ãðóïïå ñèììåòðèé óêàçàííîãî ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè íà áåëûå
è ÷¼ðíûå êâàäðàòû (ò.å. â ãðóïïå, ïîðîæä¼ííîé ñäâèãàìè íà öåëî÷èñëåííûå
âåêòîðà è ïîâîðîòîì íà óãîë π/2 âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò), ñì. ïóíêò 3 Ñëåä-
ñòâèÿ 3.4. Èòàê, îïèñàííûé îðèåíòèðîâàííûé àòîì íàçîâ¼ì òîðè÷åñêèì ìàê-
ñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûì îðèåíòèðîâàííûì àòîìîì êâàäðàòíîãî òèïà (s, t),
è îáîçíà÷èì åãî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ÷åðåç T¤

(s,t). Ëþáîé àòîì ýòîãî êëàññà
èìååò ñëîæíîñòü n = 2(s2 + t2), ðîâíî S = s2 + t2 áåëûõ è S′ = s2 + t2 ÷¼ðíûõ
äâóìåðíûõ êëåòîê. Ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé àòîì, îòâå-
÷àþùèé öåëî÷èñëåííîìó âåêòîðó (t, s) (âìåñòî (s, t)) ïîëó÷àåòñÿ èç îïèñàííîãî
âûøå îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà çàìåíîé îðèåíòàöèè. Îòâå÷àþùàÿ àòîìó T¤

(2,1)

êàðòà íà òîðå èìååòñÿ â ðàáîòå Õåôôòåðà [H1891, ñ.491], îíà ñîñòîèò èç 5 êâàä-
ðàòîâ.

Îïèøåì ñåðèþ T4(s,t) êëàññîâ èçîìîðôíîñòè òîðè÷åñêèõ îðèåíòèðîâàííûõ
àòîìîâ òðåóãîëüíîãî òèïà. Ýòà ñåðèÿ ïàðàìåòðèçîâàíà ïàðîé öåëûõ ÷èñåë s, t,
òàêèõ ÷òî s > 0, t ≥ 0. Ïðè ýòîì 2(s2 + st + t2) = S, ãäå S � êîëè÷åñòâî
áåëûõ êëåòîê àòîìà. Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíîå çàìîùåíèå îðèåíòèðîâàííîé åâ-
êëèäîâîé ïëîñêîñòè ðàâíîñòîðîííèìè òðåóãîëüíèêàìè ñî ñòîðîíîé 1. Âåðøè-
íû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ îáðàçóþò ðåø¼òêó, â êîòîðîé âûáåðåì ñëåäóþùèé áà-
çèñ e1, e2. Âåêòîðû ýòîãî áàçèñà åäèíè÷íûå, óãîë ìåæäó íèìè ðàâåí π/3, è
îïðåäåëÿåìàÿ ýòèì áàçèñîì îðèåíòàöèÿ ïëîñêîñòè ïîëîæèòåëüíà. Îïðåäåëèì
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òåïåðü �øàõìàòíîå� ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè íà áåëûå òðåóãîëüíèêè è ÷¼ðíûå øå-
ñòèóãîëüíèêè, ñì. ðèñ. 11, ïîëó÷àþùååñÿ èç óêàçàííîãî ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè Ðèñ.11
íà òðåóãîëüíèêè îïåðàöèåé �óñå÷åíèå�, ñì. ðèñ. 1. Ýòà îïåðàöèÿ àíàëîãè÷-
íà ïîñòðîåíèþ àòîìîâ P1, . . . , P5 ïî ïëàòîíîâûì òåëàì. Îòìåòèì, ÷òî óçëû
èñõîäíîé òðåóãîëüíîé ðåø¼òêè ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè ÷¼ðíûõ øåñòèóãîëüíèêîâ
(êëåòîê). Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîäðåø¼òêó, ïîðîæä¼ííóþ âåêòîðàìè se1 + te2 Ðèñ.12
è −te1 + (s + t)e2, ñì. ðèñ. 12, ãäå ÷èñëà s, t óêàçàíû âûøå. Ïîñêîëüêó ðàç-
áèåíèå ïëîñêîñòè íà áåëûå òðåóãîëüíèêè è ÷¼ðíûå øåñòèóãîëüíèêè èíâàðè-
àíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ïëîñêîñòè íà öåëî÷èñëåííûå âåêòîðà, ïîëó÷åííîå
ôàêòîðïðîñòðàíñòâî èìååò ñòðóêòóðó îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà. Ýòîò îðèåíòè-
ðîâàííûé àòîì � òîðè÷åñêèé è ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé, òàê êàê ãðóïïà
ñäâèãîâ íà âåêòîðà óêàçàííîé ïîäðåø¼òêè ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â
ãðóïïå ñèììåòðèé óêàçàííîãî ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè íà áåëûå òðåóãîëüíèêè è
÷¼ðíûå øåñòèóãîëüíèêè (ò.å. â ãðóïïå, ïîðîæä¼ííîé ñäâèãàìè íà öåëî÷èñëåí-
íûå âåêòîðà è ïîâîðîòîì íà óãîë π/3 âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò), ñì. ïóíêò 3
Ñëåäñòâèÿ 3.4. Èòàê, îïèñàííûé îðèåíòèðîâàííûé àòîì íàçîâ¼ì òîðè÷åñêèì
ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûì îðèåíòèðîâàííûì àòîìîì òðåóãîëüíîãî òèïà
(s, t), è îáîçíà÷èì åãî êëàññ èçîìîðôíîñòè ÷åðåç T4(s,t). Ëþáîé àòîì ýòîãî êëàñ-
ñà èìååò ñëîæíîñòü n = 3(s2 + st + t2), ðîâíî S = 2(s2 + st + t2) áåëûõ è
S′ = s2 + st + t2 ÷¼ðíûõ äâóìåðíûõ êëåòîê. Ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðè-
åíòèðîâàííûé àòîì, îòâå÷àþùèé öåëî÷èñëåííîìó âåêòîðó (t, s) (âìåñòî (s, t))
ïîëó÷àåòñÿ èç îïèñàííîãî âûøå îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà çàìåíîé îðèåíòàöèè.

Îïèøåì òåïåðü ñåðèþ TN
(s,t) êëàññîâ èçîìîðôíîñòè òîðè÷åñêèõ îðèåíòèðî-

âàííûõ àòîìîâ øåñòèóãîëüíîãî òèïà. Ýòà ñåðèÿ ïàðàìåòðèçîâàíà ïàðîé öåëûõ
÷èñåë s, t, òàêèõ ÷òî s > 0, t ≥ 0. Ïðè ýòîì s2 + st + t2 = S, ãäå S � êîëè-
÷åñòâî áåëûõ êëåòîê àòîìà. Îðèåíòèðîâàííûå àòîìû êëàññà TN

(s,t) ïîëó÷àþòñÿ
èç îïèñàííûõ âûøå îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ êëàññà T4(s,t) çàìåíîé ðàñêðàñêè
äâóìåðíûõ êëåòîê � áåëûõ òðåóãîëüíèêîâ íà ÷¼ðíûå, à ÷¼ðíûõ øåñòèóãîëü-
íèêîâ íà áåëûå. Ëþáîé àòîì ýòîãî êëàññà èìååò ñëîæíîñòü n = 3(s2 + st + t2),
ðîâíî S = s2 + st + t2 áåëûõ è S′ = 2(s2 + st + t2) ÷¼ðíûõ äâóìåðíûõ êëåòîê.
Êàê è âûøå, îðèåíòèðîâàííûå àòîìû øåñòèóãîëüíîãî òèïà (t, s) ïîëó÷àþòñÿ
èç îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ øåñòèóãîëüíîãî òèïà (s, t) çàìåíîé îðèåíòàöèè. Â
ðàáîòå Õèâóäà [H1890] èìååòñÿ êàðòà, ñîñòîÿùàÿ èç 7 øåñòèóãîëüíèêîâ è îòâå-
÷àþùàÿ àòîìó TN

(2,1), è äîêàçàíî, ÷òî ýòó êàðòó íåâîçìîæíî ðàñêðàñèòü ìåíåå
÷åì ñåìüþ êðàñêàìè.

Êëàññû èçîìîðôíîñòè îïèñàííûõ âûøå òîðè÷åñêèõ îðèåíòèðîâàííûõ àòî-
ìîâ îáðàçóþò ïîëíûé ñïèñîê êëàññîâ èçîìîðôíîñòè òîðè÷åñêèõ ìàêñèìàëüíî
ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ, ïîëó÷åííûé Ã.Ñ.Ì. Êîêñåòåðîì [K48],
[K50] â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìóëèðîâêå â òåðìèíàõ êàðò è êîïðåäñòàâëåíèé
ãðóïï.

Òåîðåìà 1.14 (Êîêñåòåð [K48], ñ.25, [K50], ñ.421). Êëàññû èçîìîðôíîñòè òîðè-
÷åñêèõ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ èñ÷åðïûâàþò-
ñÿ òðåìÿ áåñêîíå÷íûìè ñåðèÿìè T¤

(s,t), T4(s,t), TN
(s,t), s > 0, t ≥ 0, îïèñàííûìè

âûøå (òîðè÷åñêèå îðèåíòèðîâàííûå àòîìû êâàäðàòíîãî, òðåóãîëüíîãî è øå-
ñòèóãîëüíîãî òèïîâ, ñîîòâåòñòâåííî). Ïðè ýòîì êëàññû èç ðàçëè÷íûõ ñåðèé
ðàçëè÷íû, à ðàçíûì ïàðàì (s, t) êàæäîé ñåðèè îòâå÷àþò ðàçëè÷íûå êëàññû
èçîìîðôíîñòè îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ.

Îáîçíà÷åíèå 1.15. Äëÿ ëþáîãî ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íîãî îðèåíòèðîâàí-
íîãî àòîìà X ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü n = n(X) � ñëîæíîñòü
àòîìà X, ò.å. êîëè÷åñòâî åãî âåðøèí, g = g(X) � åãî ðîä. Ïóñòü S = S(X)
� êîëè÷åñòâî áåëûõ äâóìåðíûõ êëåòîê àòîìà X, d = d(X) � ÷èñëî ñòîðîí
ëþáîé áåëîé êëåòêè, S′ = S′(X) � êîëè÷åñòâî ÷¼ðíûõ äâóìåðíûõ êëåòîê, à
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d′ = d′(X) � ÷èñëî ñòîðîí ëþáîé ÷¼ðíîé êëåòêè. Ïàðó ÷èñåë (d, d′) íàçîâ¼ì
êîìáèíàòîðíûì òèïîì àòîìà X (îí òàêæå íàçûâàåòñÿ òèïîì ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ïðàâèëüíîé êàðòû, à òàêæå òèïîì Øëåôëè ñîîòâåòñòâóþùåãî àáñòðàêò-
íîãî ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà, ïðèíÿòîå îáîçíà÷åíèå {d, d′}).

Âûøå ïðèâåäåíû òåîðåìû Ã.Ñ.Ì. Êîêñåòåðà 1.13 è 1.14 êëàññèôèêàöèè ìàê-
ñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ ðîäà g = 0 è 1 (ñôåðè÷å-
ñêèõ è òîðè÷åñêèõ). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ïîïàð-
íî íå èçîìîðôíûõ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ. Îä-
íàêî ïðè ëþáîì g ≥ 2 èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ èçîìîðôíîñòè
ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ ðîäà g (Òåîðåìà 1.16).
Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî, ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (27) è S + S′ − n = 2 − 2g,
äëÿ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ ðîäà g ≥ 2 ÷åòâ¼ðêà
(S, S′, d, d′) ìîæåò ïðèíèìàòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé (çàâèñÿùåå îò g).
Ýòîò æå ôàêò ñëåäóåò è èç íåðàâåíñòâà Ãóðâèöà íà ïîðÿäîê ãðóïïû ñèììåòðèé
ïðàâèëüíûõ êàðò ðîäà g, ñì. [S2006].
Òåîðåìà 1.16. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà g ≥ 2 èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå
÷èñëî êëàññîâ èçîìîðôíîñòè ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ
àòîìîâ ðîäà g.

Ïåðå÷èñëèì êëàññû èçîìîðôíîñòè ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðî-
âàííûõ àòîìîâ ðîäà 2. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó Â. Òðåëüôàëëÿ [T32], òàêèõ êëàññîâ
ðîâíî 10 è, â îáîçíà÷åíèÿõ Óòâåðæäåíèé 8.1, 8.2, 8.4, 8.6, îíè èìåþò ñëåäóþùèé
âèä:

1. A4 (S = S′ = 1, d = d′ = 8), ñì. Ââåäåíèå è Óòâåðæäåíèå 8.1;

2. A5 (S = 1, S′ = 2, d = 10, d′ = 5) è äâîéñòâåííûé åìó êëàññ B5 = K5,1
2

(S = 2, S′ = 1, d = 5, d′ = 10), ñì. Ââåäåíèå è Óòâåðæäåíèÿ 8.1, 8.2;

3. B6 = K6,1
2 (S = S′ = 2, d = d′ = 6), ñì. Ââåäåíèå è Óòâåðæäåíèÿ 8.1, 8.2;

4. O8,3,2
2 = K8,3

2 (S = 2, S′ = 4, d = 8, d′ = 4) è äâîéñòâåííûé åìó êëàññ
O8,1,1

4 (S = 4, S′ = 2, d = 4, S′ = 8), ñì. Óòâåðæäåíèÿ 8.2 è 8.4;

5. O12,2,0
4 (S = 4, S′ = 6, d = 6, d′ = 4) è äâîéñòâåííûé åìó êëàññ O12,1,0

6

(S = 6, S′ = 4, d = 4, d′ = 6), ñì. Óòâåðæäåíèÿ 8.4 è 8.6;

6. P 24,0
2 (S = 6, S′ = 16, d = 8, d′ = 3) è äâîéñòâåííûé åìó êëàññ (P 24,0

2 )∗

(S = 16, S′ = 6, d = 3, d′ = 8), ñì. Óòâåðæäåíèå 8.6.
Âûøå â êàæäîì èç ïóíêòîâ 2,4,5,6 ïðèâåäåíà ïàðà äâîéñòâåííûõ äðóã äðóãó
êëàññîâ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ, ñì. Îïðåäåëåíèå 1.4.Á. Êàæäûé èç êëàññîâ
îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ â ïóíêòàõ 1,3 äâîéñòâåí ñàìîìó ñåáå.
Òåîðåìà 1.17 (Òðåëüôàëëü [T32], ñ.44). Êëàññû èçîìîðôíîñòè ìàêñèìàëüíî
ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ ðîäà 2 èñ÷åðïûâàþòñÿ îïèñàííûìè
âûøå äåñÿòüþ ñëó÷àÿìè. Ýòè äåñÿòü êëàññîâ èçîìîðôíîñòè èìåþò ïîïàð-
íî ðàçëè÷íûå êîìáèíàòîðíûå òèïû (d, d′). Â ÷àñòíîñòè, ýòè äåñÿòü êëàññîâ
ïîïàðíî ðàçëè÷íû è îòðàæàåìû (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.4.Á).

Îïèøåì åù¼ îäíó áåñêîíå÷íóþ ñåðèþ Kn,f
S îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ, n =

S(S−1)
2 . Ðàññìîòðèì ïðèìèòèâíûå (ñì. Îïðåäåëåíèå 5.1) ìàêñèìàëüíî ñèììåò-

ðè÷íûå îðèåíòèðîâàííûå àòîìû, èìåþùèå ðîâíî S ≥ 2 áåëûõ êëåòîê, ÿâëÿþ-
ùèõñÿ (S − 1)-óãîëüíèêàìè (à ïîòîìó áåëûå êëåòêè ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíî ñìåæ-
íûìè). Ãðàô ñìåæíîñòè áåëûõ êëåòîê (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.4.Â) òàêîãî àòîìà
èìååò S âåðøèí è íå èìååò ïåòåëü è êðàòíûõ ð¼áåð, à êàæäàÿ åãî âåðøèíà
èìååò ñòåïåíü S − 1. Òàêîé ãðàô åäèíñòâåí � ýòî ïîëíûé ãðàô KS .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå áûëî äîêàçàíî â [JJ] â êîíòåêñòå ïðàâèëüíûõ êàðò.
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Òåîðåìà 1.18. Ïóñòü S ∈ N, S ≥ 2.
(À) ×èñëî ðàçëè÷íûõ ïðèìèòèâíûõ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ îðèåí-

òèðîâàííûõ àòîìîâ, ó êîòîðûõ ãðàô ñìåæíîñòè áåëûõ êëåòîê åñòü ïîë-
íûé ãðàô KS, ðàâíî ϕ(pl−1)

l , åñëè S = pl, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, l ∈ N è
ϕ � ôóíêöèÿ Ýéëåðà, è ðàâíî 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Áîëåå òî÷íî, ñóùåñòâó-
åò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûìè
îðèåíòèðîâàííûìè àòîìàìè ñ ãðàôîì ñìåæíîñòè KS , S = pl, è íåïðèâîäè-
ìûìè ìíîãî÷ëåíàìè íàä Zp ñòåïåíè l, êîðíè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùè-
ìè ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû êîíå÷íîãî ïîëÿ èç S ýëåìåíòîâ.

(Á) Ïðè ýòîì, åñëè S > 3 è S 6≡ 3 (mod 4), òî êàæäûé òàêîé àòîì èìååò
S áåëûõ è S ÷¼ðíûõ êëåòîê, êîìáèíàòîðíûé òèï (S − 1, S − 1), ñì. îáîçíà- changed
÷åíèå 1.15, à ðîä àòîìà ðàâåí S(S−5)

4 + 1. Åñëè æå S > 3 è S ≡ 3 (mod 4),
òî êàæäûé òàêîé àòîì èìååò S áåëûõ è 2S ÷¼ðíûõ êëåòîê, êîìáèíàòîðíûé changed
òèï (S−1, S−1

2 ), à ðîä àòîìà ðàâåí S(S−7)
4 +1. Ñëîæíîñòü àòîìà ðàâíà S(S−1)

2 .
(Â) Ïóñòü f(t) = tl + cl−1t

l−1 + · · · + c0 � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí íàä
Zp, êîðåíü êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùåé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ
èç S = pl ýëåìåíòîâ, n = S(S−1)

2 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Kn,f
S ïðèìèòèâíûé ìàê-

ñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé àòîì ñ ãðàôîì ñìåæíîñòè KS,
îòâå÷àþùèé ìíîãî÷ëåíó f , ñì. (À). Îáîçíà÷èì f̄(t) = tl+ c1

c0
tl−1+· · ·+ cl−1

c0
t+ 1

c0

è f∗(t) = tl − c1
c0

tl−1 + · · ·+ (−1)l−1 cl−1
c0

t + (−1)l 1
c0
. Òîãäà

1. îðèåíòèðîâàííûé àòîì Kn,f̄
S ïîëó÷àåòñÿ èç îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà

Kn,f
S çàìåíîé îðèåíòàöèè;

2. åñëè S > 3 è S 6≡ 3 (mod 4), òî îðèåíòèðîâàííûé àòîì Kn,f
S äâîéñòâåí

îðèåíòèðîâàííîìó àòîìó Kn,f∗

S (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.4.Á).
Äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé S ∈ {pl | p ïðîñòîå, l ∈ N} èìååì ñëåäóþùèå çíà-

÷åíèÿ äëÿ êîëè÷åñòâà NK(S) (à òàêæå äëÿ ðîäà gK(S) è ñëîæíîñòè nK(S))
ïðèìèòèâíûõ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ ñ ãðàôîì
ñìåæíîñòè KS :

S 2 3 4 5 7 8 9 11 13 16 17 19 23 25 27
NK 1 1 1 2 2 2 2 4 4 2 8 6 10 4 4
gK 0 0 0 1 1 7 10 12 27 45 52 58 93 126 109
nK 1 3 6 10 21 28 36 55 78 120 136 171 253 300 351

Â �7 äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ìû ïðèâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.18, à
òàêæå îòáåð¼ì èç ñåðèè Kn,f

S âñå íåïðèâîäèìûå îðèåíòèðîâàííûå àòîìû.
Â èòîãå, ñðåäè îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ îïèñàííûõ âûøå ñåðèé íåïðèâîäè-

ìû ëèøü ñëåäóþùèå: P1, . . . , P6, A2l ïðè l ≥ 0, è K
2l−1(2l−1),f

2l ïðè l ≥ 1, ãäå
f ∈ Z2[t] êàê â Òåîðåìå 1.18. Ýòîò ñïèñîê âêëþ÷àåò àòîìû D1 = A1, T¤

(1,0) = A2,
B1 = C1 = A∗1 = K1,t+1

2 è èñ÷åðïûâàåò âñå íåïðèâîäèìûå ìàêñèìàëüíî ñèììåò-
ðè÷íûå îðèåíòèðîâàííûå àòîìû ñëîæíîñòè n ≤ 30. Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå
àòîìû X äîïóñêàþò íàêðûòèÿ X → Y1 è X → Y2 íàä ðàçëè÷íûìè (íå èçî-
ìîðôíûìè äðóã äðóãó) íåïðèâîäèìûìè àòîìàìè Y1, Y2. Íàïðèìåð, îðèåíòèðî-
âàííûé àòîì B4 = T¤

(1,1) äîïóñêàåò êàê îòîáðàæåíèå ïðèìèòèâèçàöèè B4 → B1,
òàê è íåðàçâåòâë¼ííîå íàêðûòèå B4 → A2 = T¤

(1,0).

2 Íàêðûòèÿ è ñèììåòðèè àòîìîâ
Âñþäó äàëåå â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî îðèåíòèðîâàííûå ñåäëîâûå àòî-
ìû. Â äàííîì ïàðàãðàôå îðèåíòèðîâàííûé àòîì ïîíèìàåòñÿ êàê îñíàù¼ííàÿ
ïàðà (P̄ ,K)#, ñì. Çàìå÷àíèå 1.8.
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Îïðåäåëåíèå 2.1. (À) Åñëè àòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïîâåðõíîñòü (P, K)#

ñ êðàåì (ñ êëåòî÷íûì ðàçáèåíèåì è ñ øàõìàòíîé ðàñêðàñêîé äâóìåðíûõ êëå-
òîê), ñì. Îïðåäåëåíèå 1.3, òî íàêðûòèåì (îðèåíòèðîâàííîãî) àòîìà (P2,K2)#

(îðèåíòèðîâàííûì) àòîìîì (P1, K1)# áóäåì íàçûâàòü îáû÷íîå (ñîõðàíÿþùåå
îðèåíòàöèþ) íàêðûòèå ïîâåðõíîñòåé P1 → P2, ïåðåâîäÿùåå ãðàô K1 â ãðàô K2

è ñîõðàíÿþùåå öâåòà êîëåö.
(Á) Âñþäó äàëåå â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîä (îðèåíòèðîâàííûì) àòîìîì áó-

äåì ïîíèìàòü îïèñàííîå âûøå êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå (P̄ , K)# çàìêíóòîé (îðè-
åíòèðîâàííîé) ïîâåðõíîñòè ñ øàõìàòíîé ðàñêðàñêîé äâóìåðíûõ êëåòîê, ñì.
Îïðåäåëåíèå 1.4.À. Â ýòîì ñëó÷àå ïîä íàêðûòèåì (îðèåíòèðîâàííûõ) àòîìîâ
ïîíèìàåòñÿ (ñîõðàíÿþùåå îðèåíòàöèþ) ðàçâåòâë¼ííîå íàêðûòèå çàìêíóòûõ
ïîâåðõíîñòåé P̄1 → P̄2, ïåðåâîäÿùåå ãðàô K1 â ãðàô K2 è ñîõðàíÿþùåå öâåòà
äâóìåðíûõ êëåòîê, ñ âåòâëåíèÿìè â �öåíòðàõ� äâóìåðíûõ êëåòîê (ñì. Îïðåäå-
ëåíèå 2.2 íèæå).

Ïóñòü X, Y � îðèåíòèðîâàííûå (ñåäëîâûå) àòîìû, ñì. Îïðåäåëåíèå 1.4.À,
ò.å. äâóìåðíûå îðèåíòèðîâàííûå ñâÿçíûå çàìêíóòûå ïîâåðõíîñòè ñ çàäàííû-
ìè íà íèõ ðàçáèåíèÿìè íà êëåòêè ñ ïîëîæèòåëüíûì êîëè÷åñòâîì îäíîìåðíûõ
êëåòîê (ð¼áåð), ïðè÷¼ì äâóìåðíûå êëåòêè äâóõ òèïîâ (�áåëûå� è �÷¼ðíûå�) è
êëåòêè îäíîãî òèïà íå èìåþò îáùèõ ð¼áåð, à êàæäàÿ âåðøèíà ðàçáèåíèÿ èìååò
ñòåïåíü 4 è ê íåé ïðèìûêàþò 1 èëè 2 áåëûå è 1 èëè 2 ÷¼ðíûå êëåòêè. Êàê
ñëåäóåò îïðåäåëèòü ìîðôèçì F : X → Y , ÷òîáû àòîìû îáðàçîâàëè êàòåãîðèþ?
Åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ìîðôèçì F ÿâëÿëñÿ êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè
F = [f ] îòîáðàæåíèÿ f , óäîâëåòâîðÿþùåãî ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

� f : X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå;

� f ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íûì è ñîõðàíÿåò òèïû (ò.å. öâåòà) äâóìåðíûõ êëåòîê;

� îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ ðàçâåòâë¼ííûì íàêðûòèåì, ñîõðàíÿþùèì îðè-
åíòàöèþ,

ãäå äâà òàêèõ îòîáðàæåíèÿ íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ãîìîòîïíû
â êëàññå êëåòî÷íûõ ðàçâåòâë¼ííûõ íàêðûòèé.

Ãîìîòîïèðóÿ f â êëàññå êëåòî÷íûõ ðàçâåòâë¼ííûõ íàêðûòèé, ìû ìîæåì
äîáèòüñÿ, ÷òîáû òî÷êàìè âåòâëåíèÿ ïîëó÷åííîãî ðàçâåòâë¼ííîãî íàêðûòèÿ f0

áûëè öåíòðû äâóìåðíûõ êëåòîê, ïðè÷¼ì íà êàæäîì (îðèåíòèðîâàííîì) ðåáðå
ââåäåí ïàðàìåòð íà îòðåçêå [0; 1], è ëþáàÿ äâóìåðíàÿ êëåòêà ïîëó÷àåòñÿ ïðè-
êëåèâàíèåì çàìêíóòîãî åäèíè÷íîãî êðóãà ïî ãðàíèöå ê îäíîìåðíîìó îñòîâó
ñîãëàñíî çàìêíóòîìó ïóòè, èäóùåìó ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ïî ðåáðàì ýòîãî
ïóòè, è ïðè f0 ðàäèóñû äâóìåðíûõ êëåòîê ïåðåõîäÿò â ðàäèóñû ñ ñîõðàíåíèåì
ðàññòîÿíèé. Ðàçâåòâë¼ííîå íàêðûòèå f0 ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè îïðåäåëåíî
îäíîçíà÷íî, åãî ìû áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëüíûì. Òàêèì îáðàçîì, F = [f ] = [f0]
è ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ìîðôèçìîì îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ íàçûâàåòñÿ ñîõðà-
íÿþùåå îðèåíòàöèþ êëåòî÷íîå ðàçâåòâë¼ííîå íàêðûòèå f : X → Y , òî÷êè âåòâ-
ëåíèÿ êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ â öåíòðàõ äâóìåðíûõ êëåòîê êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ,
ðàññìàòðèâàåìîå ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè â êëàññå òàêèõ ðàçâåòâë¼ííûõ íà-
êðûòèé.

Çàìå÷àíèå 2.3. Ïîñêîëüêó êàæäûé ìîðôèçì èìååò åäèíñòâåííîãî ïðàâèëü-
íîãî ïðåäñòàâèòåëÿ, â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ìîðôèçìû îðèåí-
òèðîâàííûõ àòîìîâ ñ ïðàâèëüíûìè ðàçâåòâë¼ííûìè íàêðûòèÿìè.

Óòâåðæäåíèå 2.4. Ïóñòü Y � îðèåíòèðîâàííûé àòîì, X � ñâÿçíîå òî-
ïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, è f : X → Y � êîíå÷íîëèñòíîå ðàçâåòâë¼ííîå
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íàêðûòèå, òî÷êè âåòâëåíèÿ êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ â öåíòðàõ äâóìåðíûõ êëå-
òîê àòîìà Y . Òîãäà íà X ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñòðóêòóðà àòîìà, äëÿ
êîòîðîé f : X → Y � ìîðôèçì.

Óòâåðæäåíèå 2.5 (Åäèíñòâåííîñòü ìîðôèçìà). Ïóñòü X, Y � îðèåíòèðî-
âàííûå àòîìû è f, g : X → Y � ìîðôèçìû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò
îäíîìåðíàÿ êëåòêà e ⊂ X, òàêàÿ ÷òî f(e) = g(e). Òîãäà f = g.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ñâÿçíîñòè àòîìà X è �æ¼ñòêîñòè� êëåòî÷íûõ
îòîáðàæåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ïóñòü X � îðèåíòèðîâàííûé àòîì. Ìîðôèçì f : X → X
íàçîâåì ñèììåòðèåé îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà X. Ãðóïïó ñèììåòðèé îáîçíà-
÷èì Aut(X). Îðèåíòèðîâàííûé àòîì X íàçîâåì ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûì,
åñëè

� äëÿ ëþáîé åãî íóëüìåðíîé êëåòêè íàéäåòñÿ ñèììåòðèÿ àòîìà, äåéñòâóþ-
ùàÿ êàê ïîâîðîò íà π âîêðóã ýòîé êëåòêè;

� äëÿ ëþáîé äâóìåðíîé êëåòêè e ñóùåñòâóåò ñèììåòðèÿ àòîìà, ñîõðàíÿþ-
ùàÿ ýòó êëåòêó è äåéñòâóþùàÿ êàê ýëåìåíòàðíûé ïîâîðîò êëåòêè e.

Çàìå÷àíèå 2.7. Îðèåíòèðîâàííûé àòîì X ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷-
íûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðóïïà åãî ñèììåòðèé òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò
íà ìíîæåñòâå ðåáåð àòîìà X.

Óòâåðæäåíèå 2.8. Ïóñòü X � îðèåíòèðîâàííûé àòîì, e ⊂ X � åãî äâóìåð-
íàÿ áåëàÿ êëåòêà, A ∈ ē � âåðøèíà êëåòêè. Åñëè ñóùåñòâóþò ñèììåòðèè
ae, bA : X → X, òàêèå ÷òî a = ae äåéñòâóåò êàê (ýëåìåíòàðíûé) ïîâîðîò íà
êëåòêå e, b = bA äåéñòâóåò êàê öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ (ò.å. �ïîëóîáîðîò�)
ñ öåíòðîì â A, òî X � ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé àòîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî E2 äâóìåðíûõ áåëûõ êëåòîê àòîìà
X, òàêèõ ÷òî èìååòñÿ ñèììåòðèÿ àòîìà, äåéñòâóþùàÿ êàê ýëåìåíòàðíûé ïî-
âîðîò íà ýòîé êëåòêå. Ðàññìîòðè ìíîæåñòâî E0 íóëüìåðíûõ êëåòîê (âåðøèí)
àòîìà X, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ åñòü ñèììåòðèÿ àòîìà, äåéñòâóþùàÿ êàê
öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ ñ öåíòðîì â ýòîé âåðøèíå. Òîãäà e ∈ E2 è A ∈ E0.
Ìíîæåñòâà E0, E2 èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî Aut(X). Â ÷àñòíîñòè, âûïîëíå-
íû äâà ñâîéñòâà:

1. åñëè A1 ∈ ē1 è A1 ∈ E0, e1 ∈ E2, òî âñå âåðøèíû Ai ∈ ē1 ïðèíàäëåæàò
E0;

2. åñëè A1 ∈ ē1 è A1 ∈ E0, e1 ∈ E2, òî áåëàÿ êëåòêà e2, ïîëó÷åííàÿ èç e1

öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé ñ öåíòðîì â òî÷êå A1, ïðèíàäëåæèò E2.

Èç ýòèõ ñâîéñòâ è ñâÿçíîñòè àòîìà ñëåäóåò, ÷òî E0 ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì
âñåõ âåðøèí àòîìà, à E2 ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì âñåõ áåëûõ êëåòîê àòîìà X.
Òàê ýëåìåíòàðíûé ïîâîðîò âîêðóã ëþáîé ÷¼ðíîé êëåòêè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå êîìïîçèöèè ae ◦bA äëÿ íåêîòîðîé áåëîé äâóìåðíîé êëåòêè e è å¼ âåðøèíû
A ∈ ē, òî àòîì X áóäåò ñèììåòðè÷íûì ïî îïðåäåëåíèþ.

3 Ðåãóëÿðíûå ðàçâåòâë¼ííûå íàêðûòèÿ àòîìîâ
Â äàííîì ïàðàãðàôå îðèåíòèðîâàííûé àòîì òîæå ïîíèìàåòñÿ êàê îñíàù¼ííàÿ
ïàðà (P̄ ,K)#, ñì. Çàìå÷àíèå 1.8.
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Îïðåäåëåíèå 3.1. (À) Ïóñòü f : X → Y � íàêðûòèå ëèíåéíî ñâÿçíûõ òîïî-
ëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, x0 ∈ X è y0 = f(x0). Ãîâîðÿò, ÷òî íàêðûòèå f îò-
âå÷àåò ïîäãðóïïå π = f#(π1(X, x0)) ⊂ π1(Y, y0). Ïóñòü Aut(f−1(y0)) � ãðóïïà
áèåêöèé ìíîæåñòâà f−1(y0). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω(Y, y0) ïðîñòðàíñòâî çàìêíóòûõ
êðèâûõ (ò.å. ïåòåëü) â Y ñ êîíöàìè â òî÷êå y0. Ãîìîìîðôèçìîì ìîíîäðîìèè íà-
êðûòèÿ f íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçì ρ : π1(Y, y0) → Aut(f−1(y0)), ïåðåâîäÿùèé
ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ [γ] ∈ π1(Y, y0) ëþáîé ïåòëè γ ∈ Ω(Y, y0) â áèåêöèþ ìíî-
æåñòâà f−1(y0), ñîïîñòàâëÿþùóþ ëþáîé òî÷êå x ∈ f−1(y0) êîíåö êðèâîé γ̃ íà
X, âûõîäÿùåé èç òî÷êè x è ÿâëÿþùåéñÿ ïîäíÿòèåì êðèâîé γ ïðè íàêðûòèè f .
Îáðàç H ⊂ Aut(f−1(y0)) ýòîãî ãîìîìîðôèçìà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ìîíîäðîìèè
íàêðûòèÿ f , îáðàç ýëåìåíòà [γ] � ìîíîäðîìèåé ïðè îáõîäå âäîëü ïåòëè γ, à
èíäóöèðîâàííûé ýïèìîðôèçì ρ : π1(Y, y0) → H � ýïèìîðôèçìîì ìîíîäðîìèè.
Íàêðûòèå íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè ïîäãðóïïà π íîðìàëüíà. Èçîìîðôèç-
ìîì íàêðûòèé f1 : X1 → Y è f2 : X2 → Y íàçûâàåòñÿ òàêîé ãîìåîìîðôèçì
a : X1 → X2, ÷òî f1 = f2 ◦ h. Àâòîìîðôèçìîì íàêðûòèÿ f íàçûâàåòñÿ åãî èçî-
ìîðôèçì ñ ñàìèì ñîáîé. Äëÿ ðåãóëÿðíîãî íàêðûòèÿ f âûïîëíåíî π = ker ρ, è
ìîíîäðîìèÿ ïðè îáõîäå âäîëü ëþáîé ïåòëè (îäíîçíà÷íî) ïðîäîëæàåòñÿ äî àâ-
òîìîðôèçìà íàêðûòèÿ, à ïîòîìó ãðóïïà ìîíîäðîìèè äîïóñêàåò åñòåñòâåííûå
èçîìîðôèçìû H ' Aut(f) ' π1(Y, y0)/π, ãäå Aut(f) � ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ
íàêðûòèÿ f , íàçûâàåìàÿ â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïîé ðåãóëÿðíîãî íàêðûòèÿ f .

(Á) Ïóñòü f : X → Y � ðàçâåòâë¼ííîå íàêðûòèå ëèíåéíî ñâÿçíîãî òîïîëîãè-
÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íàä ïîâåðõíîñòüþ Y , è ïóñòü B ⊂ Y � ìíîæåñòâî òî÷åê
âåòâëåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî B äèñêðåòíî. Ðàçâåòâë¼ííîå íàêðûòèå f íàçû-
âàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå íàêðûòèå f |X\f−1(B) : X \ f−1(B) →
Y \ B ðåãóëÿðíî. Ãðóïïà ìîíîäðîìèè è ýïèìîðôèçì ìîíîäðîìèè ðàçâåòâë¼í-
íîãî íàêðûòèÿ f (ñîîòâ. ìîíîäðîìèÿ ïðè îáõîäå âäîëü ïåòëè, èçîìîðôèçì,
àâòîìîðôèçì è èçîìîðôèçì ðàçâåòâë¼ííûõ íàêðûòèé, à òàêæå ãðóïïà ðåãó-
ëÿðíîãî ðàçâåòâë¼ííîãî íàêðûòèÿ) îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ïîíÿ-
òèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî íàêðûòèÿ f |X\f−1(B).
Çàìå÷àíèå 3.2. Èç òåîðèè íàêðûòèé èçâåñòíî, ÷òî äâà íàêðûòèÿ f1 : X1 → Y
è f2 : X2 → Y èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà îòâå÷àþùèå èì ïîäãðóïïû
π1, π2 ⊂ π1(Y, y0) ñîïðÿæåíû. Ïîýòîìó äëÿ ðåãóëÿðíûõ íàêðûòèé f1 : X1 → Y
è f2 : X2 → Y ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

� íàêðûòèÿ f1 è f2 èçîìîðôíû;

� íàêðûòèÿ f1 è f2 îòâå÷àþò îäíîé è òîé æå ïîäãðóïïå π1 = π2 ⊂ π1(Y, y0);

� ñîîòâåòñòâóþùèå ýïèìîðôèçìû ìîíîäðîìèè ρi : π1(Y, y0) → Hi, i = 1, 2,
èçîìîðôíû, ò.å. ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì λ : H1 → H2, òàêîé ÷òî λρ1 = ρ2.

Ïóñòü X � îðèåíòèðîâàííûé àòîì è G = Aut(X) � ãðóïïà åãî ñèììåò-
ðèé. Ïîä ñèììåòðèÿìè îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà çäåñü ìû ïîíèìàåì ïðàâèëü-
íûå ðàçâåòâë¼ííûå íàêðûòèÿ X → X (ñì. Çàìå÷àíèå 2.3), êîòîðûå, î÷åâèäíî,
ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôèçìàìè. Ïóñòü H ⊂ G � ïîäãðóïïà, ñâîáîäíî äåéñòâóþ-
ùàÿ íà âåðøèíàõ àòîìà X.
Óòâåðæäåíèå 3.3. Ïðè óêàçàííûõ âûøå óñëîâèÿõ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ:

1. ôàêòîðïðîñòðàíñòâî Y = X/H èìååò åäèíñòâåííóþ ñòðóêòóðó îðèåí-
òèðîâàííîãî àòîìà, äëÿ êîòîðîé ïðîåêöèÿ f : X → Y ÿâëÿåòñÿ ìîðôèç-
ìîì;

2. ïðîåêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðàçâåòâë¼ííûì íàêðûòèåì ñ âåòâëå-
íèÿìè â öåíòðàõ äâóìåðíûõ êëåòîê ðàçáèåíèÿ X, è å¼ ãðóïïà ìîíîäðî-
ìèè èçîìîðôíà H;
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3. HCG � íîðìàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî g ∈ G èìååò-
ñÿ ḡ ∈ Aut(Y ) ñî ñâîéñòâîì f ◦ g = ḡ ◦ f ; ïðè âûïîëíåíèè õîòÿ áû îäíîãî
èç ýòèõ óñëîâèé îòîáðàæåíèå λ : G → Aut(Y ), λ(g) = ḡ, g ∈ G, ÿâëÿåò-
ñÿ ãîìîìîðôèçìîì è kerλ = H, à ïîòîìó λ èíäóöèðóåò ìîíîìîðôèçì
G/H ↪→ Aut(Y );

4. åñëè X ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûì, òî HCG òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà Y ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûì;

5. åñëè X è Y ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûìè àòîìàìè, òî èìå-
åòñÿ èçîìîðôèçì G/H → Aut(Y ), ïåðåâîäÿùèé êëàññû ñìåæíîñòè
aH, bH ∈ G/H ñòàíäàðòíûõ îáðàçóþùèõ a = ae, b = bA ãðóïïû G â
ñòàíäàðòíûå îáðàçóþùèå ãðóïïû Aut(Y ), ñì. Óòâåðæäåíèå 2.8;

6. åñëè X � ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷åí, òî ëþáîé ìîðôèçì f ′ : X → Y ′

ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðàçâåòâë¼ííûì íàêðûòèåì, ïðè÷¼ì åãî ãðóïïîé
íàêðûòèÿ ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ïîäãðóïïà H ′ ⊂ G, ñâîáîäíî äåéñòâóþ-
ùàÿ íà âåðøèíàõ X;

7. åñëè Y � ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé àòîì, òî äëÿ
ëþáûõ äâóõ ìîðôèçìîâ f1, f2 : X → Y ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñèì-
ìåòðèÿ g ∈ Aut(Y ), òàêàÿ ÷òî f2 = g ◦ f1;

8. åñëè HCG � íîðìàëüíà, òî X ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷åí òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà Y ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷åí è Aut(Y ) ' G/H.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ãðóïïà ñèììåòðèé Aut(X) ñâîáîäíî äåéñòâóåò íà ìíîæå-
ñòâå ðåáåð àòîìà X ïî Óòâåðæäåíèþ 2.5, à ïîäãðóïïà H ñâîáîäíî äåéñòâóåò
íà ìíîæåñòâå âåðøèí àòîìà X, ïîýòîìó ïîäãðóïïà H ñâîáîäíî äåéñòâóåò íà
ïîäìíîæåñòâå X0, ãäå X0 ïîëó÷àåòñÿ èç X âûêàëûâàíèåì öåíòðîâ äâóìåðíûõ
êëåòîê. Òîãäà íà Y0 = X0/H èìååòñÿ ãðàô, ÿâëÿþùèéñÿ îáðàçîì îäíîìåðíîãî
îñòîâà àòîìà X ïðè ïðîåêöèè f |X0 : X0 → Y0, à äîïîëíåíèå ê ýòîìó ãðàôó
ðàñïàäàåòñÿ íà ïðîêîëîòûå äâóìåðíûå êëåòêè, íà êîòîðûõ èíäóöèðîâàíà ðàñ-
êðàñêà è îðèåíòàöèÿ. Ýòî è çàäà¼ò ñòðóêòóðó îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà íà Y .
Òî, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì, ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ ñòðóêòóðû àòîìà íà Y .

2) Èç òîãî, ÷òî ãðóïïà H ñâîáîäíî äåéñòâóåò íà X0, ñëåäóåò, ÷òî ïðîåêöèÿ
f |X0 : X0 → Y0 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì íàêðûòèåì è ÷òî H èçîìîðôíà ãðóïïå
ìîíîäðîìèè ýòîãî íàêðûòèÿ.

3) Ïîäãðóïïà H íîðìàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ ñèììåòðèÿ
g ∈ G = Aut(X) îïðåäåëÿåò êîððåêòíîå îòîáðàæåíèå ḡ : X/H → X/H ïî
ôîðìóëå ḡ(Hx) = Hg(x), x ∈ X. Îòîáðàæåíèå ḡ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèåé àòî-
ìà Y . Ïîýòîìó çàäàíî îòîáðàæåíèå λ : G → Aut(Y ), λ(g) = ḡ, g ∈ G. Îíî
ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, òàê êàê äëÿ ëþáûõ g1, g2 ∈ G, x ∈ X âûïîëíåíî
g1g2(Hx) = Hg1g2(x) = Hg1(g2(x)) = ḡ1(Hg2(x)) = ḡ1(ḡ2(Hx)). Ïóñòü x ∈ X
� âíóòðåííÿÿ òî÷êà íåêîòîðîãî ðåáðà àòîìà X. Òîãäà äëÿ ëþáîãî g ∈ kerλ
ñóùåñòâóåò òàêîå h ∈ H, ÷òî g(x) = h(x). Òàê êàê G ñâîáîäíî äåéñòâóåò íà ìíî-
æåñòâå ðåáåð àòîìà X ïî Óòâåðæäåíèþ 2.5, òî g = h ∈ H. Çíà÷èò, kerλ ⊂ H.
Îáðàòíî, åñëè g ∈ H, òî ḡ(Hx) = Hg(x) = Hx, îòêóäà g ∈ kerλ. Ïîýòîìó
kerλ = H. Çíà÷èò, λ èíäóöèðóåò ìîíîìîðôèçì G/H ↪→ Aut(Y ).

4) Ïóñòü X ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷åí è HCG. Ïî Çàìå÷àíèþ 2.7 G äåéñòâó-
åò òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå ðåáåð àòîìà X, à ïîòîìó îáðàç ìîíîìîðôèçìà
G/H ↪→ Aut(Y ) äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå ðåáåð àòîìà Y . Çíà÷èò,
ïî Çàìå÷àíèþ 2.7, àòîì Y ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷åí.

Ïóñòü X è Y � ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûå àòîìû. Ïóñòü g ∈ Aut(X) è
e � îäíîìåðíàÿ êëåòêà â X. Òîãäà f(e) è f(g(e)) � îäíîìåðíûå êëåòêè â Y .
Òàê êàê Y ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷åí, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñèììåòðèÿ
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ḡe ∈ Aut(Y ), òàêàÿ ÷òî ḡe(f(e)) = f(g(e)). Ïî Óòâåðæäåíèþ 2.5 èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî ìîðôèçìîâ ḡe◦f = f ◦g. Ïîñêîëüêó f ñþðúåêòèâíî, òî ìîðôèçì ḡe íå
çàâèñèò îò âûáîðà ðåáðà e, îáîçíà÷èì åãî êàê ḡ. Ïóñòü g ∈ G è h ∈ H, ïîêàæåì,
÷òî g ◦ h ◦ g−1 ∈ H. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî f ◦ g ◦ h ◦ g−1 = f . Â
ñàìîì äåëå,

f ◦ g ◦ h ◦ g−1 = ḡ ◦ f ◦ h ◦ g−1 = ḡ ◦ f ◦ g−1 = ḡ ◦ g−1 ◦ f = ḡ ◦ ḡ−1 ◦ f = f.

Òàêèì îáðàçîì, H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà G.
5) Ïî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó H C G, à ïî ïóíêòó 3 èìååòñÿ ìîíîìîðôèçì

G/H ↪→ Aut(Y ). Ãðóïïà G òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà ð¼áðàõ àòîìà X, çíà-
÷èò äåéñòâèå G/H íà Y , èíäóöèðîâàííîå äåéñòâèåì G íà X, òàêæå òðàí-
çèòèâíî íà ð¼áðàõ àòîìà Y . Èç Óòâåðæäåíèÿ 2.5 ñëåäóåò, ÷òî ìîíîìîðôèçì
G/H ↪→ Aut(Y ) ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî èíäóöèðî-
âàííîå äåéñòâèå ýëåìåíòà aH ∈ G/H íà áåëîé êëåòêå f(e) ⊂ Y ÿâëÿåòñÿ ýëå-
ìåíòàðíûì ïîâîðîòîì, à èíäóöèðîâàííîå äåéñòâèå ñèììåòðèè bH ∈ G/H íà Y
ÿâëÿåòñÿ ïîëóîáîðîòîì âîêðóã âåðøèíû f(A) ∈ Y .

6) Îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâî ñèììåòðèé H ′ = {h ∈ Aut(X) | f ′ ◦ h = f ′}.
Òîãäà H ′ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â G: åñëè f ′ ◦ h1 = f ′ è f ′ ◦ h2 = f ′, òî
f ′ ◦ h1 ◦ h2 = f ′ ◦ h2 = f ′. Ãðóïïà H ′ ñâîáîäíî äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå âåð-
øèí àòîìà X, òàê êàê f ′ íå èìååò âåòâëåíèé â âåðøèíàõ àòîìà. Ïóñòü e �
ðåáðî àòîìà Y ′. Ãðóïïà H ′ òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå ðåáåð àòîìà
X, ïðîåêòèðóþùèõñÿ íà e ïðè ðàçâåòâë¼ííîì íàêðûòèè f ′, ïîñêîëüêó äëÿ ëþ-
áîé ïàðû ðåáåð e′, e′′ àòîìà X, òàêèõ ÷òî f ′(e′) = f ′(e′′) = e, èìååòñÿ ñèììåòðèÿ
h ∈ Aut(X), ïåðåâîäÿùàÿ e′ â e′′, à çíà÷èò f ′ ◦h(e′) = f ′(e′) = e, ñëåäîâàòåëüíî,
f ′ ◦ h = f ′ â ñèëó Óòâåðæäåíèÿ 2.5, ò.å. h ∈ H ′.

7) Ïóñòü e � íåêîòîðîå ðåáðî àòîìà X. Òàê êàê àòîì Y ìàêñèìàëüíî ñèì-
ìåòðè÷åí, ñóùåñòâóåò ñèììåòðèÿ g ∈ Aut(Y ), ïåðåâîäÿùàÿ ðåáðî f1(e) â ðåáðî
f2(e), ò.å. f2(e) = g ◦ f1(e). Òîãäà ïî Óòâåðæäåíèþ 2.5 f2 = g ◦ f1. Ñèììåòðèÿ g
åäèíñòâåííà, òàê êàê f1 ñþðúåêòèâíî.

8) Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç ïóíêòîâ 4 è 5. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü
àòîì Y ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷åí, H C G è G/H = Aut(Y ). Ïîêàæåì, ÷òî
àòîì X ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷åí. Ïóñòü e1, e2 � äâà ðåáðà àòîìà X. Â ñèëó
ìàêñèìàëüíîé ñèììåòðè÷íîñòè àòîìà Y ñóùåñòâóåò ñèììåòðèÿ ḡ ∈ Aut(Y ), ïå-
ðåâîäÿùàÿ ðåáðî f(e1) â ðåáðî f(e2). Â ãðóïïå ñèììåòðèé G íàéäåòñÿ ýëåìåíò
g, îòîáðàæàþùèéñÿ â ḡ ïðè ïðîåêöèè G → G/H = Aut(Y ), ò.å. óäîâëåòâîðÿþ-
ùèé ñîîòíîøåíèþ f ◦ g = ḡ ◦ f . Ñèììåòðèÿ g ïåðåâîäèò ðåáðî e1 â ðåáðî e′2,
ïðè ýòîì f(e′2) = f(g(e1)) = ḡ(f(e1)) = f(e2), ò.å. ðåáðà e2 è e′2 ïðîåêòèðóþòñÿ â
îäíî ðåáðî àòîìà Y . Òàê êàê ðàçâåòâë¼ííîå íàêðûòèå f ðåãóëÿðíî, ñóùåñòâóåò
ñèììåòðèÿ h ∈ H, òàêàÿ ÷òî h(e′2) = e2. Òîãäà ñèììåòðèÿ h ◦ g ïåðåâîäèò ðåáðî
e1 â ðåáðî e2. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà G òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå
ðåáåð àòîìà X è àòîì X ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷åí.

Ñëåäñòâèå 3.4. Ïóñòü X � ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé
àòîì, G = Aut(X) � ãðóïïà åãî ñèììåòðèé (ò.å. ìîðôèçìîâ X → X, ïîíè-
ìàåìûõ êàê ïðàâèëüíûå ðàçâåòâë¼ííûå íàêðûòèÿ, ñì. Çàìå÷àíèå 2.3 è òåêñò
ïåðåä 3.3), è ïóñòü H ⊂ G � ïîäãðóïïà, ñâîáîäíî äåéñòâóþùàÿ íà âåðøèíàõ
àòîìà X. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. ôàêòîðïðîñòðàíñòâî Y = X/H èìååò åäèíñòâåííóþ ñòðóêòóðó îðèåí-
òèðîâàííîãî àòîìà, äëÿ êîòîðîé ïðîåêöèÿ f : X → Y ÿâëÿåòñÿ ìîðôèç-
ìîì;

2. ïðîåêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðàçâåòâë¼ííûì íàêðûòèåì ñ âåòâëå-
íèÿìè â öåíòðàõ äâóìåðíûõ êëåòîê ðàçáèåíèÿ X, è å¼ ãðóïïà ìîíîäðî-
ìèè èçîìîðôíà H;
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3. H C G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Y ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî ñèììåò-
ðè÷íûì;

4. åñëè Y ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûì, òî Aut(Y ) ' G/H è äëÿ
ëþáûõ äâóõ ìîðôèçìîâ f1, f2 : X → Y ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñèì-
ìåòðèÿ g ∈ Aut(Y ), òàêàÿ ÷òî f2 = g ◦ f1;

5. ëþáîé ìîðôèçì f ′ : X → Y ′ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðàçâåòâë¼ííûì íà-
êðûòèåì, ïðè÷¼ì åãî ãðóïïîé íàêðûòèÿ ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ïîäãðóïïà
H ′ ⊂ G, ñâîáîäíî äåéñòâóþùàÿ íà ìíîæåñòâå âåðøèí àòîìà X;

6. (ñâîéñòâî ýêâèâàðèàíòíîñòè f) Y ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷åí òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ {a, b} ⊂ Aut(X) (çäåñü
a, b � îáðàçóþùèå ãðóïïû Aut(X) ñèììåòðèé àòîìà X, ñì. Óòâåðæäå-
íèå 2.8), à çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî g ∈ Aut(X), ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå ḡ : Y → Y , òàêîå ÷òî f ◦ g = ḡ ◦ f .

Îïðåäåëåíèå 3.5. Ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé àòîì X íà-
çîâ¼ì ïðèâîäèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðî-
âàííûé àòîì Y è ìîðôèçì X → Y , íå ÿâëÿþùèéñÿ èçîìîðôèçìîì.

Ñëåäñòâèå 3.6. Ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé àòîì X
íåïðèâîäèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà åãî
ãðóïïû ñèììåòðèé Aut(X) ñîäåðæèò ýëåìåíò b = bA, ñì. Óòâåðæäåíèå 2.8.

4 Ñèììåòðè÷íûå ðàçâåòâë¼ííûå íàêðûòèÿ àòî-
ìîâ

Â äàííîì ïàðàãðàôå îðèåíòèðîâàííûé àòîì òîæå ïîíèìàåòñÿ êàê îñíàù¼ííàÿ
ïàðà (P̄ ,K)#, ñì. Çàìå÷àíèå 1.8.

Öåëüþ íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå âñåõ ìàêñèìàëüíî ñèììåò-
ðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ðàçâåòâë¼ííûìè íàêðûòèÿìè ñ
äàííîé ãðóïïîé ìîíîäðîìèè (ñì. Îïðåäåëåíèå 4.10) íàä ôèêñèðîâàííûì ìàê-
ñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûì îðèåíòèðîâàííûì àòîìîì.

Ïóñòü X � ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé àòîì è H C
Aut(X) � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, ñâîáîäíî äåéñòâóþùàÿ íà âåðøèíàõ àòîìà
X. (Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ïîäãðóïïà H íîðìàëüíà è íå ñîäåðæèò �ïîëó-
îáîðîò� b = bA, ñì. Óòâåðæäåíèå 2.8.) Òîãäà X/H òîæå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî
ñèììåòðè÷íûì àòîìîì ïî ïóíêòó 3 Ñëåäñòâèÿ 3.4.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü Y � îðèåíòèðîâàííûé àòîì. Ìîðôèçì f : X → Y ,
ÿâëÿþùèéñÿ êîìïîçèöèåé ïðîåêöèè X → X/H è ëþáîãî èçîìîðôèçìà X/H →
Y îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ, íàçîâ¼ì ñèììåòðè÷íûì ðàçâåòâë¼ííûì íàêðû-
òèåì.

Ñèììåòðè÷íûå ðàçâåòâë¼ííûå íàêðûòèÿ ðåãóëÿðíû ïî ïóíêòó 5 Ñëåä-
ñòâèÿ 3.4. Âàæíîñòü ñèììåòðè÷íûõ ðàçâåòâë¼ííûõ íàêðûòèé âûòåêàåò èç ñëå-
äóþùåãî óòâåðæäåíèÿ, ïîêàçûâàþùåãî, ÷òî ñèììåòðè÷íûå ðàçâåòâë¼ííûå íà-
êðûòèÿ � ýòî â òî÷íîñòè ìîðôèçìû ìåæäó ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûìè îðè-
åíòèðîâàííûìè àòîìàìè.

Ñëåäñòâèå 4.2. Ïóñòü X,Y � ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûå îðèåíòèðîâàí-
íûå àòîìû. Òîãäà

1. ëþáîé ìîðôèçì f : X → Y ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì ðàçâåòâë¼ííûì íà-
êðûòèåì;
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2. åñëè f1, f2 : X → Y � ìîðôèçìû, òî ñóùåñòâóåò g ∈ Aut(Y ), òàêîé
÷òî f2 = g ◦ f1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áûëî äîêàçàíî â ïóíêòàõ 6 è 7 Óòâåðæäåíèÿ 3.3.

Ñëåäñòâèå 4.3 (Åäèíñòâåííîñòü ñèììåòðè÷íîãî ðàçâåòâë¼ííîãî íàêðûòèÿ).
Ïóñòü f1 : X1 → Y è f2 : X2 → Y � ñèììåòðè÷íûå ðàçâåòâë¼ííûå íàêðû-
òèÿ è àòîìû X1 è X2 èçîìîðôíû. Òîãäà ðàçâåòâë¼ííûå íàêðûòèÿ f1 è f2

èçîìîðôíû, ò.å. ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì g : X1 → X2, òàêîé ÷òî f1 = f2 ◦ g.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g0 : X1 → X2 � èçîìîðôèçì àòîìîâ X1 è X2. Ôèêñè-
ðóåì íåêîòîðîå ðåáðî e àòîìà X1. Ïîëîæèì e′ = g0(e) è ïóñòü ðåáðî e′′ àòîìà
X2 ïðîåêòèðóåòñÿ â ðåáðî f1(e) ïðè îòîáðàæåíèè f2. Òàê êàê àòîì X2 ìàêñè-
ìàëüíî ñèììåòðè÷åí, ñóùåñòâóåò h ∈ Aut(X2), ïåðåâîäÿùåå ðåáðî e′ â ðåáðî
e′′. Êîìïîçèöèÿ g = h ◦ g0 ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì àòîìîâ X1 è X2, ïðè ýòîì
f2 ◦ g(e) = f2(e′′) = f1(e), îòêóäà â ñèëó Óòâåðæäåíèÿ 2.5 f1 = f2 ◦ g.

Ñëåäñòâèå 3.4 ìîæíî �îáðàòèòü� ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Ñëåäñòâèå 4.4. Ïóñòü Y � ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé
àòîì, X � ñâÿçíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è f : X → Y � íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. f � êîíå÷íîëèñòíîå ðàçâåòâë¼ííîå íàêðûòèå, òî÷êè âåòâëåíèÿ êîòî-
ðîãî íàõîäÿòñÿ â öåíòðàõ äâóìåðíûõ êëåòîê àòîìà Y ;

2. ðàçâåòâë¼ííîå íàêðûòèå f ðåãóëÿðíî;

3. (ñâîéñòâî ýêâèâàðèàíòíîñòè f) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ {a, b} ⊂
Aut(Y ) (çäåñü a, b � îáðàçóþùèå ãðóïïû Aut(Y ) ñèììåòðèé àòîìà Y ,
ñì. Óòâåðæäåíèå 2.8), à çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî g ∈ Aut(Y ), ñóùåñòâóåò
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå g̃ : X → X, òàêîå ÷òî f ◦ g̃ = g ◦ f .

Òîãäà àòîì X (ñì. Óòâåðæäåíèå 2.4) ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷åí, à f � ñèì-
ìåòðè÷íîå ðàçâåòâë¼ííîå íàêðûòèå.
Çàìå÷àíèå 4.5. (À) Ýêâèâàðèàíòíîñòü f â Ñëåäñòâèè 4.4 ïîíèìàåòñÿ ïî îòíî-
øåíèþ ê äåéñòâèÿì (íà X è Y ) ãðóïïû, ñîñòîÿùåé èç òàêèõ ãîìåîìîðôèçìîâ ḡ
ïðîñòðàíñòâà X, ÷òî äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X ñî ñâîéñòâîì f(x1) = f(x2) âûïîë-
íåíî f ◦ ḡ(x1) = f ◦ ḡ(x2). Ýòà ãðóïïà äåéñòâóåò íà X åñòåñòâåííûì îáðàçîì,
à íà Y ðàññìàòðèâàåòñÿ èíäóöèðîâàííîå äåéñòâèå ïðè ïðîåêöèè f : X → Y ,
ò.å. ãîìåîìîðôèçì ḡ íà X èíäóöèðóåò ñèììåòðèþ g ∈ Aut(Y ), òàêóþ ÷òî
g(f(x)) = f(ḡ(x)), x ∈ X.

(Á) Ñâîéñòâî ýêâèâàðèàíòíîñòè äîñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü äëÿ îáðàçóþùèõ
a, b ∈ Aut(Y ), òàê êàê èç âûïîëíåíèÿ ýòîãî ñâîéñòâà äëÿ ýëåìåíòîâ g, h ∈
Aut(Y ) ñëåäóåò åãî âûïîëíåíèå äëÿ ýëåìåíòà g−1h. Äåéñòâèòåëüíî, (g−1h)◦f =
g−1 ◦ h ◦ f = g−1 ◦ f ◦ (g̃g̃−1h̃) = g−1 ◦ g ◦ f ◦ (g̃−1h̃) = f ◦ (g̃−1h̃).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñòðóêòóðû àòîìà íà X âû-
òåêàåò èç Óòâåðæäåíèÿ 2.4. Òàê êàê ðàçâåòâë¼ííîå íàêðûòèå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿð-
íûì, òî Y èçîìîðôåí X/H, è f ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ïðîåêöèè X → X/H è
èçîìîðôèçìà X/H → Y , ãäå H ⊂ Aut(X) � íåêîòîðàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû ñèì-
ìåòðèé àòîìà X. Ïîêàæåì, ÷òî H íîðìàëüíà â G = Aut(X). Ïóñòü g ∈ Aut(X).
Òîãäà ïî ïóíêòó 7 Óòâåðæäåíèÿ 3.3 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñèììåòðèÿ ḡ ∈
Aut(Y ), òàêàÿ ÷òî ḡ ◦ f = f ◦ g. Îòîáðàæåíèå f∗ : G → Aut(Y ), ñîïîñòàâëÿþ-
ùåå ýëåìåíòó g ýëåìåíò ḡ, ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï è H = ker f∗ C G.
Èç óñëîâèÿ 3 ñëåäóåò, ÷òî f∗ � ýïèìîðôèçì, òàê ÷òî Aut(Y ) ' G/H. Òîãäà
X ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷åí â ñèëó ïóíêòà 8 Óòâåðæäåíèÿ 3.3. Ðàçâåòâë¼ííîå
íàêðûòèå f ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì ïî îïðåäåëåíèþ.
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Ïóñòü Y � îðèåíòèðîâàííûé àòîì è Y0 ïîëó÷àåòñÿ èç Y âûêàëûâàíèåì öåí-
òðîâ äâóìåðíûõ êëåòîê, y0 ∈ Y0 � íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà (íàïðèìåð,
âåðøèíà àòîìà). Äëÿ ëþáîãî g ∈ Aut(Y ) è ëþáîãî ïóòè γ, ñîåäèíÿþùåãî â
Y0 òî÷êó y0 ñ g(y0), ðàññìîòðèì èçîìîðôèçì g# : π1(Y0, y0) → π1(Y0, g(y0)),
êîòîðûé èíäóöèðîâàí îòîáðàæåíèåì g, è èçîìîðôèçì γ# : π1(Y0, g(y0)) →
π1(Y0, y0), êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé [ω] 7→ [γ · ω · γ−1], ω ∈ Ω(Y0, g(y0)).
Ïîëó÷àåì àâòîìîðôèçì

γ# ◦ g# ∈ Aut(π1(Y0, y0)), γ# ◦ g#([ω]) = [γ · (g ◦ ω) · γ−1], ω ∈ Ω(Y0, y0). (1)

Çàìå÷àíèå 4.6. Ýòîò àâòîìîðôèçì èìååò ñëåäóþùåå ïðîñòîå îïèñàíèå. Ðàñ-
ñìîòðèì ãðóïïó

Ãut(Y ) := {(g, [γ]) | g ∈ Aut(Y ), [γ] ∈ π1(Y0, y0, g(y0))}
ñ îïåðàöèåé (g1, [γ1]) · (g2, [γ2]) = (g1g2, [γ1 · (g1 ◦ γ2)]). Ãðóïïà π1(Y0, y0) ÿâëÿåò-
ñÿ ïîäãðóïïîé ýòîé ãðóïïû è ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì êàíîíè÷åñêîãî ýïèìîðôèçìà
λY : Ãut(Y ) → Aut(Y ). Ôîðìóëà (1) îïðåäåëÿåò ãîìîìîðôèçì

ψ̃ : Ãut(Y ) → Aut(π1(Y0, y0)), (g, [γ]) 7→ γ# ◦ g# = Ad(g,[γ])|π1(Y0,y0),

èëè äåéñòâèå ãðóïïû Ãut(Y ) íà å¼ ïîäãðóïïå π1(Y0, y0) = kerλY , ãäå Adx(y) =
xyx−1. Ðàññìîòðèì êëàññ (γ# ◦ g#) Inn(π1(Y0, y0)) ∈ Out(π1(Y0, y0)) àâòîìîð-
ôèçìà γ# ◦ g# â ãðóïïå Out(π1(Y0, y0)) = Aut(π1(Y0, y0))/Inn(π1(Y0, y0)) âíåø-
íèõ àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû π1(Y0, y0), ãäå äëÿ ëþáîé ãðóïïû G ãðóïïà å¼
âíóòðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ ðàâíà Inn(G) := {Adg ∈ Aut(G) | g ∈ G}. Çà-
ìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ïóòè γ′, ñîåäèíÿþùåãî y0 ñ g(y0), âûïîëíåíî
γ′# ◦ g# = Ad[γ′·γ−1] ◦ γ# ◦ g#, òàê ÷òî êëàññ (γ# ◦ g#)Inn(π1(Y0, y0)) íå çàâèñèò
îò âûáîðà ïóòè γ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà Y ìû
ïîëó÷àåì ãîìîìîðôèçì

ψ : Aut(Y ) → Out(π1(Y0, y0)), g 7→ (γ# ◦ g#) Inn(π1(Y0, y0)).

Áåðÿ êîìïîçèöèþ ψ ñ åñòåñòâåííûì ãîìîìîðôèçìîì Out(π1(Y0, y0)) →
Aut(H1(Y0;Z)), ïîëó÷àåì ãîìîìîðôèçì

ψ̄ : Aut(Y ) → Aut(H1(Y0;Z)). (2)

Óòâåðæäåíèå 4.7. Ïóñòü Y � ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðî-
âàííûé àòîì, X � ñâÿçíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, f : X → Y �
ðàçâåòâë¼ííîå íàêðûòèå ñ âåòâëåíèÿìè â öåíòðàõ äâóìåðíûõ êëåòîê, è
f0 = f |X0 : X0 → Y0 � ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàçâåòâë¼ííîå íàêðûòèå, ãäå
X0 = f−1(Y0). Îáîçíà÷èì π = (f0)#(π1(X0, x0)) ⊂ π1(Y0, y0), f0(x0) = y0. Òîãäà
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

� îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì ðàçâåòâë¼ííûì íàêðûòèåì;

� äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ {a, b} ⊂ Aut(Y ), à çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî g ∈
Aut(Y ) (ñì. Çàìå÷àíèå 4.5.Á), è äëÿ ëþáîãî ïóòè γ, ñîåäèíÿþùåãî â Y0

òî÷êó y0 ñ g(y0), âûïîëíåíî γ# ◦ g#(π) = π;

� äëÿ ëþáîãî g ∈ Aut(Y ) è ëþáîãî àâòîìîðôèçìà η ∈ Aut(π1(Y0, y0)), òà-
êîãî, ÷òî ψ(g) = η · Inn(π1(Y0, y0)), âûïîëíåíî η(π) = π;

� f ðåãóëÿðíî (ò.å. π íîðìàëüíà) è äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ {a, b} ⊂
Aut(Y ), à çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî g ∈ Aut(Y ) (ñì. Çàìå÷àíèå 4.5.Á), ñó-
ùåñòâóåò ïóòü γ, ñîåäèíÿþùèé â Y0 òî÷êó y0 ñ g(y0), òàêîé ÷òî
γ# ◦ g#(π) = π;
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� f ðåãóëÿðíî (ò.å. π íîðìàëüíà) è äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ {a, b} ⊂
Aut(Y ), à çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî g ∈ Aut(Y ) (ñì. Çàìå÷àíèå 4.5.Á), ñó-
ùåñòâóåò àâòîìîðôèçì η ∈ Aut(π1(Y0, y0)), òàêîé ÷òî η(π) = π è
ψ(g) = η · Inn(π1(Y0, y0)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì ðàçâåòâë¼ííûì íàêðûòè-
åì. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñèììåòðèþ g ∈ Aut(Y ) àòîìà Y è ïóòü γ, ñîåäè-
íÿþùèé â Y0 òî÷êè y0 è g(y0). Ïóñòü γ̃ � ïîäíÿòèå ïóòè γ â X0, ñîåäèíÿþùåå
òî÷êó x0 ñ òî÷êîé x1, f(x1) = g(y0). Ñîãëàñíî Ñëåäñòâèþ 4.3 ñóùåñòâóåò ñèì-
ìåòðèÿ g̃ ∈ Aut(X) àòîìà X, òàêàÿ ÷òî f ◦ g̃ = g ◦ f . Ïðè ýòîì ìû ìîæåì
ñ÷èòàòü, ÷òî g̃(x0) = x1 (èíà÷å ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü âìåñòî g̃ êîìïîçèöèþ
h ◦ g̃, ãäå ñèììåòðèÿ h ∈ H ïåðåâîäèò òî÷êó g̃(x0) â òî÷êó x1, òàêàÿ ñèììåòðèÿ
ñóùåñòâóåò, òàê êàê òî÷êè g̃(x0) è x1 ëåæàò â îäíîì ñëîå è f ÿâëÿåòñÿ ñèì-
ìåòðè÷íûì ðàçâåòâë¼ííûì íàêðûòèåì). Ïóñòü ω ∈ Ω(Y0, y0) � ïðåäñòàâèòåëü
ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà [ω] ∈ π è ω̃ � åãî ïîäíÿòèå â X0 ñ íà÷àëîì â òî÷êå x0.
Òîãäà ω̃ ∈ Ω(X0, x0). Ïóòü γ̃ · (g̃ ◦ ω̃) · γ̃−1 ∈ Ω(X0, x0) ÿâëÿåòñÿ ïîäíÿòèåì ïóòè
γ · (g ◦ ω) · γ−1. Ñëåäîâàòåëüíî,

γ# ◦ g#([ω]) = [γ · (g ◦ ω) · γ−1] = f#[γ̃ · (g̃ ◦ ω̃) · γ̃−1] ∈ π.

Òàêèì îáðàçîì, ïîäãðóïïà π ⊂ π1(Y0, y0) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ γ# ◦ g#.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Â ñèëó Ñëåäñòâèÿ 4.4 óòâåðæäåíèå áóäåò äîêàçàíî,
åñëè äëÿ ëþáîé ñèììåòðèè g ∈ Aut(Y ) ìû ñìîæåì ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå
g̃ : X → X, òàêîå ÷òî f ◦ g̃ = g ◦ f . Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñèììåòðèþ
g ∈ Aut(Y ) è ïóòü γ â Y0, ñîåäèíÿþùèé y0 ñ g(y0). Ïóñòü x � íåêîòîðàÿ òî÷êà
â X0 è γ̃x � ïðîèçâîëüíûé ïóòü â X0, ñîåäèíÿþùèé x0 ñ x. Ïóñòü γ̃′x � ïîäíÿòèå
ïóòè γ · (g ◦f ◦ γ̃x) ñ íà÷àëîì â òî÷êå x0. Îáîçíà÷èì äðóãîé êîíåö ïóòè γ̃′x ÷åðåç
x′ è ïîëîæèì g̃0(x) = x′.

Ïîêàæåì, ÷òî òàêèì îáðàçîì êîððåêòíî îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå
g̃0 : X0 → X0. Ïóñòü δ̃x � êàêîé-íèáóäü äðóãîé ïóòü, ñîåäèíÿþùèé â X0 òî÷-
êè x0 è x. Òî÷íî òàê æå îáîçíà÷èì ÷åðåç δ̃′x ïîäíÿòèå ïóòè γ · (g ◦ f ◦ δ̃x) ñ
íà÷àëîì â òî÷êå x0 è êîíöîì x′′, ïóñòü äîïîëíèòåëüíî δ̃′′x åñòü ïîäíÿòèå ïó-
òè γ · (g ◦ f ◦ δ̃x) ñ êîíöîì â òî÷êå x′. Òîãäà γ̃′x · (δ̃′′x)−1 åñòü ïîäíÿòèå ïóòè
γ · (g ◦ f ◦ ω̃) · γ−1, ãäå ω̃ = γ̃x · δ̃−1

x . Òàê êàê [f ◦ ω̃] ∈ π, òî ïî óñëîâèþ óòâåð-
æäåíèÿ [γ · (g ◦ f ◦ ω̃) · γ−1] = γ# ◦ g#([f ◦ ω̃]) ∈ π è γ̃′x · (δ̃′′x)−1 ∈ Ω(X0, x0).
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäíÿòèÿ δ̃′x è δ̃′′x ñîâïàäàþò, îòêóäà x′ = x′′.

Îòîáðàæåíèå g̃ : X → X ïîëó÷àåòñÿ ïðîäîëæåíèåì íà X îòîáðàæåíèÿ g̃0.
Ðàâíîñèëüíîñòü ïîñëåäíèõ ÷åòûð¼õ óñëîâèé íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç

îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèé γ#, g# è ψ(g).

Çàìå÷àíèå 4.8. (À) Îïèøåì ãðóïïó Ãut(Y ) èç Çàìå÷àíèÿ 4.6 êàê ïîäãðóï-
ïó ãðóïïû Z ∗ Z2, ñîâïàäàþùóþ ñ Z ∗ Z2 â ñëó÷àå ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷-
íîãî îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà Y . Ïóñòü îðèåíòèðîâàííûé àòîì Y = (P̄ , K)#

ïîëó÷åí èç ïàðû (P,K)# (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.3) ïðèêëåèâàíèåì êðóãîâ ê ãðà-
íè÷íûì îêðóæíîñòÿì (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.4 è íèæåñëåäóþùèé òåêñò). Ïóñòü
Γ ⊂ P � îðèåíòèðîâàííàÿ õîðäîâàÿ äèàãðàììà (ò.å. f -ãðàô) îðèåíòèðîâàííîãî
àòîìà (P, K)#, ñì. Îïðåäåëåíèå 1.6.Á. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà y0 ÿâëÿåòñÿ
âåðøèíîé ãðàôà Γ, à àâòîìîðôèçìû îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà Y ñîõðàíÿþò f -
ãðàô Γ (è ÿâëÿþòñÿ åãî àâòîìîðôèçìàìè). Ðàññìîòðèì �êîìáèíàòîðíûé� ïóòü
γ = γ1 · . . . ·γN íà ãðàôå Γ, ñîåäèíÿþùèé âåðøèíó y0 ñ âåðøèíîé g(y0), ãäå êàæ-
äûé ïóòü γi èìååò êîíöû â âåðøèíàõ ãðàôà Γ è ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì äâèæå-
íèåì ïî íåêîòîðîìó ðåáðó, 1 ≤ i ≤ N . Ëþáîé òàêîé ïóòü γ îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (w1, . . . , wN ), wi ∈ {ã, ã−1, b̃}, 1 ≤ i ≤ N (ò.å. ñëîâîì â àë-
ôàâèòå {ã, ã−1, b̃}), ãäå wi = b̃ åñëè γi ïðîõîäèò ïî íåîðèåíòèðîâàííîìó ðåáðó
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f -ãðàôà Γ, è wi = ã (ñîîòâ. ã−1) åñëè γi ïðîõîäèò ïî îðèåíòèðîâàííîìó ðåá-
ðó â íàïðàâëåíèè îðèåíòàöèè ðåáðà (ñîîòâ. â íàïðàâëåíèè, ïðîòèâîïîëîæíîì
îðèåíòàöèè ðåáðà). Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ïèñàòü γ = γY,(w1,...,wN ). Ñîïîñòàâèì
ïàðå (g, γ) ýëåìåíò W = Wγ = w1 . . . wN ∈ Z∗Z2 = 〈ã, b̃ | b̃2〉. Ýòî ñîïîñòàâëåíèå
çàäà¼ò ìîíîìîðôèçì ãðóïï Ãut(Y ) ↪→ Z ∗ Z2. Åñëè äâà ñëîâà (w1, . . . , wN ) è
(w′1, . . . , w

′
N ′) îïðåäåëÿþò îäèí è òîò æå ýëåìåíò W = W ′ ãðóïïû Z ∗ Z2, òî

êðèâûå γY,(w1,...,wN ), γY,(w′1,...,w′
N′ )

èìåþò îäèíàêîâûå êîíöû è ãîìîòîïíû îòíî-
ñèòåëüíî êîíöîâ, ïîýòîìó òàêèå êðèâûå ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü è áóäåì ïèñàòü
γY,W âìåñòî γY,(w1,...,wN ).

(Á) Â ãðóïïå Z ∗Z2 ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó ñîîòíîøåíèé RY = {V ∈ Z ∗Z2 |
γY,V (1) = y0}. Òîãäà g(y0) = y0 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà Wγ ∈ RY . Ïî-
ýòîìó ìîíîìîðôèçì ãðóïï Ãut(Y ) ↪→ Z∗Z2 ïðèâîäèò ê ìîíîìîðôèçìó èõ ïîä-
ãðóïï π1(Y0, y0) ↪→ RY . Åñëè ïðè ïîìîùè ýòèõ ìîíîìîðôèçìîâ îòîæäåñòâèòü
ãðóïïû Ãut(Y ), π1(Y0, y0) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîäãðóïïàìè ãðóïï Z ∗ Z2, RY ,
òî, ñîãëàñíî Çàìå÷àíèþ 4.6, àâòîìîðôèçì ψ̃(g, [γ]) = γ# ◦ g# ñîâïàäàåò ñ îãðà-
íè÷åíèåì àâòîìîðôèçìà AdWγ

|RY
íà ïîäãðóïïó ãðóïïû RY � îáðàç ìîíîìîð-

ôèçìà π1(Y0, y0) ↪→ RY .
(Â) Ïóñòü îðèåíòèðîâàííûé àòîì Y ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷åí. Òîãäà ìî-

íîìîðôèçì Ãut(Y ) ↪→ Z ∗ Z2 ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Êîìïîçèöèÿ åãî îáðàò-
íîãî è êàíîíè÷åñêîãî ýïèìîðôèçìà λY : Ãut(Y ) → Aut(Y ) ñîâïàäàåò ñ ýïè-
ìîðôèçìîì µY : Z ∗ Z2 → Aut(Y ), îïðåäåë¼ííûì íà îáðàçóþùèõ ôîðìóëàìè
ã 7→ a = ae, b̃ 7→ b = bA, ñì. Óòâåðæäåíèå 2.8. Ïðè ýòîì ïîäãðóïïà ñîîòíîøåíèé
RY = kerµY íîðìàëüíà, è µY (Wγ) = g.

Ñëåäñòâèå 4.9. Ïóñòü Y � ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé
àòîì, ρ : π1(Y0, y0) → H � íåêîòîðûé ýïèìîðôèçì â êîíå÷íóþ ãðóïïó H è
f : X → Y � îòâå÷àþùåå ïîäãðóïïå ker ρCπ1(Y0, y0) ðåãóëÿðíîå ðàçâåòâë¼ííîå
íàêðûòèå, ñì. Îïðåäåëåíèå 3.1. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1. f ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì ðàçâåòâë¼ííûì íàêðûòèåì;

2. (ñâîéñòâî ýêâèâàðèàíòíîñòè ρ) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ {a, b} ⊂
Aut(Y ), à çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî g ∈ Aut(Y ) (ñì. Çàìå÷àíèå 4.5.Á), è äëÿ
íåêîòîðîãî (à çíà÷èò, ëþáîãî) ïóòè γ, ñîåäèíÿþùåãî â Y0 òî÷êó y0 ñ
g(y0), êîððåêòíî îïðåäåë¼í àâòîìîðôèçì F (g, γ) ∈ Aut(H), òàêîé ÷òî
ρ ◦ γ# ◦ g# = F (g, γ) ◦ ρ, ãäå àâòîìîðôèçì γ# ◦ g# îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìó-
ëîé (1);

3. äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ {a, b} ⊂ Aut(Y ), à çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî g ∈
Aut(Y ) (ñì. Çàìå÷àíèå 4.5.Á), è äëÿ íåêîòîðîãî (à çíà÷èò, ëþáîãî) ïóòè
γ, ñîåäèíÿþùåãî â Y0 òî÷êó y0 ñ g(y0), âûïîëíåíî γ# ◦ g#(ker ρ) = ker ρ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé 1 è 3 äîêàçàíà â Óòâåðæäåíèè 4.7,
òàê êàê ïîäãðóïïà ker ρ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ (f0)#(π1(X0, x0)).

Ïîêàæåì ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé 2 è 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ àâòî-
ìîðôèçì F (g, γ) ∈ Aut(H), òàêîé ÷òî ρ◦γ# ◦g# = F (g, γ)◦ρ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
α ∈ ker ρ èìååì ρ ◦ γ# ◦ g#(α) = F (g, γ) ◦ ρ(α) = 0, òî åñòü γ# ◦ g#(α) ∈ ker ρ è
γ# ◦ g#(ker ρ) = ker ρ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü γ# ◦ g#(ker ρ) = ker ρ. Òîãäà íà ôàêòîðïðîñòðàí-
ñòâå π1(Y0, y0)/ ker ρ èíäóöèðóåòñÿ àâòîìîðôèçì F (g, γ), çàäàâàåìûé ôîðìóëîé
F (g, γ)(α ker ρ) = (γ# ◦ g#(α)) ker ρ äëÿ ëþáîãî α ker ρ ∈ π1(Y0, y0)/ ker ρ. Íî
π1(Y0, y0)/ ker ρ ' H, òî åñòü ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî F (g, γ) ∈ Aut(H). Ðàâåíñòâî
ρ ◦ γ# ◦ g# = F (g, γ) ◦ ρ ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ãîìîìîðôèçìà F (g, γ).
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Îïðåäåëåíèå 4.10. Ñîãëàñíî Îïðåäåëåíèÿì 3.1 è 4.1, ãðóïïó H â Ñëåä-
ñòâèè 4.9 íàçîâåì ãðóïïîé ìîíîäðîìèè ñèììåòðè÷íîãî ðàçâåòâë¼ííîãî íàêðû-
òèÿ f , ýïèìîðôèçì ρ : π1(Y0, y0) → H � ýïèìîðôèçìîì ìîíîäðîìèè ýòîãî ðàç-
âåòâë¼ííîãî íàêðûòèÿ, à ýëåìåíò ρ([γ]) ∈ H � ìîíîäðîìèåé ïðè îáõîäå âäîëü
ïåòëè γ ∈ Ω(Y0, y0).

Çàìå÷àíèå 4.11. (À) Ýêâèâàðèàíòíîñòü ρ â Ñëåäñòâèè 4.9 îçíà÷àåò, ÷òî ýïè-
ìîðôèçì ρ : π1(Y0, y0) → H ýêâèâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî äåéñòâèé ãðóïïû
Ãut(Y ) = Z ∗ Z2 íà ãðóïïàõ π1(Y0, y0) è H àâòîìîðôèçìàìè, îïðåäåë¼ííûìè
ôîðìóëàìè

ψ̃ : Ãut(Y ) → Aut(π1(Y0, y0)), (g, [γ]) 7→ γ# ◦ g#,

ψ̃ρ : Ãut(Y ) → Aut(H), (g, [γ]) 7→ F (g, γ),

ñì. Çàìå÷àíèÿ 4.6 è 4.8. Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííûå îòîæäåñòâëåíèÿ Aut(X) '
(Z ∗ Z2)/RX è Aut(Y ) ' (Z ∗ Z2)/RY , ñì. Çàìå÷àíèå 4.8.Â. Òîãäà ãðóïïà ìîíî-
äðîìèè H ⊂ Aut(X) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé RY /RX ⊂ (Z∗
Z2)/RX , ñì. Îïðåäåëåíèÿ 3.1 è 4.1. Äëÿ ëþáîé ïåòëè γ ∈ Ω(Y0, y0) ðàññìîòðèì
òàêîå ñëîâî W ∈ RY ⊂ Z∗Z2 â àëôàâèòå {ã, ã−1, b̃}, ÷òî [γ] = [γY,W ] ∈ π1(Y0, y0),
ñì. Çàìå÷àíèå 4.8.À. Èç Îïðåäåëåíèÿ 3.1 ãîìîìîðôèçìà ìîíîäðîìèè ðåãóëÿð-
íîãî ðàçâåòâë¼ííîãî íàêðûòèÿ ñëåäóåò, ÷òî

ρ([γ]) = ρ([γY,W ]) = λX(µX(W ), [γX,W ]) = µX(W ) ∈ H ⊂ Aut(X),

ãäå λX : Ãut(X) → Aut(X) è µX : Z ∗ Z2 → Aut(X) � êàíîíè÷åñêèå ýïèìîð-
ôèçìû, ñì. Çàìå÷àíèå 4.8.Â. Èç ýêâèâàðèàíòíîñòè ρ è Çàìå÷àíèÿ 4.8.Á èìååì

ψ̃ρ : Ãut(Y ) → Aut(H), (µY (V ), [γY,V ]) 7→ AdµX(V )|H , V ∈ Z ∗ Z2.

Ïîýòîìó â ñëó÷àå àáåëåâîé ãðóïïû H îïðåäåë¼í èíäóöèðîâàííûé ãîìîìîðôèçì

ψρ : Aut(Y ) → Aut(H), µY (V ) 7→ AdµX(V )|H , V ∈ Z ∗ Z2.

(Á) Ñâîéñòâî ýêâèâàðèàíòíîñòè â Ñëåäñòâèÿõ 4.4, 4.9 è Óòâåðæäåíèè 4.7 äî-
ñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü äëÿ îáðàçóþùèõ ae, bA ãðóïïû Aut(Y ), ñì. Çàìå÷àíèå 4.5.Á.

(Â) Ïóñòü g ∈ Aut(Y ) è ïóòè γ, γ′ ñîåäèíÿþò â Y0 òî÷êè y0 è g(y0).
Îáîçíà÷èì ω = γ′γ−1 ∈ Ω(Y0, y0). Òîãäà γ′# ◦ g# = Ad[ω] ◦ γ# ◦ g#, ãäå
Ad[ω] ∈ Aut(π1(Y0, y0)) äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå [δ] 7→ [ωδω−1]. Ïîýòîìó â Ñëåä-
ñòâèè 4.9 ïðè ïðîâåðêå ýêâèâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòà g ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü òîëüêî îäèí èç ïóòåé γ, ñîåäèíÿþùèõ y0 ñ g(y0).

(Ã) Ïóñòü Y � ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé àòîì è Γ � åãî
f -ãðàô, ñì. Îïðåäåëåíèå 1.6. Òîãäà Γ ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí ïðîñòðàí-
ñòâó Y0 è π1(Γ) ' π1(Y0). Ïîýòîìó ñèììåòðè÷íûå ðàçâåòâë¼ííûå íàêðûòèÿ íàä
Y îïèñûâàþòñÿ êàê ýêâèâàðèàíòíûå ýïèìîðôèçìû π1(Γ) → H (îòíîñèòåëüíî
äåéñòâèÿ ãðóïïû Z ∗ Z2 íà π1(Y0, y0) è ïîäõîäÿùåãî å¼ äåéñòâèÿ íà H).

Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà g ∈ Aut(Y ) ôèêñèðóåì ïóòü γg èç y0 â g(y0) è îáî-
çíà÷èì ψ∗(g) = (γg)# ◦ g# ∈ Aut(π1(Y0, y0)). Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

χ : Aut(Y )×Aut(Y ) → π1(Y0, y0),

ñîïîñòàâëÿþùåå ïàðå g, h ∈ Aut(Y ) ýëåìåíò χ(g, h) = [γg] · [g ◦ γh] · [γ−1
gh ]. Ïóñòü

ρ : π1(Y0, y0) → H � ýïèìîðôèçì, çàäàþùèé ñèììåòðè÷íîå ðàçâåòâë¼ííîå íà-
êðûòèå f : X → Y , ñì. Ñëåäñòâèå 4.9. Òîãäà, ñîãëàñíî Ñëåäñòâèþ 4.9, àâòîìîð-
ôèçì ψ∗(g) èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçì ψ∗ρ(g) = F (g, γg) ∈ Aut(H).
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Óòâåðæäåíèå 4.12. Ãðóïïà ñèììåòðèé Aut(X) èçîìîðôíà ãðóïïå Hoψ∗ρ ,ρ◦χ
Aut(Y ), ñîñòîÿùåé èç ïàð (h, g), h ∈ H, g ∈ Aut(Y ) ñ óìíîæåíèåì

(h1, g1) · (h2, g2) =
(
h1 ψ∗ρ(g1)(h2) ρ(χ(g1, g2)), g1g2

)
,

h1, h2 ∈ H, g1, g2 ∈ Aut(Y ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå x0 ∈ X, òàêîå ÷òî f(x0) = y0. Ðàñ-
ñìîòðèì îòîáðàæåíèå Φ: Aut(X) → H × Aut(Y ), Φ(g) = (φ(g), p(g)), ãäå
p : Aut(X) → Aut(Y ) � åñòåñòâåííûé ýïèìîðôèçì, à φ : Aut(X) → H çàäà¼ò-
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü γ̃ � ïóòü â X0, ñîåäèíÿþùèé íåêîòîðóþ òî÷êó
x ∈ X0 ñ òî÷êîé g(x0), ïðè÷¼ì f ◦ γ̃ = γp(g). Òîãäà f(x) = y0, è ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé ýëåìåíò h ∈ H, òàêîé ÷òî h(x0) = x. Ïîëàãàåì φ(g) = h.

Ïóñòü g1, g2 ∈ Aut(X). Òîãäà p(g1g2) = p(g1)p(g2). Ïîñìîòðèì, êàê ñâÿçà-
íû ýëåìåíòû φ(g1), φ(g2) è φ(g1g2). Ïóñòü γ̃, γ̃1, γ̃2 � ïóòè â X0, òàêèå ÷òî
f ◦ γ̃ = γp(g1g2), f ◦ γ̃1 = γp(g1) è f ◦ γ̃2 = γp(g2), êîòîðûå ñîåäèíÿþò, ñîîòâåò-
ñòâåííî, òî÷êè x è g1g2(x0), x1 è g1(x0), x2 è g2(x0). Ïóñòü ω, ω1, ω2 ∈ Ω(Y0, y0)
� òàêèå ïðåäñòàâèòåëè ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ [ω], [ω1], [ω2] ∈ π1(Y0, y0), ÷òî
ρ ([ω]) = φ(g1g2), ρ ([ω1]) = φ(g1), ρ ([ω2]) = φ(g2). Ïóñòü ω̃, ω̃1, ω̃2 � ïóòè â X0,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì f ◦ ω̃ = ω, f ◦ ω̃1 = ω1, f ◦ ω̃2 = ω2 è ñîåäèíÿþùèå
òî÷êó x0 ñ òî÷êàìè x, x1, x2, ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì â X0 ïóòü

ω̃1γ̃1· (g1 ◦ (ω̃2γ̃2))· γ̃−1ω̃−1.

Ýòîò ïóòü çàìêíóò è ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ åãî îáðàçà ïðè îòîáðàæåíèè f ðàâåí

[ω1γp(g1)· (p(g1) ◦ ω2)· (p(g1) ◦ γp(g2))· γ−1
p(g1g2)

ω−1] =

[ω1] · [γp(g1)· (p(g1) ◦ ω2)· γ−1
p(g1)

] · [γp(g1)· (p(g1) ◦ γp(g2))· γ−1
p(g1g2)

] · [ω−1] =

[ω1] · (ψ∗ ◦ p(g1)[ω2]) · χ(p(g1), p(g2)) · [ω−1].

Òàê êàê èñõîäíûé ïóòü â X0 çàìêíóò, òî ýòîò êëàññ ïðèíàäëåæèò ker ρ. Ïîýòîìó,
ïðèìåíÿÿ ê íåìó ãîìîìîðôèçì ρ, ìû ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

1 = ρ([ω1]) · (ρ ◦ ψ∗ ◦ p(g1)[ω2]) · ρ(χ(p(g1), p(g2))) · ρ([ω−1]) =

φ(g1) · (F (p(g1), γp(g1)) ◦ ρ([ω2])) · ρ(χ(p(g1), p(g2))) · φ(g1g2)−1 =

φ(g1) · (ψ∗ρ ◦ p(g1)(φ(g2))) · ρ(χ(p(g1), p(g2))) · φ(g1g2)−1,

îòêóäà
φ(g1g2) = φ(g1) · (ψ∗ρ ◦ p(g1)(φ(g2))) · ρ(χ(p(g1), p(g2))).

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå Φ ñîãëàñîâàíî ñ óìíîæåíèåì â Aut(X) è â
H oψ∗ρ ,ρ◦χ Aut(Y ), ò.å. ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì.

Ïðîâåðèì, ÷òî Φ � èçîìîðôèçì. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì îáðàòíîå îòîáðàæåíèå
Ψ: H×Aut(Y ) → Aut(X). Ïóñòü äàíû h ∈ H è g ∈ Aut(Y ). Ïóñòü xh ∈ f−1(y0)
òàêîå, ÷òî h(x0) = xh. Ðàññìîòðèì ïóòü γ̃g â X0, íà÷àëîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
òî÷êà xh è äëÿ êîòîðîãî âåðíî ðàâåíñòâî f(γ̃g) = γg. Ïóñòü x ∈ X0 � äðóãîé
êîíåö ïóòè γ̃g. Ïîñòðîèì ñèììåòðèþ g̃ ∈ Aut(X) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ
ëþáîé òî÷êè x′ ∈ X0 ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïóòü γ̃′ â X0, ñîåäèíÿþùèé
x0 ñ x′. Ïóñòü γ′ = f ◦ γ̃′. Ðàññìîòðèì ïîäíÿòèå γ̃′′ ïóòè g ◦ γ′, êîòîðîå ñâîèì
íà÷àëîì èìååò òî÷êó x. Ïîëîæèì Ψ(g, h)(x′) = x′′, ãäå x′′ � êîíåö ïóòè γ̃′′.

Î÷åâèäíî, ÷òî Φ◦Ψ(g, h) = (g, h). Òàê êàê ãðóïïû Aut(X) è Hoψ∗ρ ,ρ◦χAut(Y )
êîíå÷íû è èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, òî Φ è Ψ � èçîìîðôèçìû.

Êîãäà ãðóïïà ìîíîäðîìèè H ðåãóëÿðíîãî ðàçâåòâë¼ííîãî íàêðûòèÿ íàä Y
àáåëåâà, ýïèìîðôèçì ìîíîäðîìèè ρ : π1(Y0, y0) → H (ñì. Îïðåäåëåíèå 4.10)
ñâîäèòñÿ ê ýïèìîðôèçìó

ρ̄ : H1(Y0;Z) → H. (3)
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Ñëåäñòâèå 4.13. Ïóñòü Y � ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé
àòîì, H � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà, ρ̄ : H1(Y0;Z) → H � íåêîòîðûé ýïè-
ìîðôèçì è f : X → Y � ðåãóëÿðíîå ðàçâåòâë¼ííîå íàêðûòèå, îòâå÷àþùåå
ïîäãðóïïå ker ρ̄ ⊂ H1(Y0;Z) (ñì. Îïðåäåëåíèå 3.1). Òîãäà f ÿâëÿåòñÿ ñèììåò-
ðè÷íûì ðàçâåòâë¼ííûì íàêðûòèåì (ñì. Îïðåäåëåíèå 4.1) â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, êîãäà ýïèìîðôèçì ρ̄ ýêâèâàðèàíòåí (îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ (2)
ãðóïïû Aut(Y ) íà H1(Y0;Z) è íåêîòîðîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû Aut(Y ) íà H), ò.å.
ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì ãðóïï

ψρ : Aut(Y ) → Aut(H),

òàêîé ÷òî ρ̄◦(ψ(g)) = ψρ(g)◦ρ̄ äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ {a, b} ⊂ Aut(Y ), à çíà-
÷èò, äëÿ ëþáîãî g ∈ Aut(Y ) (ñì. Çàìå÷àíèÿ 4.5.Á è 4.11.Á). Ãîìîìîðôèçì ψρ

íàçîâåì ñêâîçíûì (ëåâûì) äåéñòâèåì ãðóïïû Aut(Y ) íà ãðóïïå ìîíîäðîìèè
H.
Îáîçíà÷åíèå 4.14. Ïóñòü Y � ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàí-
íûé àòîì ðîäà g ≥ 0, èìåþùèé S áåëûõ è S′ ÷¼ðíûõ êëåòîê. Ïóñòü e ⊂ Y
� áåëàÿ êëåòêà àòîìà Y , e′ ⊂ Y � ÷¼ðíàÿ êëåòêà àòîìà Y , A ∈ ē ∩ ē′ � èõ
îáùàÿ âåðøèíà, òàêàÿ, ÷òî ãðàíèöà êëåòêè e′ ñîäåðæèò íà÷àëüíîå ïîëóðåáðî
ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîãî êðóãîâîãî îáõîäà âäîëü ãðàíèöû êëåòêè e èç
âåðøèíû A. Ïóñòü a = ae, b = bA ∈ Aut(Y ) � ñîîòâåòñòâóþùèå îáðàçóþùèå
ãðóïïû Aut(Y ), ñì. Óòâåðæäåíèå 2.8. Ïóñòü h1, . . . , hS , h′1, . . . , h

′
S′ ∈ Aut(Y ) �

òàêîé íàáîð ñèììåòðèé àòîìà, ÷òî h1(e), . . . , hS(e), h′1(e
′), . . . , h′S′(e

′) � íàáîð
âñåõ áåëûõ è âñåõ ÷¼ðíûõ êëåòîê àòîìà Y . Ïóñòü Y0 � ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷à-
åìîå èç Y âûêàëûâàíèåì öåíòðîâ äâóìåðíûõ êëåòîê, [α] ∈ H1(Y0;Z) � êëàññ
ãîìîëîãèé ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé ïåòëè α âîêðóã öåíòðà êëåòêè e,
[β] ∈ H1(Y0;Z) � âîêðóã öåíòðà êëåòêè e′. Ïóñòü γ1, . . . , γ2g � íàáîð çàìêíóòûõ
ïóòåé íà àòîìå Y , íå ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç öåíòðû äâóìåðíûõ êëåòîê è çàäàþùèõ
íàáîð îáðàçóþùèõ ãðóïïû H1(Y ;Z).
Òåîðåìà 4.15. Ïóñòü Y � ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé
àòîì è H � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Òîãäà ñèììåòðè÷íûå ðàçâåòâë¼ííûå
íàêðûòèÿ f : X → Y ñ ãðóïïîé ìîíîäðîìèè H (ñì. Îïðåäåëåíèå 4.10) êëàññè-
ôèöèðóþòñÿ íàáîðàìè

(l,m, q, r, c1, . . . , c2g), l, m ∈ Aut(H), q, r, c1, . . . , c2g ∈ H, (4)

óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì 4�6 íèæå, ãäå g � ðîä àòîìà Y , è íàáîðû ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåîáðàçîâàíèé

(l, m, q, r, c1, . . . , c2g) 7→ (λlλ−1, λmλ−1, λ(q), λ(r), λ(c1), . . . , λ(c2g)), (5)

λ ∈ Aut(H). Ïðè ýòîì, â îáîçíà÷åíèÿõ 4.14, q = ρ̄([α]) è r = ρ̄([β]) � ìî-
íîäðîìèè ïðè îáõîäå âîêðóã öåíòðîâ êëåòîê e, e′, ck = ρ̄([γk]) � ìîíîäðîìèÿ
ïðè îáõîäå âäîëü êðèâîé γk, 1 ≤ k ≤ 2g (ñì. Îïðåäåëåíèå 4.10), m = ψρ(a) è
l = ψρ(b) � ñêâîçíûå äåéñòâèÿ ñèììåòðèé a, b ∈ Aut(Y ) íà ãðóïïå H (ñì.
Ñëåäñòâèå 4.13), è âûïîëíåíû ôîðìóëû Çàìå÷àíèÿ 4.17 íèæå.

Áîëåå òî÷íî, â îáîçíà÷åíèÿõ 4.14, âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
(À) Ïóñòü ρ̄ : H1(Y0;Z) → H � ýïèìîðôèçì è f : X → Y � ñèììåòðè÷íîå

ðàçâåòâë¼ííîå íàêðûòèå ñ ýïèìîðôèçìîì ìîíîäðîìèè ρ̄, ñì. Îïðåäåëåíèå 4.10
è (3). Ïóñòü ψρ : Aut(Y ) → Aut(H) � ñêâîçíîå äåéñòâèå ãðóïïû ñèììåòðèé
Aut(Y ) íà ãðóïïå H, ñì. Ñëåäñòâèå 4.13. Òîãäà àâòîìîðôèçìû m = ψρ(a),
l = ψρ(b) ∈ Aut(H) è ýëåìåíòû

q = ρ̄([α]), r = ρ̄([β]), c1 = ρ̄([γ1]), . . . , c2g = ρ̄([γ2g]) ∈ H (6)

óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
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1. m(q) = q, lm−1(r) = r;

2.
(∏S

i=1 ψρ(hi)(q)
) ∏S′

j=1 ψρ(h′j)(r) = 1 ∈ H;

3. ρ̄([hi ◦ α]) = ψρ(hi)(q), ρ̄([h′j ◦ β]) = ψρ(h′j)(r), ρ̄([γk]) = ck, 1 ≤ i ≤ S,
1 ≤ j ≤ S′, 1 ≤ k ≤ 2g;

4. S + S′ + 2g ýëåìåíòîâ ψρ(h1)(q), . . . , ψρ(hS)(q), ψρ(h′1)(r), . . . , ψρ(h′S′)(r),
c1 . . . , c2g ∈ H ïîðîæäàþò ãðóïïó H;

5. m(ρ̄([hi◦α])) = ρ̄([a◦hi◦α]), m(ρ̄([h′j◦β])) = ρ̄([a◦h′j◦β]), m(ck) = ρ̄([a◦γk]);
l(ρ̄([hi ◦α])) = ρ̄([b ◦ hi ◦α]), l(ρ̄([h′j ◦ β])) = ρ̄([b ◦ h′j ◦ β]), l(ck) = ρ̄([b ◦ γk]),
1 ≤ i ≤ S, 1 ≤ j ≤ S′, 1 ≤ k ≤ 2g.

Ïðè ýòîì íàáîð (l,m, q, r, c1, . . . , c2g) îïðåäåë¼í ñèììåòðè÷íûì ðàçâåòâë¼í-
íûì íàêðûòèåì f (íå çàâèñèìî îò âûáîðà ýïèìîðôèçìà ìîíîäðîìèè ρ̄) ñ
òî÷íîñòüþ äî ïðåîáðàçîâàíèé (5). Åñëè äâà ñèììåòðè÷íûõ ðàçâåòâë¼ííûõ
íàêðûòèÿ ñ ãðóïïîé ìîíîäðîìèè H èçîìîðôíû (ñì. Îïðåäåëåíèå 3.1), òî îò-
âå÷àþùèå èì íàáîðû ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà òàêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè.

(Á) Ïóñòü ýëåìåíòû q, r, c1, . . . , c2g ∈ H è àâòîìîðôèçìû l, m ∈ Aut(H)
óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

6. ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì ψρ : Aut(Y ) → Aut(H), îïðåäåë¼ííûé íà îá-
ðàçóþùèõ a, b ∈ Aut(Y ) ôîðìóëàìè ψρ(a) = m, ψρ(b) = l (â ÷àñòíîñòè,
l2 = ψρ(b2) = idH).
Ïóñòü âûïîëíåíû òàêæå óñëîâèÿ 4,5 âûøå, ãäå â óñëîâèè 5 ÷åðåç
ρ̄ : H1(Y0;Z) → H îáîçíà÷åí ãîìîìîðôèçì ãðóïï, îïðåäåë¼ííûé íà îáðàçóþ-
ùèõ [h1 ◦ α], . . . , [hS ◦ α], [h′1 ◦ β], . . . , [h′S′ ◦ β], [γ1], . . . , [γ2g] ãðóïïû H1(Y0;Z)
ôîðìóëàìè èç ñâîéñòâà 3 âûøå. Òîãäà âûïîëíåíî (6) è ñóùåñòâóåò ñèììåò-
ðè÷íîå ðàçâåòâë¼ííîå íàêðûòèå f : X → Y , äëÿ êîòîðîãî ãîìîìîðôèçìû ρ̄, ψρ

ÿâëÿþòñÿ ýïèìîðôèçìîì ìîíîäðîìèè è ñêâîçíûì äåéñòâèåì íà ãðóïïå ìîíî-
äðîìèè, ñîîòâåòñòâåííî.

Ëþáûå äâà òàêèõ ðàçâåòâë¼ííûõ íàêðûòèÿ èçîìîðôíû. Äëÿ ëþáîãî λ ∈
Aut(H) íàáîð (λlλ−1, λmλ−1, λ(q), λ(r), λ(c1), . . . , λ(c2g)) òàêæå óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèÿì 4�6, à îòâå÷àþùåå ýòîìó íàáîðó ñèììåòðè÷íîå ðàçâåòâë¼ííîå
íàêðûòèå èçîìîðôíî ðàçâåòâë¼ííîìó íàêðûòèþ f .

Çàìå÷àíèå 4.16. Â ñèëó Òåîðåìû 4.15, ñîïîñòàâëåíèå ñèììåòðè÷íîìó ðàç-
âåòâë¼ííîìó íàêðûòèþ f : X → Y ñ àáåëåâîé ãðóïïîé ìîíîäðîìèè H ñî-
îòâåòñòâóþùåãî íàáîðà (4) ïî ôîðìóëàì èç Òåîðåìû 4.15.À çàäà¼ò âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè èçîìîðôíîñòè ñèììåòðè÷íûõ íà-
êðûòèé íàä Y ñ ãðóïïîé ìîíîäðîìèè H (ñì. Ñëåäñòâèå 4.3) è íàáîðàìè (4),
óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì 4�6 è ðàññìàòðèâàåìûìè ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåîá-
ðàçîâàíèé (5).

Çàìå÷àíèå 4.17. Ñòåïåíü ñèììåòðè÷íîãî ðàçâåòâë¼ííîãî íàêðûòèÿ f : X →
Y èç Òåîðåìû 4.15 ðàâíà k := |H|, à ïîðÿäêè âåòâëåíèÿ â öåíòðàõ áåëûõ (ñîîòâ.
÷¼ðíûõ) êëåòîê ðàâíû ïîðÿäêó |〈q〉| ýëåìåíòà q (ñîîòâ. ïîðÿäêó |〈r〉| ýëåìåíòà
r) â ãðóïïå H. Ïðè ýòîì, â îáîçíà÷åíèÿõ 4.14, îðèåíòèðîâàííûé àòîì X èìå-
åò ðîä g =

n− S
|〈q〉|− S′

|〈r〉|
2 k + 1, ñëîæíîñòü kn, S[H : 〈q〉] = S k

|〈q〉| áåëûõ êëåòîê
è S′[H : 〈r〉] = S′ k

|〈r〉| ÷¼ðíûõ êëåòîê, ïðè÷¼ì êàæäàÿ åãî áåëàÿ êëåòêà èìååò
d|〈q〉| ñòîðîí, à êàæäàÿ åãî ÷¼ðíàÿ êëåòêà èìååò d′|〈r〉| ñòîðîí, ãäå n � ñëîæ-
íîñòü àòîìà Y , d � ÷èñëî ñòîðîí ëþáîé åãî áåëîé êëåòêè, à d′ � ÷èñëî ñòîðîí
ëþáîé åãî ÷¼ðíîé êëåòêè. Çäåñü ÷èñëîì ñòîðîí äâóìåðíîé êëåòêè íàçûâàåòñÿ
êîëè÷åñòâî ðåáåð, èíöèäåíòíûõ ýòîé êëåòêå.
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Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 4.15. Ïóñòü f1 : X1 → Y � ñèììåòðè÷íîå ðàç-
âåòâë¼ííîå íàêðûòèå, èçîìîðôíîå f (âîçìîæíî, ñîâïàäàþùåå ñ f). Ïóñòü
ρ1 : π1(Y0, y0) → H1 � åãî ýïèìîðôèçì ìîíîäðîìèè. Ñîãëàñíî Îïðåäåëåíèþ 3.1
è Çàìå÷àíèþ 3.2, ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì λ : H → H1, òàêîé ÷òî λρ = ρ1. Â
÷àñòíîñòè, ãðóïïà ìîíîäðîìèè H1 àáåëåâà è èçîìîðôíà H, à ïîòîìó ýïèìîð-
ôèçì ìîíîäðîìèè ñâîäèòñÿ ê ýïèìîðôèçìó ρ̄1 : H1(Y ;Z) → H1, è âûïîëíåíî
λρ̄ = ρ̄1. Çíà÷èò, ψρ1(g) ◦ ρ̄1 = ρ̄1 ◦ (ψ(g)) = (λρ̄) ◦ (ψ(g)) = λ ◦ (ψρ(g)) ◦ ρ̄ =
λ ◦ (ψρ(g)) ◦ λ−1 ◦ ρ̄1, g ∈ Aut(Y ). Èç åäèíñòâåííîñòè ñêâîçíîãî äåéñòâèÿ ïîëó-
÷àåì ψρ1(g) = λ ◦ (ψρ(g)) ◦ λ−1, g ∈ Aut(Y ). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè H1 = H
íàáîð, îòâå÷àþùèé ñîãëàñíî (À) ðàçâåòâë¼ííîìó íàêðûòèþ f1, ïîëó÷åí ïðå-
îáðàçîâàíèåì (5) èç íàáîðà (4). Ýòî äîêàçûâàåò ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå â (À).
Òàê êàê àâòîìîðôèçì λ ∈ Aut(H) � ëþáîé, ýòî äîêàçûâàåò òàêæå ïîñëåäíåå
óòâåðæäåíèå â (Á). Äîêàæåì îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

(À) Äîêàæåì ñâîéñòâà 1�5.
3) Â ñèëó ýêâèâàðèàíòíîñòè ýïèìîðôèçìà ìîíîäðîìèè ρ̄ : H1(Y0;Z) → H

(ñì. Ñëåäñòâèå 4.13), äëÿ ëþáîé ñèììåòðèè h ∈ Aut(Y ) è ëþáîé ïåòëè γ ∈ Ω(Y0)
âûïîëíåíî

ψρ(h)(ρ̄([γ])) = (ψρ(h)) ◦ ρ̄([γ]) = ρ̄ ◦ (ψ(h))([γ]) = ρ̄([h ◦ γ]) ∈ H. (7)

Îòñþäà è èç (6) ïîëó÷àåì ñâîéñòâî 3: ck = ρ̄([γk]), 1 ≤ k ≤ 2g,

ψρ(hi)(q) = ψρ(hi)(ρ̄([α])) = ρ̄([hi ◦ α]), 1 ≤ i ≤ S,

ψρ(h′j)(r) = ψρ(h′j)(ρ̄([β])) = ρ̄([h′j ◦ β]), 1 ≤ j ≤ S′.

1) Òàê êàê ñèììåòðèÿ a ïåðåâîäèò êëåòêó e â ñåáÿ, òî èíäóöèðîâàííûé
àâòîìîðôèçì ãîìîëîãèé ψ(a) ∈ Aut(H1(Y0;Z)) ñîõðàíÿåò êëàññ ãîìîëîãèé [α] ∈
H1(Y0;Z) ïåòëè α, ò.å. ψ(a)([α]) = [a ◦ α] = [α]. Îòñþäà è èç (7) èìååì

m(q) = ψρ(a)(ρ̄([α])) = ρ̄([a ◦ α]) = ρ̄([α]) = q.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ çàìåòèì, ÷òî ñèììåòðèÿ ba−1 ∈
Aut(Y ) ñîõðàíÿåò êëåòêó e′ (è äåéñòâóåò íà íåé ýëåìåíòàðíûì ïîâîðîòîì),
à ïîòîìó [ba−1 ◦ β] = ψ(ba−1)([β]) = [β]. Îòñþäà è èç (7) èìååì

lm−1(r) = ψρ(ba−1)(ρ̄([β])) = ρ̄([ba−1 ◦ β]) = ρ̄([β]) = r.

4) Òàê êàê ãðóïïà H1(Y0;Z) ïîðîæäåíà ýëåìåíòàìè [hi ◦ α], [h′j ◦ β], [γk]
(1 ≤ i ≤ S, 1 ≤ j ≤ S′, 1 ≤ k ≤ 2g), à ρ̄ : H1(Y0;Z) → H � ýïèìîðôèçì, òî
ãðóïïà H ïîðîæäåíà ýëåìåíòàìè ρ̄([hi ◦ α]) = ψρ(hi)(q), ρ̄([h′j ◦ β]) = ψρ(h′j)(r),
ρ̄([γk]) = ck. Ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà ñëåäóþò èç äîêàçàííîãî âûøå ñâîéñòâà 3.

2) Ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííûå êëåòêè hi(e), h′j(e
′) êàê 2-öåïè

hi(e), h′j(e
′) ∈ C2(Y ) íà àòîìå Y = (P̄ , K)# (òî÷íåå, íà êëåòî÷íîì êîìïëåêñå

(P̄ ,K), ñì. Îïðåäåëåíèå 1.4.À). Òàê êàê h1(e), . . . , hS(e), h′1(e
′), . . . , h′S′(e

′) �
íàáîð âñåõ áåëûõ è âñåõ ÷¼ðíûõ (ò.å. âñåõ äâóìåðíûõ) êëåòîê àòîìà Y , òî
ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ [P̄ ] ∈ H2(Y ) = Z2(Y ) ⊂ C2(Y ) çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè
P̄ ðàâåí

[P̄ ] =




S∑

i=1

hi(e) +
S′∑

j=1

h′j(e
′)


 ∈ H2(Y ) = Z2(Y ).

Çäåñü [x] îáîçíà÷àåò êëàññ ãîìîëîãèé 2-öèêëà x ∈ Z2(Y ). Ïîÿñíèì, ÷òî ïî-
ñêîëüêó ïîâåðõíîñòü P̄ çàìêíóòà, òî ãðàíèöà ýòîé 2-öåïè ðàâíà ∂[P̄ ] = 0 ∈
B1(Y ) ⊂ Z1(Y0). Ïîÿñíèì òàêæå, ÷òî 1-ãðàíèöû íà àòîìå Y ÿâëÿþòñÿ â òî
æå âðåìÿ 1-öèêëàìè íà ïîâåðõíîñòè Y0, ïîëó÷åííîé ïðîêàëûâàíèåì ïîâåðõ-
íîñòè Y â öåíòðàõ äâóìåðíûõ êëåòîê. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê ∂e = α,
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∂e′ = β ∈ B1(Y ) ⊂ Z1(Y0), òî ãðàíèöà ñëàãàåìîãî hi(e) ðàâíà ∂(hi(e)) = hi ◦α, à
ãðàíèöà ñëàãàåìîãî h′j(e

′) ðàâíà ∂(h′j(e
′)) = h′j ◦β. Ïîýòîìó èç ñâîéñòâà 3 èìååì

(
S∏

i=1

ψρ(hi)(q)

)
S′∏

j=1

ψρ(h′j)(r) = ρ̄




S∑

i=1

[hi ◦ α] +
S′∑

j=1

[h′j ◦ β]


 = ρ̄(∂[P̄ ]) = ρ̄(0) = 1 ∈ H.

Çäåñü [x] îáîçíà÷àåò êëàññ ãîìîëîãèé öèêëà x ∈ Z1(Y0).
5) Èç (7) èìååì

m(ρ̄([hi ◦ α])) = ψρ(a)(ρ̄([hi ◦ α])) = ρ̄([a ◦ hi ◦ α]),

m(ρ̄([h′j ◦ β])) = ψρ(a)(ρ̄([h′j ◦ β])) = ρ̄([a ◦ h′j ◦ β]),

l(ρ̄([hi ◦ α])) = ψρ(b)(ρ̄([hi ◦ α])) = ρ̄([b ◦ hi ◦ α]),

l(ρ̄([h′j ◦ β])) = ψρ(b)(ρ̄([h′j ◦ β])) = ρ̄([b ◦ h′j ◦ β]),

m(ck) = ψρ(a)(ρ̄([γk])) = ρ̄([a ◦ γk]), l(ci) = ψρ(b)(ρ̄([γk])) = ρ̄([b ◦ γi]),

1 ≤ i ≤ S, 1 ≤ j ≤ S′, 1 ≤ k ≤ 2g.
(Á) Øàã 1. Â ñèëó ñâîéñòâ 3 è 4, ãîìîìîðôèçì ρ̄ : H1(Y0;Z) → H ÿâëÿ-

åòñÿ ýïèìîðôèçìîì. Ïóñòü f : X → Y � ñèììåòðè÷íîå ðàçâåòâë¼ííîå íà-
êðûòèå ñ ýïèìîðôèçìîì ìîíîäðîìèè ρ̄, ñì. Îïðåäåëåíèå 4.10 è (3). Ïóñòü
ψ̃ρ : Aut(Y ) → Aut(H) � ñêâîçíîå äåéñòâèå ãðóïïû ñèììåòðèé îðèåíòèðî-
âàííîãî àòîìà Y íà ãðóïïå ìîíîäðîìèè H (ñì. Ñëåäñòâèå 4.13). Îñòàëîñü
ïðîâåðèòü, ÷òî ãîìîìîðôèçìû ψρ, ψ̃ρ : Aut(Y ) → Aut(H) ñîâïàäàþò. Òàê êàê
ãðóïïà Aut(Y ) ïîðîæäåíà ñèììåòðèÿìè a, b, òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî
m := ψρ(a) = ψ̃ρ(a) =: m̃ è l := ψρ(b) = ψ̃ρ(b) =: l̃. Â ñèëó ñâîéñòâ 3 è 4,
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî àâòîìîðôèçìû m è m̃ (ñîîòâ. l è l̃) îäèíàêîâî äåé-
ñòâóþò íà êàæäîì èç ýëåìåíòîâ ρ̄([hi ◦ α]), ρ̄([h′j ◦ β]), ck ∈ H.

Øàã 2. Èç ñâîéñòâà 3 äëÿ hi = idY = h′j , èìååì (6). Ïîýòîìó, â ñèëó (A),
âûïîëíåíû àíàëîãè ñâîéñòâ 1�5 äëÿ m̃, l̃, ψ̃ρ.

Øàã 3. Â ñèëó ñâîéñòâà 5 è åãî àíàëîãà äëÿ m̃ è l̃ (ñì. øàã 2), èìååì m(ρ̄([hi◦
α])) = ρ̄([a◦hi ◦α]) = m̃(ρ̄([hi ◦α])), m(ρ̄([h′j ◦β])) = ρ̄([a◦h′j ◦β]) = m̃(ρ̄([h′j ◦β])),
m(ck) = ρ̄([a ◦ γk]) = m̃(ck);

l(ρ̄([hi ◦ α])) = ρ̄([b ◦ hi ◦ α]) = l̃(ρ̄([hi ◦ α])), l(ρ̄([h′j ◦ β])) = ρ̄([b ◦ h′j ◦ β]) =
l̃(ρ̄([h′j ◦ β])), l(ck) = ρ̄([b ◦ γk]) = l̃(ck); 1 ≤ i ≤ S, 1 ≤ j ≤ S′, 1 ≤ k ≤ 2g.

Ñëåäñòâèå 4.18. Ïóñòü Y � ñôåðè÷åñêèé ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðè-
åíòèðîâàííûé àòîì è H � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Òîãäà ñèììåòðè÷íûå
ðàçâåòâë¼ííûå íàêðûòèÿ f : X → Y ñ ãðóïïîé ìîíîäðîìèè H (ñì. Îïðåäå-
ëåíèå 4.10) êëàññèôèöèðóþòñÿ ÷åòâåðêàìè (l, m, q, r), ñîñòîÿùèìè èç ïàðû
àâòîìîðôèçìîâ l, m ∈ Aut(H) è ïàðû ýëåìåíòîâ q, r ∈ H, óäîâëåòâîðÿþùèìè
óñëîâèÿì 4�6 èç Òåîðåìû 4.15, ãäå â óñëîâèè 5 ÷åðåç ρ̄ : H1(Y0;Z) → H îáî-
çíà÷åí ãîìîìîðôèçì ãðóïï, îïðåäåë¼ííûé íà îáðàçóþùèõ [h1 ◦ α], . . . , [hS ◦ α],
[h′1 ◦ β], . . . , [h′S′ ◦ β] ãðóïïû H1(Y0;Z) ôîðìóëàìè èç ñâîéñòâà 3 âûøå, ïðè-
÷¼ì â óñëîâèÿõ 3�5 g = 0, à ýëåìåíòû c1, . . . , c2g è êðèâûå γ1, . . . , γ2g îòñóò-
ñòâóþò. Ïðè ýòîì âûïîëíåíû ñâîéñòâà 1 è 2 èç 4.15, ïðè÷¼ì m = ψρ(a),
l = ψρ(b) ∈ Aut(H) � ñêâîçíûå äåéñòâèÿ ñèììåòðèé a, b íà ãðóïïå H,
q = ρ̄([α]), r = ρ̄([β]) ∈ H � ìîíîäðîìèè ïðè îáõîäå âîêðóã öåíòðîâ êëåòîê
e, e′. Âûïîëíåíû ôîðìóëû Çàìå÷àíèÿ 4.17.

Ñëåäñòâèå 4.19. Ïóñòü Y � ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé
àòîì è H � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Ñèììåòðè÷íûå ðàçâåòâë¼ííûå íàêðû-
òèÿ f : X → Y íàä Y ñ ãðóïïîé ìîíîäðîìèè H (ñì. Îïðåäåëåíèå 4.10), äëÿ
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êîòîðûõ ãðóïïà H ïîðîæäåíà ýëåìåíòàìè ρ̄([hi ◦ α]), ρ̄([h′j ◦ β]), 1 ≤ i ≤ S,
1 ≤ j ≤ S′ (íàïðèìåð, åñëè Y ñôåðè÷åñêèé èëè H ïîðîæäåíà ýëåìåíòîì
q := ρ̄([α])), à ñêâîçíîå äåéñòâèå ñèììåòðèè a ∈ Aut(Y ) íà H ÿâëÿåòñÿ òîæ-
äåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì m := ψρ(a) = idH (íàïðèìåð, åñëè H ïîðîæ-
äåíà ýëåìåíòîì q := ρ̄([α])), êëàññèôèöèðóþòñÿ íàáîðàìè (l, q, r, c1, . . . , c2g),
ñîñòîÿùèìè èç àâòîìîðôèçìà l ∈ Aut(H) è ýëåìåíòîâ q, r, c1, . . . , c2g ∈ H,
óäîâëåòâîðÿþùèìè ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. l2 = idH , l(r) = r;

2. rS′qS/2(l(q))S/2 = 1 ∈ H ïðè ÷¼òíîì S, rS′qS = 1 ∈ H ïðè íå÷¼òíîì S;

3. òðè ýëåìåíòà r, q, l(q) ïîðîæäàþò ãðóïïó H;

4. l = idH åñëè íåò øàøå÷íîãî ðàçáèåíèÿ áåëûõ êëåòîê àòîìà Y , ñì. Îïðå-
äåëåíèå 1.4.Â (íàïðèìåð, äëÿ ëþáîãî ñôåðè÷åñêîãî Y , êðîìå ñëó÷àÿ S = 8,
S′ = 6 óñå÷¼ííîãî îêòàýäðà Y = P3 è ñëó÷àÿ S = 2t, S′ = 2 îðèåíòèðî-
âàííîãî àòîìà Y = D2t);

5. ci = ρ̄([a ◦ γi]), l(ci) = ρ̄([b ◦ γi]), 1 ≤ i ≤ 2g,

ãäå â ïîñëåäíåì óñëîâèè ÷åðåç ρ̄ : H1(Y0;Z) → H îáîçíà÷åí ãîìîìîðôèçì, îïðå-
äåë¼ííûé íà îáðàçóþùèõ [h1 ◦α], . . . , [hS ◦α], [h′1 ◦ β], . . . , [h′S′ ◦ β], [γ1], . . . , [γ2g]
ãðóïïû H1(Y0;Z) ôîðìóëàìè

ρ̄([hi ◦ α]) := lni(q), ρ̄([h′j ◦ β]) := r, ρ̄([γk]) := ck, (8)

1 ≤ i ≤ S, 1 ≤ j ≤ S′, 1 ≤ k ≤ 2g, è ni ðàâíî ñóììå ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé
îáðàçóþùåé b â êàêîì-ëèáî ðàçëîæåíèè ýëåìåíòà hi ∈ Aut(Y ) ïî îáðàçóþùèì
a, b ãðóïïû Aut(Y ), ñì. îáîçíà÷åíèÿ â 4.14.

Ïðè ýòîì l = ψρ(b) ∈ Aut(H) � ñêâîçíîå äåéñòâèå ñèììåòðèè b íà ãðóïïå
H, q = ρ̄([α]) è l(q) = ρ̄([b ◦ α]) � ìîíîäðîìèè ïðè îáõîäå âîêðóã öåíòðîâ
áåëûõ êëåòîê, r = ρ̄([β]) � ìîíîäðîìèÿ ïðè îáõîäå âîêðóã öåíòðîâ ÷¼ðíûõ
êëåòîê, ck = ρ̄([γk]) � ìîíîäðîìèè ïðè îáõîäå âäîëü êðèâûõ γk, 1 ≤ k ≤ 2g, è
âûïîëíåíû ôîðìóëû Çàìå÷àíèÿ 4.17.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ ëþáîãî l ∈ Aut(H), óäî-
âëåòâîðÿþùåãî l2 = idH è óñëîâèþ 4 íàñòîÿùåãî ñëåäñòâèÿ, ñóùåñòâóåò ãî-
ìîìîðôèçì ψρ : Aut(Y ) → Aut(H), îïðåäåë¼ííûé íà îáðàçóþùèõ a, b ãðóïïû
Aut(Y ) ôîðìóëàìè ψρ(a) = idH , ψρ(b) = l, ñì. îáîçíà÷åíèÿ â 4.14. Îòñþäà áóäåò,
â ÷àñòíîñòè, ñëåäîâàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ñèììåòðèè g ∈ Aut(Y ) è ëþáîãî ðàçëî-
æåíèÿ g â êîìïîçèöèþ îáðàçóþùèõ a, b ãðóïïû Aut(Y ) è èõ îáðàòíûõ, âûïîëíå-
íî ψρ(g) = ln ∈ {idH , l}, ãäå n ∈ Z ðàâíî ñóììå ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé îáðàçóþ-
ùåé b â äàííîì ðàçëîæåíèè. Ïðè l = idH óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü l 6= idH ,
à ïîòîìó èìååòñÿ øàøå÷íîå ðàçáèåíèå áåëûõ êëåòîê, ñì. Îïðåäåëåíèå 1.4.Â
(ïî óñëîâèþ 4 íàñòîÿùåãî ñëåäñòâèÿ). Ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííóþ õîðäîâóþ
äèàãðàììó îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà Y , ïîñòðîåííóþ ïî áåëûì êëåòêàì, ñì.
Îïðåäåëåíèå 1.6. Ñóùåñòâîâàíèå øàøå÷íîãî ðàçáèåíèÿ áåëûõ êëåòîê îçíà÷àåò,
÷òî ìíîæåñòâî íåñóùèõ îêðóæíîñòåé õîðäîâîé äèàãðàììû ìîæíî ðàçáèòü íà
äâà ïîäìíîæåñòâà òàê, ÷òî ëþáàÿ õîðäà ñîåäèíÿåò îêðóæíîñòè ðàçíûõ ïîäìíî-
æåñòâ. Òàê êàê ëþáàÿ ñèììåòðèÿ g ∈ Aut(Y ) ñîõðàíÿåò øàøå÷íîå ðàçáèåíèå,
îíà ïåðåâîäèò êàæäîå èç ïîäìíîæåñòâ ëèáî â ñåáÿ, ëèáî â äðóãîå ïîäìíîæå-
ñòâî. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕ : Aut(Y ) → Z2 ôîðìóëîé ϕ(g) := 0 â ïåðâîì
ñëó÷àå, è ϕ(g) := 1 âî âòîðîì ñëó÷àå, g ∈ Aut(Y ). Î÷åâèäíî, ϕ � ãîìîìîðôèçì,
ïðè÷¼ì ϕ(a) = 0, ϕ(b) = 1 (òàê êàê ïðè èíäóöèðîâàííîì äåéñòâèè Aut(Y ) íà
õîðäîâîé äèàãðàììå ñèììåòðèÿ a ñîõðàíÿåò îêðóæíîñòü, îòâå÷àþùóþ êëåòêå
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e, à ñèììåòðèÿ b ïåðåâîäèò â ñåáÿ õîðäó, îòâå÷àþùóþ âåðøèíå A, è ïåðåñòàâ-
ëÿåò ìåñòàìè êîíöû ýòîé õîðäû). Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå I : Z2 → Aut(H)
ôîðìóëîé I(0) := idH , I(1) := l, îíî ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì â ñèëó óñëî-
âèÿ l2 = idH . Ïîëîæèì ψρ := I ◦ ϕ. Òîãäà ψρ(a) = I(ϕ(a)) = I(0) = idH ,
ψρ(b) = I(ϕ(b)) = I(1) = l è ψρ(Aut(Y )) = {idH , l}.

Øàã 2. Àíàëîãè÷íî (8), äëÿ ëþáîé áåëîé êëåòêè hi(e) (ñîîòâ. ÷¼ðíîé êëåò-
êè h′j(e

′)) àòîìà Y ôèêñèðóåì êàêîå-ëèáî ðàçëîæåíèå ñèììåòðèè hi ∈ Aut(Y )
(ñîîòâ. h′j ∈ Aut(Y )) ïî îáðàçóþùèì a, b, è ïóñòü ni (ñîîòâ. n′j) ðàâíî ñóììå ïî-
êàçàòåëåé ñòåïåíåé îáðàçóþùåé b â äàííîì ðàçëîæåíèè, ñì. îáîçíà÷åíèÿ â 4.14,
1 ≤ i ≤ S, 1 ≤ j ≤ S′.

Ïóñòü (l,m = idH , q, r, c1, . . . , c2g) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 4�6 èç Òåîðå-
ìû 4.15. Òîãäà, â ñèëó Òåîðåìû 4.15, âûïîëíåíû è îñòàëüíûå ñâîéñòâà èç ýòîé
òåîðåìû. Ïîêàæåì, ÷òî (l, q, r, c1, . . . , c2g) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1�5 íàñòîÿ-
ùåãî ñëåäñòâèÿ.

1) Èìååì l2 = idH èç ñâîéñòâà 6 Òåîðåìû 4.15, à l(r) = r èç ñâîéñòâà 1
Òåîðåìû 4.15.

5) Èç ñâîéñòâà 5 â Òåîðåìå 4.15 ïîëó÷àåì óñëîâèå 5 íàñòîÿùåãî ñëåäñòâèÿ.
3) Ïî ñâîéñòâó 6 Òåîðåìû 4.15 èìååòñÿ ãîìîìîðôèçì ψρ : Aut(Y ) → Aut(H)

ñî ñâîéñòâàìè ψρ(a) = idH è ψρ(b) = l. Ïóñòü ρ̄ : H1(Y0;Z) → H � ãîìîìîð-
ôèçì, îïðåäåë¼ííûé íà îáðàçóþùèõ [h1 ◦ α], . . . , [hS ◦ α], [h′1 ◦ β], . . . , [h′S′ ◦ β],
[γ1], . . . , [γ2g] ãðóïïû H1(Y0;Z) ôîðìóëàìè èç ñâîéñòâà 3 Òåîðåìû 4.15 (à ïîòî-
ìó óäîâëåòâîðÿþò (8)). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ íàñòîÿùåãî ñëåäñòâèÿ ãðóïïà H ïî-
ðîæäåíà ýëåìåíòàìè ψρ(hi)(q) = lni(q), ψρ(h′j)(r) = ln

′
j (r), 1 ≤ i ≤ S, 1 ≤ j ≤ S′.

Âìåñòå ñ äîêàçàííûì âûøå óñëîâèåì 1 íàñòîÿùåãî ñëåäñòâèÿ ýòî ïîêàçûâàåò,
÷òî ýëåìåíòû q, l(q), r = l(r) ∈ H ïîðîæäàþò ãðóïïó H.

4) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî l 6= idH . Òîãäà l(q) 6= q, ïîñêîëüêó ïðè l(q) = q ãðóïïà
H ïîðîæäåíà ýëåìåíòàìè q, r â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå óñëîâèÿ 3 íàñòîÿùåãî
ñëåäñòâèÿ, à ïîòîìó ñâîéñòâà l(r) = r è l(q) = q äàþò l = idH . Òàê êàê âåðøèíû
êëåòêè e èìåþò âèä Ak = ak(A), k ∈ Z, òî âåðøèíû êëåòêè hi(e) èìåþò âèä
A′k = hi(ak(A)), k ∈ Z. Òàê êàê A � îáùàÿ âåðøèíà áåëûõ êëåòîê e, b(e), òî
A′k = hi(ak(A)) � îáùàÿ âåðøèíà áåëûõ êëåòîê hi(ak(e)) = hi(e) è hi(ak(b(e)) =:
hi′(e) (äëÿ íåêîòîðîãî i′ ∈ [1; S]). Îòìåòèì, ÷òî h−1

i′ ◦hi ◦ ak ◦ b(e) = e, à ïîòîìó
h−1

i′ ◦hi ◦ak ◦ b = ap äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ Z, îòêóäà hi′ = hi ◦ak ◦ b ◦a−p. Ïîýòîìó
ψρ(hi′) = (ψρ(hi)) ◦ l = l ◦ (ψρ(hi)) (â ñèëó àáåëåâîñòè ïîäãðóïïû ψρ(Aut(Y )) =
{idH , l} ' Z2). Îòñþäà è èç óñëîâèÿ l2 = idH ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíòû ψρ(hi)(q) =
lni(q) è ψρ(hi′)(q) = l(ψρ(hi)(q)) = l(lni(q)) îáà ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó {q, l(q)}
è ðàçëè÷íû (â ñèëó l(q) 6= q, ñì. âûøå). Ïîýòîìó ñîïîñòàâëåíèå ëþáîé áåëîé
êëåòêå hi(e) ýëåìåíòà ψρ(hi)(q) = lni(q) ∈ {q, l(q)} ⊂ H îïðåäåëÿåò øàøå÷íîå
ðàçáèåíèå áåëûõ êëåòîê àòîìà Y , ñì. Îïðåäåëåíèå 1.4.Â. Ïðè ýòîì ψρ = I ◦ ϕ,
ãäå ϕ, I � ãîìîìîðôèçìû èç øàãà 1.

2) Â ñèëó ñâîéñòâà 2 â Òåîðåìå 4.15 è äîêàçàííîãî âûøå óñëîâèÿ 1 íà-
ñòîÿùåãî ñëåäñòâèÿ, èìååì

(∏S
i=1 lni(q)

) ∏S′

j=1 r = 1 ∈ H. Åñëè l = idH , òî
ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî äà¼ò qSrS′ = 1 ∈ H. Åñëè ïðè ýòîì S ÷¼òíî, òî ïîñëåä-
íåå ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó qS/2(l(q))S/2rS′ = 1 ∈ H. Ïóñòü l 6= idH .
Òîãäà, ïî äîêàçàòåëüñòâó óñëîâèÿ 4 âûøå, ñîïîñòàâëåíèå ëþáîé áåëîé êëåò-
êå hi(e) ýëåìåíòà ψρ(hi)(q) = lni(q) ∈ {q, l(q)} äà¼ò øàøå÷íîå ðàçáèåíèå áå-
ëûõ êëåòîê àòîìà Y , 1 ≤ i ≤ S. Çíà÷èò, ïî äîêàçàííîìó íà øàãå 1, ñèììåò-
ðèÿ b îñóùåñòâëÿåò áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâîì áåëûõ êëåòîê hi(e) ñî ñâîé-
ñòâîì ψρ(hi)(q) = lni(q) = q è ìíîæåñòâîì áåëûõ êëåòîê hi′(e) ñî ñâîéñòâîì
ψρ(hi′)(q) = lni′ (q) = l(q), 1 ≤ i ≤ S, îòêóäà S ÷¼òíî è óêàçàííûå ìíîæåñòâà ñî-
ñòîÿò èç îäèíàêîâîãî êîëè÷åñòâà S

2 áåëûõ êëåòîê. Ïîýòîìó ïðèâåä¼ííîå âûøå
ðàâåíñòâî äà¼ò qS/2(l(q))S/2rS′ = 1 ∈ H.

Øàã 3. Ïóñòü òåïåðü íàáîð (l, q, r, c1, . . . , c2g) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1�5
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íàñòîÿùåãî ñëåäñòâèÿ. Äîêàæåì, ÷òî íàáîð (l,m = idH , q, r, c1, . . . , c2g) óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì 4�6 èç Òåîðåìû 4.15. Îòñþäà, â ñèëó Òåîðåìû 4.15(Á), áóäóò
àâòîìàòè÷åñêè ñëåäîâàòü îñòàëüíûå ñâîéñòâà èç ýòîé òåîðåìû.

6) Óñëîâèå 6 Òåîðåìû 4.15 âûòåêàåò èç óñëîâèé 1 è 4 íàñòîÿùåãî ñëåäñòâèÿ,
êàê ïîêàçàíî íà øàãå 1. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì ψρ : Aut(Y ) →
Aut(H), òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé ñèììåòðèè g ∈ Aut(Y ) è ëþáîãî ðàçëîæåíèÿ
ýëåìåíòà g ïî îáðàçóþùèì a, b ãðóïïû Aut(Y ) âûïîëíåíî ψρ(g) = ln, ãäå n ∈ Z
ðàâíî ñóììå ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé îáðàçóþùåé b â äàííîì ðàçëîæåíèè. Ïðè
ýòîì èç l2 = id è ψρ(b) = l èìååì ψρ(Aut(Y )) = {idH , l} ⊂ Aut(H).

5) Ïóñòü ρ̄ : H1(Y0;Z) → H � ãîìîìîðôèçì, îïðåäåë¼ííûé íà îáðàçóþùèõ
[h1 ◦ α], . . . , [hS ◦ α], [h′1 ◦ β], . . . , [h′S′ ◦ β], [γ1], . . . , [γ2g] ãðóïïû H1(Y0;Z) ôîð-
ìóëàìè (8). Òîãäà âûïîëíåíû ôîðìóëû èç ñâîéñòâà 3 Òåîðåìû 4.15, â ñèëó
äîêàçàííûõ âûøå ôîðìóë ψρ(hi)(q) = lni(q) è ψρ(h′j)(r) = ln

′
j (r) è óñëîâèÿ

l(r) = r (ïî óñëîâèþ 1 íàñòîÿùåãî ñëåäñòâèÿ). Òðåáóåìîå óñëîâèå ýêâèâàðè-
àíòíîñòè äëÿ c1, . . . , c2g ñëåäóåò èç óñëîâèÿ 5 íàñòîÿùåãî ñëåäñòâèÿ. Òàê êàê
m = idH è ρ̄([h′j ◦ β]) := ψρ(h′j)(r) = r = l(r), ñì. âûøå, òî ïîëó÷àåì òðåáóå-
ìûå óñëîâèÿ ýêâèâàðèàíòíîñòè äëÿ 1 ≤ j ≤ S′. Åñëè l = idH , òî ρ̄([hi ◦ α]) :=
ψρ(hi)(q) = lni(q) = q = l(q), îòêóäà ïîëó÷àåì òðåáóåìûå óñëîâèÿ ýêâèâàðèàíò-
íîñòè äëÿ 1 ≤ i ≤ S. Ïóñòü òåïåðü l 6= idH , à ïîòîìó l(q) 6= q (ñì. äîêàçàòåëüñòâî
ñâîéñòâà 4 íà øàãå 2 âûøå). Íà øàãå 1 ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñîïîñòàâëåíèå ëþáîé
áåëîé êëåòêå hi(e) àòîìà Y àâòîìîðôèçìà ψρ(hi) ∈ {idH , l} ⊂ Aut(H) çàäà¼ò
øàøà÷íîå ðàçáèåíèå áåëûõ êëåòîê. Ïîýòîìó ñîïîñòàâëåíèå ëþáîé áåëîé êëåòêå
hi(e) ýëåìåíòà ρ̄([hi ◦ α]) := ψρ(hi)(q) = lni(q) ∈ {q, l(q)} ⊂ H òîæå çàäà¼ò øà-
øå÷íîå ðàçáèåíèå áåëûõ êëåòîê. Ïðè ýòîì ñèììåòðèÿ a ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî
âñåõ áåëûõ êëåòîê hi(e) ñî ñâîéñòâîì ρ̄([hi ◦ α]) = q â ñåáÿ, à ìíîæåñòâî âñåõ
áåëûõ êëåòîê hi′(e) ñî ñâîéñòâîì ρ̄([hi′ ◦ α]) = l(q) â ñåáÿ (ñì. øàã 1). Ïîýòîìó
ρ̄([a ◦ hi ◦ α]) = ρ̄([hi ◦ α]), 1 ≤ i ≤ S. Íà øàãå 1 ìû òàêæå ïîêàçàëè, ÷òî ñèì-
ìåòðèÿ b ïåðåñòàâëÿåò ýòè äâà ìíîæåñòâà, îòêóäà ρ̄([b ◦ hi ◦ α]) = l(ρ̄([hi ◦ α])),
1 ≤ i ≤ S.

4) Ïî ïîñòðîåíèþ ãîìîìîðôèçìà ψρ (ñì. äîêàçàííîå âûøå óñëîâèå 6 èç Òåî-
ðåìû 4.15) è óñëîâèþ l(r) = r, èìååì ψρ(h′j)(r) = r, 1 ≤ j ≤ S′. Ïî äîêàçàííîìó
â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ψρ(hi)(q) ∈ {q, l(q)}, 1 ≤ i ≤ S,
ñîâïàäàåò ñ {q, l(q)}. Ïî óñëîâèþ 3 íàñòîÿùåãî ñëåäñòâèÿ, ýëåìåíòû q, l(q), r
ïîðîæäàþò ãðóïïó H. Ýòî äà¼ò òðåáóåìîå ñâîéñòâî 4 Òåîðåìû 4.15.

5 Ïðèìèòèâíûå ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûå
àòîìû è îòîáðàæåíèÿ ïðèìèòèâèçàöèè

Â äàííîì ïàðàãðàôå îðèåíòèðîâàííûé àòîì òîæå ïîíèìàåòñÿ êàê îñíàù¼ííàÿ
ïàðà (P̄ ,K)#, ñì. Çàìå÷àíèå 1.8.

Ïóñòü X � ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé àòîì. Ôèêñèðóåì
íåêîòîðûé òèï äâóìåðíûõ êëåòîê àòîìà (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, âûäåëèì áåëûå
êëåòêè).
Îïðåäåëåíèå 5.1. Ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé àòîì X íà-
çîâåì ïðèìèòèâíûì, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ óñëîâèé:

� àòîì ñîäåðæèò íå ìåíåå äâóõ áåëûõ êëåòîê, è ëþáûå äâå åãî ðàçëè÷íûõ
áåëûõ êëåòêè èìåþò íå áîëåå îäíîé îáùåé âåðøèíû;

� â àòîìå åñòü ëèøü îäíà áåëàÿ êëåòêà, è àòîì íåïðèâîäèì, ñì. Îïðåäåëå-
íèå 3.5.

Ïðèìåð 5.2. Ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûå îðèåíòèðîâàííûå àòîìû ñëåäóþ-
ùèõ êëàññîâ èçîìîðôíîñòè (ñì. Ââåäåíèå) ïðèìèòèâíû:
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� (ñôåðè÷åñêèå) Pi, 1 ≤ i ≤ 5, A1 = D1, B1 = C1, Dn ïðè n > 2;

� (òîðè÷åñêèå) T¤
(1,0) = A2, T¤

(s,t) è TN
(s,t) ïðè s + t > 2, T4(s,t) ïðè s + t > 1;

� P6, A2l ïðè l ≥ 2.
Îñòàëüíûå ñôåðè÷åñêèå è òîðè÷åñêèå ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûå îðèåíòèðî-
âàííûå àòîìû (âêëþ÷àÿ îñòàëüíûå àòîìû êëàññîâ Cn, Dn), è âñå îñòàëüíûå
àòîìû êëàññîâ An, Bn (ðîäà g ≥ 2) íåïðèìèòèâíû:

� (ñôåðè÷åñêèå) B2 = C2 = D2, Cn ïðè n > 2;

� (òîðè÷åñêèå) T¤
(1,1) = B4, T¤

(2,0), T4(1,0) = B3, TN
(1,0) = A3, TN

(1,1), TN
(2,0);

� An ïðè n > 3 è n 6∈ {2l | l ∈ N}, Bn ïðè n > 4.
Ïóñòü îðèåíòèðîâàííûé àòîì X íå ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì è ñîäåðæèò íå

ìåíåå äâóõ áåëûõ êëåòîê. Âîçüì¼ì íåêîòîðóþ áåëóþ êëåòêó e ⊂ X è ïóñòü
a ∈ Aut(X) � ýëåìåíòàðíûé ïîâîðîò êëåòêè e. Çàíóìåðóåì âåðøèíû êëåòêè
e â öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå: A0, . . . , Ad−1, òîãäà a(Ai) = Ai+1. Ïóñòü ei � áåëàÿ
êëåòêà, ïðèìûêàþùàÿ ê êëåòêå e â i-îé âåðøèíå. Òàê êàê àòîì íå ïðèìèòèâåí,
òî e0 = eq äëÿ íåêîòîðîãî 0 < q ≤ d− 1. Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè, ei = ei+q äëÿ
âñåõ i. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî q � íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä, òàê ÷òî
d = kq. Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå aq ∈ Aut(X). Òàê êàê aq(e) = e è aq(ei) =
ei, òî aq åñòü âðàùåíèå êëåòêè ei. Ïîðÿäîê ýëåìåíòà aq ðàâåí k, ñëåäîâàòåëüíî,
aq = (aq

i )
li , ãäå ai ∈ Aut(X) � ýëåìåíòàðíûé ïîâîðîò êëåòêè ei, à li � íåêîòîðîå

÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ k. Èç-çà ñèììåòðè÷íîñòè l0 ≡ . . . ≡ lq−1 ≡ l (mod k).
Àíàëîãè÷íî, aq

i = (aq)l, îòêóäà

l2 ≡ 1 (mod k).

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî (a′)q = (a′′)ql âûïîëíåíî äëÿ ëþáûõ äâóõ ñìåæíûõ
áåëûõ êëåòîê e′ è e′′ (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.4.Â). Ïîñêîëüêó X ñâÿçíî, ðàññóæäàÿ
ïî èíäóêöèè, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî (a′)q = aq ëèáî (a′)q = aql äëÿ ëþáîé êëåòêè
e′ ⊂ X.

Ðàññìîòðèì öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó H = 〈aq〉 ⊂ Aut(X). Ïóñòü g ∈ Aut(X)
è g(e) = e′. Òîãäà gag−1 = a′ è gaqg−1 = (a′)q, ÷òî ðàâíî aq ëèáî (aq)l. Ñëå-
äîâàòåëüíî, gHg−1 = H, ò.å. H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà. Òàê êàê ýëåìåíòû
ïîäãðóïïû H äåéñòâóþò êàê âðàùåíèÿ íà êàæäîé áåëîé êëåòêå è ïîýòîìó íå
îñòàâëÿþò íèêàêóþ âåðøèíó íåïîäâèæíîé, òî H äåéñòâóåò ñâîáîäíî íà âåð-
øèíàõ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ñèììåòðè÷íîå ðàçâåòâë¼ííîå
íàêðûòèå

pX : X → X/H.

Äëÿ ëþáîãî ðàçëîæåíèÿ k = k1k2, ãäå k1, k2 ∈ N, ðàññìîòðèì öèêëè÷åñêóþ
ïîäãðóïïó H1 = 〈ak2q〉 ⊂ H ïîðÿäêà k1. Ïðèâåä¼ííîå âûøå ðàññóæäåíèå ïî-
êàçûâàåò, ÷òî ïîäãðóïïà H1 íîðìàëüíà â Aut(X). Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì
ðàññìîòðåòü ñèììåòðè÷íîå ðàçâåòâë¼ííîå íàêðûòèå pX,k1 : X → X/H1.
Îïðåäåëåíèå 5.3. Íàçîâ¼ì ðàçâåòâë¼ííîå íàêðûòèå X → Y îòîáðàæåíèåì
ïðèìèòèâèçàöèè, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ðàçâåòâë¼ííîãî íàêðûòèÿ pX

è èçîìîðôèçìà X/H → Y , à îðèåíòèðîâàííûé àòîì Xprim = Y íàçîâ¼ì ïðè-
ìèòèâèçàöèåé îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà X. Íàçîâ¼ì ðàçâåòâë¼ííîå íàêðûòèå
X → Y îòîáðàæåíèåì òèïà ïðèìèòèâèçàöèè, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé
ðàçâåòâë¼ííîãî íàêðûòèÿ pX,k1 è èçîìîðôèçìà X/H1 → Y .
Ïðèìåð 5.4. Äëÿ íåïðèìèòèâíûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ èç ïðèìåðà 5.2
(êðîìå àòîìîâ ñåðèè An ñ ðîâíî îäíîé áåëîé êëåòêîé) ïðèìèòèâèçàöèè îáðà-
çóþò ñëåäóþùèå 4 êëàññà ïðèìèòèâíûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ:
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� (ïðèìèòèâèçàöèÿ íåïðèìèòèâíûõ ñôåðè÷åñêèõ àòîìîâ) (B2)prim =
(C2)prim = (D2)prim = (Cn)prim = B1 = C1 ïðè n > 2,

� (ïðèìèòèâèçàöèè íåïðèìèòèâíûõ òîðè÷åñêèõ àòîìîâ) (T¤
(1,1))prim =

(B4)prim = (T4(1,0))prim = (B3)prim = B1 = C1, (T¤
(2,0))prim = D4,

(TN
(1,1))prim = D3, (TN

(2,0))prim = P1;

� (Bn)prim = B1 = C1 ïðè n > 4.

Óòâåðæäåíèå 5.5. Ïóñòü X � ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàí-
íûé àòîì, ñîäåðæàùèé íå ìåíåå äâóõ áåëûõ êëåòîê. Òîãäà

1. Xprim � ïðèìèòèâíûé ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé
àòîì;

2. åñëè f : X → Y � ñèììåòðè÷íîå ðàçâåòâë¼ííîå íàêðûòèå è Y ïðèìè-
òèâåí, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì f̄ : Xprim → Y , òàêîé
÷òî f = f̄ ◦ pX ;

3. ìîðôèçì f : X → Y ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì ïðèìèòèâèçàöèè òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà f ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì òèïà ïðèìèòèâèçàöèè
è Y ïðèìèòèâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü àòîì Xprim = X/H íå ïðèìèòèâåí. Òîãäà â Xprim

íàéäóòñÿ äâå äâóìåðíûå áåëûå êëåòêè e′1 è e′2, èìåþùèå áîëåå îäíîé îáùåé âåð-
øèíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ ñèììåòðèÿ ḡ ∈ Aut(Xprim),
òàêàÿ ÷òî ḡ(e′i) = e′i, i = 1, 2. Ïðîîáðàçîì êëåòîê e′1, e′2 ïðè îòîáðàæåíèè
f áóäóò ñîîòâåòñòâåííî äâóìåðíûå áåëûå êëåòêè e1 è e2 àòîìà X. Ñîãëàñíî
Ñëåäñòâèþ 4.3, ñóùåñòâóåò ñèììåòðèÿ g àòîìà X, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
ḡ ◦ f = f ◦ g. Òàê êàê f ◦ g(ei) = e′i, òî g(ei) = ei, i = 1, 2. Çíà÷èò, g èìå-
åò âèä g = ap, ãäå a ∈ Aut(X) � ýëåìåíòàðíûé ïîâîðîò êëåòêè e1. Ïðè ýòîì
ap /∈ H = 〈aq〉, òàê êàê ñèììåòðèÿ ḡ íåòðèâèàëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî, p íå äåëèòñÿ
íà q è p = sq + t, ãäå 0 < t < q. Òîãäà at(ei) = ei, i = 1, 2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
îïðåäåëåíèþ q êàê íàèìåíüøåãî ïîëîæèòåëüíîãî ïåðèîäà.

2. Ðàññìîòðèì â àòîìå X äâóìåðíûå áåëûå êëåòêè e1 è e2 èìåþùèå îáùóþ
âåðøèíó A. Ïóñòü e′i = f(ei) � ñîîòâåòñòâóþùèå äâóìåðíûå êëåòêè àòîìà Y .
Îíè òàêæå èìåþò îáùóþ âåðøèíó A′ = f(A), è äðóãèõ îáùèõ âåðøèí ó íèõ
íåò, òàê êàê Y ïðèìèòèâåí. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñèììåòðèþ g ∈ H. Òîãäà
ïî ïóíêòó 7 Óòâåðæäåíèÿ 3.3 ñóùåñòâóåò ñèììåòðèÿ g′ ∈ Aut(Y ), òàêàÿ ÷òî
g′ ◦ f = f ◦ g. Òàê êàê g(ei) = ei, òî g′(e′i) = e′i, i = 1, 2. Ïðè ýòîì îáùàÿ
âåðøèíà A′ êëåòîê e′1 è e′2 äîëæíà ïåðåéòè â îáùóþ âåðøèíó ýòèõ æå êëåòîê,
çíà÷èò, g′(A′) = A′. Ñëåäîâàòåëüíî, g′ = id, òî åñòü f = f ◦ g. Òàêèì îáðàçîì,
îòîáðàæåíèå f ìîæíî �ïðîïóñòèòü� ÷åðåç ôàêòîðïðîñòðàíñòâî X/H, èíûìè
ñëîâàìè, f ðàçëàãàåòñÿ â êîìïîçèöèþ f = f̄ ◦ pX , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

3. Íåîáõîäèìîñòü âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ïðèìèòèâèçàöèè è ïåðâîãî ïóíê-
òà äàííîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïðîâåðèì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü f : X → Y � îòîá-
ðàæåíèå òèïà ïðèìèòèâèçàöèè, è àòîì Y ïðèìèòèâåí. Òàê êàê Y èçîìîðô-
íî X/H1, H1 ⊂ H, òî ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íîå ðàçâåòâë¼ííîå íàêðûòèå
g : Y → X/H = Xprim. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî âòîðîìó ïóíêòó äàííîãî óòâåð-
æäåíèÿ èìååòñÿ ñèììåòðè÷íîå ðàçâåòâë¼ííîå íàêðûòèå f̄ : Xprim → Y . Òàê
êàê ëþáîå ñèììåòðè÷íîå ðàçâåòâë¼ííîå íàêðûòèå ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íî-
ãî àòîìà íàä ñîáîé åñòü åãî ñèììåòðèÿ, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Y è Xprim èçî-
ìîðôíû.

Ñëåäñòâèå 5.6. Ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûå îðèåíòèðîâàííûå àòîìû X è
Y , ñîäåðæàùèå íå ìåíåå äâóõ áåëûõ êëåòîê, èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
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êîãäà èçîìîðôíû îðèåíòèðîâàííûå àòîìû Xprim è Yprim è èçîìîðôíû îòîáðà-
æåíèÿ ïðèìèòèâèçàöèè pX è pY .
Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü èìååòñÿ èçîìîðôèçì àòîìîâ f : X → Y . Â ñèëó
ïóíêòà 2 ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ, ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íîå ðàçâåòâë¼ííîå
íàêðûòèå f̄ : Xprim → Yprim, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ f̄ ◦ pX = pY ◦ f . Ïî òåì
æå ïðè÷èíàì ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íîå ðàçâåòâë¼ííîå íàêðûòèå f−1 : Yprim →
Xprim, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ f−1 ◦ pY = pX ◦ f−1. Òîãäà f−1 = f̄−1, àòîìû
Xprim è Yprim èçîìîðôíû, êàê è îòîáðàæåíèÿ ïðèìèòèâèçàöèè pX è pY .

2. Èçîìîðôèçì àòîìîâ X è Y íåìåäëåííî ñëåäóåò èç èçîìîðôèçìà ðàçâåòâ-
ë¼ííûõ íàêðûòèé pX è pY .

Ñëåäñòâèå 5.7. Ïóñòü f : X → Y � ñèììåòðè÷íîå ðàçâåòâë¼ííîå íàêðû-
òèå. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

� f ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì òèïà ïðèìèòèâèçàöèè;

� ìîíîäðîìèÿ ρ([α]) ïðè îáõîäå âîêðóã öåíòðà áåëîé äâóìåðíîé êëåòêè ÿâ-
ëÿåòñÿ îáðàçóþùåé ãðóïïû H (â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà ìîíîäðîìèè H ðàç-
âåòâë¼ííîãî íàêðûòèÿ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé);

� ïîðÿäîê âåòâëåíèÿ â öåíòðå ëþáîé áåëîé êëåòêè ðàâåí êðàòíîñòè ðàç-
âåòâë¼ííîãî íàêðûòèÿ f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà ðàâíîñèëüíîñòü ïåðâîãî è âòîðîãî óñëî-
âèé. Èç ïåðâîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò âòîðîå, ñîãëàñíî Îïðåäåëåíèþ 5.3. Ïîêàæåì,
÷òî èç âòîðîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò ïåðâîå. Âîçüì¼ì äâóìåðíóþ áåëóþ êëåòêó e
àòîìà Y . Ïóñòü A1, . . . , Ad � å¼ âåðøèíû (â öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå). Âîçüì¼ì
â X äâóìåðíóþ êëåòêó e′, òàêóþ ÷òî f(e′) = e. Ïóñòü A′1, . . . , A

′
m � âåðøèíû

êëåòêè e′ â öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå, ïðè÷¼ì f(A′1) = A1. Òîãäà f(A′i) = Aj , ãäå j
� îñòàòîê äåëåíèÿ i íà d (j = d, åñëè i äåëèòñÿ íà d). Ðàññìàòðèâàÿ ýëåìåíò
ρ([α]) êàê ñèììåòðèþ àòîìà X, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ρ([α])(A′i) = A′i+d. Òàê êàê
ïîðÿäîê ýëåìåíòà ρ([α]) ðàâåí ïîðÿäêó ãðóïïû H, ò.å. êðàòíîñòè íàêðûòèÿ, òî
A′i = A′i+k1d, ãäå k1 = |H|, ñëåäîâàòåëüíî, m = k1d. Èíûìè ñëîâàìè, ñèììåòðèÿ
ρ([α]) äåéñòâóåò íà êëåòêå e′ êàê âðàùåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, h(e′) = e′ äëÿ ëþ-
áîãî ýëåìåíòà h ∈ H. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ äâóìåðíóþ áåëóþ êëåòêó e′′

àòîìà X. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñèììåòðèÿ g ∈ Aut(X), òàêàÿ ÷òî g(e′′) = e′. Äëÿ
ëþáîãî h ∈ H èìååì

h(e′′) = hg−1(e′) = g−1(ghg−1)(e′) = g−1(e′) = e′′,

ãäå ðàâåíñòâî ghg−1(e′) = e′ ñëåäóåò èç íîðìàëüíîñòè H êàê ïîäãðóïïû Aut(X).
Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû H äåéñòâóåò êàê âðàùåíèå íà êàæäîé
áåëîé êëåòêå àòîìà X, â ÷àñòíîñòè ýòî âåðíî äëÿ ñèììåòðèè ρ([α]). Çíà÷èò,
ρ([α]) = (a′)k2q, ãäå a′ � ñèììåòðèÿ, äåéñòâóþùàÿ êàê ýëåìåíòàðíûé ïîâîðîò
êëåòêè e′, q � ìèíèìàëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ñòåïåíü, òàêàÿ ÷òî (a′)q îñòàâëÿ-
åò áåëûå êëåòêè àòîìà X íà ìåñòå. Òîãäà H = 〈(a′)k2q〉, çíà÷èò, îòîáðàæåíèå
f èçîìîðôíî îòîáðàæåíèþ òèïà ïðèìèòèâèçàöèè pX,k1 . Åñëè àòîì Y ïðèìè-
òèâåí, òî f åñòü îòîáðàæåíèå ïðèìèòèâèçàöèè ïî ïóíêòó 3 Óòâåðæäåíèÿ 5.5.
Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîå è âòîðîå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû.

Åñëè ìîíîäðîìèÿ ρ([α]) ïðè îáõîäå âîêðóã öåíòðà áåëîé äâóìåðíîé êëåò-
êè ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùåé ãðóïïû H, òî ðåãóëÿðíîå äåéñòâèå ρ([α]) íà H èìååò
åäèíñòâåííóþ îðáèòó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äåéñòâèå ýëåìåíòà ρ([α]) íà ëþáîì ñëîå
íàêðûòèÿ òàêæå èìååò åäèíñòâåííóþ îðáèòó. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîùíîñòü îð-
áèò îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ρ([α]) â ñëîÿõ íàä òî÷êàìè, áëèçêèìè ê öåíòðó áåëîé
êëåòêè, ðàâíû ïîðÿäêàì âåòâëåíèé â öåíòðå áåëîé êëåòêè. Òîò ôàêò, ÷òî ïîðÿ-
äîê âåòâëåíèÿ â öåíòðå ëþáîé áåëîé êëåòêè ðàâåí êðàòíîñòè ðàçâåòâë¼ííîãî
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íàêðûòèÿ f , îçíà÷àåò, ÷òî â öåíòðå áåëîé êëåòêè åñòü òîëüêî îäíî âåòâëåíèå
è åãî ïîðÿäîê ðàâåí ïîðÿäêó ãðóïïû ìîíîäðîìèè. Òàêèì îáðàçîì, âòîðîå è
òðåòüå óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ ðàâíîñèëüíû.

Óòâåðæäåíèå 5.8. Ïóñòü X � ïðèìèòèâíûé ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé
îðèåíòèðîâàííûé àòîì. Òîãäà

(À) ëþáûå åãî áåëàÿ è ÷¼ðíàÿ êëåòêè èìåþò íå áîëåå îäíîãî îáùåãî ðåáðà;
(Á) åñëè äâå áåëûå êëåòêè e1, e2 ⊂ X ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè (ñì. Îïðå-

äåëåíèå 1.4.Â) è èíâàðèàíòíû ïðè íåêîòîðîé ñèììåòðèè g ∈ Aut(X), ò.å.
g(e1) = e1 è g(e2) = e2, òî g = idX .

Äîêàçàòåëüñòâî. (À) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îðèåíòèðîâàííûé àòîì X èìååò áå-
ëóþ êëåòêó e ⊂ X è ÷¼ðíóþ êëåòêó e′ ⊂ X, èìåþùèå áîëåå îäíîãî îáùåãî
ðåáðà. Ïóñòü a ∈ Aut(X) � ýëåìåíòàðíûé ïîâîðîò êëåòêè e. Çàíóìåðóåì âåð-
øèíû êëåòêè e â öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå: A0, . . . , Ad−1, òàê ÷òî ÷¼ðíàÿ êëåòêà
e′ ñîäåðæèò ðåáðî A0A1. Ïóñòü ei � áåëàÿ êëåòêà, ïðèìûêàþùàÿ ê êëåòêå e
â i-îé âåðøèíå, è ïóñòü e′i � ÷¼ðíàÿ êëåòêà, ïðèìûêàþùàÿ ê êëåòêå e ïî ðåá-
ðó AiAi+1, òîãäà a(Ai) = Ai+1 è e′ = e′0. Òàê êàê êëåòêè e è e′0 èìåþò áîëåå
îäíîãî îáùåãî ðåáðà, òî e′0 = e′q äëÿ íåêîòîðîãî 0 < q ≤ d − 1. Â ñèëó ñèì-
ìåòðè÷íîñòè àòîìà, e′i = e′i+q äëÿ âñåõ i. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî q � íàèìåíüøèé
ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä, òàê ÷òî d = kq. Èòàê, ñèììåòðèÿ aq îñòàâëÿåò íà ìåñòå
áåëóþ êëåòêó e è âñå ñìåæíûå ñ íåé ÷¼ðíûå êëåòêè e′0, . . . , e

′
d−1. Àíàëîãè÷íî

äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî aq îñòàâëÿåò íà ìåñòå âñå áåëûå êëåòêè, ñìåæíûå ñ ÷¼ðíîé
êëåòêîé e′0, è, â ÷àñòíîñòè, áåëóþ êëåòêó e0. Ïîýòîìó e0 = aq(e0) = eq, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ïðèìèòèâíîñòè àòîìà X.

(Á) Òàê êàê ñèììåòðèÿ g îñòàâëÿåò íà ìåñòå äâå ñìåæíûå áåëûå êëåòêè
e1, e2, òî îíà îñòàâëÿåò íà ìåñòå åäèíñòâåííóþ (â ñèëó ïðèìèòèâíîñòè àòîìà
X) îáùóþ âåðøèíó ýòèõ êëåòîê, à ïîòîìó è ïîëóð¼áðà, ïðèìûêàþùèå ê ýòîé
âåðøèíå. Ñëåäîâàòåëüíî, g = idX ïî Óòâåðæäåíèþ 2.5.

Çàìå÷àíèå 5.9. Ïóñòü X � ïðèìèòèâíûé ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåí-
òèðîâàííûé àòîì, è ïóñòü åãî ÷¼ðíûå êëåòêè ÿâëÿþòñÿ d′-óãîëüíèêàìè. Ïóñòü
Γ̂ � åãî ãðàô ñìåæíîñòè áåëûõ êëåòîê, ñì. Îïðåäåëåíèå 1.4.Â. Ïî îïðåäåëå-
íèþ, ãðàô Γ̂ íå èìååò ïåòåëü è êðàòíûõ ð¼áåð, à òàêæå ñâÿçåí â ñèëó ñâÿçíîñòè
àòîìà. Ïóñòü e′ � íåêîòîðàÿ ÷¼ðíàÿ êëåòêà, è ïóñòü c ∈ Aut(X) � ýëåìåíòàð-
íûé ïîâîðîò êëåòêè e′. Çàíóìåðóåì âåðøèíû êëåòêè e′ â öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå:
B0, . . . , Bd′−1, òàê ÷òî c(Bi) = Bi+1. Ïóñòü ei � áåëàÿ êëåòêà, ïðèìûêàþùàÿ ê
êëåòêå e′ ïî ðåáðó BiBi+1 ⊂ ∂e′. Òîãäà áåëûå êëåòêè e0, . . . , ed′−1 ðàçëè÷íû â
ñèëó Óòâåðæäåíèÿ 5.8.À. Ðàññìîòðèì íà ãðàôå Γ̂ öèêë Z äëèíû d′, ïîñëåäîâà-
òåëüíî ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âåðøèíû, îòâå÷àþùèå êëåòêàì e0, . . . , ed′−1 â äàííîì
öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå. Åñëè d′ = 1, òî X = A1 = D1 èìååò îäíó áåëóþ êëåò-
êó, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðèìèòèâíîñòè àòîìà X. Åñëè d′ = 2, òî X = C1 èìååò
äâå áåëûõ êëåòêè, îòêóäà S = 2 è Γ̂ = K2 � îòðåçîê, à Z � åäèíñòâåííûé
öèêë äëèíû 2 íà ýòîì ãðàôå. Åñëè d′ ≥ 3, òî öèêë Z ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì (ò.å. íå
èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé, ïîñêîëüêó âñå åãî âåðøèíû ðàçëè÷íû), ãðàô Γ̂ èìååò
S ≥ d′ ≥ 3 âåðøèí, è ëþáàÿ åãî âåðøèíà èìååò ñòåïåíü d ≥ 2, ïðè÷¼ì ïðè d = 2
âûïîëíåíî X = DS , S = d′ è Γ̂ = Z = OS .

6 Êëàññèôèêàöèÿ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ
àòîìîâ ñ äàííîé ïðèìèòèâèçàöèåé

Íà÷èíàÿ ñ äàííîãî ïàðàãðàôà, âî âñåõ óòâåðæäåíèÿõ ïîä îðèåíòèðîâàííûì
àòîìîì ïîíèìàåòñÿ êëàññ èçîìîðôíîñòè îñíàù¼ííîé ïàðû (P̄ , K)#, à âî âñåõ
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äîêàçàòåëüñòâàõ îí ïîíèìàåòñÿ êàê îñíàù¼ííàÿ ïàðà (P̄ , K)#, ñì. Çàìå÷à-
íèå 1.8.

Ïóñòü äàí ïðèìèòèâíûé ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé
àòîì Y (íàõîæäåíèþ òàêèõ àòîìîâ ïîñâÿù¼í ñëåäóþùèé ïàðàãðàô). Ðàññìîò-
ðèì çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòî-
ìîâ X, òàêèõ ÷òî Xprim èçîìîðôåí Y . Êàê â 4.14, ïóñòü e ⊂ Y � íåêîòîðàÿ
áåëàÿ äâóìåðíàÿ êëåòêà, A ∈ ē � å¼ âåðøèíà, e′ ⊂ Y � ÷¼ðíàÿ êëåòêà, ñìåæ-
íàÿ ñ êëåòêîé e â âåðøèíå A (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.4.Â). Îáîçíà÷èì a ∈ Aut(Y )
� ýëåìåíòàðíîå âðàùåíèå êëåòêè e, b ∈ Aut(Y ) � öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ â
âåðøèíå A. Ïóñòü Y0 � ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷àåìîå èç Y âûêàëûâàíèåì öåíòðîâ
äâóìåðíûõ êëåòîê, [α] ∈ H1(Y0;Z) � êëàññ ãîìîëîãèé ïîëîæèòåëüíî îðèåí-
òèðîâàííîé ïåòëè α âîêðóã öåíòðà êëåòêè e, [β] ∈ H1(Y0;Z) � âîêðóã öåíòðà
êëåòêè e′.

Â ñèëó Ñëåäñòâèé 4.13, 4.19 è 5.7, àòîìû X êëàññèôèöèðóþòñÿ ýêâèâàðè-
àíòíûìè ýïèìîðôèçìàìè

ρ̄ : H1(Y0;Z) → Zk = Z/(kZ),

òàêèìè ÷òî ρ̄([α]) = q = 1 ∈ Zk, ãäå ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ â Zk îáîçíà÷àåòñÿ
ñëîæåíèåì, à ýêâèâàðèàíòíîñòü ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ ψρ(g) ◦ ρ̄ = ρ̄ ◦ (ψ(g)) äëÿ
ëþáîãî g ∈ Aut(Y ), ãäå ψρ : Aut(Y ) → Aut(H) � íåêîòîðûé ãîìîìîðôèçì,
íàçâàííûé âûøå ñêâîçíûì. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ýêâèâàðèàíòíîñòü äëÿ îá-
ðàçóþùèõ a è b, ñì. Ñëåäñòâèå 4.13. Òàê êàê ψ(a)([α]) = [α] è ρ̄([α]) = q = 1
� îáðàçóþùàÿ ãðóïïû Zk, òî ψρ(a) = id ∈ Aut(Zk), ò.å. ñêâîçíîå äåéñòâèå
ïîâîðîòà a íà ãðóïïå Zk ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì àâòîìîðôèçìîì. Ïîëîæèì
ρ̄([β]) = r (mod k). Ñêâîçíîå äåéñòâèå ñèììåòðèè b íà ãðóïïå Zk èìååò âèä
x 7→ lx, x ∈ Zk, ãäå

l2 ≡ 1 (mod k),

ïðè÷¼ì l = 1, åñëè íåò øàøå÷íîãî ðàçáèåíèÿ áåëûõ êëåòîê, ñì. Îïðåäåëå-
íèå 1.4.Â (ò.å. åñòü öèêë íå÷¼òíîé äëèíû íà ãðàôå ñìåæíîñòè áåëûõ êëåòîê
àòîìà Y , ñì. Îïðåäåëåíèå 1.4.Â). Òàê êàê âðàùåíèÿ â áåëûõ êëåòêàõ òðàíçè-
òèâíî äåéñòâóþò íà ìíîæåñòâå ÷¼ðíûõ êëåòîê, òî âñå ÷¼ðíûå êëåòêè èìåþò
îäèíàêîâóþ ìîíîäðîìèþ r = ρ̄([β]) ∈ Zk ïðè îáõîäå âîêðóã öåíòðà. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, b ïåðåâîäèò ÷¼ðíûå êëåòêè â ÷¼ðíûå êëåòêè, ñëåäîâàòåëüíî,

rl ≡ r (mod k).

Èç Ñëåäñòâèÿ 5.7 è Ñëåäñòâèÿ 4.19 ñ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé ìîíîäðîìèè H =
〈ρ̄([α])〉 ' Zk, à òàêæå Çàìå÷àíèÿ 4.17, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ñëåäñòâèå 6.1. Îòîáðàæåíèÿ òèïà ïðèìèòèâèçàöèè f : X → Y íàä (íå
îáÿçàòåëüíî ïðèìèòèâíûì) ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûì îðèåíòèðîâàííûì
àòîìîì Y ðîäà g ≥ 0 ñ S ≥ 2 áåëûìè è S′ ÷¼ðíûìè êëåòêàìè êëàññèôèöè-
ðóþòñÿ íàáîðàìè (k, l, r, c1, . . . , c2g), k ∈ N, l, r, c1, . . . , c2g ∈ Zk, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèìè ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

� l2 ≡ 1 (mod k), rl ≡ r (mod k), S′r + (l + 1)S/2 ≡ 0 (mod k);

� l = 1 åñëè íåò øàøå÷íîãî ðàçáèåíèÿ áåëûõ êëåòîê àòîìà Y , ñì. Îïðå-
äåëåíèå 1.4.Â;

� ci = ρ̄([a ◦ γi]), lci = ρ̄([b ◦ γi]), 1 ≤ i ≤ 2g,
ãäå â ïîñëåäíåì óñëîâèè ÷åðåç ρ̄ : H1(Y0;Z) → Zk îáîçíà÷åí ãîìîìîðôèçì, îïðå-
äåë¼ííûé íà îáðàçóþùèõ [h1 ◦α], . . . , [hS ◦α], [h′1 ◦ β], . . . , [h′S′ ◦ β], [γ1], . . . , [γ2g]
ãðóïïû H1(Y0;Z) ôîðìóëàìè

ρ̄([hi◦α]) := lni , ρ̄([h′j◦β]) := r, ρ̄([γk]) := ck, 1 ≤ i ≤ S, 1 ≤ j ≤ S′, 1 ≤ k ≤ 2g,
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ni ðàâíî ñóììå ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé îáðàçóþùåé b â êàêîì-ëèáî ðàçëîæå-
íèè ýëåìåíòà hi ∈ Aut(Y ) ïî îáðàçóþùèì a, b ãðóïïû Aut(Y ), ñì. îáîçíà÷åíèÿ
â 4.14. Ïðè ýòîì k � ñòåïåíü ðàçâåòâë¼ííîãî íàêðûòèÿ f , ïîðÿäêè âåòâëåíèÿ
â öåíòðàõ áåëûõ (ñîîòâ. ÷¼ðíûõ) êëåòîê ðàâíû k (ñîîòâ. k

gcd(k,r)); ñêâîçíîå
äåéñòâèå ψρ(b) ∈ Aut(Zk) ñèììåòðèè b ∈ Aut(Y ) íà ãðóïïå H = Zk ñîâïàäàåò
ñ óìíîæåíèåì íà l; r = ρ̄([β]) � ìîíîäðîìèÿ ïðè îáõîäå âîêðóã öåíòðîâ ÷¼ð-
íûõ êëåòîê; c1 = ρ̄([γ1]), . . . , c2g = ρ̄([γ2g]) � ìîíîäðîìèè ïðè îáõîäå âäîëü êðè-
âûõ γ1, . . . , γ2g. Îðèåíòèðîâàííûé àòîì X èìååò ðîä g = kn−S−S′ gcd(k,r)

2 + 1,
ñëîæíîñòü kn, S áåëûõ êëåòîê è S′ gcd(k, r) ÷¼ðíûõ êëåòîê, ïðè÷¼ì êàæ-
äàÿ åãî áåëàÿ êëåòêà èìååò kd ñòîðîí, à êàæäàÿ åãî ÷¼ðíàÿ êëåòêà èìååò

d′k
gcd(k,r) ñòîðîí, ãäå n � ñëîæíîñòü àòîìà Y , d � ÷èñëî ñòîðîí ëþáîé åãî
áåëîé êëåòêè, à d′ � ÷èñëî ñòîðîí ëþáîé åãî ÷¼ðíîé êëåòêè.

Ñëåäñòâèå 6.2. Îòîáðàæåíèÿ òèïà ïðèìèòèâèçàöèè f : X → Y íàä ñôåðè-
÷åñêèì (íå îáÿçàòåëüíî ïðèìèòèâíûì) ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûì îðèåí-
òèðîâàííûì àòîìîì Y ñ S ≥ 2 áåëûìè è S′ ÷¼ðíûìè êëåòêàìè êëàññèôè-
öèðóþòñÿ òðîéêàìè (k, l, r), k ∈ N, l, r ∈ Zk, óäîâëåòâîðÿþùèìè ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

� l2 ≡ 1 (mod k), rl ≡ r (mod k), S′r + (l + 1)S/2 ≡ 0 (mod k);

� l = 1 åñëè íåò øàøå÷íîãî ðàçáèåíèÿ áåëûõ êëåòîê àòîìà Y , ñì. Îïðåäå-
ëåíèå 1.4.Â (ò.å. âñåãäà, êðîìå ñëó÷àÿ S = 8, S′ = 6 óñå÷¼ííîãî îêòàýäðà
Y = P3 è ñëó÷àÿ S = 2t, S′ = 2 îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà Y = D2t, ñì.
Òåîðåìó 1.13).

Ïðè ýòîì k � ñòåïåíü ðàçâåòâë¼ííîãî íàêðûòèÿ f , ïîðÿäêè âåòâëåíèÿ â
öåíòðàõ áåëûõ (ñîîòâ. ÷¼ðíûõ) êëåòîê ðàâíû k (ñîîòâ. k

gcd(k,r)); ñêâîçíîå äåé-
ñòâèå ψρ(b) ∈ Aut(Zk) ñèììåòðèè b ∈ Aut(Y ) íà ãðóïïå H = Zk ñîâïàäàåò
ñ óìíîæåíèåì íà l; r = ρ̄([β]) � ìîíîäðîìèÿ ïðè îáõîäå âîêðóã öåíòðîâ ÷¼ð-
íûõ êëåòîê. Ðîä è ñëîæíîñòü àòîìà X, êîëè÷åñòâî åãî áåëûõ è ÷¼ðíûõ êëå-
òîê, è êîëè÷åñòâî ñòîðîí êëåòîê îïðåäåëÿþòñÿ òåìè æå ôîðìóëàìè, ÷òî è
â 6.1.

Ïðèìåð 6.3. Ðàññìîòðèì ñôåðè÷åñêèé îðèåíòèðîâàííûé àòîì DS , ñì. Ââåäå-
íèå (ãðàô ñìåæíîñòè áåëûõ êëåòîê ó ýòîãî àòîìà ÿâëÿåòñÿ öèêëîì äëèíû S,
îáîçíà÷àåìûé ÷åðåç OS , ïðè÷¼ì S = d′ è d = S′ = 2, ñì. Îïðåäåëåíèå 1.4.Â),
ãäå S ≥ 2. Îðèåíòèðîâàííûé àòîì ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷åí, à ïðè S ≥ 3 ïðè-
ìèòèâåí (òàê êàê îí èìååò S ≥ 2 áåëûõ êëåòîê è åãî ãðàô ñìåæíîñòè áåëûõ
êëåòîê íå èìååò êðàòíûõ ð¼áåð).

(À) Ïóñòü S íå÷¼òíî. Èç Ñëåäñòâèÿ 6.2 âûòåêàåò, ÷òî îòîáðàæåíèÿ ïðèìè-
òèâèçàöèè íàä îðèåíòèðîâàííûì àòîìîì DS îäíîçíà÷íî çàäàþòñÿ êðàòíîñòüþ
k ∈ N îòîáðàæåíèÿ ïðèìèòèâèçàöèè, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü íå÷¼òíîé, ïðè÷¼ì
l ≡ 1 (mod k), r ≡ k−S

2 (mod k). Íàêðûâàþùèé îðèåíòèðîâàííûé àòîì îáîçíà-
÷èì ÷åðåç OkS

S . Îðèåíòèðîâàííàÿ õîðäîâàÿ äèàãðàììà îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà
OkS

S ñîñòîèò èç S îðèåíòèðîâàííûõ îêðóæíîñòåé S1
1 ≈ S1

2 ≈ . . . ≈ S1
S = {eiφ |

0 ≤ φ < 2π} è n = kS õîðä, ñîåäèíÿþùèõ ïàðû òî÷åê (e2πji/k, eπi+2πji/k) ∈
S1

u × S1
u+1 ýòèõ îêðóæíîñòåé, j ∈ Z, 0 ≤ j < k, 1 ≤ u ≤ S, ãäå S1

S+1 := S1
1 .

Îðèåíòèðîâàííûé àòîì OkS
S èìååò ðîä g = k−1

2 S − gcd(S, k+S
2 ) + 1, ñëîæíîñòü

kS, S áåëûõ è 2 gcd(S, k+S
2 ) ÷¼ðíûõ êëåòîê, êàæäàÿ åãî áåëàÿ êëåòêà ÿâëÿåòñÿ

2k-óãîëüíèêîì, à êàæäàÿ ÷¼ðíàÿ kS
gcd(S, k+S

2 )
-óãîëüíèêîì.

(Á) Ïðè ÷¼òíîì S, ñîãëàñíî Ñëåäñòâèþ 6.2, îòîáðàæåíèÿ òèïà ïðèìèòèâè-
çàöèè (ÿâëÿþùèåñÿ îòîáðàæåíèÿìè ïðèìèòèâèçàöèè ïðè S > 2) íàä îðèåí-
òèðîâàííûì àòîìîì DS îäíîçíà÷íî çàäàþòñÿ òðîéêàìè (k, l, r), ãäå k ∈ N �
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êðàòíîñòü îòîáðàæåíèÿ (òèïà) ïðèìèòèâèçàöèè, l, r ∈ Zk,

l2 ≡ 1 (mod k), rl ≡ r (mod k), 2r + (l + 1)S/2 ≡ 0 (mod k).

Ýòîò îðèåíòèðîâàííûé àòîì îáîçíà÷èì ÷åðåç OkS,l,r
S . Îðèåíòèðîâàííàÿ õîðäî-

âàÿ äèàãðàììà îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà OkS,l,r
S ñîñòîèò èç S îðèåíòèðîâàííûõ

îêðóæíîñòåé S1
1 ≈ S1

2 ≈ . . . ≈ S1
S = {eiφ | 0 ≤ φ < 2π} è n = kS õîðä, ñîåäèíÿ-

þùèõ ïàðû òî÷åê (e2πji/k, eπi/k+2πlji/k) ∈ S1
u × S1

u+1 ýòèõ îêðóæíîñòåé, j ∈ Z,
0 ≤ j < k, 1 ≤ u < S, è (e2πji/k, eπ(2r+1)i/k+2πlji/k) ∈ S1

S × S1
1 , j ∈ Z, 0 ≤ j < k.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè S = 2 ïîëó÷àåì (ñì. Óòâåðæäåíèå 8.2)

O2k,l,r
2 = K2k,2k−2r−1

2 , O2k,1,k−1
2 = B2k, O2k,k−1,0

2 = C2k.

Äåéñòâèòåëüíî, óêàçàííàÿ äèàãðàììà èìååò ñèììåòðèþ a, îïðåäåëÿåìóþ íà
ìíîæåñòâå âåðøèí äèàãðàììû ôîðìóëàìè

(1, j) 7→ (1, j + 1),

(u, j) 7→
(
S − u + 2, j − 2bu

2
c+ 1− (2− 2du

2
e)l − 2r

)
, 2 ≤ u ≤ S,

ãäå (u, j) îáîçíà÷àåò âåðøèíó eπij/k ∈ S1
u, 0 ≤ j < 2k. Êîððåêòíîñòü îïðåäåëå-

íèÿ ñèììåòðèè ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé íà k, l è r. Íà îêðóæíîñòè S1
1 ñèììåò-

ðèÿ a äåéñòâóåò êàê ýëåìåíòàðíûé ïîâîðîò.
Àíàëîãè÷íî, ìîæíî îïðåäåëèòü ñèììåòðèþ b ïî ôîðìóëàì

(1, j) 7→ (2, j + 1), (2, j) 7→ (1, j − 1),

(u, j) 7→
(
S − u + 3, j − 2bu

2
c+ 1− (2− 2du

2
e)l − 2r

)
, 3 ≤ u ≤ S.

Ñèììåòðèÿ b äåéñòâóåò êàê öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ íà õîðäå ñ êîíöàìè 1 ∈ S1
1

è eπi/k ∈ S1
2 .

Ïî Óòâåðæäåíèþ 2.8 îðèåíòèðîâàííûé àòîì, çàäàâàåìûé äàííîé õîðäîâîé
äèàãðàììîé, áóäåò ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûì. Îí èìååò ðîä g = k−1

2 S −
gcd(k, r) + 1, ñëîæíîñòü kS, S áåëûõ è 2 gcd(k, r) ÷¼ðíûõ êëåòîê, êàæäàÿ åãî
áåëàÿ êëåòêà ÿâëÿåòñÿ 2k-óãîëüíèêîì, à êàæäàÿ ÷¼ðíàÿ kS

gcd(k,r) -óãîëüíèêîì.

Ñëåäñòâèå 6.4. Îòîáðàæåíèÿ òèïà ïðèìèòèâèçàöèè f : X → Y íàä (íå
îáÿçàòåëüíî ïðèìèòèâíûì, ñì. ïðèìåð 5.2) òîðè÷åñêèì ìàêñèìàëüíî ñèì-
ìåòðè÷íûì îðèåíòèðîâàííûì àòîìîì Y = T¤

(s,t) êâàäðàòíîãî òèïà (s, t),
s > 0, t ≥ 0, ñì. Òåîðåìó 1.14, êëàññèôèöèðóþòñÿ ÷åòâ¼ðêàìè (k, l, r, c), k ∈ N,
l, r, c ∈ Zk, óäîâëåòâîðÿþùèìè â çàâèñèìîñòè îò s è t óñëîâèÿì:

1. åñëè s + t íå÷¼òíî, òî k íå÷¼òíî è

l = 1, c =
s + t + k

2
, s(r + 1) ≡ 0 (mod k), t(r + 1) ≡ 0 (mod k);

2. åñëè s è t ÷¼òíû, òî

l2 ≡ 1, lr ≡ r, 2c ≡ −(s + t)r,
s

2
(2r + l + 1) ≡ 0,

t

2
(2r + l + 1) ≡ 0,

ãäå âñå ñðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïî ìîäóëþ k;

3. åñëè s è t íå÷¼òíû è
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(a) åñëè k íå äåëèòñÿ íà 4, òî

l2 ≡ 1, lr ≡ r, 2c ≡ −tr − 1 +
s + 1

2
(l + 1),

s
l + 1

2
(r + 1) ≡ 0, t

l + 1
2

(r + 1) ≡ 0;

(b) åñëè k äåëèòñÿ íà 4 è s ≡ t ≡ 3 (mod 4), òî

l2 ≡ 1, lr ≡ r, 2c ≡ −tr − 1 +
s + 1

2
(l + 1),

s
l + 1

2
(r + 1) ≡ 0, t

l + 1
2

(r + 1) ≡ 0;

(c) åñëè k äåëèòñÿ íà 4 è s ≡ t ≡ 1 (mod 4), òî

l2 ≡ 1, lr ≡ r, 2c ≡ −tr − 1 +
s + 1

2
(l + 1),

s
l + 1

2
(r + 1) ≡ l2 − 1

2
, t

l + 1
2

(r + 1) ≡ l2 − 1
2

;

(d) åñëè k äåëèòñÿ íà 4 è st ≡ 3 (mod 4), òî

l2 ≡ 1, lr ≡ r, 2c ≡ −tr − 1 +
s + 1

2
(l + 1),

s
l + 1

2
(r + 1) ≡ 0, t

l + 1
2

(r + 1) ≡ 0,
l2 − 1

2
≡ 0.

Ïðè ýòîì k � ñòåïåíü ðàçâåòâë¼ííîãî íàêðûòèÿ f ; r � ìîíîäðîìèÿ ïðè îá-
õîäå âîêðóã öåíòðîâ ÷¼ðíûõ êëåòîê, c � ìîíîäðîìèÿ ïðè îáõîäå âäîëü îäíîé èç
ñòàíäàðòíûõ îáðàçóþùèõ òîðà; ïîðÿäêè âåòâëåíèÿ â öåíòðàõ áåëûõ (ñîîòâ.
÷¼ðíûõ) êëåòîê ðàâíû k (ñîîòâ. k

gcd(k,r)). Îðèåíòèðîâàííûé àòîì X èìååò
ðîä g = (s2 + t2)(k− 1+gcd(k,r)

2 )+1, ñëîæíîñòü 2k(s2 + t2), s2 + t2 áåëûõ êëåòîê
è (s2 + t2) gcd(k, r) ÷¼ðíûõ êëåòîê, ïðè÷¼ì êàæäàÿ åãî áåëàÿ êëåòêà èìååò 4k
ñòîðîí, à êàæäàÿ åãî ÷¼ðíàÿ êëåòêà èìååò 4k

gcd(k,r) ñòîðîí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå îðèåíòèðîâàííîãî àòî-
ìà Y = (P̄ ,K)# êëàññà èçîìîðôíîñòè T¤

(s,t). Ïóñòü e1, e2 � îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ èíäóöèðîâàííîãî ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè íà áåëûå è ÷¼ðíûå êëåòêè, ñì. 1.4.
Òîãäà àòîì Y ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ôàêòîðèçàöèè ïëîñêîñòè ïî ãðóïïå äâè-
æåíèé, ïîðîæä¼ííîé ñäâèãàìè íà âåêòîðà se1 + te2 è −te1 + se2. Âîçüì¼ì â
êà÷åñòâå íà÷àëà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè öåíòð îäíîé èç áåëûõ êëåòîê. Ïðè
ýòîì öåíòðû áåëûõ êëåòîê áóäóò èìåòü êîîðäèíàòû (x, y), x, y ∈ Z, öåíòðû
÷¼ðíûõ êëåòîê � êîîðäèíàòû ( 1

2 + p, 1
2 + q), x, y ∈ Z, à âåðøèíàìè ðàçáèåíèÿ

áóäóò òî÷êè ( 1
2 + x, y), (x, 1

2 + y), x, y ∈ Z.
Ðàññìîòðèì äâóçâåííóþ ëîìàíóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè

U1( 1
6 ,− 1

6 ), V1(s + 1
6 ,− 1

6 ),W1(s + 1
6 , t − 1

6 ). Ðàññìîòðèì òàêæå ëîìàíóþ,
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè U2( 1

6 , 1
6 ), V2(1

6 , s+ 1
6 ),W2(−t+ 1

6 , s+ 1
6 ). Ïðè ïðîåêöèè

ξ : R 2 → Y ëîìàíûå U1V1W1 è U2V2W2 îáðàçóþò çàìêíóòûå êðèâûå γ1, γ2,
÷üè êëàññû ãîìîëîãèé ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè ãðóïïû îäíîìåðíûõ ãîìîëîãèé
òîðà.

Ñîãëàñíî Ñëåäñòâèþ 6.1, îòîáðàæåíèÿ òèïà ïðèìèòèâèçàöèè íàä Y êëàññè-
ôèöèðóþòñÿ íàáîðàìè (k, l, r, c1, c2), k ∈ N, l, r, c1, c2 ∈ Zk, óäîâëåòâîðÿþùèìè
óñëîâèÿì

l2 ≡ 1 (mod k), rl ≡ r (mod k), (s2 + t2)(r + (l + 1)/2) ≡ 0 (mod k),
ρ̄([a ◦ γ1]) = c1, ρ̄([a ◦ γ2]) = c2, ρ̄([b ◦ γ1]) = lc1, ρ̄([b ◦ γ2]) = lc2,
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ãäå ρ̄ : H1(Y0;Z) → Zk åñòü ãîìîìîðôèçì ìîíîäðîìèè èç Ñëåäñòâèÿ 6.1,
ci = ρ̄([γi]), i = 1, 2, à àâòîìîðôèçì ψρ(a) ãðóïïû ãîìîëîãèé â äàííîì ñëó÷àå
èíäóöèðîâàí âðàùåíèåì Ra ïëîñêîñòè (ò.å. óíèâåðñàëüíîãî íàêðûòèÿ àòîìà Y )
íà π/2 âîêðóã òî÷êè O(0, 0), è àâòîìîðôèçì ψρ(b) èíäóöèðîâàí öåíòðàëüíîé
ñèììåòðèåé Rb â òî÷êå (−1/2, 0).

Òàê êàê Ra(U1V1W1) = U2V2W2, òî óñëîâèå ρ̄([a ◦ γ1]) = c1 ýêâèâàëåíòíî
ðàâåíñòâó

c2 ≡ c1 (mod k).

Èìååì Ra(U2V2W2) = U3V3W3, ãäå òî÷êè U3, V3,W3 èìåþò êîîðäèíà-
òû (− 1

6 , 1
6 ), (−s − 1

6 , 1
6 ), (−s − 1

6 ,−t + 1
6 ), ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì òî÷-

êè V ′
1( 1

6 ,−t − 1
6 ), U ′

1(−s + 1
6 ,−t − 1

6 ) è Z(− 1
6 ,− 1

6 ), Z ′(−s − 1
6 ,−t − 1

6 ). Òî-
ãäà ξ(U ′

1V
′
1W1) = ξ(U1V1W1) = γ1 è ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ â H1(Y0;Z) ïðî-

åêöèè çàìêíóòîãî êîíòóðà U1ZU3V3W3Z
′U ′

1V
′
1 ðàâåí [a ◦ γ2] + [γ1]. Êîíòóð

U1ZU3V3W3Z
′U ′

1V
′
1 ñîäåðæèò st öåíòðîâ ÷¼ðíûõ êëåòîê è (s + 1)(t + 1) − 1

öåíòðîâ áåëûõ êëåòîê, èç êîòîðûõ, ïðè íàëè÷èè øàøå÷íîãî ðàçáèåíèÿ áåëûõ
êëåòîê (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.4.Â), b (s+1)(t+1)−1

2 c ïðèíàäëåæàò òîìó æå êëàññó, ÷òî
è êëåòêà ñ öåíòðîì O, à d (s+1)(t+1)−1

2 e ïðèíàäëåæàò äðóãîìó êëàññó. Ïðèìåíÿÿ
ãîìîìîðôèçì ρ̄ è ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî ρ̄([a ◦ γ2]) = c2, îòñþäà ìû ïîëó÷àåì

c1 + c2 ≡
⌊

(s + 1)(t + 1)− 1
2

⌋
+

⌈
(s + 1)(t + 1)− 1

2

⌉
l + str (mod k).

Çàìåòèì, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî èìååò ñìûñë è ïðè îòñóòñòâèè øàøå÷íîãî ðàçáèå-
íèÿ áåëûõ êëåòîê, åñëè ïîëàãàòü l = 1.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìû íàõîäèì åù¼ äâà óðàâíåíèÿ, îòðàæàþùèå èíâà-
ðèàíòíîñòü íàêðûòèÿ îòíîñèòåëüíî ñèììåòðèè b:

(l + 1)c1 ≡ (s + 2)(t + 1)− 2
2

(l + 1) + (s + 1)tr (mod k),

(l + 1)c2 ≡ (s + 1)(t + 2)− 2
2

(l + 1) + s(t + 1)r (mod k).

Âñïîìèíàÿ î ðàâåíñòâå c2 ≡ c1, ìû ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

2c ≡
⌊

(s + 1)(t + 1)− 1
2

⌋
+

⌈
(s + 1)(t + 1)− 1

2

⌉
l + str (mod k), (9)

(l + 1)c ≡ (s + 2)(t + 1)− 2
2

(l + 1) + (s + 1)tr (mod k), (10)

(l + 1)c ≡ (s + 1)(t + 2)− 2
2

(l + 1) + s(t + 1)r (mod k). (11)

Ñëó÷àé 1: s+t íå÷¼òíî. Òîãäà øàøå÷íîå ðàçáèåíèå áåëûõ êëåòîê íåâîçìîæ-
íî, ïîýòîìó l ≡ 1. Óðàâíåíèÿ ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå

(s2 + t2)(r + 1) ≡ 0 (mod k),
2c ≡ (st + s + t) + str (mod k),

2c ≡ (st + s + 2t) + (st + t)r (mod k),
2c ≡ (st + 2s + t) + (st + s)r (mod k).

Âû÷èòàÿ èç òðåòüåãî è ÷åòâ¼ðòîãî óðàâíåíèÿ âòîðîå, èìååì

s(r + 1) ≡ t(r + 1) ≡ 0 (mod k),

îòêóäà 2c ≡ s+ t (mod k). Ïîñêîëüêó s+ t íå÷¼òíî, òî k íå ìîæåò áûòü ÷¼òíûì
÷èñëîì, è c ðàâíî âû÷åòó s+t+k

2 . Ïàðàìåòð r ðàâåí −1 + p k
gcd(s,t,k) , 0 ≤ p <

gcd(s, t, k).

41



Ñëó÷àé 2: s, t ÷¼òíû. Òîãäà óðàâíåíèå (9) çàïèñûâàåòñÿ êàê

2c ≡ st + s + t

2
(l + 1) + str (mod k). (12)

Âû÷èòàÿ èç óðàâíåíèÿ (11) óðàâíåíèå (10), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî
s− t

2
(l + 1 + 2r) ≡ 0.

Óìíîæàÿ ðàâåíñòâî (12) íà l + 1 è âû÷èòàÿ ðåçóëüòàò èç ðàâåíñòâà (10), óìíî-
æåííîãî íà 2, ïîëó÷èì

t(l + 1 + 2r) ≡ 0.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òîæäåñòâàìè (l + 1)2 ≡ 2(l + 1) è (l + 1)r ≡ 2r.
Òàê êàê s ÷¼òíî, òî st

2 (l+1)+str ≡ 0. Òåïåðü ìû ìîæåì ñâåñòè ñîîòíîøåíèÿ
(10), (11), (12) ê ðàâåíñòâàì

2c ≡ s + t

2
(l + 1) ≡ −(s + t)r,

(l + 1)c ≡ s + 2t

2
(l + 1) + tr,

(l + 1)c ≡ 2s + t

2
(l + 1) + sr,

îòêóäà c ìîæåò áûòü ðàâíî − s+t
2 r èëè − s+t

2 r+ k
2 (åñëè k ÷¼òíî). Â ëþáîì ñëó÷àå

(l − 1)c ≡ 0. Òàêèì îáðàçîì,

0 ≡ (l− 1)c = (l + 1)c− 2c ≡ s + 2t

2
(l + 1) + tr− s + t

2
(l + 1) =

t

2
(l + 1 + 2r).

Ñëåäîâàòåëüíî, s
2 (l + 1 + 2r) ≡ 0. Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî èç ñîîòíîøåíèé

l2 ≡ 1, lr ≡ r, 2c ≡ −(s + t)r,
s

2
(2r + l + 1) ≡ 0,

t

2
(2r + l + 1) ≡ 0

âûòåêàþò èñõîäíûå óðàâíåíèÿ (10), (11), (12) è ðàâåíñòâî (s2+t2)(r+(l+1)/2) ≡
0.

Ñëó÷àé 3: s, t íå÷¼òíû. Òîãäà óðàâíåíèå (9) çàïèñûâàåòñÿ êàê

2c ≡ st + s + t− 1
2

+
st + s + t + 1

2
l + str (mod k). (13)

Òî÷íî òàê æå, êàê â ñëó÷àå 2, ïîëó÷àåì òîæäåñòâà
s− t

2
(l + 1 + 2r) ≡ 0, s(l + 1 + 2r) ≡ 0, t(l + 1 + 2r) ≡ 0.

Èñïîëüçóÿ èõ, ïåðåïèñûâàåì ñîîòíîøåíèÿ (10), (11), (12) â âèäå

2c ≡ s + 1
2

t(1 + l + 2r) +
s− 1

2
+

s + 1
2

l − tr ≡ s + 1
2

(l + 1)− 1− tr,

(l + 1)c ≡ s + t

2
(l + 1) +

s + 1
2

t(l + 1 + 2r) ≡ s + t

2
(l + 1),

(l + 1)c ≡ s + t

2
(l + 1) +

t + 1
2

s(l + 1 + 2r) ≡ s + t

2
(l + 1).

Òîãäà (l + 1)c ≡ l+1
2 2c ≡ s+1

2
l+1
2 (l + 1)− l+1

2 (1 + tr). Åñëè s+1
2 ÷¼òíî (ò.å. s ≡ 3

(mod 4)), òî

s + 1
2

l + 1
2

(l + 1) ≡ s + 1
4

(l + 1)(l + 1) ≡ (s + 1)
l + 1

2
.
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Ñëåäîâàòåëüíî, l+1
2 (s + t) ≡ (l + 1)c ≡ l+1

2 (s + 1− 1− tr), îòêóäà

t
l + 1

2
(r + 1) ≡ 0.

Òàê êàê 0 ≡ s−t
2 (l + 1 + 2r) ≡ s−t

2 (l + 1)(r + 1) ≡ (s− t) l+1
2 (r + 1), òî è

s
l + 1

2
(r + 1) ≡ 0.

Åñëè s−1
2 ÷¼òíî, (ò.å. s ≡ 1 (mod 4)), òî

s + 1
2

l + 1
2

(l + 1) ≡ s− 1
4

(l + 1)(l + 1) +
l + 1

2
(l + 1) ≡ (s + l)

l + 1
2

,

îòêóäà
t
l + 1

2
(r + 1) ≡ l + 1

2
(l − 1) ≡ l2 − 1

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî,
s
l + 1

2
(r + 1) ≡ l2 − 1

2
.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè k íå äåëèòñÿ íà 4, òî âñåãäà l2−1
2 ≡ 0. Äðóãîå çàìå÷à-

íèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èñõîäíûå óðàâíåíèÿ ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî
çàìåíû ïåðåìåííûõ s è t. Íàêîíåö, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî èç ñîîòíîøåíèé

l2 ≡ 1, lr ≡ r, 2c ≡ −tr − 1 +
s + 1

2
(l + 1),

s
l + 1

2
(r + 1) ≡ t

l + 1
2

(r + 1) ≡ 0
(
ñîîòâåòñòâåííî, ≡ l2 − 1

2

)

ñëåäóþò óðàâíåíèÿ (10), (11), (12) è ðàâåíñòâî (s2 + t2)(r + (l + 1)/2) ≡ 0.

Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ âåðíû äëÿ òîðè÷åñêèõ àòîìîâ òðåóãîëüíîãî è
øåñòèóãîëüíîãî òèïîâ.

Ñëåäñòâèå 6.5. Îòîáðàæåíèÿ òèïà ïðèìèòèâèçàöèè f : X → Y íàä (íå
îáÿçàòåëüíî ïðèìèòèâíûì, ñì. ïðèìåð 5.2) òîðè÷åñêèì ìàêñèìàëüíî ñèì-
ìåòðè÷íûì îðèåíòèðîâàííûì àòîìîì Y = T4(s,t) òðåóãîëüíîãî òèïà (s, t),
s > 0, t ≥ 0, ñì. Òåîðåìó 1.14, êëàññèôèöèðóþòñÿ ÷åòâ¼ðêàìè (k, l, r, c), k ∈ N,
l, r, c ∈ Zk, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì:

l2 ≡ 1, lr ≡ r, s(r + l + 1) ≡ 0, t(r + l + 1) ≡ 0,

3c ≡ s2 + s + t2 + t

2
(r + l + 1) + (l − 1)(s− t), (l + 1)c ≡ 0,

ãäå ñðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïî ìîäóëþ k.
Îðèåíòèðîâàííûé àòîì X èìååò ðîä g = (s2 + st + t2) 3k−2−gcd(k,r)

2 + 1,
ñëîæíîñòü 3k(s2 + st+ t2), 2(s2 + st+ t2) áåëûõ êëåòîê è (s2 + st+ t2) gcd(k, r)
÷¼ðíûõ êëåòîê, ïðè÷¼ì êàæäàÿ åãî áåëàÿ êëåòêà èìååò 3k ñòîðîí, à êàæäàÿ
åãî ÷¼ðíàÿ êëåòêà èìååò 6k

gcd(k,r) ñòîðîí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå îðèåíòèðîâàííîãî àòî-
ìà Y = (P̄ , K)# êëàññà èçîìîðôíîñòè T4(s,t). Âûáåðåì íà í¼ì ðåïåð Oe1e2 ñ
íà÷àëîì êîîðäèíàò O â öåíòðå áåëîé êëåòêè èíäóöèðîâàííîãî êëåòî÷íîãî ðàç-
áèåíèÿ óíèâåðñàëüíîãî íàêðûòèÿ è áàçèñîì e1, e2, ïîðîæäàþùèì ãðóïïó ñäâè-
ãîâ, ñîõðàíÿþùèõ êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå, ïðè÷¼ì óãîë ìåæäó âåêòîðàìè áàçèñà
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ðàâåí π
3 , ñì. 1.4. Òîãäà öåíòðû áåëûõ êëåòîê áóäóò èìåòü êîîðäèíàòû (x, y) è

(x + 1
3 , y + 1

3 ), öåíòðû ÷¼ðíûõ êëåòîê � êîîðäèíàòû (x − 1
3 , y − 1

3 ), à âåðøè-
íû ðàçáèåíèÿ � êîîðäèíàòû (x + 1

6 , y − 1
3 ), (x − 1

3 , y + 1
6 ) è (x + 1

6 , y + 1
6 ), ãäå

x, y ∈ Z. Àòîì Y ïîëó÷àåòñÿ ïðè ôàêòîðèçàöèè ïëîñêîñòè ïî ãðóïïå ñäâèãîâ,
ïîðîæä¼ííîé âåêòîðàìè se1 + te2 è −(s + t)e1 + se2.

Ðàññìîòðèì ëîìàíóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè U1( 1
20 ,− 1

20 ), V1(s+ 1
20 ,− 1

20 ) è
W1(s+ 1

20 , t− 1
20 ), à òàêæå ëîìàíóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè U2(0, 1

20 ), V2(−s, s+
1
20 ) è W2(−s − t, s + 1

20 ). Ïðè ïðîåêöèè íà àòîì Y îíè ïåðåõîäÿò â çàìêíóòûå
êðèâûå γ1 è γ2, ÷üè êëàññû ãîìîëîãèé îáðàçóþò áàçèñ ãðóïïû H1(Y ;Z).

Ïî Ñëåäñòâèþ 6.1, îòîáðàæåíèÿ ïðèìèòèâèçàöèè íàä Y êëàññèôèöèðóþòñÿ
íàáîðàìè (k, l, r, c1, c2), k ∈ N, l, r, c1, c2 ∈ Zk, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì
l2 ≡ 1 (mod k), rl ≡ r (mod k), (s2 + st + t2)(r + l + 1) ≡ 0 (mod k),

ρ̄([a ◦ γ1]) = c1, ρ̄([a ◦ γ2]) = c2, ρ̄([b ◦ γ1]) = lc1, ρ̄([b ◦ γ2]) = lc2,

ãäå â íàøåì ñëó÷àå ρ̄ : H1(Y0;Z) → Zk åñòü ãîìîìîðôèçì ìîíîäðîìèè èç Ñëåä-
ñòâèÿ 6.1, ci = ρ̄([γi]), i = 1, 2, à àâòîìîðôèçì ψρ(a) ãðóïïû ãîìîëîãèé èí-
äóöèðîâàí âðàùåíèåì Ra ïëîñêîñòè (ò.å. óíèâåðñàëüíîãî íàêðûòèÿ àòîìà Y )
íà 2π/3 âîêðóã òî÷êè O(0, 0), è àâòîìîðôèçì ψρ(b) èíäóöèðîâàí öåíòðàëüíîé
ñèììåòðèåé Rb â òî÷êå (−1/3, 1/6).

Òàê êàê Ra(U1) = U2, Ra(V1) = V2 è Ra(W1) = W2, òî [a ◦ γ1] = [γ2], è
óñëîâèå ρ̄([a ◦ γ1]) = c1 ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî

c1 ≡ c2 (mod k).

Ïóñòü Ra(U2V2W2) = U3V3W3. Òîãäà âåðøèíû ïîëó÷åííîé ëîìàíîé èìåþò
êîîðäèíàòû U3(− 1

20 , 0), V1(− 1
20 ,−s) è W1(t − 1

20 ,−s − t). Ðàññìîòðèì òàêæå
òî÷êè U ′

1(t + 1
20 ,−s− t− 1

20 ), V ′
1(s + t + 1

20 ,−s− t− 1
20 ), W ′

1(s + t + 1
20 ,−s− 1

20 ),
U ′

2(s + t,−s + 1
20 ) è V ′

2(t, 1
20 ). Ïðè ïðîåêöèè ëîìàíàÿ U ′

1V
′
1W ′

1 ïåðåõîäèò â γ1, à
ëîìàíàÿ U2V

′
2U ′

2 � â γ2.
Çàìêíóòûé êîíòóð U1U3V3W3U

′
1V

′
1W ′

1U
′
2V

′
2U2 ñîäåðæèò s2 +4st+ t2 +4s+2t

öåíòðîâ áåëûõ êëåòîê, ïðè÷¼ì 1
2 (s2 + 4st + t2 + 3s + 3t) ïðèíàäëåæàò òîìó æå

êëàññó ïðè øàøå÷íîì ðàçáèåíèè áåëûõ êëåòîê (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.4.Â), ÷òî è
òî÷êà O. Êîíòóð ñîäåðæèò 1

2 (s2 + 4st + t2 − s + t) öåíòðîâ ÷¼ðíûõ êëåòîê. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ ïðîåêöèè êîíòóðà íà ïðîêîëîòûé àòîì
Y0 ðàâåí [a ◦ γ2] + [γ1] + [γ2]. Èç ðàâåíñòâà ρ̄([a ◦ γ2]) = c2 ñëåäóåò òîæäåñòâî

c1+2c2 ≡ 1
2
(s2+4st+t2+3s+3t)+

1
2
(s2+4st+t2+s−t)l+

1
2
(s2+4st+t2−s+t)r.

(14)
Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ìû ïðèõîäèì ê òîæäåñòâàì

(l + 1)c1 ≡ (st + s + t)(l + 1) + (st + t)r (mod k), (15)
(l + 1)c2 ≡ (st + s)(l + 1) + str (mod k). (16)

Âû÷èòàÿ èç óðàâíåíèÿ (15) óðàâíåíèå (16) è ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî c1 ≡ c2,
ìû ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

t(l + r + 1) ≡ 0 (mod k),

à òàêæå ðàâåíñòâî (l+1)c2 ≡ (l+1)s. Îòñþäà è ðàâåíñòâà (s2+st+t2)(l+r+1) ≡ 0
âûòåêàåò, ÷òî s2(l + r + 1) ≡ 0.

Óìíîæàÿ òîæäåñòâî (14) íà l + 1, ìû ïîëó÷èì

3(l + 1)c2 ≡
(

s2 + 4st + t2 + 3s + 3t

2
+

s2 + 4st + t2 + s− t

2

)
(l + 1)+

(s2 + 4st + t2 − s + t)r ≡ (s2 + 4st + t2 + s + t)(l + r + 1) + s(l + 1)− 2sr ≡
s(l + r + 1) + s(l + 1)− 2sr ≡ 2s(l + r + 1)− 3sr,
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ñëåäîâàòåëüíî, 3(l + 1)s ≡ 2s(l + r + 1)− 3sr, îòêóäà

s(l + r + 1) ≡ 0 (mod k).

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå c = c1 − s. Òîãäà (l + 1)c ≡ 0 (mod k) è

3c ≡ s2 + 4st + t2 + s + t

2
(l + r + 1)− 2s + t− tl − sr ≡

s2 + t2 + s + t

2
(l + r + 1)− s + t− tl + sl − s(l + r + 1) ≡

s2 + t2 + s + t

2
(l + r + 1) + (s− t)(l − 1) (mod k),

òî åñòü ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìûå ñîîòíîøåíèÿ. Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî èç ðà-
âåíñòâ, âõîäÿùèõ â ôîðìóëèðîâêó ñëåäñòâèÿ, ñëåäóþò òîæäåñòâà (14), (15),
(16) è ðàâåíñòâî (s2 + st + t2)(l + r + 1) ≡ 0.

Ñëåäñòâèå 6.6. Îòîáðàæåíèÿ òèïà ïðèìèòèâèçàöèè f : X → Y íàä (íå
îáÿçàòåëüíî ïðèìèòèâíûì, ñì. ïðèìåð 5.2) òîðè÷åñêèì ìàêñèìàëüíî ñèì-
ìåòðè÷íûì îðèåíòèðîâàííûì àòîìîì Y = TN

(s,t) øåñòèóãîëüíîãî òèïà (s, t),
s > 0, t ≥ 0, ñì. Òåîðåìó 1.14, êëàññèôèöèðóþòñÿ ïàðàìè (k, r), k ∈ N, r ∈ Zk,
óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì:

s(2r + 1) ≡ 0 (mod k), t(2r + 1) ≡ 0 (mod k).

Îðèåíòèðîâàííûé àòîì X èìååò ðîä g = (s2 + st + t2)( 3k
2 − 1+gcd(k,r)

2 ) + 1,
ñëîæíîñòü 3k(s2 + st + t2), s2 + st + t2 áåëûõ êëåòîê è 2(s2 + st + t2) gcd(k, r)
÷¼ðíûõ êëåòîê, ïðè÷¼ì êàæäàÿ åãî áåëàÿ êëåòêà èìååò 6k ñòîðîí, à êàæäàÿ
åãî ÷¼ðíàÿ êëåòêà èìååò 3k

gcd(k,r) ñòîðîí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íà óíèâåðñàëüíîì íàêðûòèè ðåïåð Oe1e2 ñ íà-
÷àëîì êîîðäèíàò â öåíòðå áåëîé êëåòêè è ïîðîæäàþùèì áàçèñîì èíäóöèðî-
âàííîãî êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè. Òîãäà öåíòðû áåëûõ êëåòîê � ýòî
òî÷êè âèäà (x, y), öåíòðû ÷¼ðíûõ êëåòîê èìåþò êîîðäèíàòû (x + 1

3 , y + 1
3 ) è

(x+ 2
3 , y + 2

3 ), à âåðøèíû � êîîðäèíàòû (x, y + 1
2 ), (x+ 1

2 , y) è (x+ 1
2 , y + 1

2 ), ãäå
x, y ∈ Z.

Ðàññìîòðèì ëîìàíóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè U1( 1
10 ,− 1

10 ), V1(s+ 1
10 ,− 1

10 ) è
W1(s+ 1

10 , t− 1
10 ), à òàêæå ëîìàíóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè U2( 1

10 , 0), V2( 1
10 , s)

è W2(−t + 1
10 , s + t). Òîãäà àòîì Y ïîëó÷àåòñÿ ïðè ôàêòîðèçàöèè ïëîñêîñòè ïî

ãðóïïå, ïîðîæä¼ííîé ñäâèãàìè íà âåêòîðà −−−→U1W1 è
−−−→
U2W2. Ïðè ïðîåêöèè íà àòîì

Y ëîìàíûå ïåðåõîäÿò â çàìêíóòûå êðèâûå γ1 è γ2.
Òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå øàøå÷íîå ðàçáèåíèå áåëûõ êëåòîê (ñì. Îïðåäåëå-

íèå 1.4.Â) íåâîçìîæíî, òî îòîáðàæåíèÿ ïðèìèòèâèçàöèè íàä Y êëàññèôèöèðó-
þòñÿ íàáîðàìè (k, r, c1, c2), k ∈ N, r, c1, c2 ∈ Zk, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì

(s2 + st + t2)(2r + 1) ≡ 0 (mod k),
ρ̄([a ◦ γ1]) = c1, ρ̄([a ◦ γ2]) = c2, ρ̄([b ◦ γ1]) = lc1, ρ̄([b ◦ γ2]) = lc2,

ãäå ρ̄ : H1(Y0;Z) → Zk åñòü ãîìîìîðôèçì ìîíîäðîìèè èç Ñëåäñòâèÿ 6.1, ci =
ρ̄([γi]), i = 1, 2, à àâòîìîðôèçì ψρ(a) ãðóïïû ãîìîëîãèé òåïåðü èíäóöèðîâàí
âðàùåíèåì Ra ïëîñêîñòè (ò.å. óíèâåðñàëüíîãî íàêðûòèÿ àòîìà Y ) íà π/3 âîêðóã
òî÷êè O(0, 0), è àâòîìîðôèçì ψρ(b) èíäóöèðîâàí öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé Rb

â òî÷êå (−1/2, 0).
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Òàê æå, êàê è â ñëåäñòâèÿõ, êàñàþùèõñÿ òîðè÷åñêèõ àòîìîâ äðóãèõ òèïîâ,
ìû ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé:

c2 ≡ c1,

c2 − c1 − c2 ≡ s(s− 1)
2

+
t(t− 1)

2
+ (s2 + t2)r, (17)

2c1 ≡ (st + s + 2t) + 2(st + t)r, (18)
2c2 ≡ (st + 2s + 2t) + 2(st + s + t)r. (19)

Âû÷èòàÿ èç ðàâåíñòâà (19) ðàâåíñòâî (18), ïîëó÷àåì òîæäåñòâî

s(2r + 1) ≡ 0 (mod k).

Óðàâíåíèå (17) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

c1 ≡ −s(s− 1)
2

− t(t− 1)
2

− (s2 + t2)r (mod k).

Óìíîæàÿ ðàâåíñòâî íà 2 è âû÷èòàÿ åãî èç óðàâíåíèÿ (18), ìû ïîëó÷èì

0 ≡ (st + s + 2t) + s(s− 1) + t(t− 1) + 2(st + t)r + 2(s2 + t2)r ≡
(s2 + st + t2)(2r + 1) + t(2r + 1) ≡ t(2r + 1).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî èç ðàâåíñòâ

s(2r + 1) ≡ t(2r + 1) ≡ 0, c1 ≡ −s(s− 1)
2

− t(t− 1)
2

− (s2 + t2)r

ñëåäóþò óðàâíåíèÿ (17), (18), (19) è ðàâåíñòâî (s2 + st + t2)(2r + 1) ≡ 0.

Ïðèìåð 6.7. Ðàññìîòðèì òîðè÷åñêèé ïðèìèòèâíûé ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷-
íûé îðèåíòèðîâàííûé àòîì Y = T¤

(2,1) êâàäðàòíîãî òèïà (2, 1) (ãðàô ñìåæíîñòè
áåëûõ êëåòîê ó ýòîãî àòîìà ðàâåí K5, ñì. Îïðåäåëåíèå 1.4.Â). Îòâå÷àþùàÿ
ýòîìó àòîìó êàðòà íà òîðå èìååòñÿ â ðàáîòå Ë. Õåôôòåðà [H1891, ñ.491]. Èç
Ñëåäñòâèÿ 6.4 âûòåêàåò, ÷òî îòîáðàæåíèÿ ïðèìèòèâèçàöèè f : X → Y íàä àòî-
ìîì îäíîçíà÷íî çàäàþòñÿ êðàòíîñòüþ íàêðûòèÿ k ≥ 1, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü
íå÷¼òíîé. Ïðè ýòîì r ≡ −1 è c ≡ k+3

2 , à ïîðÿäêè âåòâëåíèÿ â öåíòðàõ âñåõ
äâóìåðíûõ êëåòîê ðàâíû k. Îðèåíòèðîâàííûé àòîì X èìååò ðîä g = 5k − 4,
ñëîæíîñòü 10k, 5 áåëûõ êëåòîê è 5 ÷¼ðíûõ êëåòîê, ïðè÷¼ì êàæäàÿ åãî äâóìåð-
íàÿ êëåòêà èìååò 4k ñòîðîí.

Ïðèìåð 6.8. Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé àòîì
Y = T4(1,1) íà òîðå òðåóãîëüíîãî òèïà (1, 1) (ãðàô ñìåæíîñòè áåëûõ êëåòîê
ó ýòîãî àòîìà ðàâåí ãðàôó Òîìñåíà K3,3, ñì. Îïðåäåëåíèå 1.4.Â). Èç Ñëåä-
ñòâèÿ 6.5 ïîëó÷àåì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ ïðèìèòèâèçàöèè f : X → Y íàä àòîìîì
êëàññèôèöèðóþòñÿ òðîéêàìè (k, l, c), k ∈ N, l, c ∈ Zk, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò
ñîîòíîøåíèÿì

l2 ≡ 1 (mod k), 3c ≡ (l + 1)c ≡ 0 (mod k).

Ïðè ýòîì r ≡ −l − 1, ïîðÿäêè âåòâëåíèÿ â öåíòðàõ áåëûõ êëåòîê ðàâíû k,
à â öåíòðàõ ÷¼ðíûõ êëåòîê k

gcd(k,l+1) . Îðèåíòèðîâàííûé àòîì X èìååò ðîä
g = 3 3k−gcd(k,l+1)

2 − 2, ñëîæíîñòü 9k, 6 áåëûõ êëåòîê è 3 gcd(k, l + 1) ÷¼ðíûõ
êëåòîê, ïðè÷¼ì êàæäàÿ åãî áåëàÿ äâóìåðíàÿ êëåòêà èìååò 3k ñòîðîí, à ÷¼ðíàÿ
� 6k

gcd(k,l+1) ñòîðîí.
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7 Íàõîæäåíèå ïðèìèòèâíûõ ìàêñèìàëüíî ñèì-
ìåòðè÷íûõ àòîìîâ

Êàê âûøå, âî âñåõ óòâåðæäåíèÿõ ïîä îðèåíòèðîâàííûì àòîìîì ïîíèìàåòñÿ
êëàññ èçîìîðôíîñòè îñíàù¼ííîé ïàðû (P̄ , K)#, à âî âñåõ äîêàçàòåëüñòâàõ îí
ïîíèìàåòñÿ êàê îñíàù¼ííàÿ ïàðà (P̄ ,K)#, ñì. Çàìå÷àíèå 1.8.

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü ÷èñëà d, S ∈ N óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

� d + 1 < S < 2d, S
d 6∈ {k+1

k | k ∈ N};
� äëÿ ëþáîãî ðàçëîæåíèÿ d = d1d2 íà âçàèìíî ïðîñòûå ìíîæèòåëè

d1, d2 ∈ N âûïîëíåíî d + d1 + d2 ≥ S.

Òîãäà íå ñóùåñòâóåò ïðèìèòèâíîãî ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íîãî îðèåíòè-
ðîâàííîãî àòîìà (ñì. Îïðåäåëåíèå 5.1), èìåþùåãî ðîâíî S áåëûõ êëåòîê, ÿâ-
ëÿþùèõñÿ d-óãîëüíèêàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X � ïðèìèòèâíûé ìàêñèìàëüíî ñèììåò-
ðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé àòîì, èìåþùèé ðîâíî S áåëûõ êëåòîê, ÿâëÿþùèõñÿ
d-óãîëüíèêàìè.

Øàã 1. Ïóñòü e = e1 � áåëàÿ êëåòêà, e2, . . . , ed+1 � ñìåæíûå ñ íåé áåëûå
êëåòêè (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.4.Â), ed+2, . . . , eS � îñòàëüíûå áåëûå êëåòêè àòîìà
X. Ïîêàæåì, ÷òî êëåòêè ed+2, . . . , eS ïîïàðíî íå ñìåæíû (ýòî î÷åâèäíî ïðè
S = d + 2).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êëåòêè ed+2, ed+3 � ñìåæíûå (ïîýòîìó d + 2 < S). Ðàñ-
ñìîòðèì ñèììåòðèþ a ∈ Aut(X), ïåðåâîäÿùóþ e â ñåáÿ è ÿâëÿþùóþñÿ ýëåìåí-
òàðíûì ïîâîðîòîì âîêðóã öåíòðà êëåòêè e. Ïóñòü a(ei) = eâ(i), â ∈ ΣS . Òîãäà
â(1) = 1, è â ïðåäñòàâëåíèè ïîäñòàíîâêè â â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåçàâèñèìûõ
öèêëîâ öèêë, ñîäåðæàùèé 2, èìååò äëèíó d, à äëèíû îñòàëüíûõ öèêëîâ ÿâëÿþò-
ñÿ äåëèòåëÿìè ÷èñëà d (ïîñêîëüêó ad = idX , à ïîòîìó âd � òîæäåñòâåííàÿ ïîä-
ñòàíîâêà). Ïóñòü d1, d2 � äëèíû äâóõ öèêëîâ, ñîäåðæàùèõ d+2, d+3, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî èõ íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå d̃ := lcm(d1, d2)
ìåíüøå ÷åì d. Åñëè ýòè äâà öèêëà ñîâïàäàþò, òî d1 = d2 = d̃ | d è d + d̃ < S, à
ïîòîìó d̃ < d â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ S < 2d. Åñëè ýòè äâà öèêëà ðàçëè÷íû, òî
d̃ | d è d+d1+d2 < S, à ïîòîìó d̃ < d â ñèëó âòîðîãî ïðåäïîëîæåíèÿ íàñòîÿùåãî
óòâåðæäåíèÿ.

Èìååì ad̃(ei) = ei ïðè i = d + 2, d + 3. Òàê êàê ñèììåòðèÿ ad̃ ∈ Aut(X)
ïåðåâîäèò â ñåáÿ êàæäóþ èç ñìåæíûõ áåëûõ êëåòîê ed+2, ed+3, à X ïðèìè-
òèâåí, òî ad̃ = idX , ñì. Óòâåðæäåíèå 5.8.Á. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî a �
ýëåìåíòàðíûé ïîâîðîò êëåòêè e, èìåþùèé ïîðÿäîê d > d̃, ñì. âûøå.

Øàã 2. Äëÿ ëþáîé áåëîé êëåòêè ei àòîìà X îáîçíà÷èì ÷åðåç E′
i ìíîæå-

ñòâî áåëûõ êëåòîê, íå ñìåæíûõ ñ ei, Ei := E′
i ∪ {ei}. Ïî ïîñòðîåíèþ E1 =

{e1, ed+2, . . . , eS}. Èç øàãà 1 ñëåäóåò, ÷òî Ei ⊇ E1 äëÿ ëþáîãî i = d + 2, . . . , S.
Èç ñèììåòðè÷íîñòè àòîìà X ñëåäóåò, ÷òî |Ei| = |E1| = S − d äëÿ ëþáîãî
i = 1, . . . , S. Ïîýòîìó Ei = E1 äëÿ ëþáîãî i = d + 2, . . . , S, îòêóäà ëþáûå
äâà ïîäìíîæåñòâà Ei, Ej ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, 1 ≤ i, j ≤ S.
Ýòî äà¼ò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà áåëûõ êëåòîê {e1, . . . , eS} íà ïîïàðíî íå ïåðå-
ñåêàþùèåñÿ (S − d)-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà Ei. Ïîýòîìó (S − d) | S, ò.å.
k := S

S−d ∈ N \ {1}, îòêóäà S
d = k

k−1 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïåðâîìó óñëîâèþ.

Ñëåäñòâèå 7.2. Ïóñòü p � íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî èëè p = 4, è ïóñòü
S ∈ N, p + 1 < S < 2p, S

p 6∈ {k+1
k | k ∈ N}, d ∈ {p, 2p}. Òîãäà ëþáîé ìàêñè-

ìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé àòîì X, èìåþùèé ðîâíî S áåëûõ
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êëåòîê, ÿâëÿþùèõñÿ d-óãîëüíèêàìè, íåïðèìèòèâåí è îáëàäàåò îòîáðàæåíè-
åì ïðèìèòèâèçàöèè ñòåïåíè d

2 íà îðèåíòèðîâàííûé àòîì Xprim = DS. Â
÷àñòíîñòè, òàêîãî àòîìà X íå ñóùåñòâóåò, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþ-
ùèõ äâóõ óñëîâèé:

(à) d = p 6= 4;
(á) p = 4, d ∈ {4, 8} è S íå÷¼òíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X � ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðè-
åíòèðîâàííûé àòîì, èìåþùèé ðîâíî S áåëûõ êëåòîê, ÿâëÿþùèõñÿ d-
óãîëüíèêàìè. Òàê êàê X èìååò S > 1 áåëûõ êëåòîê, òî îïðåäåëåíà åãî ïðè-
ìèòèâèçàöèÿ Xprim, ñì. Îïðåäåëåíèå 5.3. Ïðè ýòîì d(Xprim) < S, è d(Xprim)
ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà d, à ïîòîìó d(Xprim) ∈ {1, 2, p} (òàê êàê p ïðîñòîå
èëè p = 4). Åñëè d(Xprim) = 1, òî Xprim ∈ B1 = C1 è S = 2 ≤ p + 1, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ñëåäñòâèÿ. Åñëè d(Xprim) = p, òî Òåîðåìà 7.1 ïðèâîäèò
ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ïðèìèòèâíîñòüþ îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà Xprim, ñì. Óòâåð-
æäåíèå 5.5. Ïîýòîìó d(Xprim) = 2, îòêóäà d ÷¼òíî è Xprim = DS . Ïðè ýòîì ñòå-
ïåíü îòîáðàæåíèÿ ïðèìèòèâèçàöèè pX : X → Xprim ðàâíà d

2 , îòêóäà d
2 íå÷¼òíî

â ñëó÷àå íå÷¼òíîãî S, ñîãëàñíî ïðèìåðó 6.3.À.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðèìèòèâíûå ìàêñèìàëüíî ñèì-
ìåòðè÷íûå îðèåíòèðîâàííûå àòîìû, èìåþùèå ðîâíî S ≥ 2 áåëûõ êëåòîê, ÿâëÿ-
þùèõñÿ d-óãîëüíèêàìè, êëàññèôèöèðóþòñÿ ïàðàìè (â, b̂) ïîäñòàíîâîê â, b̂ ∈ ΣS

ñ ðàçëîæåíèÿìè â ïðîèçâåäåíèÿ íåçàâèñèìûõ öèêëîâ âèäà â = (1)(2 . . . d+1) . . .

è b̂ = (12) . . . è ñî ñâîéñòâàìè 1,2,4 íèæå, ðàññìàòðèâàåìûìè ñ òî÷íîñòüþ äî
ïðåîáðàçîâàíèÿ (â, b̂) 7→ (σâσ−1, σb̂σ−1), ãäå σ ∈ ΣS � ëþáàÿ ïîäñòàíîâêà ñî
ñâîéñòâîì σ(i) = i ïðè 1 ≤ i ≤ d + 1. Ýòî îïèñàíèå ïðèìèòèâíûõ ìàêñèìàëü-
íî ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ ìàêñè-
ìàëüíî ñèììåòðè÷íîãî îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà êàê êîïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íîé
ãðóïïû ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè, ñì. Îïðåäåëåíèå 1.10.
Óòâåðæäåíèå 7.3. Ïóñòü X � ïðèìèòèâíûé ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷-
íûé îðèåíòèðîâàííûé àòîì, ñîñòîÿùèé èç S áåëûõ êëåòîê, ÿâëÿþùèõñÿ d-
óãîëüíèêàìè. Ïóñòü a = ae, b = bA ∈ Aut(X) � îáðàçóþùèå ãðóïïû ñèì-
ìåòðèé àòîìà, ñì. Óòâåðæäåíèå 2.8, è ïóñòü â, b̂ ∈ ΣS � èíäóöèðîâàííûå
ïîäñòàíîâêè ìíîæåñòâà áåëûõ êëåòîê, îòîæäåñòâë¼ííîãî ñ ìíîæåñòâîì
{1, . . . , S}, òàê ÷òî ðàçëîæåíèÿ ïîäñòàíîâîê â, b̂ â ïðîèçâåäåíèÿ íåçàâèñèìûõ
öèêëîâ èìåþò âèä â = (1)(2 . . . d + 1) . . ., b̂ = (12) . . .. Òîãäà

1. âd = b̂2 = id;

2. ïîäãðóïïà G = 〈â, b̂〉 ⊂ ΣS, ïîðîæä¼ííàÿ ïîäñòàíîâêàìè â, b̂, òðàíçè-
òèâíî äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå {1, . . . , S};

3. ýïèìîðôèçì Aut(X) → G, a 7→ â, b 7→ b̂, ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, ò.å.
èìååò òðèâèàëüíîå ÿäðî;

4. |G| = Sd;

5. äëÿ ëþáûõ σ, ρ ∈ G ñî ñâîéñòâîì σ(ρ(1)) = ρ(1) âûïîëíåíî ρ−1σρ ∈ 〈â〉.
Îáðàòíî, äëÿ ëþáîé ïàðû ïîäñòàíîâîê â, b̂ ∈ ΣS âèäà â = (1)(2 . . . d + 1) . . . è
b̂ = (12) . . ., îáëàäàþùåé ñâîéñòâàìè 1,2,4 âûøå, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
(ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôíîñòè) ïðèìèòèâíûé ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé
îðèåíòèðîâàííûé àòîì X, äëÿ êîòîðîãî êîëè÷åñòâî áåëûõ êëåòîê ðàâíî S è
ñóùåñòâóåò òàêàÿ íóìåðàöèÿ áåëûõ êëåòîê, ÷òî îáðàçóþùèå a, b ∈ Aut(X)
ãðóïïû ñèììåòðèé àòîìà X èíäóöèðóþò ïîäñòàíîâêè â, b̂ ∈ ΣS ìíîæåñòâà
áåëûõ êëåòîê.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì íåîáõîäèìîñòü. Ñâîéñòâî 1 ñëåäóåò èç òîæäåñòâà
ad = b2 = idX . Ñâîéñòâî 2 îçíà÷àåò, ÷òî ãðóïïà ñèììåòðèé àòîìà òðàíçèòèâíî
äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå áåëûõ êëåòîê. Äëÿ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íîãî àòîìà
ýòî âåðíî. Ñâîéñòâî 3 ñëåäóåò èç ïðèìèòèâíîñòè àòîìà è Óòâåðæäåíèÿ 5.8.Á.

Ñâîéñòâî 4 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 3. Äëÿ ïðîâåðêè ñâîéñòâà 5
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè σ(1) = 1, ãäå σ ∈ G, òî σ ∈ 〈â〉. Ïóñòü g ∈ Aut(X)
� ñèììåòðèÿ àòîìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ σ. Òîãäà g ïåðåâîäèò áåëóþ êëåòêó 2 â
êëåòêó i, ñìåæíóþ ñ êëåòêîé 1. Ñëåäîâàòåëüíî, σ(2) = i, ãäå 2 ≤ i ≤ d + 1.
Òîãäà â−iσ(1) = 1, â−iσ(2) = 2, îòêóäà â−iσ = id è σ = âi.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ãðóïïà G ñ âûäåëåííûìè îáðàçóþùèìè â, b̂ îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëÿåò ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé àòîì X, ñì.
Îïðåäåëåíèå 1.10 è ïîñëåäóþùèé òåêñò. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ áåëóþ êëåò-
êó e ⊂ X. Ìíîæåñòâî áåëûõ êëåòîê îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì ñìåæíûõ
êëàññîâ G/〈â〉 ïîñðåäñòâîì ñîïîñòàâëåíèÿ g〈â〉 7→ g(e). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç
ñâîéñòâ 2 è 4 ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå G → {1, . . . , S}, σ 7→ σ(1), èíäóöè-
ðóåò áèåêöèþ G/〈â〉 → {1, . . . , S}. Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷-
íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äâóìåðíûìè áåëûìè êëåòêàìè àòîìà X è ìíîæåñòâîì
{1, . . . , S}, çàäàâàåìîå ôîðìóëîé g(e) 7→ g(1), g ∈ G.

Ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ ñèììåòðèÿ g ∈ G àòîìà X èíäóöèðóåò íà ìíîæå-
ñòâå åãî áåëûõ êëåòîê ïîäñòàíîâêó ĝ ∈ ΣS , ñîâïàäàþùóþ ñ g. Äëÿ ëþáîãî
i ∈ {1, . . . , S} ôèêñèðóåì òàêóþ ñèììåòðèþ gi ∈ G, ÷òî gi(1) = i. Òîãäà äëÿ
ëþáûõ g ∈ G è i ∈ {1, . . . , S} èìååì ĝ(i) = ggi(1) = g(gi(1)) = g(i), îòêóäà ĝ = g.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àòîì X íåïðèìèòèâåí. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñèììåòðèÿ
ak 6= idX , êîòîðàÿ îñòàâëÿåò íà ìåñòå âñå áåëûå êëåòêè, ò.å. ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ïîäñòàíîâêà íà ìíîæåñòâå {1, . . . , S} òðèâèàëüíà. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âk = id.
Ïðîòèâîðå÷èå ñ äîêàçàííûì âûøå ðàâåíñòâîì ak = âk.

Òåîðåìà 7.4. Ïóñòü d ∈ N, S = d + 2, è ïóñòü X � ïðèìèòèâíûé ìàêñè-
ìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé àòîì (ñì. Îïðåäåëåíèå 5.1), èìåþ-
ùèé ðîâíî S áåëûõ êëåòîê, ÿâëÿþùèõñÿ d-óãîëüíèêàìè. Òîãäà d ∈ {2, 4}, è X
ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêèì îðèåíòèðîâàííûì àòîìîì D4 èëè P2, ñì. 1.4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Â îáîçíà÷åíèÿõ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 7.1, èìå-
åì ðàçáèåíèå áåëûõ êëåòîê e1, . . . , eS àòîìà X íà ïàðû íåñìåæíûõ êëåòîê, ñì.
øàã 1 è íà÷àëî øàãà 2 äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû. Â ÷àñòíîñòè, S ÷¼òíî. Ðàñ-
ñìîòðèì åäèíñòâåííóþ èíâîëþöèþ τ ∈ ΣS , òàêóþ ÷òî êëåòêè ei, eτ(i) íåñìåæ-
íûå, 1 ≤ i ≤ S. Íàéä¼ì å¼ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåçàâèñèìûõ
öèêëîâ.

Äëÿ ëþáîé ñèììåòðèè g ∈ Aut(X) îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà X ðàññìîòðèì
ïîäñòàíîâêó ĝ ∈ ΣS ñî ñâîéñòâîì g(ei) = eĝ(i), 1 ≤ i ≤ S. Òîãäà êëåòêè g(ei) =
eĝ(i), g(eτ(i)) = eĝτ(i) íåñìåæíûå, 1 ≤ i ≤ S, îòêóäà τ ĝ = ĝτ . Ïî ïîñòðîåíèþ
â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 7.1, â = (1)(23 . . . d + 1)(d + 2) è b̂ = (12) . . ., îòêóäà
τ = (1, d + 2)(2, 2 + x) . . . äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ [1; d− 1]. Çíà÷èò,

â = (1)(23 . . . d + 1)(d + 2), b̂ = (12)(d + 2, 2 + x) . . . .

Îáîçíà÷èì G = 〈â, b̂〉 ⊂ ΣS . Ïîëó÷àåì ýïèìîðôèçì Aut(X) → G, g 7→ ĝ (â äåé-
ñòâèòåëüíîñòè, îí ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì â ñèëó Óòâåðæäåíèÿ 5.8.Á è ïðèìè-
òèâíîñòè àòîìà X). Ïî äîêàçàííîìó âûøå,

τσ = στ äëÿ ëþáîãî σ ∈ G. (20)

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî i = 0, . . . , d−1 èìååì τ(2+i) = τ âi(2) = âiτ(2) = âi(2+x) =
2+x + i, ãäå y ∈ [0; d−1] � îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà y ∈ N íà d. Òàê êàê τ2 = id,
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òî 2 = τ2(2) = τ(2 + x) = 2 + 2x, îòêóäà x = d
2 . Ýòî äà¼ò ðàçëîæåíèå

τ = (1, d + 2)(2, 2 +
d

2
)(3, 3 +

d

2
) . . . (

d

2
+ 1, d + 1). (21)

Øàã 2. Ðàññìîòðèì íåçàâèñèìûå öèêëû τ1 = (1, d + 2), τi = (i, i + d
2 ), 2 ≤

i ≤ d
2 + 1 = S

2 , â ðàçëîæåíèè (21) èíâîëþöèè τ . Òîãäà τ = τ1 . . . τS/2 è

âd/2 = τ2 . . . τS/2 = τ1τ ∈ G.

Äëÿ ëþáîãî σ ∈ G ðàññìîòðèì öèêë στ1σ
−1. Òîãäà στ1σ

−1(σ(1)) = στ1(1) =
στ(1) = τσ(1) â ñèëó (20). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ σi = âi−2b̂, 2 ≤ i = σi(1) ≤ S

2 ,
èìååì σiτ1σ

−1
i = τi. Îòñþäà è èç (20) ïðè ëþáîì i = 2, . . . , S

2 èìååì èíâîëþöèþ

σiâ
d/2σ−1

i = σi(τ1τ)σ−1
i = (σiτ1σ

−1
i )(σiτσ−1

i ) = τiτ ∈ G.

Øàã 3. Ðàññìîòðèì â ãðóïïå G ïîäãðóïïó H, ïîðîæä¼ííóþ ïîñòðîåííûìè
íà øàãå 2 èíâîëþöèÿìè âd/2 = τ1τ , σiâ

d/2σ−1
i = τiτ , i = 2, . . . , S

2 . Òàê êàê
èíâîëþöèè τ1, . . . , τS/2 ïîïàðíî êîììóòèðóþò è τ = τ1 . . . τS/2, òî ãðóïïà H
àáåëåâà è èìååò ñëåäóþùèå îáðàçóþùèå:

H = 〈τi | 1 ≤ i ≤ S

2
〉 ïðè 4 | S, H = 〈τ1τi | 2 ≤ i ≤ S

2
〉 ïðè 4 - S.

Ïîýòîìó H ' (Z2)2k, ãäå k = [S
4 ]. Ïîêàæåì, ÷òî k = 1. Òàê êàê H ⊂ G, b̂ ∈ G\H

è b̂2 = id, òî 2|H| = 22k+1 äåëèò |G| = |Aut(X)| = Sd = 8k(2k ± 1). Çäåñü ìû
èñïîëüçîâàëè èçîìîðôèçì G ' Aut(X), ñì. øàã 1, à òàêæå ðàâåíñòâà

(S, d) = (4k, 2(2k − 1)) ïðè 4 | S, (S, d) = (2(2k + 1), 4k) ïðè 4 - S.

Òàêèì îáðàçîì, 22k+1 | 8k, îòêóäà 4k | 4k, à ïîòîìó 4k ≤ 4k. Òàê êàê 4k åñòü
ïðîèçâåäåíèå k ÷åòâ¼ðîê, à 4k åñòü ñóììà k ÷åòâ¼ðîê, òî k = 1.

Øàã 4. Ïóñòü 4 | S. Ïî øàãó 3 èìååì (S, d) = (4, 2), à ïîòîìó X = D4.
Ïóñòü òåïåðü 4 - S. Ïî øàãó 3, (S, d) = (6, 4). Ïî øàãó 1, â = (1)(2345)(6),

τ = (16)(24)(35) è b̂ = (12)(46) . . ., îòêóäà b̂ = (12)(46)(35) èëè b̂ = (12)(46)(3)(5).
Íî åñëè b̂ = (12)(46)(3)(5), òî íåòðèâèàëüíàÿ ñèììåòðèÿ b ∈ Aut(X) îñòàâëÿåò
íà ìåñòå äâå ñìåæíûå áåëûå êëåòêè e3, e5, ÷òî íåâîçìîæíî äëÿ ïðèìèòèâíîãî
àòîìà, ñîãëàñíî Óòâåðæäåíèþ 5.8.Á. Òàêèì îáðàçîì, b̂ = (12)(46)(35). Ñåé÷àñ
ìû ìîæåì îïðåäåëèòü öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê, â êîòîðîì áåëûå êëåòêè ïðèìû-
êàþò ê ëþáîé áåëîé êëåòêå. Íàïðèìåð, äëÿ êëåòêè e2 ïîëó÷àåì, ÷òî äåéñòâèå
ýëåìåíòàðíîãî ïîâîðîòà ýòîé êëåòêè èìååò âèä b̂âb̂−1 = (1563)(2)(4), ò.å. öèê-
ëè÷åñêèé ïîðÿäîê ïðèìûêàíèÿ ê ýòîé êëåòêå ñëåäóþùèé: e1, e5, e6, e3. Çíàÿ
öèêëè÷åñêèå ïîðÿäêè ïðèìûêàíèÿ, ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü êëåòî÷íîå
ðàçáèåíèå ïðèìèòèâíîãî îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà, à ïîòîìó è ñàì îðèåíòèðî-
âàííûé àòîì. Â äàííîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì îðèåíòèðîâàííûé àòîì P2, óñå-
÷¼ííûé êóá.

Ñëó÷àé S = d+1. Äîêàæåì Òåîðåìó 1.18 êëàññèôèêàöèè ïðèìèòèâíûõ ìàêñè-
ìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ, èìåþùèõ ðîâíî S ≥ 2 áåëûõ
êëåòîê, ÿâëÿþùèõñÿ (S − 1)-óãîëüíèêàìè. Ãðàô ñìåæíîñòè áåëûõ êëåòîê (ñì.
Îïðåäåëåíèå 1.4.Â) òàêîãî àòîìà � ýòî ïîëíûé ãðàô KS .

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.18. Øàã 1. Ïóñòü X � ïðèìèòèâíûé ìàêñèìàëü-
íî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé àòîì, ó êîòîðîãî ãðàô ñìåæíîñòè áåëûõ
êëåòîê ðàâåí KS . Ïóñòü G = Aut(X) � ãðóïïà åãî ñèììåòðèé. Òàê êàê àòîì
ïðèìèòèâåí, òî ëþáàÿ åãî ñèììåòðèÿ îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ ñâîèì äåéñòâèåì íà
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ìíîæåñòâå áåëûõ êëåòîê (ñì. Óòâåðæäåíèå 7.3), òàê ÷òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
G êàê ïîäãðóïïó â ãðóïïå ïîäñòàíîâîê ΣS . Ïîðÿäîê ãðóïïû G ðàâåí S(S − 1).

Òàê êàê ëþáàÿ ñèììåòðèÿ ïðèìèòèâíîãî àòîìà, îñòàâëÿþùàÿ íà ìåñòå äâå
ñìåæíûå áåëûå êëåòêè (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.4.Â), ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé (ñì.
Óòâåðæäåíèå 5.8.Á), òî G = {id} ∪ C0 ∪ C1, ãäå Ck, k = 0, 1, � ñèììåòðèè
àòîìà, îñòàâëÿþùèå íà ìåñòå k áåëûõ êëåòîê. Ìíîæåñòâî C1 ñîñòîèò èç âðà-
ùåíèé áåëûõ êëåòîê, òî åñòü ýëåìåíòîâ ak

i , i = 1, . . . , S, k = 1, . . . , S − 2, ãäå
ai ∈ G � ýëåìåíòàðíîå âðàùåíèå i-é áåëîé êëåòêè. Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â
ïîäìíîæåñòâå C1 ðàâíî S(S − 2). Ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà èç C1 äåëèò S − 1.

Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â C0 ðàâíî S(S−1)−S(S−2)−1 = S−1. Ïóñòü g ∈ C0.
Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî g(1) = 2 è ÷òî ýëåìåíòàðíîå
âðàùåíèå êëåòêè 1 åñòü ïîäñòàíîâêà âèäà a1 = (1)(23 . . . S). Òîãäà ýëåìåíòû
gk = ak

1ga−k
1 , k = 0, . . . , S − 2, ëåæàò â C0 è âñå ðàçëè÷íû, òàê êàê gi(1) = i + 2.

Òàêèì îáðàçîì, âñå ýëåìåíòû C0 ñîïðÿæåíû.
Ïîäñòàíîâêà g ∈ C0 ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ. Ïóñòü

p � äëèíà íàèìåíüøåãî öèêëà â g. Èìååì p > 1, òàê êàê g íå èìååò èíâàðè-
àíòíûõ áåëûõ êëåòîê. Òàê êàê gp îñòàâëÿåò íåïîäâèæíûìè íå ìåíåå p áåëûõ
êëåòîê, òî gp = id. Ñëåäîâàòåëüíî, äëèíà ëþáîãî öèêëà â g ðàâíà p, òàê ÷òî ïî-
ðÿäîê p ýëåìåíòà g äåëèò S. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p ñîñòàâíîå: p = st. Ðàññìîòðèì
ýëåìåíò g′ = gs. Îí ëåæèò â C0, òàê êàê g′ 6= id è åãî ïîðÿäîê t âçàèìíî ïðîñò ñ
S − 1. Òîãäà îí ñîïðÿæ¼í ýëåìåíòó g è, òàêèì îáðàçîì, ðàçáèâàåòñÿ â ïðîèçâå-
äåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ äëèíû p. Îäíàêî ïî îïðåäåëåíèþ öèêëû ýëåìåíòà
g′ èìåþò äëèíó t < p, è ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî
p � ïðîñòîå.

Ïóñòü q � íåêîòîðîå ïðîñòîå ÷èñëî, äåëÿùåå S. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé
íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò g èç ñèëîâñêîé q-ïîäãðóïïû ãðóïïû G. Ïîðÿäîê ýëå-
ìåíòà g ðàâåí qt è âçàèìíî ïðîñò ñ S − 1. Ñëåäîâàòåëüíî, g ∈ C0. Íî ïîðÿäîê
ëþáîãî ýëåìåíòà â C0 ðàâåí p, ñëåäîâàòåëüíî, q = p. Òîãäà S = pl äëÿ íåêîòî-
ðîãî l ∈ N.

Øàã 2. Çàìåòèì, ÷òî H = {id} ∪ C0 ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé
ãðóïïû G. Òîãäà öåíòð ãðóïïû H íåòðèâèàëåí [Ëåíã, òåîðåìà I.3]. Òàê êàê
âñå íåòðèâèàëüíûå ýëåìåíòû â H ñîïðÿæåíû è H íîðìàëüíà, òî H êîììó-
òàòèâíà. Ñëåäîâàòåëüíî, H èçîìîðôíà ãðóïïå (Zp)l. Ïðè ýòîì àâòîìîðôèçì
Ada1 |H : H → H, h 7→ a1ha−1

1 , ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì, åñëè H ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä Zp.

Ðàññìîòðèì â G öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó R = 〈a〉, a = a1, âðàùåíèé âîêðóã
öåíòðà ïåðâîé áåëîé êëåòêè. Ïîðÿäîê ïîäãðóïïû R ðàâåí S−1. Òàê êàê R∩H =
{id} è H íîðìàëüíà, òî G åñòü ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå R è H. Â ÷àñòíîñòè,
ëþáàÿ ñèììåòðèÿ àòîìà g ∈ G èìååò âèä g = akh, 0 ≤ k < S − 1, h ∈ H.

Åñëè p ÷¼òíî, òî ñèììåòðèÿ b = b12, ïåðåñòàâëÿþùàÿ ìåæäó ñîáîé áåëûå
êëåòêè 1 è 2, ïðèíàäëåæèò ïîäãðóïïå H. Åñëè æå p íå÷¼òíî, òî b = akh, 0 <
k < S − 1, h ∈ H. Òàê êàê b2 = id, òî a2k = id, îòêóäà k = S−1

2 . Ïðè ýòîì
h 6= id, òàê êàê b(1) = 2 6= 1 = ak(1). Ïîëîæèì òåïåðü h = b, åñëè p = 2, è
h = a−(S−1)/2b, åñëè p íå÷¼òíî. Òîãäà h ∈ H è h 6= id.

Îáîçíà÷èì hk = akha−k, k = 0, . . . , l − 1. Òîãäà ýëåìåíòû h = h0, . . . , hl−1

îáðàçóþò áàçèñ H êàê âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì Zp. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè ýëåìåíòû h0, . . . , hl−1 ëèíåéíî çàâèñèìû, òî îíè ïîðîæäàþò ïîäïðîñòðàí-
ñòâî V ( H, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà Ada|H . Íî, äåéñòâóÿ Ada|H
íà íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò h0, ìû ïîëó÷èì âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà H, ïîýòîìó V = H. Ïðîòèâîðå÷èå.
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Â áàçèñå h0, . . . , hl−1 àâòîìîðôèçì Ada|H çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé



0 . . . . . . 0 c0

1 0 . . . 0 c1

0
. . . . . . ...

...
... . . . 1 0 cl−2

0 . . . 0 1 cl−1




,

ãäå c0, . . . , cl−1 ∈ Zp. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà c0, . . . , cl−1 îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî,
åñëè òîëüêî ôèêñèðîâàíû îáðàçóþùèå a, b ãðóïïû ñèììåòðèé G.

Ðàññìîòðèì ôàêòîðêîëüöî Zp[t]/(f), ãäå f = tl−cl−1t
l−1−· · ·−c1t−c0. Èìå-

åòñÿ èçîìîðôèçì àáåëåâûõ ãðóïï ΦH : H → (Zp[t]/(f), +) (à ïîòîìó è èçîìîð-
ôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä Zp), òàêîé ÷òî ΦH(hk) = tk, k = 0, . . . , l − 1.
Ïðè ýòîì èçîìîðôèçìå îïåðàòîðó Ada|H ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà
t â êîëüöå Zp[t]/(f). Èçîìîðôèçì ΦH âìåñòå ñ èçîìîðôèçìîì ΦR : R → ZS−1,
ïåðåâîäÿùèì a â 1 ∈ ZS−1, ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü ãðóïïó G ñ ãðóïïîé
ZS−1 i (Zp[t]/(f),+), ñîñòîÿùåé èç ïàð (u, v), u ∈ ZS−1, v ∈ Zp[t]/(f), ñ óìíî-
æåíèåì

(u1, v1) · (u2, v2) = (u1 + u2, t−u2 · v1 + v2), u1, u2 ∈ ZS−1, v1, v2 ∈ Zp[t]/(f).

Ïðè ýòîì îòîæäåñòâëåíèè ýëåìåíòó a ñîîòâåòñòâóåò ïàðà (1, 0), à ýëåìåíòó b
ïðè p = 2 îòâå÷àåò ïàðà (0, 1), à ïðè íå÷¼òíîì p � ïàðà (S−1

2 , 1). Ýëåìåíò
h = h0 ∈ H ïåðåõîäèò â (0, 1), à ýëåìåíò h1 ∈ H � â (0, t).

Øàã 3. Ðàññìîòðèì êîëüöî Zp[t]/(f) áîëåå âíèìàòåëüíî. Ïîñêîëüêó ïîðÿäîê
îïåðàòîðà Ada|H â H, à çíà÷èò, è îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà t â Zp[t]/(f), ðàâåí
S − 1, òî f | (tS−1 − 1), íî f - (tr − 1) äëÿ êàæäîãî r < S − 1. Èçâåñòíî [AR,
òåîðåìà 7.2], ÷òî â Zp[t] ïðè ëþáîì l ∈ N âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

t(tp
l−1 − 1) =

∏

d|l

∏

fd íåïð.
fd(t), (22)

ãäå âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå áåð¼òñÿ ïî âñåì íåïðèâîäèìûì ìíîãî÷ëåíàì
fd ñòåïåíè d ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ïðèâîäèì
è d1, . . . , dm � ñòåïåíè íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ â ðàçëîæåíèè f . Òîãäà
d1 + · · · + dm ≤ l. Çàìåòèì, ÷òî âñå íåïðèâîäèìûå äåëèòåëè f ðàçëè÷íû (â
ñèëó (22) è åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ Zp[t] ñî ñòàðøèì êîýôôèöè-
åíòîì 1 íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1) è ñðåäè
íèõ íåò t, òàê êàê t - (tS−1 − 1). Ïîñêîëüêó ïî (22) íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè d äåëèò t(tp

d−1−1), òî f äåëèò íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ìíîãî÷ëåíîâ
tp

d1−1 − 1, . . . , tp
dm−1 − 1. Ñëåäîâàòåëüíî, f äåëèò ìíîãî÷ëåí

t
∏m

k=1(p
dk−1) − 1.

Ïðè ýòîì ìíîãî÷ëåí èìååò ñòåïåíü r =
∏m

k=1(p
dk − 1) < pl − 1 = S − 1. Òàêèì

îáðàçîì, f | (tr−1), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñâîéñòâàì ìíîãî÷ëåíà f . Ñëåäîâàòåëüíî,
f íåïðèâîäèì. Ïîýòîìó êîëüöî Zp[t]/(f) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì èç pl ýëåìåíòîâ.

Ýëåìåíò t ∈ Zp[t]/(f) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f . Òàê êàê ïîðÿäîê îïå-
ðàòîðà óìíîæåíèÿ íà t ðàâåí S − 1, òî âñå ýëåìåíòû tk, 0 ≤ k ≤ S − 2, ðàçëè÷-
íû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà (Zp[t]/(f))∗ êîíå÷íîãî ïîëÿ
Zp[t]/(f), ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ, ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé
ïî [AR, òåîðåìà 7.1] è èìååò ïîðÿäîê S−1, ïîýòîìó t äîëæåí áûòü îáðàçóþùåé
ýòîé ãðóïïû.

Øàã 4. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè (ñì. øàãè 2,3), ÷òî ãðóïïà ñèììåò-
ðèé G ñ çàäàííûìè îáðàçóþùèìè a, b îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò íåïðèâîäèìûé
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ìíîãî÷ëåí f íàä Zp ñòåïåíè l, êîðåíü êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùåé ìóëüòè-
ïëèêàòèâíîé ãðóïïû â íåêîòîðîì ïîëå, ñîñòîÿùåì èç pl ýëåìåíòîâ. Çàìåòèì,
÷òî âñå êîíå÷íûå ïîëÿ èç pl ýëåìåíòîâ èçîìîðôíû ìåæäó ñîáîé [Ëåíã, òåîðåìà
VII.10].

Ïóñòü, íàîáîðîò, äàíî ïðîñòîå ÷èñëî p è íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí f ∈ Zp[t]
ñòåïåíè l, êîòîðûé èìååò êîðåíü t0 â ïîëå F èç pl ýëåìåíòîâ, ÿâëÿþùèéñÿ
îáðàçóþùåé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû F ∗ ýòîãî ïîëÿ. Îïðåäåëèì ãðóïïó G
ïîðÿäêà pl(pl − 1) êàê ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå Zpl−1 i (F, +) ñ óìíîæåíèåì

(u1, v1) · (u2, v2) = (u1 + u2, t−u2
0 v1 + v2), u1, u2 ∈ ZS−1, v1, v2 ∈ F. (23)

Ïîëîæèì a = (1, 0), b = (0, 1) èëè (pl−1
2 , 1) â çàâèñèìîñòè îò ÷¼òíîñòè p. Òîãäà

a èìååò ïîðÿäîê pl − 1, b � ïîðÿäîê 2, è ýëåìåíòû a, b ïîðîæäàþò ãðóïïó G.
Ãðóïïå G ñîîòâåòñòâóåò ïðèìèòèâíûé àòîì ñ pl áåëûìè êëåòêàìè, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ èìååò pl − 1 ñòîðîí, òàê ÷òî ãðàô ñìåæíîñòè áåëûõ êëåòîê ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìèòèâíîñòü àòîìà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî öèêëè÷å-
ñêàÿ ïîäãðóïïà R = 〈a〉 íå ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûõ ïîäãðóïï, íîðìàëüíûõ â
G. Êîëè÷åñòâî áåëûõ êëåòîê ðàâíî èíäåêñó ïîäãðóïïû R. ×èñëî ñòîðîí ó áåëîé
êëåòêè ðàâíî ïîðÿäêó ïîäãðóïïû R. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó íåïðèâîäèìîìó
ìíîãî÷ëåíó íàä Zp, êîðåíü êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùåé ìóëüòèïëèêàòèâ-
íîé ãðóïïû ïîëÿ F , îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ïðèìèòèâíûé ìàêñèìàëüíî ñèì-
ìåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé àòîì, ó êîòîðîãî ãðàô ñìåæíîñòè áåëûõ êëåòîê
ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Øàã 5. Íàéä¼ì êîëè÷åñòâî íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ f íàä Zp ñòåïåíè
l, êîðíè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ F
èç pl ýëåìåíòîâ. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ F ∗ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé
ãðóïïîé ïîðÿäêà pl − 1. Êîëè÷åñòâî ïîðîæäàþùèõ ýòîé ãðóïïû ðàâíî ÷èñëó
ϕ(pl − 1) âû÷åòîâ, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ pl − 1. Òàêèì îáðàçîì, â F ∗ åñòü ϕ(pl −
1) îáðàçóþùèõ. Åñëè t0 ∈ F ∗ � îäíà èç íèõ, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
(ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì 1) íåïðèâîäèìûé íàä Zp ìíîãî÷ëåí f ∈
Zp[t], òàêîé ÷òî f(t0) = 0. Ñòåïåíü f ðàâíà l, òàê êàê t0 ïîðîæäàåò F ∗ (ñì.
øàã 2).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè f ∈ Zp[t] � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè l, òà-
êîé ÷òî f(t0) = 0 äëÿ íåêîòîðîé îáðàçóþùåé t0 ãðóïïû F ∗, òî ïîñêîëüêó ïîëå F

íîðìàëüíî íàä ïîëåì Zp [Ëåíã, òåîðåìà VII.13], f(t) =
∏l−1

k=0(t−tk), tk = tp
k

0 ∈ F

(â ñàìîì äåëå, f(tp
k

0 ) = f(t0)pk

= 0). Âñå êîðíè tk ðàçëè÷íû è ÿâëÿþòñÿ îáðàçó-
þùèìè ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû, òàê êàê pk âçàèìíî ïðîñòî ñ pl− 1. Òàêèì
îáðàçîì, îäíîìó ìíîãî÷ëåíó ñîîòâåòñòâóåò l îáðàçóþùèõ. Ñëåäîâàòåëüíî, êî-
ëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ (ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì
1), êîðíÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèå ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû, ðàâíî
ϕ(pl−1)

l . Ïóíêò (À) òåîðåìû äîêàçàí.
Øàã 6. ×òîáû ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ÷¼ðíûõ êëåòîê è ðîä àòîìà, äîñòàòî÷íî

îïðåäåëèòü ÷èñëî d′ ñòîðîí ó ÷¼ðíîé êëåòêè, êîòîðîå ðàâíî ïîðÿäêó ýëåìåíòà
ba−1 â ãðóïïå G. Ýòîò ïîðÿäîê ðàâåí d′ = 2 ïðè S = 2, d′ = 3 ïðè S = 3,
d′ = S − 1 äëÿ ÷¼òíûõ S > 2 èëè â ñëó÷àå S ≡ 1 (mod 4) è, íàêîíåö, d′ = S−1

2 ,
åñëè S ≡ 3 (mod 4) è S > 3. Ýòî äîêàçûâàåò ïóíêò (Á).

Øàã 7. Äîêàæåì ïóíêò (Â). Ïóñòü G � ãðóïïà ñèììåòðèé àòîìà Kn,f
S , a, b

� å¼ ñòàíäàðòíûå îáðàçóþùèå, ñì. Óòâåðæäåíèå 2.8. Èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ
øàãîâ 1�4, ìû ìîæåì îòîæäåñòâèòü G ñ ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì Zpl−1 i
(F, +), â êîòîðîì óìíîæåíèå çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé (23), ãäå t0 ∈ F è f(t0) = 0.
Ïðè ýòîì îòîæäåñòâëåíèè a ïåðåõîäèò â (1, 0), à b â (0, 1) (åñëè p = 2) èëè
â (pl−1

2 , 1) (åñëè p > 2). Èç ôîðìóëû äëÿ óìíîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî èìååòñÿ
ñîâïàäåíèå àâòîìîðôèçìîâ Ada|H = t0· : H → H àääèòèâíîé ãðóïïû H ïîëÿ F ,
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ãäå Ada|H åñòü îãðàíè÷åíèå íà H = (F, +) âíóòðåííåãî àâòîìîðôèçìà ãðóïïû
G, à t0· äåéñòâóåò êàê óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ ïîëÿ F íà êîðåíü t0.

1. Çàìåíà îðèåíòàöèè íà àòîìå îçíà÷àåò, ÷òî ìû ïåðåõîäèì îò ïàðû îáðà-
çóþùèõ a, b ê îáðàçóþùèì a−1 (âðàùåíèå áåëîé êëåòêè â ïðîòèâîïîëîæíîì
íàïðàâëåíèè), b, ñì. Îïðåäåëåíèå 1.10. Íî Ada−1 |H = Ad−1

a |H = t−1
0 ·. Ýëåìåíò

t−1
0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f̄ , à òàêæå îáðàçóþùåé ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ãðóïïû ïîëÿ F , ïðè÷¼ì 〈a−1〉 = 〈a〉. Ïîýòîìó ãðóïïà ñèììåòðèé G = 〈a−1〉iH

ñ íîâûìè îáðàçóþùèìè a−1, b îòâå÷àåò îðèåíòèðîâàííîìó àòîìó Kn,f̄
S .

2. Ïåðåõîä îò îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà ê äâîéñòâåííîìó ýêâèâàëåíòåí òîìó,
÷òî ìû òåïåðü ðàññìàòðèâàåì ïàðó îáðàçóþùèõ ba−1 (âðàùåíèå ÷¼ðíîé êëåò-
êè), b ãðóïïû G. Â ñëó÷àå p = 2 èìååì Adba−1 |H = Ada−1 |H = t−1

0 ·, òàê êàê
b ∈ F è H = (F, +) àáåëåâà êàê àääèòèâíàÿ ãðóïïà. Ýëåìåíò t−1

0 ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f∗, à òàêæå îáðàçóþùåé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ
F , ïðè÷¼ì ïðè l ≥ 2 âûïîëíåíî (ba−1)S−1 = id â ñèëó d′ = S − 1, ñì. øàã 6.
Ïîýòîìó G = 〈ba−1〉i H è ìû ïîëó÷èì îðèåíòèðîâàííûé àòîì Kn,f̄

S = Kn,f∗

S .
Ïóñòü S íå÷¼òíî. Èç t

S−1
2

0 = −1 èìååì t
S−1

2 −1
0 = −t−1

0 è Adba−1 |H =

Ad
a

S−1
2 −1 |H = t

S−1
2 −1

0 · = −t−1
0 ·, ñì. øàã 2. Ïðè ýòîì (ba−1)S−1 = id â ñèëó

d′ ∈ {S − 1, S−1
2 }, ñì. øàã 6. Ýëåìåíò −t−1

0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f∗, à
ïðè S ≡ 1 (mod 4) îí ÿâëÿåòñÿ òàêæå îáðàçóþùåé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû
ïîëÿ F . Ïîýòîìó G = 〈ba−1〉i H è äâîéñòâåííûì àòîìîì ÿâëÿåòñÿ Kn,f∗

S .

Ðàññìîòðèì íà îðèåíòèðîâàííîì àòîìå Y = An (ñì. 1.4) ñëåäóþùèé íàáîð
çàìêíóòûõ ïóòåé γ1, . . . , γ2g ∈ Ω(Y0, y0), ãäå g = [n

2 ] � ðîä àòîìà. À èìåííî,
ïóñòü çàìêíóòûé ïóòü γj îòâå÷àåò ñëîâó

Wj = ãj−1[ã, b̃]ã1−j = ãj b̃ã−1b̃ã1−j ∈ 〈ã, b̃ | b̃2〉 = Z ∗ Z2, 1 ≤ j ≤ 2g, (24)

ñì. Çàìå÷àíèå 4.8.À. Ýòè ïóòè çàìêíóòû, òàê êàê ïðîåêöèÿ ñëîâà W1 =
ãb̃ã−1b̃ = [ã, b̃] â ãðóïïó Aut(An) = 〈a, b | b2, anb〉 ' Z2n òðèâèàëüíà, â ñèëó
àáåëåâîñòè ýòîé ãðóïïû. Ïðè èíòåðïðåòèðîâàíèè àòîìà Y = An êàê ôóíêöèè
Ìîðñà èëè ïàðû (P, K) (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.2) ïóòè γj ÿâëÿþòñÿ óíèêóðñàëüíû-
ìè îêðóæíîñòÿìè àòîìà (ò.å. ãëàäêèìè ðåãóëÿðíûìè îêðóæíîñòÿìè íà ãðàôå
K), à â òåðìèíàõ Îïðåäåëåíèÿ 1.5 � ìíîãîóãîëüíèêàìè Ïåòðè ñîîòâåòñòâó-
þùåé êàðòû (ñì. [MS, �5.2 è 8.5]). Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïåòëè γ1, . . . , γ2g

çàäàþò íàáîð îáðàçóþùèõ ãðóïïû H1(Y ;Z) ' Z2g, ñì. îáîçíà÷åíèå 4.14.

Óòâåðæäåíèå 7.5. Ïóñòü X � ïðèìèòèâíûé ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé
îðèåíòèðîâàííûé àòîì ñ ãðàôîì ñìåæíîñòè KS áåëûõ êëåòîê, S ≥ 2.

(À) Åñëè S ÷¼òíî, òî àòîì X íåïðèâîäèì (ñì. Îïðåäåëåíèå 3.5).
(Á) Ïóñòü S íå÷¼òíî. Òîãäà àòîì X ïðèâîäèì è äîïóñêàåò íåðàçâåòâ-

ë¼ííîå íàêðûòèå X → AS−1
2

êðàòíîñòè S ñ àáåëåâîé ãðóïïîé ìîíîäðîìèè
H ⊂ G = Aut(X), ãäå H ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì çàìûêàíèåì ñèììåòðèè
a

S−1
2 b ∈ G (ñì. Îïðåäåëåíèå 2.6 è Óòâåðæäåíèå 2.8) è èçîìîðôíà àáåëå-

âîé ãðóïïå (F, +) ïîëÿ F èç S ýëåìåíòîâ. Ïîäãðóïïà H ñîäåðæèòñÿ â ëþ-
áîé íåòðèâèàëüíîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå ãðóïïû G è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé
àáåëåâîé ïîäãðóïïîé ñðåäè âñåõ òàêèõ ïîäãðóïï. Ïóñòü X = Kn,f

S , ñì. Òåîðå-
ìó 1.18, è ïóñòü t0 ∈ F è f(t0) = 0. Îïðåäåëèì àâòîìîðôèçìû l, m ∈ Aut(F, +)
è ýëåìåíòû q, r, c1, . . . , c2g ∈ F ôîðìóëàìè l = (−1)·, m = t0·, q = r = 0,
cj = tj−1

0 , 1 ≤ j ≤ 2g, ãäå g = [S−1
4 ] � ðîä àòîìà AS−1

2
. Òîãäà íàêðûòèå

X → AS−1
2

îòâå÷àåò íàáîðó (l, m, q, r, c1, . . . , c2g), ðàññìàòðèâàåìîìó ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ïðåîáðàçîâàíèé (5), ñì. Òåîðåìó 4.15.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â îáîçíà÷åíèÿõ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 1.18, èìååì G =
Aut(X) ' ZS−1 i H, ãäå H = (F, +) � àáåëåâà ãðóïïà ïîëÿ F = Zp[t]/(f) äëÿ
íåêîòîðîãî íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà f ∈ Zp[t] ñòåïåíè l. Ïðè ýòîì a = (1, 0),
H = {id} ∪ C0, G = {id} ∪ C0 ∪ C1, âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà C0 ïîïàðíî ñîïðÿ-
æåíû, à ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà C1 ñîïðÿæ¼í ýëåìåíòó au äëÿ íåêîòîðîãî
u ∈ Z, 0 < u < S − 1. Ïóñòü H̃ ⊂ G � ëþáàÿ íåòðèâèàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîä-
ãðóïïà. Åñëè H̃ 6= H, òî au = (u, 0) ∈ H̃ äëÿ íåêîòîðîãî u ∈ Z, 0 < u < S − 1,
îòêóäà H̃ 3 [(u, 0), (0, 1)] = (0, tu − 1) 6= (0, 0), òàê êàê t ∈ F � îáðàçóþùàÿ
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû F ∗ ' ZS−1 ïîëÿ F . Ïîýòîìó H ⊆ H̃, ïðè÷¼ì â
ñëó÷àå H 6= H̃ ãðóïïà H̃ íåàáåëåâà.

(À) Ïóñòü S ÷¼òíî. Òàê êàê b = (0, 1) ∈ H ⊂ H̃, òî àòîì X íåïðèâîäèì.
(Á) Ïóñòü S íå÷¼òíî. Òîãäà H ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì çàìûêàíèåì ýëåìåíòà

a
S−1

2 b = (0, 1). Òàê êàê b = (S−1
2 , 1) 6∈ H, èìååòñÿ ñèììåòðè÷íîå ðàçâåòâë¼í-

íîå íàêðûòèå X → X/H, ñì. Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïîêàæåì, ÷òî îðèåíòèðîâàí-
íûé àòîì X/H èçîìîðôåí AS−1

2
. Ðàññìîòðèì â ôàêòîðãðóïïå G/H ýëåìåíòû

aH, bH. Ïðè îòîæäåñòâëåíèè G/H = ZS−1 èìååì aH = 1, bH = S−1
2 . Ïîýòî-

ìó èìååòñÿ èçîìîðôèçì G/H → Aut(AS−1
2

), ïåðåâîäÿùèé ýëåìåíòû aH, bH â
ñòàíäàðòíûå îáðàçóþùèå ãðóïïû Aut(AS−1

2
). Âìåñòå ñ Îïðåäåëåíèåì 1.10 è

ïóíêòîì 5 Óòâåðæäåíèÿ 3.3, ýòî äîêàçûâàåò èçîìîðôíîñòü îðèåíòèðîâàííûõ
àòîìîâ X/H è AS−1

2
. Ïîýòîìó èìååòñÿ ñèììåòðè÷íîå (âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçâåòâ-

ë¼ííîå) íàêðûòèå X → AS−1
2

.
Îñòàëîñü âû÷èñëèòü íàáîð (l,m, q, r, c1, . . . , c2g), îòâå÷àþùèé ýòîìó íàêðû-

òèþ, è ïîêàçàòü, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ íåðàçâåòâë¼ííûì. Èç Òåîðåìû 1.18.Á ñëå-
äóåò, ÷òî ó àòîìîâ X è AS−1

2
êîëè÷åñòâà ñòîðîí áåëûõ êëåòîê îäèíàêîâû è

ðàâíû d = S − 1, à êîëè÷åñòâà ñòîðîí ÷¼ðíûõ êëåòîê òîæå îäèíàêîâû è ðàâíû
d′ ∈ {S − 1, S−1

2 }. Òî åñòü, ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ a = (1, 0) ∈ G è aH ∈ G/H îáà
ðàâíû S − 1, à ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ ba−1 = (S−1

2 − 1, t) ∈ G è ba−1H ∈ G/H îáà
ðàâíû d′, ñì. âûðàæåíèå äëÿ d′ â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 1.18, øàã 6.

Ïî Òåîðåìå 4.15, ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåîáðàçîâàíèé (5) èìååì q = ρ̄([α]), r =
ρ̄([β]), cj = ρ̄([γj ]), 1 ≤ j ≤ 2g, m = ψρ(aH) è l = ψρ(bH). Ïåòëè α, β, γj íà
îðèåíòèðîâàííîì àòîìå Y = AS−1

2
îòâå÷àþò ñëîâàì ãd = ãS−1, (b̃ã−1)d′ , Wj =

ãj−1[ã, b̃]ã1−j ∈ Z ∗ Z2, ñîîòâåòñòâåííî, ñì. îáîçíà÷åíèå 4.14, Çàìå÷àíèå 4.8.À
è (24). Îòñþäà è èç Çàìå÷àíèÿ 4.11.À èìååì

q = ρ̄([α]) = aS−1 = (0, 0) = 0, r = ρ̄([β]) = (ba−1)d′ = (0, 0) = 0 ∈ H,

cj = ρ̄([γj ]) = aj−1[a, b]a1−j = (0, tj−1(1− t)) = tj−1(1− t) ∈ H,

m = ψρ(aH) = Ada|H = t·, l = ψρ(bH) = Adb|H = Ad
a

S−1
2
|H = (−1) · .

Òàê êàê 1 − t 6= 0 â H, òî 1 − t = tv äëÿ íåêîòîðîãî v ∈ Z. Ïî-
ýòîìó ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (5) ñ ïîìîùüþ àâòîìîðôèçìà λ = Ada−v |H =
t−v· ∈ Aut(H) íàáîð (l, m, q, r, c1, . . . , c2g) ïåðåõîäèò â òðåáóåìûé íàáîð
((−1)·, t·, 0, 0, 1, t, t2, . . . , t2g−1). Òàê êàê q = r = 0, òî íàêðûòèå ÿâëÿåòñÿ íåðàç-
âåòâë¼ííûì, ñì. Çàìå÷àíèå 4.17.

Ïóñòü Γ̂ � êîíå÷íûé ñâÿçíûé ãðàô áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ð¼áåð, ãðóïïà ñèì-
ìåòðèé êîòîðîãî Aut(Γ̂) äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå åãî ïîëóð¼áåð.
Ïóñòü S ≥ 3 � êîëè÷åñòâî åãî âåðøèí, d ≥ 3 � ñòåïåíü ëþáîé åãî âåðøè-
íû, è ïóñòü íà ãðàôå Γ̂ çàäàí ïîäãðàô Z ⊂ Γ̂, ÿâëÿþùèéñÿ ïðîñòûì öèêëîì
äëèíû d′ ≥ 3, ñì. Çàìå÷àíèå 5.9. Èññëåäóåì ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü
ïðèìèòèâíîãî ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî (è íå îáÿçà-
òåëüíî îðèåíòèðóåìîãî) àòîìà X (ñì. Îïðåäåëåíèå 2.6 è Óòâåðæäåíèå 2.8) ñî
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
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1. ãðàô ñìåæíîñòè áåëûõ êëåòîê àòîìà X èçîìîðôåí Γ̂;

2. èìååòñÿ òàêàÿ ÷¼ðíàÿ êëåòêà e′ ⊂ X, ÷òî ñìåæíûå ñ íåé áåëûå êëåò-
êè e1, . . . , ed′ , çàíóìåðîâàííûå â ïîðÿäêå öèêëè÷åñêîãî îáõîäà ãðàíèöû
êëåòêè e′, îòâå÷àþò ïðè óêàçàííîì èçîìîðôèçìå âåðøèíàì öèêëà Z, ñ
ñîõðàíåíèåì öèêëè÷åñêîãî ïîðÿäêà âåðøèí öèêëà, ñì. Çàìå÷àíèå 5.9.

Ïóñòü L = LΓ̂,Z � äâóìåðíûé êëåòî÷íûé êîìïëåêñ, ïîëó÷åííûé ïðèêëåéêîé
ê ãðàôó Γ̂ äâóìåðíûõ êëåòîê âäîëü S′ := |M(Z)| öèêëîâ ìíîæåñòâà M(Z) :=
{g(Z) | g ∈ Aut(Γ̂)}, ïî îäíîé äâóìåðíîé êëåòêå âäîëü êàæäîãî öèêëà ýòîãî
ìíîæåñòâà. Ôèêñèðóåì âåðøèíó A ∈ Z è ðàññìîòðèì îáà ïîëóðåáðà r, r′ ⊂ Z,
ñîäåðæàùèå ýòó âåðøèíó.

Óòâåðæäåíèå 7.6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öèêë Z îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè:

� (ñèììåòðè÷íîñòü) äëÿ ëþáîé ñîõðàíÿþùåé îðèåíòàöèþ ñèììåòðèè h ∈
Aut(Z) íàéä¼òñÿ òàêàÿ ñèììåòðèÿ g ∈ Aut(Γ̂), ÷òî g(Z) = Z, g|Z = h;

� (æ¼ñòêîñòü) äëÿ ëþáîé ñèììåòðèè g ∈ Aut(Γ̂) ñî ñâîéñòâîì g(r ∪ r′) =
r ∪ r′ âûïîëíåíî g(Z) = Z, à äëÿ ëþáûõ äâóõ ñèììåòðèé g1, g2 ∈ Aut(Γ̂)
ñî ñâîéñòâàìè (r ∪ r′) ∩ g1(r ∪ r′) = (r ∪ r′) ∩ g2(r ∪ r′) = r âûïîëíåíî
g1(r ∪ r′) = g2(r ∪ r′).

Òîãäà ê êàæäîìó ðåáðó êîìïëåêñà L = LΓ̂,Z ïðèìûêàåò íå áîëåå äâóõ äâóìåð-
íûõ êëåòîê, è âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(À) Åñëè ïðèìèòèâíûé íåîðèåíòèðîâàííûé àòîì X ñ óêàçàííûìè âûøå
ñâîéñòâàìè 1, 2 ñóùåñòâóåò, òî îí åäèíñòâåí, è îòâå÷àþùåå åìó êëåòî÷íîå
ðàçáèåíèå çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè íà ÷¼ðíûå äâóìåðíûå êëåòêè (ñì. Îïðåäå-
ëåíèå 1.5 è ïîñëåäóþùèé òåêñò) èçîìîðôíî êëåòî÷íîìó êîìïëåêñó L. Â ÷àñò-
íîñòè, êîìïëåêñ L ãîìåîìîðôåí çàìêíóòîé äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè, à îðè-
åíòèðóåìîñòü àòîìà X ðàâíîñèëüíà îðèåíòèðóåìîñòè ýòîé ïîâåðõíîñòè.
Îðèåíòèðóåìûé àòîì X îòðàæàåì (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.4.Á) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà óñëîâèå ñèììåòðè÷íîñòè, ñì. âûøå, âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé (íå
îáÿçàòåëüíî ñîõðàíÿþùåé îðèåíòàöèþ) ñèììåòðèè h ∈ Aut(Z).

(Á) Ñóùåñòâîâàíèå íåîðèåíòèðîâàííîãî àòîìà X ñ óêàçàííûìè âûøå
ñâîéñòâàìè ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî êîìïëåêñ L ãîìåîìîðôåí çàìêíóòîé äâó-
ìåðíîé ïîâåðõíîñòè (ò.å. ÿâëÿåòñÿ àáñòðàêòíûì ìíîãîãðàííèêîì), à òàêæå
ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

1. ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñèììåòðèÿ g3 ∈ Aut(Γ̂), ÷òî g3(r′) = r è g3(r) 6= r′

(ò.å. ê ëþáîìó ðåáðó êîìïëåêñà L ïðèìûêàåò íå ìåíåå äâóõ äâóìåðíûõ
êëåòîê);

2. ïóñòü g3 ∈ Aut(Γ̂) � íåêîòîðàÿ (à çíà÷èò, ëþáàÿ) ñèììåòðèÿ èç ïðåäû-
äóùåãî óñëîâèÿ; òîãäà ñîïîñòàâëåíèå ïîëóðåáðó h(r) ⊂ Γ̂ äâóõ ïîëóð¼áåð
h(r′) è h(g3(r)), ãäå h ∈ Aut(Γ̂) è h(A) = A, îïðåäåëÿåò öèêëè÷åñêèé ïî-
ðÿäîê íà ìíîæåñòâå ïîëóð¼áåð ãðàôà Γ̂, ñîäåðæàùèõ âåðøèíó A (ò.å.
ëþáàÿ âåðøèíà êîìïëåêñà L íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ðàçáèâàþùåé).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî êàæäîå ðåáðî ãðàôà Γ̂ ïðèíàäëåæèò
íå áîëåå ÷åì äâóì öèêëàì ìíîæåñòâà M(Z). Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ãðàôà
Γ̂, äîñòàòî÷íî ýòî äîêàçàòü äëÿ ðåáðà r̃ ãðàôà Γ̂, ñîäåðæàùåãî ïîëóðåáðî r.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî r̃ ⊂ g̃(Z) = Z1 6= Z äëÿ íåêîòîðîãî g̃ ∈ Aut(Γ̂). Òîãäà
A ∈ Z1. Ðàññìîòðèì ïîâîðîò h ∈ Aut(Z) öèêëà Z, ïåðåâîäÿùèé âåðøèíó A ∈ Z
â âåðøèíó g̃−1(A) ∈ Z. Â ñèëó óñëîâèÿ ñèììåòðè÷íîñòè, íàéä¼òñÿ ñèììåòðèÿ
g ∈ Aut(Γ̂) ñî ñâîéñòâàìè g(Z) = Z, g|Z = h. Ïîëîæèì g1 = g̃g ∈ Aut(Γ̂), òîãäà
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Z1 = g1(Z) è g1(A) = A. Òàê êàê r ⊂ Z1 = g1(Z) è g1(A) = A, òî â ñèëó ïåðâîãî
ñâîéñòâà â óñëîâèè æ¼ñòêîñòè èìååì g1(r∪r′) = r∪r1 äëÿ íåêîòîðîãî ïîëóðåáðà
r1, ñîäåðæàùåãî A è îòëè÷íîãî îò ïîëóð¼áåð r è r′. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî
èìååòñÿ òðåòèé öèêë Z2 ∈ M(Z), ñîäåðæàùèé ðåáðî r̃ è îòëè÷íûé îò öèêëà Z.
Êàê äëÿ öèêëà Z1, èìååì Z2 = g2(Z) äëÿ íåêîòîðîé ñèììåòðèè g2 ∈ Aut(Γ̂)
ñî ñâîéñòâàìè g2(A) = A è g2(r ∪ r′) = r ∪ r2, ãäå r2 � íåêîòîðîå ïîëóðåáðî,
ñîäåðæàùåå A è îòëè÷íîå îò ïîëóð¼áåð r è r′. Ñîãëàñíî âòîðîìó ñâîéñòâó â
óñëîâèè æ¼ñòêîñòè, r1 = r2. Òàê êàê g1(r ∪ r′) = g2(r ∪ r′), òî g−1

2 g1(r ∪ r′) =
r ∪ r′, îòêóäà ïî ïåðâîìó ñâîéñòâó â óñëîâèè æ¼ñòêîñòè èìååì g−1

2 g1(Z) =
Z, ò.å. g1(Z) = g2(Z). Òàêèì îáðàçîì, Z1 = Z2, ò.å. êàæäîå ðåáðî ãðàôà Γ̂
ïðèíàäëåæèò íå áîëåå ÷åì äâóì öèêëàì ìíîæåñòâà M(Z). Çíà÷èò, ê êàæäîìó
ðåáðó êîìïëåêñà L ïðèìûêàåò íå áîëåå äâóõ äâóìåðíûõ êëåòîê.

(Á) Ïóñòü X � ïðèìèòèâíûé àòîì, óäîâëåòâîðÿþùèé òðåáóåìûì ñâîéñòâàì.
Ïóñòü C � îòâå÷àþùåå àòîìó X êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè
íà ÷¼ðíûå äâóìåðíûå êëåòêè (ãðàíè), è ïóñòü ẽ � åãî ãðàíü, îòâå÷àþùàÿ ÷¼ð-
íîé äâóìåðíîé êëåòêå e′, ñì. Çàìå÷àíèå 5.9. Åãî îäíîìåðíûé îñòîâ C1 èçî-
ìîðôåí ãðàôó Γ̂, ïðè÷¼ì äâóìåðíàÿ êëåòêà ẽ ïðèêëåèâàåòñÿ ê C1 ïðè ïîìîùè
ãîìåîìîðôèçìà îêðóæíîñòè â öèêë ϕ(Z) ⊂ C1, ãäå ϕ : Γ̂ → C1 � èçîìîð-
ôèçì. Ðàññìîòðèì èíäóöèðîâàííûé ãîìîìîðôèçì ϕ∗ : Aut(C) → Aut(Γ̂), è
ïóñòü ba−1 ∈ Aut(C) � ýëåìåíòàðíîå âðàùåíèå âîêðóã âåðøèíû A. Òîãäà d
ïîëóð¼áåð ϕ∗((ba−1)l)(r), 0 ≤ l ≤ d−1, ñîäåðæàò âåðøèíó A è ïîïàðíî ðàçëè÷-
íû, ïðè÷¼ì ϕ∗(ba−1)(r′) = r èëè ϕ∗(ba−1)(r) = r′. Ïîëîæèì g3 = ϕ∗(ba−1) èëè
g3 = ϕ∗(ab), ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà g3(r′) = r. Òàê êàê d ≥ 3, òî g3(r) 6= r′. Ýòî
äîêàçûâàåò ñâîéñòâî 1 â (Á). Â ÷àñòíîñòè, ðåáðî r̃ ïðèíàäëåæèò äâóì öèêëàì
Z è g3(Z), ïðè÷¼ì g3(Z) 6= Z â ñèëó r∪r′ 6= r∪g3(r) = g3(r∪r′). Ïîýòîìó ê êàæ-
äîìó ðåáðó ïðèìûêàåò íå ìåíåå äâóõ (à ïîòîìó ðîâíî äâå) ãðàíåé êîìïëåêñà
C.

Äîêàæåì ñâîéñòâî 2 â (Á). Äëÿ ïîñòðîåííîé âûøå ñèììåòðèè g3 ∈ Aut(Γ̂) è
äëÿ ñèììåòðèé h = hl = gl

3, 0 ≤ l ≤ d−1, ðàññìàòðèâàåìîå ñîïîñòàâëåíèå îïðå-
äåëÿåò öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå ïîëóð¼áåð ãðàôà Γ̂, ñîäåðæàùèõ
âåðøèíó A (òàê êàê ba−1 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì âðàùåíèåì âîêðóã âåðøèíû
A). Ïðè h = id ðàññìàòðèâàåìîå ñîïîñòàâëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèììåòðèè
g3, â ñèëó âòîðîãî ñâîéñòâà â óñëîâèè æ¼ñòêîñòè. Ïîýòîìó (â ñèëó ñèììåòðè÷-
íîñòè ãðàôà Γ̂) ïðè ëþáîì h ∈ Aut(Γ̂) ñîïîñòàâëåíèå òîæå íå çàâèñèò îò âûáîðà
ñèììåòðèè g3 è îáëàäàåò òðåáóåìûì ñâîéñòâîì.

Ïîêàæåì, ÷òî ñâîéñòâà 1,2 â (Á) äîñòàòî÷íû äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àòîìà X.
Â ñèëó ñâîéñòâà 1 â (Á), ê êàæäîìó ðåáðó êîìïëåêñà L ïðèìûêàþò ðîâíî äâå
äâóìåðíûå êëåòêè. Â ñèëó ñâîéñòâà 2 â (Á), êàæäàÿ âåðøèíà êîìïëåêñà L íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ëîêàëüíî ðàçáèâàþùåé. Ïîýòîìó êîìïëåêñ L ãîìåîìîðôåí çàìêíóòîé
äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè, ò.å. îïðåäåëÿåò êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå çàìêíóòîé äâó-
ìåðíîé ïîâåðõíîñòè. Ðàçáèåíèå L ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íî, ïîñêîëüêó îíî
äîïóñêàåò ýëåìåíòàðíîå âðàùåíèå ãðàíè ẽ (â ñèëó óñëîâèÿ ñèììåòðè÷íîñòè) è
ýëåìåíòàðíîå âðàùåíèå g3 âîêðóã âåðøèíû A ∈ ∂ẽ, ñì. Óòâåðæäåíèå 2.8. Ïî-
ýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèé (íåîðèåíòèðîâàííûé) àòîì ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷åí.

(À) Ïóñòü X � ïðèìèòèâíûé (íåîðèåíòèðîâàííûé) àòîì, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèé òðåáóåìûì ñâîéñòâàì, è ïóñòü C � îòâå÷àþùåå àòîìó X êëåòî÷íîå ðàç-
áèåíèå çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè íà ÷¼ðíûå äâóìåðíûå êëåòêè (ãðàíè). Ïóñòü
G = ϕ∗(Aut(C)) ⊂ Aut(Γ̂), M ′(Z) := {g(Z) | g ∈ G} ⊂ M(Z). Ïî äîêàçàííîìó
âûøå, êàæäîå ðåáðî ãðàôà Γ̂ ïðèíàäëåæèò íå ìåíåå ÷åì äâóì öèêëàì ìíîæå-
ñòâà M ′(Z). Òàê êàê C ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòüþ, òî òàêèõ öèêëîâ íå
áîëåå äâóõ (à ïîòîìó ðîâíî äâà). Ïîýòîìó êàæäîå ðåáðî ãðàôà Γ̂ ïðèíàäëåæèò
ðîâíî äâóì öèêëàì ìíîæåñòâà M ′(Z), è ê êàæäîìó òàêîìó öèêëó ïðèêëååíà
ðîâíî îäíà äâóìåðíàÿ êëåòêà (ãðàíü) êîìïëåêñà C. Îòñþäà è èç ñâîéñòâà 1
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â (Á), èìååì M ′(Z) = M(Z). Ýòî äà¼ò èçîìîðôèçì êëåòî÷íûõ êîìïëåêñîâ
L ' C.

Îïðåäåëåíèå 7.7. Ïóñòü X � ïðèìèòèâíûé ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðè-
åíòèðîâàííûé àòîì, ó êîòîðîãî ãðàô ñìåæíîñòè áåëûõ êëåòîê � òàêîé æå, êàê
ó àòîìà Pi äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, . . . , 5} (ÿâëÿþùåãîñÿ óñå÷¼ííûì ïëàòîíî-
âûì Si-ãðàííèêîì). Åñëè àòîì X íåïðèâîäèì (ñì. 1.2) è íå èçîìîðôåí àòîìó
Pi, òî îòâå÷àþùèé åìó àáñòðàêòíûé Si-ãðàííèê (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.5) íàçî-
â¼ì ïñåâäî-Si-ãðàííèêîì, à ñàì îðèåíòèðîâàííûé àòîì X íàçîâ¼ì óñå÷¼ííûì
ïñåâäî-Si-ãðàííèêîì.

Ïðèìåð 7.8. Ïóñòü Γ̂i � ãðàô ñìåæíîñòè áåëûõ êëåòîê àòîìà Pi, 1 ≤ i ≤ 5,
ñì. 1.4. Òîãäà Si ≥ 3, di ≥ 3, è ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîñòîé öèêë Zi ⊂ Γ̂i èìååò
íàèìåíüøóþ âîçìîæíóþ äëèíó d′i ≥ 3 è ÿâëÿåòñÿ æ¼ñòêèì, ñì. Óòâåðæäå-
íèå 7.6.À. Íàéä¼ì îñòàëüíûå ïðèìèòèâíûå ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûå àòî-
ìû X ñ ãðàôîì ñìåæíîñòè Γ̂i (ò.å. óñå÷¼ííûå �ïñåâäî-Si-ãðàííèêè�). Åñëè ðàñ-
ñìîòðåòü Pi êàê óñå÷¼ííûé Si-ãðàííèê (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.5), òî Γ̂i � îäíî-
ìåðíûé îñòîâ äâîéñòâåííîãî åìó ìíîãîãðàííèêà. Îòñþäà íåòðóäíî íàéòè âñå
ïðîñòûå öèêëû Z ⊂ Γ̂i, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ ñèììåòðè÷íîñòè èç Óòâåð-
æäåíèÿ 7.6.À è óñëîâèþ 1 èç Óòâåðæäåíèÿ 7.6.Á (ýòè äâà óñëîâèÿ, î÷åâèäíî,
íåîáõîäèìû äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àòîìà X). Ïðè êàæäîì i òàêîé öèêë Z îäíî-
çíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî àâòîìîðôèçìà ãðàôà Γ̂i) îïðåäåë¼í ñâîåé äëèíîé d′ è
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ æ¼ñòêîñòè èç 7.6.À è óñëîâèþ 2 èç 7.6.Á, à òàêæå óñëî-
âèþ ñèììåòðè÷íîñòè äëÿ ëþáîãî (íå îáÿçàòåëüíî ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ)
àâòîìîðôèçìà öèêëà Z. Ïî Óòâåðæäåíèþ 7.6, êàæäîìó òàêîìó öèêëó îäíî-
çíà÷íî îòâå÷àåò ïðèìèòèâíûé ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé (íåîðèåíòèðîâàí-
íûé) àòîì X, ïðè÷¼ì àòîì íåîðèåíòèðóåì èëè îòðàæàåì. Ïîëó÷àåì 12 òàêèõ
àòîìîâ ñ äàííûìè ãðàôàìè ñìåæíîñòè áåëûõ êëåòîê:

� (i = 1) óñå÷¼ííûé òåòðàýäð P1 (d′ = d′1 = 3); íåîðèåíòèðóåìûé àòîì P3/Z2

ðîäà 1 � óñå÷¼ííûé ïîëó-îêòàýäð (d′ = 4);

� (i = 2) óñå÷¼ííûé êóá P2 (d′ = d′2 = 3); íåîðèåíòèðóåìûé àòîì ðîäà 4
(d′ = 6);

� (i = 3) óñå÷¼ííûé îêòàýäð P3 (d′ = d′3 = 4); óñå÷¼ííûé �ïñåâäî-îêòàýäð�
P7 = T4(2,0) = (K12,0

4 )∗ ðîäà 1 (d′ = 6);

� (i = 4) óñå÷¼ííûé äîäåêàýäð P4 (d′ = d′4 = 3); óñå÷¼ííûé êåïëåðîâ ïñåâäî-
äîäåêàýäð P6 ðîäà 4 (d′ = 5); íåîðèåíòèðóåìûé àòîì ðîäà 10 (d′ = 6);
íåîðèåíòèðóåìûé àòîì ðîäà 14 (d′ = 10);

� (i = 5) óñå÷¼ííûé èêîñàýäð P5 (d′ = d′5 = 5); íåîðèåíòèðóåìûé àòîì ðîäà 6
(d′ = 10).

Âûêèäûâàÿ èç ýòîãî ñïèñêà íåîðèåíòèðóåìûå àòîìû, ïîëó÷àåì 5 óñå÷¼ííûõ
ïëàòîíîâûõ ìíîãîãðàííèêîâ P1, . . . , P5, óñå÷¼ííûé êåïëåðîâ ïñåâäî-äîäåêàýäð
P6 è óñå÷¼ííûé �ïñåâäî-îêòàýäð� P7 = T4(2,0) = (K12,0

4 )∗. Àòîì P6 (ñì. ðèñ. 7)
íåïðèâîäèì è îòëè÷åí îò P4, à ïîòîìó îòâå÷àþùèé åìó ìíîãîãðàííèê äåéñòâè-
òåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïñåâäî-ìíîãîãðàííèêîì, ò.å. ïñåâäî-äîäåêàýäðîì (ñì. Îïðåäå-
ëåíèå 7.7). Àòîì P7 èçîáðàæ¼í íà ðèñ. 13; îí ïðèâîäèì, òàê êàê äâîéñòâåííûé Ðèñ.13
åìó àòîì íåïðèìèòèâåí è äâóëèñòíî íàêðûâàåò àòîì P1 = K6

4 . Ñîîòâåòñòâó-
þùèé àòîìó P7 ìíîãîãðàííèê � �ïñåâäî-îêòàýäð� � ÿâëÿåòñÿ äâóëèñòíûì íà-
êðûòèåì òåòðàýäðà ñ âåòâëåíèÿìè â âåðøèíàõ (ñì. ðèñ. 13). Êàæäûé èç àòîìîâ
P6 è P7 îòðàæàåì (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.4.Á). Ýòî äîêàçûâàåò ñëåäóþùóþ òåîðå-
ìó.
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Òåîðåìà 7.9. Èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ïñåâäî-ìíîãîãðàííèê � ýòî êåïëåðîâ
ïñåâäî-äîäåêàýäð. Åìó îòâå÷àåò íåïðèâîäèìûé îðèåíòèðîâàííûé àòîì P6 ðî-
äà 4, ñì. ðèñ. 7. Ýòîò îðèåíòèðîâàííûé àòîì îòðàæàåì.

Òåîðåìà 7.10. Ëþáîé ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé àòîì,
èìåþùèé ðîâíî 12 5-óãîëüíûõ áåëûõ êëåòîê è d′-óãîëüíûå ÷¼ðíûå êëåòêè ïðè
íå÷¼òíîì d′, ñîâïàäàåò ëèáî ñ àòîìîì P4 (óñå÷¼ííûì äîäåêàýäðîì, d′ = 3), ëè-
áî ñ àòîìîì P6 (óñå÷¼ííûì êåïëåðîâûì ïñåâäî-äîäåêàýäðîì, ñì. 1.4, d′ = 5). Â
÷àñòíîñòè, ýòîò îðèåíòèðîâàííûé àòîì îòðàæàåì, à ïðè d′ = 5 äâîéñòâåí
ñàìîìó ñåáå (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.4.Á).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X � ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé
àòîì ñ ðîâíî 12 5-óãîëüíûìè áåëûìè êëåòêàìè.

Øàã 1. Òàê êàê d = 5 � ïðîñòîå è 12 > 2, òî àòîì X ïðèìèòèâåí.
Øàã 2. Ïóñòü, â îáîçíà÷åíèÿõ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 7.1, ai ∈ Aut(X)

� ýëåìåíòàðíîå âðàùåíèå áåëîé êëåòêè ei. Èç äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû
ñëåäóåò, ÷òî êëåòêà e = e1 ÿâëÿåòñÿ ñìåæíîé ñ êëåòêàìè e2, . . . , e6, è ñèììåòðèÿ
a = a1 ∈ Aut(X) èíäóöèðóåò íà ìíîæåñòâå áåëûõ êëåòîê ïîäñòàíîâêó

â = (1)(2 3 4 5 6)(7 8 9 10 11)(12) (25)

äëÿ ïîäõîäÿùåé ïåðåíóìåðàöèè áåëûõ êëåòîê e7, . . . , e12. Ñëåäîâàòåëüíî, a =
ak
12 äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ {1, 2, 3, 4}. Èç ñèììåòðè÷íîñòè îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà

X ïîëó÷àåì k2 ≡ 1 (mod 5), îòêóäà k ∈ {1, 4}. Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè àòîìà
X, èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ èíâîëþöèÿ τ ∈ Σ12, òàêàÿ ÷òî ai = ak

τ(i) è τ(i) 6= i

äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , 12. Èìååì τ(1) = 12 è τ(12) = 1.
Øàã 3. Íàéä¼ì ðàçëîæåíèå èíâîëþöèè τ â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèê-

ëîâ (ïîñëå ïîäõîäÿùåé öèêëè÷åñêîé ïåðåíóìåðàöèè áåëûõ êëåòîê e7, . . . , e11).
Òàê êàê τ(1) = 12 è τ(12) = 1, òî τ(2) = x + y äëÿ íåêîòîðûõ x ∈ {2, 7} è
y ∈ {0, . . . , 4}. Ïîêàæåì, ÷òî x = 7. Èç ai(ei) = ei è ai(eτ(i)) = eτ(i) (ñì. øàã 2)
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ñèììåòðèè g ∈ Aut(X) âûïîëíåíî gaig

−1(g(ei)) =
g(ei) = eĝ(i) è gaig

−1(g(eτ(i))) = g(eτ(i)) = eĝτ(i), îòêóäà τ ĝ(i) = ĝτ(i) äëÿ
ëþáîãî i = 1, . . . , 12. Ïîýòîìó

τ ĝ = ĝτ, g ∈ Aut(X). (26)

Îòñþäà äëÿ ëþáîãî j ∈ {0, . . . , 4} âûïîëíåíî τ(2 + j) = τ âj(2) = âjτ(2) =
âj(x + y) = x + j + y, ãäå z ∈ {0, . . . , 4} � îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà z ∈ N íà 5.
Åñëè x = 2, òî èç τ2 = id èìååì 2 = τ2(2) = τ(2 + y) = 2 + 2y, îòêóäà y = 0, ò.å.
τ(2) = 2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïîñòðîåíèþ τ .

Ñëåäîâàòåëüíî, x = 7. Ïîýòîìó τ(2+j) = 7+j + y, j ∈ {0, . . . , 4}. Ïîñëå ïîä-
õîäÿùåé öèêëè÷åñêîé ïåðåíóìåðàöèè áåëûõ êëåòîê e7, . . . , e11 ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî y = 0, à ïîòîìó èíâîëþöèÿ τ èìååò âèä

τ = (1 12)(2 7)(3 8)(4 9)(5 10)(6 11).

Øàã 4. Ïîêàæåì, ÷òî ñìåæíûìè ñ êëåòêîé e12 ÿâëÿþòñÿ êëåòêè e7, . . . , e11.
Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåêîòîðàÿ êëåòêà ej , 2 ≤ j ≤ 6, ÿâëÿåò-
ñÿ ñìåæíîé ñ e12. Ïóñòü ej1 , . . . , ej5 � âñå áåëûå êëåòêè, ñìåæíûå ñ ej . Òîãäà
1, 12 ∈ {j1, . . . , j5}, è ïîäñòàíîâêà âj äåéñòâóåò êàê öèêë äëèíû 5 íà {j1, . . . , j5}.
Îïðåäåëèì ÷èñëî l ∈ {1, 2, 3, 4} óñëîâèåì âl

j(1) = 12. Òîãäà âl
j(12) = 1 â ñèëó (26)

è τ(1) = 12, τ(12) = 1. Ïîýòîìó â5l
j (1) = 12, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò a5

j = idX .
Øàã 5. Ïîêàæåì, ÷òî ãðàô ñìåæíîñòè Γ̂ áåëûõ êëåòîê àòîìà X èçîìîðôåí

îäíîìåðíîìó îñòîâó èêîñàýäðà. Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå Γ̂′ ãðàôà ñìåæíîñòè
íà ìíîæåñòâî âåðøèí {2, 3, 4, 5, 6}. Ñòåïåíü âåðøèíû â ãðàôå Γ̂′ ìîæåò ðàâ-
íÿòüñÿ 0, 2 èëè 4, â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ãðàôà Γ̂′ îòíîñèòåëüíî â.
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Åñëè ñòåïåíü ðàâíà 4, âåðøèíû 1, 2, 3, 4, 5, 6 ñîåäèíÿþòñÿ òîëüêî ìåæäó ñî-
áîé, òàê ÷òî ãðàô ñìåæíîñòè íåñâÿçåí. Ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè ñòåïåíü âåðøèíû
ðàâíà 0, òî ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà ñìåæíîñòè ðàñïàäàåòñÿ íà ÷åòûðå ïîä-
ìíîæåñòâà: {1}, {2, 3, 4, 5, 6}, {7, 8, 9, 10, 11}, {12}, òàêèõ ÷òî ð¼áðà ãðàôà Γ̂ ñî-
åäèíÿþò âåðøèíû òîëüêî èç ðàçíûõ ïîäìíîæåñòâ. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå öèêëû
â ãðàôå ñìåæíîñòè èìåþò ÷¼òíóþ äëèíó, çíà÷èò, êîëè÷åñòâî ñòîðîí ó ÷¼ðíûõ
êëåòîê òîæå äîëæíî áûòü ÷¼òíûì, ÷òî òîæå âåä¼ò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Òàêèì îáðàçîì, ñòåïåíü âåðøèíû ãðàôà Γ̂′ ðàâíà 2. Âåðøèíà 2, â ñèëó ñèì-
ìåòðè÷íîñòè îòíîñèòåëüíî â, ìîæåò ñîåäèíÿòüñÿ ñ âåðøèíàìè 3, 6, ëèáî ñ âåð-
øèíàìè 4, 5.

Ñëó÷àé 1: âåðøèíà 2 ñîåäèíåíà ð¼áðàìè ñ âåðøèíàìè 3, 6. Âåðøèíà 2 íå
ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ñîñåäíåé äëÿ âåðøèí 4, 5, 7, 8, 11, 12, ñëåäîâàòåëüíî, âåðøèíà 2
ñîåäèíåíà ð¼áðàìè ñ âåðøèíàìè 1, 3, 6, 9, 10. Èñïîëüçóÿ èíâàðèàíòíîñòü ãðàôà
ñìåæíîñòè îòíîñèòåëüíî ñèììåòðèè â, ìû îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåì ãðàô
ñìåæíîñòè. Îí ñîâïàäàåò ñ îäíîìåðíûì îñòîâîì èêîñàýäðà.

Ñëó÷àé 2: âåðøèíà 2 ñîåäèíåíà ð¼áðàìè ñ âåðøèíàìè 4, 5. Òàê æå, êàê è âû-
øå, ãðàô ñìåæíîñòè îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ è ñîâïàäàåò ñ îäíîìåðíûì
îñòîâîì èêîñàýäðà.

Øàã 6. Ñîãëàñíî ïðèìåðó 7.8 ïðè i = 4, èìååì X = P4 èëè X = P6.

Òåîðåìà 7.11. Ïðè ëþáîì S ≤ 6 ëþáîé ïðèìèòèâíûé ìàêñèìàëüíî ñèììåò-
ðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé àòîì ñ ðîâíî S áåëûìè êëåòêàìè ÿâëÿåòñÿ ñôåðè-
÷åñêèì èëè òîðè÷åñêèì, à ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïðèìèòèâíûõ àòîìîâ
èç ïðèìåðà 5.2. Òàêèõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ ðîâíî 10:

� (S = 2) ñôåðè÷åñêèé îðèåíòèðîâàííûé àòîì B1 = C1;

� (S = 3) ñôåðè÷åñêèé îðèåíòèðîâàííûé àòîì D3;

� (S = 4) äâà ñôåðè÷åñêèõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìà D4 è P1 (óñå÷¼ííûé
òåòðàýäð);

� (S = 5) òðè îðèåíòèðîâàííûõ àòîìà: ñôåðè÷åñêèé îðèåíòèðîâàííûé
àòîì D5 è äâà òîðè÷åñêèõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìà T¤

(2,1) è T¤
(1,2) êâàä-

ðàòíîãî òèïà (1, 2) è (2, 1) (îòâå÷àþùèå êàðòå Ë. Õåôôòåðà [H1891,
ñ.491] íà òîðå èç ïÿòè êâàäðàòîâ);

� (S = 6) òðè îðèåíòèðîâàííûõ àòîìà: äâà ñôåðè÷åñêèõ îðèåíòèðîâàííûõ
àòîìà D6 è P2 (óñå÷¼ííûé êóá), è òîðè÷åñêèé îðèåíòèðîâàííûé àòîì
T4(1,1) òðåóãîëüíîãî òèïà (1, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X � ïðèìèòèâíûé ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðè-
åíòèðîâàííûé àòîì ñ ðîâíî S áåëûìè êëåòêàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ d-óãîëüíèêàìè,
à òàêæå ñ ðîâíî S′ ÷¼ðíûìè êëåòêàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ d′-óãîëüíèêàìè. Èç ïðè-
ìèòèâíîñòè àòîìà èìååì 1 ≤ d < S.

Ñëó÷àé 1: d = 1, 2. Ïðè d = 1 èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíî ñèììåò-
ðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé àòîì B1 = C1 (äëÿ íåãî (S, S′, d, d′) = (2, 1, 1, 2)), à
ïðè d = 2 < S � åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé
àòîì DS (äëÿ íåãî (S, S′, d, d′) = (S, 2, 2, S)). Ïîýòîìó ïðè S = 2 èìååì d = 1 è
X ∈ B1 = C1, à ïðè S = 3 èìååì d = 2 è X ∈ D3.

Ñëó÷àé 2: S = 4. Òîãäà d ∈ {2, 3}. Ïðè d = 2 èìååì X ∈ D4, ñì. ñëó-
÷àé 1. Ïóñòü òåïåðü d = 3. Òîãäà ãðàô ñìåæíîñòè áåëûõ êëåòîê (ñì. Îïðåäå-
ëåíèå 1.4.Â) àòîìà X èìååò 4 âåðøèíû è íå èìååò ïåòåëü è êðàòíûõ ð¼áåð,
à êàæäàÿ åãî âåðøèíà èìååò ñòåïåíü 3. Òàêîé ãðàô åäèíñòâåí � ýòî ïîëíûé
ãðàô K4. Ïî Òåîðåìå 1.18.À, èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ïðèìèòèâíûé ìàêñèìàëü-
íî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé àòîì ñ ãðàôîì ñìåæíîñòè K4. Òàêîé àòîì
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ìîæíî óãàäàòü � ýòî àòîì X = P1. Äàäèì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåí-
íîñòè îðèåíòèðóåìîãî àòîìà X ñ ãðàôîì ñìåæíîñòè K4. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé
ïðîñòîé öèêë Z íà ãðàôå K4 = Γ̂1 ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíèêîì (d′ = 3) èëè ÷åòû-
ð¼õóãîëüíèêîì (d′ = 4). Ñîãëàñíî ïðèìåðó 7.8 ïðè i = 1, îáà ýòè öèêëà ðåàëè-
çóþòñÿ: ïðè d′ = 3 èìååì X = P1, à ïðè d′ = 4 èìååì óñå÷¼ííûé ïîëó-îêòàýäð
X = P3/Z2 � íåîðèåíòèðóåìûé àòîì, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç ñôåðè÷åñêîãî
àòîìà P3 (óñå÷¼ííîãî îêòàýäðà) îòîæäåñòâëåíèåì êàæäîé ïàðû �äèàìåòðàëüíî
ïðîòèâîïîëîæíûõ� òî÷åê.

Ñëó÷àé 3: S = 5. Ðàññìîòðèì ãðàô ñìåæíîñòè áåëûõ êëåòîê àòîìà X. Òàê
êàê îí ñâÿçåí è èìååò íå÷¼òíîå ÷èñëî âåðøèí, ñòåïåíè êîòîðûõ ðàâíû ìåæäó
ñîáîé, òî ïîðÿäîê âåðøèíû ðàâåí ëèáî d = 2, êîãäà ìû ïîëó÷àåì öèêë O5,
ëèáî d = 4, êîãäà ãðàô ñìåæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ãðàôîì K5. Åäèíñòâåííûé
ïðèìèòèâíûé àòîì, ãðàô ñìåæíîñòè áåëûõ êëåòîê êîòîðîãî öèêëè÷åñêèé, �
ýòî àòîì D5, ñì. ñëó÷àé 1.

Ïóñòü ãðàô ñìåæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Ïî Òåîðåìå 1.18.À, èìååòñÿ ðîâíî
äâà ïðèìèòèâíûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ ñ òàêèì ãðàôîì ñìåæíîñòè. Íàé-
ä¼ì èõ ÿâíî. Âûáåðåì íåêîòîðóþ áåëóþ êëåòêó àòîìà, ïðèñâîèì åé íîìåð 1 è
çàíóìåðóåì îñòàëüíûå áåëûå êëåòêè ÷èñëàìè 2, 3, 4, 5 â ïîðÿäêå öèêëè÷åñêîãî
îáõîäà êëåòêè 1. Òîãäà ñèììåòðèÿ a, äåéñòâóþùàÿ íà êëåòêå 1 êàê ýëåìåíòàð-
íûé ïîâîðîò, çàäà¼ò íà ìíîæåñòâå áåëûõ êëåòîê ïîäñòàíîâêó

â = (1)(2345),

çäåñü ìû èñïîëüçóåì çàïèñü ïîäñòàíîâêè â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ öèêëîâ.
Ðàññìîòðèì ñèììåòðèþ b àòîìà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé

îòíîñèòåëüíî (åäèíñòâåííîé) îáùåé âåðøèíû êëåòîê 1 è 2. Òîãäà b íà ìíîæå-
ñòâå áåëûõ êëåòîê äåéñòâóåò êàê îäíà èç òð¼õ ïîäñòàíîâîê:

(12)(34)(5), (12)(35)(4), (12)(45)(3).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé b̂ = (12)(35)(4), òîãäà â2b̂ = (142)(3)(5), è ìû ïîëó÷àåì
íåòðèâèàëüíóþ ñèììåòðèþ, îñòàâëÿþùóþ íà ìåñòå äâå ñìåæíûå áåëûå êëåòêè.
Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðèìèòèâíîñòè àòîìà X, ñîãëàñíî Óòâåðæäåíèþ 5.8.Á.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî b̂ = (12)(45)(3). Ïîäñòàíîâêè â, b̂ ïîðîæäàþò
ãðóïïó G ïîðÿäêà 20, òðàíçèòèâíî äåéñòâóþùóþ íà ìíîæåñòâå {1, 2, 3, 4, 5}.
Ñîãëàñíî Óòâåðæäåíèþ 7.3, ãðóïïå G ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûé ïðèìèòèâíûé
îðèåíòèðîâàííûé ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé àòîì. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòîãî
àòîìà â ÿâíîì âèäå, óêàæåì öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê, â êîòîðîì áåëûå êëåòêè
ïðèìûêàþò ê ëþáîé áåëîé êëåòêå. Íàïðèìåð, äëÿ êëåòêè íîìåð 2 ïîëó÷àåì,
÷òî äåéñòâèå ýëåìåíòàðíîãî ïîâîðîòà êëåòêè 2 èìååò âèä b̂âb̂−1 = (2)(1354),
òî åñòü öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê ïðèìûêàíèÿ ñëåäóþùèé: 1, 3, 5, 4. Çíàÿ ïîðÿäîê
ïðèìûêàíèÿ, ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ïðèìèòèâ-
íîãî àòîìà. Â äàííîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì îðèåíòèðîâàííûé àòîì T¤

(2,1).
Ñëó÷àé b̂ = (12)(34)(5) ïðèâîäèò ê îðèåíòèðîâàííîìó àòîìó T¤

(1,2).
Ñëó÷àé 4: S = 6. Ñòåïåíü d âåðøèí â ãðàôå ñìåæíîñòè áåëûõ êëåòîê àòîìà

X ìîæåò áûòü ðàâíà 2, 3, 4, 5.
Ñëó÷àé 4à: ñòåïåíü ðàâíà 5. Òîãäà ãðàô ñìåæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Òàê

êàê S = 6 íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïðîñòîãî ÷èñëà, òî ïî Òåîðåìå 1.18.À ýòîò
ñëó÷àé íå ðåàëèçóåòñÿ.

Ñëó÷àé 4á: ñòåïåíü ðàâíà 4. Òàê êàê S = 6 è d = 4, òî ïî Òåîðåìå 7.4
îðèåíòèðîâàííûé àòîì X èçîìîðôåí îðèåíòèðîâàííîìó àòîìó P2.

Ñëó÷àé 4â: ñòåïåíü ðàâíà 3. Çàíóìåðóåì áåëûå êëåòêè àòîìà X, ÷òîáû ñìåæ-
íûìè ñ êëåòêîé 1 â ïîðÿäêå öèêëè÷åñêîãî îáõîäà áûëè êëåòêè 2, 3, 4. Ïóñòü a
� ñèììåòðèÿ àòîìà, äåéñòâóþùàÿ êàê ýëåìåíòàðíûé ïîâîðîò íà êëåòêå 1. Òàê
êàê a3 = id, òî â = (1)(234)(5)(6).
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Êëåòêè 5 è 6 íå ìîãóò áûòü ñìåæíûìè, òàê êàê èìååòñÿ íåòðèâèàëüíàÿ
ñèììåòðèÿ a, îñòàâëÿþùàÿ èõ èíâàðèàíòíûìè, ñì. Óòâåðæäåíèå 5.8.Á. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ñìåæíûìè äëÿ êàæäîé èç êëåòîê 5,6 ÿâëÿþòñÿ êëåòêè 2, 3, 4. Òîãäà
íèêàêèå äâå èç êëåòîê 2, 3, 4 íå èìåþò îáùèõ âåðøèí. Òàêèì îáðàçîì, ãðàô
ñìåæíîñòè â äàííîì ñëó÷àå ðàâåí K3,3 (ãðàô Òîìñåíà), è èìååòñÿ ðàçáèåíèå
áåëûõ êëåòîê íà äâà ïîäìíîæåñòâà {1, 5, 6}, {2, 3, 4}, ñîõðàíÿþùååñÿ ïðè ñèì-
ìåòðèÿõ àòîìà.

Öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ b îòíîñèòåëüíî îáùåé âåðøèíû êëåòîê 1 è 2 äåé-
ñòâóåò êàê îäíà èç äâóõ ïîäñòàíîâîê: (12)(35)(46) èëè (12)(36)(45). Íî ýòè ïîä-
ñòàíîâêè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì íóìåðàöèè êëåòîê 5 è 6, ïîýòîìó îðè-
åíòèðîâàííûå àòîìû, êîòîðûå èç íèõ ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ, äîëæíû ñîâïàäàòü.
Ïðèìåíåíèå Óòâåðæäåíèÿ 7.3 ê ïàðå ïîäñòàíîâîê â, b̂ (èëè íåïîñðåäñòâåííîå
âîññòàíîâëåíèå öèêëè÷åñêîãî ïîðÿäêà ñìåæíîñòè äëÿ âñåõ áåëûõ êëåòîê, ñì.
ñëó÷àé 3) ïðèâîäèò ê îðèåíòèðîâàííîìó àòîìó T4(1,1).

Ñëó÷àé 4ã: ñòåïåíü ðàâíà 2. Òàêîé ïðèìèòèâíûé àòîì åäèíñòâåí � ýòî D6,
ñì. ñëó÷àé 1.

8 Êëàññèôèêàöèÿ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ
àòîìîâ ñ íå áîëåå ÷åì 6 áåëûìè êëåòêàìè

Êàê âûøå, âî âñåõ óòâåðæäåíèÿõ ïîä îðèåíòèðîâàííûì àòîìîì ïîíèìàåòñÿ
êëàññ èçîìîðôíîñòè îñíàù¼ííîé ïàðû (P̄ , K)#, à âî âñåõ äîêàçàòåëüñòâàõ îí
ïîíèìàåòñÿ êàê îñíàù¼ííàÿ ïàðà (P̄ ,K)#, ñì. Çàìå÷àíèå 1.8.

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, îïèñàíèå (â òåðìèíàõ ïðàâèëüíûõ êàðò è êîïðåä-
ñòàâëåíèé ãðóïï) ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ ñ äâó-
ìÿ áåëûìè êëåòêàìè èìååòñÿ â ðàáîòå Áðàõàíû [B27, ñ.280], à ñ ÷èñëîì áåëûõ
êëåòîê, íå ïðåâûøàþùåì 5, � â ðàáîòå Ãàðáå [G69].

Óòâåðæäåíèå 8.1. Ïóñòü X � ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàí-
íûé àòîì, èìåþùèé ðîâíî îäíó áåëóþ êëåòêó. Òîãäà X = An, ãäå n � ñëîæ-
íîñòü àòîìà, ñì. Ââåäåíèå. Áîëåå òî÷íî, Îðèåíòèðîâàííàÿ õîðäîâàÿ äèà-
ãðàììà îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà X, ñì. Îïðåäåëåíèå 1.6, ñîñòîèò èç îðè-
åíòèðîâàííîé îêðóæíîñòè S1 = {eiφ | 0 ≤ φ < 2π} è n õîðä, ñîåäèíÿþùèõ
ïàðû äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê (e2πji/n, eπi+2πji/n) ∈ S1 × S1,
j ∈ Z, 0 ≤ j < n

2 . Àòîì èìååò ðîä g = [n
2 ] è ñîñòîèò èç îäíîé áåëîé êëåòêè

(2n-óãîëüíèêà) è èç îäíîé ëèáî äâóõ ÷¼ðíûõ êëåòîê (2n-óãîëüíèêà èëè äâóõ
n-óãîëüíèêîâ), ïðè íå÷¼òíîì è ÷¼òíîì n ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííóþ õîðäîâóþ äèàãðàììó àòîìà
X. Çàôèêñèðóåì êîíåö íåêîòîðîé õîðäû è ðàññìîòðèì ñèììåòðèþ a àòîìà X,
êîòîðàÿ ïåðåâîäèò åãî â äðóãîé êîíåö ýòîé æå õîðäû. Òàê êàê îðèåíòèðîâàí-
íàÿ îêðóæíîñòü ïåðåõîäèò â ñåáÿ, òî a åñòü âðàùåíèå õîðäîâîé äèàãðàììû. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ñèììåòðèÿ a ïåðåñòàâëÿåò êîíöû âûäåëåííîé õîðäû, ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðåîáðàçîâàíèå a2 îñòàâëÿåò äàííóþ õîðäó íåïîäâèæíîé, à çíà÷èò, ÿâ-
ëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ
õîðäà ñîåäèíÿåò ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè îðèåíòèðîâàííîé îêðóæíîñòè. Òî æå
ñàìîå âåðíî â îòíîøåíèè äðóãèõ õîðä äèàãðàììû. Òàêèì îáðàçîì, ñòðóêòóðà
àòîìà îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî.

Ðàññìàòðèâàÿ â äóõå Îïðåäåëåíèÿ 1.5 àòîì X êàê 2n-óãîëüíèê ñî ñêëååííû-
ìè ïðîòèâîïîëîæíûìè ñòîðîíàìè, ìû íàõîäèì, ÷òî ÷èñëî âåðøèí ðàçáèåíèÿ
(êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ÷¼ðíûì êëåòêàì) ðàâíî 1 ïðè íå÷¼òíîì n è ðàâíî 2
ïðè ÷¼òíîì n.
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Ïî Òåîðåìå 7.11 åäèíñòâåííûé ïðèìèòèâíûé ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé
îðèåíòèðîâàííûé àòîì ñ äâóìÿ áåëûìè êëåòêàìè � ýòî ñôåðè÷åñêèé îðèåíòè-
ðîâàííûé àòîì B1 = C1. Ïîýòîìó èç Ñëåäñòâèÿ 6.2 äëÿ S = 2 è S′ = 1 ïîëó÷à-
åì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ýêâèâàëåíòíîå óòâåðæäåíèþ Áðàõàíû [B27, ñ.280]
(ñôîðìóëèðîâàííîìó â òåðìèíàõ êîïðåäñòàâëåíèé ãðóïï).
Óòâåðæäåíèå 8.2. Ïóñòü X � ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàí-
íûé àòîì ñëîæíîñòè n, èìåþùèé ðîâíî äâå áåëûõ êëåòêè. Òîãäà åãî ïðè-
ìèòèâèçàöèÿ Xprim � ýòî ñôåðè÷åñêèé îðèåíòèðîâàííûé àòîì, ïðèíàäëå-
æàùèé êëàññó èçîìîðôíîñòè B1 = C1, è ó êîòîðîãî ãðàô ñìåæíîñòè áåëûõ
êëåòîê èçîìîðôåí K2 (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.4.Â). Îðèåíòèðîâàííûé àòîì X ñîâ-
ïàäàåò ñ îäíèì èç îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ Kn,l

2 , ïàðàìåòðèçîâàííûõ ïàðîé
öåëûõ ÷èñåë (n, l), ãäå n ≥ 1 � ñëîæíîñòü àòîìà (ðàâíàÿ ñòåïåíè k îòîáðà-
æåíèÿ ïðèìèòèâèçàöèè),

l2 ≡ 1 (mod n), 0 ≤ l < n.

Áîëåå òî÷íî, îðèåíòèðîâàííàÿ õîðäîâàÿ äèàãðàììà îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà
Kn,l

2 ñîñòîèò èç äâóõ îðèåíòèðîâàííûõ îêðóæíîñòåé S1
1 ≈ S1

2 = {eiφ | 0 ≤
φ < 2π} è n õîðä, ñîåäèíÿþùèõ ïàðû òî÷åê (e2πji/n, e2πlji/n) ∈ S1

1 × S1
2 ýòèõ

îêðóæíîñòåé, j ∈ Z, 0 ≤ j < n. Àòîì Kn,l
2 èìååò 2 áåëûõ è gcd(l + 1, n)

÷¼ðíûõ êëåòîê, êàæäàÿ åãî áåëàÿ êëåòêà ÿâëÿåòñÿ n-óãîëüíèêîì, à êàæäàÿ
÷¼ðíàÿ 2n

gcd(l+1,n) -óãîëüíèêîì. Ðîä àòîìà Kn,l
2 ðàâåí n−gcd(l+1,n)

2 . Ïðè ýòîì

Kn,1
2 = Bn, n ≥ 2, Kn,n−1

2 = Cn, n ≥ 1.

Îðèåíòèðîâàííûå àòîìû Kn,l
2 , îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ïàðàì ÷èñåë (n, l), ïî-

ïàðíî ðàçëè÷íû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç Òåîðåìû 7.11 ñëåäóåò, ÷òî Xprim = B1 = C1, ñì. Îïðåäå-
ëåíèå 5.1 è Óòâåðæäåíèå 5.5.

Â ñîîòâåòñòâèè ñî Ñëåäñòâèåì 5.6 êëàññèôèêàöèÿ àòîìîâ ñ äâóìÿ áåëûìè
êëåòêàìè ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ îòîáðàæåíèé ïðèìèòèâèçàöèè íàä B1. Îïèñàíèå
îòîáðàæåíèé ïðèìèòèâèçàöèè íàä B1 ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè â Ñëåäñòâèè 6.2
ïîëîæèòü S = 2, S′ = 1 è g = 0.

Ïî Òåîðåìå 7.11 åäèíñòâåííûé ïðèìèòèâíûé ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé
îðèåíòèðîâàííûé àòîì ñ òðåìÿ áåëûìè êëåòêàìè � ýòî ñôåðè÷åñêèé îðèåíòè-
ðîâàííûé àòîì D3. Ïîýòîìó èç ïðèìåðà 6.3.À äëÿ S = 3 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.
Óòâåðæäåíèå 8.3. Ïóñòü X � ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàí-
íûé àòîì ñëîæíîñòè n, èìåþùèé ðîâíî òðè áåëûõ êëåòêè. Òîãäà n íå÷¼òíî
è êðàòíî 3, à ïðèìèòèâèçàöèÿ Xprim àòîìà X � ýòî ñôåðè÷åñêèé îðèåíòè-
ðîâàííûé àòîì D3, ó êîòîðîãî ãðàô ñìåæíîñòè áåëûõ êëåòîê åñòü K3 = O3

(ñì. Îïðåäåëåíèå 1.4.Â). Îðèåíòèðîâàííûé àòîì X ñîâïàäàåò ñ îðèåíòèðî-
âàííûì àòîìîì Kn

3 = On
3 , ïàðàìåòðèçîâàííûì íå÷¼òíûì íàòóðàëüíûì ÷èñ-

ëîì n ≥ 3, êðàòíûì 3 è ðàâíûì ñëîæíîñòè àòîìà (ïðè÷¼ì ñòåïåíü îòîá-
ðàæåíèÿ ïðèìèòèâèçàöèè ðàâíà k = n

3 ). Áîëåå òî÷íî, îðèåíòèðîâàííàÿ õîð-
äîâàÿ äèàãðàììà îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà Kn

3 = On
3 ñîñòîèò èç òðåõ îðè-

åíòèðîâàííûõ îêðóæíîñòåé S1
1 ≈ S1

2 ≈ S1
3 = {eiφ | 0 ≤ φ < 2π} è n õîðä,

ñîåäèíÿþùèõ ïàðû òî÷åê (e6πji/n, eπi+6πji/n) ∈ S1
u × S1

u+1 ýòèõ îêðóæíîñòåé,
j ∈ Z, 0 ≤ j < n/3, u = 1, 2, 3, ãäå S1

4 := S1
1 . Àòîì Kn

3 = On
3 èìååò 3 áå-

ëûõ è 2 gcd(3, n/3+3
2 ) ÷¼ðíûõ êëåòîê, êàæäàÿ åãî áåëàÿ êëåòêà ÿâëÿåòñÿ 2n

3 -
óãîëüíèêîì, à êàæäàÿ ÷¼ðíàÿ n

gcd(3,
n/3+3

2 )
-óãîëüíèêîì. Ðîä àòîìà Kn

3 = On
3

ðàâåí n−1
2 − gcd(3, n/3+3

2 ).
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Ïî Òåîðåìå 7.11 èìååòñÿ ðîâíî äâà ïðèìèòèâíûõ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷-
íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìà ñ ÷åòûðüìÿ áåëûìè êëåòêàìè � ýòî ñôåðè÷åñêèå
îðèåíòèðîâàííûå àòîìû P1 (óñå÷¼ííûé òåòðàýäð) è D4 (ñì. Ââåäåíèå). Ïðè-
ìåíÿÿ ê àòîìó P1 Ñëåäñòâèå 6.2 ñ S = S′ = 4 è d = d′ = 3, à ê àòîìó D4

ïðèìåð 6.3.Á, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 8.4. Ïóñòü X � ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàí-
íûé àòîì ñëîæíîñòè n, èìåþùèé ðîâíî ÷åòûðå áåëûõ êëåòêè. Òîãäà åãî
ïðèìèòèâèçàöèÿ Xprim � ýòî îäèí èç ñôåðè÷åñêèõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ
P1 è D4, ó êîòîðûõ ãðàô ñìåæíîñòè áåëûõ êëåòîê èçîìîðôåí K4 è O4, ñîîò-
âåòñòâåííî (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.4.Â).

(À) Åñëè Xprim = P1, òî n êðàòíî 6, è îðèåíòèðîâàííûé àòîì X ñîâïà-
äàåò ñ îäíèì èç îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ Kn,r

4 , ïàðàìåòðèçîâàííûõ ïàðîé
öåëûõ ÷èñåë (n, r), ãäå n ≥ 6 � ñëîæíîñòü àòîìà (ïðè÷¼ì ñòåïåíü îòîáðà-
æåíèÿ ïðèìèòèâèçàöèè ðàâíà k = n

6 ), 0 ≤ r < n
6 , 4r + 4 ≡ 0 (mod n

6 ). Áîëåå
òî÷íî, îðèåíòèðîâàííàÿ õîðäîâàÿ äèàãðàììà îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà Kn,r

4

ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ îðèåíòèðîâàííûõ îêðóæíîñòåé S1
1 ≈ S1

2 ≈ S1
3 ≈ S1

4 =
{eiφ | 0 ≤ φ < 2π} è n õîðä, ñîåäèíÿþùèõ ïàðû òî÷åê

(e4πi 3j+u−1
n , e4πi 3j+u−1

n ) ∈ S1
u × S1

4 , u = 1, 2, 3,

(e4πi 3j+v
n , e4πi 3j+v+3r+3

n ) ∈ S1
u × S1

v , (u, v) = (1, 2), (2, 3), (3, 1),

ýòèõ îêðóæíîñòåé, j ∈ Z, 0 ≤ j < n
6 . Ó àòîìà 4 áåëûõ è 4 gcd(r, n

6 ) ÷¼ðíûõ
êëåòîê. Ðîä àòîìà Kn,r

4 ðàâåí n
2−2 gcd(r, n

6 )−1, êàæäàÿ åãî áåëàÿ êëåòêà ÿâëÿ-
åòñÿ n

2 -óãîëüíèêîì, à êàæäàÿ ÷¼ðíàÿ n
2 gcd(r, n

6 ) -óãîëüíèêîì. Îðèåíòèðîâàííûå
àòîìû Kn,r

4 , îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ïàðàì ÷èñåë (n, r), ïîïàðíî ðàçëè÷íû.
(Á) Åñëè Xprim = D4, òî n êðàòíî 4, è îðèåíòèðîâàííûé àòîì X ñîâïàäà-

åò ñ îäíèì èç îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ On,l,r
4 , ïàðàìåòðèçîâàííûõ òðîéêîé

öåëûõ ÷èñåë (n, l, r), ãäå n ≥ 4 � ñëîæíîñòü àòîìà (ïðè÷¼ì ñòåïåíü îòîáðà-
æåíèÿ ïðèìèòèâèçàöèè ðàâíà k = n

4 ), 0 ≤ l, r < k = n
4 ,

l2 ≡ 1 (mod k), 2(r + l + 1) ≡ 0 (mod k).

Áîëåå òî÷íî, îðèåíòèðîâàííàÿ õîðäîâàÿ äèàãðàììà îðèåíòèðîâàííîãî àòî-
ìà On,l,r

4 ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ îðèåíòèðîâàííûõ îêðóæíîñòåé S1
1 ≈ S1

2 ≈
S1

3 ≈ S1
4 = {eiφ | 0 ≤ φ < 2π} è n õîðä, ñîåäèíÿþùèõ ïàðû òî÷åê

(e2πji/k, eπi/k+2πlji/k) ∈ S1
u × S1

u+1 ýòèõ îêðóæíîñòåé, j ∈ Z, 0 ≤ j < k,
1 ≤ u < 4, è (e2πji/k, eπ(2r+1)i/k+2πlji/k) ∈ S1

4 × S1
1 , j ∈ Z, 0 ≤ j < k. Îðè-

åíòèðîâàííûé àòîì On,l,r
4 èìååò ðîä n

2 − gcd(n
4 , r) − 1, 4 áåëûõ è 2 gcd(n

4 , r)
÷¼ðíûõ êëåòîê, êàæäàÿ åãî áåëàÿ êëåòêà ÿâëÿåòñÿ n

2 -óãîëüíèêîì, à êàæäàÿ
÷¼ðíàÿ n

gcd( n
4 ,r) -óãîëüíèêîì. Îðèåíòèðîâàííûå àòîìû On,l,r

4 , îòâå÷àþùèå ðàç-
ëè÷íûì òðîéêàì ÷èñåë (n, l, r), ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç Òåîðåìû 7.11 ñëåäóåò, ÷òî Xprim ∈ {P1, D4}, ñì. Îïðåäå-
ëåíèå 5.1 è Óòâåðæäåíèå 5.5.

(À) Êëàññèôèêàöèÿ îòîáðàæåíèé ïðèìèòèâèçàöèè íàä àòîìîì P1 ïàðàìè
÷èñåë (n, r) âîçíèêàåò èç Ñëåäñòâèÿ 6.2. Ïðîâåðèì, ÷òî îïèñàííàÿ â ôîðìóëè-
ðîâêå äàííîãî óòâåðæäåíèÿ õîðäîâàÿ äèàãðàììà äåéñòâèòåëüíî îòâå÷àåò îðè-
åíòèðîâàííîìó àòîìó ñ ïðèìèòèâèçàöèåé P1 è ïàðîé (n, r).

Ïðîâåðèì ñíà÷àëà, ÷òî õîðäîâàÿ äèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî ñèììåò-
ðè÷íîé. Äëÿ ýòîãî, â ñèëó Óòâåðæäåíèÿ 2.8, äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ñèììåòðèè
äèàãðàììû a = a4 è b, ãäå a äåéñòâóåò íà îêðóæíîñòè S1

4 êàê ýëåìåíòàðíûé
ïîâîðîò, à b åñòü ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî õîðäû ñ êîíöàìè 1 ∈ S1

1 è 1 ∈ S1
4 .
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Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå (u, j) äëÿ âåðøèíû äèàãðàììû
e4πij/n ∈ S1

u, 1 ≤ u ≤ 4, j ∈ Z.
Ïîñòðîèì ñèììåòðèþ a. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü å¼ äåéñòâèå íà

âåðøèíàõ äèàãðàììû. Ïî óñëîâèþ ïðåîáðàçîâàíèå a öèêëè÷åñêè ïåðåñòàâëÿåò
âåðøèíû, ëåæàùèå íà îêðóæíîñòè S1

4 :

(4, j) 7→ (4, j + 1).

Òàê êàê ïðåîáðàçîâàíèå äîëæíî ñîõðàíÿòü õîðäû, èìååì ñëåäóþùóþ äèàãðàì-
ìó:

(4, 0) 7→ (4, 1)
| |

(1, 0) (2, 1),

òî åñòü (1, 0) 7→ (2, 1). Ñëåäîâàòåëüíî,

(1, j) 7→ (2, j + 1).

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

(2, j) 7→ (3, j + 1), (3, j) 7→ (1, j + 1).

Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ a, òî åñòü ÷òî a ïåðåâîäèò
õîðäû äèàãðàììû â õîðäû. Íàïðèìåð, äëÿ õîðäû (1, 3j + 2) − (2, 3j + 3r + 5)
êîððåêòíîñòü ñëåäóåò èç êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû

(1, 3j + 2) 7→ (2, 3j + 3)
| |

(2, 3j + 3r + 5) 7→ (3, 3j + 3r + 6).

Ïðîâåðêà äëÿ îñòàëüíûõ õîðä ïðîèçâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ñèììåòðèÿ b õàðàêòåðèçóåòñÿ óñëîâèåì

(1, 0) 7→ (4, 0), (4, 0) 7→ (1, 0),

îòêóäà ðàññóæäåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè ïðîâåäåííûì âûøå, ïîëó÷àåì ÷òî b çà-
äà¼òñÿ ôîðìóëàìè

(1, j) 7→ (4, j), (4, j) 7→ (1, j),
(2, j) 7→ (3, j − 3r − 3), (3, j) 7→ (2, j + 3r + 3),

ïðè÷¼ì îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî êîððåêòíî.
Óáåäèìñÿ òåïåðü, ÷òî õîðäîâàÿ äèàãðàììà îòâå÷àåò èìåííî àòîìó Kn,r

4 . Ìè-
íèìàëüíàÿ ñòåïåíü q, òàêàÿ ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå aq îñòàâëÿåò âñå áåëûå êëåòêè
íà ìåñòå, ðàâíà 3. Ïðè ôàêòîðèçàöèè ïî ãðóïïå ñèììåòðèé 〈aq〉 ïîëó÷àåòñÿ
õîðäîâàÿ äèàãðàììà àòîìà P1, ïðè÷¼ì ïîðÿäîê ãðóïïû 〈aq〉 (ò.å. êðàòíîñòü íà-
êðûòèÿ) ðàâåí n

12 . Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü ìîíîäðîìèþ â öåíòðàõ ÷¼ðíûõ êëåòîê.
Ñèììåòðèÿ c = ba−1 îòâå÷àåò ýëåìåíòàðíîìó âðàùåíèþ ÷¼ðíîé êëåòêè. Òîãäà
ìîíîäðîìèÿ r′ â öåíòðå ÷¼ðíîé êëåòêè íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ cp = (aq)r′ ,
ãäå p � íàèìåíüøàÿ ñòåïåíü, â êîòîðîé ñèììåòðèÿ îñòàâëÿåò íà ìåñòå âñå áåëûå
êëåòêè.

Â íàøåì ñëó÷àå c çàäà¼òñÿ ôîðìóëàìè

(1, j) 7→ (2, j + 3r + 2), (4, j) 7→ (1, j − 1),
(2, j) 7→ (4, j − 1), (3, j) 7→ (3, j − 3r − 4),

îòêóäà p = 3 è r′ = r.
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Òàêèì îáðàçîì, õîðäîâàÿ äèàãðàììà îòâå÷àåò àòîìó, êîòîðûé îáëàäàåò
îòîáðàæåíèåì ïðèìèòèâèçàöèè íà àòîì P1, îòâå÷àþùèì ïàðå (n, r), òî åñòü
àòîìó Kn,r

4 .
(Á) Àòîì X ñâÿçàí îòîáðàæåíèåì ïðèìèòèâèçàöèè ñ àòîìîì D4. Îòîáðà-

æåíèÿ ïðèìèòèâèçàöèè íàä D4 áûëè îïèñàíû â ïðèìåðå 6.3.Á.

Ïî Òåîðåìå 7.11 èìååòñÿ ðîâíî òðè ïðèìèòèâíûõ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷-
íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìà ñ ïÿòüþ áåëûìè êëåòêàìè � ýòî ñôåðè÷åñêèé îðè-
åíòèðîâàííûé àòîì D5 è äâà òîðè÷åñêèõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìà T¤

(2,1) è T¤
(1,2)

êâàäðàòíîãî òèïà (1, 2) è (2, 1) (ñì. Ââåäåíèå), îòâå÷àþùèå êàðòå Ë. Õåôôòå-
ðà [H1891, ñ.491] íà òîðå èç ïÿòè êâàäðàòîâ. Ïîýòîìó èç ïðèìåðîâ 6.3.A (ïðè
S = 5) è 6.7 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 8.5. Ïóñòü X � ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàí-
íûé àòîì ñëîæíîñòè n, èìåþùèé ðîâíî ïÿòü áåëûõ êëåòîê. Òîãäà åãî ïðè-
ìèòèâèçàöèÿ Xprim � ýòî ëèáî ñôåðè÷åñêèé îðèåíòèðîâàííûé àòîì D5, ó
êîòîðîãî ãðàô ñìåæíîñòè áåëûõ êëåòîê (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.4.Â) èçîìîðôåí
O5, ëèáî òîðè÷åñêèé îðèåíòèðîâàííûé àòîì T¤

(2,1) èëè T¤
(1,2) êâàäðàòíîãî òè-

ïà (2, 1) èëè (1, 2), ó êîòîðîãî ãðàô ñìåæíîñòè áåëûõ êëåòîê ðàâåí K5.
(À) Åñëè Xprim = D5, òî n íå÷¼òíî è êðàòíî 5, è îðèåíòèðîâàííûé àòîì

X ñîâïàäàåò ñ îðèåíòèðîâàííûì àòîìîì On
5 , ïàðàìåòðèçîâàííûì íå÷¼ò-

íûì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì n ≥ 5, êðàòíûì 5 (ïðè÷¼ì ñòåïåíü îòîáðàæå-
íèÿ ïðèìèòèâèçàöèè ðàâíà k = n

5 ). Áîëåå òî÷íî, îðèåíòèðîâàííàÿ õîðäîâàÿ
äèàãðàììà îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà On

5 ñîñòîèò èç ïÿòè îðèåíòèðîâàííûõ
îêðóæíîñòåé S1

1 ≈ S1
2 ≈ . . . ≈ S1

5 = {eiφ | 0 ≤ φ < 2π} è n õîðä, ñîåäè-
íÿþùèõ ïàðû òî÷åê (e10πji/n, eπi+10πjli/n) ∈ S1

u × S1
u+1 ýòèõ îêðóæíîñòåé,

j ∈ Z, 0 ≤ j < n/5, 1 ≤ u ≤ 5, S1
6 := S1

1 . Îðèåíòèðîâàííûé àòîì On
5 èìååò

5 áåëûõ è 2 gcd(5, n/5+5
2 ) ÷¼ðíûõ êëåòîê, êàæäàÿ åãî áåëàÿ êëåòêà ÿâëÿåòñÿ

2
5n-óãîëüíèêîì, à êàæäàÿ ÷¼ðíàÿ n

gcd(5,
n/5+5

2 )
-óãîëüíèêîì. Ðîä àòîìà On

5 ðàâåí
n−3

2 − gcd(5, n/5+5
2 ).

(Á) Åñëè Xprim = T¤
(2,1) � òîðè÷åñêèé îðèåíòèðîâàííûé àòîì êâàäðàò-

íîãî òèïà (2, 1), òî X ñîâïàäàåò ñ îðèåíòèðîâàííûì àòîìîì Kn
5 , ïàðà-

ìåòðèçîâàííûì öåëûì ÷èñëîì n ≥ 10, êîòîðîå ñðàâíèìî ñ 10 (mod 20) è
ðàâíî ñëîæíîñòè àòîìà (ïðè ýòîì ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ ïðèìèòèâèçàöèè
ðàâíà k = n

10). Áîëåå òî÷íî, îðèåíòèðîâàííàÿ õîðäîâàÿ äèàãðàììà îðèåí-
òèðîâàííîãî àòîìà Kn

5 ñîñòîèò èç ïÿòè îðèåíòèðîâàííûõ îêðóæíîñòåé
S1

1 ≈ S1
2 ≈ . . . ≈ S1

5 = {eiφ | 0 ≤ φ < 2π} è n õîðä, ñîåäèíÿþùèõ ïàðû òî-
÷åê

(e5πi 4j+u−1
n , e5πi 4j+u−1

n ) ∈ S1
u × S1

5 , u = 1, 2, 3, 4,

(e5πi
4j+r(u,v)

n , e5πi
4j+r(u,v)+n/5

n ) ∈ S1
u × S1

v , 1 ≤ u < v ≤ 4,

ýòèõ îêðóæíîñòåé, j ∈ Z, 0 ≤ j < n/10, ãäå r(2, 4) = 0, r(1, 2) = 1, r(1, 4) =
r(2, 3) = 2, r(1, 3) = r(3, 4) = 3. Îðèåíòèðîâàííûé àòîì Kn

5 èìååò ðîä n
2 −4, 5

áåëûõ êëåòîê è 5 ÷¼ðíûõ êëåòîê, ïðè÷¼ì êàæäàÿ åãî äâóìåðíàÿ êëåòêà èìååò
2
5n ñòîðîí.

(Â) Åñëè Xprim = T¤
(1,2) � òîðè÷åñêèé îðèåíòèðîâàííûé àòîì êâàäðàòíîãî

òèïà (1, 2), òî X ñîâïàäàåò ñ îðèåíòèðîâàííûì àòîìîì Kn
5 , ïîëó÷àþùèìñÿ

èç îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà Kn
5 çàìåíîé îðèåíòàöèè àòîìà íà ïðîòèâîïî-

ëîæíóþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç Òåîðåìû 7.11 ñëåäóåò, ÷òî Xprim ∈ {D5, T
¤
(1,2), T

¤
(1,2)}, ñì.

Îïðåäåëåíèå 5.1 è Óòâåðæäåíèå 5.5.
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(À) Îðèåíòèðîâàííûå àòîìû X ñ ïðèìèòèâèçàöèåé Xprim = D5 áûëè ðàñ-
ñìîòðåíû â ïðèìåðå 6.3.À.

(Á) Àòîìû, ÷üÿ ïðèìèòèâèçàöèÿ åñòü àòîì T¤
(2,1), êëàññèôèöèðóþòñÿ â ïðè-

ìåðå 6.7. Ïðîâåðêà òîãî, ÷òî ïðåäñòàâëåííàÿ â ôîðìóëèðîâêå äàííîé ëåì-
ìû õîðäîâàÿ äèàãðàììà ñîîòâåòñòâóåò àòîìó Kn

5 , ïðîèçâîäèòñÿ òàê æå, êàê
â ïðåäûäóùåé ëåììå.

(Â) Ñëó÷àé Xprim = T¤
(1,2) ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïî Òåîðåìå 7.11 èìååòñÿ ðîâíî òðè ïðèìèòèâíûõ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷-
íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìà ñ øåñòüþ áåëûìè êëåòêàìè � ýòî äâà ñôåðè÷åñêèõ
îðèåíòèðîâàííûõ àòîìà P2 (óñå÷¼ííûé êóá) è D6, è òîðè÷åñêèé îðèåíòèðîâàí-
íûé àòîì T4(1,1) òðåóãîëüíîãî òèïà (1, 1), ñì. Ââåäåíèå. Ïðèìåíÿÿ ê êàæäîìó
èç íèõ Ñëåäñòâèå 6.2 èëè ïðèìåð 6.8, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 8.6. Ïóñòü X � ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàí-
íûé àòîì ñëîæíîñòè n, èìåþùèé ðîâíî øåñòü áåëûõ êëåòîê. Òîãäà åãî ïðè-
ìèòèâèçàöèÿ Xprim � ýòî ëèáî ñôåðè÷åñêèé îðèåíòèðîâàííûé àòîì P2 èëè
D6, ëèáî òîðè÷åñêèé îðèåíòèðîâàííûé àòîì T4(1,1) òðåóãîëüíîãî òèïà (1, 1).
Äëÿ ýòèõ òð¼õ ïðèìèòèâíûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ ãðàôû ñìåæíîñòè
áåëûõ êëåòîê (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.4.Â) ñóòü P 1

3 (îäíîìåðíûé îñòîâ îêòàýäðà),
O6 è K3,3, ñîîòâåòñòâåííî.

(À) Åñëè Xprim = P2, òî îðèåíòèðîâàííûé àòîì X ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç
îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ Pn,r

2 , ïàðàìåòðèçîâàííûõ ïàðîé öåëûõ ÷èñåë (n, r),
ãäå n ≥ 12 � ñëîæíîñòü àòîìà, n äåëèòñÿ íà 12, íî íå äåëèòñÿ íà 48 (ïðè-
÷¼ì ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ ïðèìèòèâèçàöèè ðàâíà k = n

12), 0 ≤ r < n
12 ,

8r+6 ≡ 0 (mod n
12 ). Áîëåå òî÷íî, îðèåíòèðîâàííàÿ õîðäîâàÿ äèàãðàììà îðèåí-

òèðîâàííîãî àòîìà Pn,r
2 ñîñòîèò èç øåñòè îðèåíòèðîâàííûõ îêðóæíîñòåé

S1
1 ≈ S1

2 ≈ . . . ≈ S1
6 = {eiφ | 0 ≤ φ < 2π} è n õîðä, ñîåäèíÿþùèõ ïàðû òî÷åê

(e6πi 4j+u−1
n , e6πi 4j+u−1

n ) ∈ S1
u × S1

5 , u = 1, 2, 3, 4,

(e6πi 4j+v−3
n , e6πi 4j+v+4r

n ) ∈ S1
v−1 × S1

v , v = 2, 3, 4,

(e6πi 4j−2
n , e6πi 4j+4r+1

n ) ∈ S1
4 × S1

1 ,

(e6πi 4j+u+1
n , e6πi

4j−u(8r+5)
n ) ∈ S1

u × S1
6 , u = 1, 2, 3, 4

ýòèõ îêðóæíîñòåé, j ∈ Z, 0 ≤ j < n
12 . Îðèåíòèðîâàííûé àòîì Pn,r

2 èìååò
ðîä n

2 − 4 gcd(r, n
12 )− 2, 6 áåëûõ è 8 gcd(r, n

12 ) ÷¼ðíûõ êëåòîê, êàæäàÿ åãî áåëàÿ
êëåòêà ÿâëÿåòñÿ n

3 -óãîëüíèêîì, à êàæäàÿ ÷¼ðíàÿ n/4
gcd(r, n

12 ) -óãîëüíèêîì. Îðèåí-
òèðîâàííûå àòîìû Pn,r

2 , îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ïàðàì ÷èñåë (n, r), ïîïàðíî
ðàçëè÷íû.

(Á) Åñëè Xprim = D6, òî n êðàòíî 6, è îðèåíòèðîâàííûé àòîì X ñîâïàäà-
åò ñ îäíèì èç îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ On,l,r

6 , ïàðàìåòðèçîâàííûõ òðîéêîé
öåëûõ ÷èñåë (n, l, r), ãäå n ≥ 6 � ñëîæíîñòü àòîìà (ïðè÷¼ì ñòåïåíü îòîáðà-
æåíèÿ ïðèìèòèâèçàöèè ðàâíà k = n

6 ), 0 ≤ l, r < k = n
6 ,

l2 ≡ 1 (mod k), rl ≡ r (mod k), 2r + 3(l + 1) ≡ 0 (mod k).

Áîëåå òî÷íî, îðèåíòèðîâàííàÿ õîðäîâàÿ äèàãðàììà îðèåíòèðîâàííîãî àòî-
ìà On,l,r

6 ñîñòîèò èç øåñòè îðèåíòèðîâàííûõ îêðóæíîñòåé S1
1 ≈ S1

2 ≈
. . . ≈ S1

6 = {eiφ | 0 ≤ φ < 2π} è n õîðä, ñîåäèíÿþùèõ ïàðû òî÷åê
(e2πji/k, eπi/k+2πlji/k) ∈ S1

u × S1
u+1 ýòèõ îêðóæíîñòåé, j ∈ Z, 0 ≤ j < k,

1 ≤ u < 6, è (e2πji/k, eπ(2r+1)i/k+2πlji/k) ∈ S1
6 × S1

1 , j ∈ Z, 0 ≤ j < k. Îðè-
åíòèðîâàííûé àòîì On,l,r

6 èìååò ðîä n
2 − gcd(n

6 , r) − 2, 6 áåëûõ è 2 gcd(n
6 , r)
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÷¼ðíûõ êëåòîê, êàæäàÿ åãî áåëàÿ êëåòêà ÿâëÿåòñÿ n
3 -óãîëüíèêîì, à êàæäàÿ

÷¼ðíàÿ n
gcd( n

6 ,r) -óãîëüíèêîì. Îðèåíòèðîâàííûå àòîìû On,l,r
6 , îòâå÷àþùèå ðàç-

ëè÷íûì òðîéêàì ÷èñåë (n, l, r), ïîïàðíî ðàçëè÷íû.
(Â) Åñëè Xprim = T4(1,1), òî n êðàòíî 9, è îðèåíòèðîâàííûé àòîì X ñîâïà-

äàåò ñ îäíèì èç îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ Kn,l,c
3,3 , ïàðàìåòðèçîâàííûõ òðîé-

êîé öåëûõ ÷èñåë (n, l, c), ãäå n ≥ 9 � ñëîæíîñòü àòîìà, n äåëèòñÿ íà 9 (ïðè-
÷¼ì ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ ïðèìèòèâèçàöèè ðàâíà k = n

9 ), 0 ≤ l, c < n
9 è

l2 ≡ 1 (mod
n

9
), (l + 1)c ≡ 0 (mod

n

9
), 3c ≡ 0 (mod

n

9
).

Áîëåå òî÷íî, îðèåíòèðîâàííàÿ õîðäîâàÿ äèàãðàììà îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà
Kn,l,c

3,3 ñîñòîèò èç øåñòè îðèåíòèðîâàííûõ îêðóæíîñòåé S1
1 ≈ S1

2 ≈ . . . ≈
S1

6 = {eiφ | 0 ≤ φ < 2π} è n õîðä, ñîåäèíÿþùèõ ïàðû òî÷åê

(e6πi 3j
n , e6πi 3j

n ) ∈ S1
1 × S1

2 ,

(e6πi 3j+1
n , e6πi 3j

n ) ∈ S1
1 × S1

4 , (e6πi 3j+2
n , e6πi 3j

n ) ∈ S1
1 × S1

6 ,

(e6πi 3j+1
n , e6πi 3j

n ) ∈ S1
2 × S1

3 , (e6πi 3j+2
n , e6πi 3j

n ) ∈ S1
2 × S1

5 ,

(e6πi 3j+3c+1
n , e6πi 3j+1

n ) ∈ S1
3 × S1

4 , (e6πi 3j+6c+2
n , e6πi 3j+1

n ) ∈ S1
3 × S1

6 ,

(e6πi 3j+1
n , e6πi 3j+6c+2

n ) ∈ S1
5 × S1

4 , (e6πi 3j+2
n , e6πi 3j+3c+2

n ) ∈ S1
5 × S1

6

ýòèõ îêðóæíîñòåé, j ∈ Z, 0 ≤ j < n
9 . Îðèåíòèðîâàííûé àòîì Kn,l,c

3,3 èìååò
ðîä 1

2

(
n− 3 gcd(n

9 , l + 1)
)− 2, 6 áåëûõ êëåòîê è 3 gcd(n

9 , l + 1) ÷¼ðíûõ êëåòîê,
ïðè÷¼ì êàæäàÿ åãî áåëàÿ êëåòêà ÿâëÿåòñÿ n

3 -óãîëüíèêîì, à êàæäàÿ ÷¼ðíàÿ
2n

3 gcd( n
9 ,l+1) -óãîëüíèêîì. Îðèåíòèðîâàííûå àòîìû Kn,l,c

3,3 , îòâå÷àþùèå ðàçëè÷-
íûì òðîéêàì ÷èñåë (n, l, c), ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç Òåîðåìû 7.11 ñëåäóåò, ÷òî Xprim ∈ {P2, D6, T
4
(1,1)}, ñì.

Îïðåäåëåíèå 5.1 è Óòâåðæäåíèå 5.5.
(À) Îòîáðàæåíèÿ ïðèìèòèâèçàöèè íàä P2 îïèñàíû â Ñëåäñòâèè 6.2. Ðàñ-

ñóæäàÿ, êàê â Óòâåðæäåíèè 8.4, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî àòîìó Pn,r
2 ñîîòâåòñòâóåò

õîðäîâàÿ äèàãðàììà, îïðåäåë¼ííàÿ â ôîðìóëèðîâêå íàñòîÿùåé ëåììû.
(Á) Îòîáðàæåíèÿ ïðèìèòèâèçàöèè íàä D6 îïèñàíû â ïðèìåðå 6.3.Á.
(Â) Îòîáðàæåíèÿ ïðèìèòèâèçàöèè íàä T4(1,1) îïèñàíû â ïðèìåðå 6.8. Ñîîò-

âåòñòâèå ìåæäó àòîìîì Kn,l,c
3,3 è îïðåäåë¼ííîé â ôîðìóëèðîâêå ëåììû õîðäîâîé

äèàãðàììîé óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè ðàññóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ ðàññóæ-
äåíèÿì Óòâåðæäåíèÿ 8.4.

9 Îïèñàíèå ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ îðèåí-
òèðîâàííûõ àòîìîâ äàííîé ñëîæíîñòè

Êàê âûøå, âî âñåõ óòâåðæäåíèÿõ ïîä îðèåíòèðîâàííûì àòîìîì ïîíèìàåòñÿ
êëàññ èçîìîðôíîñòè îñíàù¼ííîé ïàðû (P̄ , K)#, à âî âñåõ äîêàçàòåëüñòâàõ îí
ïîíèìàåòñÿ êàê îñíàù¼ííàÿ ïàðà (P̄ ,K)#, ñì. Çàìå÷àíèå 1.8.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Ïóñòü n � ïðîèç-
âîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îïèñàòü ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûå (îðèåíòèðî-
âàííûå) àòîìû ñëîæíîñòè n. Â ÷àñòíîñòè, âû÷èñëèòü êîëè÷åñòâî òàêèõ àòîìîâ
êàê ôóíêöèþ îò ÷èñëà n èëè (÷òî ïðîùå) îöåíèòü ýòî êîëè÷åñòâî ñâåðõó èëè
ñíèçó. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ.
Äëÿ íåêîòîðûõ n (íàïðèìåð, äëÿ ïðîñòûõ è óäâîåííûõ ïðîñòûõ) ìû äàäèì
ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è, à äëÿ îñòàëüíûõ n ïîëó÷èì ÷àñòè÷íûé îòâåò.
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Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóþò 4 ìàêñèìàëü-
íî ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìà ñëîæíîñòè n, êîòîðûå îáîçíà÷åíû
An, Bn, Cn, Dn, ñì. Ââåäåíèå è ðèñ. 3,4.

Êðîìå òîãî, èìååòñÿ 6 ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòî-
ìîâ P1, P2, P3, P4, P5, P6 ðîäà 0 è 4, îòâå÷àþùèõ ïÿòè êëàññè÷åñêèì ïðàâèëüíûì
ìíîãîãðàííèêàì (ïëàòîíîâûì òåëàì) è îäíîìó ïñåâäî-ìíîãîãðàííèêó (êåïëå-
ðîâó ïñåâäî-äîäåêàýäðó), ñì. Ââåäåíèå è ðèñ. 6,7.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: ïðè êàêèõ n èìåþòñÿ äðóãèå ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûå
îðèåíòèðîâàííûå àòîìû ñëîæíîñòè n, îòëè÷íûå îò àòîìîâ An, Bn, Cn, Dn, à
òàêæå îò Pi ïðè n = ni, 1 ≤ i ≤ 6?

Îáîçíà÷åíèå 9.1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a(n) êîëè÷åñòâî ìàêñèìàëüíî ñèììåò-
ðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ ñëîæíîñòè n, äâîéñòâåííûõ ñàìèì ñåáå (ñì.
Îïðåäåëåíèå 1.4.Á), à ÷åðåç b(n) � êîëè÷åñòâî ïàð äâîéñòâåííûõ äðóã äðóãó
ðàçëè÷íûõ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ ñëîæíîñòè
n. Àíàëîãè÷íî, ÷åðåç a′(n) è b′(n) îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâà óêàçàííûõ àòîìîâ,
íå ïðèíàäëåæàùèõ ñåðèÿì An, Bn, Cn, Dn, Pi ïðè n = ni è ñåðèÿì òîðè÷åñêèõ
àòîìîâ, ñì. 1.4. Ïóñòü c(n) = a(n) + 2b(n) � êîëè÷åñòâî ìàêñèìàëüíî ñèì-
ìåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ ñëîæíîñòè n, è ïóñòü c̄(n) = a(n) + b(n),
c′(n) = a′(n) + 2b′(n), c̄′(n) = a′(n) + b′(n).

Òåîðåìà 9.2. Ïóñòü n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
1) Åñëè n � ïðîñòîå ÷èñëî èëè n ∈ {1, 4, 2p}, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, p ≡ 3

(mod 4) è p 6= 3, òî An, Bn, Cn, Dn èñ÷åðïûâàþò ñîáîé ñïèñîê âñåõ ìàêñè-
ìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ ñëîæíîñòè n (ò.å. ëþáîé
ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé àòîì ñëîæíîñòè n ñîâïàäà-
åò ñ îäíèì èç ïåðå÷èñëåííûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ).

2) Åñëè n = 2p, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî è p ≡ 1 (mod 4), òî êðîìå
An, Bn, Cn, Dn èìååòñÿ ðîâíî äâà ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàí-
íûõ àòîìà ñëîæíîñòè n. Ýòè äâà îðèåíòèðîâàííûõ àòîìà ÿâëÿþòñÿ òî-
ðè÷åñêèìè (ò.å. èìåþò ðîä 1) è èìåþò êâàäðàòíûé òèï (ñì. Ââåäåíèå), è
ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà çàìåíîé îðèåíòàöèè àòîìà íà ïðîòèâîïîëîæíóþ.

3) Åñëè n = 9, òî êðîìå îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ A9, B9, C9, D9 èìååòñÿ
ðîâíî äâà ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìà ñëîæíîñòè
9. Ýòè äâà îðèåíòèðîâàííûõ àòîìà ÿâëÿþòñÿ òîðè÷åñêèìè (ò.å. èìåþò ðîä
1), è ñîâïàäàþò ñ äâîéñòâåííûìè äðóã äðóãó àòîìàìè T4(1,1) è TN

(1,1) (ñì. Ââå-
äåíèå).

4) Åñëè n = 6, òî êðîìå îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ A6, B6, C6, D6 èìååòñÿ
ðîâíî îäèí ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé àòîì ñëîæíîñòè
6. Ýòîò îðèåíòèðîâàííûé àòîì ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêèì (ò.å. èìååò ðîä 0),
è ñîâïàäàåò ñ àòîìîì P1 (îòâå÷àþùèì �óñå÷¼ííîìó òåòðàýäðó�).

5) Åñëè n 6= 9 � ñîñòàâíîå ÷èñëî, íå èìåþùåå âèäà 2p, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñ-
ëî, òî êðîìå îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ An, Bn, Cn, Dn è Pi ïðè n = ni èìåþò-
ñÿ è äðóãèå ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûå îðèåíòèðîâàííûå àòîìû ñëîæíîñòè
n. Áîëåå òîãî, äëÿ êàæäîãî n òàêèå àòîìû åñòü ñðåäè íåïðèìèòèâíûõ àòî-
ìîâ (ñì. Îïðåäåëåíèå 5.1) ðîäà ≥ 2, ÿâëÿþùèõñÿ ðàçâåòâë¼ííûì íàêðûòèåì ñ
ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ òèïà ïðèìèòèâèçàöèè (ñì. Îïðåäåëåíèå 5.3 è Ñëåä-
ñòâèå 5.7) íàä îðèåíòèðîâàííûì àòîìîì DS, ãäå S ∈ [2;n− 1] � íåêîòîðûé
äåëèòåëü n. Ïðè ëþáîì òàêîì n ≤ 30 êîëè÷åñòâî c(n) (ñîîòâ. c̄(n), c′(n), c̄′(n))
ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ ñëîæíîñòè n ïðèâå-
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äåíî â ñëåäóþùåé òàáëèöå, à ñàìè àòîìû ïåðå÷èñëåíû â Çàìå÷àíèè 9.4 íèæå:

n 8 12 15 16 18 20 21 24 25 27 28 30
c(n) 8 15 8 14 9 12 10 35 6 14 12 16
c′(n) 3 7 4 9 4 6 4 31 2 8 8 9
c̄(n) 6 9 4 10 7 8 5 21 3 7 8 11
c̄′(n) 2 4 2 6 3 3 2 18 1 4 5 6

Çàìå÷àíèå 9.3. Äâà òîðè÷åñêèõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìà èç ïóíêòà 2 Òåî-
ðåìû 9.2 èìåþò ñëåäóþùåå îïèñàíèå. Ïóñòü s, t � öåëûå ÷èñëà, òàêèå, ÷òî
s > t ≥ 0 è s2 + t2 = p, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî è p ≡ 1 (mod 4). Êàê èçâåñòíî,
äëÿ ëþáîãî òàêîãî p ïàðà (s, t) ñ óêàçàííûì ñâîéñòâîì ñóùåñòâóåò è îïðåäåëå-
íà îäíîçíà÷íî, ñì. [AR, òåîðåìà 17.6.1]. Ðàññìîòðèì òîðè÷åñêèå ìàêñèìàëüíî
ñèììåòðè÷íûå îðèåíòèðîâàííûå àòîìû T¤

(s,t) è T¤
(t,s) êâàäðàòíîãî òèïà (s, t), ñì.

Ââåäåíèå. Îðèåíòèðîâàííûé àòîì T¤
(s,t) ïîëó÷àåòñÿ èç îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà

T¤
(t,s) ñìåíîé îðèåíòàöèè. Ëþáîé èç íèõ èìååò ñëîæíîñòü 2p, ðîâíî p áåëûõ è

p ÷¼ðíûõ äâóìåðíûõ êëåòîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì (ñì. Çàìå÷àíèå 4.17), ÷òî êîëè÷åñòâî ð¼áåð, èí-
öèäåíòíûõ äâóìåðíîé êëåòêå e, íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ñòîðîí ýòîé êëåòêè e. Â
ñëó÷àå ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íîãî îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà ýòî ÷èñëî îäèíà-
êîâî äëÿ âñåõ áåëûõ êëåòîê (à òàêæå îäèíàêîâî äëÿ âñåõ ÷¼ðíûõ êëåòîê).

Ïóñòü X � ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé àòîì. Ïîêà-
æåì, ÷òî, â îáîçíà÷åíèÿõ 1.15, èìååò ìåñòî ïðîñòîå, íî âàæíîå ñîîòíîøåíèå
(ñì. [T32, ñ.32]):

2n = Sd = S′d′. (27)
Ïîñêîëüêó ÷èñëî âåðøèí ðàâíî n, à ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ðàâíà 4 (ò.å. ñ
êàæäîé âåðøèíîé èíöèäåíòíî ðîâíî 4 ïîëóðåáðà), òî ÷èñëî ïîëóðåáåð ðàâíî
4n, à ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ðåáåð àòîìà ðàâíî 2n. Çäåñü ïîëóðåáðàìè àòîìà
íàçûâàþòñÿ äóãè, ïîëó÷àþùèåñÿ äåëåíèåì ðåáåð ïîïîëàì (ïóòåì äîáàâëåíèÿ
âåðøèíû â ñåðåäèíå êàæäîãî ðåáðà). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ê êàæäîìó ðåáðó àòî-
ìà ïðèìûêàåò ðîâíî îäíà áåëàÿ êëåòêà (è ðîâíî îäíà ÷¼ðíàÿ êëåòêà). Òàê êàê
÷èñëî ñòîðîí ëþáîé áåëîé êëåòêè ðàâíî d, à êîëè÷åñòâî áåëûõ êëåòîê ðàâ-
íî S, òî ÷èñëî âñåõ ðåáåð àòîìà ðàâíî Sd. Ïîýòîìó 2n = Sd. Àíàëîãè÷íûì
ðàññóæäåíèåì ñ ÷¼ðíûìè êëåòêàìè ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî 2n = S′d′.

Ïðè d = 1 âñå áåëûå êëåòêè îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà X ÿâëÿþòñÿ îäíî-
óãîëüíèêàìè, îòêóäà n = 1 è X = A1 = D1. Ïðè d = 2 âñå áåëûå êëåòêè
ÿâëÿþòñÿ äâóóãîëüíèêàìè, îòêóäà X = Dn. Îòñþäà è èç 2n = Sd èìååì

S ≥ n =⇒ X = Dn. (28)

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü n = 1. Òàê êàê S ≥ 1 = n, òî X = A1 = D1 â ñèëó (28).
Ñëó÷àé 2. Ïóñòü n � ïðîñòîå ÷èñëî èëè n = 4. Òîãäà èç 2n = Sd èìååì

S ∈ {1, 2, n, 2n} è d = 2n
S .

Åñëè S ≥ n, òî X = Dn â ñèëó (28). Åñëè S = 1, òî X = An â ñèëó Óòâåð-
æäåíèÿ 8.1. Ïóñòü S = 2. Â ñèëó Óòâåðæäåíèÿ 8.2 ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé
îðèåíòèðîâàííûé àòîì X ñëîæíîñòè n ñ äâóìÿ áåëûìè êëåòêàìè õàðàêòåðè-
çóåòñÿ öåëûì ÷èñëîì l ñî ñâîéñòâàìè

l2 ≡ 1 (mod n), 0 < l < n. (29)

Òàê êàê n � ïðîñòîå èëè n = 4, òî l = 1 èëè l = n − 1, à ïîòîìó X = Cn èëè
X = Bn (ñì. Óòâåðæäåíèå 8.2). Òàêèì îáðàçîì, X ∈ {An, Bn, Cn, Dn}.

Ñëó÷àé 3. Ïóñòü n = 2p, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà èç 4p = 2n = Sd
èìååì S ∈ {1, 2, 4, p, 2p, 4p} = {1, 2, n, 2n} ∪ {p, 4} è d = 4p

S .

70



Åñëè S ∈ {1, 2, n, 2n}, òî X ∈ {An, Bn, Cn, Dn} àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 2 âûøå
(òàê êàê óðàâíåíèå (29) ïðè n = 2p èìååò ëèøü äâà ðåøåíèÿ l = 1 è l = n− 1).

Ïóñòü S = 4 è d = p. Òîãäà, â ñèëó Óòâåðæäåíèÿ 8.4, ïðèìèòèâèçàöèåé Xprim

àòîìà X ÿâëÿåòñÿ ëèáî îðèåíòèðîâàííûé àòîì Xprim = P1, ëèáî Xprim = D4.
Â ïåðâîì ñëó÷àå d(Xprim) = 3 äåëèò p = d = d(X), à ïîòîìó p = 3 è X =
Xprim = P1. Âî âòîðîì ñëó÷àå n(Xprim) = 4 äåëèò n = n(X) = 2p, à ïîòîìó
p = 2, n = n(X) = 4 = n(Xprim) è X = Xprim = D4.

Ïóñòü òåïåðü S = p è d = 4. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
S′ = p è d′ = 4, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, àíàëîãè÷íî ïðîâåä¼ííûì âûøå
ðàññóæäåíèÿì ñ çàìåíîé áåëûõ êëåòîê ÷¼ðíûìè, à ÷¼ðíûõ áåëûìè, äîêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî X ∈ {An, Bn, Cn, Dn, P1}. Ðîä g àòîìà X íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ
2 − 2g = S + S′ − n = p + p − 2p = 0, îòêóäà X � òîðè÷åñêèé ìàêñèìàëüíî
ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé àòîì, ïðè÷¼ì âñå åãî äâóìåðíûå êëåòêè �
÷åòûð¼õóãîëüíèêè. Èç Òåîðåìû 1.14 êëàññèôèêàöèè òîðè÷åñêèõ ìàêñèìàëüíî
ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ ïîëó÷àåì, ÷òî X = T¤

(s,t) (ò.å. X èìååò
êâàäðàòíûé òèï (s, t)) äëÿ íåêîòîðîé ïàðû öåëûõ ÷èñåë s > 0, t ≥ 0, òàêîé
÷òî s2 + t2 = S = n

2 = p. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè p ≡ 1 (mod 4) ñóùåñòâóåò ðîâíî
äâå ïàðû (s, t) ñ óêàçàííûì ñâîéñòâîì, ïîëó÷àþùèåñÿ äðóã èç äðóãà ïåðåñòà-
íîâêîé êîìïîíåíò, à ïðè p ≡ 3 (mod 4) òàêèõ ïàð íåò, ñì. [AR, òåîðåìà 17.6.1].
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè p ≡ 3 (mod 4) íå ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íîãî
îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà ñ S = S′ = p è d = d′ = 4, à ïðè p ≡ 1 (mod 4) òàêèõ
àòîìîâ ðîâíî äâà è îíè èìåþò âèä T¤

(s,t), T
¤
(t,s) äëÿ íåêîòîðîé ïàðû íàòóðàëüíûõ

÷èñåë s > t > 0.
Ñëó÷àé 4. Ïóñòü n � ñîñòàâíîå ÷èñëî, íå èìåþùåå âèäà 2p, ãäå p � ïðîñòîå

÷èñëî. Îòìåòèì, ÷òî ëèáî n = 4g äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî g ≥ 2, ëèáî n = kS
äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë k, S ∈ N, ãäå k íå÷¼òíî, k ≥ 3, S ≥ 3.

Ïóñòü n = 9. Â ñèëó 18 = 2n = Sd = S′d′ èìååì S ∈ {1, 2, 3, 6, 9, 18} è d = 18
S .

Ïðè S = 1 èìååì X = A9 ïî Óòâåðæäåíèþ 8.1. Ïðè S = 2 èìååì X ∈ {B9, C9}
ïî Óòâåðæäåíèþ 8.2. Ïðè S = 3 èìååì X = O9

3 = TN
(1,1) ïî Óòâåðæäåíèþ 8.3.

Ïðè S = 6 èìååì X = T4(1,1) ïî Óòâåðæäåíèþ 8.6. Ïðè S ≥ 9 èìååì X = D9 â
ñèëó (28). Çíà÷èò, X ∈ {A9, B9, C9, D9, T

N
(1,1), T

4
(1,1)}.

Ïóñòü n = kS > 9, ãäå k, S ∈ N, k íå÷¼òíî, k ≥ 3, S ≥ 3. Èç ïðèìåðà 6.3.À
ñëåäóåò, ÷òî èìååòñÿ íåïðèìèòèâíûé ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðî-
âàííûé àòîì X = On

S ñëîæíîñòè n, ñ ðîâíî S áåëûìè êëåòêàìè, è ñ ïðèìèòè-
âèçàöèåé Xprim = DS . Òàê êàê àòîìû Pi è Dn ïðèìèòèâíû (â ñèëó n ≥ 3), òî
X 6∈ {Pi, Dn}. Òàê êàê àòîì An èìååò ëèøü îäíó áåëóþ êëåòêó, àòîìû Bn, Cn

èìåþò ëèøü ïî äâå áåëûõ êëåòêè, à àòîì X èìååò S > 2 áåëûõ êëåòîê, òî
X 6∈ {An, Bn, Cn}. Èç ïðèìåðà 6.3.À ñëåäóåò, ÷òî X = On

S èìååò ðîä g ≥ 2 ïðè
n = kS > 9.

Ïóñòü òåïåðü n = 4g, ãäå g ≥ 2. Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷-
íûé îðèåíòèðîâàííûé àòîì X = O4g,2g−1,g

2 , ñì. ïðèìåð 6.3.Á. Ñîãëàñíî ýòîìó
ïðèìåðó, àòîì èìååò ñëîæíîñòü n, ðîä g = n

4 , ðîâíî äâå áåëûõ êëåòêè (ò.å.
S = 2, d = n). Ýòà ñåðèÿ àòîìîâ èìååòñÿ â ðàáîòå [T32, ñ.46, No.6], à ñàìè
àòîìû èìåþò êîìáèíàòîðíûé òèï (d, d′) = (4g, 4) è îáîçíà÷àþòñÿ {4g, 4}1,1,
ñì. [KM, �8.7]. Ñðàâíåíèå ðîäà è êîëè÷åñòâà áåëûõ êëåòîê àòîìîâ ïîêàçûâàåò,
÷òî X 6∈ {An, Bn, Cn, Dn, Pi}. Òàê êàê X èìååò âèä O2k,l,r

2 , òî èìååòñÿ ðàçâåòâ-
ë¼ííîå íàêðûòèå f : X → D2 íàä (íåïðèìèòèâíûì) îðèåíòèðîâàííûì àòîìîì
D2, ÿâëÿþùååñÿ îòîáðàæåíèåì òèïà ïðèìèòèâèçàöèè (ñì. Îïðåäåëåíèå 5.3).

Ïóñòü â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå n ≤ 30. Â Çàìå÷àíèè 9.4 íèæå ïåðå÷èñëåíû
ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûå îðèåíòèðîâàííûå àòîìû ñëîæíîñòè n. Ïîêàæåì,
÷òî ýòîò ñïèñîê ïîëíûé, ò.å. ñîäåðæèò ëþáîé ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðè-
åíòèðîâàííûé àòîì ñëîæíîñòè n. Ïðè ëþáîì S ≤ 6 àòîìû ñëîæíîñòè n ñ S
áåëûìè êëåòêàìè íàõîäÿòñÿ èç Óòâåðæäåíèé 8.1�8.6. Ïåðåõîäÿ ê äâîéñòâåí-
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íîìó àòîìó (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.4.Á), ïîëó÷àåì îòñþäà âñå àòîìû ñ S′ ≤ 6.
Ïîëó÷åííûé ñïèñîê àòîìîâ ñîäåðæèò âñå àòîìû ðîäà g = 2 (ñì. Òåîðåìó 1.17),
à àòîìû ðîäà g ≤ 1 ïåðå÷èñëåíû â Òåîðåìàõ 1.13 è 1.14. Ïðè g ≥ 3 è S, S′ ≥ 7
èìååì 14 − n ≤ S + S′ − n = 2 − 2g ≤ −4, îòêóäà 14 ≤ S + S′ ≤ n − 4,
à ïîòîìó n ≥ 18. Èòàê, ïðè n < 18 èñêîìûé ñïèñîê àòîìîâ èñ÷åðïûâàåòñÿ
ñïèñêàìè èç ïåðå÷èñëåííûõ óòâåðæäåíèé. Ðàññìîòðèì îñòàâøèåñÿ çíà÷åíèÿ:
n ∈ {18, 20, 21, 24, 25, 27, 28, 30}. Èç (27) èìååì 2n = Sd = S′d′, îòêóäà S | 2n.
Ðàññìîòðèì 4 ïîäñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 4À: n ∈ {18, 20, 21, 25, 27}. Ïðè n = 18 èç S, S′ ≥ 7, S, S′ | 2n è
S + S′ ≤ n − 4 = 14 ïîëó÷àåì S = S′ = 7 | 36, ÷òî íåâåðíî. Ïðè n = 20 èç
S, S′ ≥ 7, S, S′ | 2n è S + S′ ≤ n − 4 = 16 ïîëó÷àåì S = S′ = 8 è d = d′ = 5,
÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó Ñëåäñòâèÿ 7.2.à. Ïðè n = 21 (ñîîòâ. n = 25 èëè n =
27) èç S, S′ ≥ 7, S, S′ | 2n è S + S′ ≤ n − 4, à òàêæå èç íå÷¼òíîñòè ÷èñëà
S + S′ = n + 2 − 2g, ïîëó÷àåì 21 = 7 + 14 ≤ S + S′ ≤ n − 4 = 17 (ñîîòâ.
35 = 10 + 25 ≤ S + S′ ≤ n− 4 = 21 èëè 27 = 9 + 18 ≤ S + S′ ≤ n− 4 = 23), ÷òî
íåâîçìîæíî.

Ñëó÷àé 4Á: n = 24. Èç S, S′ ≥ 7, S, S′ | 2n è S + S′ ≤ n − 4 = 20 ïîëó÷àåì
(S, S′, d, d′) ∈ {(8, 8, 6, 6), (8, 12, 6, 4), (12, 8, 4, 6)}. Ïîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ èç ýòèõ
òð¼õ ÷åòâ¼ðîê ðåàëèçóåòñÿ ðîâíî îäíèì îðèåíòèðîâàííûì àòîìîì.

Ïóñòü (S, d) = (8, 6). Òîãäà îðèåíòèðîâàííûé àòîì X íå ÿâëÿåòñÿ ïðèìè-
òèâíûì â ñèëó Òåîðåìû 7.4. Òàê êàê ñòåïåíü k îòîáðàæåíèÿ ïðèìèòèâèçàöèè
X → Xprim äåëèò d = 6, òî k ∈ {2, 3, 6} è áåëûå êëåòêè îðèåíòèðîâàííîãî àòî-
ìà Xprim ÿâëÿþòñÿ 6

k -óãîëüíèêàìè. Ñëó÷àé k = 6 íåâîçìîæåí, òàê êàê åäèí-
ñòâåííûé îðèåíòèðîâàííûé àòîì, ñîñòàâëåííûé èç áåëûõ îäíîóãîëüíèêîâ, ýòî
B1 = C1, èìåþùèé 2 6= 8 áåëûõ êëåòîê. Åñëè k = 3, òî îðèåíòèðîâàííûé
àòîì Xprim ñîñòàâëåí èç 8 áåëûõ äâóóãîëüíèêîâ, à ïîòîìó Xprim = D8, îòêó-
äà èç ïðèìåðà 6.3 èìååì ëèáî X = O24,1,2

8 è (S, S′, d, d′) = (8, 2, 6, 24), ëèáî
X = O24,2,0

8 è (S, S′, d, d′) = (8, 6, 6, 8). Îáà ýòè àòîìà èìåþò íåäîïóñòèìóþ â
ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ÷åòâ¼ðêó (S, S′, d, d′).

Ñëåäîâàòåëüíî, k = 2. Îðèåíòèðîâàííûé àòîì Xprim ñîñòàâëåí èç 8 áåëûõ
òðåóãîëüíèêîâ, à ïîòîìó èìååò ñëîæíîñòü 12, îòêóäà Xprim ∈ {P3, T

4
(2,0)}, ñì.

Çàìå÷àíèå 9.4 íèæå. Ñîãëàñíî Ñëåäñòâèþ 6.2, èìååòñÿ ðîâíî äâà äâóêðàòíûõ
îòîáðàæåíèÿ ïðèìèòèâèçàöèè íà îðèåíòèðîâàííûé àòîì P3 (óñå÷¼ííûé îê-
òàýäð). Ýòè äâà îòîáðàæåíèÿ îòâå÷àþò òðîéêàì (k, l, r) ∈ {(2, 1, 0), (2, 1, 1)},
ïðè÷¼ì äëÿ îäíîãî îòîáðàæåíèÿ (r = 1) èìåþòñÿ âåòâëåíèÿ â öåíòðàõ âñåõ
äâóìåðíûõ êëåòîê, à äëÿ äðóãîãî (r = 0) � ëèøü â öåíòðàõ áåëûõ êëå-
òîê. Íàêðûâàþùèé îðèåíòèðîâàííûé àòîì îáîçíà÷èì ÷åðåç P 24,r

3 , r ∈ {0, 1}.
Ïî Ñëåäñòâèþ 6.2, ïðè X = P 24,0

3 èìååì (S, S′, d, d′) = (8, 12, 6, 4), à ïðè
X = P 24,1

3 èìååì (S, S′, d, d′) = (8, 6, 6, 8) (ïîñëåäíÿÿ ÷åòâ¼ðêà (S, S′, d, d′) íåäî-
ïóñòèìà â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå). Àíàëîãè÷íî, ïî Ñëåäñòâèþ 6.5 èìååòñÿ
ðîâíî äâà äâóêðàòíûõ îòîáðàæåíèÿ ïðèìèòèâèçàöèè íà îðèåíòèðîâàííûé àòîì
T4(2,0) = (K12,0

4 )∗ = P7 (óñå÷¼ííûé �ïñåâäî-îêòàýäð�, ñì. ïðèìåð 7.8). Îíè îòâå-
÷àþò ÷åòâ¼ðêàì (k, l, r, c) ∈ {(2, 1, 0, 0), (2, 1, 1, 1)}. Íàêðûâàþùèé îðèåíòèðî-
âàííûé àòîì îáîçíà÷èì ÷åðåç P 24,r

7 = X, r ∈ {0, 1}. Ïî Ñëåäñòâèþ 6.5, ïðè
r = 0 èìååì (S, S′, d, d′) = (8, 8, 6, 6), à ïðè r = 1 èìååì (S, S′, d, d′) = (8, 4, 6, 12)
(ïîñëåäíÿÿ ÷åòâ¼ðêà (S, S′, d, d′) íåäîïóñòèìà â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå).

Òàêèì îáðàçîì, X ∈ {P 24,0
7 = (P 24,0

7 )∗, P 24,0
3 , (P 24,0

3 )∗}. Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåä-
íèé îðèåíòèðîâàííûé àòîì (P 24,0

3 )∗ ïðèìèòèâåí.
Ñëó÷àé 4Â: n = 28. Èç S, S′ ≥ 7, S, S′ | 2n è S + S′ ≤ n − 4 = 24,

à òàêæå èç ÷¼òíîñòè ÷èñëà S + S′ = n + 2 − 2g, ïîëó÷àåì (S, S′, d, d′) ∈
{(7, 7, 8, 8), (8, 8, 7, 7), (8, 14, 7, 4), (14, 8, 4, 7)}. Ñëó÷àé (S, d) = (7, 8) íåâîçìî-
æåí â ñèëó Ñëåäñòâèÿ 7.2.á. Ïðè (S, d) = (8, 7) àòîì X ïðèìèòèâåí, îòêóäà
X ∈ {K28

8 ,K28
8 } è (S, S′, d, d′) = (8, 8, 7, 7), ñîãëàñíî Òåîðåìå 1.18. Çäåñü îðè-
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åíòèðîâàííûå àòîìû K28
8 è K28

8 îòâå÷àþò ìíîãî÷ëåíàì f(t) = t3 + t + 1 è
f̄(t) = t3 + t2 + 1, ñîîòâåòñòâåííî. Ïî Òåîðåìå 1.18.Â, (K28

8 )∗ = K28
8 .

Ñëó÷àé 4Ã: n = 30. Èç S, S′ ≥ 7, S, S′ | 2n è S + S′ ≤ n − 4 = 26 ïîëó÷àåì
(S, d), (S′, d′) ∈ {(10, 6), (12, 5)}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (S, d) = (10, 6). Ïîêàæåì, ÷òî ýòîò ñëó÷àé íå ðåàëèçó-
åòñÿ. Â ñèëó Òåîðåìû 7.1, îðèåíòèðîâàííûé àòîì X íåïðèìèòèâåí. Òàê êàê
ñòåïåíü k îòîáðàæåíèÿ ïðèìèòèâèçàöèè X → Xprim äåëèò d = 6, òî k ∈ {2, 3, 6}
è áåëûå êëåòêè îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà Xprim ÿâëÿþòñÿ 6

k -óãîëüíèêàìè. Àíà-
ëîãè÷íî ñëó÷àþ 4Á, èìååì k 6= 6. Åñëè k = 3, òî îðèåíòèðîâàííûé àòîì Xprim

ñîñòàâëåí èç 10 áåëûõ äâóóãîëüíèêîâ, à ïîòîìó Xprim = D10, îòêóäà èç ïðè-
ìåðà 6.3 èìååì ëèáî X = O30,1,2

10 è (S, S′, d, d′) = (10, 2, 6, 30), ëèáî X = O30,2,0
10

è (S, S′, d, d′) = (10, 6, 6, 10). Îáà ýòè àòîìà èìåþò íåäîïóñòèìóþ â ðàññìàò-
ðèâàåìîì ñëó÷àå ÷åòâ¼ðêó (S, S′, d, d′). Åñëè k = 2, òî îðèåíòèðîâàííûé àòîì
Xprim ñîñòàâëåí èç 10 áåëûõ òðåóãîëüíèêîâ, à ïîòîìó èìååò ñëîæíîñòü 15. Íî
ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íîãî îðèåíòèðîâàííîãî àòîìà ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè íå
ñóùåñòâóåò, ñì. Çàìå÷àíèå 9.4 íèæå.

Ñëåäîâàòåëüíî, (S, d) = (S′, d′) = (12, 5). Ïî Òåîðåìå 7.10, X = P6 = P ∗6
(óñå÷¼ííûé êåïëåðîâ ïñåâäî-äîäåêàýäð, ñì. 1.4).

Çàìå÷àíèå 9.4. Íèæå ïåðå÷èñëåíû ïàðû äâîéñòâåííûõ äðóã äðóãó (ñì. Îïðå-
äåëåíèå 1.4.Á) ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ ñëîæíî-
ñòè n ≤ 30 èç ïóíêòà 5 Òåîðåìû 9.2:

� n = 8, 8 àòîìîâ A8 = A∗8, B8 = B∗
8 = K8,1

2 = O8,1,3
2 , C8 = K8,7

2 = O8,3,0
2

è D8 = C∗8 , O8,1,1
2 = (O8,1,1

2 )∗ = K8,5
2 = (K8,5

2 )∗, O8,3,2
2 = K8,3

2 è O8,1,1
4 =

(O8,3,2
2 )∗ = (K8,3

2 )∗, T¤
(2,0) = (T¤

(2,0))
∗ = O8,1,0

4 ðîäà 4, 3, 0, 3, 2, 1, ñîîòâ.,
ïðè÷¼ì êàæäûé àòîì îòðàæàåì (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.4.Á);

� n = 12, 15 àòîìîâ A12 = A∗12, B12 = B∗
12 = K12,1

2 = O12,1,5
2 , C12 = K12,11

2 =
O12,5,0

2 è D12 = C∗12, O12,5,3
2 = K12,5

2 è O12,1,1
6 = (O12,5,3

2 )∗ = (K12,5
2 )∗,

O12,1,2
2 = K12,7

2 è O12,1,1
4 = (O12,1,2

2 )∗ = (K12,7
2 )∗, T4(2,0) = P7 è TN

(2,0) =

K12,0
4 = (T4(2,0))

∗ = P ∗7 , K12,1
4 = (K12,1

4 )∗, O12,2,0
4 è O12,1,0

6 = (O12,2,0
4 )∗, P2 è

P3 = P ∗2 ðîäà 6, 5, 0, 3, 4, 1, 3, 2, 0, ñîîòâ., ïðè÷¼ì êàæäûé àòîì îòðàæàåì;

� n = 15, 8 àòîìîâ A15 è B15 = A∗15 = K15,1
2 , C15 = K15,14

2 è D15 = C∗15, K15,4
2

è O15
5 = (K15,4

2 )∗, K15,11
2 è O15

3 = (K15,11
2 )∗ ðîäà 7, 0, 5, 6, ñîîòâ., ïðè÷¼ì

êàæäûé àòîì îòðàæàåì;

� n = 16, 14 àòîìîâ A16 = A∗16, B16 = B∗
16 = K16,1

2 = O16,1,7
2 , C16 = K16,15

2 =
O16,7,0

2 è D16 = C∗16, O16,1,3
2 = (O16,1,3

2 )∗ = K16,9
2 = (K16,9

2 )∗, O16,7,4
2 = K16,7

2

è O16,1,1
8 = (O16,7,4

2 )∗ = (K16,7
2 )∗, O16,1,0

4 è (O16,1,0
4 )∗, O16,3,0

4 è O16,1,0
8 =

(O16,3,0
4 )∗, O16,1,2

4 = (O16,1,2
4 )∗, O16,3,2

4 = (O16,3,2
4 )∗, T¤

(2,2) = (T¤
(2,2))

∗ ðîäà
8, 7, 0, 7, 4, 3, 3, 5, 5, 1, ñîîòâ., ïðè÷¼ì êàæäûé àòîì îòðàæàåì;

� n = 18, 9 àòîìîâ A18 = A∗18, B18 = B∗
18 = K18,1

2 = O18,1,8
2 , C18 = K18,17

2 =
O18,8,0

2 è D18 = C∗18, O18,1,0
6 è K18,1,0

3,3 = (O18,1,0
6 )∗, O18,2,0

6 = (O18,2,0
6 )∗,

K18,2
4 = (K18,2

4 )∗, T¤
(3,0) = (T¤

(3,0))
∗ ðîäà 9, 8, 0, 4, 4, 6, 1, ñîîòâ., ïðè÷¼ì êàæ-

äûé àòîì îòðàæàåì;

� n = 20, 12 àòîìîâ A20 = A∗20, B20 = B∗
20 = K20,1

2 = O20,1,9
2 , C20 = K20,19

2 =
O20,9,0

2 è D20 = C∗20, O20,1,4
2 = K20,11

2 è O20,1,3
4 = (O20,1,4

2 )∗ = (K20,11
2 )∗,

O20,9,5
2 = K20,9

2 è (O20,9,5
2 )∗ = (K20,9

2 )∗, O20,4,0
4 è (O20,4,0

4 )∗, T¤
(1,3) = (T¤

(1,3))
∗,

T¤
(3,1) = (T¤

(3,1))
∗ ðîäà 10, 9, 0, 8, 5, 4, 1, 1, ñîîòâ., ïðè÷¼ì ñìåíà îðèåíòàöèè

àòîìîâ ïåðåñòàâëÿåò àòîìû T¤
(1,3) ↔ T¤

(3,1), à îñòàëüíûå àòîìû îòðàæàåìû;

73



� n = 21, 10 àòîìîâ A21 è B21 = (A21)∗ = K21,1
2 , C21 = K21,20

2 è D21 =
C∗21, K21,8

2 è O21
3 = (K21,8

2 )∗, K21,13
2 è O21

7 = (K21,13
2 )∗, T4(1,2) è TN

(1,2) ðîäà
10, 0, 9, 7, 1, ñîîòâ., ïðè÷¼ì êàæäûé àòîì îòðàæàåì;

� n = 24, 35 àòîìîâ A24 = A∗24, B24 = B∗
24 = K24,1

2 = O24,1,11
2 , C24 =

K24,23
2 = O24,11,0

2 è D24 = C∗24, O24,1,5
2 = (O24,1,5

2 )∗ = K24,13
2 = (K24,13

2 )∗,
O24,5,3

2 = K24,17
2 è O24,1,1

6 = (O24,5,3
2 )∗ = (K24,17

2 )∗, O24,5,9
2 = K24,5

2 è
O24,1,3

6 = (O24,5,9
2 )∗ = (K24,5

2 )∗, O24,7,2
2 = K24,19

2 è O24,1,1
4 = (O24,7,2

2 )∗ =
(K24,19

2 )∗, O24,7,8
2 = K24,7

2 è O24,1,2
8 = (O24,7,8

2 )∗ = (K24,7
2 )∗, O24,11,6

2 = K24,11
2

è O24,1,1
12 = (O24,11,6

2 )∗ = (K24,11
2 )∗, O24,1,4

4 = (O24,1,4
4 )∗, K24,1

4 = (K24,1
4 )∗,

K24,3
4 = (K24,3

4 )∗, O24,5,0
4 è O24,1,0

12 = (O24,5,0
4 )∗, O24,5,3

4 è O24,3,2
6 = (O24,5,3

4 )∗,
K24,0

4 è (K24,0
4 )∗, K24,2

4 è P 24,1
7 = (K24,2

4 )∗, P 24,0
2 è (P 24,0

2 )∗, P 24,1
2 è

P 24,1
3 = (P 24,1

2 )∗, O24,3,0
6 è O24,2,0

8 = (O24,3,0
6 )∗, P 24,0

7 = (P 24,0
7 )∗, P 24,0

3 è
(P 24,0

3 )∗, ðîäà 12, 11, 0, 11, 9, 9, 10, 8, 6, 9, 9, 9, 5, 8, 3, 7, 2, 6, 6, 5, 3, ñîîòâ., ïðè-
÷¼ì êàæäûé àòîì îòðàæàåì;

� n = 25, 6 àòîìîâ A25 è B25 = A∗25, C25 è D25 = C∗25, O25
5 è (O25

5 )∗ ðîäà
4, 0, 6, ñîîòâ., ïðè÷¼ì êàæäûé àòîì îòðàæàåì;

� n = 27, 14 àòîìîâ A27 è B27 = A∗27, C27 è D27 = C∗27, O27
3 è K27,1,0

3,3 = (O25
5 )∗,

T4(3,0) è TN
(3,0) = (T4(3,0))

∗, O27
9 è K27,2,0

3,3 = (O27
9 )∗, K27,2,1

3,3 è (K27,2,1
3,3 )∗, K27,2,2

3,3

è (K27,2,2
3,3 )∗ ðîäà 13, 0, 10, 1, 7, 7, 7, ñîîòâ., ïðè÷¼ì ñìåíà îðèåíòàöèè àòîìîâ

ïåðåñòàâëÿåò àòîìû K27,2,1
3,3 ↔ K27,2,2

3,3 , (K27,2,1
3,3 )∗ ↔ (K27,2,2

3,3 )∗, à îñòàëüíûå
àòîìû îòðàæàåìû;

� n = 28, 12 àòîìîâ A28 = A∗28, B28 = B∗
28 = K28,1

2 = O28,1,13
2 , C28 = K28,27

2 =
O28,13,0

2 è D28 = C∗28, O28,1,6
2 = K28,15

2 è O28,1,5
4 = (O28,1,6

2 )∗ = (K28,15
2 )∗,

O28,13,7
2 = K28,13

2 è O28,1,1
14 = (O28,13,7

2 )∗ = (K28,13
2 )∗, O28,6,0

4 è O28,1,0
14 =

(O28,6,0
4 )∗, K28

8 è K28
8 = (K28

8 )∗ ðîäà 14, 13, 0, 12, 7, 6, 7, ñîîòâ., ïðè÷¼ì ñìåíà
îðèåíòàöèè àòîìîâ ïåðåñòàâëÿåò àòîìû K28

8 ↔ K28
8 , à îñòàëüíûå àòîìû

îòðàæàåìû;

� n = 30, 16 àòîìîâ A30 = A∗30, B30 = B∗
30 = K30,1

2 = O30,1,14
2 , C30 = K30,29

2 =
O30,14,0

2 è D30 = C∗30, O30,4,5
2 = K30,19

2 è O30,1,2
10 = (O30,4,5

2 )∗ = (K30,19
2 )∗,

O30,11,9
2 = K30,11

2 è O30,1,2
6 = (O30,11,9

2 )∗ = (K30,11
2 )∗, K30,4

4 = (K30,4
4 )∗,

K30
5 = (K30

5 )∗, K30
5 = (K30

5 )∗, O30,4,0
6 è O30,2,0

10 = (O30,4,0
6 )∗, P4 è P5 = P ∗4 ,

P6 = P ∗6 ðîäà 15, 14, 0, 10, 12, 12, 11, 11, 8, 0, 4, ñîîòâ., ïðè÷¼ì ñìåíà îðèåí-
òàöèè àòîìîâ ïåðåñòàâëÿåò àòîìû K30

5 ↔ K30
5 , à îñòàëüíûå àòîìû îòðà-

æàåìû.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè n = 27 èìåþòñÿ íåîòðàæàåìûå îðèåíòèðîâàííûå àòîìû
K27,2,1

3,3 è K27,2,2
3,3 ðîäà 7 ñ îòðàæàåìîé ïðèìèòèâèçàöèåé T4(1,1). Îòâå÷àþùèå

ýòèì àòîìàì êàðòû âïåðâûå áûëè îáíàðóæåíû P.Bergau [G69, ñ.293].

10 Ïðèëîæåíèå À. Êëàññèôèêàöèÿ ìàêñèìàëüíî
ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ ðîäà
g ≤ 2

Êàê âûøå, âî âñåõ óòâåðæäåíèÿõ ïîä îðèåíòèðîâàííûì àòîìîì ïîíèìàåòñÿ
êëàññ èçîìîðôíîñòè îñíàù¼ííîé ïàðû (P̄ , K)#, à âî âñåõ äîêàçàòåëüñòâàõ îí
ïîíèìàåòñÿ êàê îñíàù¼ííàÿ ïàðà (P̄ ,K)#, ñì. Çàìå÷àíèå 1.8.
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Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.17. Íà øàãå 3 íèæå ìû äîêàæåì Òåîðåìó 1.16.
Øàã 1. Ïóñòü X � ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé àòîì ðîäà

g ≥ 0. Îáîçíà÷èì λ = gcd(S, S′), µ = gcd(d, d′). Òîãäà S = λs, S′ = λs′, d = µδ,
d′ = µδ′ äëÿ ïàð âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë (s, s′) è (δ, δ′). Èç 2n = Sd = S′d′,
ñì. (27), èìååì sδ = s′δ′, ïîýòîìó s = δ′, s′ = δ. Òàêèì îáðàçîì,

n =
λ

2µ
dd′, S =

λ

µ
d′, S′ =

λ

µ
d, gcd(d, d′) = µ. (30)

Ïîêàæåì, ÷òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

(d− 2)(d′ − 2) = 4
g − 1

λ
µ + 4, µ = gcd(d, d′), 4

g − 1
λ

∈ Z. (31)

Äåéñòâèòåëüíî, èç 2− 2g = S + S′ − n è (30) èìååì µ
λ (2− 2g) = d + d′ − 1

2dd′ =
− 1

2 (d− 2)(d′ − 2) + 2, îòêóäà ïîëó÷àåì (31).
Øàã 2. Âûâåäåì èç (31), ÷òî

µ ≤ max
{

1, 4
g − 1

λ
+ 4

}
≤ max {3, 4g} . (32)

Ïðè µ = 1 íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî, ïîýòîìó ñ÷èòàåì µ ≥ 2. Ïîñêîëüêó µ ÿâëÿåòñÿ
äåëèòåëåì ÷èñåë d, d′, òî d, d′ ≥ µ ≥ 2. Ïîýòîìó èç (31) èìååì 4 g−1

λ µ + 4 =
(d−2)(d′−2) ≥ (µ−2)2 = µ2−4µ+4, îòêóäà 4 g−1

λ ≥ µ−4. Ýòî äîêàçûâàåò (32).
Øàã 3. Ïóñòü g ≥ 2. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì g ≥ 2 ñèñòåìà (31)

èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé (d, d′, λ), à ïîòîìó ñèñòåìà óðàâíåíèé 2n =
Sd = S′d′ è 2−2g = S +S′−n èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé (S, S′, d, d′).

Â ñèëó g ≥ 2 è ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ â (31), ÷èñëî λ ∈ N ÿâëÿåòñÿ äåëè-
òåëåì ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà 4g− 4 ≥ 4, îòêóäà λ ≤ 4g− 4. Â ñèëó g ≥ 1 è (32),
èìååì µ ≤ 4g è ïîýòîìó 4 ≤ 4 g−1

λ µ + 4 ≤ 4(g − 1)4g + 4 = 4(2g − 1)2. Îòñþäà è
èç (31) èìååì d, d′ ≤ 4(2g− 1)2 + 2. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì
g ≥ 2 êàæäîå èç ÷èñåë d, d′, λ ìîæåò ïðèíèìàòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé.

Øàã 4. Ïóñòü g = 2. Íàéä¼ì âñå ðåøåíèÿ (d, d′, λ) ñèñòåìû (31). Ïðè g = 2
ýòà ñèñòåìà ñ óñëîâèåì (32) ïðèíèìàþò âèä

(d− 2)(d′ − 2) =
4
λ

µ + 4, λ | 4, µ = gcd(d, d′) ≤ 4
λ

+ 4 ≤ 8.

Ïîýòîìó λ ∈ {1, 2, 4} è 4
λ µ + 4 > 1, îòêóäà d, d′ > 2. Ïóò¼ì ïåðåáîðà êîíå÷íîãî

÷èñëà ñëó÷àåâ ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå 14 ðåøåíèé (d, d′, λ) ñî ñâîéñòâîì d ≥ d′:

� 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
λ 1 1 2 1 2 1 4 2 2 1 4 2 2 4
d 8 10 6 12 8 18 5 6 12 10 9 5 8 7
d′ 8 5 6 4 4 3 5 4 3 3 3 4 3 3
S 1 1 2 1 2 1 4 4 2 3 4 8 6 12
S′ 1 2 2 3 4 6 4 6 8 10 12 10 16 28
n 4 5 6 6 8 9 10 12 12 15 18 20 24 42

Øàã 5. Ïîêàæåì, ÷òî òîëüêî 6 ñëó÷àåâ ýòîé òàáëèöû (ñëó÷àè 1,2,3,5,8,13) ðå-
àëèçóþòñÿ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûìè îðèåíòèðîâàííûìè àòîìàìè, ïðè÷¼ì
â êàæäîì ñëó÷àå îðèåíòèðîâàííûé àòîì îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôèçìà.

Â ñëó÷àÿõ 1,2,4,6 òàáëèöû èìååì S = 1, S′ = 1, 2, 3, 6 è n = 4, 5, 6, 9, ñîîòâåò-
ñòâåííî, îòêóäà ïî Óòâåðæäåíèþ 8.1 X ∈ An è S′ = 1, 2, 1, 2, ñîîòâåòñòâåííî, ò.å.
ñëó÷àè 4,6 íåâîçìîæíû, à â êàæäîì èç ñëó÷àåâ 1,2 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
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êëàññ èçîìîðôíîñòè îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ, à èìåííî êëàññ A4, A5, ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Â ñëó÷àÿõ 3,5,9 èìååì S = 2, S′ = 2, 4, 8 è n = 6, 8, 12, ñîîòâåòñòâåííî, îò-
êóäà ïî Óòâåðæäåíèþ 8.2 X ∈ Kn,l

2 , l2 ≡ 1 (mod n) è S′ = gcd(l + 1, n), îòêóäà
ñëó÷àé 9 íåâîçìîæåí (òàê êàê S′ - n), à â ñëó÷àÿõ 3,5 èìååì l = S′ − 1 = 1, 3,
ñîîòâåòñòâåííî, ò.å. â îáîèõ ñëó÷àÿõ 3,5 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êëàññ èçî-
ìîðôíîñòè îðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ, à èìåííî êëàññ K6,1

2 ,K8,3
2 , ñîîòâåòñòâåí-

íî.
Â ñëó÷àå 10 èìååì S = 3, S′ = 10 è n = 15, îòêóäà ïî Óòâåðæäåíèþ 8.3

X ∈ Kn
3 = On

3 è S′ = 2gcd(3, n/3+3
2 ) = 2 6= 10, à ïîòîìó ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

Â ñëó÷àÿõ 7,8,11 èìååì S = 4, S′ = 4, 6, 12 è n = 10, 12, 18, ñîîòâåòñòâåííî,
îòêóäà ïî Óòâåðæäåíèþ 8.4 ëèáî X ∈ Kn,r

4 , 6 | n, 4r + 4 ≡ 0 (mod n
6 ) è S′ =

4gcd(r, n
6 ), ëèáî X ∈ On,l,r

4 , 4 | n, S′ = 2gcd(n
4 , r) è

l2 ≡ 1 (mod n/4), 2(r + l + 1) ≡ 0 (mod n/4).

Ïîýòîìó ñëó÷àé 7 íåâîçìîæåí (â ñèëó 6 - n è 4 - n), â ñëó÷àå 8 èìååì X ∈ O12,2,0
4

(òàê êàê X 6∈ Kn,r
4 â ñèëó 4 - S′), à ñëó÷àé 11 íåâîçìîæåí (òàê êàê X 6∈ Kn,r

4 â
ñèëó r = 2 6= 0, à X 6∈ On,l,r

4 â ñèëó 4 - n).
Â ñëó÷àå 13 èìååì S = 6, S′ = 16 è n = 24, îòêóäà ïî Óòâåðæäåíèþ 8.6

X ∈ Pn,r
2 è S′ = 8 gcd(r, n

12 ) (òàê êàê X 6∈ T4(1,1) â ñèëó 9 - n, à X 6∈ On,l,r
6 â ñèëó

S′ = 16 > 8 = n
3 ≥ 2 gcd(n

6 , r)). Ïîýòîìó r = 0 è X ∈ P 24,0
2 .

Â ñëó÷àå 12 èìååì S = 8 è d = 5, à â ñëó÷àå 14 èìååì S = 12 è d = 7. Îáà
ýòè ñëó÷àÿ íåâîçìîæíû â ñèëó Ñëåäñòâèÿ 7.2.à.

11 Ïðèëîæåíèå Á. Íåêîòîðûå çàäà÷è.
Çàäà÷à 1. Â òàáëèöàõ I è II ñòàòüè [CD2001] óêàçàíû ìàêñèìàëüíî ñèììåò-
ðè÷íûå (îòðàæàåìûå è íåîòðàæàåìûå, ñîîòâ.) îðèåíòèðîâàííûå àòîìû ðîäà
g ∈ [2; 15]. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé ïàðû äâîéñòâåííûõ äðóã äðóãó (ëèáî ïîëó÷à-
þùèõñÿ äðóã èç äðóãà ñìåíîé îðèåíòàöèè) àòîìîâ óêàçàí ëèøü îäèí èç ýòèõ
àòîìîâ. Â îáîçíà÷åíèÿõ ñòàòüè [CD2001], êîìáèíàòîðíûé òèï (d, d′) íàçûâà-
åòñÿ òèïîì è îáîçíà÷åí ÷åðåç {p, q}; ÷åðåç Automs îáîçíà÷åíî 2|Aut(X)| èëè
|Aut(X)| äëÿ îòðàæàåìîãî èëè íåîòðàæàåìîãî àòîìà X (ñîîòâ.); îáðàçóþùèå
a, b ∈ Aut(X) îáîçíà÷åíû ÷åðåç a = R, b = SR; êîëè÷åñòâî îáùèõ âåðøèí ïàðû
ñìåæíûõ áåëûõ (ñîîòâ. ÷¼ðíûõ) êëåòîê îáîçíà÷åíî ÷åðåç mF (ñîîòâ. mV ). Âñå-
ãî â ýòèõ äâóõ òàáëèöàõ 220 è 16 àòîìîâ, ñîîòâ. Ñðåäè íèõ ðàññìîòðèì àòîìû
ñî ñâîéñòâîì mV = mF = 1 (èõ ðîâíî 41 è 6, ñîîòâ.). Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî
� ïðèìèòèâíûå àòîìû X, îòëè÷íûå îò àòîìîâ An, òàêèå ÷òî àòîì X∗ òîæå
ïðèìèòèâåí. Èç ýòèõ 41 àòîìîâ òàáëèöû I âûêèíåì àòîì ðîäà 4 òèïà {5, 5}
(óñå÷¼ííûé êåïëåðîâ ïñåâäî-äîäåêàýäð P6), à èç 6 àòîìîâ òàáëèöû II âûêèíåì
àòîì ðîäà 7 òèïà {7, 7} (àòîì K28

8 ).
(à) Äëÿ óêàçàííûõ 40 è 5 ïðèìèòèâíûõ àòîìîâ äîêàçàòü (èëè îïðîâåðã-

íóòü) èõ ïðèâîäèìîñòü, ñì. Îïðåäåëåíèå 3.5 è Ñëåäñòâèå 3.6. Íàïîìíèì, ÷òî
ïðèâîäèìîñòü àòîìà X ðàâíîñèëüíà ñóùåñòâîâàíèþ íåòðèâèàëüíîé íîðìàëü-
íîé ïîäãðóïïû H ãðóïïû

G = Aut(X) = 〈R, S | Rp = Sq = (RS)2 = 1,Additional Relators〉
ñî ñâîéñòâîì RS 6∈ H 6= G, ãäå Additional Relators äàíû â òàáëèöàõ I è II.

(á) Ïóñòü àòîì ïðèâîäèì. Âûÿñíèòü, ñóùåñòâóåò ëè àáåëåâà ïîäãðóïïà H ñ
óêàçàííûì âûøå ñâîéñòâîì.
×àñòè÷íîå ðåøåíèå. Îòðàæàåìûé àòîì ðîäà 3 òèïà {3, 8} ïðèâîäèì, òàê êàê
îáðàçóþùàÿ S âõîäèò â êàæäîå îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå ãðóïïû G ÷¼òíîå
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÷èñëî ðàç, à ïîòîìó G ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó H = 〈〈R〉〉 63 RS èíäåê-
ñà 2. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ïðèâîäèìîñòü âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ àòîìîâ,
òèï êîòîðûõ ñîäåðæèò ÷¼òíîå ÷èñëî, çà èñêëþ÷åíèåì 5 îòðàæàåìûõ àòîìîâ
(ðîäà 6 òèïà {4, 6}, ðîäà 9 òèïà {6, 6}, ðîäà 10 òèïîâ {4, 5} è {4, 7}, ðîäà 11 òè-
ïà {6, 6}) è îäíîãî íåîòðàæàåìîãî àòîìà (ðîäà 10 òèïà {8, 8}). Ïîýòîìó çàäà÷ó
(à) îñòàëîñü ðåøèòü ëèøü äëÿ 14 è 1 àòîìîâ òàáëèö I è II (ñîîòâ.):

� 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12�14 15
ðîä 3 5 6 7 9 9 10 10 10 10 11 14 15
òèï 3,7 5,5 4,6 3,7 5,5 6,6 3,9 4,5 4,7 8,8 6,6 3,7 3,9
n 84 40 60 227 80 48 162 180 84 36 60 546 252

Ðåøèòå ýòó çàäà÷ó ñíà÷àëà äëÿ òð¼õ àòîìîâ � 2,6,10 ìàëîé ñëîæíîñòè n ≤ 53.

Ëåììà 11.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àòîìû � 2, 6, 10 ïðèâîäèìû. Òîãäà àòî-
ìû P1, . . . , P6, A2l , K

2l−1(2l−1),f

2l èñ÷åðïûâàþò âñå íåïðèâîäèìûå ìàêñèìàëüíî
ñèììåòðè÷íûå îðèåíòèðîâàííûå àòîìû ñëîæíîñòè n ≤ 53.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî âåðíî äëÿ àòîìîâ ñëîæíîñòè n ≤ 31, ñì. Çàìå÷àíèå 9.4 è
Òåîðåìó 9.2.1 äëÿ n ≤ 30 è n = 31, ñîîòâ. Ïîýòîìó ýòî âåðíî òàêæå äëÿ àòîìîâ,
èìåþùèõ S ≤ 8 áåëûõ êëåòîê (èëè S′ ≤ 8 ÷¼ðíûõ êëåòîê), òàê êàê ââèäó
ïðèìèòèâíîñòè îíè èìåþò ñëîæíîñòü n ≤ S(S−1)

2 ≤ 28. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ
ëåììû, ýòî âåðíî òàêæå äëÿ àòîìîâ ðîäà g ≤ 15 ñëîæíîñòè n ≤ 53. Ïîýòîìó
ýòî âåðíî òàêæå äëÿ àòîìîâ ñëîæíîñòè n ≤ 47, ïîñêîëüêó èç g ≥ 16 è S, S′ ≥ 9
èìååì 18−n ≤ S +S′−n = 2−2g ≤ −30, îòêóäà n ≥ 48. Ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùèå
ðàññóæäåíèÿ, îòñþäà ïîëó÷àåì íóæíîå ñâîéñòâî òàêæå ïðè S ≤ 10, à ïîòîìó è
ïðè n ≤ 51. Ïðè n = 52 íóæíîå ñâîéñòâî ìîæåò áûòü íàðóøåíî ëèøü â ñëó÷àå
S = S′ = 11 | 2n = 104 (÷òî íåâîçìîæíî), à ïðè n = 53 àòîì ïðèâîäèì, òàê êàê
îí ðàâåí îäíîìó èç An, Bn, Cn, Dn â ñèëó ïðîñòîòû n, ñì. Òåîðåìó 9.2.1.

Ëåììà 11.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àòîìû � 1�15 ïðèâîäèìû. Òîãäà àòî-
ìû P1, . . . , P6, A2l , K

2l−1(2l−1),f

2l èñ÷åðïûâàþò âñå íåïðèâîäèìûå ìàêñèìàëüíî
ñèììåòðè÷íûå îðèåíòèðîâàííûå àòîìû ðîäà g ≤ 15, à òàêæå âñå íåïðè-
âîäèìûå ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûå îðèåíòèðîâàííûå àòîìû ñëîæíîñòè
n ≤ 53.

Çàäà÷à 2. Â òàáëèöàõ I è II ñòàòüè [CD2001] óêàçàíû ìàêñèìàëüíî ñèì-
ìåòðè÷íûå (îòðàæàåìûå è íåîòðàæàåìûå, ñîîòâ.) îðèåíòèðîâàííûå àòîìû ðî-
äà g ∈ [2; 15]. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè òàáëèöû ñîäåðæàò âñå ïðèìèòèâíûå ìàêñè-
ìàëüíî ñèììåòðè÷íûå îðèåíòèðîâàííûå àòîìû ñ ÷èñëîì áåëûõ êëåòîê S ≤ 8
(òàê êàê òàêèå àòîìû èìåþò ñëîæíîñòü n ≤ S(S−1)

2 ≤ 28, à ïîòîìó èõ ðîä
g = 1

2 (n − S − S′ + 2) ≤ n
2 ≤ 14). Íà îñíîâå ýòèõ òàáëèö ïåðå÷èñëèòü âñå ïðè-

ìèòèâíûå (ò.å. èìåþùèå mV = 1 èëè mF = 1) ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûå
îðèåíòèðîâàííûå àòîìû ñ ÷èñëîì áåëûõ êëåòîê S ≤ 8. Ñëó÷àé S ≤ 6 îïèñûâà-
åòñÿ Òåîðåìîé 7.11.

Çàäà÷à 3. Ïîñòðîèòü àíàëîã òåîðåì íàñòîÿùåé ñòàòüè äëÿ ñëó÷àÿ íåîðè-
åíòèðóåìûõ ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûõ àòîìîâ.
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