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Çäåñü ñôîðìóëèðîâàíû íåêîòîðûå çàäà÷è îá èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåìàõ íà àëãåáðàõ Ëè, à òàê-
æå îá îñîáåííîñòÿõ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Ýòîò ñïèñîê çàäà÷ ïîçâîëÿåò
ñîñòàâèòü ïðåäñòàâëåíèå î íåêîòîðûõ íàïðàâëåíèÿõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé, âåäóùèõñÿ íà êà-
ôåäðå Äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è ïðèëîæåíèé.

Áîëüøèíñòâî èç ïðåäëàãàåìûõ çàäà÷ ìîãóò ñëóæèòü òåìàìè êóðñîâûõ è äèïëîìíûõ ðàáîò.
Â îñíîâíîì, çàäà÷è ñôîðìóëèðîâàíû äîñòàòî÷íî êîðîòêî. Âñå, êîãî çàèíòåðåñîâàëà ýòà òåìà-

òèêà èëè êàêàÿ-ëèáî èç êîíêðåòíûõ çàäà÷, ìîãóò îáðàùàòüñÿ ê àâòîðàì ýòîãî òåêñòà çà äîïîë-
íèòåëüíûìè êîììåíòàðèÿìè ïî ïîâîäó ôîðìóëèðîâîê, íåîáõîäèìîé ëèòåðàòóðû è ò. ï.

Âåðñèÿ îò 29 ôåâðàëÿ 2008 ã.

Íîâûå âåðñèè ýòîãî òåêñòà áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ íà ñàéòå êàôåäðû http://dfgm.math.msu.su
(ðàçäåë �Ìàòåðèàëû�; ñ/ñ �Àëãåáðû Ëè è èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû�)

I. Êîïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå è ñêîáêà Ïóàññîíà�Ëè
Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ èíòåãðèðóåìûìè ñèñòåìàìè íà àëãåáðàõ Ëè, ñîäåðæàòñÿ â êíè-

ãå [36]. Ñàìà òåîðèÿ àëãåáð Ëè èçëîæåíà â ýòîé êíèãå íå î÷åíü ïîäðîáíî. Äëÿ çíàêîìñòâà ñ ýòîé òåîðèåé èìååòñÿ
ìíîãî õîðîøèõ êíèã. Íàèáîëåå ïîäõîäÿùèìè (äëÿ íàøèõ öåëåé) èç íèõ ÿâëÿþòñÿ [12] è [15].

1. ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÛ ÊÎÏÐÈÑÎÅÄÈÍÅÍÍÎÃÎ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈß

Îáùèé âîïðîñ. Âû÷èñëåíèå èíâàðèàíòîâ êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ àëãåáð Ëè ñëåäóþùåãî âèäà:
ïîëóïðÿìûå ñóììû g +ρ V , ãäå g � ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà Ëè, à ρ : g → gl(V ) � íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå.

×àñòíûé ñëó÷àé ýòîãî âîïðîñà (êîòîðûé íàèáîëåå èíòåðåñåí â ïåðâóþ î÷åðåäü) � ýòî ñëó÷àé, êîãäà g �
ïðîñòàÿ, à dim V < dim g.

Êîììåíòàðèé. Åñëè ðàçìåðíîñòü V áîëüøàÿ, òî âîïðîñ ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ èíâàðèàíòîâ ïðåäñòàâëå-
íèÿ ρ∗, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ � ñëîæíàÿ çàäà÷à.

Â ñëó÷àå, êîãäà g � îäíà èç êëàññè÷åñêèõ àëãåáð Ëè, à ρ � åå ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå, îòâåò (â îñíîâíîì)
èçâåñòåí: ñì. [31, 17, 14, 36].

Äëÿ îñîáûõ ïðîñòûõ àëãåáð Ëè îòâåò íàì íåèçâåñòåí.
Ïîëíûé ñïèñîê ïðåäñòàâëåíèé äëÿ ìàëåíüêèõ ðàçìåðíîñòåé V (ãäå g � ïðîñòàÿ, à ρ íåïðèâîäèìî) ñì. â [1].
Äëÿ êîïðèñîåäèíåíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îòâåò ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòàõ À.Â.Áðàèëîâà (÷àñòíûé ñëó÷àé ìåòîäà

ñæàòèÿ; ñì. [10] è Ïðåäëîæåíèå 17 íà ñòð. 211 â [36]) è â êíèãå [36] (÷àñòíûé ñëó÷àé ìåòîäà òåíçîðíûõ ðàñøè-
ðåíèé; ñì. � 38).

2. ÏÎËÍÎÒÀ È ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÑÒÜ ÑÄÂÈÃÎÂ ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÎÂ

Îáùèé âîïðîñ. Äëÿ êàêèõ àëãåáð Ëè âèäà g +ρ V (ñì. ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó) íàáîð, ïîñòðîåííûé ìåòîäîì
ñäâèãà èíâàðèàíòîâ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì?

Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äëÿ ñïèñêà Àíäðååâà�Âèíáåðãà�Ýëàøâèëè [1] (çà èñêëþ÷åíèåì ïðîñòûõ îñîáûõ àë-
ãåáð Ëè) èìååòñÿ â ðàáîòå À.Â.Áîëñèíîâà [3] (ñì. òàêæå � 45 êíèãè [36]). Òàì ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà
g � ïðîñòàÿ êëàññè÷åñêàÿ, à ρ � íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå.

Ñëó÷àé, êîãäà g � ïîëóïðîñòàÿ, à ρ ìîæåò áûòü ïðèâîäèìî (íî ìàëîé ðàçìåðíîñòè), òàêæå èíòåðåñåí è
íå èññëåäîâàí.

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ ïîëíîòû À.Â.Áîëñèíîâà (ñì. [4], à òàêæå � 41 êíèãè [36]), äëÿ ïðîâåðêè ïîëíîòû â ýòîì
ñëó÷àå íàäî âû÷èñëèòü êîðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà ñèíãóëÿðíûõ ýëåìåíòîâ.

Ïîñëå îòâåòà íà âîïðîñ î ïîëíîòå âîçíèêàþò ñëåäóþùèå çàäà÷è:
(2.a) â ñëó÷àå, êîãäà íåò ïîëíîòû, íåîáõîäèìî ïîíÿòü
� �ñêîëüêî� ôóíêöèé íå õâàòàåò,
� ÷åì ìîæíî èõ äîïîëíèòü (ýòîò âîïðîñ, ôàêòè÷åñêè, ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ àííóëÿòîðà àëãåáðû ôóíêöèé,

ïîðîæäåííîé ñäâèãàìè èíâàðèàíòîâ).
(2.b) â ñëó÷àÿõ, êîãäà ïîëíîòà åñòü, èíòåðåñíî ïîíÿòü, ìàêñèìàëüíû ëè ïîñòðîåííûå íàáîðû (â ðàáîòå [46]

èìååòñÿ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ìàêñèìàëüíîñòè àíàëîãè÷íîå êðèòåðèþ ïîëíîòû).
Êîììåíòàðèé. Ðàçëè÷íûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ïîëíûõ êîììóòàòèâíûõ íàáîðîâ ïîäðîáíî îáñóæäàþòñÿ â êíè-

ãå [36]. Ïî ïîâîäó ìåòîäà ñäâèãà àðãóìåíòà ñì. òàêæå [28, 2].
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3. �ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÈÉ� ÊÎÌÌÓÒÀÒÈÂÍÛÉ ÍÀÁÎÐ ÑÄÂÈÃÎÂ ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÎÂ

Îáùàÿ çàäà÷à. Îïèñàòü ïîñòðîåíèå �êàíîíè÷åñêîãî� êîììóòàòèâíîãî íàáîðà ñäâèãîâ èíâàðèàíòîâ.
Ïðèìåðíàÿ ïðîöåäóðà: âûáèðàþòñÿ ëèíåéíûå ôóíêöèè, çàòåì êâàäðàòè÷íûå è ò. ä. Ýòîò ïðîöåññ ñâîäèòñÿ ê

ëèíåéíîé àëãåáðå (â îòëè÷èå îò ïðîöåññà ïîèñêà èíâàðèàíòîâ, ãäå íàäî ðåøàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ).
(3.a) ×åòêî (êîíñòðóêòèâíî) îïèñàòü ýòó ïðîöåäóðó, ò. å. ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå íóæíî

ðåøàòü íà êàæäîì øàãå. Ìîæíî ëè �êàíîíè÷åñêè� âûïèñàòü ðåøåíèÿ ýòèõ ñèñòåì? Êàê óñòðîåíî ïðîñòðàíñòâî
âñåõ êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé â ýòîì íàáîðå, êóáè÷åñêèõ è ò. ä.?

(3.b) Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîëó÷àþòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè ðàçëîæåíèÿ (ïî λ) ôóíêöèé f(a + λx),
ãäå f � èíâàðèàíò. Íàñêîëüêî îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà èç ýòèõ èíâàðèàíòîâ?

(3.c) ßâëÿåòñÿ ëè �êàíîíè÷åñêàÿ� àëãåáðà ïîëèíîìèàëüíîé (ò. å. ñîäåðæèò ëè îíà íàáîð ïîëèíîìîâ, ÷åðåç
êîòîðûå îäíîçíà÷íî âûðàæàåòñÿ ëþáîé ïîëèíîì èç àëãåáðû)? Òîò æå âîïðîñ äëÿ öåíòðàëèçàòîðà �êàíîíè÷åñêîé�
àëãåáðû.

(3.d) Êîãäà �êàíîíè÷åñêàÿ� àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé?
Êîììåíòàðèé. Â ðàáîòå Ä.È.Ïàíþøåâà è Î.Ñ.ßêèìîâîé [46] (î ìàêñèìàëüíîñòè íàáîðîâ, ïîñòðîåííûõ

ñäâèãîì àðãóìåíòà) ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèøü àëãåáðû, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: 1) àëãåáðà Ëè
ïðåäïîëàãàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé; 2) ïîëèíîìèàëüíûå èíâàðèàíòû ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî ñóììà èõ ñòåïåíåé
ðàâíà 1

2 (dim g + ind g). Ïðè ðàññìîòðåíèè êàíîíè÷åñêîãî íàáîðà ýòè óñëîâèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ íåñóùåñòâåííûìè
(äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîãî íàáîðà íà ìàêñèìàëüíîñòü).

4. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÏÎËÍÛÕ ÊÎÌÌÓÒÀÒÈÂÍÛÕ ÍÀÁÎÐÎÂ ÌÅÒÎÄÎÌ ÑÀÄÝÒÎÂÀ

Èìååòñÿ íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïîñòðîåíèÿ ïîëíûõ êîììóòàòèâíûõ íàáîðîâ ìåòîäîì Ñ.Ò.Ñàäýòîâà (îáñóæäå-
íèå ìåòîäà Ñàäýòîâà ñì. â [5]).

Äëÿ ïîëóïðÿìûõ ñóìì (ñ êîììóòàòèâíûì èäåàëîì) ýòî áûëî ñäåëàíî À.Â.Áîëñèíîâûì (ñëó÷àé àëãåáð
so(n,R) è gl(n,R) ðàññìîòðåí â [5]; ñëó÷àé àëãåáðû sp(2n,R) � â [6], ñì. òàêæå [18]).

Äëÿ àëãåáðû sl(n,R) çàäà÷à äî êîíöà íå äîäåëàíà.
Ñëåäóþùèé êëàññ àëãåáð Ëè, äëÿ êîòîðûõ áûëî áû èíòåðåñíî ïîïûòàòüñÿ ïîñòðîèòü ïîëíûå êîììóòàòèâíûå

íàáîðû � ýòî ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäàëãåáðû Ëè ïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè. Ïðåäëàãàåòñÿ íà÷àòü ñ ðàññìîòðåíèÿ
ñàìûõ ïðîñòûõ ïðèìåðîâ.

Êîììåíòàðèé. Äëÿ áîðåëåâñêèõ ïîäàëãåáð ïîëíûå êîììóòàòèâíûå íàáîðû áûëè ïîñòðîåíû Â.Â.Òðîôèìî-
âûì ïðè ïîìîùè ìåòîäà öåïî÷åê ïîäàëãåáð (ñì. [34, 35]). Ìåòîä öåïî÷åê ïîäàëãåáð îáñóæäàåòñÿ òàêæå â ðàáîòàõ
[27, 52].

5. ÏÐÅÄÅËÜÍÛÉ ÏÅÐÅÕÎÄ ÄËß ÏÎÄÀËÃÅÁÐ ÌÈÙÅÍÊÎ�ÔÎÌÅÍÊÎ

Íàáîð ôóíêöèé, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì ñäâèãà àðãóìåíòà, ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì, íî ïðè ñäâèãå íà ñèí-
ãóëÿðíûé ýëåìåíò, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Ìîæíî ðàññìîòðåòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä äëÿ ïîëíûõ
êîììóòàòèâíûõ ïîäàëãåáð (ïîäàëãåáð Ìèùåíêî�Ôîìåíêî).

Äëÿ ïîëóïðîñòûõ àëãåáð òàêàÿ ïðîöåäóðà ðàññìàòðèâàëàñü (ñì. [30, 38, 39]).
Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ýòîé êîíñòðóêöèåé.
(5.a) Êàê êîððåêòíî îïðåäåëèòü òàêóþ ïðîöåäóðó (â îáùåì ñëó÷àå èëè, íàïðèìåð, äëÿ ïîëóïðÿìûõ ñóìì,

îïèñàííûõ â çàäà÷å 1). Îòìåòèì, ÷òî åñëè ïðîñòî óñòðåìëÿòü àðãóìåíò ñäâèãà ê êàêîìó-ëèáî (ñèíãóëÿðíîìó)
ýëåìåíòó, òî ðåçóëüòàò (è êîððåêòíîñòü ñàìîé ïðîöåäóðû) çàâèñèò îò âûáîðà ïóòè, ïî êîòîðîìó ñîâåðøàåòñÿ
ïðåäåëüíûé ïåðåõîä.

(5.b) Ïîëó÷àþòñÿ ëè òàêèì îáðàçîì íàáîðû, ïîñòðîåííûå ìåòîäîì Ñàäýòîâà (íàïðèìåð, äëÿ ïîëóïðÿìûõ
ñóìì)?

(5.c) Ðàññìîòðåòü ïðèìåðû. Âîçìîæíî, íåêîòîðûå èç ðàíåå èçâåñòíûõ êîíñòðóêöèé ìîãóò áûòü îïèñàíû íà
ýòîì ÿçûêå.

6. ÒÈÏÛ ÎÐÁÈÒ È ÀÍÍÓËßÒÎÐÛ

(6.a) Îïèñàòü òèïû îðáèò (êî)ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ïðîñòûõ ãðóïï Ëè SL(n,R),
SO(n,R), Sp(2n,R). Îïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàöèîíàðíûå ïîäàëãåáðû (àííóëÿòîðû).

Êîììåíòàðèé. Ðå÷ü èäåò, ôàêòè÷åñêè, î ïðèâåäåíèè ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå, ñ êîòîðîé ïîòîì
è íóæíî ðàáîòàòü. Äëÿ SL(n,R) çäåñü íåò íèêàêèõ ïðîáëåì, à äëÿ SO(n,R) è Sp(2n,R) íóæíî ñíà÷àëà èçó÷èòü
âîïðîñ î òîì, êàê æîðäàíîâà ôîðìà óñòðîåíà. Îòâåò èçâåñòåí, åãî íóæíî ïðîñòî íàéòè â ëèòåðàòóðå.

(6.b) Îïèñàòü âñå òèïû îðáèò êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ãðóïï Ëè (ïîëóïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ
ïî ñòàíäàðòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ρ)

SO(n,R)×ρ Rn, SL(n,R)×ρ Rn, GL(n,R)×ρ Rn, Sp(2n,R)×ρ R2n
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è ñîîòâåòñòâóþùèå àííóëÿòîðû.
Êîììåíòàðèé. Ýòîò âîïðîñ â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî, ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿåòñÿ íîâûì è íèêåì íå èññëåäî-

âàííûì. Îí îñîáåííî èíòåðåñåí â ñëó÷àå SO(n,R)×ρRn. Çäåñü íóæíî áóäåò èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó Ì.Ðàèñà [49]
(òî÷íåå, èäåþ åå äîêàçàòåëüñòâà) è åãî ñòàòüþ [48], ïîñâÿùåííóþ àôôèííîé ãðóïïå GL(n,R)×ρ Rn.

7. ÍÈËÜÏÎÒÅÍÒÍÛÅ È ÐÀÇÐÅØÈÌÛÅ ÀËÃÅÁÐÛ ËÈ

(7.a) Ðàññìîòðèì îðáèòû êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçðåøèìûõ è íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè. Èç-
âåñòíî, ÷òî êàæäàÿ òàêàÿ îðáèòà äèôôåîìîðôíà R2k. Âåðíî ëè, ÷òî îíè ñèìïëåêòîìîðôíû R2k èëè íåêîòîðîé
îáëàñòè èç R2k? Âåðíî ëè, ÷òî îíè èìåþò áåñêîíå÷íûé îáúåì â ñìûñëå ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû?

(7.b) Åñòü òàêîé ýêñïåðèìåíòàëüíûé ôàêò: åñëè ñòðîèòü ïîëíûå êîììóòàòèâíûå íàáîðû äëÿ ðàçðåøèìûõ
èëè íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè ìåòîäîì öåïî÷åê ïîäàëãåáð, òî ìîæíî âñåãäà îáîéòèñü ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè
íå âûøå äâóõ. Ïî÷åìó? Êàêîé ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíû áóäóò ïîëó÷àòüñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà Ñàäýòîâà?

Êîììåíòàðèé. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ äîëæíû áûòü ïîëåçíû ðàáîòû Ì.Âåðíü [53], Â.Â.Òðîôèìîâà [34, 35]
è Ì.Â.Ìèëîâàíîâà [27].

8. Î ÄÐÓÃÎÉ ÏÎËÍÎÒÅ

Çäåñü ïîä ïîëíîòîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïîíèìàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðîäîëæåíèÿ òðàåêòîðèé ïî ïàðàìåòðó
íà âñþ ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ. Êîãäà ðå÷ü èäåò îá èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ëèóâèëëþ, ýòî óñëîâèå âñåãäà ïîäðàçó-
ìåâàåòñÿ è äëÿ ãàìèëüòîíèàíà, è äëÿ èíòåãðàëîâ. Â êîìïàêòíîì ñëó÷àå ïîëíîòà èìååò ìåñòî àâòîìàòè÷åñêè.
Â íåêîìïàêòíîé ñèòóàöèè âîçíèêàþò íåòðèâèàëüíûå âîïðîñû.

(8.a) ßâëÿþòñÿ ëè ïîëíûìè ñèñòåìû, ïîñòðîåííûå ìåòîäîì ñäâèãà àðãóìåíòà? Â ïåðâóþ î÷åðåäü íàäî ðàñ-
ñìîòðåòü ïîëóïðîñòîé íåêîìïàêòíûé ñëó÷àé.

(8.b) Àíàëîãè÷íûé âîïðîñ äëÿ ìåòîäà öåïî÷åê ïîäàëãåáð è ìåòîäà Ñàäýòîâà.
(8.c) Êàêîâà ñâÿçü ìåæäó ïîëíîòîé ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà ãðóïïå Ëè (èëè íà îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå)

è ïîëíîòîé ñîîòâåòñòâóþùåé ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû íà äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå àëãåáðû Ëè?

9. ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÀß ÒÎ×ÍÎÑÒÜ ÔÎÐÌÛ ÊÈÐÈËËÎÂÀ

Ñ.Ò.Ñàäýòîâ äîêàçàë òåîðåìó î òîì, ÷òî ôîðìà Êèðèëëîâà ω òî÷íà â êëàññå ðàöèîíàëüíûõ ôîðì (ñì. [31, 32]).
Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàçîáðàòü äîêàçàòåëüñòâî è íàéòè ÿâíî ðàöèîíàëüíóþ 1-ôîðìó α òàêóþ, ÷òî
ω = dα, äëÿ èíòåðåñíûõ ïðèìåðîâ àëãåáð Ëè. Çäåñü íàèáîëåå èíòåðåñåí ñëó÷àé êîìïàêòíûõ àëãåáð Ëè, äëÿ
êîòîðûõ ôîðìà Êèðèëëîâà çàâåäîìî íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé â ãëàäêîì ñëó÷àå.

Êîììåíòàðèé. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åíû À.Ñ.Âîðîíöîâûì [13].

II. Îïåðàòîðû Ìèùåíêî�Ôîìåíêî
Ýòîò ðàçäåë ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ïðåäûäóùåãî. Â íåì ñîáðàíû çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ

îäíîé îáùåé êîíñòðóêöèåé (êîòîðàÿ íå îáñóæäàëàñü â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå) èç òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì
íà àëãåáðàõ Ëè. Ýòè çàäà÷è âûäåëåíû â îòäåëüíûé ðàçäåë åùå è ïîòîìó, ÷òî â ïîñëåäíåå âðåìÿ À.Â.Áîëñèíîâûì
è Â.Ñ.Ìàòâååâûì áûëè îáíàðóæåíû èíòåðåñíûå ñâÿçè ýòîé êîíñòðóêöèè ñ òåîðèåé ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíòíûõ
ìåòðèê (ñì. [42]).

Îïåðàòîðîì Ìèùåíêî�Ôîìåíêî íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð èç g∗ â g (ãäå g � àëãåáðà Ëè) òàêîé,
÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé êâàäðàòè÷íûé ãàìèëüòîíèàí äàåò ñèñòåìó, êîòîðàÿ èíòåãðèðóåìà ïðè ïîìîùè ìåòîäà
ñäâèãà àðãóìåíòà.

Òàêèå îïåðàòîðû áûëè ââåäåíû è èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ À.Ñ.Ìèùåíêî è À.Ò.Ôîìåíêî (ñì. [29], à òàêæå ãëàâó 8
êíèãè [36]).

10. ÎÁÎÁÙÅÍÈß ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÎÉ ÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈÈ

Â ðàáîòå [29] ïðèâåäåíî ÿâíîå îïèñàíèå êîìïàêòíîé è íîðìàëüíîé ñåðèé îïåðàòîðîâ Ìèùåíêî�Ôîìåíêî (äëÿ
âåùåñòâåííûõ ïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè). Ïðè ýòîì ýëåìåíò a ∈ g∗, íà êîòîðûé ïðîèçâîäèòñÿ ñäâèã äëÿ èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, ïðåäïîëàãàåòñÿ �ýëåìåíòîì îáùåãî ïîëîæåíèÿ� (ôàêòè÷åñêè,
ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåãóëÿðíûå ïîëóïðîñòûå ýëåìåíòû).

×òîáû ïîäðîáíåå èçó÷èòü îïåðàòîðû Ìèùåíêî�Ôîìåíêî â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè (ò. å. êàê ïðîèçâîëüíûå
ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû èç g∗ â g, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû èíòåãðèðóåìû
ïðè ïîìîùè ñäâèãà àðãóìåíòà), íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è.

(10.a) Â ïîëóïðîñòîì ñëó÷àå îïèñàòü îïåðàòîðû Ìèùåíêî�Ôîìåíêî äëÿ ñäâèãîâ íà íåïîëóïðîñòûå ýëåìåí-
òû.

(10.b) ßâíî îïèñàòü îïåðàòîðû Ìèùåíêî�Ôîìåíêî â íåïîëóïðîñòîì ñëó÷àå.

3



Êîììåíòàðèé. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ ìîãóò áûòü ïîëåçíû ðàáîòû [24, 30], â êîòîðûõ, â ÷àñòíîñòè, äîêàçà-
íî, ÷òî äëÿ ïîëóïðîñòîé àëãåáðû ïðè ñäâèãå íà ïîëóïðîñòîé ýëåìåíò âñå îïåðàòîðû Ìèùåíêî�Ôîìåíêî èìåþò
âèä, óêàçàííûé â ðàáîòå [29].

11. ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÎÑÒÜ

Ñîãëàñíî [29], îïåðàòîð Ìèùåíêî�Ôîìåíêî â ïîëóïðîñòîì ñëó÷àå (ò. å. äëÿ ïîëóïðîñòîé âåùåñòâåííîé àë-
ãåáðû Ëè g) çàäàåòñÿ òðåìÿ (äëÿ êîìïàêòíîé ñåðèè) èëè äâóìÿ (äëÿ íîðìàëüíîé ñåðèè) ïàðàìåòðàìè.

Âîïðîñ. Ìîæíî ëè ïî îïåðàòîðó Ìèùåíêî�Ôîìåíêî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü ýòè ïàðàìåòðû? Ðàññìîòðåòü
îòäåëüíî ñëó÷àè ñäâèãà íà ïîëóïðîñòîé è íåïîëóïðîñòîé ýëåìåíòû.

Êîììåíòàðèé. Ýòîò âîïðîñ î÷åíü âàæåí â òåîðèè ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíòíûõ ìåòðèê.
Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû íà ýòó òåìó ïîëó÷åíû À.Þ.Êîíÿåâûì [21]

12. ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÅ ÒÎ×ÊÈ

Ïîñêîëüêó ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû, îïðåäåëÿåìûå ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ Ìèùåíêî�Ôîìåíêî, ñâÿçàíû ñ àë-
ãåáðàìè Ëè, íåêîòîðûå èõ òîïîëîãè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìîæíî ïîïûòàòüñÿ îïèñàòü â òåðìèíàõ ñàìîé àëãåá-
ðû Ëè.

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïåðàòîðó Ìèùåíêî�Ôîìåíêî, èíòåãðèðóåòñÿ ìåòîäîì
ñäâèãà àðãóìåíòà ïðè ñäâèãå íà ïîëóïðîñòîé ðåãóëÿðíûé ýëåìåíò èç ñàìîé àëãåáðû Ëè, Þ.À.Áðàèëîâ äîêàçàë,
÷òî ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè òàêîé ñèñòåìû áóäóò â òî÷íîñòè ïåðåñå÷åíèÿ îðáèòû ñ êàðòàíîâñêîé ïîäàëãåá-
ðîé [11, 45].

Èíòåðåñíî áûëî áû ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íîå (ò. å. â òåðìèíàõ àëãåáðû Ëè) îïèñàíèå ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê äëÿ
äðóãèõ ñëó÷àåâ.

(12.a) Îïèñàòü ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ïðè ñäâèãå íà íåïîëóïðîñòûå ýëåìåíòû.
(12.b) ×òî áóäåò â ñëó÷àå íîðìàëüíîé ñåðèè, êîãäà ñäâèã áåðåòñÿ íà ýëåìåíò èç áîëüøåé àëãåáðû?
(12.c) Îïðåäåëèòü òèïû ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê è óñëîâèÿ èõ íåâûðîæäåííîñòè.
Êîììåíòàðèé. Ïî ïîâîäó çàäà÷è b) íåäàâíî ïîëó÷åí íåêîòîðûé ðåçóëüòàò [44], ñîãëàñíî êîòîðîìó äëÿ ñåðèè

Ýéëåðà�Ìàíàêîâà âñå òî÷êè ðàíãà 0 ñóòü ïåðåñå÷åíèÿ îðáèò ñ ïîäàëãåáðàìè Êàðòàíà ñïåöèàëüíîãî âèäà.

13. ÐÅÇÎÍÀÍÑÍÎÑÒÜ

Îáùèé âîïðîñ. ßâëÿþòñÿ ëè ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðàì Ìèùåíêî�Ôîìåíêî, ðå-
çîíàíñíûìè?

Ïðåæäå ÷åì èñêàòü îòâåò íà ýòîò âîïðîñ, ïîëåçíî ðåøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.
(13.a) Ðàññìîòðåòü ëèíåàðèçàöèþ ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùåé îïåðàòîðó Ìèùåíêî�Ôîìåíêî, â ñòàöèîíàðíûõ

òî÷êàõ è íàéòè óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåðåçîíàíñíîé.
Ñôîðìóëèðóåì åùå îäèí âîïðîñ, ñâÿçàííûé ñ ðåçîíàíñíîñòüþ (â íåñêîëüêî äðóãîì ñìûñëå).
(13.b) Îïèñàòü êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè (ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðàì Ìèùåíêî�Ôîìåíêî), êîòîðûå ÿâëÿ-

þòñÿ ðåçîíàíñíûìè â àëãåáðàè÷åñêîì ñìûñëå, ò. å. äëÿ êîòîðûõ àííóëÿòîð áîëüøå îáû÷íîãî.
Êîììåíòàðèé. Ë.Ã. Ðûáíèêîâ äîêàçàë [30], ÷òî êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè èç ñåìåéñòâà, ïîëó÷åííîãî ñäâèãîì

àðãóìåíòà, ïîçâîëÿþò îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü âñå îñòàëüíûå ôóíêöèè ýòîãî ñåìåéñòâà (âçÿòèåì àííóëÿòîðà).
Ýòî � óòâåðæäåíèå îá àëãåáðàè÷íîé ñîâìåñòíîé íåðåçîíàíñíîñòè. Ïîñëåäíèé âîïðîñ ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü
òàê: ÷òî ìîæíî óòâåðæäàòü, åñëè âçÿòü âñåãî îäíó êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ?

14. ÎÄÈÍ ÊÎÍÊÐÅÒÍÛÉ ÏÐÈÌÅÐ

Äëÿ àëãåáðû Ëè sp(2n,R) èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ èíòåðåñíàÿ ñåðèÿ ñîãëàñîâàííûõ ñêîáîê Ïóàññîíà. Ðåàëèçóåì
sp(2n,R) êàê ïðîñòðàíñòâî ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö, à êîììóòàòîð çàäàäèì ôîðìóëîé [X,Y ]A = XAY − Y AX,
ãäå A � êîñîñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà. Åñëè îíà íåâûðîæäåíà, òî òàêîé êîììóòàòîð çàäàåò â òî÷íîñòè ñèìïëåêòè-
÷åñêóþ àëãåáðó Ëè. Âñå ýòè ñêîáêè ñîãëàñîâàíû è ïîçâîëÿþò, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòðîèòü ïðèìåðû èíòåãðèðóåìûõ
ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì (â òîì ÷èñëå ñ êâàäðàòè÷íûìè ãàìèëüòîíèàíàìè).

(14.a) Ñâÿçàíà ëè ýòà êîíñòðóêöèÿ ñ ìåòîäîì ñäâèãà àðãóìåíòà? Ñîîòâåòñòâóþò ëè ïîëó÷åííûå òàêèì ñïî-
ñîáîì êâàäðàòè÷íûå ãàìèëüòîíèàíû îïåðàòîðàì Ìèùåíêî�Ôîìåíêî?

(14.b) Àíàëîãè÷íûé âîïðîñ äëÿ ëèåâà ïó÷êà íà gl(n,R).
Êîììåíòàðèé. Î÷åíü ïîõîæèå âîïðîñû îáñóæäàþòñÿ â ðàáîòå [47]. Â ýòîé ðàáîòå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïîñòðî-

åííûé ïðèìåð èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû íà sp(2n,R) íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáùåé êîíñòðóêöèè Ìèùåíêî�
Ôîìåíêî. Îäíàêî, ïî íàøåìó ìíåíèþ, ýòîò âîïðîñ íóæäàåòñÿ â äîïîëíèòåëüíîì èññëåäîâàíèè.

III. Îñîáåííîñòè îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ îñîáåííîñòÿìè îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëü-
òîíîâûõ ñèñòåì, ñîäåðæàòñÿ â êíèãå [7] è â ñòàòüå [43]. Êðîìå òîãî, â ñòàòüå [43] íåêîòîðûå èç ïåðå÷èñëåííûõ
íèæå çàäà÷ îáñóæäàþòñÿ áîëåå ïîäðîáíî.

15. ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÀß ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÔÎÊÓÑÍÛÕ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÅÉ

Âîïðîñ. Êàêèìè áûâàþò ÷èñòî ôîêóñíûå îñîáåííîñòè ðàíãà 0 â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè? Âåðíî ëè,
÷òî òàêàÿ îñîáåííîñòü ñëîæíîñòè 1 åäèíñòâåííà?

Êîììåíòàðèé. Ïî òåîðåìå Í.Ò. Çóíãà ([54], Theorem 7.3) òàêèå îñîáåííîñòè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ïî÷òè
ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ Fk1 × · · · × Fkl

/G, ãäå Fk � ÷åòûðåõìåðíàÿ (ñòàíäàðòíàÿ) ôîêóñíàÿ îñîáåííîñòü ñëîæ-
íîñòè k. Ïîñêîëüêó ëþáàÿ îñîáåííîñòü äîïóñêàåò åñòåñòâåííîå äåéñòâèå îêðóæíîñòè (è, ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé
öèêëè÷åñêîé ãðóïïû), òî âàðèàíòîâ ìîæíî ïðèäóìàòü î÷åíü ìíîãî. Êàêèå èç íèõ äàþò ãîìåîìîðôíûå îñî-
áåííîñòè? Ïî Çóíãó ([54], Proposition 7.4) òàêàÿ ìîäåëü (ò. å. ïðåäñòàâëåíèå îñîáåííîñòè â âèäå ïî÷òè ïðÿìîãî
ïðîèçâåäåíèÿ) îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà, åñëè êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû G äåéñòâóåò íåòðèâèàëüíî õîòÿ áû íà äâóõ
ñîìíîæèòåëÿõ. Íà ñàìîì äåëå, ýòî íåâåðíî. Ãèïîòåçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ îäíîçíà÷íîñòè ìîäåëè äîñòàòî÷íî
çàïðåòèòü äåéñòâèå îêðóæíîñòè.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è.
(15.a) Îïèñàòü ïîëíóþ ãðóïïó ñèììåòðèé ôîêóñíîé îñîáåííîñòè.
(15.b) Íàéòè óñëîâèÿ äëÿ äåéñòâèÿ ãðóïïû íà ôîêóñíîé êîìïîíåíòå, ãàðàíòèðóþùèå îäíîçíà÷íîñòü (ìè-

íèìàëüíîé) ìîäåëè. (Ñì. òàêæå çàäà÷ó 19.)
(15.c) Ïîëó÷èòü ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ ÷èñòî ôîêóñíûõ îñîáåííîñòåé (ïðîèçâîëüíîé ñëîæíîñòè).
(15.d) Àíàëîãè÷íûé âîïðîñ äëÿ ôîêóñíûõ îñîáåííîñòåé ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà (ò. å. ñ êîëüöåâûìè êîìïîíåí-

òàìè).

16. ÏÐÅÏßÒÑÒÂÈß Ê ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÞ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÅÉ ÒÈÏÀ ÔÎÊÓÑ-ÔÎÊÓÑ

Â ñëó÷àå äâóõ ñòåïåíåé ñâîáîäû èìååòñÿ ñëåäóþùåå ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ôîêóñíûõ îñîáåííîñòåé ñëîæ-
íîñòè 1 îò îñîáåííîñòåé áîëüøåé ñëîæíîñòè. Îñîáåííîñòü òèïà ôîêóñ-ôîêóñ ñëîæíîñòè 1 ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé
â òîì ñìûñëå, ÷òî îíà âêëàäûâàåòñÿ â R4. Îñîáåííîñòü áîëüøåé ñëîæíîñòè â R4 íå âêëàäûâàåòñÿ, ïîñêîëüêó åå
îñîáûé ñëîé ñîñòîèò èç �öåïî÷êè� ëàãðàíæåâûõ (âëîæåííûõ) ñôåð, à ëàãðàíæåâûõ âëîæåíèé äâóìåðíîé ñôå-
ðû S2 â R4 íå ñóùåñòâóåò (ýòî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç òåîðåìû Ãðîìîâà î íåñóùåñòâîâàíèè òî÷íûõ ëàãðàíæåâûõ
ïîäìíîãîîáðàçèé â R2n).

Îáùèé âîïðîñ. Êàê ïî äàííîìó ñèìïëåêòè÷åñêîìó ìíîãîîáðàçèþ ïîíÿòü, êàêèå ôîêóñíûå îñîáåííîñòè îíî
äîïóñêàåò?

Êîììåíòàðèé. Îñîáûé ñëîé ôîêóñíîé îñîáåííîñòè (ñëîæíîñòè k ≥ 2) íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðà-
çèè M4 � ýòî öåïî÷êà èç k ëàãðàíæåâûõ (âëîæåííûõ) ñôåð, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðåàëèçóåò íåòðèâèàëüíûé
öèêë, ò. å. íåíóëåâîé ýëåìåíò â ãðóïïå äâóìåðíûõ ãîìîëîãèé H2(M4,Z). Ïðè ýòîì ñîñåäíèå ñôåðû òðàíñâåð-
ñàëüíî ïåðåñåêàþòñÿ ïî îäíîé òî÷êå, ÷èñëî ïåðåñå÷åíèÿ íåñîñåäíèõ ñôåð ðàâíî 0, à ÷èñëî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ äëÿ
êàæäîé èç ñôåð ðàâíî 2 (òàê êàê âñå ñôåðû ëàãðàíæåâû). Âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ ìàòðèöà Ãðàìà îòíîñèòåëüíî
ôîðìû ïåðåñå÷åíèÿ.

Ïåðâûé âîïðîñ, êîòîðûé çäåñü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü � ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèé.
(16.a) Äëÿ êàêèõ ôîðì ïåðåñå÷åíèÿ ñóùåñòâóåò íàáîð öåëî÷èñëåííûõ �âåêòîðîâ� ñ äàííîé ìàòðèöåé Ãðàìà?
Äàëåå, èç âèäà ìàòðèöû Ãðàìà ñëåäóåò, ÷òî íà ôèêñèðîâàííîì ìíîãîîáðàçèè M4 ñëîæíîñòü äîïóñòèìîé

îñîáåííîñòè òèïà ôîêóñ-ôîêóñ îãðàíè÷åíà. Ïðåæäå ÷åì èñêàòü îòâåò íà ñôîðìóëèðîâàííûé âûøå îáùèé âîïðîñ,
èíòåðåñíî áûëî áû ðàçîáðàòü êîíêðåòíûå ïðèìåðû �ïðîñòûõ� ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé.

(16.b) Ïîëó÷èòü òî÷íûå îöåíêè ñëîæíîñòè ôîêóñíîé îñîáåííîñòè äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, ÿâ-
ëÿþùèõñÿ ñâÿçíûìè ñóììàìè S2 × S2, CP 2 è CP 2 (= CP 2 ñ îáðàùåííîé îðèåíòàöèåé).

17. ÃËÀÄÊÈÅ ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÛ ÄËß ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÅÉ ÒÈÏÀ ÔÎÊÓÑ-ÔÎÊÓÑ

Èçâåñòíî, ÷òî îñîáåííîñòè òèïà ôîêóñ-ôîêóñ ñëîæíîñòè 1 äèôôåìîðôíû ìåæäó ñîáîé (ñì. [25, 55, 56, 7, 43]).
Îñîáåííîñòè òèïà ôîêóñ-ôîêóñ ñëîæíîñòè ≥ 2 ãîìåîìîðôíû, íî íå äèôôåîìîðôíû. Çàäà÷à ñîñòîèò â îïèñàíèè
ãëàäêèõ èíâàðèàíòîâ. Âåðîÿòíî, òàêèå èíâàðèàíòû ñóùåñòâóþò äëÿ êàæäîãî êëàññà ãëàäêîñòè.

Îáùèé âîïðîñ. Ïîëó÷èòü ãëàäêóþ êëàññèôèêàöèþ îñîáåííîñòåé ôîêóñ-ôîêóñ ïðîèçâîëüíîé ñëîæíîñòè. Èí-
òåðåñíî èññëåäîâàòü òàêæå àíàëèòè÷åñêèé ñëó÷àé.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åí À.Ì.Èçîñèìîâûì [19]. Îí ïîñòðîèë íåòðèâèàëüíûé ãëàäêèé
èíâàðèàíò (íàïðèìåð, äëÿ îñîáåííîñòè ñëîæíîñòè 2 ýòîò èíâàðèàíò åñòü ïðîñòî âåùåñòâåííîå ÷èñëî).

(17.a) Âåðíî ëè, ÷òî èíâàðèàíò Èçîñèìîâà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì â ñëó÷àå C1-ãëàäêîñòè?
(17.b) Îïèñàòü ëîêàëüíûå àâòîìîðôèçìû ñëîåíèÿ òèïà ôîêóñ-ôîêóñ, ò. å. äèôôåîìîðôèçìû, ïåðåâîäÿùèå

ñëîåíèå â ñåáÿ (ðàçóìååòñÿ, ñ âîçìîæíûì ïåðåìåøèâàíèåì ñëîåâ).
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Ìîæíî â êà÷åñòâå ýêâèâàëåíòíîñòè îñîáåííîñòåé ðàññìàòðèâàòü íå äèôôåîìîðôèçìû, à ñèìïëåêòîìîð-
ôèçìû. Òàêîé ïîäõîä ïðèâîäèò ê âîïðîñó î áîëåå òîíêîé êëàññèôèêàöèè ôîêóñíûõ îñîáåííîñòåé. Â ðàáîòå
Ñàí Âó Íãîêà [51] ïîñòðîåíû ñèìïëåêòè÷åñêèå èíâàðèàíòû îñîáåííîñòåé òèïà ôîêóñ-ôîêóñ ñëîæíîñòè 1.

(17.c) Îïèñàòü ïîëíûé íàáîð ñèìïëåêòè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ îñîáåííîñòåé òèïà ôîêóñ-ôîêóñ ïðîèçâîëüíîé
ñëîæíîñòè.

18. ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÀß ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÑÅÄËÎÂÛÕ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÅÉ ÐÀÍÃÀ 0 ÑËÎÆÍÎÑÒÈ 1

(18.a) Êëàññèôèöèðîâàòü (ñ òî÷íîñòüþ äî ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè) ñåäëîâûå îñîáåííîñòè ðàíãà 0
ñëîæíîñòè 1 äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.

Êîììåíòàðèé. Â ðàçìåðíîñòè 4 ýòà çàäà÷à áûëà ðåøåíà Ë.Ì.Ëåðìàíîì è ß.Ë.Óìàíñêèì [22], à â ðàçìåð-
íîñòè 6 � Â.Â.Êàëàøíèêîâûì [20]. Ïîëó÷åííûå èìè ñïèñêè (4 îñîáåííîñòè äëÿ ðàçìåðíîñòè 4 è 32 îñîáåííîñòè
äëÿ ðàçìåðíîñòè 6) ñîäåðæàòñÿ â êíèãå [7] (ñì. òàêæå [43]).

Ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê êëàññèôèêàöèè ñåäëîâûõ îñîáåííîñòåé ðàíãà 0 (íå òîëüêî ñëîæíîñòè 1) îïèñàíû â
ñëåäóþùèõ ñòàòüÿõ: Ë.Ì.Ëåðìàí, ß.Ë.Óìàíñêèé [22]; À.Â.Áîëñèíîâ [41]; Í.Ò. Çóíã [54]; Â.Â.Êàëàøíèêîâ [20];
Â.Ñ.Ìàòâååâ, À.À.Îøåìêîâ [26] (ñì. òàêæå [7] è [43]).

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå Â.Â.Êàëàøíèêîâà [20] åñòü òåîðåìà, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî â êà÷åñòâå êîìïîíåíò ïî÷òè
ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ (äëÿ ñåäëîâûõ îñîáåííîñòåé ðàíãà 0 ñëîæíîñòè 1) äîñòàòî÷íî áðàòü ëèøü ñëåäóþùèå
4 àòîìà: B, C2, D2, P4. Ýòî îäèí èç àðãóìåíòîâ â ïîëüçó òîãî, ÷òî êëàññèôèêàöèÿ (èìåííî äëÿ ñëîæíîñòè 1)
âïîëíå îáîçðèìà äëÿ ëþáîé ðàçìåðíîñòè.

Âåñüìà âåðîÿòíî, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî Êàëàøíèêîâà ìîæíî ñäåëàòü áîëåå ïîíÿòíûì, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, ïîç-
âîëèëî áû îïèñàòü àòîìû, êîòîðûå ìîãóò áûòü êîìïîíåíòàìè ïî÷òè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ ñëîæíîñòè
2, 3, è ò. ä.

(18.b) Ïîïûòàòüñÿ óïðîñòèòü (âîçìîæíî, èçëîæèòü â äðóãèõ òåðìèíàõ) äîêàçàòåëüñòâî Êàëàøíèêîâà è
ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ñëîæíîñòè 2.

19. ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÅ (ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÈÅ) ÌÎÄÅËÈ

Â ðàáîòå Í.Ò. Çóíãà ñôîðìóëèðîâàíî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî êàæäàÿ îñîáåííîñòü òèïà ïî÷òè ïðÿìîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ èìååò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííóþ ìèíèìàëüíóþ ìîäåëü ([54], Proposition 7.4). Äëÿ îñîáåííîñòåé íåíóëå-
âîãî ðàíãà ýòî óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îñîáåííîñòåé ðàíãà 0 òîæå (ñì. çàäà÷ó 15). Òåì íå ìåíåå,
ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà õàðàêòåð äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà êîìïîíåíòàõ (êîå-êàêèå äåé-
ñòâèÿ íóæíî çàïðåòèòü) â ñëó÷àå ðàíãà 0, ïî-âèäèìîìó, ìîæíî êîððåêòíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ìèíèìàëüíîé
ìîäåëè.

(19.a) Êàê îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíóþ ìîäåëü äëÿ îñîáåííîñòåé ðàíãà 0? (×àñòíûé ñëó÷àé ýòîãî âîïðîñà �
çàäà÷à (15.b).)

(19.b) Äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü ìèíèìàëüíîé ìîäåëè äëÿ ñåäëîâûõ îñîáåííîñòåé ðàíãà 0 è óêàçàòü êàíî-
íè÷åñêèé ñïîñîá èõ ïîñòðîåíèÿ.

(19.c) Íåëüçÿ ëè îïðåäåëèòü êàêóþ-òî êàíîíè÷åñêóþ (ïóñòü äàæå íå ìèíèìàëüíóþ) ìîäåëü â ñëó÷àå ïðîèç-
âîëüíîãî ðàíãà?

(19.d) Â êàêèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî äàòü îïèñàíèå âñåõ ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé? (Ïðèìåð òàêîé ñèòóàöèè � äóáëè
äëÿ 3-àòîìîâ; ñì. � 3.5 â [7].)

20. ÍÅÂÛÐÎÆÄÅÍÍÛÅ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÌÀËÎÉ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÄËß ÒÐÅÕ ÑÒÅÏÅÍÅÉ ÑÂÎÁÎÄÛ

(20.a) Ñîñòàâèòü ïîëíûé ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ îñîáåííîñòåé ñëîæíîñòè 1 è 2 äëÿ òðåõ ñòåïåíåé ñâîáîäû.
(20.b) Ïîëó÷èòü èõ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ïî÷òè ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé.
(20.c) Îïèñàòü òîïîëîãèþ ëèóâèëëåâà ñëîåíèÿ â ðàñøèðåííûõ îêðåñòíîñòÿõ òàêèõ îñîáåííîñòåé (â ÷àñòíî-

ñòè, ïåðåñòðîéêè òîðîâ è ìîíîäðîìèþ � àíàëîã êðóãîâûõ ìîëåêóë).
Êîììåíòàðèé. Ýòîò âîïðîñ îáñóæäàëñÿ â äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè ß.Ë.Óìàíñêîãî [37].
Ñåäëîâûå îñîáåííîñòè ñëîæíîñòè 1 ðàíãà 0 (äëÿ òðåõ ñòåïåíåé ñâîáîäû) ïåðå÷èñëåíû â ðàáîòå

Â.Â.Êàëàøíèêîâà [20] (32 øòóêè); äëÿ êëàññèôèêàöèè ñåäëîâûõ îñîáåííîñòåé ñëîæíîñòè 2 ðàíãà 0 ìîæíî
ïîïûòàòüñÿ èñïîëüçîâàòü òîò æå ïîäõîä (ñì. çàäà÷ó (18.b). Ñïèñîê ñòàòåé, ãäå îïèñàíû äðóãèå ïîäõîäû ñì. â çà-
äà÷å 18.

Ñåäëîâûå îñîáåííîñòè ðàíãà 2 îïèñàíû â ðàáîòå À.Ñ.Ëåðìîíòîâîé [23] (ñì. òàêæå � 5.1 â [43]).
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21. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÛÅ ÍÅÂÛÐÎÆÄÅÍÍÛÅ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ

Îñîáåííîñòü (íåðàñùåïèìàÿ) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé, åñëè îíà ñîõðàíÿåò ñâîé òîïîëîãè÷åñêèé (ïîñëîéíûé)
òèï ïðè ìàëûõ èíòåãðèðóåìûõ âîçìóùåíèÿõ. (Îáñóæäåíèå ïîíÿòèÿ ðàñùåïèìîñòè è ðàçëè÷íûå ïðèìåðû ðàñ-
ùåïèìûõ îñîáåííîñòåé ñì. â [7], � 9.9 è â [43], � 5.3.)

Îáùèé âîïðîñ. Êàêèå èç íåâûðîæäåííûõ (íåðàñùåïèìûõ) îñîáåííîñòåé ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè â ýòîì ñìûñ-
ëå?

Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî îñîáåííîñòè ñëîæíîñòè 1 óñòîé÷èâû. Êðîìå òîãî, êàê õîðîøî èçâåñòíî, â ñëó÷àå îäíîé
ñòåïåíè ñâîáîäû âñå îñîáåííîñòè (ñëîæíîñòè áîëüøå 1) íåóñòîé÷èâû. Ïîýòîìó ïðîñòåéøàÿ ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé
ìîãóò âîçíèêàòü íåòðèâèàëüíûå ïðèìåðû óñòîé÷èâûõ îñîáåííîñòåé � ýòî îñîáåííîñòè ñëîæíîñòè 2 äëÿ äâóõ
ñòåïåíåé ñâîáîäû.

(21.a) Âûÿñíèòü, êàêèå èç îñîáåííîñòåé ñëîæíîñòè 2 òèïà ñåäëî-ñåäëî (ò. å. 4-ìåðíûå ñåäëîâûå îñîáåííîñòè
ðàíãà 0) ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè.

Êîììåíòàðèé. Åñëè íåâûðîæäåííàÿ (íåðàñùåïèìàÿ) ñåäëîâàÿ îñîáåííîñòü ðàíãà 0 ñëîæíîñòè 2 ðàñïàäàåòñÿ
ïðè âîçìóùåíèè, òî â ðåçóëüòàòå ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ òîëüêî äâå íåâûðîæäåííûå ñåäëîâûå îñîáåííîñòè ðàíãà 0
ñëîæíîñòè 1. Ïîñêîëüêó èìåþòñÿ ïîëíûå ñïèñêè òàêèõ îñîáåííîñòåé (39 îñîáåííîñòåé ñëîæíîñòè 2 è 4 îñîáåí-
íîñòè ñëîæíîñòè 1; ñì. [7], � 9.5�9.7 è [43], � 5.2), òî ìîæíî ïåðåáðàòü âñå âàðèàíòû è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòü
ïðèìåðû òåõ îñîáåííîñòåé ñëîæíîñòè 2, äëÿ êîòîðûõ ðàñïàäåíèå íà äâå îñîáåííîñòè ñëîæíîñòè 1 íåâîçìîæíî.

(21.b) Îïèñàòü ëþáûå äðóãèå ïðèìåðû óñòîé÷èâûõ îñîáåííîñòåé.

22. ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ, ÍÅ ßÂËßÞÙÈÅÑß ÏÎ×ÒÈ ÏÐßÌÛÌÈ ÏÐÎÈÇÂÅÄÅÍÈßÌÈ

Èìååòñÿ ïðèìåð ðàñùåïèìîé íåâûðîæäåííîé îñîáåííîñòè òèïà ñåäëî-ñåäëî, îñîáûé ñëîé êîòîðîé ñîñòîèò èç
òðåóãîëüíèêîâ è øåñòèóãîëüíèêîâ (ïðèìåð 4 â � 5.3 ðàáîòû [43]). Ýòà îñîáåííîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïðÿìûì
ïðîèçâåäåíèåì (îñîáûé ñëîé îñîáåííîñòè òèïà ñåäëî-ñåäëî, ÿâëÿþùåéñÿ ïî÷òè ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì, �ñêëååí�
èç êâàäðàòîâ). Îíà íåóñòîé÷èâà è ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè ðàñïàäàåòñÿ íà òðè îñîáåííîñòè ñëîæíîñòè 2.

(22.a) Ñóùåñòâóþò ëè óñòîé÷èâûå �øåñòèóãîëüíûå� (íåêâàäðàòíûå) îñîáåííîñòè?
(22.b) Ìîæíî ëè íàéòè òàêèå îñîáåííîñòè ñëîæíîñòè 3? (Â ïðèìåðå, îïèñàííîì â [43], îñîáåííîñòü èìååò

ñëîæíîñòü 6.)
(22.c) Äîêàçàòü, ÷òî òàêèõ îñîáåííîñòåé ñëîæíîñòè 2 íå áûâàåò.

23. ÊÐÓÃÎÂÛÅ ÌÎËÅÊÓËÛ ÊÀÊ ÏÎËÍÛÅ ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÛ

Í.Ò. Çóíãîì áûëà âûñêàçàíà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèé òèï íåâûðîæäåííîé îñîáåííîñòè ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé ñîñåäíèõ îñîáåííîñòåé êîðàíãà îäèí. Áîëåå ñëàáîå óòâåðæäåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî
îñîáåííîñòü âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñâîåé ãðàíèöå. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ðàññìàòðèâàåì íàñûùåííóþ îêðåñòíîñòü
îñîáîãî ñëîÿ, çàòåì áåðåì åå ãðàíèöó. Íà ãðàíèöå èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ ñòðóêòóðà ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ. Ãèïîòåçà
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòî ñëîåíèå (íà ãðàíèöå) ïîçâîëÿåò ðåêîíñòðóèðîâàòü òîïîëîãèþ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ âî âñåé
îêðåñòíîñòè.

Îáå ãèïîòåçû íåâåðíû, êàê ïîêàçûâàåò êîíòðïðèììåð À.Â. Ãðàáåæíîãî (ñì. [16], à òàêæå [43], � 7.3).
Òåì íå ìåíåå, îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î òîì, ïðè êàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ãèïîòåçà âåðíà.

Äðóãèìè ñëîâàìè, â êàêèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü âåðíóþ ãèïîòåçó î òîì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèé òèï
îñîáåííîñòè (íåêîòîðîãî ñïåöèàëüíîãî âèäà) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êðóãîâîé ìîëåêóëîé? Íàïðèìåð, äëÿ âñåõ
îñîáåííîñòåé òèïà ñåäëî-ñåäëî ñëîæíîñòè 2 êðóãîâûå ìîëåêóëû ðàçëè÷íû, ò. å. îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ñàìó
îñîáåííîñòü (ñì. òàáëèöó 9.1 â [7] èëè òàáëèöó 3 â [43]).

24. ÒÎ×ÍÎÑÒÜ ÑÈÌÏËÅÊÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ Â ÎÊÐÅÑÒÍÎÑÒÈ ÎÑÎÁÎÃÎ ÑËÎß

(24.a) Äîêàçàòü, ÷òî ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà òî÷íà â îêðåñòíîñòè îñîáîãî ñëîÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ. (ðàçî-
áðàòü äâà ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ: íåâûðîæäåííàÿ îñîáåííîñòü è âûðîæäåííàÿ).

(24.b) Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî ôîðìà äåéñòâèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü íà îñîáîì ñëîå (ýêçàêòíîñòü)?
Êîììåíòàðèé. Ñêîðåå âñåãî, â âûðîæäåííîé ñèòóàöèè ìîãóò âîçíèêàòü ïàòîëîãè÷åñêèå ïðèìåðû (ðàññìîò-

ðåòü êîíñòðóêöèþ ñ ðàçáèåíèåì åäèíèöû). Âåðîÿòíî, ÷òîáû èõ èñêëþ÷èòü, äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü ñòðàòèôèêàöèè
îñîáîãî ñëîÿ, ãäå êàæäûé ñòðàò èçîòðîïåí.

Â îêðåñòíîñòè âëîæåííîãî ëàãðàíæåâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ îáà óòâåðæäåíèÿ âåðíû.
(24.c) Âåðíû ëè îáà óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïîãðóæåííûõ ëàãðàíæåâûõ ïîäìíîãîîáðàçèé (áåç âñÿêîé ñâÿçè ñ

îñîáåííîñòÿìè)?
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25. ÈÇÎËÈÐÎÂÀÍÍÎÅ ÎÑÎÁÎÅ ÇÍÀ×ÅÍÈÅ Â ÑËÓ×ÀÅ ÒÐÅÕ ÑÒÅÏÅÍÅÉ ÑÂÎÁÎÄÛ

Ìîæåò ëè â ñëó÷àå òðåõ ñòåïåíåé ñâîáîäû áûòü èçîëèðîâàííîå îñîáîå çíà÷åíèå (ðàçóìååòñÿ, âûðîæäåííîå)?
Áîëåå òî÷íî. Ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåãðèðóåìàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è ñîîòâåò-

ñòâóþùåå îòîáðàæåíèå ìîìåíòà. Îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà òðåõìåðåí. Ìîæåò ëè â îáðàçå áûòü èçîëèðî-
âàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà (îñîáîå çíà÷åíèå), àíàëîãè÷íî ôîêóñíîé òî÷êè äëÿ äâóõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. Òðèâèàëüíûé
ïðèìåð ñòðîèòñÿ (óñòðàíèìàÿ îñîáåííîñòü).

26. ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÀß ÒÐÀÅÊÒÎÐÈß Â ÇÀÌÛÊÀÍÈÈ ÎÐÁÈÒÛ ÃÎÌÅÎÌÎÐÔÍÎÉ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ

Ìîæåò ëè â èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìå îðáèòà, ãîìåîìîðôíàÿ ïëîñêîñòè, èìåòü â çàìûêàíèè ïåðèîäè÷åñêóþ
òðàåêòîðèþ (àíàëèòè÷åñêèé è íåàíàëèòè÷åñêèé ñëó÷àé)?

Ïåðåôîðìóëèðîâêà: ìîæåò ëè îñîáàÿ òðàåêòîðèÿ ñîäåðæàòü â ñâîåé òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè êóñêè äâóìåðíûõ
îðáèò, ãîìåîðôíûõ ïëîñêîñòè. Âîïðîñ ñâÿçàí ñ ñóùåñòâîâàíèåì ãàìèëüòîíîâà äåéñòâèÿ (ïåðèîäè÷åñêîãî èíòå-
ãðàëà) â îêðåñòíîñòè ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè. Ðå÷ü èäåò, ðàçóìååòñÿ, î ïîñëîéíîì äåéñòâèè. Âî âñåõ èçâåñò-
íûõ íàì ñëó÷àÿõ òàêîå äåéñòâèå ñóùåñòâóåò. Â íåâûðîæäåííîé ñèòóàöèè ýòî òåîðåìà Çóíãà, â âûðîæäåííîé �
íàáëþäåíèå. Ñóùåñòâîâàíèå ïðèìåðà, î êîòîðîì èäåò ðå÷ü â çàäà÷å, äàâàëî áû ïðåïÿòñòâèÿ ê S1-äåéñòâèþ.

27. ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÅ ÑÈÌÏËÅÊÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÛ

Ñêàæåì, ÷òî äâå îñîáåííîñòè d-ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëîéíûé äèôôåîìîðôèçì ξ òàêîé, ÷òî
ω1 è ξ∗ω2 ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñòðóêòóð, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ
ñëîè ëàãðàíæåâû. (Äðóãèìè ñëîâàìè, îäíà ñèñòåìà ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîé äåôîðìàöèåé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóê-
òóðû.)

Î÷åâèäíî, ýòî îòíîøåíèå d-ýêâèâàëåíòíîñòè ñèëüíåå, ÷åì ëèóâèëëåâà ýêâèâàëåíòíîñòü (äëÿ êîòîðîé òðåáó-
åòñÿ ïðîñòî ñóùåñòâîâàíèå ïîñëîéíîãî äèôôåîìîðôèçìà). Ïîýòîìó, àïðèîðè, êëàññîâ d-ýêâèâàëåíòíîñòè ìîæåò
áûòü áîëüøå, ÷åì êëàññîâ ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Âîïðîñ. Âûÿñíèòü, íàñêîëüêî áîëüøå êëàññîâ d-ýêâèâàëåíòíîñòè áóäåò äëÿ îñîáåííîñòåé, ñïèñêè êîòîðûõ
èçâåñòíû (ìàëàÿ ðàçìåðíîñòü è ìàëàÿ ñëîæíîñòü), è ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûå ñïèñêè äëÿ òàêèõ îñîáåííîñòåé,
ðàññìàòðèâàåìûõ ñ òî÷íîñòüþ äî d-ýêâèâàëåíòíîñòè.

Êîììåíòàðèé. 1) Êàê ëåãêî âèäåòü, â ñëó÷àå îäíîé ñòåïåíè ñâîáîäû êàæäîìó íåçåðêàëüíîìó àòîìó ñîîò-
âåòñòâóåò äâà êëàññà d-ýêâèâàëåíòíîñòè, à êàæäîìó çåðêàëüíîìó àòîìó � îäèí.

2) Êîëè÷åñòâî íåâûðîæäåííûõ îñîáåííîñòåé òèïà ñåäëî-ñåäëî ñëîæíîñòè 2 (ïðè çàìåíå ëèóâèëëåâîé ýêâè-
âàëåíòíîñòè íà d-ýêâèâàëåíòíîñòü), ïî-âèäèìîìó, óâåëè÷èòñÿ. Äëÿ ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè èõ 39 (ñì. [7],
à òàêæå [43]), à äëÿ d-ýêâèâàëåíòíîñòè � 41 (ýòîò ðåçóëüòàò íå ïðîâåðåí è íå îïóáëèêîâàí).

IV. Ïðèìåðû èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì
Â çàäà÷àõ ýòîãî ðàçäåëà ðå÷ü èäåò î êîíêðåòíûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåìàõ (ãåîäåçè÷åñêèå ïîòîêè, íàòóðàëü-

íûå ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû, ìíîãîìåðíûå îáîáùåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ ìåõàíèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè).
Âîïðîñû, âîçíèêàþùèå ïðè èññëåäîâàíèè ýòèõ ñèñòåì, ñâÿçàíû êàê ñ ìåõàíèçìàìè èõ èíòåãðèðóåìîñòè, òàê è
ñ òîïîëîãèåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèóâèëëåâûõ ñëîåíèé.

28. ÍÎÂÛÅ ÈÍÒÅÃÐÈÐÓÅÌÛÅ ÃÅÎÄÅÇÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÎÒÎÊÈ ÍÀ ÑÔÅÐÀÕ

Íåäàâíî (â ðàáîòàõ À.Â.Áîðèñîâà, È.Ñ.Ìàìàåâà, Â.Â.Ñîêîëîâà) íà àëãåáðå Ëè so(4) áûëè îáíàðóæåíû
íîâûå ïðèìåðû èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñ êâàäðàòè÷íûìè ãàìèëüòîíèàíàìè (àíàëîã ñëó÷àÿ Êîâàëåâñêîé). Ñî-
ãëàñíî îáùåé êîíñòðóêöèè êàæäàÿ òàêàÿ ñèñòåìà èíäóöèðóåò èíòåãðèðóåìûé ïîòîê ëåâîèíâàðèàíòíîé ìåòðèêè
íà ãðóïïå SO(4) è íà ëþáîì åå îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå. Íàïðèìåð, íà ñôåðå S3. Èíòåðåñíî áûëî áû ñðàâ-
íèòü ìåæäó ñîáîé ýòè ãåîäåçè÷åñêèå ïîòîêè íà ñôåðå. Ðàçíûå îíè èëè îäèíàêîâûå? ×òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî
òîïîëîãèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèóâèëëåâûõ ñëîåíèé? Ìû çíàåì òîïîëîãèþ ñèñòåì íà so(4). Êàê ýòà èíôîðìà-
öèÿ îòðàæàåòñÿ íà òîïîëîãèè ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ? Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà (äëÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ)
áóäåò äâóìåðíîé â ñèëó îäíîðîäíîñòè. Ïîñòðîèòü åå.

Êîììåíòàðèé. Ôîðìóëû äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãàìèëüòîíèàíîâ è èíòåãðàëîâ ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ
Â.Â.Ñîêîëîâà, À.Â.Áîðèñîâà, È.Ñ.Ìàìàåâà [33, 9]; ñì. òàêæå êíèãó [8] è ñòàòüþ Ì.Àäëåðà, Ï.Âàí Ìåðáåêå [40].

29. ÈÍÒÅÃÐÀËÛ ÑÒÅÏÅÍÈ 3 È 4 ÍÀ ÑÔÅÐÅ

Â íåäàâíåé ðàáîòå Ìàòâååâà è Äóëëèíà [9] áûë ïîñòðîåí íîâûé ÿâíûé ïðèìåð íàòóðàëüíîé ñèñòåìû íà
äâóìåðíîé ñôåðå ñ èíòåãðàëîì ñòåïåíè 3. Â ðàáîòå, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî ýòà ñèñòåìà îòëè÷íà îò èçâåñòíûõ.
Çàäà÷à ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè òîïîëîãèè ñèñòåìû (áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà, ìîëåêóëû, ïðîåêöèè òîðîâ íà
êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî). Ýòîò âîïðîñ áûë ïîäðîáíî èññëåäîâàí Ìîñêâèíûì (ñì. äèïëîì).

8



Åñòü ðàáîòà Öûãàíîâà [10] ñ íåêîé õîðîøåé çàìåíîé. Çàìåíà ìîæåò ïîìî÷ü óïðîñòèòü è ïðîÿñíèòü âû÷èñ-
ëåíèÿ Ìîñêâèíà, à òàêæå äîâåñòè äî êîíöà èññëåäîâàíèå ýòîé çàäà÷è (ó Ìîñêâèíà èññëåäîâàí íå ñàìûé îáùèé
ñëó÷àé).

Ó Öûãàíîâà åñòü òàêæå ðàáîòà [11], â êîòîðîé àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîñòðîåíà èíòåãðèðóåìàÿ íàòóðàëüíàÿ
ñèñòåìà íà ñôåðå ñ èíòåãðàëîì ñòåïåíè 4. Çàäà÷à: èññëåäîâàòü òîïîëîãèþ ýòîé ñèñòåìû.

Åùå îäèí âîïðîñ, ñâÿçàííûé ñ ýòèìè ñèñòåìàìè: ñðàâíèòü ýòè ñèñòåìû ñ ñèñòåìàìè, îïèñàííûìè â ðàáîòàõ
Ñåëèâàíîâîé (è äð.) [ñì. ññûëêè â ðàáîòàõ 10,11]. Ïî-âèäèìîìó, óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ñèñòåìàìè Ñåëèâàíîâîé
è Öûãàíîâà (åñëè îíà åñòü!) ìîæíî àíàëèòè÷åñêè. Äðóãîé âîçìîæíûé ñïîñîá: ïîïûòàòüñÿ îïèñàòü òîïîëîãèþ
ñèñòåì Ñåëèâàíîâîé (÷òî, íàâåðíîå, ñëîæíî, ïîñêîëüêó îíè çàäàíû íåÿâíûì îáðàçîì).

30. ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ØÒÅÊÊÅËÅÂÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

Îïèñàòü îñîáåííîñòè øòåêêåëåâûõ ñèñòåì.
Íà òîðå - ýòî ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ. Íà ñôåðå ñèòóàöèÿ óñëîæíÿåòñÿ. Ïðèìåð - ìíîãîìåðíûé ýëëèïñîèä

(ñ÷èòàåòñÿ ñäåëàííûì Çóíãîì [13]), íî òàì åñòü ïðîïóùåííûå îñîáåííîñòè. Ýòèì âîïðîñîì î÷åíü èíòåðåñîâàë
Õ.Äóëëèí.

Õî÷åòñÿ èìåòü îáùóþ êîíñòðóêöèþ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ øòåêêåëåâûõ ñèñòåì. ×òîáû ìîæíî áûëî ñôåðó Ïóàñ-
ñîíà, â ÷àñòíîñòè, âêëþ÷èòü. Îáðàòèòü âíèìàíèå íà âûðîæäåííûå îñîáåííîñòè - èìåííî îíè áûëè ïðîïóùåíû
Çóíãîì. Îáðàòèòü âíèìàíèå íà ðàáîòû Ìàòâååâà [14]: îí îïèñûâàë îñîáåííîñòè ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ ïðîåê-
òèâíî ýêâèâàëåíòíûõ ìåòðèê (ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé øòåêêåëåâûõ).

×àñòíûé ñëó÷àé âîïðîñà 19.
Ðàññìîòðåòü ýëëèïñîèä, ó êîòîðîãî íåêîòîðûå ïîëóîñè ðàâíû. Â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàþò ôîêóñíûå îñîáåí-

íîñòè. Îïèñàòü èõ òèïû â òåðìèíàõ ïî÷òè ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé.

31. ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÍÎÂÛÕ (ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÛÕ) ÈÍÒÅÃÐÈÐÓÅÌÛÕ ÑËÓ×ÀÅÂ ÑÎÊÎËÎÂÀ�ÎÄÅÑÑÊÎÃÎ

Íåäàâíî â ðàáîòå [18] áûëà îáíàðóæåíà íîâàÿ ñåðèÿ èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àåâ íà so(n,R) (n ≥ 5; ïðè n = 4
ïîëó÷àåòñÿ ñëó÷àé Ëÿïóíîâà�Ñòåêëîâà).

Çàäà÷à: èññëåäîâàòü îñîáåííîñòè ýòèõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Èíòåðåñíû ëþáûå ðåçóëüòàòû.
Èçó÷åíèå îñîáåíííîñòåé ýòèõ ñèñòåì èíòåðåñíî åùå è ïîòîìó, ÷òî ïîêà íåò ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà òîãî,

÷òî ýòè ñëó÷àè îòëè÷íû îò ðàíåå èçâåñòíûõ.

32. ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÛÕ ÀÍÀËÎÃÎÂ ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÕ ÈÍÒÅÃÐÈÐÓÅÌÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

Íà÷àòü ñ ñåðèè Ýéëåðà-Ìàíàêîâà [19].
Ðåçóëüòàòîâ ìàëî. Åñòü íåîïóáëèêîâàííûé ðåçóëüòàò Riccombeni (î ñåðèè Ýéëåðà-Ìàíàêîâà), ñîãëàñíî êîòî-

ðîìó âñå òî÷êè ðàíãà 0 ñóòü ïåðåñå÷åíèÿ îðáèò ñ ïîäàëãåáðàìè Êàðòàíà ñïåöèàëüíîãî âèäà.
Ïðåäëàãàåòñÿ íà÷àòü ñ îáñóæäåíèÿ ñëåäóþùèõ âîïðîñîâ:
1) îïèñàíèå ëîêàëüíîãî òèïà òî÷åê ðàíãà 0
2) ïîëóëîêàëüíîå îïèñàíèå òî÷åê ðàíãà 0 (â òåðìèíàõ ïî÷òè ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé)

V. Äðóãèå çàäà÷è
Çäåñü ïðèâåäåíî åùå íåñêîëüêî çàäà÷, íå âîøåäøèõ â ïðåäûäóùèå ðàçäåëû.

33. ËÀÃÐÀÍÆÅÂÛ ÑËÎÅÍÈß ÍÀÄ ÁÓÒÛËÊÎÉ ÊËÅÉÍÀ

Îáîáùèòü ðåçóëüòàò Ìèøà÷åâà [15] î êëàññèôèêàöèè ëàãðàíæåâûõ ñëîåíèé íàä òîðîì íà ñëó÷àé áóòûëêè
Êëåéíà. Ñì. òàêæå ðàáîòû Symington [16], [17].

34. ÍÀÑËÅÄÓÅÌÎÑÒÜ ÈÍÒÅÃÐÈÐÓÅÌÎÑÒÈ ÏÎ ËÈÓÂÈËËÞ

Ïóñòü íà àëãåáðàè÷åñêîì ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè çàäàíû èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëèóâèëëþ ñèñòåìà ñ ðà-
öèîíàëüíûìè èíòåãðàëàìè è íåêîòîðîå èíâàðèàíòíîå àëãåáðàè÷åñêîå ñèìïëåêòè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå. Îñòà-
íåòñÿ ëè ñèñòåìà èíòåãðèðóåìîé ïîñëå îãðàíè÷åíèÿ íà ýòî ïîäìíîãîîáðàçèå?

Ñ.Ò.Ñàäýòîâ äîêàçàë, ÷òî äëÿ ïîäìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè 4 ñèñòåìà îñòàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé, ò. å. îáëàäàåò
äîïîëíèòåëüíûì ðàöèîíàëüíûì èíòåãðàëîì.

Êîììåíòàðèé. Íåòðèâèàëüíîñòü óòâåðæäåíèÿ â òîì, ÷òî èíòåãðèðóåìîñòü áóäåò èìåòü ìåñòî äàæå â òîì
ñëó÷àå, êîãäà îãðàíè÷åíèÿ èñõîäíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ íà äàííîå ïîäìíîãîîáðàçèå ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè.

(34.a) Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ðàçîáðàòü äîêàçàòåëüñòâî Ñàäýòîâà (ñì. [31] è [50]) è íàïèñàòü áîëåå
ïîíÿòíûé òåêñò.

(34.b) Îñòàåòñÿ ëè óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâûì, åñëè âñå îáúåêòû íå àëãåáðàè÷åñêèå, à àíàëèòè÷åñêèå?
(34.c) ×òî ìîæíî óòâåðæäàòü î íàñëåäóåìîñòè èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ëèóâèëëþ äëÿ ïîäìíîãîîáðàçèé ïðîèç-

âîëüíîé ðàçìåðíîñòè?
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35. ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÀß ÝÍÒÐÎÏÈß È ÈÍÒÅÃÐÈÐÓÅÌÎÑÒÜ

Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóþò åñòåñòâåííûå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû ñ ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè-
÷åñêîé ýíòðîïèåé [Butler], [Áîëñèíîâ, Òàéìàíîâ]. Ãàìèëüòîíèàíû ýòèõ ñèñòåì àíàëèòè÷åñêèå, à èíòåãðàëû ëèøü
ãëàäêèå.

(35.a) Ñóùåñòâóåò ëè ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà èíòåãðèðóåìàÿ â êëàññå àíàëèòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ ñ ïîëîæè-
òåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé?

(35.b) Äîêàçàòü, ÷òî àëãåáðàè÷åñêè èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû èìåþò íóëåâóþ òîïîëîãè÷åñêóþ
ýíòðîïèþ.

Êîììåíòàðèé.
Â ðàáîòå [Paternain] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû ñ íåâûðîæäåííûìè îñîáåííîñòÿìè ýíòðîïèÿ

ðàâíà íóëþ.
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