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Аннотация

Цель лекций — напомнить основные определения и результаты
пуассоновой геометрии и теории бигамильтоновых систем, а также
сформулировать открытые вопросы, большинство из который можно
будет использовать для курсовых и дипломных работ. Предполага-
ется, что в течение семестра участники семинара подготовят цикл
докладов, в которых подробно разберут темы, которые в сжатой фор-
ме представлены ниже. В следующем семестре хотелось бы перейти к
обсуждению открытых вопросов.

Программа максимум — написать разумный текст на эту тему,
доступный для студентов.

В целом наша идея состоит в следующем. Люди, занимающиеся
интегрирумыми гамильтоновыми системами, идут вперед большими
шагами, не всегда уделяя внимание простым и элементарным фактам,
лежащим в основаниях теории. В значительной степени это происхо-
дит потому, что профессионалы эти вещи понимают и часто считают
само собой разумеющимися. Однако обычно эти вещи понимаются
как принципы, а не как строгие математические утверждения. Для
дальнейшего развития теории тем не менее совершенно необходимо в
таких элементарных, но фундаментальных вещах разобраться до кон-
ца, доведя их до строгих математических результатов. Там, где это
сделать не удается, следует четко указать на имеющиеся трудности.
Собственно этим и предлагается заняться участникам семинара.
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Тема 1: Пуассоновы многообразия, пуас-
соновы алгебры и теорема Дарбу
Определение 0.1. Скобкой Пуассона на гладком многообразии M
называется билинейная операция на пространстве гладких функций
C∞(M), которая удовлетворяет трем свойствам:

1. кососимметричность;

2. правило Лейбница;

3. тождество Якоби.

Скобка Пуассона задается тензорным полем типа (2,0).

Примеры пуассоновых многообразий:

• симплектические многообразия,

• постоянные скобки Пуассона,

• линейные скобки Пуассона (скобки Пуассона-Ли),

• есть естественные примеры квадратичных скобок и скобок более
высокой степени,

• есть довольно экзотические примеры: скобка пуассона на про-
странстве многоугольников (доклады Табачникова и Ина Мар-
шалла на ГДИС–2010), и др. (см. список литературы).

Основные понятия, связанные с пуассоновой структурой:

• ранг в точке,

• ранг на всем многообразии,

• симплектические листы,

• функции Казимира,

• гамильтоновы векторны поля.

Различные интерпретации симплектических листов: слои распре-
деления, орбиты бесконечномерной гамильтоновой группы, совмест-
ные поверхности уровня Казимиров. Другие элементарные свойства.

Пример ситуации, когда функции Казимира глобально не опреде-
лены: на трехмерном торе можно задать пуассонову структуру посто-
янного ранга два, листы которой являются двумерными всюду плот-
ными обмотками. Функции Казимира определены лишь локально и
до глобальных не продолжаются.

Абстрактный подход к пуассоновым структурам через пуас-
соновы алегбры: алгебру функций с заданной на ней скобкой Пуас-
сона можно рассматривать с чисто алгебраической точки зрения, каж-
дая такая пуассонова алгебра определяет некоторое пуассоново мно-
гообразие (возможно с особенностями).

Примеры пуассоновых алгебр:
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1. Пусть имеется некоторая гамильтонова система. Множество ее
интегралов образует пуассонову алгебру.

2. Гамильтонову систему можно понимать как действие группы R.
На самом деле можно рассмотреть действие совершенно произ-
вольной группы. Но оно должно быть гамильтоновым. Инвари-
анты этого действия образуют пуассонову алгебру.

3. Пусть имеется некоторая алгебра Пуассона, а в ней заданы какие-
то функции (лучше, чтобы они порождали образовывали подал-
гебру, но это необязательно). Рассмотрим все функции, которые
с ними коммутируют. Это пуассонова алгебра.

4. Интересный и важный для приложений пример пуассоновых ал-
гебр связан с алгебрами Ли. Пусть g∗ — двойственное простран-
ство конечномерной алгебры Ли g. Пусть h ⊂ g — некоторая
подалгебра. Рассмотрим множество всех полиномов в P (g), ком-
мутирующих с h. Это пуассонова алгебра. Геометрическая интер-
претация этой алгебры очень естественная. Можно рассмотреть
группу H, отвечающую этой подалгебре h и ее естественное ко-
присоединенное действие на g∗. Обсуждаемая подалгебра — это
пуассонова алгебра на пространстве орбит.

Полезно иметь в виду следующую естественную интерпретацию
процедуры гамильтоновой редукции. Пусть у нас имеется гамильто-
нова система на некотором пуассоновом многообразии. Предположим,
что гамильтониан этой системы включается в некоторую пуассонову
подалгебру. Тогда редукция — это переход к такому же самому урав-
нению, но уже для подалгебры. Иногда нам может повезти и эта по-
далгебра “задает” некоторое гладкое пуассоново многообразие. Тогда
от алгебраической картинки можно снова вернуться к геометриче-
ской и получить гамильтонову систему на редуцированном пуассо-
новом многообразии. Часто, однако, это многообразие оказывается с
особенностями. Тогда говорят о сингулярной редукции.

Теорема 1 (Теорема Дарбу). Пусть имеется пуассонова подалгебра
F ⊂ C∞(M), замкнутая в смысле гладких функций. Пусть x ∈ M
— точка общего положения в том смысле, что размерность и ин-
декс пространства DF(x) локально постоянны. Тогда в окрестности
этой точки можно выбрать независимые функции pi, qi, hk ∈ F(x)
(i = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , l) так, что pi, qj = δij, а все остальные
скобки равны нулю. При этом 2m+ k = dimDF(x), k = indDF(x).1

Поискать в современной литературе это утверждение. Я его видел
только у самого Софуса Ли. Написать простое и понятное доказатель-
ство было бы хорошей курсовой работой. Очень похожее утверждение
должно быть в работах Мищенко-Фоменко и Браилова по некомму-
тативной интегрируемости. Доказательство на самом деле сразу ра-
ботает и для теоремы Вейнстейна о расщеплении.

1В "Симплектической геометрии"(и в других источниках) эта теорема называется
теоремой Картана. Хотелось бы выяснить, что и где по этому поводу написал Картан.
Важно также понимать, что в точке общего положения никакой разницы между этим
утверждением и стандартной теоремой Дарбу нет.
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Гипотеза Мищенко–Фоменко о связи коммутативной и неком-
мутативной интегрируемости в терминах пуассоновых алгебр:
всякая гамильтонова система интегрируемая в некоммутативном смыс-
ле интегрируема также и в коммутативном смысле.

Приведенная выше теорема Дарбу говорит, в частности, что эта
гипотеза справедлива локально (в окрестности точки общего поло-
жения и даже в окрестности неособой поверхности уровня интегра-
лов). Глобальная версия на языке пуассоновых алгебр означает, что
всякая пуассонова алгебра имеет полную коммутативную подалгеб-
ру. Эта версия, разумеется, не совпадает с оригинальной постановкой
Мищенко и Фоменко, и почти наверняка в такой общей постановке
утверждение является неверным2.

Полную коммутативную подалгебру A (в пуассоновой алгебре F)
можно определить двумя способами. Сначала введем понятие точ-
ки общего положения (для F). Это такая точка x ∈ M , в которой
размерность пространства DF(x), порожденного дифференциалами
функций f ∈ F максимальна и кроме того максимальным является
ранг скобки на этом подпространстве. Мы будем рассматривать толь-
ко такие пуассоновы алгебры (точнее подалгебры в C∞(M)), для ко-
торых множество точек общего положения открыто и всюду плотно.
Числа dimDF и corankA|DF(x) называются дифференциальной раз-
мерностью и дифференциальным индексом алгебры F . Коммутатив-
ная подалгебра A ⊂ F называется полной, если ddimA = 1

2
(ddimF +

dindF). Другое определение таково: требуется, чтобы в (почти всех)
точках общего положения подпространство DA было максимальным
изотропным в DF .

Частный случай этой гипотезы — эта гипотеза Мищенко-Фоменко
о полных коммутативных наборах полиномов на двойственных про-
странствах алгебр Ли:

Алгебра Ли-Пуассона P (g) конечномерной алгебры Ли g всегда об-
ладает полной коммутативной подалгеброй.

Для других полиномиальных алгебр, не таких простых как алгеб-
ра Ли-Пуассона, вопрос является очень важным, интересным и оста-
ется открытым.

Открытые вопросы, вопросы для обсуждениния на семи-
наре, упражнения:

1. Проблема Мищенко-Фоменко: верно ли, что всякая пуассонова
алгебра всегда допускает полную коммутативную подалгебру.
Еще одна почти эквивалентная переформулировка: верно ли, что
всякое пуассоново многообразие (в том числе сингулярное) до-
пускает вполне интегрируемую по Лиувиллю гамильтонову си-
стему?
Комментарий. Правильнее было бы сформулировать это вопрос

2Было бы правильным спросить у авторов гипотезы, какую терминологию нам следу-
ет в этой дискуссии использовать: просто гипотеза Мищенко-Фоменко или обобщенная
гипотеза Мищенко-Фоменко, или еще как-то, чтобы не опровергать того, чего они не
говорили.
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так: какие пуассоновы алгебры и какие пуассоновы многообразия
допускают... Проблема состоит не только в том, чтобы постро-
ить контрпример (он наверняка есть, см. про пример Лео Бат-
лера ниже) и не в том, чтобы найти разумные необходимые и
достаточные условия (не верится, что в такой общей постановке
у нас есть средства для решения этой проблемы). Вопрос в ис-
следовании связанных с этой проблемой феноменов. Это очень
сложная, важная и содержательная задача. Как минимум тема
для кандидатской диссертации.

2. В качестве упражнения предлагается рассмотреть следующую
пуассонову алгебру. Пусть h ⊂ g — подалгебра Картана полу-
простой алгебры Ли. Рассмотрим в P (g) подалгебру Fh, состоя-
щую из h–инвариантных полиномов. Верна ли для этой алгебры
гипотеза Мищенко-Фоменко?
Комментарий. Ответ положительный. Результат поучительный
и использует технологию согласованных скобок Пуассона. На
этой алгебре можно ввести еще одну скобку { , }a (ту же самую,
что в методе сдвига аргумента), а потом применить стандартную
технологию, о которой будет рассказано в одной из следующих
лекций. Этот пример еще раз показывает, что “правильным” объ-
ектом служит сама пуассонова алгебра. Ответ на поставленный
вопрос (быть может в несколько другой формулировке) можно
извлечь из работы Болсинов, Йованович про интегрируемость
магнитных геодезических потоков.

3. Совершенно аналогичный вопрос можно задать относительно про-
извольной подалгебры полупростой алгебры Ли (например, ре-
дуктивной, или борелевской, или параболической).
Комментарий. Вопрос абсолютно открытый и очень важный.
Его ответ дает очень серьезное продвижение в задаче об описа-
нии интегрируемых геодезических потоков на однородных про-
странствах. См. дискуссию на эту тему в работах Болсинова–
Йовановича. Тема как минимум для кандидатской диссертации.
В общей постановке вопрос является скорее всего очень слож-
ным, но вполне можно заняться построением нетривиальных при-
меров “интегрируемых пар” (g, h). Каждая такая новая пара дает
как минимум новый нетривиальный пример геодезического пото-
ка на однородном пространстве полупростой группы Ли. Напри-
мер, надавно появилась работа Федорова и Йовановича, новый
результат которой (если слегка утрировать) состоит в аккурат-
ном доказательстве интегрируемости пары (so(n), so(k)).

4. Лео Батлер (Leo Butler), главный специалист по построению эк-
зотических геодезических потов, в одной из своих работ при-
вел пример геодезического потока, который интегрируемтся в
некоммутативном смысле при помощи хороших интегралов (вро-
де бы даже полиномиальных), но коммутативной интегрируе-
мости в классе хороших функций нет, поскольку существуют
некие нетривиальные топологические препятствия. С точки зре-
ния пуассоновых алгебр это означает, что имеется (некоммута-
тивная) пуассонова алгебра, которая не допускает полной ком-
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мутативной подалгебры (контрпример к обобщенной гипотезе
Мищенко-Фоменко). Хотелось бы разобрать его работу с этой
точки зрения, чтобы понять, какой алгебраический феномен сто-
ит за этим геометрическим примером.
Комментарий. У меня нет стопроцентной уверенности, что из
работы Батлера мы получим простой и понятный контрпример
к гипотезе Мищенко-Фоменко. Но скорее всего это так. Точно
предсказать результат разбора этой работы Батлера сложно. Мо-
жет случиться, что из нее мы вообще ничего полезного не извле-
чем, или наоборот, мы обнаружим и осознаем какой-то новый
феномен, связанный с природой пуассоновых алгебр и построим
целую новую теорию. Но скорее всего мы получим что-то между.
Небольшая красивая заметка почти гарантирована.

5. Как правильным образом определить формальную пуассонову
алгебру (почти наверняка можно в литературе найти ответ, ско-
рее всего в книжке K. H. Bhaskara, K. Viswanath, Poisson algebras
and Poisson manifolds, Longman 1988, ISBN 0-582-01989-3. ), как
для этой алгебры определить понятие функциональной размер-
ности, функционального индекса и полной коммутативной по-
далгебры?
Можно ли сформулировать теорему типа Дарбу-Вейнстейна-Ли
для абстрактных пуассоновых алгебр? В случае полиномиаль-
ных пуассоновых алгебр обойтись полиномами невозможно (т.е.
локальные координаты, о которых идет речь полиномами не бу-
дут). Но скорее всего можно сформулировать интересующий нас
результат на уровне формальных рядов (полезной может ока-
заться технология, использованная в работе Болсинова и Зуева
о формальном методе сдвига аргумента.
Комментарий к вопросам 5 и 6. Эти вопросы важны для общего
понимания природы пуассоновых структур. Здесь прежде всего
нужно заниматься поиском и изучением литературы. Начать с
того, что в Google поискать “пуассоновы алгебры”. Скорее всего
основные концептуальные вещи где-то уже разъяснены. Если их
осознать, то теоремы типа Дарбу-Вейнстейна-Ли докажутся лег-
ко. Хороший материал для дипломной работы. Достаточно было
бы разобраться с правильными абстрактнуми определениями.

6. Насколько плохими могут быть функции Казимира скобок Пуассона-
Ли? Дать разумное определение хаотической скобки Пуассона и
разобрать примеры.
Комментарий. Вопрос относится к хаотическим скобам Пуассо-
на, определения для которых пока нет, но есть следующий экс-
периментальный факт. Бывают пуассоновы структуры ранга 2
для которых гамильтоновы векторные поля демонстрируют ха-
отическую динамику. Это странно, поскольку симплетические
листы двумерны и на них любая гамильтонова система интегри-
руема. Хаос возникает из-за того, что симплектические листы
вложены в пуасоово многообразие каким-то хаотическим обра-
зом. В частности, пуассонова структура не обладает разумными
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функциями Казимира. Такого типа вопросы могли уже обсуж-
даться в литературе, но в несколько другом контексте. А именно,
в теории слоений. Именно там нужно искать определение хаоса
в данном контексте. Программой минимум была бы статья, в ко-
торой было бы разъяснено, что динамическая система, гамиль-
тонова относительно пуассоновой структуры ранга два, вполне
может оказаться неинтегрируемой и даже хаотической. Хотелось
бы иметь простой модельный пример.

7. Верно ли, что скобки Пуассона-Ли не могут быть хаотически-
ми? К какому классу принадлежат функции Казимира скобок
Пуассона-Ли? Верно ли, что гамильтонова система на алгебре
Ли с орбитами коприсоединенного представления размерности
два не может быть хаотической, а наоборот всегда интегрируе-
ма?
Комментарий. Скобки Пуассона-Ли иногда не имеют хороших
функций Казимира. Однако поведение симплектических листов
не слишком сложное. В примерах оно похоже на всюду плот-
ные обмотки торов. Поэтому настоящего хаоса там не ожидается.
Кроме того, поскольку гипотеза Мищенко-Фоменко для алгебр
Ли-Пуассона справедлива, то эта пуассонова структура заведо-
мо допускает гамильтоновы системы с интегрируемой динами-
кой. Интегрируемость в случае, когда у нас имеется только одна
степень свободы по модулю функций Казимира (т.е. симплек-
тические листы двумерны), можно понимать, например, в том
смысле, что почти каждая траектория совпадает со своим замы-
канием (т.е. нужно запретить существование всюду плотных об-
моток и других траекторий с плохим предельным множеством).

8. Разобрать примеры квадратичных скобок Пуассона, возникаю-
щих в классической механике (см. работы Борисова и Мамаева).
Разобраться в алгебраической структуре этих скобок. Допуска-
ют ли они естественные многомерные обобщения? Какими будут
их функции Казимира?
Комментарий. Мы сами в рамках нашего семинара квадратич-
ные скобки Пуассона никогда не обсуждали. Они, однако, есте-
ственным образом возникают в математической физике (скобки
Склянина, скобки для цепочки Тоды и др.) и даже в класси-
ческой механике при изучении динамики в искривленном про-
странстве. Нам следовало бы хотя бы для общего развития с
такими примерами разобраться.

9. Вообще имеются пуассоновы структуры, глобальная природа ко-
торых не описана и не понята. Например, упомянутая выше пуас-
сонова структура на пространстве многоугольников. Какая пуас-
сонова алгебра за этим стоит, какое пуассоново многообразие,
листы, функции Казимира и прочее. Как эта структура связана
с другими структурами? Получается ли она при помощи неко-
торой редукции и пр.? Есть и другие примеры такого рода.
Комментарий. В основном это работа с литературой. Нужно
разбираться с работами наших коллег. Они сами занимаются
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другими вопросами, а на обсуждение природы и свойств возни-
кающих пуассоновых структур у них времени не остается. Для
них это не основной, а вспомогательный объект. Однако, ответы
на поставленные выше вопросы их тоже очень интересуют, и это
направление деятельности, безусловно, получит положительный
отклик.
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Тема 2: Теорема Вейнстейна о расщеп-
лении и проблема линеаризации.
Теорема Дарбу дает локальное описание пуассоновой структуры в тех
точках, где ранг локально постоянен. Терема Вейнстейна, напротив,
относится к тем в точкам, где ранг не является локально постоянным.

Теорема 2. Локально любое пуассоново многообразие является пря-
мым произведением симплектического многообразия и (трансверсаль-
ного) пуассонова многообразия с точкой нулевого ранга.

Переформулировка на языке нормальных форм: если пуассонова
структура имеет в точке p0 ∈ M ранг 2m, то в ее окрестности
найдутся локальные координаты pi, qi, zk (i = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , l),
2m+ k = dimM такие, что

A =

 0 Em 0
−Em 0 0

0 0 B(z)


где Em — единичная m × m матрица, а B(z) — матрица, элемен-
ты которой являются гладкими функциями лишь от переменных z,
причем все они обращаются в нуль в точке p0 ∈M3.

Таким образом, вопрос о локальной классификации пуассоновых
структур сводится к структурам, обращающимся в нуль в рассматри-
ваемой точке.

Для пуассоновых структур ранга ноль (в точке p0 ∈ M) имеется
естественная процедура линеаризации.

Наиболее простой способ состоит в следующем. Мы рассматрива-
ем пуассонов тензор A как кососимметрическую матрицу, элементами
которой являются некоторые гладкие функции aij(x). Поскольку ранг
A в рассматриваемой точке равен нулю, то все функции aij в точке p0
обращаются в нуль, и их тейлоровские разложения начинаются с ли-
нейных членов (мы считаем для определенности, что все координаты
точки p0 равны нулю):

aij(x) = ckijxk + . . .

Константы ckij образуют тогда структурный тензор некоторой алгебры
Ли g и мы можем рассмотреть соответствующую ей линейную скобку
Пуассона:

{f, g}lin = ckijxk
∂f

∂xi

∂g

∂xj
,

которая и называется линеаризацией исходной скобки Пуассона.

3В книге А.Т.Фоменко “Симплектическая геометрия” это утверждение сформулиро-
вано как предложение Браилова (стр. 233, предложение 6) к сожалению без ссылки на
соответствующую работу. Браилов свои основные работы опубликовал в 1983 г., т.е. в том
же самом, что и Вейнстейн. Хотелось бы выяснить, есть ли это утверждение в работах
Браилова, в частности, в его кандидатской диссертации. Разумеется и работу Вейнстей-
на нужно тоже внимательно прочесть, он может ссылаться на что-то более раннее. Это
было бы интересно с точки зрения приоритета, хотя сам результат был доказан Софусом
Ли.
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Второе определение более инвариантное. Согласно ему линеаризо-
ванная пуассонова структура определяется на касательном простран-
стве Tp0M к нашему многообразию в точке p0. Эта структуру до-
статочно определить лишь на линейных функциях ξ, η : Tp0M → R.
Линейные функции на Tp0M можно (и нужно) интерпретировать как
ковекторы. В частности, существуют функции f и g на M такие, что
ξ = df(p0), η = dg(p0). Тогда мы полагаем по определению

{ξ, η}lin = d{f, g}(p0) ∈ T ∗p0M.

Проблема линеаризации: какие скобки Пуассона эквивалент-
ны своей линейной части? Другими словами, когда мы можем найти
такую замену переменных, что исходная скобка в новых координатах
станет линейной (и будет, следовательно, совпадать со своей линеари-
зацией).

Некоторые результаты в этом направлении известны.

Теорема 3 (Гладкий случай). Если линейная часть отвечает полу-
простой компактной алгебре Ли, то скобка Пуассона линеаризуется.
4

Теорема 4 (Аналитический случай). Если линейная часть отвечает
полупростой алгебре Ли, то скобка Пуассона линеаризуется

Пример, показывающий, что вторая теорема в гладком случае невер-
на, — очень простой. Нужно рассмотреть скобку, отвечающую алгебре
Ли sl(2,R). Она имеет семейство симпектических листов, представля-
ющих собой однополостные гиперболоиды. Можно слегка возмутить
эту пуассонову структуру, не меняя линейной части так, что симплек-
тические листы станут спиралевидными (эффект тот же самый как
если бы мы возмутили на плоскости семейство концентрических по-
верхностей, превратив эти окружности в спирали). Ясно, что такая
возмущенная структура не эквивалентна исходной, поскольку изме-
нилась топология симплектических листов.

Вопрос о том, какие алгебры Ли гарантируют линеаризуемость
подробно обсуждается в книге Дюфура-Зунга.

Важный пример: линеаризация трансверсальной пуассоновой струк-
туры к орбите коприсоединенного представления — это структура
Пуассона-Ли аннулятора. Это наблюдение имеет два следствия.

Следствие 1 (Теорема о коммутативности аннулятора общего поло-
жения). Пусть a ∈ g∗ — регулярный элемент, тогда Ann a — ком-
мутативная подалгебра.

Следствие 2 (Теорема об индексе аннулятора). Пусть a ∈ g∗ —
произвольный элемент. Тогда ind Ann a ≥ ind g.

4В “Симплектической геометрии” это утверждение сформулировано и доказано для
случая so(3) скобки (Предложение 7 (А.В.Браилов), стр. 235). Полезно доказательство
изучить.
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Следствие для теории особенностей: Если трансверсальная пуас-
сонова структура линеаризуется, то функции Казимира могут быть
приведены к хорошему виду (а именно к такому, какой имеют инва-
рианты коприсоединенного представления соответствующей алгебры
Ли) 5.

Теорема 5. Гамильтоново векторное поле (точнее его поток) сохра-
няет пуассонову структуру. На аналитическом языке это означает,
что

LξA = 0,

где ξ — гамильтоново векторное поле, а A — пуассонова структура.

Иногда могут существовать и другие векторные поля (негамиль-
тоновы), которые тем не менее пуассонову структуру сохраняют. Про-
стой пример: вырожденная постоянная пуассонова структура. Хоте-
лось бы разобраться со структурой таких полей.

Открытые вопросы, вопросы для обсуждениния на семи-
наре, упражнения:

1. Сделать краткий обзор книги Дюфура и Зунга по проблеме ли-
неаризации.

2. Пусть гладкое векторное поле сохраняет пуассонову структу-
ру. Верно ли, что оно является гамильтоновым? Локально это
не так. Но глобально (например для полупростых компактных
структур Пуассона-Ли) это верно. Доказать или найти доказа-
тельство. Нужна ли компактность? Верно ли это для полупро-
стых скобок (гладкий и аналитический случаи скорее всего от-
личаются)? Разобрать в деталях so(3) и sl(2). Обсудить связь с
когомологиями пуассоновых структур. Разобрать все трехмер-
ные алгебры Ли (можно сделать руками, и это будет хорошая
курсовая/дипломная).

3. Привести примеры нелинеаризуемых пуассоновых структур. При-
вести примеры сингулярных элементов a ∈ g∗ для которых имеет
место строгое неравенство ind Ann a > ind g (в этом случае транс-
версальная пуассонова структура к орбите не линеаризуется).
Комментарий. Это не очень сложный вопрос. Им занимался
А. Воронцов, но как-то никакого результата пока не сообщил.
Вопрос важен из-за следующего утверждения: метод сдвига ар-
гумента дает полный набор на конкретной орбите O(a) копри-
соединенного представления тогда и только тогда, когда имеет
место равенство ind Ann a = ind g.

4. Для приложений оказывается важным вопрос о линеаризуемо-
сти трансверсальной пуассоновой структуры к орбите присоеди-
ненного представления полупростой группы Ли. Такой вопрос в
литературе обсуждался: Pantelis A. Damianou, Herve Sabourin,

5О линеаризуемости трансверсальной пуассоновой структуры в случае полупростой
скобки Пуассона-Ли см. работу Pantelis A. Damianou, Herve Sabourin, Pol Vanhaecke
Transverse Poisson structures to adjoint orbits in semi-simple Lie algebras
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Pol Vanhaecke Transverse Poisson structures to adjoint orbits in
semi-simple Lie algebras. Можно поискать и другие работы. Разо-
браться и сделать доклад на семинаре.
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Тема 3: Согласованные скобки Пуассона
и бигамильтоновы системы
Определение 0.2. Две скобки Пуассона называются согласованны-
ми, если их линейная комбинация с постоянными коэффициентами
снова является скобкой Пуассона.

Примеры согласованых скобок Пуассона

1. Две постоянные скобки согласованы

2. Линейная скобка и постоянная скобка (метод сдвига аргумента),
можно сделать обобщение (какой тогда будет критерий полно-
ты?)

3. Две линейные скобки (лиев пучок)

4. Согласованные скобки, связанные с симметрическими разложе-
ниями полупростых алгебр Ли

5. Классификация Цыганова согласованных скобко Пуассона на so(4)
и e(3)

6. Согласованные скобки на пуассоновых подалгебрах

7. Согласованные скобки на кокасательном расслоении (магнитное
поле?)

8. Согласованные скобки на кокасательных расслоениях, связан-
ные с геодезически эквивалентными метриками

9. Согласованные скобки, связанные с цепочкой Тоды

10. Согласованные скобки из классической механики (см. Борисов и
Мамаев)

Бигамильтоновы системы (три разных определения)

Определение 0.3. Пусть заданы две согласованные скобки Пуассо-
на A и B. Система дифференциальных уравнений называется бига-
мильтоновой, если она гамильтонова относительно (здесь возможны
3 варианта, которые в общем случае отличаются друг от друга):

1. A и B;
2. всех линейных комбинаций λA+ µB общего положения;

3. всех нетривиальных линейных комбинаций λA+ µB.
В этом контексте полезно в целом разобраться с (локальной) га-

мильтоновостью в случае пуассоновых многообразий. Выяснить отли-
чие от симплектического случая. В симплектическом случае, как мы
знаем, локальная гамильтоновость эквивалентна условию Lξω = 0,
поэтому если все согласованные скобки из пучка всюду невырожде-
ны, то три приведенных выше определения совпадают.

В пуассоновом случае легко доказывается следующий критерий:

Теорема 6. Если ранг скобки Пуассона локально постоянен, то (ло-
кальная) гамильтоновость векторного ξ эквивалентна выполнению
двух условий:
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1. LξA = 0, т.е. ξ сохраняет пуассонову структуру;

2. ξ касается симплектических листов.

Вопрос: верна ли эта теорема, если отказаться от условия посто-
янства ранга? Скорее всего ответ отрицательный. Привести простой
контрпример.

В случае полупростых алгебр Ли (по крайней мере, если огра-
ничиться аналитическим случаем) свойство гамильтоновости почти
наверняка совпадает с условием LξA = 0.

Вопрос: доказать этот факт или построить контрпример. (Скорее
всего при доказательстве мы получим какие-то алгебраические усло-
вия, которые можно будет выразить в терминах когомологий алгебр
Ли, а поскольку когомологии тривиальны, то это окажется эквива-
лентным гамильтоновости). Скорее всего ответ на этот вопрос изве-
стен. Нужно спросить у Зунга.

В качестве следствия вроде бы получается тот факт, что в случае
полупростых скобок из первого определения бигамильтоноости следу-
ет второе (и даже вроде бы третье при условии, что все скобки имеют
одинаковый ранг).

Еще такое утверждение нужно осознать: если в пучке есть полу-
простая скобка, то почти все скобки в пучке — полупростые. Наверное
это есть в книжке Зунга-Дюфура. Этот вопрос непосредственно свя-
зан с когомологиями пуассоновых структур.

Объяснение того факта, что бигамильтоновы системы как прави-
ло оказываются интегрируемыми: гамильтоново поле сохраняет пуас-
сонову структуру и все, что из нее получается. Например, функции
Казимира. Если сохраняются две согласованные скобки, то будут со-
храняться характеристические числа пары.

Итак, мы имеем

Теорема 7. Если система уравнений является бигамильтоновой (в
смысле второго определения), то функции Казимира регулярных ско-
бок пучка и характеристические числа пары скобок (лучше рассмот-
реть на самом деле не сами характеристические числа, а симмет-
рические полиномы от них) будут первыми интегралами.

Как уже было сказано, это утверждение доказывать не надо, оно
очевидным образом следует из очень общих соображений.

Кроме него имеет место следующий результат:

Теорема 8. Характеристические числа коммутируют между со-
бой и с функциями Казимира. Функции Казимира регулярных скобок
пучка также коммутируют между собой.

Пока не очень понятно, есть ли концепуальное объяснение этих
фактов.

Было бы полезно (в качестве задачи) разобраться с тем, какой вид
примут эти теоремы в случае других двух определений бигамильто-
новсти.

Описанные выше коммутирующие функции обладают еще одним
гораздо менее тривиальным свойством. А именно, они дают бигаитль-
тоновы потоки.

14



Теорема 9. Пусть f — функция Казимира одной из регулярных ско-
бок пучка Aλ (все делаем локально). Тогда ее гамильтоново вектор-
ное поле в смысле другой скобки Aµ является гамильтоновым отно-
сительно любой другой скобки пучка.

Возможно формулировку этой теоремы придется видоизменить.
Нужно в этом разобраться.

Теорема 10. Пусть f — характеристическое число (или быть мо-
жет лучше взять сумму степеней характеристических чисел). То-
гда ее гамильтоново векторное поле в смысле другой скобки Aµ яв-
ляется гамильтоновым относительно любой другой скобки пучка.

Доказательство этого утверждения нигде не написано. И даже нет
полной уверенности в ее справделивости. Она верна в случае, кода
пучок является симплектическим, т.е. почти все скобки в пучке невы-
рождены (см., например, Болсинов, Борисов в Мат.заметках).

При работе с согласованными скобками Пуассона важную роль
играет так называемый оператор рекурсии. Его можно естественным
образом определить в случае симплектического пучка. Это делается
следующим образом. Пусть пучок порождается пуассоновыми струк-
турами A и B, причем A — невырожденна. Тогда можно определить
оператор P = BA−1. Из согласованности скобок вытекает

Теорема 11. Пусть A и B — пуассоновы структуры, причем A -
невырождена. Эти структуры согласованы тогда и только тогда,
когда тензор Нийенхейса оператора рекурсии P = BA−1 равен нулю.

Это утверждение является очень важным для описания канониче-
ского вида согласованных пуассоновых структур. На нем фактически
основано доказательство теоремы Тюриэля.

Напомним, что такое тензор Нийенхейса.
Пусть P — тензорное поле типа (1,1), т.е. линейный оператор. Его

тензором Нийенхейса называется тензор типа (1, 2), который паре век-
торных полей ξ и η ставит в соответствие новое векторное поле по
следующему правилу:

NP (ξ, η) = P 2[ξ, η]− P [Pξ, η]− P [ξ, Pη] + [Pξ, Pη]

Упражнение: проверить, что это действительно тензор.
Роль этого тензора объясняется следующим утверждением (все

рассматривается локально).

Теорема 12. Если в каждой точке спектр оператора P простой и
вещественный, то существует система координат, в которой опе-
ратор имеет диагональный вид, причем каждый диагональный эле-
мент зависит только от соответствующей переменной.

Это самая простая версия. Если не предполагать, простоты спек-
тра, но предположить полупростоту и то, что кратность каждого соб-
ственного значения постоянна, то к хорошему виду тоже можно при-
вести.

Полного описания нет в случае жордановых клеток. Например,
непонятно, что будет в случае нильпотентного опертора с нулевым
тензором Нийенхейса.
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Важную роль в этой тематике играют также так называемые иерар-
хии, или бигамильтоновы цепочки.

Определение 0.4. Мы скажем, что последовательность функций fi
образует иерархию, если имеет место следующая цепочка соотноше-
ний:

sgradAfi = sgradBfi+1

При этом имеет смысл рассматривать иерархии разных типов: беско-
нечные в обе стороны, бесконечные в одну сторону и заканчивающиеся
нулем.

Открытые вопросы, вопросы для обсуждениния на семи-
наре, упражнения:

1. Найти условия при которых квадратичная скобка согласована с
постоянной.
Комментарий. Вопрос связан с одним из результатов Изосимо-
ва, из которого вроде бы следует, что so(3) скобка, помноженная
на свой Казимир (она станет кубической), не должна быть согла-
сована ни с какой постоянной скобкой. Проверить эту гипотезу.
Точная формулировка: Пусть A — стандартная so(3) скобка и
B = (x1 + y2 + z2)A. Существует ли постоянная скобка, согла-
сованная с B? Существует ли какая-нибудь скобка, не обращаю-
щаяся в нуль в начале координат, согласованная с B?

2. Разобраться, как соотносятся три определения бигамильтоново-
сти, данные выше. Привести примеры, показывающие, что они
не эквивалентны. А также описать достаточные условия, при ко-
торых они эквивалентны.
Комментарий. Задача несложная. Вполне подходит для курсо-
вой работы.

3. Упражнение: доказать, что функции из иерархии коммутируют.
Что можно сказать о коммутировании функции из двух разных
иерархий?

4. Какие функции могут образовывать иерархии? Как они связаны
с функциями Казимира и характеристическими числами. Верно
ли, например, что в симплектическом случае бигамильтоновость
(в предположении, что все характеристические числа λi различ-
ны и непостоянны) дают функции вида

∑
fi(λi) и только они?

Комментарий. Это непростой вопрос. Заведомо можно описать
естественные серии.

5. Коняев говорил, что при некоторых условиях если можно сде-
лать один шаг иерархии, то ее можно продолжить до бесконеч-
ности. Какова точная формулировка? Что будет в симплектиче-
ском случае.
Комментарий.

6. Какие функции являются бигамильтонианами? Более частный
вопрос: интересным было бы рассмотреть пространство (алгеб-
ру) функций, порожденных Казимирами регулярных скобок и

16



в ней выделить бигамильтонианы. Два случая следует рассмот-
реть отдельно в качестве важных примеров: две постоянные скоб-
ки и метод сдвига аргумента.
Комментарий.

7. Как в симплектическом случае связаны характеристические чис-
ла с разделением переменных (λi и есть разделяющте перемен-
ные?). (по этому поводу нужно посмотреть работы А.Цыганова).
Комментарий.

8. Рассмотреть примеры согласованных скобок Пуассона (см. вы-
ше) в деталях.
Комментарий.

9. До сих пор нет хорошего доказательства теоремы о канониче-
ском виде тензора P с нулевым тензором Нийенхейса в слу-
чае комплексных собственных значений. Можно ли какой-нибудь
трюк придумать для ее доказательства?
Комментарий.

10. Доказать Теорему 10 (в случае вырожденных скобок). Выяснить,
кто первым ее доказал в симплектическом случае.
Комментарий.

11. Верна ли теорема 6, если отказаться от условия постоянства ран-
га cкобки?
Комментарий.

12. Открытой проблемой в течение многих лет остается локальная
классификация согласованных скобок Пуассона общего положе-
ния. Было бы полезным разобраться в положении дел.
Комментарий. Разбирать работы Тюриэля, Олвера, Гельфанда–
Захаревича.

13. Являются ли плоскими пучки согласованных скобок для случая
Манакова и для других аналогичных случаев, связанных с по-
лупростыми лиевыми пучками?
Комментарий. Скорее всего ответ положительный и получа-
ется применением теории Захаревича. Необходимые сведения
содержатся в работе А. Коняева.

14. Построить аналог оператора рекурсии в случае вырожденных
скобок Пуассона (хотя бы локально) и описать его свойства.
Комментарий. Напомним, что главным свойством оператора ре-
курсии в симплектическом случае является обнуление тензора
Нийенхейса. Что-то аналогичное должно иметь место и в общем
случае. Трудность в том, что этот оператор не будет определен
на касательном пространстве. Нужно будет факторизовать по
ядру. Была бы хорошая дипломная работа.

15. Мне не удалось найти в общедоступной математической литера-
туре четкой формулировки и доказательства теоремы о приве-
дении к каноническому виду (локально) тензорного поля типа
(1, 1) с нулевым тензором Нийенхейса. Нужно либо найти такую
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формулировку вместе с доказательством в литературе, либо са-
мостоятельно доказать такую теорему.
Комментарий. Отдельные варианты, разумеется, есть и они об-
суждаются во многих статьях. В общем случае, как мне сказа-
ли эксперты, возникают серьезные технические проблемы, если
имеется собственное значение, которому отвечают две или бо-
лее жордановы клетки. Хотелось бы разобраться, в чем состоит
трудность. С другой стороны если клетка одна или все клетки
имеют имеют размер 1, то вроде бы никаких проблем не возника-
ет и оператор приводится к естественному каноническоиу виду.
Технология разбиения на обобщенные собственные подпростран-
ства описана, например, в работе Болсинова-Матвеева. Случай
одной жорданой клетки также в целом понятен (у меня есть на
эту тему материалы). Разобраться со всем этим (в частности,
найти и изучить соответствующую литературу) было бы хоро-
шей курсовой (дипломной?) работой.

16. Есть еще один вопрос очень похожий по форме. Предположим,
что имеется ковариантно постоянное тензорное поле типа (1, 1).
К какому каноническому виду его можно привести заменой ко-
ординат?
Комментарий. Это условие более сильное, чем обнуление тензо-
ра Нийенхейса. (Упражнение: доказать этот факт). Задача ис-
ключительно важна в случае псевдоримановых связностей. Это
известная открытая проблема. (статьи Солодовникова, книга Ами-
новой, статья Болсинова-Матвеева)
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Тема 4: Немного линейной алгебры: Тео-
рема Жордана-Кронекера и ее приложе-
ния
Теорема 13. Пусть A и B — две кососимметричные формы, задан-
ные в конечномерном комплексном пространстве. Тогда существует
базис, в котором обе они одновременно приводятся к блочно-диагональному
виду. Для краткости мы сразу выпишем блоки для общей матрицы
пучка A+ λB:

A+ λB =


A1(λ)

A2(λ)

. . .
Ak(λ)


Блоки Ai(λ) могут быть трех типов:

• Жорданов блок для λi ∈ C:

λi−λ 1

λi−λ
. . .
. . . 1

λi−λ
λ−λi
−1 λ−λi

. . .
. . .
−1 λ−λi


,

• Жорданов блок для λi =∞

1 λ

1
. . .
. . . λ

1
−1
−λ −1

. . .
. . .
−λ −1


,
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• Кронекеров блок

1 λ
1 λ

. . .
. . .
1 λ

−1
−λ −1

−λ
. . .
. . . −1

−λ


Тривиальный одмерный блок Ai(λ) = (0) рассматривается как

(1× 1) кронекеров блок.

Следствия из этой теоремы (для интегрируемости)

Следствие 3. Ядра двух разных форм “коммутируют”, т.е. явля-
ются ортогональными относительно любой из форм. Пространство,
порожденное ядрами скобок общего положения, является изотроп-
ным.

Пространсство, порожденное ядрами скобок общего положения,
является максимально изотропным тогда и только тогда, когда
в разложении Жордана-Кронекера отсутствуют жордановы блоки.
Эквивалентным образом: тогда и только тогда, когда все мартрицы
из пучка Aλ = A+ λB, λ ∈ C̄, имеют одинаковый ранг.

С парой кососимметрических матриц связана естественная группа
Ли, которая эти формы сохраняет:

GAλ = {C ∈ GL(n,R) | CAλC> ∀λ ∈ R}.

Ее структуру можно описать (описание недавно получено Pumei Zhang,
аспиранткой из Лафборо). Эта группа в теории согласованных скобок
Пуассона играет ту же роль, что и ортогональная группа с римановой
геометрии или симплектическая группа в симплектической.

Дополнительная польза от этой группы состоит в следующем. Онa
помогает “сравнивать пучки по уровню их регулярности”. Поскольку
в случае скобок непостоянного ранга структура этой группы будет
зависеть от точки на многообразии, то мы будем иметь следующее
полезное утверждение: подмножество X ⊂ M , состоящее из точек с
фиксированным типом группы GAλ , инварианто относительно бига-
мильтонова векторного поля.

Пусть D — инвариантное подпространство GAλ (сейчас мы пред-
полагаем, что структура этой группы всюду одна и та же). Верно ли,
что соответствующее распределение интегрируемо. Это не всегда так,
но какие-то интересные случаи, вероятно, можно выделить.

Разложение Жордана-Кронекера позволяет естественным образом
определить некоторые новые инварианты конечномерной алгебры Ли.
Их естественно назвать инвариантами Жордана-Кронекера. Вряд ли
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эта идея ранее кем-нибудь обсуждалась, а она может оказаться полез-
ной.

Итак, пусть g — произвольная конечномерная алгебра Ли. Рас-
смотрим на двойственном пространстве две стандартные согласован-
ные скобки Пуассона { , } и { , }a, связанные с методом сдвига аргу-
мента. Пусть (a, x) ∈ g∗ ⊕ g∗ — пара общего положения в том смыс-
ле, что тип разложения Жордана-Kронекера для форм A = ckijxk
и Aa = ckijak в “точке” (x, a) локально постоянен. Такие пары обра-
зуют всюду плотное открытое по Зарисскому множество в g∗ ⊕ g∗

(почему?). Этот тип (число кронекеровых блоков, число жордановых
блоков, размеры этих блоков, число различных характеристических
чисел) явлется инвариантом алгебры Ли.

Полезность этого инварианта связана с тем, что он оказывается
естественным образом связанным с разными вопросами, возникающи-
ми при изучении гамильтоновых систем на алгебрах Ли. Например,

Теорема 14.

• Число Кронекеровых блоков совпадает с индексом алгебры Ли

• Сдвиги инвариантов полны тогда и только тогда, когда нет
жордановых блоков

• Жордановы блоки отсутствуют тогда и только тогда, когда
коразмерность множества сингулярных орбит больше единицы

• Размеры кронекеровых блоков дают оценку на степени полино-
миальных инвариатов коприсоединенного представления (тео-
рема Воронцова)

Характеристические числа пары форм A = ckijxk и Aa = ckijak,
разумеется зависят от x и a. Как мы знаем, сами характеристические
числа не являются хорошими функциями, симметрические полиномы
от них гораздо лучше. В данном случае эти функции вроде бы оказы-
ваются полиномами на двойственном пространстве. Надо бы в этом
разобраться. Эти полиномы будут коммутировать и между собой, и
со сдвигами инвариантов.

Такого типа конструкции могут оказаться очень полезными. С ни-
ми нужно поработать. Может быть на этом пути мы получим альтер-
нативное доказательство гипотезы Мищенко-Фоменко.

В работе
A.V. Bolsinov, A.A. Oshemkov, Bi-Hamiltonian structures and singularities
of integrable systems, Regul. Chaotic Dyn., 2009, 14 (4-5), pp. 431-454.
объяснено, как особенности бигамильтоновых систем могут быть опи-
саны при помощи особенностей соответствующих согласованных ско-
бок Пуассона. Сформулируем в общих чертах одну из теорем, которые
проясняет природу связи между этими особенностями.

Рассмотрим пучок согласованных пуассоновых структур J = {Aλ},
λ ∈ C̄. Обозначим через Sλ множество тех точек в которых ранг пуас-
соновой структуры Aλ меньше ранга пучка.

Рассмотрим коммутативную алгебру функций F , состоящую из
функций Казимира всех скобок общего положения из данного пуч-
ка. Напомним, что эта алгебра состоит из первых интегралов любой
бигамильтоновой системы (в смысле второго определения).
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Мы хотим описать множество точек, где интегралы становятся
зависимы. Удобно формализовать такие точки следующим образом.
Мы скажем, что x ∈ M — особая (критическая) точка для алгебры
F , если размерность пространства, порожденного дифференциалами
функций f ∈ F в этой точке меньше, чем нужно для полной интегри-
руемости, т.е. < 1

2
(dimM + corankJ ).

Теорема 15. Точка x ∈ M — критическая для F тогда и только
тогда, когда существует λ ∈ C̄ такое, что x ∈ Sλ.

Открытые вопросы, вопросы для обсуждениния на семи-
наре, упражнения:

1. Имеется давно стоящий вопрос о полноте системы функций на
полупрямых суммах. Его общая формулировка такова. Рассмот-
рим полупростую алгебру Ли g и ее симметрическое разложение
g = k + p. Предполагается естественное отождествление алгеб-
ры и двойственного пространства, учитывающее это разложение.
Пусть a ∈ p. Тогда функции вида f(λk + p+ λ2a), где f — инва-
риант присоединенного представления g, k ∈ k, p ∈ p, находятся
в инволюции относительно естественной скобки на полупрямой
сумме gθ = k+ p (отличие от исходной алгебры Ли g в том, что p
предполагается теперь коммутативным подпространством). Эти
функции коммутируют. Они также коммутируют со всеми функ-
циями на St a. Рассмотрев все эти функции вместе, мы получаем
некоторую алгебру функций. Требуется доказать (или построить
контрпример), что эта алгебра полна на всех орбитах присоеди-
ненного представления алгебры gθ.
Комментарий. Прочитать про эту конструкцию можно в
Bolsinov A.V., Compatible Poisson brackets on Lie algebras and the
completeness of families of functions in involution, Izv. Acad. Nauk
SSSR, Ser. matem. 55 (1) : 68–92 (1991).
или в оригинальной работе А.Г.Реймана
Reyman, A. G. Integrable Hamiltonian systems connected with graded
Lie algebras, Zap. Nauchn. Semin. LOMI AN SSSR 95, 3-54, (1980)
(Russian); English translation: J. Sov. Math. 19, 1507-1545, (1982).
см. также книжку или обзор Реймана и Семенова-Тян-Шанского,
или статью Болсинова, Борисова в Мат. заметках.

2. Описать особенности четырехмерного твердого тела (случай Ма-
накова на so(4)), пользуясь бигамильтоновой технологией.
Комментарий. Особенности уже были описаны другим спосо-
бом в работе А.А.Ошемкова. Предлагается сделать это незави-
симым образом, а потом сравнить результаты. задача решается
на 100 процентов. заодно полезно было бы проинтегрировать эту
систему на критических подмногообразиях, т.е. найти специаль-
ные критические решения. Это такжк заведомо можно сделать
не решая дифференциальных уравнений, поскольку на особых
многообразиях мы получим систему с одной степенью свободы.
что-то похожее уже делал Ин Маршалл. Технология будет важна
для изучения тех же самых вопросов в случае so(n).
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3. Описать особенности случая Ковалевской, пользуясь бигамиль-
тоновой технологией.
Комментарий. Наиболее разумная бигамильтонова интерпрета-
ция случая Ковалевской была дана И.Маршаллом (он, кстати,
сейчас работает в Москве и его можно было бы использовать).

4. Та же самая задача для случая Ковалевской в двух полях.
Комментарий. Топологический анализ проведен Харламовым,
но подробные доказательства в его работах не представлены. Бы-
ло бы очень полезно и важно получить описание критического
множества и бифуркационной диаграммы альтернативным (би-
гамильтоновым) способом.

5. Для алгебр Ли малой размерности вычислить инвариантыЖордана–
Кронекера.

6. Эти же инварианты было бы полезно вычислить и для других
алгебр Ли. Например, полупрямых сумм.
Комментарий. Это совсем новый вопрос, и речь пока идет об
отработке технологии и сборе экспериментальных материалов.

7. Как было объяснено, добавляя к сдвигам инвариантов симмет-
рические многочлены для пары скобок { , }, { , }a мы получаем
коммутативную алгебру полиномов (?) на g∗. Когда такое рас-
ширенное семейство оказывается полным?
Комментарий. Это очень хороший вопрос, пока совсем непонят-
ный. Любые продвижения будут очень интересны. Программа
максимум: альтернативное доказательство гипотезы Мищенко-
Фоменко.

8. Вопрос, уже сформулированный выше. Пусть D — инвариантное
подпространство GAλ (сейчас мы предполагаем, что структура
этой группы всюду одна и та же). Верно ли, что соответствую-
щее распределение интегрируемо. Это не всегда так, но какие-то
интересные случаи, вероятно, можно выделить.
Комментарий. Это важный вопрос для локальной классифика-
ции согласованных скобок Пуассона.

9. Обычно в примерах бигамильтоновых систем согласованные скоб-
ки Пуассона бывают полупростыми. В этом случае бигамиль-
тонова технология работает очень хорошо. А что будет в слу-
чае, когда скобки не являются полупростыми? Какого типа вы-
рожденные особенности в этом случае появляются? Хотелось бы
какие-нибудь характерные примеры рассмотреть.

10. С алгебраической точки зрения естественным вопросом, который
возникает сразу же после теоремы Жордана-Кронекера, являет-
ся изучение структуры орбит действия группы замен в простран-
стве пучков (или пар кососимметрических матриц). Например,
легко понять, что в случае четной размерности пучок общего по-
ложения состоит из жордановых блоков размера 2 на 2 с различ-
ными характеристическими числами. Пучок общего положения
в нечетномерном случае состоит из одного кронекерова блока.
Какова коразмерность множества пучков не общего положения?
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Еще один вопрос естественный вопрос можно сформулировать
так: пусть у нас имеется некоторый конкретный пучок. Рассмот-
рим его орбиту. Какие пучки (более сингулярные) лежат в за-
мыкании этой орбиты?
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