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Ëþáîé óçåë ìîæíî ïðåâðàòèòü â òðèâèàëüíûé çàìåíîé íåêîòîðûõ
ïåðåêðåñòêîâ. Çàìåíó ïåðåêðåñòêîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ïðîöåññ íåïðåðûâíîé ãîìîòîïèè â R3.
Â ïðîöåññå çàìåíû íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ìîìåíò
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ óçëà: ìû ïîëó÷àåì òàê íàçûâàåìûé ñèíãóëÿðíûé
óçåë. Òî÷íåå, ñèíãóëÿðíûé óçåë ïîðÿäêà n � ýòî ïîãðóæåíèå S1 â R3

ñ n ïðîñòûìè òî÷êàìè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ (ò.å., òî÷êàìè, â êîòîðûõ
òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþòñÿ äâå äóãè).

Ñèíãóëÿðíûå óçëû ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîòîïèè.
Èçîòîïèÿ ñèíãóëÿðíûõ óçëîâ îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî èçîòîïèè
îáû÷íûõ óçëîâ. Ìíîæåñòâî ñèíãóëÿðíûõ óçëîâ ïîðÿäêà n
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Xn (ïðè n = 0 ìíîæåñòâî X0 ñîñòîèò èç îáû÷íûõ
óçëîâ). Ìíîæåñòâî âñåõ ñèíãóëÿðíûõ óçëîâ (âêëþ÷àÿ X0)
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç X .
Èòàê, ïðè çàìåíå ïåðåêðåñòêà êëàññè÷åñêîãî óçëà â íåêîòîðûé
ìîìåíò âîçíèêàåò ñèíãóëÿðíûé óçåë.
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Ïóñòü f � èíâàðèàíò óçëîâ. Îïðåäåëèì åãî ïðîèçâîäíóþ f ′ ñîãëàñíî
ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:

f ′( ) = f ( )− f ( ). (1)

Ýòî ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ òðîåê äèàãðàìì, êîòîðûå
ñîâïàäàþò âíå ìàëîãî êðóãà (äâå äèàãðàììû çàäàþò êëàññè÷åñêèå

óçëû, à ñîîòâåòñòâóåò ñèíãóëÿðíîìó óçëó).

Äàííîå ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì Âàñèëüåâà.

Î÷åâèäíî, ÷òî èíâàðèàíò f ′ êîððåêòíî îïðåäåëåí íà ñèíãóëÿðíûõ
óçëàõ, òàê êàê ñ ñèíãóëÿðíûì ïåðåêðåñòêîì ìîæíî ñâÿçàòü åãî
ïîëîæèòåëüíîå è îòðèöàòåëüíîå ðàçâåäåíèÿ â R3. Ïðè èçîòîïèè
ñèíãóëÿðíîãî óçëà ýòè ðàçâåäåíèÿ òàêæå ïðåòåðïåâàþò èçîòîïèþ.
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Èíâàðèàíòó óçëîâ f : X0 → A,1 ìîæíî ñîïîñòàâèòü ïðîèçâîäíûå
âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì òó æå ôîðìóëó (1)
ïðèìåíèòåëüíî ê äâóì ñèíãóëÿðíûì óçëàì ïîðÿäêà n è îäíîìó
ñèíãóëÿðíîìó óçëó ïîðÿäêà n + 1 (n ñèíãóëÿðíûõ ïåðåêðåñòêîâ
êàæäîé èç ýòèõ äèàãðàìì ëåæàò âíå �âèäèìîé� ÷àñòè äèàãðàììû).
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì èíâàðèàíò íà ìíîæåñòâå X . Ýòîò
èíâàðèàíò íàçûâàåòñÿ ïðîäîëæåíèåì f íà ñèíãóëÿðíûå óçëû.
Îáîçíà÷åíèå: f (n).

Ïðèìåð 1.1

Ïîñ÷èòàåì çíà÷åíèå ïðîäîëæåíèÿ ïîëèíîìà Äæîíñà íà ïðîñòåéøåì
ñèíãóëÿðíîì óçëå ïîðÿäêà äâà. Ïîñëå äâóêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ
ñîîòíîøåíèÿ Âàñèëüåâà ïîëó÷èì:

V’’ V’V’

V VV V

V V q+q-q-1
3 4

1A ìîæåò áûòü êîëüöîì èëè ïîëåì; îáû÷íî ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ Q,R èëè C
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Îïðåäåëåíèå 1.2

Èâàðèàíò f : X0 → A íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì (Âàñèëüåâà) ïîðÿäêà
≤ n, åñëè åãî ïðîäîëæåíèå íà ñèíãóëÿðíûå óçëû ïîðÿäêà (n + 1)
òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Vn ïðîñòðàíñòâî âñåõ èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà
ïîðÿäêà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî n.

Îïðåäåëåíèå 1.3

Èíâàðèàíò Âàñèëüåâà ïîðÿäêà ≤ n èìååò ïîðÿäîê n, åñëè îí íå
ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïîðÿäêà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî n − 1.
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Ïî îïðåäåëåíèþ èíâàðèàíò Âàñèëüåâà ïîðÿäêà íîëü èìååò
îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ äëÿ óçëîâ ñ îäèíàêîâîé òåíüþ, äèàãðàììû
êîòîðûõ ðàçëè÷àþòñÿ â îäíîì ïåðåêðåñòêå. Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå
èíâàðèàíòà ñîâïàäàåò äëÿ âñåõ óçëîâ ñ îäèíàêîâîé òåíüþ. Ïóñòü K
� äèàãðàììà ïðîèçâîëüíîãî óçëà, à S � òåíü óçëà K . Ñóùåñòâóåò
äèàãðàììà òðèâèàëüíîãî óçëà ñ òåíüþ S . Çíà÷èò, çíà÷åíèå
èíâàðèàíòà íà K ðàâíî çíà÷åíèþ íà òðèâèàëüíîì óçëå. Òàêèì
îáðàçîì, èíâàðèàíò ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èíâàðèàíòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà íå ñóùåñòâóåò.
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Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñèíãóëÿðíûé óçåë U,
èçîáðàæåííûé íèæå.

s�

Ïóñòü S � òåíü óçëà ñ ôèêñèðîâàííûì ñèíãóëÿðíûì ïåðåêðåñòêîì.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îñòàâëÿåì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ëåììà 2.1

Âûáèðàÿ ïîäõîäÿùèå òèïû ïåðåêðåñòêîâ â S , ìîæíî ïîëó÷èòü
ñèíãóëÿðíûé óçåë, èçîòîïíûé U.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî èíâàðèàíòà Âàñèëüåâà I , òàêîãî ÷òî
I ′′ = 0 ïîëó÷àåì I ′(U) = 0. Äåéñòâèòåëüíî,
I ′(U) = I ( )− I ( ) = 0.
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Òåïåðü ðàññìîòðèì èíâàðèàíò I ïîðÿäêà íå âûøå îäíîãî. Ïóñòü K �
äèàãðàììà îðèåíòèðîâàííîãî óçëà. Çàìåíîé ïåðåêðåñòêîâ äèàãðàììó
K ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â äèàãðàììó òðèâèàëüíîãî óçëà. Òàêèì
îáðàçîì, I (K ) = I (©) +

∑
±I ′(Ki ), ãäå Ki � ñèíãóëÿðíûé óçåë ñ

îäíîé ñèíãóëÿðíîé òî÷êîé. Íî êàæäûé óçåë Ki ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü
ê äèàãðàììå U ïóòåì çàìåíû òèïà ïåðåêðåñòêîâ. Òàêèì îáðàçîì,
I ′(Ki ) = I ′(U) +

∑
±I ′′(Kij), ãäå Kij � ñèíãóëÿðíûé óçåë ïîðÿäêà äâà.

Ïî óñëîâèþ, I ′′ ≡ 0, çíà÷èò, I ′(Ki ) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
I (K ) = I (©). Òàêèì îáðàçîì, èíâàðèàíò I ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé.
Èòàê, íå ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòîâ ïîðÿäêà îäèí.
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Ðàññìîòðèì ïîëèíîì Êîíâåÿ C è åãî êîýôôèöèåíòû cn.

Òåîðåìà 3.1

Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ôóíêöèÿ cn ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì
ïîðÿäêà íå âûøå n.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äåéñòâèòåëüíî, ñðàâíèì ñîîòíîøåíèÿ Êîíâåÿ è Âàñèëüåâà:

c ′n( ) = cn( )− cn( ) = x · cn( ).

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäíàÿ C äåëèòñÿ íà x ; àíàëîãè÷íî,
ïðîèâîäíàÿ n�ãî ïîðÿäêà îò C äåëèòñÿ íà xn. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå
n + 1-êðàòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèÿ cn îáðàùàåòñÿ â íóëü.
�

Ëåêöèÿ 9. Èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà



Ñèíãóëÿðíûå óçëû è îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà Èíâàðèàíòû ïîðÿäêà íîëü è îäèí Ïðèìåð èíâàðèàíòîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ Ñèìâîëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà äëÿ ïîëèíîìà Êîíâåÿ Äðóãèå ïîëèíîìû è èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà Ïðèìåð èíâàðèàíòà áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Òàê ìû ïîëó÷àåì ïåðâûé íåòðèâèàëüíûé ïðèìåð. Âòîðîé
êîýôôèöèåíò c2 ïîëèíîìà Êîíâåÿ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì âòîðîãî
ïîðÿäêà (íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî êîýôôèöèåíò íå ïîñòîÿííûé; à
èìåííî, åãî çíà÷åíèå íà òðèëèñòíèêå ðàâíî îäíîìó).

Îäíàêî, ýòîò èíâàðèàíò íå ðàçëè÷àåò ëåâûé è ïðàâûé òðèëèñòíèêè,
êàê è ïîëèíîì Êîíâåÿ. Äàëåå ìû ïîñòðîèì èíâàðèàíò ïîðÿäêà òðè,
ðàçëè÷àþùèé òðèëèñòíèêè.
Âñå êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà Êîíâåÿ ÷åòíîãî ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ
èíâàðèàíòàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîðÿäêîâ.
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Êàê ìû âèäåëè, êîýôôèöèåíò cn ïîëèíîìà Êîíâåÿ ÿâëÿåòñÿ
èíâàðèàíòîì ïîðÿäêà íå âûøå n.
Ïóñòü v � èíâàðèàíò Âàñèëüåâà ïîðÿäêà n. Ïî îïðåäåëåíèþ
v (n+1) = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ äâóõ ñèíãóëÿðíûõ óçëîâ K1,K2

ïîðÿäêà n, äèàãðàììû êîòîðûõ ðàçëè÷àþòñÿ â îäíîì ïåðåêðåñòêå
(ïåðåõîä çàìåíÿåòñÿ íà ïðîõîä), v (n)(K1) = v (n)(K2). Òàêèì îáðàçîì,
ó ñèíãóëÿðíûõ óçëîâ ïîðÿäêà n ìîæíî äåëàòü çàìåíó ïåðåêðåñòêîâ,
íå ìåíÿÿ çíà÷åíèå v (n). Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå v (n) íå çàâèñèò îò
çàóçëåííîñòè äèàãðàììû, ïðîèçâîäèìîé êëàññè÷åñêèìè
ïåðåêðåñòêàìè, à çàâèñèò òîëüêî îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ
ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê.

Îïðåäåëåíèå 4.1

Ôóíêöèÿ v (n) íàçûâàåòñÿ ñèìâîëîì èíâàðèàíòà v .

Ëåêöèÿ 9. Èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà



Ñèíãóëÿðíûå óçëû è îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà Èíâàðèàíòû ïîðÿäêà íîëü è îäèí Ïðèìåð èíâàðèàíòîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ Ñèìâîëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà äëÿ ïîëèíîìà Êîíâåÿ Äðóãèå ïîëèíîìû è èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà Ïðèìåð èíâàðèàíòà áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Îïðåäåëåíèå 4.2

Ïîä õîðäîâîé äèàãðàììîé ìû ïîíèìàåì êîíå÷íûé òðåõâàëåíòíûé
ãðàô, ñîñòîÿùèé èç îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà (îêðóæíîñòè) è
íåîðèåíòèðîâàííûõ õîðä (ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ ðàçëè÷íûå òî÷êè
öèêëà). Ïîðÿäêîì õîðäîâîé äèàãðàììû íàçûâàåòñÿ ÷èñëî õîðä â íåé.

Çàìå÷àíèå 4.3

Õîðäîâûå äèàãðàììû ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôèçìà ãðàôîâ, ïåðåâîäÿùèõ õîðäû â õîðäû, îêðóæíîñòü â
îêðóæíîñòü, è ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ îêðóæíîñòåé.

Çàìå÷àíèå 4.4

Ìû íå áóäåì ÿâíî óêàçûâàòü îðèåíòàöèþ îêðóæíîñòè õîðäîâîé
äèàãðàììû, ïðåäïîëàãàÿ âñåãäà, ÷òî îíà îðèåíòèðîâàíà ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè.
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Ïðåäûäóùèå óòâåðæäåíèÿ î ñèíãóëÿðíûõ óçëàõ ìîæíî
ïåðåôîðìóëèðîâàòü íà ÿçûêå õîðäîâûõ äèàãðàìì. À èìåííî,
êàæäîìó ñèíãóëÿðíîìó óçëó ñîïîñòàâèì õîðäîâóþ äèàãðàììó,
ïîëó÷àåìóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîñìîòðèì íà óçåë êàê íà îáðàç â
R3 ñòàíäàðòíîé îðèåíòèðîâàííîé îêðóæíîñòè S1, è ñîåäèíèì
õîðäàìè ïðîîáðàçû, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîé òî÷êå â R3.
Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé èíâàðèàíò ïîðÿäêà n çàäàåò ôóíêöèþ íà
ìíîæåñòâå õîðäîâûõ äèàãðàìì ñ n õîðäàìè. Ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü
ïðîñòðàíñòâî ôîðìàëüíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé õîðäîâûõ
äèàãðàìì ñ êîýôôèöèåíòàìè, ñêàæåì, â Q, òîãäà ñèìâîëû
èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà ïîðÿäêà n çàäàþò ëèíåéíûå ôóíêöèè íà
ýòîì ïðîñòðàíñòâå.
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Òåïåðü ÿñíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Vn/Vn−1 îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ
ïðîñòðàíñòâîì ñèìâîëîâ, êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íà ÿçûêå
äèàãðàìì.
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ÷åòíîãî n êîýôôèöèåíò cn ïîëèíîìà Êîíâåÿ
èìååò ïîðÿäîê ðîâíî n. Áîëåå òîãî, âû÷èñëèì åãî ñèìâîë, ñëåäóÿ [6].
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Ðàññìîòðèì õîðäîâóþ äèàãðàììó D ïîðÿäêà n. �Óäâîèì� êàæäóþ
õîðäó è ñîòðåì ìàëûå äóãè ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè õîðäàìè.
Ïîñòðîåííûé îáúåêò (îðèåíòèðîâàííàÿ îêðóæíîñòü áåç 2n ìàëûõ
äóã, íî ñ n ïàðàìè ïàðàëëåëüíûõ õîðä) äîïóñêàåò îáõîä âäîëü ñàìîãî
ñåáÿ. Äåéñòâèòåëüíî, íà÷èíàÿ ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè íà îêðóæíîñòè,
ìû äîéäåì äî íà÷àëà íåêîòîðîé õîðäû (ïîñëå êîòîðîé ìû óäàëèëè
ìàëóþ äóãó), çàòåì ïîâåðíåì íà õîðäó è èäåì äâîëü íåå. Â êîíöå
õîðäû ïîâîðà÷èâàåì íà äóãó îêðóæíîñòè (êîòîðàÿ íå áûëà óäàëåíà)
è ò.ä. Î÷åâèäíî, ÷òî ìû âåðíåìñÿ ñ íà÷àëüíîé òî÷êå. Çäåñü èìååì
äâå âîçìîæíîñòè.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû îáîéäåì âåñü îáúåêò; âî âòîðîì � òîëüêî åãî
÷àñòü.
Ñ ïîìîùüþ ìàëîãî âîçìóùåíèÿ â R3 ìîæíî óáðàòü ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
õîðä. Òîãäà îáúåêò ïðåâðàòèòñÿ â îäíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå m(D).
Ïåðâûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ñâÿçíîìó ìíîãîîáðàçèþ, à âòîðîé �
íåñâÿçíîìó.
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Óòâåðæäåíèå 4.5 ([6])

Çíà÷åíèå n�é ïðîèçâîäíîé cn íà D ðàâíî åäèíèöå, åñëè m(D)
ñâÿçíî, è ðàâíî íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü L � ñèíãóëÿðíûé óçåë ñ õîðäîâîé äèàãðàììîé D. Óáåðåì
ñèíãóëÿðíûå âåðøèíû D, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå Âàñèëüåâà è
ñêåéí-ñîîòíîøåíèå Êîíâåÿ:

C ′( ) = x · C ( ).

Ïîñëå n-êðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ, ìû ïîëó÷èì, ÷òî çíà÷åíèå n�é
ïðîèçâîäíîé èíâàðèàíòà C íà L (íà D) ðàâíî çíà÷åíèþ C íà
äèàãðàììå, ïîëó÷åííîé èç D ðàçâåäåíèåì ñèíãóëÿðíûõ
ïåðåêðåñòêîâ, óìíîæåííîìó íà xn. Ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíò cn â
n�é ïðîèçâîäíîé ïîëèíîìà Êîíâåÿ äëÿ ñèíãóëÿðíîãî óçëà ðàâåí
êîýôôèöèåíòó c0 íà ïîëó÷åííîé ðàçâåäåííîé äèàãðàììå.
Ýòî çíà÷åíèå íå çàâèñèò îò òèïà ïåðåêðåñòêîâ: îíî ðàâíî îäíîìó íà
òðèâèàëüíîì óçëå è íóëþ íà òðèâèàëüíîì çàöåïëåíèè ñ ÷èñëîì
êîìïîíåò, áîëüøèì 1. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �
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Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óçëû (êàê è çàöåïëåíèÿ ñ íå÷åòíûì ÷èñëîì
êîìïîíåíò) èìåþò òîëüêî ÷åòíûå ñòåïåíè â ïîëèíîìå Êîíâåÿ: cn ≡ 0
äëÿ íå÷åòíûõ n.
Ýòîò ôàêò ìîæíî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå.
Ïóñòü D � õîðäîâàÿ äèàãðàììà ñ íå÷åòíûì ÷èñëîì õîðä n.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèâàÿ m(D), ñîîòâåòñòâóþùåå D, èìååò ðîâíî
îäíó êîìïîíåíòó. Ïðèêëåèì äèñê ê ýòîé êðèâîé. Ïîëó÷èì
îðèåíòèðîâàííîå (äîêàæèòå!) äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ
âûðåçàííûì äèñêîì. Òàêèì îáðàçîì, ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ýòîãî
ìíîãîîáðàçèÿ äîëæíà áûòü íå÷åòíîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýéëåðîâà
õàðàêòåðèñòèêà ðàâíà V − E + S = 2n − 3n + 1 = −n + 1.
Ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî n íå÷åòíî, âåäåò ê ïðîòèâîðå÷èþ,
çàâåðøàþùåìó äîêàçàòåëüñòâî.
Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ÷åòíîãî n íàéäåòñÿ õîðäîâàÿ äèàãðàììà, äëÿ
êîòîðîé cn îòëè÷íî îò íóëÿ.
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Óïðàæíåíèå 1

Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ÷åòíîãî n çíà÷åíèå n�é ïðîèçâîäíîé
èíâàðèàíòà cn íà äèàãðàììå, âñå õîðäû êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ, ðàâíî
åäèíèöå.

Èç ýòîãî óïðàæíåíèÿ âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå èíâàðèàíòîâ
Âàñèëüåâà ïðîèçâîëüíîãî ÷åòíîãî ïîðÿäêà.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïîëèíîì Êîíâåÿ ñëàáåå
èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà.
Òî æå ìîæíî ñêàçàòü ïðî ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ
èç ïîëèíîìà Êîíâåÿ ïðîñòîé çàìåíîé ïåðåìåííîé.
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Ïîëèíîì Äæîíñà
Ïîëèíîì Äæîíñà îò äâóõ ïåðåìåííûõ
Ïîëèíîì Êàóôìàíà îò äâóõ ïåðåìåííûõ
Ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé
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Åñëè ìû ïîïûòàåìñÿ ïðèìåíèòü ôîðìàëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ê
êîýôôèöèåíòàì äðóãèõ ïîëèíîìîâ, òî ïîòåðïèì íåóäà÷ó. Òàê,
íàïðèìåð, êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà Äæîíñà ñàìè íå ÿâëÿþòñÿ
èíâàðèàíòàìè Âàñèëüåâà. Äåëî â òîì, ÷òî ïîëèíîì Äæîíñà îò
çàöåïëåíèÿ ìîæåò ñîäåðæàòü îòðèöàòåëüíûå ñòåïåíè ïåðåìåííîé,
òàê ÷òî ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè îòðèöàòåëüíûå ñòåïåíè ñîõðàíÿòñÿ.
Â ðàáîòå [8] äàí êðèòåðèé, êîãäà êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìèàëüíîãî
èíâàðèàíòà ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè Âàñèëüåâà. Òàì æå ïîêàçàíî,
êàê ïîñòðîèòü ïîëèíîìèàëüíûé èíâàðèàíò ïî çàäàííîìó èíâàðèàíòó
Âàñèëüåâà.
Õîòÿ íå âñå ïîëèíîìû ìîæíî ïîëó÷èòü èç ïîëèíîìà Êîíâåÿ
(Àëåêñàíäåðà) çàìåíîé ïåðåìåííîé, èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà
îêàçûâàþòñÿ áîëåå ñèëüíûìè, ÷åì ïîëèíîìèàëüíûå èíâàðèàíòû (çà
èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, ïîëèíîìà Õîâàíîâà). Ðåçóëüòàòû,
îïèñàííûå íèæå, âîñõîäÿò ê ðàáîòå Áèðìàí è Ëèíÿ [4] (ïðåïðèíò
1991 ãîäà), ñì. òàêæå [5, 9].
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7 Óïðàæíåíèÿ
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Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïîëèíîì Äæîíñà. Íàïîìíèì, ÷òî ïîëèíîì
Äæîíñà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ñêåéí-ñîîòíîøåíèþ:

q−1V ( )− qV ( ) = (q
1
2 − q−

1
2 )V ( )

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé q = ex . Ïîëó÷èì:

e−xV ( )− exV ( ) = (e
x
2 − e−

x
2 )V ( ).

Âûïèøåì òåïåðü ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä ïî x äëÿ âûðàæåíèå
âûøå è ïåðåíåñåì âñå ÷ëåíû, äåëÿùèåñÿ íà x , â ïðàâóþ ÷àñòü.
Â ïðàâîé ÷àñòè ìû ïîëó÷èì ñóììó, äåëÿùóþñÿ íà x , à â ëåâîé ÷àñòè
èìååì ïðîèçâîäíóþ ïîëèíîìà Äæîíñà ïëþñ äîáàâîê, äåëÿùèéñÿ íà
x :

V ( )− V ( ) = x〈íå÷òî〉.

Ëåêöèÿ 9. Èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà



Ñèíãóëÿðíûå óçëû è îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà Èíâàðèàíòû ïîðÿäêà íîëü è îäèí Ïðèìåð èíâàðèàíòîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ Ñèìâîëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà äëÿ ïîëèíîìà Êîíâåÿ Äðóãèå ïîëèíîìû è èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà Ïðèìåð èíâàðèàíòà áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÏîëèíîì Äæîíñà Ïîëèíîì Äæîíñà îò äâóõ ïåðåìåííûõ Ïîëèíîì Êàóôìàíà îò äâóõ ïåðåìåííûõ Ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèå âûøå, ìû âèäèì, ÷òî ïîñëå âòîðîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè îñòàíóòñÿ òîëüêî ÷ëåíû,
äåëÿùèåñÿ íà x2.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå (n + 1) äèôôåðåíöèðîâàíèé, n�é ÷ëåí ðÿäà,
âûðàæàþùåãî ïîëèíîì Äæîíñà ÷åðåç x , îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òàêèì
îáðàçîì, âñå ÷ëåíû ýòîãî ðÿäà ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè Âàñèëüåâà.
Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.1

Ïîëèíîì Äæîíñà îò îäíîé ïåðåìåííîé ñëàáåå èíâàðèàíòîâ
Âàñèëüåâà.
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Òî æå ïðèìåíèìî ê ïîëèíîìó Äæîíñà (îáîçíà÷àåìîìó ÷åðåç X )) îò
äâóõ ïåðåìåííûõ.
Âûïèøåì åãî ñêåéí-ñîîòíîøåíèå:

1√
λ
√

q
X ( )−

√
λ
√

qX ( ) =
q − 1√

q
X ( )

ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ
√
q = ex ,

√
λ = ey è âûïèøåì

ðàçëîæåíèå â ðÿä ïî x è y .

Â ïðàâîé ÷àñòè ìû ïîëó÷èì íå÷òî, äåëÿùååñÿ íà x , à â ëåâîé ÷àñòè
� ïðîèçâîäíóþ ïîëèíîìà Äæîíñà ïëþñ íå÷òî, äåëÿùååñÿ íà x + y .
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

X ( )−X ( ) = x〈íå÷òî〉.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå (n+ 1) äèôôåðåíöèðîâàíèé âñå ÷ëåíû ñòåïåíè
≤ n ïî x èñ÷åçíóò.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.2

Ïîëèíîì Äæîíñà îò äâóõ ïåðåìåííûõ ñëàáåå èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà.

Òàê êàê ïîëèíîì HOMFLY-PT ïîëó÷àåòñÿ èç ïîëèíîìà Äæîíñà
çàìåíîé ïåðåìåííûõ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 5.3

Ïîëèíîì HOMFLY-PT ñëàáåå èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà.
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Íàèáîëåå ñëîæíûì è èíòåðåñíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîì
Êàóôìàíà îò äâóõ ïåðåìåííûõ, òàê êàê ýòîò ïîëèíîì íå
óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ Êîíâåÿ. Ýòîò ïîëèíîì çàâèñèò îò

ñòåïåíåé âûðàæåíèé z , a è a−a−1

z .

×òîáû ïðåäñòàâèòü ïîëèíîì Êàóôìàíà â âèäå ðÿäà èç èíâàðèàíòîâ
Âàñèëüåâà, íóæíî âûðàçèòü ýòè ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ îò
ïîëîæèòåëüíûõ ñòåïåíåé äâóõ ïåðåìåííûõ.
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Íàïîìíèì, ÷òî ïîëèíîì Êàóôìàíà îò äâóõ ïåðåìåííûõ
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé2

Y (L) = a−w(L)D(L),

ãäå D � ôóíêöèÿ íà íåîðèåíòèðîâàííûõ äèàãðàììàõ óçëîâ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèÿì:

D(L)− D(L′) = z(D(LA)− D(LB)); (2)

D(©) =

(
1+

a− a−1

z

)
; (3)

D(X# ) = aD(X ),D(X# ) = a−1D(X ), (4)

ãäå äèàãðàììû L = , L′ = ,LA = ,LB =

ñîâïàäàþò âíå ìàëîé îêðåñòíîñòè ïåðåêðåñòêà.

2Çäåñü ìû îáîçíà÷àåì îðèåíòèðîâàííûå è íåîðèåíòèðîâàííûå äèàãðàììû

îäíîé áóêâîé L.
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Ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå (2) äëÿ Y . Ïîëó÷èì:

a−1Y ( )− aY ( ) = z(Y ( )− Y ( )) · 〈ñòåïåíü îò a〉.
(5)

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ: p = ln( a−1z ). Òîãäà z , a, a−a
−1

z
âûðàæàþòñÿ êàê ìíîãî÷ëåíû è ðÿäû ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñòåïåíÿìè z
è p. À èìåííî:

z = z ,

a = zep + 1 = z(1+ p + . . . ) + 1,

a−1 = 1− z(1+ p + . . . ) + z2(1+ p + . . . )2 + . . . ,

a− a−1

z
= a−1(a+ 1)ep

Êàæäàÿ èç ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ âûðàæàåòñÿ êàê ðÿä ñ
ïîëîæèòåëüíûìè ñòåïåíÿìè ïåðåìåííûõ p è z .
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Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå ïîëèíîìà Êàóôìàíà îò äâóõ ïåðåìåííûõ
íà êàæäîì óçëå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ïîëîæèòåëüíûå ñòåïåíè p è
z . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ó÷èòûâàÿ ÷òî a = 1+ z〈íå÷òî〉1 and
a−1 = 1+ z〈íå÷òî〉2, ìû ìîæåì âûâåñòè èç (5) è (4), ÷òî

Y ′ = z〈íå÷òî〉.

Òàêèì îáðàçîì, âñå ÷ëåíû â íàøåì äâîéíîì ðÿäå, èìåþùèå ñòåïåíü
íå âûøå n ïî ïåðåìåííîé z , èñ÷åçàþò ïîñëå (n + 1)
äèôôåðåíöèðîâàíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå îíè ÿâëÿþòñÿ
èíâàðèàíòàìè Âàñèëüåâà.
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 5.4

Ïîëèíîì Êàóôìàíà îò äâóõ ïåðåìåííûõ ñëàáåå èíâàðèàíòîâ
Âàñèëüåâà.

Ëåêöèÿ 9. Èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà



Ñèíãóëÿðíûå óçëû è îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà Èíâàðèàíòû ïîðÿäêà íîëü è îäèí Ïðèìåð èíâàðèàíòîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ Ñèìâîëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà äëÿ ïîëèíîìà Êîíâåÿ Äðóãèå ïîëèíîìû è èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà Ïðèìåð èíâàðèàíòà áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÏîëèíîì Äæîíñà Ïîëèíîì Äæîíñà îò äâóõ ïåðåìåííûõ Ïîëèíîì Êàóôìàíà îò äâóõ ïåðåìåííûõ Ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé

Ñîäåðæàíèå

1 Ñèíãóëÿðíûå óçëû è îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà

2 Èíâàðèàíòû ïîðÿäêà íîëü è îäèí

3 Ïðèìåð èíâàðèàíòîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ

4 Ñèìâîëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà äëÿ ïîëèíîìà Êîíâåÿ

5 Äðóãèå ïîëèíîìû è èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà
Ïîëèíîì Äæîíñà
Ïîëèíîì Äæîíñà îò äâóõ ïåðåìåííûõ
Ïîëèíîì Êàóôìàíà îò äâóõ ïåðåìåííûõ
Ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé

6 Ïðèìåð èíâàðèàíòà áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà

7 Óïðàæíåíèÿ

8 Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Ëåêöèÿ 9. Èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà



Ñèíãóëÿðíûå óçëû è îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà Èíâàðèàíòû ïîðÿäêà íîëü è îäèí Ïðèìåð èíâàðèàíòîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ Ñèìâîëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà äëÿ ïîëèíîìà Êîíâåÿ Äðóãèå ïîëèíîìû è èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà Ïðèìåð èíâàðèàíòà áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÏîëèíîì Äæîíñà Ïîëèíîì Äæîíñà îò äâóõ ïåðåìåííûõ Ïîëèíîì Êàóôìàíà îò äâóõ ïåðåìåííûõ Ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé

Ïîêàæåì òåïåðü, êàê âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ îò ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
ôóíêöèé.
Äëÿ ôóíêöèé f è g , çàäàííûõ íà äèàãðàììàõ óçëîâ, ìîæíî
ôîðìàëüíî îïðåäåëèòü ïðîèçâîäíûå f ′ è g ′ íà äèàãðàììàõ
ñèíãóëÿðíûõ óçëîâ ïîðÿäêà îäèí è, äàëåå, ïðîèçâîäíûå âûñøèõ
ïîðÿäêîâ.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f · g è äèàãðàììó ñèíãóëÿðíîãî óçëà K
ïîðÿäêà n. Ïîä ðàçáèåíèåì áóäåì ïîíèìàòü âûáîð i ñèíãóëÿðíûõ
âåðøèí èç n âåðøèí óçëà K . Âûáåðåì ðàçáèåíèå s. Ïóñòü K1s �
äèàãðàììà, ïîëó÷åííàÿ èç K ðàçâåäåíèåì (n − i) íå âûáðàííûõ
âåðøèí îòðèöàòåëüíî, à K2s � äèàãðàììà, ïîëó÷åííàÿ ðàçâåäåíèåì
âûáðàííûõ i âåðøèí èç s ïîëîæèòåëüíî.

Ëåììà 5.5

Ïóñòü K � õîðäîâàÿ äèàãðàìì ïîðÿäêà n. Òîãäà èìååò ìåñòî
ôîðìóëà Ëåéáíèöà:

(fg)(n)(K ) =
n∑

i=0

∑
s

f (i)(K1s)g
(n−i)(K2s).
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.5

Äîêàçàòåëüñòâî.

Èñïîëüçóåì èíäóêöèþ ïî n.
Ïðîâåðèì áàçó èíäóêöèè (ñëó÷àé n = 1). Ïóñòü äàí ñèíãóëÿðíûé
óçåë ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ðàññìîòðèì åãî äèàãðàììó è ñèíãóëÿðíóþ
âåðøèíó A â íåé. âûïèøåì ñîîòíîøåíèå Âàñèëüåâà:

(fg)′( ) = f ( )g( )− f ( )g( )

= g( )(f ( )− f ( )) + f ( )(g( )− g( ))

= f ′( )g( ) + g ′( )f ( ). (6)

Ðàâåíñòâî (6) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ f ′ è g ′. Òàêèì îáðàçîì, ìû
äîêàçàëè òåîðåìó ïðè n = 1. Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà ïðèìåíèìà
òàêæå ê ôóíêöèÿì íà ñèíãóëÿðíûõ óçëàõ, åñëè ñèíãóëÿðíûå âåðøèíû
íå ó÷àñòâóþò â ñîîòíîøåíèè, òî åñòü ëåæàò âíå ðàññìàòðèâàåìîé
îêðåñòíîñòè.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.5

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèíãóëÿðíûé óçåë K ïîðÿäêà n è âûáåðåì
ñèíãóëÿðíóþ âåðøèíó A äèàãðàììû óçëà K . Çíà÷åíèå (fg)(n) íà K
ðàâíî ðàçíîñòè çíà÷åíèé (fg)(n−1) íà äâóõ ñèíãóëÿðíûõ óçëàõ K 1 è
K 2 ïîðÿäêà n − 1, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñ ïîìîùüþ
ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî ðàçâåäåíèÿ â âåðøèíå A.
Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èìååì:

(fg)(n−1)(K i ) =
n−1∑
i=0

∑
s

f (i)(K i
1s)g

(n−1−i)(K i
2s), (7)

ãäå s ïðîáåãàåò âñå ðàçáèåíèÿ ïîðÿäêà (n − 1).
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.5

Ñëåäîâàòåëüíî:

(fg)(n)(K ) = (fg)(n−1)(K 1)− (fg)(n−1)(K 2)

=
n−1∑
i=0

∑
s

[
f (i)(K 1

1s)g
(n−1−i)(K 1

2s)− f (i)(K 2

1s)g
(n−1−i)(K 2

2s)
]

=
n−1∑
i=0

∑
s

[
f (i)(K 1

1s)g
(n−1−i)(K 1

2s)− f (i)(K 2

1s)g
(n−1−i)(K 1

2s)

+ f (i)(K 2

1s)g
(n−1−i)(K 1

2s)− f (i)(K 2

1s)g
(n−1−i)(K 2

2s)
]

=
n−1∑
i=0

∑
s

[
f (i+1)(K1s)g

(n−1−i)(K 1

2s)− f (i)(K 2

1s)g
(n−i)(K2s)

]
=

n∑
i=0

∑
s

f (i)(K1s)g
(n−i)(K2s).

�
Ëåêöèÿ 9. Èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà



Ñèíãóëÿðíûå óçëû è îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà Èíâàðèàíòû ïîðÿäêà íîëü è îäèí Ïðèìåð èíâàðèàíòîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ Ñèìâîëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà äëÿ ïîëèíîìà Êîíâåÿ Äðóãèå ïîëèíîìû è èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà Ïðèìåð èíâàðèàíòà áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÏîëèíîì Äæîíñà Ïîëèíîì Äæîíñà îò äâóõ ïåðåìåííûõ Ïîëèíîì Êàóôìàíà îò äâóõ ïåðåìåííûõ Ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé

Ñëåäñòâèå 5.6

Ïóñòü f è g � äâå ôóíêöèè, çàäàííûå íà äèàãðàììàõ óçëîâ (íå
îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþùèåñÿ èíâàðèàíòàìè óçëîâ), òàêèå ÷òî f (n+1) ≡ 0,
g (k+1) ≡ 0. Òîãäà (fg)(n+k+1) ≡ 0.
Â ÷àñòíîñòè, ïðîèçâåäåíèå èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà ïîðÿäêîâ n è k
ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì Âàñèëüåâà ïîðÿäêà íå áîëüøå (n + k).

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ îñòàâëÿåì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 5.7

Ñëåäñòâèå 5.6 ñâÿçàíî ñ íåñêîëüêèìè çàìå÷àòåëüíûìè ñòðóêòóðàìè:
àëãåáðîé õîðäîâûõ äèàãðàìì, âåñîâûìè ñèñòåìàìè, àëãåáðàìè
Õîïôà è òåîðåìîé Ìèëíîðà�Ìóðà. Ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ íèìè â
ïîñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ.
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Ñîäåðæàíèå

1 Ñèíãóëÿðíûå óçëû è îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà

2 Èíâàðèàíòû ïîðÿäêà íîëü è îäèí

3 Ïðèìåð èíâàðèàíòîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ

4 Ñèìâîëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà äëÿ ïîëèíîìà Êîíâåÿ

5 Äðóãèå ïîëèíîìû è èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà
Ïîëèíîì Äæîíñà
Ïîëèíîì Äæîíñà îò äâóõ ïåðåìåííûõ
Ïîëèíîì Êàóôìàíà îò äâóõ ïåðåìåííûõ
Ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé

6 Ïðèìåð èíâàðèàíòà áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà

7 Óïðàæíåíèÿ

8 Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è
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Äî ñèõ ïîð ìû èìåëè äåëî ëèáî ñ èíâàðèàíòàìè êîíå÷íîãî ïîðÿäêà,
ëèáî ñ èíâàðèàíòàìè, êîòîðûå ìîæíî ñâåñòè ê èíâàðèàíòàì
Âàñèëüåâà.
Òåïåðü ïðèâåäåì ïðèìåð èíâàðèàíòà, èìåþùåãî áåñêîíå÷íûé
ïîðÿäîê [4].

Îïðåäåëåíèå 6.1

×èñëîì çàóçëåííîñòè U(K ) (îðèåíòèðîâàííîãî) çàöåïëåíèÿ K
íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî n ∈ N ∪ {0}, òàêîå ÷òî K ìîæíî
ïðåîáðàçîâàòü â òðèâèàëüíîå çàöåïëåíèå ïðîõîæäåíèåì n ðàç ÷åðåç
ñèíãóëÿðíîå çàöåïëåíèå. Äðóãèìè ñëîâàìè, n � ìèíèìàëüíîå ÷èñëî
çàìåí ïåðåêðåñòêîâ, êîòîðûå ìîãóò ïðåîáðàçîâàòü íåêîòîðóþ
äèàãðàììó K â äèàãðàììó òðèâèàëüíîãî çàöåïëåíèÿ.
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Ïî îïðåäåëåíèþ, èíâàðèàíò ðàâåí íóëþ òîëüêî äëÿ òðèâèàëüíûõ
çàöåïëåíèé.

Òåîðåìà 6.2

Èíâàðèàíò U èìååò áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå i ∈ N. Ìû ïðèâåäåì
ïðèìåð ñèíãóëÿðíîãî óçëà, äëÿ êîòîðîãî U(i) 6= 0. Ôèêñèðóåì öåëîå
÷èñëî m > 0 è ðàññìîòðèì óçåë K4m ñ 4m ñèíãóëÿðíûìè âåðøèíàìè,
èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 1.

A

4m вершин

Ðèñ. 1: Ñèíãóëÿðíûé óçåë, äëÿ êîòîðîãî U i 6= 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.2

Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé çíà÷åíèå U(4m) íà ýòîì óçëå ðàâíî
çíàêîïåðåìåííîé ñóììå 2(4m) ñëàãàåìûõ; êàæäîå èç êîòîðûõ åñòü
çíà÷åíèå U íà óçëå, ïîëó÷åííîì íåêîòîðûì ðàçðåøåíèåì âñåõ
ñèíãóëÿðíûõ âåðøèí äèàãðàììû K4m.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ óçëîâ ÷èñëî çàóçëèâàíèÿ U íå
ïðåâîñõîäèò åäèíèíöû: çàìåíÿÿ ïåðåêðåñòîê A, ìû ïîëó÷èì
òðèâèàëüíûé óçåë. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óçåë, ïîëó÷åííûé èç K4m

ðàçðåøåíèåì âñåõ âåðøèí, òðèâèàëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ ðàçðåøåíèé ðàâíî ÷èñëó îòðèöàòåëüíûõ
ðàçðåøåíèé (òî åñòü îáà ðàâíû 2m).
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.2

Â ñëó÷àå q ïîëîæèòåëüíûõ è 4m − q îòðèöàòåëüíûõ ïåðåêðåñòêîâ
ïîëó÷àåì çíàê (−1)q.
Òàêèì îáðàçîì, U(4m)(K4m) ðàâíî

U(4m)(K4m) = 2[C 0

4m − C 1

4m + · · · − C 2m−1
4m ].

Ýòà ñóììà, î÷åâèäíî, îòðèöàòåëüíà: U(4m)(K4m) 6= 0. Òàêèì îáðàçîì,
ïðè m > i

4
ïîëó÷àåì U(i) 6≡ 0. Çíà÷èò, èíâàðèàíò U íå ÿâëÿåòñÿ

èíâàðèàíòîì ïîðÿäêà, íå áîëüøåãî i . Òàê êàê i âûáèðàåòñÿ
ïðîèçâîëüíî, èíâàðèàíò U íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì êîíå÷íîãî
ïîðÿäêà. �

Çàìå÷àíèå 6.3

Âîçìîæíî, U âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.
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Ñîäåðæàíèå

1 Ñèíãóëÿðíûå óçëû è îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà

2 Èíâàðèàíòû ïîðÿäêà íîëü è îäèí

3 Ïðèìåð èíâàðèàíòîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ

4 Ñèìâîëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà äëÿ ïîëèíîìà Êîíâåÿ

5 Äðóãèå ïîëèíîìû è èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà
Ïîëèíîì Äæîíñà
Ïîëèíîì Äæîíñà îò äâóõ ïåðåìåííûõ
Ïîëèíîì Êàóôìàíà îò äâóõ ïåðåìåííûõ
Ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé

6 Ïðèìåð èíâàðèàíòà áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà

7 Óïðàæíåíèÿ

8 Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è
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Óïðàæíåíèÿ I

1 Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäûé èíâàðèàíò ïîðÿäêà ≤ 1 � êîíñòàíòà.

2 Ðàññìîòðèì ñèíãóëÿðíûé óçåë U, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 2.

s�

Ðèñ. 2: Ïðîñòåéøèé ñèíãóëÿðíûé óçåë

Ïóñòü S � òåíü óçëà ñ îäíîé ñèíãóëÿðíîé âåðøèíîé. Äîêàæèòå,
÷òî ìîæíî âûáðàòü òèï íå ñèíãóëÿðíûõ ïåðåêðåñòêîâ â S , ÷òîáû
ïîëó÷åííàÿ äèàãðàììà áûëà èçîòîïíà U.

3 Ïîêàæèòå, ÷òî ïîëèíîì Êàóôìàíà îò äâóõ ïåðåìåííûõ ñëàáåå
èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà.
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Óïðàæíåíèÿ II

4 Âûðàçèòå êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìîâ Hom�ypt è Êàóôìàíà
÷åðåç èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà.

5 Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå èíâàðèàíòîâ f è g ïîðÿäêîâ m è n
ñîîòâåòñòâåííî ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïîðÿäêà íå áîëåå, ÷åì
m + n.
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Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è:

Ïîñòðîèòü òåîðèþ íåêîììóòàòèâíûõ èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà.

Êàòåãîðèôèöèðîâàòü èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà.

Ïîñòðîèòü èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà äëÿ çàóçëåííûõ ïîâåðõíîñòåé.

Ðàñïîçíàþò ëè èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà òðèâèàëüíûé óçåë?

Ðàñïîçíàþò ëè èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà îáðàòèìîñòü óçëîâ? Òî
åñòü ñóùåñòâóåò ëè óçåë K , òàêîé ÷òî K è îáðàòíûé óçåë −K
ðàçëè÷àþòñÿ íåêîòîðûì èíâàðèàíòîì Âàñèëüåâà?
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