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Îïðåäåëåíèå 1.1

Ïóñòü ∆ = ⊕∞m=0∆m � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä C, ïîðîæäåííîå
âñåâîçìîæíûìè õîðäîâûìè äèàãðàììàìè, à ∆ � ïðîñòðàíñòâî
ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ

∑
m cmam, ãäå cm ∈ C � ÷èñëîâûå

êîýôôèöèåíòû, à am ∈ ∆m � ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà õîðäîâûõ
äèàãðàìì ïîðÿäêà m.

Ïðåäñòàâèì ïðîñòðàíñòâî R3 êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C1 ñ êîîðäèíàòîé z è ïðÿìîé R1 ñ
êîîðäèíàòîé t.
Îðèåíòèðîâàííûé óçåë K â R3 = Cz × Rt íåáîëüøèì âîçìóùåíèåì
R3 (â êëàññå èçîòîïèè óçëà) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó, ïðè êîòîðîì
êîîðäèíàòà t ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ôóíêöèåé Ìîðñà íà óçëå K . Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè t íà óçëå K ðåãóëÿðíû
è ÷òî âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè èìåþò ðàçëè÷íûå êðèòè÷åñêèå
çíà÷åíèÿ, ñì. ðèñ. 1.
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Ðèñ. 1: Ìîðñîâñêèé óçåë

Çàìå÷àíèå 1.2

Äàëåå òàêèå âëîæåíèÿ ìû áóäåì íàçûâàòü ìîðñîâñêèìè óçëàìè.
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Îïðåäåëåíèå 1.3

Ïðåäâàðèòåëüíûì èíòåãðàëîì Êîíöåâè÷à óçëà K íàçûâàåòñÿ
ñëåäóþùèé ýëåìåíò â ∆:

Z (K ) =
∞∑

m=0

1

(2πi)m

∫
cmin<t1<···<tm<cmax
tj :íå êðèòè÷åñêèå

∑
P={(zj ,z

′
j )}

(−1)↓DP

m∧
j=1

dzj − dz
′

j

zj − z
′
j

(1)
Ìû ñ÷èòàåì êîýôôèöèåíò ïðè �ïóñòîé� õîðäîâîé äèàãðàììå ðàâíûì
íóëþ.
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Îïèøåì ôîðìóëó (1) áîëåå ïîäðîáíî.
×èñëà cmin è cmax ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè t íà óçëå K .
Îáëàñòüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ n�ìåðíûé ñèìïëåêñ
cmin < t1 < · · · < tm < cmax . Ýòà îáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ íà ñâÿçíûå
êîìïîíåíòû. Çäåñü ïîä zi è dzi ïîíèìàþòñÿ ôóíêöèè îò
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ ti .
Íàïðèìåð, äëÿ òðèâèàëüíîãî óçëà íà ðèñ. 2 è m = 2 îáëàñòü
èíòåãðèðîâàíèÿ ñîñòîèò èç 6 êîìïîíåíò, ñì. ðèñ. 2.

cmax

c2

c1

cmin z

cmax
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Ðèñ. 2: Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à
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Êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ ïîñòîÿííî äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû, íî ìîæåò
ìåíÿòüñÿ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé êîìïîíåíòû ê äðóãîé. ×àñòü óçëà,
ëåæàùàÿ âíóòðè ïîëîñû ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè êðèòè÷åñêèìè
óðîâíÿìè, ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ íàáîð êðèâûõ; êàæäàÿ èç ýòèõ
êðèâûõ îäíîçíà÷íî ïàðàìåòðèçóåòñÿ ïåðåìåííîé t.
Ôèêñèðóåì m è âûáåðåì m ãîðèçîíòàëüíûõ ïëîñêîñòåé
{t = ti}, i = 1, . . . ,m, êàæäàÿ èç êîòîðûõ íå ñîäåðæèò êðèòè÷åñêèõ
òî÷åê è ëåæèò ìåæäó ìèíèìàëüíûì è ìàêñèìàëüíûì óðîâíÿìè.
Äàëåå ìû áóäåì áðàòü ñóììó ïî âñåì íåîòðèöàòåëüíûì öåëûì m. Â
êàæäîé ïëîñêîñòè {t = ti} ⊂ R3 âûáåðåì íåóïîðÿäî÷åííóþ ïàðó
(zi , ti ), (z ′i , ti ) òî÷åê óçëà K . Îáîçíà÷èì ÷åðåç P = {(zi , z ′i )} íàáîð m
òàêèõ ïàð. Çàôèêñèðóåì ñïàðèâàíèå P. Ðàññìàòðèâàÿ óçåë êàê
îðèåíòèðîâàííóþ îêðóæíîñòü è ñîåäèíÿÿ õîðäàìè òî÷êè zi , z

′
i (èç

ñïàðèâàíèÿ P), ìû ïîëó÷èì õîðäîâóþ äèàãðàììó. Îáîçíà÷èì ýòó
äèàãðàììó ÷åðåç DP .
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Ïîä èíòåãðàëîì íàõîäèòñÿ ñóììà äèàãðàìì, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðàçëè÷íûì ñïàðèâàíèÿì P. Êîýôôèöèåíòû ïðè äèàãðàììàõ
ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáîð ñâÿçíîé êîìïîíåíòû è
ñïàðèâàíèÿ P îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ti çàäàíà ïàðà òî÷åê íà
óçëå. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ m ïëîñêîñòåé èìååì m ïàð òî÷åê.
Íà ñàìîì äåëå, ïîñëå âûáîðà ñïàðèâàíèé äèàãðàììà DP îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåíà, è èíòåãðèðóþòñÿ íå õîðäîâûå äèàãðàììû, à ôîðìà

(−1)↓ ∧mj=1

dzj−dz′j
zj−z′j

. Ïîëó÷åííûé èíòåãðàë äàåò êîýôôèöèåíò ïðè

õîðäîâîé äèàãðàììå DP , ïîñëå ÷åãî íóæíî ïðèâåñòè ïîäîáíûå
÷ëåíû.
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Â ïðèâåäåííîì âûøå ïðèìåðå ñâÿçíîé êîìïîíåíòå
{cmin < t1 < c1, c2 < t2 < cmax} ñîîòâåòñòâóþò åäèíñòâåííûå ïàðû
òî÷åê íà óðîâíÿõ {t = t1} è {t = t2}. Â ýòîì ñëó÷àå, èñêîìàÿ ñóììà
ñîñòîèò èç îäíîãî ñëàãàåìîãî. Â êîìïîíåíòå
{cmin < t1 < c1, c1 < t2 < c2} èìååì îäíîçíà÷íûé âûáîð íà óðîâíå
{t = t1}, îäíàêî ïëîñêîñòü {t = t2} ïåðåñåêàåò óçåë â ÷åòûðåõ
òî÷êàõ; òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ C 2

4 = 6 âîçìîæíûõ ñïàðèâàíèé
(z2, z

′
2), òàê ÷òî îáùåå ÷èñëî ñïàðèâàíèé ðàâíî øåñòè.

Â ñëó÷àå êîìïîíåíòû {c1 < t1, t2 < c2} åñòü 36 ñëàãàåìûõ, ñðåäè íèõ

íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò äèàãðàììà . Â êàæäîé ÷àñòè
ðèñ. 3 ìû ïîêàçûâàåì îäíî ñïàðèâàíèå è ñîîòâåòñòâóþùóþ
õîðäîâóþ äèàãðàììó.
Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êðîìå {c1 < t1 < t2 < c2},
âîçíèêàåò äèàãðàììà ñ äâóìÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ õîðäàìè. Ýòà
äèàãðàììà ðàâíà íóëþ ñîãëàñíî îäíî÷ëåííîìó ñîîòíîøåíèþ. Òàêèì
îáðàçîì, îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ñâåñòè ê ñèìïëåêñó
{c1 < t1 < t2 < c2}.
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Ñèìâîë ↓ äëÿ äàííîãî ñïàðèâàíèÿ P îçíà÷àåò ÷èñëî òî÷åê (z , ti ) èëè
(z ′, ti ) â P, â êîòîðûõ êîîðäèíàòà t óìåíüøàåòñÿ ïðè äâèæåíèè ïî
óçëó ñîãëàñíî åãî îðèåíòàöèè.

(−1)2
1слагаемое (−1)2(−1)2

(−1)1

(−1)2

6 слагаемых

36 слагаемых

1слагаемое

1слагаемое

6 слагаемых

(−1)1

Ðèñ. 3: Îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ è äèàãðàììû
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Âîçíèêàþò ñëåäóþùèå åñòåñòâåííûå âîïðîñû:

1 Ñõîäÿòñÿ ëè êîýôôèöèåíòû ∆̄ â ôîðìóëå (1)?

2 ßâëÿåòñÿ ëè ïîëó÷åííûé ýëåìåíò èíâàðèàíòîì óçëîâ?

3 Êàê îí ñâÿçàí ñ èíâàðèàíòàìè Âàñèëüåâà?

4 Êàê ñ÷èòàòü ýòîò èíòåãðàë?

Òåîðåìà 1.4 ([4], ñì. òàêæå [11])

Âñå êîýôôèöèåíòû â ôîðìóëå (1) êîíå÷íû.
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Îïðåäåëåíèå 1.5

Ãîðèçîíòàëüíîé äåôîðìàöèåé íàçûâàåòñÿ èçîòîïèÿ ìîðñîâñêîãî
âëîæåíèÿ êðèâîé â R3, êîòîðîå íå ìåíÿåò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.

Ãîðèçîíòàëüíàÿ äåôîðìàöèÿ ïðåäñòàâèìà â âèäå êîìïîçèöèè
ïðåîáðàçîâàíèé, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 4.

Ðèñ. 4: Ãîðèçîíòàëüíàÿ äåôîðìàöèÿ
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Òåîðåìà 1.6 ([11])

Ôóíêöèÿ Z (K ) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ãîðèçîíòàëüíûõ
äåôîðìàöèé óçëà, à òàêæå îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé íà ðèñ. 5,
îäíàêî íå èíâàðèàíòíà ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (*) íà ðèñ. 6.

Ðèñ. 5: Ïåðåìåùåíèå
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê

(∗)

Ðèñ. 6: Çàïðåùåííîå
ïðåîáðàçîâàíèå

Îáîçíà÷èì óçåë, ÿâëÿþùèéñÿ çàìûêàíèåì äóãè íà ðèñ. 6, ÷åðåç TUD .

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Ðàññìîòðèì äâå ðåàëèçàöèè òðèâèàëüíîãî óçëà: ïðîñòåéøóþ (ñ
îäíèì ìàêñèìóìîì è ìèíèìóìîì) è èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 7. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî èíòåãðàë Z (©) äëÿ ïðîñòåéøåé ðåàëèçàöèè ðàâåí
îäíîìó (òî åñòü äèàãðàììå áåç õîðä ñ êîýôôèöèåíòîì 1). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, Z (∞) íå ðàâíî 1 =©.

=

Ðèñ. 7: Óçåë �∞�

Òàêèì îáðàçîì, Z íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì óçëîâ.

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Ñ äðóãîé ñòîðîíó, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.7

Åñëè óçåë K ′ ïîëó÷àåòñÿ èç óçëà K ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ (∗),
òî Z (K ′) = Z (K ) · Z (∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ∞ ïîëó÷àåòñÿ èç TUD

ãîðèçîíòàëüíîé äåôîðìàöèåé, òàê ÷òî Z (∞) = Z (TUD).
Ðàññìîòðèì ñâÿçíóþ ñóììó óçëà K ñ �ìàëåíüêèì� óçëîì ∞, ÷òîáû
èíòåðâàë ïî êîîðäèíàòå t, ñîîòâåòñòâóþùèé óçëó TUD íå ñîäåðæàë
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê óçëà K . Â ýòîì ñëó÷àå ê óçëó äîáàâÿòñÿ äâå
êðèòè÷åñêèå òî÷êè � îäèí ìàêñèìóì è îäèí ìèíèìóì, ñì. ðèñ. 8.

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è
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Ðèñ. 8: Ïðåîáðàçîâàíèå (*)

Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à ïîëó÷åííîãî óçëà ðàâåí èíòåãðàëó Êîíöåâè÷à
óçëà K ′, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé èçîòîïèåé èç ñóììû
K#∞. Ñðàâíèâàÿ èíòåãðàë Êîíöåâè÷à èñõîäíîãî óçëà è óçëà K , ìû
âèäèì, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå â èíòåãðàëå äëÿ K ñîîòâåòñòâóåò (â
èíòåãðàëå äëÿ K ′) ïðîèçâåäåíèþ ýòîãî ñëàãàåìîãî íà èíòåãðàë
Êîíöåâè÷à äëÿ TUD . Ñëåäîâàòåëüíî, Z (K ′) = Z (K ) · Z (∞). �

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Ñîäåðæàíèå

1 Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à

2 Çíà÷åíèå Z (∞) è íîðìàëèçàöèÿ

3 Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à
Èíòåãðèðîâàíèå ãîëîíîìèè
Ìóëüòèïëèêàòèâíûé èíòåãðàë
Ñâÿçíîñòü Êíèæíèêà-Çàìîëîä÷èêîâà

4 Ìîäóëü Âàñèëüåâà

5 Óïðàæíåíèÿ

6 Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèÿ ïðåäâàðèòåëüíîãî èíòåãðàëà Z (·) ïðè
ïðåîáðàçîâàíèè (*) èìåþò ïðîñòîé âèä: çíà÷åíèå óìíîæàåòñÿ íà
Z (∞). Ïóñòü òåïåðü K � ìîðñîâñêîå âëîæåíèå îêðóæíîñòè S1 â R3,
à c � ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè t íà K .
Ðàññìîòðèì ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à êàê ôîðìàëüíûé
ñòåïåííîé ðÿä. Òîãäà ýòîò ðÿä ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ ãðàäóèðîâàííîé
àëãåáðû, è åãî íà÷àëüíûé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé àëãåáðû.
Òîãäà ìîæíî îáðàòèòü ðÿä ïî ôîðìóëå

(1 + a)−1 = 1− a + a2 − a3 + . . . ,

ãäå ai � i�ÿ ñòåïåíü ñòåïåííîãî ðÿäà a.

Îïðåäåëåíèå 2.1

Óíèâåðñàëüíûì èíâàðèàíòîì Âàñèëüåâà�Êîíöåâè÷à óçëà K
íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé ýëåìåíò ïîïîëíåííîé àëãåáðû õîðäîâûõ
äèàãðàìì:

I (K ) =
Z (K )

Z (∞)
c
2−1

. (2)

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Çàìå÷àíèå 2.2

Ñòåïåíü ( c
2
− 1) áåðåòñÿ, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå íîðìèðîâàíèÿ

I (©) = 1. Â òðèâèàëüíîé äèàãðàììå îäèí ìàêñèìóì è ìèíèìóì, òàê
÷òî c

2
− 1 = 0.

Çàìå÷àíèå 2.3

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ôîðìóëà (1) ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ è
ôîðìóëà (2) êàê ôîðìàëüíîå ÷àñòíîå äâóõ ðÿäîâ.

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.4

Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à I (·) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì óçëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 1.7 èíòåãðàë Z (K ) íå çàâèñèò îò
ðàñïîëîæåíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, à çàâèñèò òîëüêî îò èõ êîëè÷åñòâà.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äâà ìîðñîâñêèõ âëîæåíèÿ çàäàþò îäèí è òîò
æå óçåë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíî èç íèõ ìîæíî
ïðåîáðàçîâàòü â äðóãîå ïîñðåäñòâîì ãîðèçîíòàëüíûõ èçîòîïèé è
äâèæåíèé íà ðèñ. 5 è 6.
Ó÷èòûâàÿ èíâàðèàíòíîñòü Z îòíîñèòåëüíî âñåõ äâèæåíèé, êðîìå
ïîñëåäíåãî, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Îñòàëîñü ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ñàìóþ âàæíóþ òåîðåìó.
Ïóñòü W � âåñîâàÿ ñèñòåìà1 ïîðÿäêà m. Ïîëîæèì W (d) = 0 äëÿ
âñåõ äèàãðàìì d ñ ÷èñëîì õîðä, îòëè÷íûì îò m.

Òåîðåìà 2.5 (Êîíöåâè÷, ñì. òàêæå [11])

Èíâàðèàíò W (I (·)) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì Âàñèëüåâà ñ ñèìâîëîì W ,
ò.å. èíâàðèàíò

V (W )(K ) = W (I (K ))

èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê m è åãî ñèìâîë ðàâåí V (m) = W .

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò âòîðàÿ (ñëîæíàÿ) ÷àñòü òåîðåìû
Âàñèëüåâà�Êîíöåâè÷à î ñóùåñòâîâàíèè èíâàðèàíòà êîíå÷íîãî
ïîðÿäêà, ñîîòâåòñòâóþùåãî çàäàííîé âåñîâîé ñèñòåìå.
Äîêàæåì òåîðåìû 1.4, 1.6 è 2.5.

1Íàïîìíèì, ÷òî âåñîâîé ñèñòåìîé íàçûâàåòñÿ (ïîðÿäêà n) íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà õîðäîâûõ äèàãðàììàõ ïîðÿäêà n, óäîâëåòâîðÿþùàÿ 1T - è
4T -ñîîòíîøåíèÿì.

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÈíòåãðèðîâàíèå ãîëîíîìèè

Ñîäåðæàíèå

1 Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à

2 Çíà÷åíèå Z (∞) è íîðìàëèçàöèÿ

3 Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à
Èíòåãðèðîâàíèå ãîëîíîìèè
Ìóëüòèïëèêàòèâíûé èíòåãðàë
Ñâÿçíîñòü Êíèæíèêà-Çàìîëîä÷èêîâà

4 Ìîäóëü Âàñèëüåâà

5 Óïðàæíåíèÿ

6 Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÈíòåãðèðîâàíèå ãîëîíîìèè

Çàìå÷àíèå 3.1

Ïîä Zm(K ) è Im(K ) ìû ïîíèìàåì ñëàãàåìîå ãðàäóèðîâêè m â Z (K )
è I (K ) ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàæåì ñíà÷àëà òåîðåìó 1.4 î ñõîäèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà (1).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìîðñîâñêèé óçåë K â R3. Ôèêñèðóåì
m ∈ N è âûáåðåì m ïëîñêîñòåé {t = tj}, íå ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
êðèòè÷åñêèå òî÷êè óçëà K .
Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ õîðäîâóþ äèàãðàììó D. Êîýôôèöèåíò ïðè
ýòîé äèàãðàììå ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ôîðìû

m∧
j=1

dz ′j (tj)− dzj(tj)

z ′j (tj)− zj(tj)

ïî ÷àñòè m-ìåðíîãî ñèìïëåêñà {cmin < t1 < · · · < tm < cmax},
ñîîòâåòñòâóþùåé äèàãðàììå D.

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÈíòåãðèðîâàíèå ãîëîíîìèè

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.4: ïðîäîëæåíèå

Ðàññìîòðèì ñèíãóëÿðíûå òî÷êè ôîðìû, ò.å. òî÷êè, ãäå zj = z ′j äëÿ
íåêîòîðîãî j . Èíòåãðàë îò ôîðìû ìîæåò ðàñõîäèòüñÿ òîëüêî â
îêðåñòíîñòè òàêèõ òî÷åê. Ðàññìîòðèì ïàðó òî÷åê zj , z

′
j , áëèçêóþ ê

ñèíãóëÿðíîìó ïîëîæåíèþ.
Èìååì äâå âîçìîæíîñòè:

1 Äóãà ìåæäó zj è z ′j ñîäåðæèò êîíöû zk äðóãèõ õîðä (ðèñ. 9).

Òîãäà îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ (ãäå ìû èíòåãðèðóåì
dz′j (tj )−dzj (tj )
z′j (tj )−zj (tj ) )

èìååò ìàëîñòü áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïî ñðàâíåíèþ ñ zj − z ′j ,
òàê êàê êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà íåâûðîæäåíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà
÷àñòü èíòåãðàëà (2) ñõîäèòñÿ.

zj z ′j

zk

Ðèñ. 9: Äóãà ìåæäó zj è z ′j ñîäåðæèò êîíöû zk äðóãèõ õîðä.
Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÈíòåãðèðîâàíèå ãîëîíîìèè

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.4: ïðîäîëæåíèå

2 Äóãà ìåæäó zj è z ′j íå ñîäåðæèò êîíöîâ äðóãèõ õîðä, ñì. ðèñ. 10.
Òîãäà õîðäà zjz

′
j â äèàãðàììå D èçîëèðîâàíà. Çíà÷èò,

äèàãðàììà D ðàâíà íóëþ ïî 1T�ñîîòíîøåíèþ.

zj z ′j

−→"!
# 

Ðèñ. 10:

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÈíòåãðèðîâàíèå ãîëîíîìèè

Ñîäåðæàíèå

1 Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à

2 Çíà÷åíèå Z (∞) è íîðìàëèçàöèÿ

3 Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à
Èíòåãðèðîâàíèå ãîëîíîìèè
Ìóëüòèïëèêàòèâíûé èíòåãðàë
Ñâÿçíîñòü Êíèæíèêà-Çàìîëîä÷èêîâà

4 Ìîäóëü Âàñèëüåâà

5 Óïðàæíåíèÿ

6 Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÈíòåãðèðîâàíèå ãîëîíîìèè

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äâóõ îñòàâøèõñÿ òåîðåì 1.6 è 2.5, íàì ïðèäåòñÿ
èíòåãðèðîâàòü ãîëîíîìèè è ââåñòè òàê íàçûâàåìóþ ñâÿçíîñòü
Êíèæíèêà�Çàìîëîä÷èêîâà. Ñíà÷àëà íàïîìíèì íåêîòîðûå
êîíñòðóêöèè.

Îïðåäåëåíèå 3.2

Ïóñòü X � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, à U � àññîöèàòèâíàÿ
òîïîëîãè÷åñêàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé (íàä ïîëåì R èëè C).
Òîãäà U�ñâÿçíîñòüþ Ω íà ìíîãîîáðàçèè X íàçûâàåòñÿ 1�ôîðìà Ω
íà X ñ êîýôôèöèåíòàìè â U .
Êðèâèçíîé ñâÿçíîñòè Ω íàçûâàåòñÿ 2�ôîðìà

FΩ = dΩ + Ω ∧ Ω.

Ñâÿçíîñòü íàçûâàåòñÿ ïëîñêîé, åñëè åå êðèâèçíà ðàâíà íóëþ.

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÈíòåãðèðîâàíèå ãîëîíîìèè

Îïðåäåëåíèå 3.3

Ïóñòü B : [a, b]→ X � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå îòðåçêà [a, b] â
ïðîñòðàíñòâî X . Ïóñòü Ω � U�ñâÿçíîñòü íà X .
Îïðåäåëèì ãîëîíîìèþ hB,Ω ôîðìû Ω âäîëü ïóòè B êàê ðåøåíèå
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

∂

∂t
hB,Ω(t) = Ω(B ′(t)) · hB,Ω(t), t ∈ [a, b],

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì hB,Ω(a) = 1.

Çàìå÷àíèå 3.4

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ñâÿçíîñòü Ω ïëîñêàÿ, òî ãîëîíîìèÿ çàâèñèò
òîëüêî îò ïîëîæåíèÿ êîíöîâ è ãîìîòîïè÷åñêîãî òèïà ïóòè.
Ýòîò ôàêò àíàëîãè÷åí ôîðìóëå Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî â
êîììóòàòèâíîì ñëó÷àå. Ïðè ýòîì ìóëüòèïëèêàòèâíûé èíòåãðàë
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêñïîíåíòó îò èíòåãðàëà äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé
ôóíêöèè. Â íåêîììóòàòèâíîì ñëó÷àå ïîÿâëÿåòñÿ ÷ëåí Ω ∧ Ω.

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÈíòåãðèðîâàíèå ãîëîíîìèè

Ñîäåðæàíèå

1 Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à

2 Çíà÷åíèå Z (∞) è íîðìàëèçàöèÿ

3 Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à
Èíòåãðèðîâàíèå ãîëîíîìèè
Ìóëüòèïëèêàòèâíûé èíòåãðàë
Ñâÿçíîñòü Êíèæíèêà-Çàìîëîä÷èêîâà

4 Ìîäóëü Âàñèëüåâà

5 Óïðàæíåíèÿ

6 Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÈíòåãðèðîâàíèå ãîëîíîìèè

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (ãîëîíîìèÿ), êàê ïðàâèëî, ñóùåñòâóåò. Îíî
íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûì èíòåãðàëîì ôîðìû Ω. Âî ìíîãèõ
ñëó÷àÿõ ãîëîíîìèþ ìîæíî ïîñ÷èòàòü ïî èòåðàöèîííîé ôîðìóëå:

hB,Ω(t) = 1 +
∞∑

m=1

∫
a≤t1≤t2≤···≤tm≤t

(B∗Ω)(tm) . . . (B∗Ω)(t1). (3)

Äëÿ áîëüøåé ÿñíîñòè ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïðîñòóþ êîíñòðóêöèþ.

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÈíòåãðèðîâàíèå ãîëîíîìèè

Ïðèìåð 3.5

Ïóñòü Y ′ = AY � äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì Y (0) = 1 â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö ðàçìåðà n × n.a Ðåøåíèå
Y (t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ �áåñêîíå÷íî
áîëüøîãî� ÷èñëà ýëåìåíòîâ �áåñêîíå÷íî áëèçêèõ ê åäèíèöå�.
Åñòåñòâåííî íàçâàòü ýòî ïðîèçâåäåíèå ìóëüòèïëèêàòèâíûì
èíòåãðàëîì îò A è îáîçíà÷èòü ÷åðåç

Y (x) =

∫ x

0

(E + A(t)dt).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ Y (x) âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé.

Y (x) = E +

∫ x

0

A(t1)dt1 +

∫ x

0

A(t1)

∫ t1

0

A(t2)dt2dt1 + · · · (4)

ïðè óñëîâèè, ÷òî ðÿä (4) ñõîäèòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè
äèôôåðåíöèðîâàíèè ðÿäà êàæäûé åãî ÷ëåí ðàâåí ïðåäûäóùåìó
÷ëåíó, óìíîæåííîìó íà A(x).
×ëåíû ðÿäà (4) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èíòåãðàëû ïî ñèìïëåêñàì.

aËèáî äðóãîé òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðå.
Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÈíòåãðèðîâàíèå ãîëîíîìèè

Çàìå÷àíèå 3.6

Â èíòåðåñóþùèõ íàñ ñëó÷àÿõ ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ.

Ôîðìóëà (3) ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà ôîðìóëå (4).
Òåîðèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî èíòåãðàëà õîðîøî èçëîæåíà â
[19, 23, 26].

Çàìå÷àíèå 3.7

Â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ôîðìóëà äàåò ðåøåíèå
íàøåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Íà÷àëüíîå óñëîâèå î÷åâèäíî
âûïîëíåíî. Ïðîèçâîäíàÿ m�ãî èíòåãðàëà äàåò (m − 1)�é èíòåãðàë ñ
ìíîæèòåëåì Ω(Ḃ).

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÈíòåãðèðîâàíèå ãîëîíîìèè

Ñîäåðæàíèå

1 Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à

2 Çíà÷åíèå Z (∞) è íîðìàëèçàöèÿ

3 Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à
Èíòåãðèðîâàíèå ãîëîíîìèè
Ìóëüòèïëèêàòèâíûé èíòåãðàë
Ñâÿçíîñòü Êíèæíèêà-Çàìîëîä÷èêîâà

4 Ìîäóëü Âàñèëüåâà

5 Óïðàæíåíèÿ

6 Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÈíòåãðèðîâàíèå ãîëîíîìèè

Îáîçíà÷èì ÷åðåç DKZ
n ìíîæåñòâî äèàãðàìì, ñîñòîÿøèõ èç n

íàïðàâëåííûõ ââåðõ ñòðåëîê (íà ðèñ. 11 îíè ïîêàçàíû æèðíûìè
ëèíèÿìè) è êîíå÷íîãî ÷èñëà ðåáåð, òàêèõ ÷òî:

1 êîíåö êàæäîãî ðåáðà ëèáî ëåæèò íà ñòðåëêå, ëèáî ÿâëÿåòñÿ
âåðøèíîé âàëåíòíîñòè òðè (â äâóìÿ äðóãèìè êîíöàìè ðåáåð);

2 êàæäàÿ òî÷êà ñòðåëêè èíöèäåíòíà íå áîëåå ÷åì îäíîìó ðåáðó.

Òàêèå äèàãðàììû ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êîìáèíàòîðíîé
ýêâèâàëåíòíîñòè.
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Ðèñ. 11: Ýëåìåíò AKZ

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÈíòåãðèðîâàíèå ãîëîíîìèè

Ïóñòü C � îñíîâíîå ïîëå. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
AKZ

n = span(DKZ
n )/{STU − ñîîòíîøåíèÿ}. STU�ñîîòíîøåíèåì

íàçûâàåòñÿ òî æå, ÷òî è â ñëó÷àå äèàãðàìì Ôåéíìàíà, ãäå ÷àñòè
ñòðåëîê ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ÷àñòè îðèåíòèðîâàííîé îêðóæíîñòè.
Çàìåòèì, ÷òî STU�ñîîòíîøåíèå ëîêàëüíî.
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a−b− a+b+

= -

Ðèñ. 12: STU-ñîîòíîøåíèå

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà
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Ïðè ôèêñèðîâàííîì n, ìíîæåñòâî AKZ
n îáëàäàåò ñòðóêòóðîé

àëãåáðû: ïðîèçâåäåíèåì äèàãðàìì ÿâëÿåòñÿ äèàãðàììà, ïîëó÷åííàÿ
ðàñïîëîæåíèåì îäíîé èç íèõ íàä äðóãîé.

Ïðèìåð 3.8

Ïðèìåð óìíîæåíèÿ â AKZ
3 ïîêàçàí íà ðèñ. 13.

6 6 6 6 6 6 6 6 6

��

��× =

Ðèñ. 13: Óìíîæåíèå â AKZ

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà
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Ïðè ôèêñèðîâàííîì n àëãåáðà AKZ
n ÿâëÿåòñÿ ãðàäóèðîâàííîé:

ïîðÿäîê ýëåìåíòà ðàâåí ïîëîâèíå îáùåãî êîëè÷åñòâà âåðøèí.
Äëÿ 1 ≤ i , j ≤ n îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωij ∈ AKZ

n ýëåìåíò ñ îäíèì ðåáðîì,
ñîåäèíÿþùèì ñòðåëêè i è j .

6 6 6 6

. . . . . . . . .

i j

Ðèñ. 14: Ýëåìåíò Ωij

Çàìå÷àíèå 3.9

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè {i , j}
⋂
{k , l} = ∅, òî Ωij è Ωkl êîììóòèðóþò,

ò.å. Ωij × Ωkl = Ωkl × Ωij .

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÈíòåãðèðîâàíèå ãîëîíîìèè

Ïóñòü Xn � êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî n ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ
òî÷åê â C1. Ïóñòü ωij îáîçíà÷àåò 1�ôîðìó íà Xn:

ωij = d(ln(zi − zj)) =
dzi − dzj
zi − zj

.

Îïðåäåëèì ñâÿçíîñòü Êíèæíèêà�Çàìîëîä÷èêîâà Ωn ñ
êîýôôèöèåíòàìè â AKZ

n êàê Ωn =
∑

1≤i<j≤n Ωijωij íà Xn.

Òåîðåìà 3.10

Ýòà ñâÿçíîñòü ïëîñêàÿ. Áîëåå òî÷íî, Ωn ∧ Ωn = 0 and dΩn = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Â ñàìîì äåëå,
dωij = d2(ln(zi − zj)) = 0.
Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò

Ωn ∧ Ωn =
∑

i<j ;k<l

ΩijΩklωijωkl (5)

è ìíîæåñòâî {i , j , k, l}.

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÈíòåãðèðîâàíèå ãîëîíîìèè

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.10 ïðîäîëæåíèå

Åñëè ìíîæåñòâî {i , j , k , l} ñîñòîèò èç äâóõ èëè ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ, òî
ñîîòâåòñòâóþùèé ÷ëåí ñóììû ðàâåí íóëþ (â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè).
Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ ñóììà ðàâíà ñóììå ïî âñåì íàáîðàì
i , j , k, l , ñîñòîÿùèì èç òðåõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ðàññìîòðèì,
íàïðèìåð, ìíîæåñòâî {i , j , k , l} = {1, 2, 3} è ñîîòâåòñòâóþùèå ÷ëåíû
â ñóììå (5).

Â ýòîì ñëó÷àå èìååì:

∑
{i,j,k,l}={1,2,3}

ΩijΩklωijωkl = (Ω12Ω23 − Ω23Ω12)ω12 ∧ ω23+

〈öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè〉.

Èñïîëüçóÿ STU�ñîîòíîøåíèå, ìû âèäèì, ÷òî
−Ω123 = Ω12Ω23 − Ω23Ω12 è ÷òî ñóììà ðàâíà

−Ω123(ω12 ∧ ω23 + ω23 ∧ ω31 + ω31 ∧ ω12),

ãäå Ω123 � ýëåìåíò, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 15.
Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÈíòåãðèðîâàíèå ãîëîíîìèè

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.10 ïðîäîëæåíèå

6 6 6 6
��@@
PPPP . . .

Ðèñ. 15: Ýëåìåíò Ω123

Óïðàæíåíèå 1

Ïðîâåðüòå ðàâåíñòâî −Ω123 = Ω12Ω23 − Ω23Ω12.

Óïðàæíåíèå 2 (òîæäåñòâî Â.È. Àðíîëüäà [7])

Ïîêàæèòå, ÷òî ω12 ∧ ω23 + ω23 ∧ ω31 + ω31 ∧ ω12 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìíîæåñòâî {i , j , k , l} ñîñòîèò ðîâíî èç òðåõ
ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ, îíî äàåò íóëåâîé âêëàä â ñóììó. Ìû
ðàññìîòðåëè âñå âîçìîæíûå ñëó÷àå. Òàêèì îáðàçîì, Ωn ∧ Ωn = 0. �

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÈíòåãðèðîâàíèå ãîëîíîìèè

Çàìå÷àíèå 3.11

Ñâÿçíîñòü Ωn ìîæíî ñëåãêà ìîäèôèöèðîâàòü äëÿ àëãåáðû AKZ
nn . Ýòà

àëãåáðà ïîðîæäåíà äèàãðàììàìè ñ 2n ñòðåëêàìè (ïåðâûå n ñòðåëîê
îðèåíòèðîâàíû ââåðõ, à ïîñëåäíèå n � âíèç). STU�ñîîòíîøåíèÿ íà
òàêèõ äèàãðàììàõ çàâèñÿò îò íàïðàâëåíèÿ ñòðåëêè, ê êîòîðîé
ñîîòíîøåíèå ïðèìåíÿåòñÿ.

Ïóñòü Ωnn =
∑

1≤i<j≤n si sjΩijωij , ãäå si ðàâíî 1 ïðè i ≤ n è −1 ïðè
i > n.

Óïðàæíåíèå 3

Ïîêàæèòå, ÷òî ñâÿçíîñòü Ωnn ïëîñêàÿ.

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÈíòåãðèðîâàíèå ãîëîíîìèè

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.6

Òåïåðü äîêàæåì òåîðåìó îá èíâàðèàíòíîñòè. Íàïîìíèì òåîðåìó 1.6.

Òåîðåìà (Òåîðåìà 1.6)

Ôóíêöèÿ Z (K ) èíâàðèàíòíà ïðè ãîðèçîíòàëüíûõ äåôîðìàöèÿõ óçëà,
à òàêæå ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 16, îäíàêî íå
èíâàðèàíòíà ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (*) íà ðèñ. 17

Ðèñ. 16: Äâèæåíèå êðèòè÷åñêèõ
òî÷åê

(∗)

Ðèñ. 17: Çàïðåùåííîå
ïðåîáðàçîâàíèå

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÈíòåãðèðîâàíèå ãîëîíîìèè

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.6

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë
Êîíöåâè÷à Z (K ) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé,
ñîõðàíÿþùèõ êðèòè÷åñêèå òî÷êè.
Äåëî â òîì, ÷òî èíòåãðàë Êîíöåâè÷à îò óçëà ìîæíî ðàçëîæèòü â
ïðîèçâåäåíèå ïîõîæèõ èíòåãðàëîâ îò ÷àñòåé äàííîãî óçëà; êàæäàÿ èç
ýòèõ ÷àñòåé ïðåäñòàâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì íåêîòîðîé àëãåáðû
Êíèæíèêà�Çàìîëîä÷èêîâà ñî ñòðåëêàìè, íàïðàâëåííûìè ââåðõ è
âíèç; ïîñëå ñîåäèíåíèÿ ýëåìåòíû îáðàçóþò îáû÷íóþ õîðäîâóþ
äèàãðàììó. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ èç AKZ

ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíòó â ∆̄.
Ïóñòü cmin ≤ a < b ≤ cmax . Îïðåäåëèì Z (K , [a, b]) òàê æå, êàê ýòî
áûëî ñäåëàíî â ôîðìóëå (1), íî âçÿâ â êà÷åñòâå îáëàñòè
èíòåãðèðîâàíèÿ {a < t1 < · · · < tn < b}, è çàìåíèâ õîðäîâûå
äèàãðàììû ýëåìåíòàìè àëãåáðû Êíèæíèêà� Çàìîëîä÷èêîâà.

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÈíòåãðèðîâàíèå ãîëîíîìèè

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.6: ïðîäîëæåíèå

Õîòÿ Z (K , [a, b]) íå ïðèíàäëåæèò Ac ⊂ ∆̄, ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿä
(âû÷èñëåííûé äëÿ óçëà) ñõîäèòñÿ ïî òåì æå ïðè÷èíàì, ÷òî è Z . Òàê
êàê â èíòåðâàëå (a, b) íåò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, ïåðåñå÷åíèå óçëà ñ
ïîëîñîé C× (a, b) ÿâëÿåòñÿ íàáîðîì îðèåíòèðîâàííûõ êðèâûõ áåç
ãîðèçîíòàëüíûõ êàñàòåëüíûõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî òàêèõ êðèâûõ
ðàâíî 2n. Î÷åâèäíî, ÷òî n èç íèõ íàïðàâëåíû ââåðõ è n êðèâûõ �
âíèç. Ôèêñèðóåì èõ íèæíèå òî÷êè a1, . . . , a2n è ñîîòâåòñòâóþùèå
âåðõíèå òî÷êè b1, . . . , b2n, ãäå ïåðâûå n òî÷åê ÿâëÿþòñÿ êîíöàìè
âîçðàñòàþùèõ êðèâûõ, à ïîñëåäíèå n � óáûâàþùèõ.

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÈíòåãðèðîâàíèå ãîëîíîìèè

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.6: ïðîäîëæåíèå

Òåïåðü èíòåãðàë Z (K [a, b]) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ãîëîíîìèþ
ñâÿçíîñòè Ωnn âäîëü ïóòè èç (a1, . . . , a2n) â (b1, . . . , b2n) ñ ïîìîùüþ
èòåðàöèîííîé ôîðìóëû (3). Äåéñòâèòåëüíî, m�é ÷ëåí èòåðàöèîííîé
ôîðìóëû äëÿ Ωnn ñîîòâåòñòâóåò m�ó ÷ëåíó èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à,
ïîñêîëüêó â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìû èíòåãðèðóåì ôîðìó

∑
P={(zj ,z′j )}

(−1)↓Ωjj′

m∧
j=1

dzj − dz
′

j

zj − z ′j
, (6)

ãäå (−1)↓ ñîîòâåòñòâóåò çíàêó ïðîèçâåäåíèÿ sjs
′
j .

Íàïîìíèì, ÷òî STU�ñîîòíîøåíèå íà äèàãðàììàõ Ôåéíìàíà
ýêâèâàëåíòíà 4T�ñîîòíîøåíèþ íà õîðäîâûõ äèàãðàììàõ. Èìåííî
çäåñü (ïðè ïðîâåðêå òîãî, ÷òî ñâÿçíîñòü Êíèæíèêà� Çàìîëîä÷èêîâà
ïëîñêàÿ) ìû èñïîëüçóåì 4T�ñîîòíîøåíèå (â âèäå
STU�ñîîòíîøåíèÿ).

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÈíòåãðèðîâàíèå ãîëîíîìèè

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.6: ïðîäîëæåíèå

Òàê êàê êðèâèçíà ñâÿçíîñòè Ωnn ðàâíà íóëþ, èíòåãðàë (6)
èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ãîìîòîïèé ïóòåé èíòåãðèðîâàíèÿ ñ
ôèêñèðîâàííûìè êîíöàìè, ò.å. ïðè ãîðèçîíòàëüíûõ äåôîðìàöèÿõ
÷àñòè óçëà, ëåæàùåé â ïîëîñå C× (a, b).
Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé a < b < c
(âîçìîæíî, êðèòè÷åñêèõ), ìû èìååì
Z (K , [a, c]) = Z (K , [a, b]) · Z (K , [b, c]). Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî
èíòåãðàë Z (K ), ÿâëÿþùèéñÿ ïðîèçâåäåíèåì Z (K , [ci , ci+1]), ãäå
ci , ci+1 � âñå ïàðû �ñîñåäíèõ� êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, èíâàðèàòåí
îòíîñèòåëüíî ãîðèçîíòàëüíûõ äåôîðìàöèé íà èíòåðâàëàõ, íå
âêëþ÷àþùèõ êðèòè÷åñêèå òî÷êè.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà êðèòè÷åñêèå òî÷êè ïåðåìåùàþòñÿ
ïðè èçîòîïèè óçëà.

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÈíòåãðèðîâàíèå ãîëîíîìèè

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.6: ïðîäîëæåíèå

1 Êðèòè÷åñêèå òî÷êè äâèãàþòñÿ, íî èõ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå íå
ìåíÿåòñÿ, ñì. ðèñ. 18.

−→ −→

Ðèñ. 18: Äâèæåíèå êðèòè÷åñêèõ òî÷åê

2 Ïîðÿäîê êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ìåíÿåòñÿ, ñì. ðèñ. 19.

−→−→

Ðèñ. 19: Èçìåíåíèå ðàñïîëîæåíèÿ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÈíòåãðèðîâàíèå ãîëîíîìèè

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.6: ïðîäîëæåíèå

Êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 18 è 19, ñíà÷àëà ìîæíî ïðèìåíèòü
ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå íå ìåíÿåò Z (K ), è ïîëó÷èòü óçåë ñ �èãëîé�.
Ïîêàæåì, ÷òî óäàëåíèå ýòîé èãëû èçìåíèò ýëåìåíò ãðàäóèðîâêè m â
èíòåãðàëå Êîíöåâè÷à íà íåêîòîðîå ìàëîå ε, çàâèñÿùåå îò øèðèíû
èãëû.
Äåéñòâèòåëüíî, óçåë K ′ ïîëó÷àåòñÿ èç óçëà K äîáàâëåíèåì
âåðòèêàëüíîé èãëû îêîëî íåêîòîðîãî ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà).
Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçíîñòü Z (K )− Z (K ′) âêëþ÷àåò òîëüêî ÷ëåíû,
ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãðàììàì, ó êîòîðûõ êîíåö îäíîé èç õîðä ëåæèò
íà èãëå. Ïóñòü øèðèíà èãëû ðàâíà ε. Ïîêàæåì, ÷òî
Zm(K )− Zm(K ′) = O(ε).
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.6: ïðîäîëæåíèå

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì âñå õîðäû, îäèí èç êîíöîâ êîòîðûõ
ëåæàò íà èãëå. Åñëè îáà êîíöà âåðõíåé õîðäû ëåæàò íà èãëå, òî
äèàãðàììà ðàâíà íóëþ ïî 1T�ñîîòíîøåíèþ. Åñëè íåò õîðä, ó
êîòîðûõ îáà êîíöà ëåæàò íà èãëà, òî ñèòóàöèÿ ïðîñòàÿ: ñóììà
äèàãðàìì íà ðèñ. 20 äàåò ÷ëåí ïîðÿäêà ε: ïðè èíòåãðèðîâàíèè ÷èñëî
↑ ó ëåâîé è ïðàâîé äèàãðàìì ðàçëè÷àåòñÿ íà 1; òàêèì îáðàçîì, ìû
ïîëó÷àåì ñîêðàùåíèå ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ ïîðÿäêà ε.��

?

��

?

+

Ðèñ. 20: Ñîêðàùåíèå äâóõ ÷ëåíîâ
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Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ïîä âåðõíåé õîðäîé (zi , z
′
i ), îäèí

êîíåö êîòîðîé ëåæèò íà èãëå, ðàñïîëîæåíî k õîðä ñ îáîèìè êîíöàìè
íà èãëå. Ïóñòü (zj1 , z

′
j1

) � ñàìàÿ íèæíÿÿ èç ýòèõ õîðä, à (zjk , z
′
jk

) �
ñàìàÿ âåðõíÿÿ, ñì. ðèñ. 21.

��

?← ε→

...

j1

jk

i

Ðèñ. 21: Ñëó÷àé k õîðä íà èãëå
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Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî (zi , z
′
i ) � åäèíñòâåííàÿ õîðäà, ó êîòîðîé îäèí

êîíåö ëåæèò íà èãëå. Äîáàâëåíèå åùå îäíîé òàêîé õîðäû ïðèâîäèò ê
óìíîæåíèþ èíòåãðàëà íà êîíå÷íîå íåíóëåâîå ÷èñëî.
Ïóñòü δα = |zjα − zj′α |. Òîãäà ðàçíèöà Z (K ′)− Z (K ) îãðàíè÷åíà
íåêîòîðîé êîíñòàíòîé, óìíîæåííîé íà âûðàæåíèå∫ ε

0

dδ1
δ1

∫ δ1

0

dδ2
δ2
· · ·
∫ δk−1

0

dδk
δk

∫ zj′
k

zjk

dzi − dz ′i
zi − z ′i

.

Èíòåãðàë èìååò ìàëîñòü ïîðÿäêà ε̃. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëåäíèé
èíòåãðàë èìååò ìàëîñòü ïîðÿäêà δk . Äàëåå, ÷ëåí δk ñîêðàùàåòñÿ â
ïðåäïîñëåäíåì èíòåãðàëå, ïîýòîìó ïðåäïîñëåäíèé èíòåãðàë èìååò
ìàëîñòü δk−1 è ò.ä. Â èòîãå, ìàëîñòü âñåãî èíòåãðàëà ðàâíà δ1 ∼ ε.
Ïðîèçâîëüíîñòü âûáîðà ε âëå÷åò òðåáóåìóþ èíâàðèàíòíîñòü. �

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî I (·) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì óçëîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.5

Òåïåðü äîêàæåì òåîðåìó 2.5 î òîì, ÷òî äëÿ ëþáîé âåñîâîé ôóíêöèè
W êîìïîçèöèÿ W (I (·)) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì Âàñèëüåâà ñ
ñèìâîëîì W .

Òåîðåìà (Òåîðåìà 2.5)

Èíâàðèàíò W (I (·)) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì Âàñèëüåâà ñ ñèìâîëîì W .

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ðàññìàòðèâàåìûå óçëû ÿâëÿþòñÿ ìîðñîâñêèìè è, êðîìå òîãî, èõ
ïðîåêöèè íà íåêîòîðóþ âåðòèêàëüíóþ ïëîñêîñòü (ñêàæåì, Oxz)
ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè äèàãðàììàìè óçëîâ (â îáû÷íîì ñìûñëå).
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.5: ïðîäîëæåíèå

Ïóñòü W � âåñîâàÿ ñèñòåìà ïîðÿäêà m. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîé õîðäîâîé äèàãðàììû D
ïîðÿäêà m è ëþáîãî ìîðñîâñêîãî âëîæåíèÿ â Cz × Rt ñèíãóëÿðíîãî
óçëà KD , ñîîòâåòñòâóþùåãî äèàãðàììå D, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

I (KD) = D̄ + 〈÷ëåíû ïîðÿäêà ≥ m〉,

ãäå D̄ � êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè õîðäîâîé äèàãðàììû D, à èíòåãðàë
I (KD) îïðåäåëåí êàê çíàêîïåðåìåííàÿ ñóììà çíà÷åíèé I ,
âû÷èñëåííàÿ íà 2m óçëàõ, ïîëó÷åííûõ ðàçðåøåíèåì óçëà KD .
Åñëè äâà óçëà K1 è K2 â Cz × Rt ñîâïàäàþò âåçäå, êðîìå ìàëîãî
ó÷àñòêà, â êîòîðîì âåòâè óçëà K1 îáðàçóþò îòðèöàòåëüíûé
ïåðåêðåñòîê (ïðè ïðîåêöèè íà âåðòèêàëüíóþ ïëîñêîñòü), à âåòâè K2

� ïîëîæèòåëüíûé, òî çíà÷åíèÿ Z (K2) è Z (K1) ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî
íà õîðäîâûõ äèàãðàììàõ, ó êîòîðûõ åñòü âåðøèíà, ëåæàùàÿ íà ýòèõ
âåòâÿõ.

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÈíòåãðèðîâàíèå ãîëîíîìèè

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.5: ïðîäîëæåíèå

Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ Âàñèëüåâà ñèíãóëÿðíûé óçåë KD ñîîòâåòñòâóåò
àëüòåðíèðîâàííîé ñóììå 2m óçëîâ, ðàçëè÷àþùèõñÿ â ìàëûõ
îêðåñòíîñòÿõ m ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê. Çàìåòèì, ÷òî çíàê â ýòîé ñóììå
îïðåäåëÿåòñÿ ñîìíîæèòåëåì (−1)↓ â ôîðìóëå (1).
Ðàññóæäàÿ êàê ðàíåå, ìû âèäèì, ÷òî Z (KD) èìååò íåíóëåâûå
êîýôôèöèåíòû òîëüêî ïðè òåõ õîðäîâûõ äèàãðàììàõ, ó êîòîðûõ åñòü
âåðøèíû â êàæäîé èç ýòèõ îêðåñòíîñòåé. Òàêèì îáðàçîì, íåíóëåâîé
êîýôôèöèåíò ìîæåò áûòü òîëüêî ó äèàãðàìì ñ íå ìåíåå ÷åì m
õîðäàìè.
Èç äèàãðàìì ïîðÿäêà m êîýôôèöèåíò íå ðàâåí íóëþ òîëüêî ïðè
äèàãðàììå KD .
Âû÷èñëèì ýòîò êîýôôèöèåíò.
Êàæäîé èç m âåðøèí ñîîòâåòñòâóåò ðàçíîñòü èíòåãðàëîâ

äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû
dzi−dz′i
zi−z′i

.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.5: ïðîäîëæåíèå

Ýòà ðàçíîñòü ðàâíà èíòåãðàëó dz
z âäîëü ïóòè, îáõîäÿùåãî îäèí ðàç

âîêðóã íóëÿ. Ïî òåîðåìå Êîøè ýòîò èíòåãðàë ðàâåí 2πi . Òàê êàê
âñåãî åñòü m ïóòåé, çíà÷åíèÿ ïåðåìíîæàòñÿ.
Ïîëó÷åííûé êîýôôèöèåíò (2πi)m ñîêðàòèòñÿ ñî çíàìåíàòåëåì â
ôîðìóëå (1). Òàêèì îáðàçîì,

Z (KD) = D̄ + 〈÷ëåíû ïîðÿäêà ≥ m〉.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî I (K ) = Z(K)

Z(∞)
c
2
−1 , ìû ïîëó÷àåì

I (KD) = D̄ + 〈÷ëåíû ïîðÿäêà ≥ m〉.

Ñëåäîâàòåëüíî, W (I (KD)) = W (D), à çíà÷èò, èíâàðèàíò Âàñèëüåâà
W (I (·)) ïîðÿäêà m èìååò ñèìâîë W . Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî. �

Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à è ôîðìóëû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Ïðåäâàðèòåëüíûé èíòåãðàë Êîíöåâè÷à Çíà÷åíèå Z(∞) è íîðìàëèçàöèÿ Èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à Ìîäóëü Âàñèëüåâà Óïðàæíåíèÿ Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷èÈíòåãðèðîâàíèå ãîëîíîìèè

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à ÿâëÿåòñÿ, îäíàêî, çàäà÷åé
òåõíè÷åñêè ñëîæíîé. Íàïðèìåð, òðóäíûì ÿâëÿåòñÿ äàæå âû÷èñëåíèå
(ïðåäâàðèòåëüíîãî) èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à îò òðèâèàëüíîãî óçëà ∞.
Âèä ýòîãî èíòåãðàëà áûë ïðåäñêàçàí Áàð-Íàòàíîì, Ãàðóôàëèäèñîì,
Ðîçàíñêèì è Òåðñòîíîì â [9] è îêîí÷àòåëüíî óñòàíîâëåí â [14].
Ôîðìóëà äëÿ èíòåãðàëà (â ôîðìå äèàãðàìì Ôåéíìàíà) âûãëÿäèò òàê

Z (∞) = exp
∞∑
n=0

b2nw2n = 1 +

( ∞∑
n=0

b2nw2n

)
+

1

2

( ∞∑
n=0

b2nw2n

)2

+ . . . .

Çäåñü b2n � îáîáùåííûå ÷èñëà Áåðíóëëè, òî åñòü êîýôôèöèåíòû
ðÿäà Òåéëîðà:

∞∑
n=0

b2nx
2n =

1

2
ln

ex/2 − e−x/2

x/2
,

à w2n � òàê íàçûâàåìûå �êîëåñà�.
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Êîëåñî w2n åñòü êîýôôèöèåíò 1
(2n)! , óìíîæåííûé íà ñóììó (2n!)

äèàãðàìì Ôåéíìàíà. Êàæäàÿ èç ýòèõ äèàãðàìì ñîñòîèò èç âíåøíåé
îêðóæíîñòè, âíóòðåííåé îêðóæíîñòè (ðàññìàòðèâàåìîé êàê öèêë,
ñîñòàâëåííûé èç âíóòðåííèõ ðåáåð) è 2n õîðä, ñîåäèíÿþùèõ
ôèêñèðîâàííûå 2n òî÷êè íà ïåðâîé îêðóæíîñòè ñ ôèêñèðîâàííûìè
2n òî÷êàìè íà âòîðîé. Ýòè òî÷êè ìîæíî ñîåäèíèòü â ñîîòâåòñòâèè ñ
ëþáîé ïåðåñòàíîâêîé èç S2n. Òàêèì îáðàçîì, åñòü (2n)! äèàãðàìì, è
ìû áåðåì îò íèõ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå.
Íàïðèìåð, ýëåìåíò w4 ñîäåðæèò âîñåìü ñëàãàåìûõ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ äèàãðàììå Dx (ðèñ. 22 ñëåâà) è øåñòíàäöàòü
ñëàãàåìûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äèàãðàììå Dy (ðèñ. 22 ñïðàâà).
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Ðèñ. 22: Äèàãðàììû Dx è Dy

Â òåðìèíàõ õîðäîâûõ äèàãðàìì êîëåñî w4 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

w4 = − 10

3
+

4

3
.

Àíàëîãè÷íî (íà ñàìîì äåëå, åùå áîëåå ïðîñòî) ìîæíî íàéòè
âûðàæåíèÿ äëÿ w2 è w2

2 .

Óïðàæíåíèå 4

Ïðîâåðüòå ôîðìóëó, ïðåäñòàâëåííóþ âûøå.
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Îêîí÷àòåëüíî, ïåðâûå ÷ëåíû èíòåãðàëà èìåþò âèä:

Z (∞) = 1 +
1

48
w2 +

1

4608
w2
2 −

1

5760
w4 + . . .

èëè, â òåðìèíàõ õîðäîâûõ äèàãðàìì,

Z (∞) = 1− 1

24
− 1

5760
+

1

1152
+

1

2880
+ . . .

Êðîìå òîãî, Ëå è Ìóðàêàìè [25] ïîñòðîèëè îáîáùåíèå èíòåãðàëà
Êîíöåâè÷à äëÿ òàê íàçûâàåìûõ òàíãëîâ � îäíîìåðíûõ
ìíîãîîáðàçèé, ëåæàùèõ â ïîëîñå ìåæäó äâóìÿ ãîðèçîíòàëüíûìè
ïëîñêîñòÿìè è èìåþùèìè ñ ýòèìè ïëîñêîñòÿìè ëèøü êîíå÷íîå
÷èñëî îáøèõ òî÷åê. Òàíãë îäíîâðåìåííî îáîáùàåò óçëû è êîñû, à
âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à äëÿ ñëó÷àÿ êîñ ìíîãî ëåã÷å, ÷åì â
îáùåì ñëó÷àå. Íà ñàìîì äåëå, íåÿâíî âîçíèêàëè â äîêàçàòåëüñòâå
èíâàðèàíòíîñòè ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà Z [a, b] íà íåêîòîðîì
èíòåðâàëå [a, b]. Èñïîëüçóÿ ñîáñòâåííóþ òåõíèêó, Ëå è Ìóðàêàìè
âû÷èñëèëè Z (∞).
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Íåèçâåñòíî, ðàçëè÷àþò ëè èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà âñå èçîòîïè÷åñêèå
êëàññû óçëîâ è çàöåïëåíèé. Ïðåäïîëîæåíèå î ïîëíîòå èíâàðèàíòîâ
êîíå÷íîãî ïîðÿäêà èçâåñòíî êàê ãèïîòåçà Âàñèëüåâà.
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìîäóëü Âàñèëüåâà, â êîòîðîì äâà óçëà
ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè ó íèõ ñîâïàäàþò çíà÷åíèÿ âñåõ
èíâàðèåíòîâ Âàñèëüåâà ïîðÿäêà, íå ïðåâûøàþùåãî íåêîòîðûé
ôèêñèðîâàííûé ïîðÿäîê. Òîãäà êàæäûé óçåë ìîæåò áûòü ðàçëîæåí â
êîíå÷íóþ ñóììó îáðàçóþùèõ ìîäóëÿ.
Äàäèì òî÷íîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 4.1

Ìîäóëåì Âàñèëüåâà ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ ìîäóëü íàä Z (èëè Q),
ïîðîæäåííûé êëàññàìè èçîòîïèè îðèåíòèðîâàííûõ è ñèíãóëÿðíûõ
óçëîâ è èìåþùèé ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

1 © = 0, ãäå © � òðèâèàëüíûé óçåë;

2 ñîîòíîøåíèå Âàñèëüåâà;

3 Km = 0 äëÿ m > n, ãäå Km � ïðîèçâîëüíûé ñèíãóëÿðíûé óçåë
ïîðÿäêà m.
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Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.2 (òåîðåìà î ðàçëîæåíèè)

Â ìîäóëå Âàñèëüåâà ïîðÿäêà n, êàæäûé óçåë K ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå:

K =
r∑

i=1

vi (K )Ki ,

ãäå r � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà ïîðÿäêà
íå áîëåå ÷åì n, vi � èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà ïîðÿäêà, ìåíüøåãî èëè
ðàâíîãî n, à Ki � íåêîòîðûå ôèêñèðîâàííûå áàçèñíûå óçëû, íå
çàâèñÿùèå îò óçëà K .

Ýòà òåîðåìà ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé.
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Îïðåäåëåíèå 4.3

Äëÿ ëþáîãî n òàáëèöåé àêòóàëüíîñòè èíâàðèàíòà Âàñèëüåâà ïîðÿäêà
n íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî åãî çíà÷åíèé íà áàçèñíûõ óçëàõ.

Ïðîñòåéøåå ðàçëîæåíèå â ìîäóëå Âàñèëüåâà [24] ïîðÿäêà äâà èìååò
âèä:

K = V2(K ) ,

ãäå V2 � âòîðîé êîýôôèöèåíò ïîëèíîìà Êîíâåÿ.
Ïîäðîáíîñòè ñì. â [16, 30, 31].
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Óïðàæíåíèÿ

1 Ïóñòü ωij � ñëåäóþùàÿ 1�ôîðìà íà Xn:

ωij = d(ln(zi − zj)) =
dzi − dzj
zi − zj

.

Ïîêàæèòå, ÷òî ω12 ∧ ω23 + ω23 ∧ ω31 + ω31 ∧ ω12 = 0.

2 Ïóñòü Ωnn =
∑

1≤i<j≤n si sjΩijωij , ãäå si ðàâíî 1 ïðè i ≤ n è ðàâíî
−1 ïðè i > n. Ïîêàæèòå, ÷òî ñâÿçíîñòü Ωnn ïëîñêàÿ.
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Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è:

1 Êàê âûðàçèòü G 3
n è G 4

n -çíà÷íûå èíâàðèàíòû (à òàêæå äðóãèå
èíâàðèàíòû, ãäå ñèíãóëÿðíûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ òðîéíûìè, à íå
äâîéíûìè) â òåðìèíàõ èíòåãðèðîâàíèÿ ãîëîíîìèè?

2 Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à äëÿ íåêîììóòàòèâíûõ èíâàðèàíòîâ
êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.
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